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Resumen

La tesis trata la optimización y sustentabilidad de protocolos de quimio-
terapia. Resulta que la mayoŕıa de estos protocolos están destinados a eli-
minar la enfermedad; pero, esto tiene muchos aspectos negativos, como por
ejemplo los efecto colaterales de las drogas sobre el paciente. Entonces, ante
una enfermedad tan dinámica como es el cáncer, es interesante buscar proto-
colos que contemplen las necesidades del paciente. De este modo, planteamos
el problema de encontrar protocolos que minimicen el tamaño del tumor y la
cantidad de drogas suministradas. Ambos objetivos, claramente en conflicto,
dan lugar a un problema de optimización multiobjetivo. Sobre las drogas
utilizadas se imponen ciertas restricciones, las cuales escribimos en forma di-
fusa. Esto deriva a un problema de optimización multiobjetivo - difuso. Este
problema se resuelve utilizando la función fmincon del programa MATLAB
R2009a. Además, ponderando con diferente pesos los objetivos considerados
se encuentra una aproximación del frente de Pareto.

La ecuación utilizada para la dinámica del tumor, es la ecuación de Gom-
pertz con efecto de la terapia. Hemos considerado tanto la formulación de-
terminista como la estocástica de dicha ecuación.

Los resultados numéricos indican que los Frentes de Pareto son no vaćıos,
y nos permiten encontrar protocolos personalizados.

También se estudia la sustentabilidad de protocolos, donde se considera
un modelo discreto para la dinámica del tumor. Aqúı, utilizando las her-
ramientas de la teoŕıa de viabilidad, se buscan protocolos que mantengan el
tumor acotado en el tiempo. Esto está de acuerdo con la idea de ver al cáncer
como una enfermedad crónica con la cual el paciente pueda vivir, y no nece-
sariamente como una enfermedad a erradicar. Los resultados numéricos nos
dicen que los núcleos de viabilidad son no vaćıos. Finalmente en la última
parte de la tesis, se indica brevemente algunas de las ĺıneas de investigación
surgidas a partir de la misma. Estás están relacionadas con la entroṕıa del
tumor, y un modelo basado en agentes. Este último, programado utilizando
NetLogo 5.0.3, proporciona conclusiones similares a las obtenidas en caṕıtulos
anteriores.

Clasificación: 37H10, 39A22, 49J21, 60A86, 62C86, 92C42, 92C50.

Palabras Claves: Bellman, Cáncer, Difuso, Estocástico, Gompertz, Opti-
mización multi-objetivo, Pareto, Quimioterapia, Tumor, Viabilidad.
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Abstrac

This thesis studies the optimization and sustainability of chemotherapy
protocols. Most of the protocols are destined to eradicate the disease. How-
ever, this has several adverse effects like medicine secondary effects. Facing
at a dynamic disease such as cancer is interesting to look for protocols that
include patient‘s needs. In this way, we propose a problem to find protocols
to minimize the tumor size and the amount of drugs provided. Both objec-
tives, (obviously in conflict) originate a multiobjective optimization problem.
Certain restrictions are made on the used drugs, which are written in a fuzzy
form. In consequence, we have a multiobjective-diffuse optimization prob-
lem. This problem is solved using the MATLAB R2009a fmincon function.
Also, weighting with all different weights, the objectives find a Pareto´s front.
The equation used to describe the tumor dynamics is the Gompertz´s equa-
tion with the therapy effect. We have considered both the deterministic and
stochastic formulation. The numeric results show that Pareto´s front are not
empty, and they allow finding personalized protocols. The sustainability pro-
tocols is also studied, where a discrete model is considered for the tumor
dynamics. Using tools from the viability theory, these protocols should keep
the tumor confined in time. This is in agreeing with the idea of seeing cancer
as a chronic disease which the patient can live with, and no necessarily a
disease to eradicate. Also, the numeric results indicate that the viability core
are not empty. In the last part of this work, we briefly show some research
lines emerged as a result of this investigation. They are related to the tumor
entropy and agents based model. This model was programmed using Net-
logo 5.0.3, and gave us similar conclusions to the ones obtained in previous
chapters.

Clasiffication: 37H10, 39A22, 49J21, 60A86, 62C86, 92C42, 92C50.

Keywords: Bellman, Cancer, Fuzzy, Stochastic, Gompertz, Optimization
multi-objective, Pareto, Chemotherapy, Tumor, Viability.
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3.2.1. Procesos estocásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2.2. Movimiento browniano (o Proceso de Wiener) . . . . . 36
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A la derecha se observa la respuesta del tumor a una terapia
según los dos modelos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2. Frente de Pareto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y

el crecimiento del tumor según el protocolo C0. . . . . . . . . . 47
3.4. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y

el crecimiento del tumor según el protocolo C1. . . . . . . . . . 48
3.5. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y

el crecimiento del tumor según el protocolo C2. . . . . . . . . . 48
3.6. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y

el crecimiento del tumor según el protocolo C3. . . . . . . . . . 49

4.1. Frente de Pareto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

IX



4.2. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y
el crecimiento del tumor según el protocolo C1e. . . . . . . . . 55

4.3. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y
el crecimiento del tumor según el protocolo C2e. . . . . . . . . 55

4.4. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y
el crecimiento del tumor según el protocolo C3e. . . . . . . . . 56

4.5. Frente de Pareto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4.6. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y

el crecimiento del tumor según el protocolo C1e. . . . . . . . . 60
4.7. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y

el crecimiento del tumor según el protocolo C2e. . . . . . . . . 61
4.8. En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y

el crecimiento del tumor según el protocolo C3e. . . . . . . . . 61

5.1. a) La subpoblación sensible crece a expensas de la subpoblación
resistente. b) Una terapia que elimina la subpoblación sensible deja
como resultado un tumor constituido de células resistentes que
crecen libremente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.2. A la izquierda de la figura podemos ver la dinámica del tumor
sometido a terapia cuando G ≥ 1, aqúı no hay competencia entre
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Introducción El cáncer es una de las principales causas de
muerte del ser humano. Actualmente unas 8 millones de personas mueren
por año en manos del cáncer, y se estima que el número de v́ıctimas anuales
será de 9 millones de personas para el 2015 y de unas 11 millones para el
2030 [66].

Se entiende por cáncer no una enfermedad sino un conjunto de enfer-
medades que pueden manifestarse en diferentes órganos o tejidos del cuerpo,
y que además pueden presentar variantes de un paciente a otro. En térmi-
nos generales, el cáncer se caracteriza por un crecimiento anormal de células.
Aunque su origen es todav́ıa materia de estudio, se sabe que estas enfer-
medades son el producto final de un proceso denominado carcinogénesis. En
este, un agente, denominado carcinógeno, actua sobre la célula modifican-
do su comportamiento, permitiéndole aśı un crecimiento descontrolado. Los
agentes que actúan en la carcinogénesis pueden ser de naturaleza qúımica,
f́ısica o viral.

Durante el ciclo celular millones de células habrán de dividirse con el fin
de reemplazar a sus antecesoras. El mecanismo de división está controlado
por protéınas generadas por los genes de control. Estas protéınas atrasan,
aceleran o suspenden el ciclo de la célula. Cuando este mecanismo falla,
producto del accionar de un agente como los ya mencionados, una célula
alterada puede emerger. Con el paso del tiempo, debido a las alteraciones que
se van acumulando, una célula cancerosa puede surgir como una variante que
ha perdido su control normal de crecimiento. Las células cancerosas presentan
una serie de caracteŕısticas que las diferencian de una célula normal, cuyo
ciclo de vida está fuertemente regulado. Algunas de estas caracteŕısticas son:

1. Su membrana plasmática y citoplasma cambian drásticamente. La mem-
brana se hace más permeable, sus protéınas se pierden o alteran y se
forman protéınas anormales.

2. Crecen y se dividen de forma anormal. Los controles de crecimien-
to se pierden y los capilares sangúıneos que nutren la masa tumoral
aumentan anormalmente. Este desarrollo de capilares, se denomina an-
giogénesis.

3. Pierden su capacidad de adherencia desprendiéndose de los tejidos de
donde emergen y forman colonias en diferentes partes del cuerpo. Esto
se conoce como metástasis.

4. Son letales.
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Exceptuando la leucemia, que consiste en un aumento descontrolado de
células linfoides, el cáncer da lugar a un tumor. La palabra tumor hace re-
ferencia a cualquier bulto que aparezca en el cuerpo, en el caso del cáncer es
una masa de células malignas. Los tumores pueden clasificarse en benignos y
malignos. Los tumores benignos no producen angiogénesis y pueden curarse
v́ıa ciruǵıa. El mayor problema lo constituyen los tumores malignos, también
conocidos como neoplasias malignas.

En la lucha contra el cáncer, existen diferentes tipos de terapias como
pueden ser: ciruǵıa, quimioterapia, radioterapia, inmunoterapia, hormonote-
rapia, terapia epigenética y posibles combinaciones entre ellas. Nosotros es-
tamos interesados en la quimioterapia, que consiste en la administración de
fármacos citostáticos con la finalidad de causar daño celular. El nacimiento de
esta clase de terapia se remonta al año 1943, cuando se observó aplasias medu-
lares en militares expuestos a gas mostaza, esto dio lugar al uso de mostazas
nitrogenadas para tratar la enfermedad de Hodgkin. Luego la quimioterapia
se extendió al tratamiento del cáncer.

En la visión tradicional de los tratamientos contra el cáncer, la quimiote-
rapia está orientada a destruir la mayor cantidad posible de células can-
cerosas. De este modo, los protocolos utilizados suministran al paciente la
cantidad máxima tolerable de cada droga. Sin embargo, la quimioterapia
presenta algunos aspectos desfavorables como generar resistencia, la baja
efectividad de los fármacos utilizados sobre las células malignas y los efec-
tos colaterales que sufre el paciente. Estos aspectos se agravan desde esta
perspectiva. A esto se suma el hecho de que un mismo cáncer no se mani-
fiesta de igual manera sobre pacientes diferentes, y a su vez estos pacientes
presentan respuestas distintas sobre un mismo protocolo; entonces, ante una
enfermedad tan dinámica como el cáncer no parece del todo correcto disponer
de protocolos tan estáticos como los que se utilizan en el presente [18, 46].

En la actualidad el paradigma está cambiando, y el cáncer comienza a
verse como una enfermedad crónica con la cual el paciente pueda convivir.
Desde esta nueva filosof́ıa, son muchas las cuestiones que surgen de ma-
nera natural. Por ejemplo, si además de ponderar la erradicación del tumor
también se pondera la cantidad de droga utilizada durante la terapia ¿como
debemos suministrar la droga si deseamos minimizar el número de células
cancerosas y la cantidad de droga utilizada? [2, 3, 22, 73].

Otra cuestión interesante es la sustentabilidad de un tratamiento. Ge-
neralmente un tumor está constituido por diferentes poblaciones de células
cancerosas. Algunas de ellas son resistentes a la terapia y otras, la gran ma-
yoŕıa, son sensibles a la misma. El resultado de aplicar una terapia destinada
a erradicar el tumor es que se eliminan las células sensibles, dejando las re-
sistentes, que siendo ahora mayoŕıa, y sin competencia, constituyen la mayor
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parte del tumor, crecen con total impunidad y terminan con la vida del
paciente. Por este motivo el nuevo paradigma hace énfasis en mantener con-
trolado el tumor antes que erradicarlo [29]. Es entonces de suma importancia
poder determinar, ante la presencia de un cáncer concreto, la existencia o
no de un tratamiento que lo mantenga acotado en un determinado lapso de
tiempo.

Responder a cuestiones como las anteriores es muy dif́ıcil para ciencias
fácticas como la medicina, bioloǵıa, ingenieŕıa genética, biotecnoloǵıa o la
qúımica en cuyos métodos hay mucho de prueba y error, y carecen de la
precisión y la sutileza de la matemática.

Para que la matemática sea funcional a las necesidades de las anteriores
ciencias en lo que respecta al cáncer, debe disponer de modelos que descri-
ban la dinámica de las células cancerosas. Las células de un organismo son
individuos de una población, y resulta que muchas de las ecuaciones que se
encontraron estudiando la dinámica de poblaciones, terminaron siendo útiles
para modelar el crecimiento de tumores y sus respuestas a las terapias.

Uno de los primeros modelos poblacionales se debe a Leonardo de Pisa
(1170 - 1240), más conocido como Fibonacci. Fibonacci estaba interesado en
estudiar poblaciones de conejos, comenzando con una pareja, a él le interesaba
conocer cuantos conejos habrá en el inicio de cada temporada. Sus hipótesis
son tan simples como irreales, y consisten de las siguientes aseveraciones:

1. Se comienza con una sola pareja de conejos.

2. Cada nueva pareja necesita una temporada para madurar y poder re-
producirce por primera vez.

3. Por cada temporada, cada pareja en condición de reproducirse, genera
una nueva pareja.

4. Cada conejo es inmortal.

Si denotamos por Nt a la cantidad de parejas de conejos en el tiempo t,
Fibonacci llega a la relación de recurrencia:

Nt+1 = Nt + Nt−1, ∀t ∈ N.

Suponiendo una solución de la forma: Nt = λt, e introduciéndola en
la ecuación anterior obtenemos que: λ1,2 = 1

2
(1 ± √

5). Luego la sucesión
tendrá la forma 1√

5
(Aλt+1

1 +Bλt+1
2 ). Si ahora utilizamos las condiciones N0 =

N1 = 1, llegamos a la forma cerrada:
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Nt =
1√
5
(λt+1

1 − λt+1
2 ). (1)

Un modelo más cercano en el tiempo es el modelo exponencial o de
Malthus (1766-1834), que dicho sea de paso fue el que inspiró a Darwin en
el desarrollo de su teoŕıa de la evolución de las especies. Según este modelo
la dinámica de una población viene dada por:

{
dN
dt

= CN

N(0) = N0,
(2)

donde C es un parámetro. Esto significa que la tasa de crecimiento de la
población en cada instante de tiempo es proporcional a la población en ese
momento.

El modelo (2) se ajusta a la realidad cuando los recursos y el entorno
son ilimitados; por ejemplo, puede explicar la dinámica de un tumor cuan-
do este comienza a desarrollarse. En caso contrario, es de esperarse que la
población posea una capacidad de soporte (o de carga). Esto significa que en
vez de crecer ilimitadamente, al pasar el tiempo la población hace aśıntota
con una cota superior. Uno de los primeros trabajos en esta dirección se debe
a Verhults (1804 - 1849). Según Verhults, como estad́ısticamente el encuentro
de dos individuos es proporcional a N2, en el modelo (2), a CN se le debe
restar DN2, donde D es un parámetro. Se obtiene aśı el problema de valores
iniciales:

{
dN
dt

= CN −DN2

N(0) = N0.
(3)

La solución de (3) es: N(t) = CN0

DN0+(C−DN0)e−C(t−t0) . Esta función satisfase que

ĺım
t→∞

N(t) = C/D. La cantidad C/D es la capacidad de soporte sobre la cual

se estabiliza la población. Este modelo ha podido explicar el crecimiento de
algunos tipos de bacterias y paramecium, y también se puede aplicar para
modelar la dinámica de ciertos tumores [1].

Existen otros modelos, no obstante una de la ecuaciones que mejor se ha
adaptado a la hora de modelar la dinámica de poblaciones de distintos tipos:
población humana, de insectos, bacterias, animales y tumores, ha sido la que
corresponde al siguiente modelo, debido a Gompertz (1779 - 1865):
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{
dN
dt

= −λN ln
(

N
N∞

)

N(0) = N0,
(4)

donde λ < 0 es un parámetro, y N∞ una constante que representa la capaci-
dad de soporte de la población. La solución de (4) viene dada por la función:
N(t) = exp{γ[1−exp(−λt)]}, donde γ y λ son parámetros a determinar [66].

En la década del 30 se propuso por primera vez utilizar el modelo de
Gompertz para modelar el crecimiento de tumores, desde entonces hasta
nuestros d́ıas los experimentos han venido corroborando que los resultados
teóricos se ajustan muy bien a los experimentales [51, 63, 79, 81]. Hoy en d́ıa,
a pesar de la dificultad inherente a la modelización de los sistemas vivientes,
existen diversos modelos que intentan explicar la dinámica de un tumor.
Algunos de ellos son discretos [29], mientras que otros son continuos. Dentro
de los continuos, algunos se presentan en forma de una ecuación diferencial
ordinaria [2], mientras que otros están caracterizados por una ecuación en
derivadas parciales [67, 86]. Además, si entran en juego más de una población,
los modelos antes comentados hacen uso de sistemas de ecuaciones. Cabe
destacar que como consecuencia de las cada vez más sutiles exigencias de
parte de áreas como la economı́a, bioloǵıa, medicina, socioloǵıa, ingenieŕıa
y otros ámbitos de la ciencia y la tecnoloǵıa hacia la matemática, en las
últimas décadas se han venido desarrollando y aplicando las correspondientes
versiones estocásticas y/o difusas de los mismos [3], aśı como también se viene
utilizando la teoŕıa de inclusiones diferenciales.

La mayoŕıa de los modelos en ecuaciones en derivadas parciales se encar-
gan de explicar fenómenos de absorción, transporte y difusión que ocurren
dentro de la célula o a través de la membrana. Si bien algunos también expli-
can la dinámica de un tumor que crece libremente o sometido a un tratamien-
to, en general no proporcionan nuevos protocolos de terapias contra el cáncer.
Los modelos en ecuaciones ordinarias aśı como los discretos trabajan a un
nivel menos microscópico que los anteriores, pues ellos no describen la célula
en su interior sino que con una visión más en conjunto, estudian la dinámica
del tumor entero. Es decir, como evoluciona alguna variable cuantitativa co-
mo pueden ser el volumen, el peso o el número de células del tumor. De este
modo, siendo estos modelos más modestos que los anteriores desde el punto
de vista matemático, son muy fáciles de corroborar con la realidad, y aśı lo
han hecho en su gran mayoŕıa, proporcionando nuevas terapias que permiten
optimizar objetivos en conflictos como pueden ser la droga total utilizada en
la terapia y el tamaño promedio del tumor durante el desarrollo de la misma.
También ayudan a encontrar terapias relacionas a problemas de viabilidad,
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con el f́ın de mantener el tumor estable.
Pasamos ahora a detallar como hemos procedido en cada uno de los

caṕıtulos de la tesis. El caṕıtulo 1 está destinado a comentar los objetivos
generales del presente trabajo, y los resultados originales alcanzados en el
mismo.

En el caṕıtulo 2 utilizamos la ecuación de Gompertz para describir la
dinámica de las células cancerosas. Dicha ecuación es presentada en la sec-
ción 2.1, donde también presentamos el problema de la quimioterapia. En la
sección 2.3 formulamos el problema de optimización multiobjetivo difuso en
forma general, y en particular formulamos nuestro problema de optimización
de la quimioterapia. Los objetivos en juego son dos, y tienen que ver con
minimizar el tamaño medio del tumor en el intervalo [0, T ] y minimizar la
cantidad total de droga suministrada. Se prueba unicidad y existencia para el
sistema que describe la dinámica del tumor, y unicidad del problema de opti-
mización. Por último, en la sección 2.4 presentamos los resultados numéricos
obtenidos al resolver el problema de optimización para un cáncer de vejiga.
Las conclusiones se exponen en la última sección del caṕıtulo, la sección 2.5.

Comenzamos el caṕıtulo 3 exhibiendo la ecuación de Gompertz, para la
respuesta del tumor a la terapia, en forma estocástica. Luego en la sección 3.1,
se presentan algunos resultados del cálculo estocástico. Comenzamos dando la
definición de proceso estocástico y se enuncian los teoremas de Kolmogorov,
los cuales sirven para demostrar que las trayectorias de un movimiento brow-
niano son continuas. Luego pasamos a dar la definición de movimiento brow-
niano, haciendo notar que no es de variación acotada, propiedad que impide
definir la integral estocástica de Itô como una integral de Riemann-Stieljes.
Terminamos esta sección con la fórmula de Itô para las ecuaciones dife-
renciales estocásticas, un teorema de unicidad y existencia de soluciones, y
efectivamente la demostración de unicidad y existencia del sistema de Gom-
pertz estocástico. En la sección 3.3 formulamos el problema de optimización
difuso-estocástico. Terminamos el caṕıtulo con las secciones 3.4 y 3.5, donde,
respectivamente, presentamos los resultados numéricos de aplicar el proble-
ma de optimización difuso-estocástico nuevamente al cáncer de vejiga y las
conclusiones obtenidas en el caṕıtulo.

En el caṕıtulo 4 mejoramos la ecuación de Gompertz con el efecto de
modelar el decaimiento exponencial en el tiempo que presentan las concen-
traciones de drogas administradas, hecho comprobado y estudiado por la
fármaco-cinética y fármaco-dinámica. Aśı, en la subsección 4.2.1 planteamos
el problema de optimización pero con la nueva dinámica que hemos formu-
lado, y presentamos los resultados numéricos. Resultados que son compara-
dos con los obtenidos anteriormente en otros caṕıtulos. Como no sólo es
interesante saber como dar las drogas sino también cuando han de ser sumi-
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nistradas, en la sección 4.3 planteamos el problema de optimizar también en
el tiempo, y culminamos el caṕıtulo con los resultados numéricos obtenidos,
siempre trabajando con el mismo problema. Estos resultados son analizados
en la respectiva conclusión, alĺı veremos que optimizar tanto en el tiempo
como con las drogas nos proporciona mejoras en los resultados.

En el caṕıtulo 5 tratamos la sustentabilidad de protocolos de quimiote-
rapia en el sentido de la existencia o no de un protocolo que mantenga al
tumor acotado en un intervalo de tiempo [0, T ]. Como ya hemos comentado,
un tumor usualmente está constituido por varios tipos de células malignas. Al
aplicar una terapia destinada a erradicar el tumor, son eliminadas las células
sensibles a la misma, sobreviviendo mayoritariamente las células resistentes
a la terapia. Luego estas células podrán crecer libremente sin una terapia
eficiente para combatirlas, de aqúı la necesidad de estudiar la sustentabilidad
de los protocolos. En la sección 5.2 describimos el modelo de la dinámica
de un tumor constituido por varias subpoblaciones, cada una de ellas con
diferentes sensibilidades a la terapia. Luego en la sección 5.3 explicamos los
principios básicos de la teoŕıa de viabilidad. Aqúı aparece la ecuación de
Bellman, fundamental para resolver problemas prácticos. La sección de los
resultados numéricos, sección 5.5, es dividida en dos partes. La primera de
ellas contempla el caso determinista donde las células no mutan durante la
terapia. Calculamos lo que se conoce como núcleo de viabilidad para dos
terapias, una dura 21 d́ıas y la otra 110 d́ıas. Puesto que la terapia de 110
d́ıas da lugar a un problema de gran escala, utilizamos una SVM para mejorar
el núcleo de viabilidad encontrado mediante la ecuación de Bellmann [85].
La segunda parte tiene en cuenta la posibilidad de que las células puedan
mutar durante la terapia haciéndose más resistente a la misma. En tal caso se
calcula lo que definiremos como núcleo de viabilidad robusto. Como siempre,
terminamos con la conclusión del caṕıtulo.

Un modelo que tiene en cuenta la quimioterapia y los métodos antian-
giogénesis, introducimos en el caṕıtulo 6. Este caṕıtulo se divide en dos
partes. En la primer parte, sección 6.3, se plantea un problema de opti-
mización biobjetivo para el volumen medio del tumor y la angiogénesis por
un lado, y la cantidad total de drogas antiangiogénesis y citotóxicas por el
otro; los resultados numéricos se presentan en la subsección 6.3.1. En la sec-
ción 6.4, tratamos el problema de viabilidad en el sentido de que considerando
una curva determinada, estudiamos la existencia o no de un control que haga
seguir al tumor dicha curva; los resultados numéricos aparecen en la sub-
sección 6.4.1. Finalizamos el caṕıtulo con las respectivas conclusiones. Como
veremos, el modelo mencionado anteriormente es de carácter cualitativo, y
la solución del problema de optimización, o el de viabilidad, nos dice de que
manera debeŕıan administrarse las drogas durante la terapia.

7



En el caṕıtulo 7 estudiamos un sistema Gompertziano para las leucemias.
En la sección 7.2 describimos el modelo propuesto para la dinámica del
cáncer. Luego formulamos un problema de optimización con tres objetivos:
el número de células linfáticas malignas, que deseamos minimizar; el número
de células normales, que queremos maximizar; y la cantidad de droga admi-
nistrada, que debe ser minimizada. Los resultados numéricos son presentados
en la sección 7.4, donde estudiamos si realmente debe maximizarse el número
de células normales, y el efecto que esto tiene. Estudiamos también si el sim-
ple hecho de minimizar el número de células linfáticas hace que se maximizen
las células normales, y observamos que con dos objetivos es suficiente.

En el caṕıtulo 8 proponemos un modelo continuo para describir la in-
teracción entre las células sensibles y las células resistentes de un tumor
heterogéneo sometido a terapia. Aqúı comparamos dos problemas, uno con-
siste en minimizar la entroṕıa del tumor mientras que el mismo se mantiene
acotado, y el otro consiste en minimizar el tamaño final del tumor mientras
la entroṕıa se mantiene acotada. La segunda opción es mejor que la primera
desde el punto de vista de mantener el tumor tratable a lo largo del tiempo.

En el caṕıtulo 9 constrúımos un modelo basado en agentes para el cre-
cimiento de un tumor heterogéneo. Alĺı cada célula puede ser: activa - sensi-
ble, activa - resistente, inactiva - sensible o inactiva - resistente. Las reglas de
interacción utilizadas, son las más simples, pero a la vez las más ampliamente
aceptadas. Los resultados numéricos y conclusiones son presentados.

Finalmente, en el caṕıtulo 10 presentamos las conclusiones generales de
la tesis.

Es conveniente aclarar en este momento que todos los problemas de op-
timización planteados en nuestro trabajo han sido resueltos, después de ser
dicretizados, utilizando la función fmincon del programa MATLAB R2009a.
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Caṕıtulo 1

Objetivos generales de la Tesis y
resultados originales alcanzados

La presente tesis tiene como finalidad deducir y/o caracterizar, según la
naturaleza de la dinámica que se tenga del tumor, protocolos de quimiote-
rapia que satisfagan necesidades como las que hemos mencionado anterior-
mente: ponderar no sólo la erradicación de la enfermedad sino otros objetivos
que hagan de la quimioterapia una terapia más dinámica y personalizada. Es
decir, terapias que consideren no sólo la enfermedad sino también la condi-
ción del paciente y su respuesta a la misma; y que se adapten a la nueva
visión que del cáncer se tiene, como enfermedad crónica con la cual pueda
convivir el paciente.

En el tratamiento de otras afecciones, como en el caso de HIV-SIDA, se
han intentado enfoques similares, en especial a través de herramientas como
la Programación Dinámica adaptada a modelos en tiempo continuo [12, 13].

En la dirección hacia las finalidades antes mencionadas, en la presente
obra hemos contribuido en los siguientes puntos:

1. Utilizamos la ecuación de Gompertz en forma estocástica para describir
la dinámica de un tumor sometido a terapia, probando unicidad y exis-
tencia de la misma [2, 3]. Hemos modificado la forma utilizada en [73]
para modelar la terapia, incorporando el decaimiento en el tiempo que
presentan las concentraciones de las drogas cuando entran en el cuerpo.
Al contemplar estos aspectos de la fármaco-dinámica y la fármaco-
cinética se obtiene una mejor representación de la realidad.

2. Planteamos un problema de optimización biobjetivo difuso, donde los
objetivos son el tamaño promedio del tumor durante la terapia y la
cantidad de drogas suministradas. Probamos que este problema tiene
solución en el sentido de que el frente de Pareto no es nulo. Aplicamos
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el modelo a un protocolo contra el cáncer de vejiga, demostrando que
el mismo está efectivamente orientado a eliminar el tumor. Calculamos
una aproximación numérica del frente de Pareto y exhibimos algunos
puntos del mismo, los cuales corresponden a protocolos optimales. De
este modo hemos encontrado protocolos que se adaptan a las necesi-
dades del paciente, pues ponderan de diferentes maneras los objetivos
antes mencionados.

3. Optimizamos también en el tiempo, encontrando de este modo proto-
colos que nos indican no sólo cuánta droga suministrar sino también en
qué instantes de tiempo hacerlo para minimizar los objetivos anteriores.
De este modo encontramos protocolos que mejoran los protocolos en-
contrados cuando sólo optimizábamos la cantidad de droga que debe
suministrarse en instantes de tiempos fijos. Los resultados numéricos
se presentan para un cáncer de vejiga. También aproximamos numéri-
camente el frente de Pareto, viendo que es no vaćıo.

4. En todos los puntos anteriores los experimentos computacionales prue-
ban estabilidad con respecto a las drogas suministradas.

5. Utilizamos un modelo discreto para la dinámica de un tumor consti-
tuido por dos subpoblaciones: una sensible y otra resistente [29, 30],
y aplicamos la teoŕıa de viabilidad para estudiar la existencia o no
de protocolos sustentables que mantengan acotado el tumor. Aproxi-
mamos numéricamente los núcleos de viabilidad, con y sin incertidum-
bre. También exhibimos algunas de las terapias encontradas.

6. A partir de un modelo que también modela la angiogénesis [22], plantea-
mos un problema de optimización biobjetivo similar a los anteriores.
Aproximamos numéricamente el frente de Pareto y exhibimos algunos
Paretos optimales correspondientes a distintas formas de ponderar los
objetivos. Mediante estos resultados numéricos probamos que la tera-
pia correspondiente al tumor debe suministrarse de menor a mayor, y
la correspondiente a la angiogénesis de manera casi constante [4].

En este caso también aplicamos la teoŕıa de viabilidad para que el
tumor siga trayectorias espećıficas: pedimos que el tumor decaiga li-
nealmente y la angiogénesis exponencialmente. Aqúı probamos que la
terapia correspondiente al tumor se suministra de mayor a menor y la
correspondiente a la angiogénesis de menor a mayor.

7. También trabajamos con un modelo para las leucemias [82]. Demos-
tramos que el problema de minimizar las células canceŕıgenas, maxi-
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mizar las células normales y minimizar la cantidad de droga utilizada
durante la terapia [82], puede sustituirse por un problema biobjetivo.
En esta oportunidad probamos que la terapia debe suministrarse de
mayor a menor.

8. Proponemos un modelo continuo para la dinámica de un tumor he-
terogéneo constituido por células sensibles y resistentes. Planteamos
un problema de optimización de un objetivo: por un lado, la entroṕıa
final del tumor al final de cada ciclo y su correspondiente descanso,
mientras se mantiene acotado el tumor. Por otro lado, también con-
sideramos minimizar el tamaño final del tumor mientras la entroṕıa se
mantiene acotada. Ambos objetivos son comparados, y los resultados
numéricos prueban que el segundo es mejor que el primero. A dife-
rencia del problema de viabilidad, aqúı encontramos directamente un
control con el cual el tumor siga tratable, pero siendo optimal respecto
al objetivo considerado. Si no se está interesado en analizar núcleos de
viabilidad, en la práctica este enfoque es también mejor desde el punto
de vista computacional.

9. También utilizamos un modelo basado en agentes para modelar la
dinámica de un tumor heterogéneo. Las conclusiones generales obtenidas
son similares a las encontradas en los caṕıtulos 5 y 8. Además hemos ob-
servado que las terapias deben eliminar preferentemente células activas-
sensibles, de lo contrario no serán efectivas. Algo interesante de observar
es que los datos que proporciona el modelo basado en agentes se co-
rresponden con los proporcionados por el modelo continuo mencionado
en el ı́tem anterior (con la elección de parámetros adecuados).
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Caṕıtulo 2

Modelo Gompertziano. Formulación
determińıstica

2.1. Introducción

Las principales estrategias terapéuticas contra el cáncer, son: ciruǵıa, qui-
mioterapia, radioterapia, inmunoterapia, hormonoterapia y posibles combi-
naciones entre las mismas. La quimioterapia antineoplásica, en la cual es-
tamos interesados, consiste en la administración de un cóctel de fármacos
citostáticos. Cada uno de ellos actúa de diferentes maneras: incapacitando la
división celular de las células cancerosas, limitando los nutrientes que estas
células necesitan para vivir y seguir reproduciéndose de manera ilimitada, o
por intoxicación.

La quimioterapia tiene sus ventajas y desventajas. Por ejemplo, debido
a que las drogas se desplazan a través del torrente sangúıneo, pueden ac-
tuar sobre tumores cuya ubicación los hacen inaccesibles a la ciruǵıa o a la
radioterapia. Por otro lado, entre las mayores desventajas que presenta, se
encuentran las reacciones adversas que sufren los pacientes. Esto último se
debe a la alta citotixidad de las drogas que conforman la quimioterapia, y a
que estas atacan por igual a las células sanas. Otra de las desventajas es la
aparición de células resistentes, que emergen en el proceso de microevolución
que se lleva a cabo en el ambiente en el que se encuentra inmerso el tumor.

En general, los protocolos correspondientes a las terapias actuales sumi-
nistran al paciente la máxima dosis que éste tolera de cada droga, ya que
prima minimizar el tamaño del tumor, aspirando a su futura erradicación.
Teniendo en cuenta, como ya hemos dicho, la gran toxicidad de los fármacos
que intervienen en la quimioterapia, y que la erradicación del tumor muchas
veces es cĺınicamente imposible, lo cual transforma a la quimioterapia en una
terapia paliativa, es de gran interés la búsqueda de protocolos que también
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minimicen la cantidad de droga que se suministra cuando la terapia se ha
hecho efectiva. Como veremos a continuación, esto da lugar a lo que se conoce
como un problema de optimización multiobjetivo.

2.2. El problema de optimización de la qui-

mioterapia

Un tratamiento de quimioterapia contra el cáncer, consiste en admi-
nistrarle al paciente un cóctel de d drogas en instantes de tiempo t1, . . . , tn.
Usualmente, esta clase de tratamiento viene acompañado de una serie de res-
tricciones relacionadas con la máxima concentración de drogas permitidas en
cada instante de tiempo en que se administran, la máxima cantidad acumula-
da de cada droga y una cota para el tamaño máximo del tumor permitido en
cada sección, entre otras cosas [73]. Estas restricciones vaŕıan con las drogas
utilizadas y el tipo de cáncer, pero en general toman la siguiente forma:

1. Máxima dosis instántanea

g1(C) = {Cmaxj − Cij ≥ 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n},∀j ∈ {1, 2, . . . , d}}.

2. Máxima dosis acumulada

g2(C) = {Ccumj −
n∑

i=1

Cij ≥ 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . , d}}.

3. Medida máxima del tumor

g3(C) = {Nmax −N(ti) ≥ 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}}.

4. Restricción de los efectos tóxicos

g4(C) = {Csck
−

d∑
j=1

ηkjCij ≥ 0,∀i ∈ {1, 2, . . . , n},∀j ∈ {1, 2, . . . , d}}.

Cij representa la concentración de la droga j suministrada en el tiempo ti,
y el parámetro ηkj indica el riesgo de daño sobre el órgano o tejido k por
parte de la droga j. Denotaremos por Ω ⊆ Rnd, al conjunto de puntos que
satisfacen las restricciones 1., 2., 3. y 4.
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Para describir el crecimiento libre de un tumor utilizaremos el modelo de
Gompertz. Denotando por N(t) el número de células cancerosas que presenta
el tumor en el tiempo t, la ecuación diferencial de crecimiento para el mismo
es:

dN

dt
= λN(t) ln

(
θ

N(t)

)
, (2.1)

donde λ y θ son parámetros de crecimiento. Suponiendo un tamaño inicial

N0 para el tumor, se tiene el problema de valor inicial:

{
dN
dt

= λN ln
(

θ
N

)
,

N(0) = N0.
(2.2)

El sistema (2.2) posee existencia y unicidad de solución, y la misma
se puede encontrar expĺıcitamente. Realizando la sustitución u = ln(θ/N),
podemos diferenciar a ambos lados de la igualdad y obtener que u′ = −1

N
N ′.

Como N ′ = −u′N, llegamos a la ecuación u′ = −λu, cuya solución es
u(t) = de−λt = ln(θ/N(t)). Despejando N(t) llegamos a:

N(t) = θe−de−λt

.

Teniendo en cuenta la condición N(0) = N0, podemos despejar fácilmente
el valor de d. Luego la solución obtenida es la siguiente:

N(t) = θe{ln(N0/θ)e−λt}.
Ahora vamos a considerar el crecimiento de un tumor sometido a un

tratamiento de quimioterapia. Como ya dijimos, este tratamiento consiste
en suministrar al paciente un cóctel de d drogas diferentes en los instantes
de tiempo t1, t2, . . . , tn. En este caso, una ecuación muy utilizada para el
crecimiento del tumor en respuesta a la terapia toma la forma:

dN(t)

dt
= N(t)

{
λ ln

(
θ

N(t)

)
− α(C, t)

}
. (2.3)

En donde α(C, t) =
∑d

j=1 κj

∑n
i=1 Cij[H(t− ti)−H(t− ti+1)], los parámetros

kj representan las eficacias de las drogas y H(·) es la función de Heaviside,
que se define como:

14



H(t) =

{
0 si t < 0

1 si t ≥ 0.

Con lo cual

H(t− ti) =

{
1 si t ≥ ti

0 si t < ti,

y

H(t− ti)−H(t− ti+1) =





0 si t < ti

1 si ti ≤ t ≤ ti+1

0 si t > ti+1.

Esta simple observación nos permite interpretar la ecuación (2.3), pues
si t∗ ∈ [ti, ti+1], para i ∈ {1, 2, . . . , n}; entonces, α(C, t∗) =

∑d
j=1 κjCij. Esto

significa que en el intervalo [ti, ti+1], sobre la dinámica del tumor actúan sólo
las drogas que se suministraron en el tiempo ti.

La ecuación (2.3) junto con la condición N(0) = N0, nos da nuevamente
un problema de valor inicial cuya única solución puede encontrarse expĺıcita-
mente. Si realizamos nuevamente el cambio de variable u = ln(θ/N), la
ecuación (2.3) se transforma en:

u′ + λu = α(C, t).

La solución general de una ecuación de la forma

dy

dx
+ p(x)y = q(x),

viene dada por:

y(x) =

[
c +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx

]
e−

∫
p(x)dx.

Identificando y con u, p con λ y q con α(C, t), obtenemos que:

u(t) = ce−λt + α̃(C, t).

Donde α̃(C, t) =
∑d

j=1 κj

∑n
i=1 CijH̃i(t), y
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H̃i(t) =





0 si t < ti,
eλt

λ
si ti ≤ t ≤ ti+1,

0 si t ≥ ti+1.

A partir del cambio de variable y la condición inicial de N(t), se llega a
que:

N(t) = θe−ce−λt

e−α̃(C,t),

donde c = −{
ln

(
N0

θ

)
+ α̃(0)

}
.

Se plantea el problema de encontrar la concentración que ha de sumi-
nistrarse de cada droga en cada instante de tiempo, buscando minimizar: (i)

f1(C) =
∫ T

0
N(τ)dτ, y (ii) f2(C) =

∑d
j=1

∑n
i=1 Cij; donde N(t) es el número

de células cancerosas que posee el tumor en el tiempo t, Cij la concentración
de la droga j que se suministra en el tiempo ti, sujeta a las anteriores restric-
ciones y T el tiempo final de la terapia o un tiempo después de que termina
la misma. El objetivo f1 representa el tamaño promedio del tumor en el in-
tervalo de tiempo [0, T ], y su importancia radica en el hecho de que estudios
cĺınicos han demostrado que minimizando tal objetivo se reduce la proba-
bilidad de que surjan células resistentes a la terapia [32]; por otro lado f2

representa simplemente la cantidad de drogas utilizadas durante la terapia.
Claramente los objetivos f1(C) y f2(C) están en conflicto pues si decrece uno
de ellos crece el otro, es decir cuanto menos droga se suministra mayor será el
tamaño promedio del tumor en el peŕıodo de tiempo [0, T ] y viceversa.

En lenguaje matemático nuestro problema se escribe:

mı́n
x∈Ω

[f1(x), f2(x)].

En la siguiente sección quedará claro el significado de “mı́n” en la anterior
expresión.

2.3. Formulación del problema de optimiza-

ción multiobjetivo difuso

La formulación general de un problema de optimización multiobjetivo es:
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mı́n
x

F (x) = [f1(x), f2(x), . . . , fm(x)]

gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , J, (2.4)

hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . , I,

xl
h ≤ xh ≤ xu

h, h = 1, 2, . . . , H,

donde f1(x), f2(x), . . . , fm(x) son las funciones objetivo, hi y gj son res-
tricciones de igualdad y desigualdad respectivamente. Podemos observar que
en el problema de optimización de la quimioterapia sólo tenemos restricciones
de desigualdad. Los vectores xu

h y xl
h son las respectivas cotas superiores e

inferiores de xh. Al conjunto de puntos que satisfacen las restricciones del
problema (2.4), lo denotaremos Ω. En nuestro problema concreto de opti-
mización, que más adelante formularemos con mayor precisión, tenemos que
Ω ⊂ Rnd, donde d es el número de drogas diferentes que se utilizan y n el
número de d́ıas en los que estas se suministran.

Definición 2.3.1 Un vector x = (x1, . . . , xH) ∈ Ω ⊆ RH domina a otro
y = (y1, . . . , yH) ∈ Ω si y sólo si ∀i ∈ {1, . . . , m}, fi(x) ≤ fi(y), y además
∃j ∈ {1, 2, . . . , m} : fj(x) < fj(y). Esto se indica: x ¹ y (o x º y).

Definición 2.3.2 Un vector x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
m) ∈ Ω ⊆ RH es un Pareto

optimal si ¬(∃y ∈ Ω : x∗ º y).

Denotaremos por P al conjunto de Paretos óptimos, y por F (P ) a su
imagen a través de F, lo cual se conoce como frente de Pareto.

Definición 2.3.3 Se denomina punto ideal, xid
t , a la solución del problema:

mı́n
x∈Ω

ft(x), t ∈ {1, . . . , H}.

Se denota por f id
t a ft(x

id
t ), y se denomina solución óptima del objetivo ft.

Nota. La relación ¹, es una relación de orden parcial sobre cualquier
conjunto X ⊆ Rm. Lo cual significa que satisface: (i) Reflexividad, a ¹
a,∀a ∈ X; (ii) Antisimetŕıa, a ¹ b ∧ b ¹ a → a = b; y (iii) Transitividad,
a ¹ b ∧ b ¹ c → a ¹ c . En tal caso se dice que el par (X,¹) es un conjunto
parcialmente ordenado. Decimos que A ⊆ X está totalmente ordenado, si
∀x, y ∈ A se verifica que x ¹ y o y ¹ x. Si B ⊂ X, decimos que c ∈ X es
una cota inferior de B, si c ¹ x, ∀x ∈ B. Si A es un conjunto totalmente
ordenado, decimos que a es un elemento minimal de A si a ¹ x implica que
x = a.
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Con las anteriores definiciones, el problema de optimización de la quimio-
terapia tiene un claro sentido, y podemos expresarlo de la siguiente manera:

mı́n
C∈Ω

F (C) = [f1(C), f2(C)]. (2.5)

Donde

f1(C) =

∫ T

0

N(τ)dτ,

f2(C) =
d∑

j=1

n∑
i=1

Cij,

y Ω = {x ∈ Rnd : que satisface las restricciones 1., 2., 3. y 4.}.

2.3.1. Existencia de solución del problema de optimización
de la quimioterapia

En las siguientes ĺıneas daremos algunas formulaciones de carácter general
y probaremos que el problema (2.5) tiene solución.

Definición 2.3.4 Un conjunto Y ⊂ Rm se dice que es Rm
+ -semicompacto si

todo cubrimiento abierto de Y de la forma {(yi −Rm
+ )c|yi ∈ Y, i ∈ I}, donde

I es un conjunto de ı́ndices, admite un subcubrimiento finito.

Lema 1 (Zorn) Sea X 6= ∅, un conjunto parcialmente ordenado en el que
todo subconjunto totalmente ordenado posee cota inferior; entonces, X tiene
al menos un elemento minimal.

Teorema 1 Si F (Ω) ⊂ Rm es Rm
+ -semicompacto y F (Ω) 6= ∅; entonces,

F (P ) 6= ∅.

Prueba Como todo elemento de F (P ) es un elemento minimal con la
relación de orden parcial ¹, y todo elemento minimal respecto a esta relación
se encuentra en F (P ), el teorema queda probado si probamos que F (Ω) es
inductivamente ordenado, lo cual significa que todo subconjunto totalmente
ordenado posee cota inferior. De ser esto aśı el lema de Zorn asegura la exis-
tencia de un elemento minimal de F (Ω), el cual habrá de estar en F (P ).
Supongamos que F (Ω) no está inductivamente ordenado. Entonces existe un
conjunto, F (Ω)I = {yi}i∈I ⊂ F (Ω), que no posee cota inferior. Luego,

⋂
i∈I

{F (Ω) ∩ (yi − Rm
+ )} = ∅.
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De lo contrario, en caso de existir ỹ en dicha intersección se tendŕıa que
ỹ ¹ yi, ∀i ∈ I. Esto implicaŕıa que ỹ debeŕıa ser una cota inferior de F (Ω)I .
Entonces, ∀y ∈ F (Ω)∃yi ∈ F (Ω)I tal que y no es un elemento de yi − Rm

+ .
Luego {(yi −Rm

+ )c}i∈I es un cubrimiento abierto de F (Ω). Como yi −Rm
+ ⊂

yj−Rm
+ si y sólo si yi ¹ yj, estos conjuntos están totalmente ordenados por la

inclusión. Por hipótesis F (Ω) es Rm
+ -semicompacto, entonces este cubrimiento

abierto admite un subcubrimiento finito. Como están totalmente ordenados,
entonces existe yi0 ∈ F (Ω)I ∈ F (Ω) tal que:

F (Ω) ⊂ (yi0 − Rm
+ )c.

Esto contradice que yi0 ∈ F (Ω). Entonces, F (Ω) está inductivamente orde-
nado y por el lema de Zorn existe un elemento, y, minimal de F (Ω), lo cual
significa que y ∈ F (P ), y aśı F (P ) 6= ∅.¥

Definición 2.3.5 Un conjunto Y ⊂ Rm es Rm
+ -compacto si ∀y ∈ Y el con-

junto Y ∩ (y − Rm
+ ) es compacto.

Proposición 1 Si F (Ω) ⊂ Rm es Rm
+ -compacto; entonces, es Rm

+ -semicom-
pacto.

Prueba Sea {(yi−Rm
+ )c|yi ∈ F (Ω), i ∈ I} un cubrimiento abierto de F (Ω),

y sea i0 ∈ I un ı́ndice cualquiera; entonces, tenemos que {(yi − Rm
+ )c|yi ∈

F (Ω), i ∈ I, yi 6= yi0} es un cubrimiento abierto de F (Ω) ∩ (yi0 − Rm
+ ). El

anterior conjunto es compacto pues F (Ω) es Rm
+ -compacto. Entonces, admite

un cubrimiento finito que junto a (yi0−Rm
+ )c constituyen un subcubrimiento

finito de F (Ω). Esto prueba que F (Ω) es Rm
+ -semicompacto.¥

Del teorema 1 y la proposición 1, es inmediata la siguiente proposición:

Proposición 2 Si F (Ω) es Rm
+ -compacto; entonces, F (P ) 6= ∅.

Teorema 2 El problema (2.5) tiene solución.

Prueba Podemos ver que si C ∈ Ω; entonces tendremos que se verifica∑d
j=1

∑n
i=1 Cij <

∑
j Cmaxj = Cmax. Como resultado de esto tenemos que 0 ≤

f2(C) ≤ Cmax. Además evidentemente 0 ≤ f1(C) ≤ Tθ. Y queda aśı probado
que F (Ω) es acotado, por lo tanto F (Ω) ∩ (y − Rm

+ ) ⊂ F (Ω) también lo es.
Por otro lado cada una de las restricciones gj definen un conjunto cerrado

(son semiplanos, y para g3 tenemos que N es una función continua de C). Por
lo tanto el conjunto Ω ⊂ Rnd de los puntos que satisfacen esas condiciones
es intersección de cerrados; entonces, también es cerrado. Tanto f1 como f2

son continuas, luego F (Ω) es un subconjunto cerrado de R2 y como y − Rm
+
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también lo es, F (Ω) ∩ (y − Rm) es cerrado. También vimos que es acotado,
por lo tanto es compacto. Esto prueba que F (Ω) es Rk

+-compacto; entonces,
por la proposición 2, se prueba que F (P ) 6= ∅.¥

2.3.2. Métodos de suma con pesos y método minimax
con pesos

Los problemas de optimización multiobjetivo como (2.4), están dentro de
lo que se conoce como problemas de toma de decisión, puesto que en tal caso
debe elegirse una acción teniendo en cuenta dos o más objetivos en conflicto.
Dependiendo del rol que jueguen las tomas de decisiones, los métodos que
se utilizan para resolver (2.4) se clasifican en: (i) métodos a posteriori y (ii)
métodos a priori.

Los métodos a posteriori aproximan el frente de Pareto para luego tomar
una decisión sobre el conjunto de Paretos optimales. Por su parte los métodos
a priori representan la toma de decisión de alguna manera, por ejemplo con
una función, antes del proceso mediante el cual se encuentra la solución del
problema de optimización multiobjetivo, que en este caso consiste de un único
Pareto optimal.

Dadas las caracteŕısticas de los problemas que nos interesan, nosotros
utilizaremos métodos a posteriori. Entre los métodos a posteriori son dos los
métodos que necesitamos mencionar: (i) método de suma con pesos y (ii)
método minimax con pesos.

Método de suma con pesos. Este método consiste en resolver:

mı́n
x∈Ω

m∑
i=1

wifi(x). (2.6)

Verificándose que 0 ≤ wi ≤ 1 para i = 1, . . . , m, y
∑m

i=1 wi = 1. Cada wi

se denomina peso y representa la importancia que se le da al objetivo fi.
El siguiente teorema expresa que ante una elección de pesos positivos,

toda solución de (2.6) es una Pareto optimal de (2.4).

Teorema 3 Si wi > 0, para i = 1, . . . , m; entonces, toda solución de (2.6)
es un Pareto optimal de (2.4).

Prueba Supongamos que x∗ ∈ Ω es una solución del problema (2.6) con
pesos positivos, y que no es un Pareto optimal del problema (2.5). En tal caso
existe x ∈ Ω tal que fi(x) ≤ fi(x

∗), para i = 1, . . . ,m, y fj(x) < fj(x
∗) para
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algún j. Como cada wi > 0, para i = 1, . . . , m, tenemos que
∑m

i=1 wifi(x) <∑m
i=1 wifi(x

∗), y esto contradice que x∗ sea una solución de (2.6). Luego x∗

es un Pareto optimal de (2.4).¥
Haciendo variar los pesos y resolviendo (2.6) para cada elección de los

mismos, podemos utilizar el método de suma con pesos para aproximar el
frente de Pareto.

Método minimax con pesos. En este caso se resuelve el problema:

mı́n
x∈Ω

máx
i=1,...,m

(
wi

∣∣∣∣
fi(x)− z∗i

z∗i

∣∣∣∣
)

(2.7)

Donde z∗i = mı́nx∈Ω fi(x).
De manera similar a la que se demostró el teorema 3 puede demostrarse

el siguiente teorema.

Teorema 4 Si wi > 0, para i = 1, . . . , m; entonces, toda solución de (2.7)
es un Pareto optimal de (2.4).

Para entender la interpretación geométrica del método minimax, observe-
mos que nosotros podemos definir la métrica:

dα =

[
m∑

i=1

wi

∣∣∣∣
fi(x)− f id

i

f id
i

∣∣∣∣
α
]1/α

.

Luego si minimizamos dicha métrica sujeta a que x ∈ Ω, estaremos mini-
mizando el error relativo entre (f1(x), . . . , fm(x)) y (f id

1 , . . . , f id
m ). Si tomamos

α = ∞ y dα = máxi=1,...,m wi

∣∣∣fi(x)−f id
i

f id
i

∣∣∣ , la minimización de esta métrica se

transforma en el método minimax.
Como acabamos de ver, el método minimax con pesos para encontrar

Paretos optimales de (2.5), consiste en resolver:

mı́n
x∈Ω

máx
i

(
wi

∣∣∣∣
fi(x)− f id

i

f id
i

∣∣∣∣
)

.

Satisfaciéndose que Σm
j=1wj = 1, wj ≥ 0, y donde cada wi representa la

importancia que le damos al objetivo i. Como ya dijimos, toda solución de
(2.7) es un Pareto optimal si wi > 0, i = 1, . . . ,m. El rećıproco no es cierto en
general a no ser que el problema de optimización multiobjetivo sea convexo.
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Puesto que la función objetivo de (2.7) no es diferenciable, no es posible
utilizar ningún método de búsqueda que utilice el gradiente. Para solucionar
la anterior dificultad lo que se hace es introducir un nuevo parámetro, β =

máxi

(
wi

∣∣∣fi(x)−f id
i

f id
i

∣∣∣
)
, y considerar el siguiente problema equivalente:

mı́n
(x,β)∈Ω×R≥0

β (2.8)

Sujeto a las restricciones wi

∣∣∣fi(x)−f id
i

f id
i

∣∣∣− β ≤ 0, y las condiciones Σm
i=1wi = 1,

wi ≥ 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , m}.

2.3.3. Formulación difusa

Para obtener una representación más exacta de la realidad, vamos a desa-
rrollar la formulación difusa del problema de optimización (2.4). El término
difuso es sinónimo de vaguedad, imprecisión, incerteza, ambiguedad, etc. Ca-
da una de las anteriores expresiones son cualidades de los conceptos humanos
y de gran parte del conocimiento fáctico en general. Por eso a la hora de
modelar la realidad, es preciso introducir un ingrediente que represente la in-
certidumbre inherente a la misma. A continuación presentamos el problema
de optimización dentro del marco difuso.

Para introducir la idea de conjunto difuso, recordemos que un conjunto
clásico, o ńıtido, como también se lo denomina, se puede definir de dos ma-
neras. Por extensión, listando sus elementos, y por comprensión, mediante
una proposición. Pero también es posible definir el conjunto A utilizando lo
que se conoce como su función de pertenencia. Si denotamos por U al universo
del discurso, y A ⊆ U, se define la función de pertenencia µA : U → [0, 1],
del conjunto ńıtido A como:

µA(x) =

{
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A.

Un conjunto difuso, B, es aquel cuya función de pertenencia no toma
solamente los valores 0 o 1, sino que puede, en principio, tomar cualquier
valor del intervalo [0, 1], y se lo denota: B = {(x, µB(x)), x ∈ U}, (Ver
Fig.1.1). Esto es una buena manera de modelar el hecho de que no podemos
determinar con certeza si un individuo pertenece o no a un cierto conjunto,
y por lo tanto es una apropiada manera de modelar la incertidumbre relativa
a la realidad.
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Figura 2.1: Imagen de un conjunto difuso.

Las funciones de pertenencia más utilizadas son:

Funciones Gamma y L
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Figura 2.2: A la izquierda observamos una función de pertenencia Gamma.
A la derecha vemos una función de pertenencia L.
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Funciones Triángulo y Trapezoidal

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

y

Función Triángulo

0 2 4 6 8 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Función Trapezoidal

x

y

Figura 2.3: A la izquierda observamos una función de pertenencia Triángulo.
A la derecha vemos una función de pertenencia Trapezoidal.

Función S
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Función S

Figura 2.4: Ejemplo de función S.

Nosotros utilizaremos funciones de pertenencia de la forma de las fun-
ciones S, ya que las mismas son diferenciables, y eso es importante a la hora
de utilizar métodos de búsqueda que utilicen el gradiente cuando vayamos a
resolver el problema de optimización.

En las siguientes ĺıneas vamos a construir las funciones de pertenencia
de las restricciones, y también las de los objetivos, puesto que éstas son
necesarias para formular el problema de optimización multiobjetivo difuso.
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Funciones de correspondencias para los objetivos. Para los objetivos
se calcula:

mi = mı́n
x∈Ω

fi(x),

Mi = máx
x∈Ω

fi(x).

Si denotamos fmin
i = fi(mi) y fmax

i = fi(Mi), las funciones de pertenencia
son:

µf̃i
(x) =





1 si fi(x) ≤ fmin
i

1− 2
(

fi(x)−fmin
i

Mi−fmin
i

)2

si fmin
i ≤ fi(x) ≤ fmin

i +fmax
i

2

2
(

fi(x)−Mi

fmax
i −fmin

i

)2

si
fmin

i +fmax
i

2
≤ fi(x) ≤ fmax

i

0 si fi(x) ≥ fmax
i

Observemos que mi = xid
i , y que fmin

i = f id
i .

Funciones de pertenencia para las restricciones. Para las restric-
ciones tenemos:

µg̃j
(x) =





1 si gj(x) ≤ bj

1− 2
(

gj(x)−bj

dj

)2

si bj ≤ gj(x) ≤ bj+2dj

2

2
(

gj(x)−(bj+dj)

dj

)2

si
bj+2dj

2
≤ gj(x) ≤ bj + dj

0 si gj(x) ≥ bj + dj,

donde bj y dj son parámetros. Las funciones de pertenencia de los objetivos
y las restriciones definen los conjuntos difusos: M̃i =

{
(x, µfi

(x)), x ∈ RH
}

y C̃j =
{
(x, µgj

(x)), x ∈ RH
}

respectivamente, para i = 1, . . . , m, y j =
1, . . . , J.

Para proseguir, debemos indicar que entre los conjuntos difusos se definen
operaciones análogas a las que existen entre los conjuntos ńıtidos, como la
unión, intersección, contención y complemento, entre otras. Sean los conjun-
tos difusos: A = {(x, µA(x)), x ∈ U} y B = {(x, µB(x)), x ∈ U}. Se definen
entre A y B: (i) la unión, como el conjunto difuso, C1, cuya función de perte-
nencia es µC1(x) = máx{µA(x), µB(x)}; (ii) la intersección, como el conjunto
difuso, C2, cuya función de pertenencia es µC2(x) = mı́n{µA(x), µB(x)}; (iii)
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el complemento de A, como el conjunto difuso, C3, cuya función de perte-
nencia es µC3(x) = 1 − µA(x); y (vi) se dice que A es un subconjunto de B
si µA(x) ≤ µB(x), ∀x ∈ U.

Definimos ahora el conjunto difuso:

D̃ = (∩iM̃i) ∩ (∩jC̃j) =
{
(x, µD̃(x)), x ∈ RH

}
,

es decir la intersección, difusa, entre los conjuntos difusos asociados a las
restricciones y los objetivos. De acuerdo con la definición que hemos dado de
intersección difusa,

µD̃(x) = mı́n{mı́n{µf1(x), . . . , µfm(x)}, mı́n{µg1(x), . . . , µgJ
(x)}}

= mı́n{µf1(x), . . . , µfm(x), µg1(x), . . . , µgJ
(x)}.

De manera muy intuitiva definimos el problema de optimización difuso
como el problema: máxx∈RH µD̃(x). Con lo cual se estaŕıa consiguiendo que
fi esté minimizando su distancia a fmin

i , para i = 1, . . . , m; pero ahora con
las restricciones más flexibles. Si llamamos

λ = mı́n{mı́n{µf1(x), . . . , µfm(x)}, mı́n{µg1(x), . . . , µgJ
(x)}},

podemos definir formalmente el problema de optimización multiobjetivo di-
fuso como:

máx
(x,λ)∈RH×∈[0,1]

λ

sujeto a

λ ≤ µf̃i
(x), i = 1, 2, . . . ,m,

λ ≤ µh̃i
(x), i = 1, 2, . . . , I, (2.9)

λ ≤ µg̃i
(x), i = 1, 2, . . . , J,

xl
h ≤ xh ≤ xu

h, h = 1, 2, . . . , H.

wi

∣∣∣∣
fi(x)− f id

i

f id
i

∣∣∣∣ = wj

∣∣∣∣∣
fj(x)− f id

j

f id
j

∣∣∣∣∣ , i 6= j (2.10)

Con la condición:

m∑
i=1

wi = 1.
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La restricción (2.10), pide que todos los objetivos tengan la misma desviación
relativa a la solución ideal. Los coeficientes bj y dj determinan el intervalo
de transición difuso de la j-ésima restricción. Lo mismo debe hacerce para
las restricciones de igualdad. En el problema de la quimioterapia no tenemos
restricciones de ese tipo, hemos planteado sólo dos objetivos y el espacio
donde se trabaja es de dimensión nd. Es decir J=4, I = 0, m = 2 y H = nd.

Podemos observar, de la primera de las restricciones de (2.9), que con-
forme λ se maximice, su valor máximo posible es 1, fi(x) ≈ fmin

i . Por otro
lado en el problema (2.8) vemos que conforme β se acerca a su valor mı́nimo

admisible, que es 0, fi(x) ≈ f
(id)
i . Ahora, puesto que fmin

i = f id
i , podemos

concluir que el problema (2.8) y el problema (2.9) arrojan el mismo óptimo
(para una elección de pesos w1, . . . , wm), que será también un Pareto optimal
(para la correspondiente elección de pesos) de (2.7), y por lo tanto también
de (2.4). La diferencia reside en el hecho de que la formulación difusa del
problema permite una mayor flexibilidad respecto a las restricciones, esto
tiene efecto en el problema de optimización (2.9), donde entre los puntos ad-
misibles podemos encontrar un óptimo (x∗, λ∗), siendo λ∗ < 1, y por lo tanto
x∗ no necesariamente será un óptimo del problema (2.8). Esto implica que
tampoco lo será de (2.4), debido a que puede violar algunas de las ńıtidas
restricciones que estos últimos problemas involucran.

Ejemplo: Consideremos el problema:

máx
x=(x1,x2,x3)∈A

z = x1x2x3.

Donde A = {x = (x1, x2, x3) : g1(x) ≤ 3, g2(x) ≤ 108, xi ≥ 0, i = 1, 2, 3},
siendo g1(x) = x1 + x2, y g2(x) = 17x1x2 + 3(x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3).

La solución de este problema es:
(x∗, λ∗) = (x∗1, x

∗
2, x

∗
3, 1)=(2.9953,1.0032,1.9969,1) y z∗ = 5.9999.

La formulación difusa del problema anterior es:

máx λ

Sujeto a que:
λ ≤ µz(x),

λ ≤ µg1(x),

λ ≤ µg2(x).

Para este simple ejemplo utilizamos funciones de pertenencias L para
el objetivo y las restricciones. Para z queda claro quién es su función de
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pertenencia, para el caso de las restricciones sólo faltaŕıa decidir los valores
de d1 y d2, que en este caso consideraremos 2 y 12. respectivamente.

La resolución de este problema arroja el óptimo:
(x∗, λ∗) =(2.3047,1.2152,2.7300,0.5274), y el valor z∗ = 7.6458.

2.4. Resultados numéricos

A continuación presentamos los resultados numéricos de resolver (2.5),
en su correspondiente formulación difusa, para un cáncer de vejiga. Para
combatir dicha enfermedad, existe un tratamiento de quimioterapia estándar,
C0, cuyo ciclo viene dado por la tabla 2.1. Alĺı se indica la concentración de
cada droga, medida en mg, que han de suministrarse en distintos instantes
de tiempo, medidos en d́ıas.

Tabla 2.1. Protocolo estándar C0.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 30 0 0 0
t = 1 0 3 30 70
t = 14 30 3 0 0
t = 21 30 3 0 0

Supondremos que N(0) = 109 células, cantidad que en promedio posee un
tumor al ser detectado [7, 88], y que T = 28. Supondremos también que las
drogas utilizadas sólo afectan al propio órgano sobre el que actúan, es decir
destruye también células buenas de tal órgano, en nuestro caso la vejiga.
Para las demás restricciones tendremos en cuenta los siguientes valores: para
g1 vamos a considerar Cmax = (40, 10, 40, 100) mg, para la restricción g2,
Ccum = (100, 30, 70, 100) mg, y para g3, Nmax = 1011 células. Los valores de
los parámetros que intervienen se calculan emṕıricamente. En la tabla 2.2
mostramos los valores utilizados.

Con esos parámetros el modelo predice que f1(C0) = 3.5101×109 células
cancerosas · d́ıa, f2(C0) = 199 mg, y que N(28) ≈ 1× 107 células.

Para encontrar numéricamente el frente de Pareto seguimos la idea del
concepto de homotoṕıa, comenzamos a mover el peso w1 desde 1 a 0. De este
modo cuando w1 = 1, resolvemos el problema mı́nC∈Ω f1(C), y en el otro
extremo, cuando w1 = 0, resolvemos el problema mı́nC∈Ω f2(C). Para valores
intermedios w1 ∈ [0, 1] se encuentran los demás Paretos optimales. Cada
Pareto optimal del problema que se plantea para cada elección de pesos, lo
encontramos resolviendo (2.9)-(2.10).
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Tabla 2.2. Parámetros del tumor.
Śımbolo Representa Unidades Valor utilizado

N Número de células del tumor c : unidad de células

θ Capacidad de soporte [c]−1
1012

κ1 Eficiencia de la droga 1 [mg·d́ıa]−1 0.0019

κ2 Eficiencia de la droga 2 [mg·d́ıa]−1 0.0025

κ3 Eficiencia de la droga 3 [mg·d́ıa]−1 0.0026

κ4 Eficiencia de la droga 4 [mg·d́ıa]−1 0.00584

λ Parámetro de crecimiento 0.0099

η11 Efecto de la droga 1 sobre el órgano 1 0.1

η12 Efecto de la droga 2 sobre el órgano 1 0.9

η13 Efecto de la droga 3 sobre el órgano 1 0.1

η14 Efecto de la droga 4 sobre el órgano 1 0.1

η14 Efecto de la droga 4 sobre el órgano 1 0.1

A continuación mostramos la aproximación numérica, Fn(P ), del frente
de Pareto obtenida al mover w1 desde 1 hasta 0 con un paso h = 1/130.
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Figura 2.5: Frente de Pareto.

A continuacion exhibimos algunos Paretos optimales indicando sus co-
rrespondientes pesos.

Los resultados númericos del modelo determinista para los pesos w1 =
0.3 y w2 = 0.7, arrojan el siguiente protocolo:
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Tabla 2.3. Protocolo Determinista C1.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 15.0358 0.6743 0.6725 0.6125
t = 1 0.0839 0.2625 11.9039 46.6353
t = 14 15.7256 0.8322 0.4418 0.0943
t = 21 15.9661 0.9889 0.6048 0.4604

Denotando por C1 la matriz de concentración de drogas, este modelo
predice que f1(C1) = 6.5252×109 células cancerosas · d́ıa, f2(C1) = 110.9947
mg y N(28) = 1.2628×108 células.

Si consideramos los pesos w1 = w2 = 0.5, obtenemos el protocolo, C2,
siguiente:

Tabla 2.4. Protocolo Determinista C2.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 22.5163 0.3367 0.3369 0.3435
t = 1 0.0654 0.3711 19.6935 54.7674
t = 14 23.3462 0.6109 0.2167 0.0735
t = 21 23.5257 0.6763 0.2848 0.2265

En este caso f1(C2) = 4.8864×109 células cancerosas · d́ıa, f2(C2) =
147.3916 mg y N(28) = 5.1041×107 células.

Por último consideramos los pesos w1 = 0.7, w2 = 0.3. En esta situación
obtenemos el protocolo, C3, siguiente:

Tabla 2.5. Protocolo Determinista C3.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 29.3920 0.0026 0.0027 0.0037
t = 1 0.0028 2.0391 29.0180 68.3370
t = 14 29.5315 2.5211 0.0018 0.0019
t = 21 29.5513 2.5471 0.0018 0.0018

Para este protocolo se tienen los valores f1(C3) = 3.6209×109células can-
cerosas · d́ıa, f2(C3) = 192.9565 y N(28) = 1.2900×107 células.

Podemos observar que si w1 = 0.8, obtenemos el siguiente protocolo, C̃0:

Tabla 2.6. Protocolo Determinista C̃0.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 30.0146 0.0131 0.0146 0.0131
t = 1 0.0221 3.0193 30.0221 70.0193
t = 14 30.0060 3.0060 0.0060 0.0060
t = 21 30.0057 3.0057 0.0057 0.0057
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Como C̃0 ≈ C0, observamos que el protocolo estándar le da más peso a
minimizar el tamaño promedio del tumor.

Las figuras 2.6, 2.7, 2.8 y 2.9 muestran las diferentes terapias: C0, C1,
C2 y C3, y la dinámica que sigue el tumor en el intervalo de tiempo [0, T ]
sometido a dichas terapias.
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Figura 2.6: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C0.
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Figura 2.7: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C1.

Como podemos observar, a medida que vamos dándole más peso al obje-
tivo f1, su valor va disminuyendo; lo cual se traduce en una disminución del
tamaño medio del tumor en el intervalo de tiempo [0, 28]. Al mismo tiempo,
va disminuyendo el peso que le damos al objetivo f2, esto se traduce en un
aumento en la cantidad de drogas suministradas durante la terapia.
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Figura 2.8: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C2.
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Figura 2.9: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C3.

2.5. Conclusión

El cáncer es un conjunto de enfermedades, y cada una de estas enfer-
medades se presenta de manera diferente sobre pacientes diferentes. Por tal
motivo no es del todo adecuado hablar del protocolo para un determinado
cáncer sino del protocolo para un determinado cáncer y un determinado pa-
ciente. Nosotros hemos planteado un problema de optimización biobjetivo
para protocolos de quimioterapia donde los objetivos f1 y f2, definidos en
páginas anteriores, pueden ser interpretados como el tamaño promedio del
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tumor en el intervalo de tiempo [0, T ] y como la cantidad de droga sumi-
nistrada a lo largo de la terapia respectivamente. Este modelo permite en-
contrar protocolos de quimioterapia ponderando los objetivos de acuerdo a
las necesidades del paciente. Por ejemplo, si el paciente es resistente a la
droga, podŕıamos considerar los pesos w1 = 0.8, w2 = 0.2 para ponderar
los objetivos, y un protocolo similar al estándar podŕıa ser adecuado. Si el
paciente no es muy resistente a la droga, pero tampoco muy sensible a la mis-
ma, podŕıamos darle el mismo peso a los dos objetivos, es decir considerar
w1 = w2 = 1/2. También podŕıa ocurrir que el paciente sea muy sensible a la
droga, en tal caso ponderaŕıamos el segundo objetivo por sobre el primero,
y una elección w1 = 0.3, w2 = 0.7, podŕıa brindarnos un protocolo adecuado
a ese paciente. Aśı, diferentes valores para los pesos nos arrojan protocolos
adecuados a diferentes escenarios.

Los resultados numéricos obtenidos al resolver (2.4) para un cáncer de
vejiga, muestran que el tratamiento estándar pondera erradicar el tumor
por sobre minimizar la cantidad de droga utilizada. Al ponderar los dos
objetivos con diferentes pesos, obtenemos los protocolos correspondientes a
esos pesos. Los resultados indican que todas las drogas, salvo la methotrexate,
se administran en dosis de mayor a menor durante la terapia. Con la droga
methotrexate ocurre lo contrario.

Otra cosa digna de observar es que si bien los protocolos no son compara-
bles entre śı, algunos de ellos mejoran uno de los objetivos considerablemente
sin que el otro empeore demasiado. Esto se debe a que la forma del frente de
Pareto dista mucho de ser lineal.

Si comparamos, por ejemplo el protocolo C2 con el protocolo C̃0 (el cual es
equivalente a C0) vemos que f2(C2) es el 74.0661 % de f2(C0), y que f1(C0)
es el 71.8525 % de f1(C2). Seguramente existen protocolos para los cuales
la diferencia es más grande, se requeriŕıa un análisis de sensitividad para
encontrarlos.

En el caṕıtulo 4 los protocolos exhibidos presentarán diferencias más con-
siderables.
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Caṕıtulo 3

Modelo Gompertziano. Formulación
estocástica

3.1. Modelo estocástico para el crecimiento

del tumor

Una versión estocástica del problema se obtiene suponiendo que en vez de
satisfacer (2.3), la dinámica de crecimiento del tumor satisface una ecuación
diferencial estocástica. Esto se debe a diferentes razones, por ejemplo a que
la capaciadad de carga, θ, que en el primer modelo se supuso constante, en
realidad depende de la vascularización producida por la angiogénesis en cada
instante de tiempo, a la existencia de fluctuaciones que son propias de los
sistemas vivientes, etc. Proponemos el modelo:

{
dNt = λN(t) ln

(
θ

N(t)

)
dt + σNtdBt,

N(0) = N0.

En este modelo hemos supuesto que la variabilidad es proporcional al tamaño
del tumor.

Para el caso de un tumor con terapia, su dinámica viene dada por una
ecuación diferencial estocástica de la forma:

{
dNt = N(t)

{
λ ln

(
θ

N(t)

)
− α(t, C)

}
dt + σNtdBt,

N(0) = N0.
(3.1)

donde α(t, C) se define como en (2.3).
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En la figura 3.1 se puede apreciar una solución numérica de estos modelos.
Se ha tomado N0 = 109 células, tamaño que en general posee un tumor al
ser detectado, y para la parte estocástica σ = 0.01.
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Figura 3.1: A la izquierda se aprecia el crecimiento libre de un tumor según
el modelo determinista (azul) y el modelo estocástico (rojo). A la derecha se
observa la respuesta del tumor a una terapia según los dos modelos.

Con la finalidad de dar real sentido a las ecuaciones antes presentadas y
probar unicidad y existencia de (3.1), debemos dar algunos conceptos básicos
del cálculo estocástico que son necesarios para tal fin.

3.2. Cálculo estocástico

3.2.1. Procesos estocásticos

Definición 3.2.1 Dado un espacio de probabilidad (Ω,=, P ), un proceso es-
tocástico es una función de dos variables, X : T × Ω −→ S. Donde S se
conoce como espacio de estados.

A cada par (t, ω) se le asocia el estado X(t, ω), también denotado por
Xt(ω). Si se considera un tiempo tk fijo, la función ω −→ Xtk(ω) es una
variable aleatoria, y para que esto tenga total sentido, es necesario asociar
a S una σ−álgebra. Como vamos a considerar que S ⊂ R, le asociaremos
la σ−álgebra de Borel restringida. Si dejamos fijo un elemento del espacio
muestral, ω, entonces la función t −→ Xt(ω) es una trayectoria o realización
del proceso.

Se puede definir un vector aleatorio (Xt1 , . . . , Xtn) : Ω −→ Rn, fijando los
instantes de tiempo t1, . . . , tn. Se llaman distribuciones en dimensión finita del
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proceso a las distribuciones de probabilidad Pt1,...,tn = P ◦ (Xt1 , . . . , Xtn)−1.
Los siguientes dos teoremas se deben a Kolmogorov, y son utilizados para
demostrar algunas de las propiedades del movimiento Browniano. La prueba
de los mismos se presentan en [75].

Teorema 3.2.1 Dada una familia de probabilidades tales que:

1. Pt1,...,tn es una probabilidad en Rn.

2. si {0 ≤ s1 < · · · < sm} ⊂ {0 ≤ t1 < · · · < tn}, entonces

Pt1,...,tn ◦ π−1 = Ps1,...,sm ,

donde π es la proyección natural asociada a los dos conjuntos de ı́ndices.

Entonces, existe un proceso estocástico, {Xt, t ≥ 0}, que tiene la familia
Pt1,...,tn como distribuciones en dimensión finita.

Un proceso estocástico, Xt, es una versión de otro, X ′
t, si para cada t ≥ 0,

P (Xt = X ′
t) = 1.

Teorema 3.2.2 Si un proceso estocástico, {Xt, t ≥ 0}, cumple la siguiente
condición:

E (|Xt −Xs|p) ≤ cT |t− s|α,

∀s tal que 0 ≤ s < t ≤ T, donde a > 1 y p > 0; entonces, existe una versión
del proceso estocástico Xt, que tiene trayectorias continuas.

3.2.2. Movimiento browniano (o Proceso de Wiener)

Este proceso surge de estudiar el movimiento errante de part́ıculas sus-
pendidas sobre un ĺıquido o un gas (El botánico escocés R. Brown fue el
primero en observarlo). Su importancia estriba en el siguiente hecho: en cien-
cias aplicadas como lo son la f́ısica, la bioloǵıa, o la economı́a surge la necesi-
dad de lo que se conoce como ruido blanco, es decir un proceso ξ(t), que
satisfaga las siguientes propiedades:

1. Las variables aleatorias {ξ(t) : t ∈ R} son independientes.

2. ξ(·) es estacionario. Lo cual significa que dados t1, . . . , tn, la distribución
del vector aleatorio (ξ(t + t1), . . . , ξ(t + t1)) no depende de t.

3. E(ξ(t)) = 0.
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Resulta que de existir tal ξ, este es ξ(t) ≡ 0. Suponiendo igualmente la
existencia de un ruido blanco no trivial, se puede investigar las propiedades
que debeŕıa satisfacer el proceso X(t) =

∫ t

0
ξ(s)ds. Tales propiedades las

satisface el movimiento browniano que a continuación definimos.

Definición 3.2.2 Un proceso estocástico, {Bt, t ≥ 0}, es un movimiento
browniano si verifica las siguientes condiciones:

1. B0 = 0,

2. fijados n instantes, 0 ≤ t1 < · · · < tn, entonces se tiene que los in-
crementos Btn − Btn−1 , . . . , Bt2 − Bt1 son variables aleatorias indepen-
dientes,

3. si s < t, el incremento Bt −Bs tiene una ley normal N(0, t− s), y

4. las trayectorias del proceso son funciones continuas.

Lo primero que observamos es que el movimiento browniano es un proceso
gaussiano, pues el vector aleatorio (Bt1 , . . . , Btn) es normal dado que es una
transformación lineal del vector (Bt1 , Bt2−Bt1 , . . . , Btn−Btn−1), el cual tiene
distribución normal ya que tiene componentes independientes y normales.

Otra cosa fácil de ver es que E(Bt −B0) = E(Bt) = 0.
Puede demostrarse que existe un proceso de este tipo, para eso se parte

de sus distribuciones en dimensión finita, las cuales tienen distribuciones
normales N(0, Γ), donde Γ es la matriz:




t1 t1 · · · t1
t2 t2 · · · t2
...

...
. . .

...
tn tn · · · tn


 .

El Teorema 3.2.1 permite construir un proceso estocástico fijadas las dis-
tribuciones en dimensión finita, siempre que sean compatibles, lo cual ocurre
aqúı.

Por otro lado, Bt − Bs tiene distribución N(0, t − s), luego para todo
número k se tiene que:

E
[
(Bt −Bs)

2k
]

=
(2k)!

2kk!
(t− s)k.

Tomando k = 2, se obtiene que:

E
[
(Bt −Bs)

4
]

= 3(t− s)2,
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y por el teorema 3.2.2 se concluye que las trayectorias son continuas.
Se verifican las siguientes proposiciones que nos indican la imposibilidad

de utilizar la definición de Riemann-Stieltjes para definir la integral estocásti-
ca.

Teorema 3.2.3 La variación cuadrática de una trayectoria del movimiento
browniano sobre el intervalo [a, b], es la longitud del intervalo, es decir,

ĺım sup
∆t−→0

n−1∑
i=1

∣∣Bti+1
−Bti

∣∣2 = b− a.

Prueba: Supongamos que π es una partición del intervalo [a, b], π : t0 =

a < t1 < . . . < tn = b. Sea 4ti el intervalo ti+1 − ti, con ti = i(b−a)
n

, y
4Bi = Bti+1

−Bti . Entonces:

E

∣∣∣∣∣
∑

i

(4Bi)
2 − (b− a)

∣∣∣∣∣

2

=

= E
∑
i,j

(4Bi)
2(4Bj)

2 − 2(b− a)
∑

i

(4ti) +

(b− a)2

=
∑

i

E(4Bi)
4 +

∑

i6=j

E(4Bi)
2(4Bj)

2 −

2(b− a)
∑

i

(4ti) + (b− a)2

=
∑

i

3(4ti)
2 +

∑

i6=j

4ti4tj − (b− a)2

=
∑

i

2(4ti)
2 +

(∑
i

4ti

)2

− (b− a)2

=
∑

i

2(4ti)
2

≤ 2(b− a) máx
0≤i≤n

4ti → 0.

¥
Teorema 3.2.4 La variación de una trayectoria del movimiento browniano
sobre el intervalo [a, b] es infinita en casi todo punto, osea

V = sup
π

n∑

k=1

|4Bk| = ∞
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con probabilidad uno.

Prueba: Utilizando la continuidad de las trayectorias del movimiento Brow-
niano se tiene que:

n∑

k=1

(4Bk)
2 ≤ sup

k
|4Bk|

(
n∑

k=1

4|Bk|
)2

≤ V sup
k
|4Bk|.

Pero esto último tiende a cero cuando |π| → 0, siendo |π| = máxk |4tk|, y
hemos suponemos que V es finita. Esto contradice que

∑n
k=1 (4Bk)

2 converja
en media cuadrática hacia b− a cuando, |π| → 0.

Los resultados que anteriormente hemos probado se pod́ıan intuir de ob-
servar lo siguiente:

n∑

k=1

|4Bk| ' n

(
b− a

n

)1/2

→∞,

y por otro lado
n∑

k=1

(4Bk)
2 ' n

b− a

n
= b− a.

3.2.3. Integral estocástica

Sea {Bt} un movimiento browniano definido en un espacio de probabi-
lidad (Ω,=, P ). Se considera la familia creciente, {=t, t ≥ 0}, de σ−álge-
bras generadas por este proceso, además se supone que =t es la mı́nima
σ−álgebra que contiene los conjuntos de la forma {Bs ∈ A} ∪ N , donde
A pertenece a la σ−álgebra de Borel BR y N es un conjunto de probabili-
dad cero. Estamos interesados en definir integrales estocásticas de la forma∫ T

0
utdBt, donde ut es un proceso estocástico. No es posible utilizar la defini-

ción de integral de Riemann-Stieltjes porque como hemos visto las trayecto-
rias del movimiento browniano no tienen variación acotada; pero se puede
definir la integral para procesos denominados elementales, y luego utilizando
convergencia cuadrática media definir la integral de cierta clase de proce-
sos. El conjunto de esta clase de procesos se denota L2

[0,T ], y sus elementos,

{ut, t ∈ [0, T ]}, se caracterizan por:

1. para cada t ∈ [0, T ], la aplicación (s, ω) −→ us definida en [0, t]×Ω es
medible respecto a la σ−álgebra producto B[0,t] ×=t.

2. E
(∫ T

0
u2

t dt
)

< ∞, o sea que como función de dos variables (t, ω)

pertenece a L2([0, T ]× Ω).
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Definición 3.2.3 Sea π : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T, una partición finita
del intervalo [0, T ]. Un proceso estocástico simple es un proceso de L2

[0,T ], que
tiene la forma:

ut =
n∑

j=1

φj1(tj−1,tj ](t),

donde las φj son variables aleatorias de cuadrado integrable =tj−1
medibles.

Para esta clase de procesos se define la integral estocástica de Itô respecto
del movimiento browniano como:

∫ T

0

utdBt =
n∑

j=1

φj(Btj −Btj−1
).

Se verifica que E

[(∫ T

0
utdBt

)2
]

= E
(∫ T

0
u2

t dt
)
, esto se conoce como propiedad

de isometŕıa. Puede probarse que si ut es un proceso de clase L2
[0,T ], entonces

existe una sucesión de procesos elementales un tales que:

ĺım
n−→∞

E

(∫ T

0

|ut − un
t |2dt

)
= 0.

Definición 3.2.4 Se define la integral de Itô de un proceso estocástico ut de
L2

[0,T ], como:

I(u) =

∫ T

0

utdBt = ĺım
n−→∞

∫ T

0

un
t dBt,

donde un
t es una sucesión de procesos estocásticos elementales que convergen

en media cuadrática a ut.

En la anterior definición, el ĺımite existe porque la sucesión de variables
aleatorias

∫ T

0
un

t dBt es de Cauchy en L2(Ω), lo cual se debe a que:

E

[(∫ T

0

un
t dBt −

∫ T

0

um
t dBt

)2
]

= E

[(∫ T

0

(un
t − um

t )dBt

)2
]

≤ 2E

[(∫ T

0

(un
t − ut)dBt

)2
]

+ 2E

[(∫ T

0

(um
t − ut)dBt

)2
]
−→ 0,

cuando n,m −→∞. Este ĺımite no depende de la sucesión un
t elegida.

Tal como la hemos definido, una integral estocástica, I(u), es una variable
aleatoria. Pero para cada t ∈ [0, T ] y cualquier proceso de L2

[0,T ] se puede
considerar:

It(u) =

∫ t

0

usdBs,

lo cual nos permite ver a la integral estocástica como un proceso.
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3.2.4. Ecuaciones diferenciales estocásticas

Ahora que hemos definido el concepto de integral de Îto, podemos definir
el de ecuación diferencial estocástica.

Definición 3.2.5 Sean b(t, x) y σ(t, x) dos funciones de [0, T ] × R en R.
Una ecuación diferencial estocástica es una ecuación de la forma:

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt.

Definida para valores de t en el intervalo [0, T ] y con condición inicial la
variable aleatoria X0 que se considera =0−medible e independiente del movi-
miento browniano. La ecuación anterior se interpreta como la ecuación in-
tegral:

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds +

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs,

donde la primera integral es una integral de Riemann y la segunda es una
integral estocástica de Itô. Al proceso Xt se le llama proceso de Itô.

Los siguientes dos teoremas, que no probaremos, permiten probar la exis-
tencia y unicidad de solución del sistema (3.1). Pruebas de los mismos se
presentan en [75].

Teorema 3.2.5 [Fórmula de Itô]Si Xt es un proceso de Itô y f(t, x) es una
función de clase C1 en t y de clase C2 en x, entonces el proceso Yt = f(t, xt),
es también un proceso de Itô, y satisfase la ecuación estocástica:

dYt = ft(t,Xt)dt + fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)(dXt)

2.

Teorema 3.2.6 Dado el intervalo [0, T ], supongamos que los coeficientes de
la ecuación estocástica, b(t, x) y σ(t, x), satisfacen:

1. |b(t, x)− b(t, y)| ≤ D1 |x− y| .
2. |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D2 |x− y| .
3. |b(t, x)| ≤ C1(1 + |x|).
4. σ(t, x) ≤ C2(1 + |x|),

para todo x, y ∈ R, t ∈ [0, T ]; entonces, existe una única solución de dXt =
b(t,Xt)dt+σ(t,Xt)dBt, X(0) = X0, adaptada a la filtración, con trayectorias
continuas y verificando sup0≤t≤T E(X2

t ) < ∞.
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El método de Euler-Maruyama

Los resultados numéricos para la solución de una ecuación diferencial
estocástica los obtendremos utilizando el método de Euler-Maruyama. Este
consiste en dividir el intervalo [0, T ], en nuestro caso t1 = 0 y tn = T ,
en n subintervalos de igual longitud δn4t = T/n, definiendo tj = j4t,
j = 1, . . . , n. El método consiste en generar:

Xn(tj+1) = Xn(tj) + b(tj, X
n(tj))δn + σ(tj, X

n(tj))4Bj, j = 1, . . . , n.

Aqúı4Bj = Btj−Btj−1
, y se estima por

√4tYj, donde Yj tiene una distribu-
ción normal estándar. El error cometido es en = E [(XT −Xn

T )2] , pudiéndose
demostrar que en es del orden de δn.

3.2.5. Existencia y unicidad del sistema diferencial gom-
pertziano estocástico (3.1)

Siguiendo la notación utilizada en la sección anterior, estamos tratando
con la ecuación diferencial estocástica:

dXt = Xt

(
λ ln

(
θ

Xt

)
− α(t, C)

)
dt + σXtdBt, (3.2)

X0 = x0.

Se tiene unicidad y existencia si y sólo si se verifican las siguientes condiciones:

1. |b(t, x)− b(t, y)| ≤ D1 |x− y| .
2. |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D2 |x− y| .
3. |b(t, x)| ≤ C1(1 + |x|).
4. σ(t, x) ≤ C2(1 + |x|).

Donde C1, C2, D1 y D2 son parámetros.
Esta ecuación es algo particular porque b(t, x) y σ(t, x) están definidas

para valores positivos de x, y por lo tanto no estamos seguros de que podemos
aplicar directamente el teorema de unicidad y existencia donde se supone
que: b(t, x), σ(t, x) : [0, T ] × R −→ R. Para probar la unicidad y existencia,

definimos el proceso Yt = ln
(

θ
Xt

)
. Aplicando la fórmula de Itô, y la siguiente

tabla de McKean para facilitar los cálculos,
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× dt dBt

dt 0 0
dBt 0 dt

obtenemos que

dYt = (−λYt +
σ2

2
+ α(t, C))dt− σYtdBt.

La unicidad y existencia del proceso anterior es muy fácil de probar ob-
servando que satisface las anteriores condiciones.

Para ver que se verifica la condición 1., observamos que

| − λx +
σ2

2
+ α(t, C) + λy − σ2

2
− α(t, C)| = |λ||x− y|.

Para la condición 3., debemos considerar | − λy + σ2/2 + α(C, t)|. Como
α(C, t) es una función acotada (además sólo depende de t) se tiene que ∃K >
0 tal que |α(C, t)| ≤ K ≤ K + K|y| = K(1 + |y|).

Si aplicamos la desigualdad triangular tenemos:

| − λy + σ2/2 + α(C, t)| ≤ λ|y|+ σ2/2 + |α(C, t)|
≤ λ|y|+ λ + σ2/2 + (σ2/2)|y|+ K(1 + |y|)
= λ(1 + |y|) + (σ2/2)(1 + |y|) + K(1 + |y|)
= (λ + σ2/2 + K)(1 + |y|)
= C1(1 + |y|),

donde C1 = λ + σ2/2 + K.
Las condiciones 2. y 4. son triviales. Queda aśı probada la unicidad y

existencia del sistema (3.2), o equivalentemente del sistema (3.1). ¥

3.3. Formulación del problema de optimiza-

ción multiobjetivo difuso-estocástico

Ahora consideramos el modelo de optimización multiobjetivo difuso, pero
suponiendo que la dinámica de crecimiento del tumor viene dada por la
ecuación del sistema (3.1), o sea que es estocástica, y planteamos un modelo
que además de difuso es estocástico, al cual nos vamos a referir simplemente
como modelo estocástico. Pero hay que tener en cuenta que el primer objetivo
deja de tener sentido, pues desde este punto de vista Nt es una función
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aleatoria o proceso estocástico, y no podemos hablar de su integral en el
sentido usual de la integral de Lebesgue. Sin embargo, como para cada t, Nt es
una variable aleatoria, podemos calcular el valor esperado, E(Nt), del número
de células cancerosas en cada instante de tiempo t; entonces, planteamos el
primer objetivo como: f1(C) =

∫ T

0
E(Nτ )dτ . Ahora se plantea el problema

de encontrar una matriz C que nos de las concentraciones de cada droga a
suministrar en cada instante de tiempo con el fin de minimizar dos objetivos:
(i)f1(C) =

∫ T

0
E(Nτ )dτ y (ii) f2(C) =

∑d
j=1

∑n
i=1 Cij.

Queda planteado el problema:

mı́n
C∈Ω

F (C) = [f1(C), f2(C)]. (3.3)

Donde Ω = {C ∈ Rnd : satisface las restricciones 1., 2., 3. y 4.},

f1(C) =

∫ T

0

E(Nτ )dτ,

f2(C) =
d∑

j=1

n∑
i=1

Cij.

Ahora, teniendo bien definidos los objetivos, podemos llegar en forma
general, de la misma manera en que se procedió en el caṕıtulo 2 en el contexto
determinista, al problema:

máx
0≤λ≤1

λ

sujeto a

λ ≤ µf̃i
(x), i = 1, 2, . . . ,m,

λ ≤ µh̃i
(x), i = 1, 2, . . . , I, (3.4)

λ ≤ µg̃i
(x), i = 1, 2, . . . , J,

xl
h ≤ xh ≤ xu

h, h = 1, 2, . . . , H.

Más las restricciones:

wi

∣∣∣∣
fi(x)− f id

i

f id
i

∣∣∣∣ = wj

∣∣∣∣∣
fj(x)− f id

j

f id
i

∣∣∣∣∣ , i 6= j,

Y la condición:

m∑
i=1

wi = 1.
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Para el problema de la quimioterapia (3.3), I = 0, m = 2, H = nd, J = 4.
Las correspondientes funciones de pertenencias para el objetivo f2 y el nuevo
objetivo f1, se definen como en el caṕıtulo 1.

3.3.1. Existencia de solución del problema de optimiza-
ción

La existencia de solución del problema (3.3), se prueba de la misma ma-
nera que se probó que F (P ) 6= ∅ para el problema (2.4), pero teniendo en
cuenta que ahora

E(Nt) = exp

{
µ + e−λt (ln(N0)− µ) +

1

2

[
σ2

2λ
(1− e−2λt)

]}
,

donde µ = σ2/2+α(t,C)
λ

[5].

3.4. Resultados numéricos

Los resultados numéricos que se presentan en esta sección, se obtuvieron
trabajando con los valores que figuran en la tabla 2.2 del caṕıtulo 2 para los
parámetros del tumor.

En la figura 3.2., puede observarse el frente de Pareto obtenido numé-
ricamente haciendo variar w1 (w2 = 1 − w1) desde 0 hasta 1 con un paso
h = 1/130, y resolviendo el problema de optimización en cada caso.

Es interesante observar en la figura 3.2 del frente de Pareto encontrado

numéricamente, que si p = (p1, p2) ∈ F (P ), y
∣∣∣df2

df1
(p1)

∣∣∣ À 1 o
∣∣∣df2

df1
(p1)

∣∣∣ ¿ 1;

entonces, un cambio considerable en el objetivo f1 genera un pequeño cambio
en el objetivo f2 y viceversa. En tal situación podemos mejorar significativa-
mente un objetivo sin que el otro empeore mucho. Si denotamos df2

df1
(p1) = m

tenemos que 4f2 ≈ m4f1. Por ejemplo en el caso en que m = −1, mejorar
un objetivo implica que el otro empeore en la misma magnitud que el primero
mejoró.

Esta es la iniciativa de los métodos a priori, los cuales seleccionan un
único Pareto optimal del Frente. En tal caso, métodos como el de suma con
pesos y el minimax son utilizados como métodos a priori. No es nuestro caso,
puesto que todos los Paretos optimales son útiles, y por tal razón utilizamos
los anteriores métodos como métodos a posteriori.

El objetivo f1 requiere conocer E(Nt); entonces, para obtener resultados
numéricos, como nosotros desconocemos la distribución de Nt, y no vamos
a investigar sobre la misma, generamos una muestra de tamaño N = 500,
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Figura 3.2: Frente de Pareto.

correspondiente a 500 realizaciones. Luego utilizamos la media muestral como
estimador. Supondremos que N0 = 1×109 células, T = 28, y una fluctuación
σ = 0.03N(0, 1).

Según el modelo (3.1), f1(C0) = 3.5560×109células cancerosas·dia, y el
mismo valor que en el caso determinista para el segundo objetivo, f2(C0) =
199 mg. Además tenemos una estimación puntual Ẽ(N28) ≈1.5×106 célu-
las, para el número medio de células cancerosas en t = 28. Con los valores
w1 = 0.3, w2 = 0.7, obtenemos el protocolo, C1, que se muestra en la tabla
3.1. El primer objetivo toma un valor f1(C1) = 6.5491×109 células·d́ıa, y el
segundo f2(C1) = 111.3018 mg. Se tiene la estimación puntual Ẽ(N28) =
1.2456×108 células. Los gráficos correspondientes al crecimiento del tumor y
la concentración de las diferentes drogas se presentan en las figuras 3.3.

Tabla 3.1 Protocolo calculado mediante el modelo estocástico.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 15.1241 0.6541 0.6523 0.5944
t = 1 0.0822 0.2628 11.9966 46.7450
t = 14 15.8095 0.8145 0.4287 0.0923
t = 21 16.0469 0.9660 0.5863 0.4463

Cuando los pesos son w1 = 0.5, w2 = 0.5, obtenemos el protocolo, C2,
que se muestra en la tabla 3.2. En tal caso tenemos los valores f1(C2) =
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4.9079×109 células·d́ıa, f2(C2) = 148.0356 mg y Ẽ(N28) = 5.0019×107 célu-
las.

Tabla 3.2 Protocolo calculado mediante el modelo estocástico.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 22.6593 0.3136 0.3138 0.3196
t = 1 0.0613 0.3645 19.8742 55.0252
t = 14 23.4723 0.5879 0.2022 0.0692
t = 21 23.6473 0.6486 0.2654 0.2111

Por último, si elegimos los pesos w1 = 0.7, w2 = 0.3, obtenemos el proto-
colo, C3, que se muestra en la tabla 3.3. En este caso tenemos que f1(C3) =
3.6411×109 células·d́ıa, f2(C3) = 194.3683 mg y Ẽ(N28) = 1.2535×107 célu-
las.

Tabla 3.3 Protocolo calculado mediante el modelo estocástico.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 29.5360 0.0021 0.0021 0.0029
t = 1 0.0024 2.2623 29.2461 68.7210
t = 14 29.6420 2.6340 0.0015 0.0016
t = 21 29.6573 2.6541 0.0014 0.0015

Las figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6 muestran los gráficos pertenecientes a los
resultados numéricos obtenidos.
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Figura 3.3: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C0.

Como es de esperar, nuevamente observamos que a medida que le damos
más peso al objetivo f1 este disminuye a la vez que aumenta el objetivo
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f2, producto de que se le va dando menos peso. Los protocolos obtenidos
numéricamente son muy similares a los encontrados en el caṕıtulo 2, pero con
pequeñas fluctuaciones, esto se debe a que hemos considerado una fluctuación
de σ= 0.03N(0, 1).
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Figura 3.4: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C1.
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Figura 3.5: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C2.

Antes de terminar la sección, observemos que sucede si consideramos
diferentes valores de σ.

Si consideramos σ1 = 0.0003N(0, 1), obtenemos un protocolo, Cσ1 (dife-
rente para cada elección de pesos), para el cual: (i) f1(Cσ1) = 6.5253×109

células·d́ıa y f2(Cσ1) = 110.1010 mg, cuando w1 = 0.3; (ii) f1(Cσ1) =
4.8866×109 células·d́ıa y f2(Cσ1) = 147.4011 mg, cuando w1 = 0.5; (iii)
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Figura 3.6: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C3.

f1(Cσ1) = 3.6210×109 células·d́ıa y f2(Cσ1) = 192.9566 mg, cuando w1 = 0.7.
Como podemos ver comparando con los resultados obtenidos en el caṕıtu-
lo 2, podemos decir que el problema es estable respecto al parámetro σ en
el sentido de que pequeñas fluctuaciones en el mismo implican pequeñas
fluctuaciones en los protocolos obtenidos con respecto a los resultados deter-
ministas. Cuando el valor de σ es grande tendremos mayores fluctuaciones,
y el resultado de esto es que se obtienen también mayores fluctuaciones en
los protocolos obtenidos. Por ejemplo si consideramos σ2 = 0.3N(0, 1), obte-
nemos un protocolo, Cσ2 , para el cual: (i) f1(Cσ2) = 6.5706×109 células·d́ıa
y f2(Cσ2) = 111.5768 mg, cuando w1 = 0.3; (ii) f1(Cσ2) = 5.0366×109

células·d́ıa y f2(Cσ2) = 151.8934 mg, cuando w1 = 0.5; (iii) f1(Cσ2) =
3.8112×109 células·d́ıa y f2(Cσ2) = 206.2579 mg, cuando w1 = 0.7.

3.5. Conclusión

Con el objetivo de tener un representación más cercana a la realidad,
planteamos la ecuación de Gompertz en forma estocástica, esto permitió mo-
delar las fluctuaciones que son naturales en cualquier sistema viviente. Como
hemos visto esto da lugar a un proceso estocástico Nt, entonces el objetivo f1

debe reformularse en comparación a como se lo definió en el caso determinista.
Esto se consigue trabajando sobre E(Nt), y definiendo f1(C) =

∫ T

0
E(Nτ )dτ.

Los resultados numéricos nos llevan a las mismas conclusiones generales que
para el caso determinista, podemos observar algunas diferencias en los va-
lores, propias de las fluctuaciones. Estas diferencias se traducen en la pre-
sencia de fluctuaciones en cada una de las drogas que se administran. Ob-
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servamos también la existencia de estabilidad, en el sentido de que pequeños
cambios en el valor de σ dan como resultado protocolos cercanos al protocolo
que se obtendŕıa si σ = 0.

Podemos ver que la forma del frente de Pareto es similar a la del frente
de Pareto obtenida en el caṕıtulo anterior; entonces, obtenemos las mismas
conclusiones en cuanto a la existencia de Paretos optimales que sean cercanos
respecto a uno de los objetivos, pero no aśı en el otro.
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Caṕıtulo 4

Modelo Gompertziano con
decaimiento en la concentración de la
droga. Optimización de la droga y el
tiempo

4.1. Introducción

Al resolver los problemas de optimización que hemos planteado, (2.5) para
el caso determinista, y (3.3) para el caso difuso, podemos conocer cuanta
droga debe suministrarse en instantes de tiempo fijos, para minimizar los
objetivos que alĺı fueron definidos. Sin embargo, es interesante saber no sólo
la cantidad de droga que debe suministrarse sino también en que momento.
Es decir optimizar aquellos problemas también en el tiempo.

La primera dificultad que encontramos en este nuevo emprendimiento,
reposa sobre la dinámica misma del tumor. Tanto en (2.3) como en (3.1),
aparece el término α(C, t) =

∑d
j=1 κj

∑n
i=1 Cij[H(t− ti)−H(t− ti+1)], esta

cantidad corresponde a la terapia, y es la que afecta el crecimiento libre
del cáncer. Si t∗ ∈ [tk, tk+1], entonces dN(t∗)/dt es afectada por −(κ1Ck1 +
. . . + κdCkd). El significado de esto es que en el intervalo [tk, tk+1], actúan las
concentraciones de drogas Ckj, j = 1, . . . , d, que se suministran en tk, y cada
una lo hace para cada t∗ ∈ [tk, tk+1]. Esto significa que en el intervalo [tk, tk+1],
sobre la dinámica del tumor actúan sólo las drogas que se suministraron en
el tiempo tk. Además, el factor que afecta la tasa de crecimiento del tumor
es constante sobre ese intervalo, y es el mismo para intervalos de diferentes
longitudes, para cada droga. Esto muestra cuan limitada es tal ecuación,
pues se sabe que existe un decaimiento en el tiempo de cada concentración
Cij suministrada, y que esta concentración seguirá actuando más allá de tk+1,
con una efectividad κj, sin presentar un corte tan abrupto.
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4.2. Modificación de la dinámica del tumor

en respuesta a la terapia

Los estudios fármaco-cinéticos y fármaco-dinámicos muestran que la con-
centración de una droga en el cuerpo decae exponencialmente con el tiempo
[8, 47]. Entonces, proponemos la siguiente ecuación estocástica para la res-
puesta del tumor a la terapia:

dNt = N(t)

{
λ ln

(
θ

N(t)

)
− α(C, t)

}
dt + σNtdBt, (4.1)

donde ahora α(C, t) =
∑d

j=1

∑c
i=1 κjCije

−µj4it (Para el caso determińıstico
es la misma ecuación pero con σ = 0). En (4.1), κj representa la efectividad
de la droga j, c es tal que t ∈ [tc, tc+1] o c = n si t ≥ tn, µj es un parámetro
que representa el decaimiento de la concentración Cij en el plasma mediante
la igualdad Cij(t) = Cije

−µj4it, y 4it = t − ti. Para las drogas que se
suministran en la terapia, se conoce su vida media plasmática, τj, que es
el tiempo que tarda en reducirse su concentración en el plasma a la mitad,
luego µj = − ln(1/2)/τj.

Ahora, disponemos de una ecuación que contempla el decaimiento gradual
en el cuerpo de las drogas suministradas, por ejemplo si t∗ ∈ [tc, tc+1], sobre
la tasa natural de crecimiento del tumor en el tiempo t∗ actúan los términos:

−κ1C11e
−µ141t∗ − . . .− κdC1de

−µd41t∗

− . . .− κ1Cc1e
−µ14ct∗ − . . .− κdCcde

−µd4ct∗ .

Reformulada la forma de α(C, t), tanto (2.3) como (3.1) se modifican,
pero las pruebas de unicidad y existencia de los respectivos problemas de
valores iniciales son básicamente las mismas.

Al igual que antes podemos plantear problemas de optimización equi-
valentes a (2.5) y (3.3), siendo completamente análogas las demostraciones
de existencia de solución de dichos problemas puesto que a pesar de la mo-
dificación que hemos realizado sobre α(C, t), esta sigue siendo una función
acotada en [0, T ].

4.2.1. Resultados numéricos

A continuación presentamos los resultados numéricos que se obtienen de
resolver los problemas de optimización cuando la dinámica del tumor en
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respuesta a la terapia viene dada por la ecuación (4.1), donde se ha refor-
mulado α(C, t) con motivo de contemplar el decaimineto en el tiempo de las
concentraciones de drogas administradas. Como ya sabemos que el efecto de
la presencia de fluctuaciones corresponde a la existencia de fluctuaciones en
los resultados obtenidos mediante la ecuación determinista, solamente pre-
sentaremos los resultados obtenidos para el caso estocástico. Nuevamente
supondremos que N(0) = 1 × 109 células, T = 28, σ = 0.03N(0, 1), y el
protocolo estándar de un cáncer de vejiga, que nosotros hemos denotado C0.

Los valores utilizados para los parámetros κj[d́ıas−1·mg−1], son:

Tabla 4.1. Parámetros utilizados para κj .
κ1 κ2 κ3 κ4

0.01 0.0086 0.014 0.014

Los valores de los parámetros µj[d́ıas−1], podemos deducirlos del hecho
de suponer que Cij(t) = Cije

−µj4ti , y que para los fármacos utilizados se
conocen las vidas plasmáticas medias. El Cisplatin tiene una vida media de
100 hs, para Doxorubibin, Vinblastine y Methotrexate tenemos vidas medias
de 24 hs, 18.5 hs y 15 hs respectivamente. Luego tenemos los valores:

Tabla 4.2. Parámetros utilizados para µj .
µ1 µ2 µ3 µ4

1.1090 0.8992 0.6931 0.1664

La figura 4.1, muestra el frente de Pareto que se encontró numéricamente
haciendo variar w1 desde 0 hasta 1 con un paso de h = 1/130, y en cada
paso resolviendo el problema de optimización análogo al problema (2.9), pero
utilizando la nueva dinámica propuesta.

Para el protocolo estándar, tenemos que f1(C0) = 1.9933×109 células
cancerosas·d́ıa, f2(C0) = 199 mg, y N(28) =1.0793×107 células.

Comenzando con los pesos w1 = 0.3 y w2 = 0.7, obtenemos el protoco-
lo, C1e, que se muestra en la tabla 4.3. Para el primer objetivo tenemos
f1(C1e) = 5.2974×109 células cancerosas · d́ıa, para el segundo objetivo
tenemos f2(C1) = 95.2298 mg, y N(28) =1.6545×108 células. Los gráficos
correspondientes al crecimiento del tumor y la concentración de las diferentes
drogas se presentan en las figuras 4.2.

Tabla 4.3 Protocolo Estocástico C1e.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 9.8575 0.5333 0.3917 0.0000
t = 1 0.6444 0.9248 9.8579 43.2680
t = 14 12.5257 1.1986 0.6542 0.0000
t = 21 12.7479 1.3601 0.8537 0.4121
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Figura 4.1: Frente de Pareto.

Al considerar w1 = 0.5 y w2 = 0.5, obtenemos el protocolo C2e que se
muestra en la tabla 4.4. En esta situación tenemos los valores f1(C2e) =
4.1525×109 células cancerosas · d́ıa, f2(C2e) = 125.4063 mg, y N(28) =
1.0282×108 células.

Tabla 4.4. Protocolo Estocástico C2e.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 15.3929 0.8791 0.8016 0.0000
t = 1 0.8769 1.2855 15.4125 46.4092
t = 14 19.1448 1.5539 0.8292 0.0000
t = 21 19.4454 1.7504 1.0727 0.5524

Con pesos w1 = 0.7 y w2 = 0.3, obtenemos el protocolo C3e, de la tabla 4.5.
Verificándose que f1(C3e) = 3.0423×109células cancerosas · d́ıa, f2(C3e) =
152.5072 mg, y N(28) = 5.2289×107 células.

Tabla 4.5. Protocolo Estocástico C3e.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 21.1557 0.5925 0.6456 0.0000
t = 1 0.4563 0.9660 21.4010 53.8724
t = 14 24.9242 1.0441 0.3862 0.0000
t = 21 25.1591 1.1370 0.5016 0.2654

Las figuras 4.2, 4.3 y 4.4 muestran los resultados numéricos obtenidos.

54



0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

Tiempo

C
on

ce
nt

ra
ci

ón
 d

e 
dr

og
as

Protocolo estocástico

 

 
Methotrexate
Vinblastine
Doxorubibin
Cisplatin

0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
x 10

8 Dinámica del tumor

Tiempo[días]

N
úm

er
o 

de
 c

él
ul

as
 c

an
ce

ro
sa

s

Figura 4.2: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C1e.
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Figura 4.3: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C2e.

Para finalizar, consideramos w1 = 1, w2 = 0, y encontramos el protocolo,
C̃0, siguiente:

Tabla 4.6. Protocolo Determinista C̃0.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 30.0114 0.0126 0.0168 0.0346
t = 1 0.0072 3.0080 30.0102 70.0228
t = 14 30.0031 3.0033 0.0036 0.0072
t = 21 30.0027 3.0029 0.0030 0.0042

Puesto que C̃0 ≈ C0, el modelo con decaimiento nos dice que el protocolo
estándar pondera absolutamente minimizar el tamaño promedio del tumor.

55



0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

Tiempo

C
on

ce
nt

ra
ci

ón
 d

e 
dr

og
as

Protocolo estocástico

 

 
Methotrexate
Vinblastine
Doxorubibin
Cisplatin

0 5 10 15 20 25

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
x 10

8 Dinámica del tumor

Tiempo[días]

N
úm

er
o 

de
 c

él
ul

as
 c

an
ce

ro
sa

s

 

 

Figura 4.4: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C3e.

4.2.2. Conclusión

Las conclusiones que tenemos respecto al modo de suministrar las drogas
son las mismas que en el anterior caṕıtulo. También tenemos conclusiones
similares, respecto a como se ven afectados los objetivos según los pesos que
consideremos. Sin embargo, la dinámica del tumor en respuesta a la terapia
que contempla el decaimiento de las dósis administradas es más adecuada,
y por lo tanto los protocolos mismo han de ser más adecuados. Podemos
observar una reducción en los valores de los objetivos que se acentúa en el
objetivo f2.

Una diferencia apreciable con este nuevo modelo para la dinámica del
tumor en respuesta a la terapia, se observa en la forma del frente de Pare-
to. Las curva de tal frente a pesar de poseer dos puntos de inflexión posee
una pendiente que se mantiene bastante constante a través del los Pareto
optimales. Esto implica la inexistencia de un punto optimal en el cual una
pequeña disminución de un objetivo implique una gran aumento en el otro,
o viceversa. Esta propiedad puede perjudicar un método a priori.

Finalmente notamos que según este modelo el protocolo estándar C0 le
da practicamente todo el peso (w1 = 1) a erradicar el tumor.

4.3. Formulación del problema de optimiza-

ción de las drogas y el tiempo

Como hemos comentado en la introducción, es interesante el problema de
responder no sólo cuanta droga debe suministrarse sino también cuando debe
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suministrarse con el fin de minimizar los objetivos f1 y f2. A continuación
planteamos el problema de minimizar tales objetivos, que ahora dependen
de C ∈ Rnd y t ∈ Rn, tanto para el caso determinista como estocástico
respectivamente.

Caso determinista

Para el caso determinista tenemos el sistema:

dN(t)

dt
= N(t)

{
λ ln

(
θ

N(t)

)
− α(C, t)

}

donde ahora α(C, t) viene dada como en (4.1). Y planteamos el problema

mı́n
(C,t)∈Ω×Λ

F (C, t) = [f1(C, t), f2(C, t)] (4.2)

donde

f1(C, t) =

∫ T

0

N(τ)dτ,

f2(C, t) =
d∑

j=1

n∑
i=1

Cij.

Como podemos ver, ahora cada objetivo depende del vector (C, t), donde
C ∈ Rnd, y t ∈ Rn. El conjunto Λ, denota aquellos t ∈ Rn que satis-
facen condiciones que vienen de la medicina; por ejemplo, entre otras, podŕıa
pedirse que ti+1 − ti > 1.

Caso estocástico

Para el caso estocástico tendremos el sistema:

{
dNt = N(t)

{
λ ln

(
θ

N(t)

)
− α(t, C)

}
dt + σNtdBt,

N0 = N0.

donde α(C, t) viene dada como antes. En este caso el problema de opti-
mización es:
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mı́n
(C,t)∈Ω×Λ

F (C, t) = [f1(C, t), f2(C, t)], (4.3)

donde

f1(C, t) =

∫ T

0

E(N(τ))dτ,

f2(C, t) =
d∑

j=1

n∑
i=1

Cij.

Pasamos ahora a los resultados numéricos.

4.3.1. Resultados numéricos

En esta penúltima sección del capitulo, mostramos los resultados numéri-
cos de resolver el problema (4.3). Para resolver este problema resolvemos
su versión difusa. Las condiciones iniciales son las mismas que venimos con-
siderando, y trabajaremos sobre el protocolo C0 que hemos descripto ante-
riormente. Al optimizar sobre el tiempo, consideraremos que se van a admi-
nistrar drogas en los instantes de tiempo t1, t2, t3 y t4. Obviamente dejaremos
fijo t1 = 0, pues es el momento en que comienza el tratamiento. Sobre las
componentes temporales del vector (C, t) ∈ Rnd+n−1 = R19, debe pedirse que
ti + 1 ≤ ti+1, para i = 1, 2, 3, 4; es decir que la distancia entre los instantes
de tiempo en los cuales se va a administrar el cóctel de drogas exista una
distancia mı́nima de un d́ıa. También vamos a considerar que el tiempo, T,
en el cual se espera minimizar los objetivos viene dado por consideraciones
médicas, nosotros vamos a considerar T = 28.

Para este problema la aproximación del frente de Pareto que encontramos
se aprecia en la figura 4.5. Nuevamente hemos considerado un paso h = 1/130
para generar el frente de Pareto numérico, que como vemos además de ser
no vaćıo se presenta bastante lineal.

Algunos puntos del frente de Pareto son presentados en las tablas 4.7-
4.9, donde observaremos como ambos objetivos se mejoran simultáneamente
cundo se optimizan no solamente las concentraciones de drogas sino también
los instántes de tiempo en los cuales administrarlas.

Para empezar, consideramos los pesos w1 = 0.3 y w2 = 0.7. Entonces,
encontramos el protocolo C1e, que figura en la tabla 4.7.

58



1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

x 10
9

60

70

80

90

100

110

120

130

140

150

160
Frente de Pareto

f
1
[células.día]

f 2[m
g]

Figura 4.5: Frente de Pareto.

Tabla 4.7 Protocolo calculado mediante el modelo estocástico-difuso C1e.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 3.4774 4.9465 6.4777 33.6981
t =4.3089 0.7622 1.0868 1.4340 7.2465
t =6.5798 0.7072 1.0210 1.3450 6.9091
t =8.8972 0.6629 0.9672 1.2728 6.6013

Para este protocolo f1(C1e) = 4.0813×109 células·d́ıas, f2(C1e) = 78.6155
mg, y N(28) = 9.7861×107 células.

Si consideramos los pesos w1 = w2 = 0.5, tenemos el protocolo C2e.

Tabla 4.8 Protocolo calculado mediante el modelo estocástico-difuso C2e.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 4.4860 6.1341 7.8635 38.3313
t =5.4491 1.1313 1.5192 1.9341 8.8463
t =7.9097 1.0594 1.4328 1.8173 8.4125
t =10.4913 1.0201 1.3787 1.7491 8.0487

Tenemos que f1(C2e) = 3.1765×109 células·d́ıas, f2(C2e) = 95.1644 mg, y
N(28) = 4.8092×107 células.

Por último consideramos w1 = 0.7, y w2 = 0.3. Encontramos el protocolo,
C3e, que sigue:
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Tabla 4.9 Protocolo calculado mediante el modelo estocástico-difuso C3e.
Methotrexate Vinblastine Doxorubibin Cisplatin

t = 0 5.3944 7.2830 9.2799 44.0982
t =6.9718 1.4370 1.9120 2.4220 10.8579
t =9.6785 1.3459 1.8008 2.2729 10.2972
t =12.5285 1.2834 1.7205 2.1682 9.8144

Para este protocolo, f1(C3e)=2.4970×109 células·d́ıas, f2(C3e) =113.3877
mg, y N(28) =1.9941×107 células.

Terminamos la sección mostrando las gráficas de los respectivos protocolos
y las dinámicas correspondientes que seguiŕıa el tumor.
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Figura 4.6: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C1e.

Si comparamos con los resultados obtenidos en los caṕıtulos 2, 3 y 4
podemos observar que ambos objetivos son mejorados simultáneamente al
considerar los respectivos pesos w1 = 0.3, 0.5 y 0.7. También observamos que
ahora todas las drogas se suministran de mayor a menor.

Si ahora comparamos los protocolos de las tablas anteriores con el proto-
colo estándar, obtenemos lo siguiente: (i) f2(C1e) es el 39.5052 % de f2(C0),
y f1(C0) es el 48.8446 % de f1(C1e); (ii) f2(C2e) es el 47.8342 % de f2(C0), y
f1(C0) es el 53.6338 % de f1(C2e); y (iii) f2(C3e) es el 56.9850 % de f2(C0)
mientras que f1(C0) es el 79.8278 % de f1(C3e).
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Figura 4.7: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C2e.
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Figura 4.8: En esta figura se muestran las concentraciones de las drogas y el
crecimiento del tumor según el protocolo C3e.

4.3.2. Conclusión

Podemos ver que al optimizar también respecto al tiempo, hemos mejo-
rado cada objetivo para cada una de las diferentes elecciones de pesos que
exhibimos anteriormente. Claramente observamos que las drogas han de apli-
carse en dosis que van de mayor a menor; el Cisplatin es la droga de con-
centraciones más altas, las concentraciones que de los demás fármacos se
administran son pequeñas en comparación con la anterior. Esto seguramente
se debe a que el Cisplatin posee un vida media mayor que las demás drogas,
las cuales entre śı tienen una vida media similar.
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Caṕıtulo 5

Sustentabilidad de Protocolos

5.1. Introducción

Producto de la gran heterogeneidad, tanto espacial como temporal, que
presenta el microambiente de un tumor, este se encuentra, habitualmente,
constituido por dos subpoblaciones de células (tal vez por más). Una sub-
población es sensible a la terapia, y la otra subpoblación es resistente a la
misma. La población resistente está presente desde antes de la terapia. La
experiencia muestra que en ausencia de terapia, la subpoblación sensible crece
a expensas de la subpoblación resistente (Fig.5.1). Además la mayor parte
del tumor está constituida por células sensibles, las cuales poseen una ma-
yor tasa de replicación. Esto último se debe a que las células sensibles están
mejor adaptadas que las resistentes. Los tratamientos corrientes contra el
cáncer, tienen como finalidad eliminar la mayor cantidad posible de células
malignas. Esto da como resultado la eliminación de la subpoblación sensible,
mientras que al mismo tiempo sobreviven las células resistentes, que entonces
pasan a constituir la mayor parte del tumor (Fig.5.1). Una alternativa a es-
ta metodoloǵıa consiste en mantener estable el tumor, con esto se lograŕıa
controlarlo, y prolongar aśı la vida del paciente [29].

Por su parte, la teoŕıa de Viabilidad plantea y estudia el problema de
poder controlar un sistema dinámico en el sentido de que tanto los estados
del mismo como las decisiones a tomar deben satisfacer ciertas restricciones
[21]. Dentro de un contexto de tiempo discreto, aplicaremos los resultados de
la antes mencionada teoŕıa a la dinámica de un tumor heterogéneo sometido
a un tratamiento de quimioterapia.
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Figura 5.1: a) La subpoblación sensible crece a expensas de la subpoblación re-
sistente. b) Una terapia que elimina la subpoblación sensible deja como resultado
un tumor constituido de células resistentes que crecen libremente.

5.2. Modelo de la dinámica del tumor

Como ya dijimos en la introducción, un tumor habitualmente está consti-
tuido por varias subpoblaciones. Denotaremos a cada subpoblación del tumor
por Pi(t), para i = 1, . . . , N, donde N es el número total de subpoblaciones.
La dinámica de un tumor de estas caracteŕısticas sometido a terapia viene
dada por las siguientes ecuaciones [29]:

Pi(t + 1) = Pi(t)(1 + γiG)(1− a(t)β(t)σi), t = t0, . . . , T. (5.1)

En el sistema dinámico (5.1), γi representa la tasa de replicación de la
subpoblación i, γT la máxima tasa de replicación teórica del tumor entero,
σi la sensibilidad de la población i a la terapia, β(t) la sensibilidad al medio
ambiente en el tiempo t, a(t) la terapia en el tiempo t, y G la competencia
entre las subpoblaciones por recursos. Los parámetros G y β(t) vienen dados
por:

G =
γT ΣjPj

Σj(γjPj)
,

β(t) = 1 +
t

t + τS

.

Donde τS es el tiempo requerido por la sensibilidad del medioambiente para
incrementar desde 1 a 1.5 un tumor con tamaño estable. Se verifica que a(t) ≥
0, 0 ≤ β(t) ≤ 2 y 0 ≤ σi ≤ 1. En los resultados numéricos que presentamos
más adelante, consideraremos al tumor constituido por dos subpoblaciones.
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Se observa una real competencia cuando 0 < G < 1. De lo contrario,
si G ≥ 1, como γ1 > γ2, tenemos que Gγ1 > Gγ2. Esto último se refleja
en la ecuación (5.1), puesto que la población sensible tendrá una tasa de
crecimiento considerablemente mayor a la tasa de la población resistente.
En la Fig. 5.2, podemos ver un tumor con la misma terapia; a la izquierda
G ≥ 1, por lo tanto no se observa ningún tipo de competencia, y la población
sensible crece a expensas de la resistente. A la derecha, 0 < G < 1, y existe
competencia.
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Figura 5.2: A la izquierda de la figura podemos ver la dinámica del tumor sometido
a terapia cuando G ≥ 1, aqúı no hay competencia entre las subpoblaciones. A la
derecha G < 1; pero, con la misma terapia, existe competencia.

Observación: Cuando decimos que G ≥ 1(< 1), en realidad queremos
decir que G(t) ≥ 1(< 1), para t = t0, . . . , T, pues al observar la ecuación que
define a G, vemos que este depende del tiempo. Pasamos ahora a describir
los principales aspectos de la teoŕıa de viabilidad que luego aplicaremos al
sistema (5.1).

5.3. Teoŕıa de Viabilidad

La teoŕıa de control en cualquiera de sus formas, ya sea optimal, contro-
labilidad o viabilidad, es fundamental a la hora de matematizar muchas de
las ideas que forman parte del concepto de sustentabilidad. Concepto muy en
boga, y que en términos generales significa satisfacer las necesidades actuales
sin comprometer el hecho de que generaciones futuras puedan satisfacer sus
propias necesidades.Viabilidad es la capacidad de un sistema de conservar
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condiciones de existencia a lo largo del tiempo. En las siguientes lineas va-
mos a describir, en un marco discreto en el tiempo, los puntos que de esta
teoŕıa utilizamos en nuestro trabajo.

Definición 5.3.1 Se define un sistema dinámico, mediante la ecuación:





x(t + 1) = F (t, x(t), u(t)), t = t0, t0 + 1, . . . , T − 1,

x(t0) = x0.

(5.2)

En la ecuación anterior t ∈ N, y representa el tiempo, sus posibles valores
van desde el tiempo inicial t0 hasta el tiempo horizonte T, el cual puede ser
finito o infinito; x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) se conoce como estado del sistema,
y es un punto en un espacio de estados X, usualmente X = Rn; u(t) =
(u1(t), . . . , up(t)) es el control o decisión, y es un punto de un espacio de
controles U, también usualmente U = Rp; F : N×X×U −→ X, representa la
evolución del sistema; y finalmente x0 representa el estado inicial del mismo.

Una trayectoria de estados es una sucesión de la forma:

x(·) .
= (x(t0), x(t0 + 1), . . . , x(T )), x(t) ∈ X.

Una trayectoria de decisiones o control es una sucesión de la forma:

u(·) .
= (u(t0), u(t0 + 1), . . . , u(T − 1)), u(t) ∈ U

El espacio de trayectorias es XT+1−t0×UT−t0 , y consiste de las trayectorias
de estado y control:

(x(·), u(·)) .
= (x(t0), x(t0 + 1), . . . , x(T ), u(t0), u(t0 + 1), . . . , u(T − 1)).

Tanto sobre los estados como sobre las decisiones, se imponen restric-
ciones. En la práctica esto está relacionado con el hecho de que el sistema
mantenga a traves del tiempo condiciones de existencia; por ejemplo se puede
requerir que cierta especie mantenga el número de individuos mayor que una
cierta cantidad, que la concentración de CO2 se mantenga por debajo de un
cierto umbral o que el tamaño de un tumor esté acotado.

Restricciones sobre las decisiones. Se pide que:

u(t) ∈ B(t, x(t)), t = t0, t0 + 1, . . . , T − 1, (5.3)
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donde el conjunto B(t, x(t)) ⊆ U, puede estar definido por condiciones de
igualdad y desigualdad como las siguientes:

bd(t, x(t), u(t)) ≤ 0, bi(t, x(t), u(t)) = 0.

Restricciones sobre los estados. En este caso pedimos que los estados
verifiquen:

x(t) ∈ A(t), t = t0, t0 + 1, . . . , T, (5.4)

pudiendo estar el conjunto A(t) ⊂ X, también definido por desigualdades e
igualdades. Para ser más preciso, A(t) está formado por todos los estados
x(t) que satisfacen:

ad(t, x(t)) ≤ 0, ai(t, x(t)) = 0.

Para el tiempo horizonte, T , se pide que:

x(T ) ∈ A(T ). (5.5)

El sistema dinámico (5.2) junto a las restricciones anteriores da lugar al
siguiente conjunto:

τad(t0, x0) = {(x(·), u(·))|se satisface ( 5.2) junto a ( 5.3), ( 5.4) y ( 5.5)}.

El conjunto τad(t0, x0) es el objeto de estudio de la teoŕıa de la viabilidad.
Poder caracterizarlo diciendo expĺıcitamente cuáles son sus elementos puede
ser muy dif́ıcil o incluso imposible en la práctica, tal y como veremos en el
problema que nosotros tratamos.

5.3.1. Núcleo de viabilidad

Nosotros estamos interesados en aquellos estados iniciales para los cuales
existe al menos una trayectoria que satisface (5.2) junto a las restricciones
(5.3), (5.4) y (5.5), por este motivo es importante definir el núcleo de viabi-
lidad.

Definición 5.3.1 El núcleo de viabilidad en el tiempo s ∈ {t0, . . . , T} del
sistema dinámico (5.2) con las restricciones (5.3), (5.4) y (5.5), se define
como el subconjunto de X :
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Viab(s)
.
= {x ∈ X|∃u(·) y x(·) que comenzando en x en el tiempo s

se satisface (5.2) junto a (5.3), (5.4) y ( 5.5), ∀t ∈ {s, . . . , T}}. (5.6)

De la definición es evidente que Viab(s) ⊂ A(s).
El conjunto más importante es Viab(t0), sin embargo se definen los dife-

rentes núcleos, Viab(s), pues al verificarse que Viab(T ) = A(T ), mediante un
proceso de inducción hacia atrás podemos llegar a Viab(t0) al ir recuperando
Viab(T −1), . . . ,Viab(t0 +1). Este proceso de inducción hacia atrás se lleva a
cabo mediante la ecuación de Bellman. La misma presenta dos versiones, una
versión geométrica y una versión funcional. Ambas versiones vienen dadas
por las siguientes proposiciones.

Proposición 3 Suponiendo que T < ∞, Viab(t) satisface, para t corriendo
desde T − 1 hasta t0,

{
Viab(T ) = A(T ),

Viab(t) = {x ∈ A(t)|∃u ∈ B(t, x), F (t, x(t), u(t)) ∈ Viab(t + 1)}. (5.7)

Prueba: La prueba es por inducción hacia atrás, como ya vimos es evidente
que Viab(T ) = A(T ). Supongamos que (5.7) es válida para un t+1 ≤ T. Por
la definición de Viab(t) tenemos que:

Viab(t) = {x ∈ X|∃(u(t), . . . , u(T − 1)) y (x(t), . . . , x(T )) tal que x(t) = x

x(s + 1) = F (s, x(s), u(s)),

u(s) ∈ B(s, x(s)),

x(s) ∈ A(s),

∀s = t, . . . , T − 1}

Lo cual podemos reescribir como:

Viab(t) = {x ∈ A(t)|∃u ∈ B(t, x),∃(u(t), . . . , u(T − 1)) y (x(t), . . . , x(T ))

tal que x(t) = F (t, x, u),

x(s + 1) = F (s, x(s), u(s)),

u(s) ∈ B(s, x(s)),

x(s) ∈ A(s),

∀s = t, . . . , T − 1}.
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Pero este último conjunto es justamente el conjunto

{x ∈ A(t)|∃u ∈ B(t, x), F (t, x, u) ∈ Viab(t + 1)}.
Lo cual demuestra la proposición. ¥

Proposición 4 Suponiendo que T < ∞, Viab(t) satisface, para t corriendo
desde T − 1 hasta t0,

{
V (T, x) = ΨA(T )(x),

V (t, x) = ı́nfu∈B(t,x)

(
ΨA(t)(x) + V (t + 1, F (t, x, u))

)
.

(5.8)

Donde ΨA(x) es la función que vale 0 si x ∈ A, y vale ∞ si x /∈ A.

Prueba: Es evidente la unicidad de (5.8). Para simplificar la notación,
denotemos W (t, x) = ΨViab(t)(x).

También es evidente que cuando t = T, Viab(T ) = A(T ). En términos de
W podemos escribir (5.8) como:

W (T, ·) = ΨViab(T )(·) = ΨA(T )(·).
Además, podemos expresar el lado izquierdo de (5.8) en t ≤ T − 1 como:

ı́nf
u∈B(t,x)

{ΨA(t)(x) + W (t + 1, F (t, x, u))}.

Si x ∈ Viab(t), por la proposición anterior existe u ∈ B(t, x) satisfaciendo
F (t, x, u) ∈ Viab(t + 1). En términos de Ψ es equivalente a decir que existe
u ∈ B(t, x) tal que ΨViab(t+1)(F (t, x, u)) = 0. En otras palabras,

0 = mı́n
u∈B(t,x)

{W (t + 1, F (t, x, u))}.

Además x ∈ A(t) implica ΨA(t)(x) = 0, y por lo tanto:

0 = mı́n
u∈B(t,x)

{ΨA(t)(x) + W (t + 1, F (t, x, u))}.

Luego x ∈ A(t) siempre y cuando W (t, x) = ΨViab(t)(x) = 0.
En el caso en que x no esté en ∈ Viab(t) podemos distinguir dos casos:

Caso 1: Por lo que acabamos de decir, si x no se encuentra en A(t) no
queda otra más que ΨA(t)(x) = +∞, y entonces:

W (t, x) = +∞ = ı́nf
u∈B(t,x)

{ΨA(t)(x) + W (t + 1, F (t, x, u))}.
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Caso 2: Si x ∈ A(t) \ Viab(t); entonces, por la proposción anterior para
algún u ∈ B(t, x), F (t, x, u) no pertenece a Viab(t + 1). Por lo tanto,

W (t, x) = +∞ = ı́nf
u∈B(t,x)

{W (t + 1, F (t, x, u))}.

¥

5.3.2. Núcleo de viabilidad robusto

Hasta el momento hemos supuesto que el sistema de interés es deter-
mińıstico, en tal caso la trayectoria de decisiones depende solamente del
tiempo,

u : t → u(t).

Luego el estado del sistema en el tiempo t + 1 viene dado por:

x(t + 1) = F (t, x(t), u(t)).

Cuando hay incertidumbre, las decisiones no sólo dependen de t sino
también del estado, x, a través de una regla u :

u : (t, x) → u(t, x).

Luego las trayectorias de decisiones y estados se encuentran mediante la
siguiente relación:

u(t) = u(t, x(t)) y x(t + 1) = F (t, x(t), u(t), w(t)),

donde w(t) ∈ S(t) ⊆ Rq, representa la incerteza del sistema.
La sucesión w(·) .

= (w(t0), . . . , w(T )) ∈ Ω
.
= S(t0) × . . . × S(T ), repre-

senta la idea de posibles escenarios. El conjunto Ω se denomina dominio de
escenarios, y está dotado de una σ−álgebra F y una probabilidad P.

De manera muy natural definimos el núcleo de viabilidad robusto.

Definición 5.3.2 El núcleo de viabilidad robusto a tiempo t0 es el conjunto:

Viab1(s)
.
= {x ∈ X|∃u ∈ Uadtal que ∀w(·) ∈ Ω, x(t) ∈ A(t), t = t0, . . . , T},

donde Uad = {u|u(t, x) ∈ B(t, x),∀(t, x)}.
Aunque no daremos su demostración, para el caso robusto también dispo-

nemos de la siguiente relación que nos permite calcular, haciendo inducción
hacia atrás, Viab1(t0):
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Proposición 5 Para el caso robusto se verifica:





Viab1(T ) = A(T ),

Viab1(t) = {x ∈ A(t)|∃u ∈ B(t, x), F (t, x(t), u(t), w(t)) ∈ Viab1(t + 1)

∀w ∈ S(t)}.
(5.9)

5.3.3. Aspectos computacionales

La principal limitación de utilizar la ecuación de Bellman para encontrar
Viab(t0), es el aspecto computacional. El número de operaciones aritméticas
que la computadora debe realizar al ejecutarse un programa se conoce como
números de flops. En el algoritmo empleado para calcular numéricamente el
núcleo, Viab(t0), del modelo (5.1), para cada t = t0, . . . , T − 1, se lleva a
cabo un bucle que se ejecuta en M1 tiempos. Sobre cada uno de esos pasos,
se ejecuta otro bucle interno en M2 tiempos. Donde M1 y M2 son las grillas
correspondientes a P1 y P2 respectivamente. A su vez, por cada una de esos
pasos se ejecutan M3 iteraciones correspondientes a la grilla del control. Y
sobre cada uno de los M3 anteriores pasos se realizan M1 y M2 iteraciones
respectivamente (ver el pseudocódigo).

Podemos ver que el algoritmo tendrá del orden de los (T − 1)M4
1 M3 flops

(si M1 = M2). Este es un problema de gran escala. Las T − 1 iteraciones son
inherentes al problema, y sólo podemos controlar la grillas correspondientes
a P1, P2 y el control. Por esta razón ante un problema de gran escala debe
trabajarse con una partición pequeña y luego aplicar una SVM.

Pseudocódigo para aproximar Viab(t0).

for h=T − 1, ..., 1. Calcular Viab(t0)
for i=1, ..., M1

for j=1, ..., M2

Calcular: G
for k=1, ..., M3

Calcular:
A← P (i)(1 + γ1G)(1− a(k)βσ1)
B← Q(j)(1 + γ2G)(1− a(k)βσ2)

for s=1, ..., M1

for t=1, ...,M2

Chequear si [A B] pertenece a Viab(h + 1)
Chequear si [A B] pertenece a Viab(h + 1)

Almacenar a(k).
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Para aproximar el núcleo robusto Viab1(t0) para cada h = T − 1, . . . , 1,
debemos realizar las anteriores operaciones para cada valor de w que consi-
deremos. Entonces, si consideramos una malla de tamaño M4 para w, el
número total de operaciones es: (T − 1)M4

1 M3M4 flops (si M1 = M2).
En la siguiente sección exponemos brevemente los principales puntos de

la teoŕıa de las SVM.

5.4. SVM

Las SVM son una familia de algoritmos de lo que se conoce como apren-
dizaje automático. En general el aprendizaje automático consiste en el desa-
rrollo de técnicas que permiten a las computadoras comportarse de manera
autónoma, basándose en la experiencia adquirida, la cual comienza con datos
de entrenamiento. Las SVM poseen la propiedad de clasificar datos, básica-
mente la idea fundamental consiste en construir una función clasificadora,
llamada función de decisión, que minimice el error cometido al separar datos
y a su vez maximize el márgen de separación. Pueden distinguirse diferentes
situaciones dependiendo de si los datos se pueden separar linealmente o no
[86].

5.4.1. Datos linealmente separables

Este caso se presenta cuando existe un único hiperplano que separa los
datos sin cometer error, para cualquier conjunto de muestras. Se parte siem-
pre de un conjunto de entrenamiento:

{(xi, yi), xi ∈ Rl, yi ∈ {+1,−1}, i = 1, 2, . . . , N},
este es un conjunto cuyos puntos pertenecen a dos clases diferentes, y que es
conocido (según el valor de yi, xi pertenece a una de las dos clases diferentes).
En el caso en que los datos son linealmente separables, la función de decisión
depende linealmente de x = (x1, . . . , xN), por lo tanto el hiperplano de se-
paración será el conjunto de todos los x que satisfacen la siguiente ecuación
H : w · x + b = 0 (ecuación del plano). Entonces un dato será clasificado
dependiendo de la zona del hiperplano a la que pertenezca. Podemos suponer
que se verifica w · xi + b ≥ +1, para yi = +1, y que w · xi + b ≤ −1, para
yi = −1. Las dos condiciones anteriores se pueden combinar en

yi(w · xi + b)− 1 ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N. (5.10)
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En un problema de esta ı́ndole, existen infinitos hiperplanos que cumplen
la condición (5.10), no obstante se busca el que maximice el márgen de se-
paración entre los datos. Los vectores que se encuentran sobre los hiperplanos
H1 : w · x + b = 1 y H2 : w · x + b = −1, son los que maximizan la distancia
entre las fronteras de separación. La distancia entre H1 y H2, es 2

‖w‖ , donde

‖ · ‖ es la norma euclidiana, por lo tanto se desea maximizar 2
‖w‖ junto a las

restricciones (5.10). Este problema adopta la forma:

mı́n
w

{
1

2
‖w‖2

}
, (5.11)

junto con las restricciones (5.10).
En este punto se pasa a la formulación lagrangiana del problema, puesto

que de este modo se permite generalizar el procedimineto al caso no lineal [86].
La solución viene dada por w =

∑N
i=1 αiyixi, donde αi son los multiplicadores

de Lagrange. Aquellos puntos para los cuales αi > 0, se denominan vectores
soporte, y se encuentran sobre los hiperplanos H1 y H2. El resto de los αi

son nulos. De este modo w es combinación lineal de los vectores de soporte,
y uno podŕıa prescindir de los demás elementos de entrenamiento.

5.4.2. Datos no separables linealmente

Cuando los datos no se pueden separar linealmente existen dos opciones:
(i) relajar las restricciones, para minimizar los errores cometidos al clasificar
los datos, y luego construir un plano como en el caso lineal o (ii) utilizar
una función núcleo que nos permita pasar a un espacio de mayor dimensión
donde los datos sean separables linealmente.

Si se elige la opción (i), entonces debe introducirse un conjunto de va-
riables positivas ξi. Estas variables permiten controlar el error de clasificación
penalizándolo. Las restricciones (5.10) se reemplazan por:

yi(w · xi + b) ≥ 1− ξi

ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N.

Cuando la muestra está bien clasificada, 0 < ξi < 1, y cuando la muestra
está mál clasificada, ξi ≥ 1; entonces, la suma

∑
i ξi es una cota superior de

los errores cometidos. Con el objeto de añadir el costo de los errores a la
función objetivo se minimiza:

mı́n
1

2
‖w‖2 + C

N∑
i=1

ξi,
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donde C es un parámetro ajustable. Cuanto mayor sea, mayor será la pena-
lización.

La otra opción, como ya mencionamos, utiliza una transformación, ϕ(x),
que lleva los datos a un espacio de mayor dimensión donde puedan ser se-
parados. Luego en ese espacio se procede como en el caso lineal reemplazando
x por ϕ(x). Para construir una SVM en el espacio de dimensión superior,
este debe ser un espacio de Hilbert, y cumplir que K(x, y) = (ϕ(x), φ(y)).
Donde K es una función denominada núcleo. Una vez asumido quien es K, es
posible aplicar el entrenamiento de la SVM sin conocer ϕ. Existen diferentes
funciones núcleos, entre ellas las más usadas son:

K(x, y) = x · y,

K(x, y) = (γx · y + c)α,

exp(γ‖x− y‖2/2σ2).

Entre las principales virtudes de las SVM podemos mencionar:

1. El entrenamiento de una SVM es básicamente un problema de progra-
mación cuadrática convexa, lo cual garantiza que la solución obtenida
sea única, y la más óptima para los datos de entrenamiento.

2. Los valores de una solución de una SVM son en su mayoŕıa ceros, esto
implica que el modelo final se puede escribir como una combinación de
un número pequeño de vectores de entrada.

3. No tiene el problema del sobre entrenamiento.

4. Permite trabajar con relaciones no lineales entre los datos, y además
generaliza bien con pocas muestras de entrenamiento.

5.5. Resultados numéricos

Aplicaremos las ecuaciones (5.8) y (5.9) al sistema dinámico (5.1), con-
siderándolo formado por dos subpoblaciones, para aproximar numéricamente
Viab(0) y Viab1(0) respectivamente. Una de la subpoblaciones, P1(t), es sen-
sible a la terapia, y la otra, P2(t), es resistente a la misma. La unidad de
medición de Pi(t) es en mm3. La terapia se mide en unidades de [mg/kg].

Los parámetros utilizados son los siguientes:

Tabla 5.1. Parámetros utilizados.
γ1 γ2 σ1 σ2

0.052 0.027 0.0055 0.0028
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Caso determinista

Para el caso determinista vamos a considerar dos terapias, una se lleva a
cabo en 21 d́ıas mientras que la otra en 110 d́ıas.

Terapia 1: T=21[d́ıas]. Imponemos las restricciones P1(t) ∈ [300, 600],
P2(t) ∈ [0, 200] y a(t) ∈ [0, 50],∀t ∈ [0, 20], [29]. Trabajando con una malla
de tamaño 140× 41 para el conjunto [300, 600]× [0, 200], después de aplicar
la ecuación de Bellman encontramos la siguiente aproximación para el núcleo
de viabilidad Viab(0):
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Figura 5.3: Aproximación de Viab(0) con una malla de tamaño 140× 41.

Cuando la malla utilizada es de tamaño 120×80, la aproximación obtenida
es:
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Figura 5.4: Aproximación de Viab(0) con una malla de tamaño 120× 80.
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Finalmente ante una malla más fina todav́ıa la aproximación de Viab(0)
es:
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Figura 5.5: Aproximación de Viab(0) con una malla de tamaño 300× 200.

Una vez aproximado Viab(0), para cada P ∈ Viab(0)n, donde Viab(0)n

representa la aproximación numérica de Viab(0), almacenamos algunas de
las terapias que mantienen al tumor en la cota establecida.

A continuación exhibimos las diferentes dinámicas que sigue el tumor al
aplicarle diferentes controles, habiendo elegido el punto inicial (P1(0),P2(0))=
(400.7194, 119.0691) perteneciente a Viab(0)n.
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Figura 5.6: A la izquierda se puede observar la dinámica del tumor sometido a la
terapia que se observa a la derecha.
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Figura 5.7: A la izquierda se puede observar la dinámica del tumor sometido a la
terapia que se observa a la derecha.
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Figura 5.8: A la izquierda se puede observar la dinámica del tumor sometido a la
terapia que se observa a la derecha.

El primer control, C1(t), consiste en suministrar drogas todos los d́ıas del
intervalo de tiempo [0, T ], comenzando con una dosis alta de 40 [mg/kg], y
luego dando dosis que van disminuyendo lentamente sin superar nunca los 5
[mg/kg]. Los otros dos controles, C2(t) y C3(t), implican suministrar droga
solamente tres d́ıas, con dosis que se encuentran entre los 10 [mg/kg] y los
40 [mg/kg].

Para estos controles tenemos que:
∑20

t=0 C1(t) = 119 [mg/kg],
∑20

t=0 C2(t) =
55 [mg/kg] y

∑20
t=0 C3(t) = 86 [mg/kg].

Terapia 2: T=110[d́ıas]. Al considerar una terapia más larga ampliaremos
las cotas dentro de las cuales queremos que se encuentre el tumor: P1(t) ∈
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[300, 1300], P2(t) ∈ [0, 600] y a(t) ∈ [0, 50],∀t ∈ {0, . . . , 109}. Trabajando con
una malla de tamaño 30× 30, obtenemos la aproximación, Viab(0)n, para el
núcleo de viabilidad que se muestra a la izquierda de la figura 5.9. A la
derecha de la misma se muestra el resultado de aplicar una SVM polinómica
de grado 6. Podemos observar algunos puntos áıslados que son producto de
la pequeñez de la malla utilizada.
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Figura 5.9: A la izquierda observamos la aproximación numérica de Viab(0) uti-
lizando una malla de tamaño 30 por 30. A la derecha el resultado de aplicar una
SVM polinomial de grado 6.

Hemos considerado el punto (P1(0), P2(0))=(444.8276,124.1379) de la apro-
ximación del núcleo Viab(0)n. A la izquierda de la figura 5.10, presentamos la
dinámica del tumor después de aplicarle los controles C4 y C5. Estos controles
se muestran a la derecha de dicha figura.

Nuevamente consideramos un control, C4, que consiste en suministrar
droga durante toda la terapia. La misma comienza con una dosis alta, entre
45 [mg/kg] y 50 [mg/kg], y luego se mantiene casi constante con pequeñas
dosis cercanas a los 5 [mg/kg].

El segundo control, C5, consiste en aplicar drogas en 7 ocasiones. Como
podemos observar, ahora la dinámica del tumor no se ve tan lineal como la
dinámica correspondiente al control C4, sino que presenta picos, esto se debe
a que no se suministran drogas todos los d́ıas, y el tumor se dispara en el
peŕıodo de descanso.
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Figura 5.10: A la derecha se aprecia la dinámica del tumor al aplicarle la terapia
que se muestra a la izquierda.

Para los dos controles tenemos que:
∑109

t=0 Control4(t) =460.3103[mg/kg],
y

∑109
t=0 Control5(t) =309[mg/kg].

Caso con incerteza

Ya hemos comentado las consecuencias de aplicar una terapia orientada
a la erradicación del cáncer cuando este está constituido inicialmente por
una subpoblación resistente a la terapia, P2, y otra, P1, sensible a la misma.
También ha quedado claro la necesidad de una terapia que mantenga el tumor
estable.

Sin embargo, aunque tal terapia se tenga en cuenta, como las células
cancerosas están predispuestas a sufrir más alteraciones, es razonable supo-
ner que producto de la acumulación de mutaciones aleatorias, alguna sub-
población puede cambiar su sensibilidad σi. Esto significa que una de las
subpoblaciones podŕıa hacerce más resistente a la terapia.

Para modelar este problema podemos suponer que σi ∈ [σmin, σmax], y
que en cada instante de tiempo, habiendo σi comenzado con un valor es-
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pećıfico, puede mutar a otro valor del intervalo [σmin, σmax]. Donde σmin y
σmax son respectivamente los valores mı́nimos y máximos admisibles de σi. Es
por este motivo que si tenemos en cuenta esta posibilidad de generar resisten-
cia por parte de las células, no nos sirve conocer una aproximación numérica
de Viab(0), y cualquier terapia encontrada en esta situación puede fallar.
Observemos por ejemplo lo que pasa si suponemos que con una probabilidad
P = 1−e−t, la población P1 puede cambiar de σ1 =0.0055 a σ1 =0.0035 cuan-
do la terapia correspondiente al control C2 encontrado en el caso determinista
se lleva a cabo:
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Figura 5.11: Dinámica del tumor al aplicar el control C2, cuando P1 se puede
hacer más resistente a la terapia.

Como vemos, la población P1 ha cambiado su sensibilidad, y al hacerse
más resistente la terapia falla, pues por ejemplo, P1(T ) > 600. Entonces, es
evidente que debemos encontrar el núcleo de viabilidad robusto.

La figura 5.12, muestra las aproximaciones numéricas de Viab1(0), uti-
lizando mallas de tamaño 120 × 80 y 600 × 400 respectivamente. Además
T = 21, y σ1 ∈ {0.0035,0.0055}. Es decir la población sensible puede mutar
y hacerse más resistente a la terapia.

Como era de esperar los resultados numéricos muestran que Viab1(0)n ⊂
Viab(0)n, denotando por Viab1(0)n la aproximación numérica del núcleo de
viabilidad robusto.
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Figura 5.12: Esta figura muestra la aproximación de Viab1(0) utilizando las grillas:
M1 = 120,M2 = 80; y M1 = 600,M2 = 400 respectivamente.

5.6. Conclusión

Hemos aplicado la teoŕıa de viabilidad de sistemas a la dinámica de un
tumor sometido a terapia. Utilizando la ecuación de Bellman hacia atrás
podemos calcular Viab(0), cuyo conocimiento nos permite saber, teniendo
condiciones iniciales (P1(0), P2(0)) = (P10 , P20), la existencia o no de al menos
una terapia que mantenga al tumor estable. Es decir la existencia o no de al
menos una terapia, a(t) ∈ U(t) ⊆ R,∀t = t0, . . . , T, tal que el tumor sometido
a la misma satisface: (P1(t), P2(t)) ∈ A(t), ∀t = t0, . . . , T. Y en caso de existir
tales terapias podemos calcularlas.

Los resultados numéricos obtenidos para un tumor caracterizado por los
parámetros de la tabla 5.1, y una terapia de 21 d́ıas en la cual se requiere
que 300 ≤ P1(t) ≤ 600, 0 ≤ P2(t) ≤ 200 y a(t) ∈ [0, 50],∀t ∈ {1, . . . , 21},
generan una aproximación, Viab(0)n 6= ∅, del núcleo de viabilidad. Esto
significa que para cualquier tumor cuya condiciones iniciales (P1(0), P2(0))
se encuentren en Viab(0)n, existe al menos una terapia que consiste de un
control dentro de las cotas que hemos impuesto, según el cual el tumor
evoluciona satisfaciendo las restricciones A(t), ∀t. Para la segunda terapia
de 110 d́ıas, donde se requiere que 300 ≤ P1(t) ≤ 1300, 0 ≤ P2(t) ≤ 600 y
a(t) ∈ A(t), ∀t ∈ {1, . . . , 110}, también tenemos resultados positivos. Sin em-
bargo al encontrarnos con un problema de gran escala debemos trabajar con
una malla muy burda. Esto tiene repercusión al aplicar la ecuación de Bell-
man hacia atrás, y aparecen puntos aislados. Se aplica una SVM polinómica
de grado 6 para encontrar algunos puntos que no se encontraron en un prin-
cipio.

Para la situación en la cual una o ambas subpoblaciones pueden gene-
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rar una mayor resistencia durante la terapia, debemos calcular el núcleo de
viabilidad robusto, Viab1(0), para poder determinar para qué valores ini-
ciales (P1(0), P2(0)), existe un control que mantenga el tumor dentro de A(t)
durante el tratamiento. Los resultados numéricos obtenidos al considerar
T = 21, los parámetros de la tabla 5.1, σ1 ∈ {0.0035,0.0055}, y las restric-
ciones 300 ≤ P1(t) ≤ 600, 0 ≤ P2(t) ≤ 200 y a(t) ∈ A(t),∀t ∈ {1, . . . , 21},
generan una aproximación, Viab1(0)n 6= ∅, del núcleo de viabilidad robusto.
Como era de esperar Viab1(0)n ⊂ Viab(0)n.

Es preciso indicar la importancia de este modelo en la nueva visión que
se tiene del cáncer. Como ya hemos indicado, hoy d́ıa las terapias están
siendo orientadas para tratar al cáncer como una enfermedad crónica, y no
para seguir necesariamente caminos como la erradicación del mismo, que en
muchos de los casos son sólo un utoṕıa. Entonces ante la presencia de cáncer
en un paciente, dadas las condiciones iniciales de la enfermedad, nuestro
modelo permite estudiar la factibilidad o no de mantener al tumor estable
en un peŕıodo determinado de tiempo. Y en caso de ser posible tal empresa,
podemos indicar alguna de las terapias que ha de aplicarse.
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Caṕıtulo 6

Modelos matemáticos que combinan

quimioterapia y métodos antiangiogénicos

6.1. Introducción

Los experimentos in vivo muestran que los tumores crecen sin desarrollar
angiogénesis hasta alcanzar un tamaño de entre 1 y 3 mm de diámetro. Se
dice que en este peŕıodo el tumor crece avascularmente. Después de esto, el
tumor desarrolla vasos sangúıneos que le facilitan el suministro de nutrientes,
proceso que se conoce como angiogénesis. Esta puede producir metástasis, es
decir la colonización de nuevos tejidos por parte de células canceŕıgenas que
se desplazan a través del torrente sangúıneo. Las células que recubren los va-
sos de la angiogénesis se conocen como células endoteliales, y su creciemiento
o inhibición es controlado por el tumor a través de un complejo mecanismo.
Debido a la importancia de la angiogénesis en el crecimiento del tumor, son
interesantes los tratamientos que destruyan las células endoteliales, de este
modo se suprime el suministro de nutrientes al tumor, y este retarda su cre-
cimiento. Lo interesante es que esta técnica, a diferencia de la quimioterapia,
no ha mostrado resistencias clonales; sin embargo, por si sóla no destruye
células cancerosas sino que sólo dificulta el crecimiento del tumor, motivo
por el cual se combina con radio o quimioterapia. Estos métodos combinados
constituyen todo un desaf́ıo desde el punto de vista matemático, y se han rea-
lizado unos pocos modelos [22]. En la próxima sección presentamos un modelo
que describe un tratamiento combinado teniendo en cuenta los efectos pro-
ducidos por agentes antiangiogénesis, destructores de vasos unos e inhibidores
del crecimiento de células endoteliales otros, y agentes que actúan sobre las
células tumorosas, los cuales también tienen en mayor o menor grado efectos
citotóxicos sobre las células endoteliales tal como lo indica la experiencia.
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6.2. Modelo de la dinámica del tumor y la

angiogénesis

Como ya indicamos en páginas anteriores, existen muchos modelos que in-
tentan describir el crecimiento de un tumor, y uno de ellos es el de Gompertz,
cuya ecuación es:

ṗ = −ξp(t) ln

(
p(t)

θ

)
, (6.1)

donde p(t) es el volumen del tumor en el tiempo t, y ξ es un parámetro que
indica la tasa de crecimiento del tumor. Según esta ecuación el tamaño del
tumor crece tendiendo a un valor ĺımite, θ, que se puede interpretar como la
capacidad de carga del tumor en su medio. Como el crecimiento del tumor
depende de la vascularización producida por la angiogénesis, podemos supo-
ner que en (6.1), la capacidad de carga es una función, q(t), que representa el
tamaño máximo del tumor potencialmente sustentable por la vascularización
en el tiempo t [22]. De este modo la ecuación de crecimiento (6.1) toma la
forma:

ṗ = −ξp(t) ln

(
p(t)

q(t)

)
. (6.2)

En la figura 6.1 podemos observar el crecimiento libre de p y q.
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Figura 6.1: Crecimiento libre del tumor y la angiogénesis utilizando los parámetros
que se muestran en la tabla 6.1.

El desarrollo de la red vascular depende de un balance entre factores esti-
muladores e inhibidores (como pérdida espóntanea de vasos funcionales o la
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acción de agentes antiangiogénesis suministrados en forma de drogas). Una
ecuación diferencial propuesta para q(t) es:

q̇(t) = bp(t)− dp2/3(t)q(t)− µq(t)− γu(t)q(t), (6.3)

donde bp(t) representa los efectos pro-angiogénesis estimulados por el tumor,
dp2/3(t)q(t) refleja el efecto de factores endógenos antiangiogénicos, µq(t)
representa la pérdida espóntanea de vasos, la cual es muy pequeña o nula y
γu(t)q(t) corresponde a la pérdida de vasos debido a la terapia. Por u(t) se
representa la concentración de droga que actúa sobre la angiogénesis en el
tiempo t.

El modelo propuesto para la dinámica del tumor y la angiogénesis, adopta
la siguiente forma [22]:





ṗ(t) = ξp(t)F
(

p(t)
q(t)

)
− ϕv(t)p(t),

q̇(t) = bθ(w(t))p(t)− I(p(t))q(t)− µq(t)− γu(t)q(t)− ηv(t)q(t),

(p(0), q(0)) = (p0, q0).

(6.4)

Donde 0 ≤ η ≤ ϕ, I(p) = dp2/3 y v(t) es la droga destinada a eliminar células
tumorosas.

6.3. Formulación del problema de optimiza-

ción

El problema de optimización nace de considerar los siguientes dos ob-
jetivos claramente en conflicto [22]: f1(u, v) = ‖u‖2

L2([0,T ]) + ‖v‖2
L2([0,T ]) y

f2(u, v) = ‖p‖2
L2([0,T ]) + ‖q‖2

L2([0,T ]), donde [0, T ] es el peŕıodo de tiempo en el

cual la terapia se hace efectiva, y se mide en d́ıas. Utilizamos L2([0, T ]) para

denotar el conjunto {x : [0, T ] → R :
∫ T

0
|x(t)|2dt < ∞}, sobre este espacio se

define la norma ‖x‖L2([0,T ])
.
=

(∫ T

0
|x(t)|2dt

)1/2

. El objetivo f1 es una medida

del tamaño promedio del tumor y la angiogénesis en el intervalo [0, T ], y el
objetivo f2 es una medida de la cantidad promedio de drogas suministradas
en dicho intervalo.

De este modo llegamos al problema de control optimal:

mı́n
(u,v)∈L2([0,T ])×L2([0,T ])

(f1(u, v), f2(u, v)) (6.5)
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sujeto a

(u(t), v(t)) ∈ [0, umax]× [0, vmax],∀t ∈ [0, T ].

Para resolver el problema (6.5), discretizamos el dominio [0, T ] en n
subintervalos de longitud h = T/n. Luego encontraremos una solución apro-
ximada del mismo, si encontramos un vector (ũ, ṽ) ∈ R2n que minimice
la función (f̃1(ũ, ṽ), f̃2(ũ, ṽ)) sujeto a (ũi, ṽi) ∈ [0, umax] × [0, vmax], ∀i ∈
{1, 2, . . . , n}. Donde f̃1 y f̃2 son las versiones discretas de los objetivos f1

y f2 respectivamente, y se obtienen de aproximar las siguientes normas
‖u‖2

L2([0,T ]), ‖v‖2
L2([0,T ]), ‖p‖2

L2([0,T ]) y ‖q‖2
L2([0,T ]), aproximando las integrales

que las mismas involucran mediante el método trapezoidal. Por otro lado,
ũi = u(ti), ṽi = v(ti), ũ = (ui)

n
i=1, y ṽ = (vi)

n
i=1.

De este modo llegamos al problema de optimización:

mı́n
(ũ,ṽ)∈R2n

F ((ũ, ṽ)) = (f̃1(ũ, ṽ), f̃2(ũ, ṽ)) (6.6)

sujeto a

(ũi, ṽi) ∈ [0, umax]× [0, vmax],∀i = 1, 2, . . . , n.

Este es un caso particular del problema de optimización general (2.4) que
hemos introducido en el caṕıtulo 2. Recordemos que este problema tiene la
forma:

mı́n
x

F (x) = [f1(x), f2(x), . . . , fm(x)]

gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, ..., J,

hi(x) = 0, i = 1, 2, ..., I,

xl
h ≤ xh ≤ xu

h, h = 1, 2, . . . , H.

Utilizamos el método con pesos para resolver numéricamente el problema
(6.6), y encontramos numéricamente el frente de Pareto (Ver Fig. 6.2) del
mismo, resolviendo el problema:

mı́n
(ũ,ṽ)∈R2n

2∑
i=1

wif̃i(ũ, ṽ) (6.7)

sujeto a

(ũi, ṽi) ∈ [0, umax]× [0, vmax],∀i = 1, 2, . . . , n.

Para eso hacemos variar w1 desde 1 hasta 0; donde cada wi ≥ 0, y w1+w2 = 1.
Como ya hemos dicho, w1 y w2 se llaman pesos e indican la importancia que
le damos a cada objetivo.
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6.3.1. Resultados numéricos

En esta sección, resolveremos numéricamente el problema (6.5) para dos
tipos de terapias, una de 7 d́ıas y la otra de 30 d́ıas. La condición inicial es
(p0, q0) = (12000, 15000). Tanto p como q se miden en mm3 [22].

La siguiente tabla muestra el valor de los parámetros utilizados y sus
respectivas unidades.

Śımbolo Representa Unidades Valor utilizado

p Volumen del tumor mm3

q Capacidad de soporte mm3

ξ Parámetro de crecimiento del tumor [d́ıas−1] 0.084

b Parámetro de estimulación [d́ıas−1] 5.85

µ Muerte de vasos por causas naturales [d́ıas−1] 0.02

u Control de angiogénesis [mg de dosis/kg]

umax Máximo valor de u [mg de dosis/kg] 75

u Control del Tumor [mg de dosis/kg]

vmax Máximo valor de v [mg de dosis/kg] 1-2

γ Antiangiogénesis [mg de dosis/kg]d́ıas−1 0.15

ϕ Muerte citotóxica del tumor [mg de dosis/kg]d́ıas−1 0.1

η Muerte citotóxica de la vascularización [mg de dosis/kg]d́ıas−1 0-0.1

Tabla 6.1. Parámetros del tumor.

Terapia 1: T=7[d́ıas]. La siguiente figura muestra el frente de Pareto
encontrado numéricamente al variar w2 desde 0 hasta 1.
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Figura 6.2: Frente de Pareto.
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A continuación presentamos los resultados numéricos obtenidos al con-
siderar diferentes pesos, de este modo podremos sacar conclusiones sobre la
forma en que se deben suministrar las drogas:

Terapia 1.
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Figura 6.3: A la izquierda, el resultado de trabajar con los pesos w2 =0.05,
w1=0.95. A la derecha, el resultado de trabajar con los pesos w2 = 1/4, w1 = 3/4.
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Terapia 1.
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Figura 6.4: A la izquierda el resultado de trabajar con los pesos w2 = 1/2, w1 =
1/2. A la derecha el resultado de trabajar con los pesos w2 = 3/4, w1 = 1/4.
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Terapia 1.
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Figura 6.5: A la izquierda el resultado de trabajar con los pesos w2 = 4/5, w1 =
1/5. A la derecha el resultado de trabajar con los pesos w2 = 0.85, w1 = 0.15.
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Terapia 1.
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Figura 6.6: A la izquierda el resultado de trabajar con los pesos w2 = 0.9, w1 =
0.1. A la derecha el resultado de trabajar con los pesos w2 = 0.95, w1 = 0.05.

90



Terapia 2:T=30[d́ıas] Los resultados numéricos para diferentes pesos son
los siguientes:
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Figura 6.7: A la izquierda el resultado de trabajar con los pesos w2 =0.05, w1 =
0.95. A la derecha el resultado de trabajar con los pesos w2 = 1/4, w1 = 3/4.
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Terapia 2.
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Figura 6.8: A la izquierda el resultado de trabajar con los pesos w2 = 1/2, w1 =
1/2. A la derecha el resultado de trabajar con los pesos w2 = 3/4, w1 = 1/4.
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Terapia 2.
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Figura 6.9: A la izquierda el resultado de trabajar con los pesos w2 = 4/5, w1 =
1/5. A la derecha el resultado de trabajar con los pesos w2 = 0.85, w1 = 0.15.
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Terapia 2.
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Figura 6.10: A la izquierda el resultado de trabajar con los pesos w2 = 0.9, w1 =
0.1. A la derecha el resultado de trabajar con los pesos w2 = 0.95, w1 = 0.05.

Podemos observar que en ambas terapias, correspondientes a T = 7 y
T = 30, a medida que le damos más peso al objetivo f2, como era de esperar
aumenta el objetivo f1. Esto se traduce en un aumento de la cantidad de
droga que ha de suministrarse; pero, lo más significativo que podemos obser-
var es la manera de hacerlo. En ambas terapias, el control correspondiente
al tumor debe suministrar en mayor cantidad al comienzo de la terapia para
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luego ir disminuyendo casi hasta el final de la misma, donde se observa un
aumento. Con respecto al control antiangiogénesis, los resultados muestran
que la misma se mantiene relativamente estable a lo largo de la terapia.

6.4. Controlabilidad y sustentabilidad del sis-

tema

Como su nombre lo indica, la teoŕıa de control tiene como finalidad con-
trolar sistemas; nosotros estamos interesados en sistemas vivientes. Las tres
vertientes de esta teoŕıa son: (i)Teoŕıa de Control Optimal, que se ocupa de
encontar un control que minimice un cierto funcional; (ii)Viabilidad, que,
como ya hemos visto, tiene como fin mantener el sistema dentro de un de-
terminado conjunto; y (iii)Controlabilidad, que busca un control que lleve al
sistema a un estado determinado en un cierto tiempo final.

Escribiendo el sistema (6.4) en forma matricial, estudiaremos la viabilidad
y controlabilidad del mismo. Es decir, analizaremos el problema de que el
sistema, comenzando en una condición inicial (p(0), q(0)) = (p0, q0), siga una
curva, Γ(t), elegida por nosotros, y verifique a tiempo final T , (p(T ), q(T )) =
(pf , qf ) = (Γ1(T ), Γ2(T )). La forma matricial de (6.4) está dada por:

Ṗ = A(P )W + h(P ),∀t ∈ [0, T ] (6.8)

donde

Ṗ (t) =

[
ṗ(t)
q̇(t)

]
,

A(Ṗ (t)) =

[
0 ϕp(t)

−γq(t) −ηq(t)

]
,

W (t) =

[
u(t)
v(t)

]
,

h(P (t)) =

[
−ξp(t) ln

(
p(t)
q(t)

)

bp(t)− dp(t)2/3q(t)− µq(t)

]
.

Planteamos el siguiente problema: dada una curva Γ(t) = (Γ1(t), Γ2(t))
t,

¿existe un control W = (u(t), w(t))t tal que se verifique Γ̇(t) = A(Γ(t))W (t)+
h(Γ(t)), ∀t ∈ [0, T ]? Si elegimos una curva Γ(t) tal que Γ1(t) 6= 0 y Γ2(t) 6=
0, ∀t ∈ [0, T ]; entonces, la matriz A(Γ(t)) es inversible ∀t ∈ [0, T ], pues
det(A(Γ(t))) = γΓ2(t)ϕΓ1(t) 6= 0, ∀t ∈ [0, T ]. Esto implica la existen-

cia y unicidad de un control W = (u(t), v(t))t tal que se satisfaga ˙Γ(t) =
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A(Γ(t))W (t) + h(Γ(t)),∀t ∈ [0, T ]. La cuestión es que tal control no necesa-
riamente va a satisfacer la restricción W ∈ [0, umax]×[0, vmax]. Para encontrar
un control que haga seguir al sistema una curva Γ(t) con las caracteŕısti-
cas antes indicadas podemos particionar el intervalo [0, T ] y luego aplicar la
ecuación de Bellman.

6.4.1. Resultados numéricos

A continuación presentamos los resultados numéricos obtenidos al tratar
con un tumor caracterizado por los valores que figuran en la tabla 6.1, y
condición inicial (p(0), q(0)) = (12000, 15000). Planteamos el problema de
encontrar un control: W (t) ∈ [0, umax] × [0, vmax],∀t ∈ {0, . . . , T = 6}, de
modo tal que p(t) decaiga linealmente hasta alcanzar el valor P (6) = 8000
mm3 y q(t) decaiga exponencialmente hasta alcanzar el valor q(6) = 4000
mm3.

Aplicando la ecuación de Bellman obtenemos los siguientes resultados,
que afirman la existancia de un tal control:
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Figura 6.11: Resultados obtenidos a partir de la ecuación de Bellman.
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Las fluctuaciones observadas en el control del tumor se deben a errores
de precisión, pues al ir resolviendo hacia atrás con la ecuación de Bellman,
hemos trabajado con un error del orden de 10−4. En los demás gráficos dichas
fluctuaciones, aunque existentes, no se logran percibir debido a que dichas
gráficas aparecen en un rango mayor que el que se maneja en la gráfica del
control del tumor.

Si nosotros calculamos el control W invirtiendo A, es decir a partir de

W = A−1(Γ(t))
{

Γ̇(t)− h(Γ(t))
}

, con sólo errores de redondeo obtenemos

los siguientes resultados:
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Figura 6.12: Resultados obtenidos invirtiendo la matriz.

Podemos observar la correspondencia entre los gráficos y, por supuesto,
la ausencia de fluctuaciones en la figura 6.12.

6.5. Conclusión

Uno de los grandes interrogantes en la lucha contra el cáncer es el modo en
que deben suministrarse las drogas en un tratamiento de quimioterapia. ¿Es
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conveniente dar mucha droga al principio y menos al final, o lo contrario? ¿Es
posible decir algo al respecto? Modelos cuantitativos y cualitativos como el
(6.4), ayudan a responder en parte estos interrogantes. Para eso planteamos
un problema de optimización como el (6.5), donde los objetivos son f1(u, v) =
‖u‖2

L2([0,T ]) + ‖v‖2
L2([0,T ]) y f2(u, v) = ‖p‖2

L2([0,T ]) + ‖q‖2
L2([0,T ]). Los resultados

numéricos, para un tumor que está caracterizado por los parámetros presen-
tados en la tabla 6.1, nos dicen que el control correspondiente al tumor debe
suministrarse en mayor cantidad al comenzar la terapia para ir disminuyen-
do hasta el final de la misma donde presenta un aumento. Por otro lado el
control correspondiente a la angiogénesis es relativamente estable a lo largo
de la terapia y presenta un aumento al finalizar la misma.

Otro enfoque diferente es la viabilidad del tumor. Si deseamos que el
tumor, partiendo de condiciones iniciales determinadas (p(0), q(0)) = (p0, q0),
y aplicando una cierta terapia que se hace efectiva en el peŕıodo [0, T ], siga
una trayectoria Γ(t) = (Γ1(t), Γ2(t)), t ∈ [0, T ], con lo cual alcanzaŕıa un
estado final (p(T ), q(T )) = (Γ1(T ), Γ2(T )), podemos aplicar la ecuación de
Bellman hacia atrás para encontrar dicha terapia. Para el caso particular
que hemos analizado, donde T = 6, hemos encontrado un control W (t) que
satisface la restricción: W (t) ∈ [0, umax]× [0, vmax],∀t ∈ {1, . . . , 6}. Con esta
terapia, p(t) decrece linealmente, con la condición final p(6) = 8000 mm3 y
q(t) decrece exponencialmente, con la condición final q(6) = 4000 mm3. Los
resultados obtenidos muestan que el control correspondiente al tumor debe
suministrarse de mayor a menor a lo largo de la terapia y lo contrario con el
control correspondiente a la angiogénesis. Encontramos aśı respuestas a las
preguntas antes planteadas desde el enfoque de la viabilidad. De la misma
manera se puede proceder ante terapias de diferentes duración.
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Caṕıtulo 7

Modelo para Leucemias

7.1. Introducción

Las leucemias, también conocidas como neoplasias hematológicas o sim-
plemente como cáncer de la sangre, se caracterizan por un aumento descon-
trolado de células linfoides (leucocitos, monocitos o mielocitos) inmaduras,
y por no formar tumores sólidos a diferencia de muchas de las neoplasias.
Como las células malignas derivan de células linfoides habrán de conservar
muchas propiedades de estas últimas. Por ejemplo, las células linfoides poseen
la capacidad de viajar por todo el cuerpo a través de la sangre o la linfa para
cumplir sus funciones inmunológicas, esta cualidad la conservan las células
malignas permitiéndoles diseminarse por todo el cuerpo.

Dependiendo de las células sangúıneas predominantes, las leucemias se
pueden clasificar en: leucemia mieloćıtica, cuando predominan los mieloci-
tos; leucemia linfoćıtica, si predominan los linfocitos inmaduros y leucemia
monoćıtica, si predominan monocitos inmaduros. Las terapias contra la leu-
cemia son básicamente quimioterapia y radioterapia.

Existen principalmente dos clases de modelos para la dinámica de la
leucemia. Lo que diferencia a estos modelos es que para algunos, las célu-
las linfoides poseen un crecimiento Gompertziano, y para otros estas células
presentan un crecimento exponencial. Ambos modelos son de interés debido
a que, como ya dijimos, existen deiferentes tipos de leucemias.

7.2. Modelo para la dinámica del tumor

El siguiente modelo describe la iteracción entre las células linfáticas can-
cerosas, L, y las células normales, N . Se supone que poseen un crecimiento
de Gompertz con capacidades de soporte La y Na respectivamente.
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



dL(t)
dt

= rlL(t) ln
(

La

L(t)

)
− γlL(t),

dN(t)
dt

= rnN(t) ln
(

Na

N(t)

)
− γnN(t)− cN(t)L(t),

(L(0), N(0)) = (L0, N0).

(7.1)

Donde rl, rn, γl, γn, c, Al, An ∈ R+ son parámetros. Los parámetros rl y rn

representan las tasas de reproducción de L y N ; γl y γn, las tasas de mortali-
dad de L y N ; y la constante c, representa la tasa de mutación. Podemos ver
que según este modelo tanto L como N siguen un crecimiento gompertziano
con capacidades de soporte Al y An respectivamente [82].

Si tenemos en cuenta el accionar de un agente terapéutico, que repre-
sentaremos u(t), t ∈ [0, T ]; para modelar el impacto del mismo en la dinámica
del cáncer, lo más natural es que en el sistema (7.1) aparezcan términos de la
forma −klu(t) y −knu(t). Donde los parámetros kl, kn ∈ R+, representan la
eficacia del agente terapéutico sobre L y N respectivamente. En la realidad,
por distintas razones de naturaleza fácticas, la eficacia de u no es constante
en el tiempo. Una forma de modelar esta situación es introduciendo funciones
h, f1(h) y f2(h) que modelen la influencia de la terapia sobre la dinámica de
L y N. Se propone el siguiente modelo [82]:





dL(t)
dt

= rlL(t) ln
(

La

L(t)

)
− γlL(t)− fl(h)L(t),

dN(t)
dt

= rnN(t) ln
(

Na

N(t)

)
− γnN(t)− cN(t)L(t)− fn(h)N(t),

dh(t)
dt

= −γhh(t) + u(t), t ∈ [0, T ]

(L(0), N(0), h(0)) = (L0, N0, 0).

(7.2)

Observemos que h(t) = h(t) − h(0) = −γh

∫ t

0
h(τ)dτ +

∫ t

0
u(τ)dτ. Como∫ t

0
u(τ)dτ es la cantidad acumulada del agente u al tiempo t, y −γh

∫ t

0
h(τ)dτ

es la cantidad acumulada de u al tiempo t que se disipa, h(t) indica la cantidad
acumulada de la droga u que al tiempo t se hace efectiva.

Existen diferentes terapias que se caracterizan por la forma de f :

Terapia I. Ley de Michaelis-Menten.

f(h) =
λh

h + 1
, λ ≥ 0.

Terapia II. Ley de Lotka-Volterra.

f(h) = λh, λ ≥ 0.
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Terapia III.
f(h) = ahe−bh, a, b > 0.

7.3. Formulación del problema de optimiza-

ción

Son tres los objetivos de interés que surgen de manera natural. Estos están
relacionados con minimizar L, maximizar N, y minimizar u en el intervalo
de tiempo [0, T ], en el que se lleva a cabo la terapia. En lenguaje matemático

expresamos tales objetivos como: f1(u) = ‖L‖2
L2([0,T ]) =

∫ T

0
L(t)2dt, f2(u) =

−‖M‖2
L2([0,T ]) = − ∫ T

0
M(t)2dt y f3(u) = ‖u‖2

L2([0,T ]) =
∫ T

0
u(t)2dt.

Se propone el minimizar L y −N [82], si además queremos minimizar u,
llegamos al siguiente problema de optimización:

mı́n
u∈L2([0,T ])

(f1(u), f2(u), f3(u)) (7.3)

sujeto a

u(t) ∈ [0, umax], ∀t ∈ [0, T ], 0 ≤
∫ T

0

h(t)dt ≤ Q.

Como en la sección anterior tratamos numéricamente el problema (7.3),
discretizando el intervalo [0, T ] en n subintervalos de longitud k = T/n, y
resolvemos el problema:

mı́n
ũ∈Rn

(f̃1(ũ), f̃2(ũ), f̃3(ũ)) (7.4)

sujeto a

ũi ∈ [0, umax], ∀i = 1, . . . , n, 0 ≤ H̃ ≤ Q.

Donde f̃1, f̃2, f̃3 y H̃ son aproximaciones numéricas de las integrales que
definen ‖f1‖2

L2([0,T ]), ‖f2‖2
L2([0,T ]), ‖f3‖2

L2([0,T ]) y
∫ T

0
h(t)dt.

7.4. Resultados numéricos

El objetivo f3 relativo a la cantidad de droga suministrada es siempre
importante debido a los efectos colaterales que los agentes citostáticos pro-
ducen y a la disposición que diferentes pacientes tienen a los mismos. Vamos
a ver que los otros objetivos no están realmente en conflicto

Los parámetros utilizados son los siguientes:
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Tabla 7.1. Parámetros del tumor.
rl rn γl γn γh ca λl λn a1 a2 b1 b2

0.25 0.38 0.001 0.01 0.5 3.7×10−5 4.5 4 8 4.5 0.7 0.5

Además Q = 100 [K]· d́ıas, donde K son las unidades de la droga,
N(0) = 108 células, L(0) = 5×107 células y Na = 1010 células [82]. Ahora nos
preguntamos ¿como debemos ponderar los objetivos f1 y f2? Dada la influ-
encia que tiene L sobre la dinámica de N, ¿minimizando L no se estará ma-
ximizando N? Siempre está presente la cuestión de como debe suministrarse
la droga durante la terapia. Para dar respuesta a las anteriores preguntas
obtendremos diferentes Paretos optimales ponderando de manera diferente
los diferentes objetivos, y resolviendo el problema de suma de pesos:

mı́n
ũ∈Rn

3∑
i=1

wif̃i(ũ) (7.5)

sujeto a

ũi ∈ [0, umax], ∀i = 1, . . . , n, 0 ≤ H̃ ≤ Q.

Consideramos que la terapia se lleva a cabo en el intervalo [0, 7], o sea que
T = 7. A continuación, presentamos los resultados obtenidos al considerar
diferentes pesos.

Terapia I
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Figura 7.1: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.3, w2 = 0.2.
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Figura 7.2: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.3, w2 = 0.
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Figura 7.3: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.5, w2 = 0.

103



0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Tiempo[días]

C
on

tr
ol

Control

0 1 2 3 4 5 6 7
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18
x 10

7 Dinámica de las poblaciones

Tiempo[días]

N
úm

er
o 

de
 c

él
ul

as

 

 
L
M

Figura 7.4: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.7, w2 = 0.
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Figura 7.5: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.1, w2 = 0.
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Figura 7.6: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0, w2 = 0.1.
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Figura 7.7: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0, w2 = 0.3.
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Figura 7.8: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0, w2 = 0.5.
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Figura 7.9: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0, w2 = 0.7.
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Figura 7.10: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.8, w2 = 0.2.
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Figura 7.11: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.5, w2 = 0.3.

Los resultados numéricos son muy razonables a la luz del modelo (7.2).
Según este modelo, L afecta de manera directa la dinámica de N, y no sucede
lo mismo al revés. Por lo tanto si se pone mayor énfasis en minimizar L, esto
afecta directamente la dinámica de N, y producto de que L disminuye, N
aumenta. Por otro lado si ponemos mayor peso en maximizar N, la forma de
lograr esto es dar poca droga, lo cual hace que L aumente. Si hacemos énfasis
en minimizar la cantidad de droga que ha de suministrarse, al disminuir f3

aumenta f2 y esto repercute en la dinámica de N.
En todos los casos se observa que la forma de administrar la droga es de

mayor a menor a lo largo de la terapia.
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Para las demás terapias se obtienen resultados similares, incluso trabajan-
do con diferente valores de T. A continuación mostramos un par de ejemplos
más.

Terapia II
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Figura 7.12: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.7, w2 = 0.
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Figura 7.13: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.2, w2 = 0.6.
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Figura 7.14: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.8, w2 = 0.
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Figura 7.15: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.5, w2 = 0.3.
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Terapia III
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Figura 7.16: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.7, w2 = 0.
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Figura 7.17: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.2, w2 = 0.7.
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Figura 7.18: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.6, w2 = 0.
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Figura 7.19: Esta figura muestra el control (izquierda) y la dinámica del sistema
al resolver el problema utilizando los pesos w1 = 0.2, w2 = 0.3.

7.5. Conclusión

Los resultados numéricos revelan lo que se puede sospechar a partir del
modelo (7.2), el modelo alĺı propuesto sugiere que los objetivos f1 y f2 no
están realmente en conflicto, y hemos corroborado mediante los experimen-
tos numéricos que esto es aśı. Si se pondera disminuir el número de células
linfáticas degeneradas L, aunque también se de un determinado peso al con-
trol, se maximiza la cantidad de células normales N . Por otro lado si se
pondera maximizar N, incluso si a minimizar L se le da cierto peso, la única
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manera de conseguirlo es dando poca droga, y esto hace que L aumente más
de lo debido.

También demuestran los resultados numéricos, que las drogas se deben
suministrar de mayor a menor. Estas observaciones son válidas para las dife-
rentes terapias consideradas: Terapia I, Terapia II y Terapia III.
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Caṕıtulo 8

Protocolos optimales a partir de la entroṕıa

del tumor

8.1. Introducción

A esta altura, ya hemos dejado claro que en la lucha contra el cáncer
existen diversas terapias que abrigan la esperanza de curar la enfermedad.
Una de las más utilizadas es la quimioterapia, que consiste en la adminis-
tración de un cóctel de drogas en ciertos instantes de tiempo con peŕıodos de
descanso. También hemos dicho que los estudios cĺınicos han demostrado que
generalmente un tumor puede estar constituido por dos o más subpoblaciones
de células que compiten entre śı. Aunque ambas tumorosas, algunas de ellas
son sensibles a la terapia mientras que las otras son resistentes. Supondremos
que existen dos poblaciones: una sensible, y la otra resistente. La población
sensible constituye la mayor parte del tumor, y vive a expensas de la re-
sistente, que posee una tasa de replicación menor. La población resistente,
puede estar presente desde antes de la terapia, y aparece como consecuencia
de la capacidad evolutiva de las células.

Esto explica porque los protocolos tradicionales fallan en tantos casos.
Estando destinados a erradicar el tumor, en realidad eliminan células de la
población sensible. Cuando esta última decrece hasta estar constituida por un
pequeño número de células, la población resistente resulta triunfadora, y co-
mo resultado queda un tumor constituido por células resistentes que pueden
crecer libremente, pues la terapia no le produce un efecto considerable.

A continuación vamos a considerar que la terapia se realiza durante un
peŕıodo de tiempo [0, T ], este es el primer ciclo. Luego viene un peŕıodo
de descanso (T, Td), y se continua con un segundo ciclo [Td, Td + T ], un
peŕıodo de descanso (Td + T, 2Td + T ), un tercer ciclo [2Td + T, 2(Td + T )], y
aśı sucesivamente. Los ciclos suelen repetirse cada una semana, cada quince
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d́ıas o cada un mes (usualmente el tiempo de descanso es de un mes). El
número de ciclos depende de varios factores: (i) si el tratamiento pretende
curar la enfermedad, después de que ha sido extirpado quirúrgicamente todo
el cáncer visible, suele durar de 4 a 6 meses; (ii) si la enfermedad es visible y
retrocede, suele durar 1 o 2 ciclos luego de desaparecer completamente; (iii)
si la enfermedad retrocede pero no desaparece, se continua con el trataminto
mientras sea posible; (iv) finalmente si la enfermedad avanza se busca la
comodidad del paciente.

Nuestra idea es continuar con el proceso para mantener el tumor, que
se considera homogéneo, estable el máximo tiempo posible. Demostraremos
mediante los resultados numéricos que al aplicar un protocolo destinado a
eliminar el tumor, el mismo es efectivo un pequeño número de ciclos, luego
la relación NS/N caerá a cero. En otras palabras, el tumor terminará cons-
tituido por células resistentes. Para que el tumor siga siendo tratable, uno
podŕıa resolver un problema como el (2.5) al inicio de cada ciclo; pero esto
también falla, incluso ponderando minimizar la cantidad de drogas sumi-
nistradas por sobre minimizar el tamaño promedio del tumor.

Para encontrar protocolos que mantengan controlado el tumor en el tiem-
po, consideramos dos posibilidades: (i) le asociamos al tumor la entroṕıa de
Boltzman, y luego al comenzar cada ciclo planteamos minimizar la misma
sujeta a restricciones sobre las drogas suministradas y el número de células
del tumor; (ii) minimizamos el tamaño final del tumor, con la restricción de
que la entroṕıa no supere la entroṕıa inicial al comenzar el ciclo.

8.2. Modelo para la dinámica del tumor

8.2.1. Dinámica libre del tumor

Como dijimos anteriormente es muy probable que un tumor esté constitu-
ido de dos subpoblaciones: una población sensible que es mayoŕıa, NS, y una
población resistente, NR. De este modo el aparente crecimiento gompertziano
del tumor, oculta la verdadera dinámica del mismo. Esto se manifiesta en una
competencia entre NS y NR. Los datos cĺınicos han demostrado que NR posee
una pequeña tasa de creciemiento cuando NS forma la mayor parte del tu-
mor [29]. De esta manera NS representa lo que uno ve del crecimiento del
tumor; pero cuando las proporciones no son tan desiguales la competencia
se hace más patente. Entonces, puede ocurrir distintos escenarios, incluyen-
do la posibilidad, como cuando se aplica terapia, de que NS decrezca por
debajo de NR, pudiendo incluso llegar a la extinción. Supondremos que NR

está presente desde antes de la terapia.
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Para modelar esta competencia supondremos que NS sigue un crecimiento
gompertziano, cuya tasa de crecimiento se ve afectada directamente por NR.
Es sabido que a medida que el tumor avanza hacia la capacidad de soporte,
N∞, todas las células estarán en estado de inactividad [34]; entonces, la parte
relacionada con N∞, estará afectada no sólo por NS sino por NS + α1NR. Es
decir:

{
dNS

dt
= L1NS ln

(
N∞

NS+α1NR

)
,

NS(0) = NS0 ,
(8.1)

donde L1 es un parámetro.
Consideraremos además que NR sigue un movimiento gompertziano cuya

tasa de crecimiento se ve afectada por NS, de manera tal que la misma se
aproxime a cero conforme NS se aproxima a N∞; y es cercana a un parámetro
L2 conforme NS se aproxima a cero. Además supondremos que su tasa de
crecimiento se ve afectada de manera directamente proporcional a NR, y el
factor adecuado a un crecimiento gompertziano. En lenguaje matemático:

{
dNR

dt
= L2

(
1− NS

N∞

)
NR ln

(
N∞

β1NS+NR

)
,

NR(0) = NR0 ,
(8.2)

siendo L2 un parámetro.
De este modo con (8.1) y (8.2) llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:





dNS

dt
= L1NS ln

(
N∞

NS+α1NR

)

dNR

dt
= L2

(
1− NS

N∞

)
NR ln

(
N∞

β1NS+NR

)
,

NS(0) = NS0 ,

NR(0) = NR0.

(8.3)

En donde α1 y β1 son parámetros, y modelan el hecho de que la presencia
de una población afecta sobre la otra, haciendo, por ejemplo, que le sea más
dif́ıcil acceder a recursos.

8.2.2. Dinámica del tumor con terapia

Para la dinámica del tumor sometido a terapia vamos a considerar la mis-
ma función, α(C, t), que consideramos en el caṕıtulo 4. Pero los parámetros
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κj relacionados a la eficacia de las drogas, serán diferentes para las distintas
poblaciones según su resistencia a las mismas, y denotaremos por αS(C, t) y
αR(C, t) los efectos de la terapia sobre las dos poblaciones.

De este modo el modelo para el tumor con terapia es el siguiente:





dNS

dt
= L1NS

{
ln

(
N∞

NS+α1NR

)
− αS(C, t)

}
,

dNR

dt
= L2

(
1− NS

N∞

)
NR

{
ln

(
N∞

β1NS+NR

)
− αR(C, t)

}
,

NS(0) = NS0 ,

NR(0) = NR0.

(8.4)

8.3. Definición de los objetivos y el problema

de optimización

La entroṕıa de un sistema dinámico es una función, S, que nos da una
medida del desorden del mismo, valiendo cero cuando el sistema está total-
mente ordenado y un cierto valor máximo cuando existe un máximo desorden.
Nuestro sistema de interés es un tumor. En cada instante de tiempo, el tumor
está constituido por N(t) células, de las cuales NS(t) son sensibles y NR(t)
son resistentes. Podemos asociarle al tumor la entroṕıa de Boltzmann:

S(t) =
2∑

i=1

pi ln(pi),

donde p1 = NS/N y p2 = NR/N. Esta función, cuya gráfica observamos en la
figura 8.1., vale cero cuando NS = 0 (NR = N), o cuando NS = N (NR = 0).

Consideramos dos objetivos que son de interés por separado, uno es el
siguiente:

f1(C) = Sf ,

donde Sf es la entroṕıa del tumor en el tiempo final correspondiente a cada
ciclo y su respectivo descanso. Esto motiva el siguiente problema:

mı́n
C∈Ω

f1(C), (8.5)

donde Ω = {C ∈ Rnd : gj(C) ≤ 0, j = 1, 2, 3, 4; N(t) ∈ A(t),∀t ∈ [iTd +
T, i(Td +T )]para cada i-ésimo ciclo.}. Las restricciones gj son las mismas del
caṕıtulo 2.
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Figura 8.1: En la figura vemos como vaŕıa la entroṕıa según vaŕıa p1.

El otro objetivo consiste en minimizar el tamaño final del tumor después
de cada ciclo junto a su correspondiente peŕıodo de descanso, con la restric-
ción adicional de que la entroṕıa final no sea superior a la que posee el tumor
al comenzar el ciclo; es decir:

S(t) ∈ [0, S(iTd + T )],∀t ∈ [iTd + T, i(Td + T )],

esto da lugar al problema:

mı́n
C∈Ω̃

f2(C) = Nf . (8.6)

Donde Ω̃ = {C ∈ Rnd : gj(C) ≤ 0, j = 1, 2, 3, 4; S(t) ∈ [0, S(iTd + T )],∀t ∈
[iTd + T, i(Td + T )], para cada i-ésimo ciclo.}.

8.4. Resultados numéricos

Vamos a considerar nuevamente un cáncer de vejiga caracterizado por los
parámetros que aparecen en la tabla 2.2 del caṕıtulo 2, y las tablas 4.1 y
4.2 del caṕıtulo 4. Los coeficientes de la eficacia de cada droga serán dife-
rentes para la población resistente. Vamos a considerar que para la misma:
κ1 =0.008, κ1 =0.0016 κ1 =0.009 y κ1 =0.0031. También vamos considerar
que N(0) = 109 células, NS(0) = rN(0), NR(0) = (1 − r)N(0), r =0.9999,
y que los ciclos se repiten cada veinte d́ıas. Además consideramos que α1 =
0.1 y β1= 11.
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Minimización de la entroṕıa. Deseamos que el tumor no supere el valor
inicial, con lo cual debe satisfacer: N(t) ∈ [0,1]×109,∀t ∈ [0, T ]. Si aplicamos
el protocolo estándar, C0, de la tabla 2.1 del caṕıtulo 2, obtenemos la relación
que se aprecia en la figura 8.2. para NS/N conforme se aplican los ciclos. Ya
en el cuarto ciclo, NS/N ≈ 10−3, en el quinto ciclo NS/N ≈ 10−5, en el sexto
NS/N ≈ 10−10, y luego decae definitivamente a cero. El protocolo estándar
ante un tumor con estas cualidades es efectivo máximo 3 ciclos.

Resolviendo en problema (8.5), al comenzar cada ciclo, generamos una
sucesión de protocolos: C1, . . . , C10. Luego, utilizando estos protocolos, la
proporción de células NS decrece más lentamente, y por lo tanto el tumor es
tratable durante más tiempo. En la figura 8.2 observamos como evoluciona
NS/N .
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Figura 8.2: A la izquierda, la evolución de NS/N conforme se aplican los ciclos
utilizando el protocolo estándar. A la derecha, evolución de NS/N conforme
se aplican protocolos obtenidos de minimizar la entroṕıa.

En la figura 8.3. podemos observar la dinámica del tumor luego de aplicar
el décimo, ciclo utilizando el protocolo estándar, luego del mismo y los corres-
pondientes 20 d́ıas de descanso la proporción de células sensibles es NS/N ≈
10−14. Tamb́ıen podemos observar la dinámica del tumor después del ciclo 15,
obsevando que a pesar de la terapia el tumor fue creciendo progresivamente.

Minimización del tamaño final. En este caso obtenemos una sucesión
de protocolos: C1, . . . , C10, los cuales implican una evolución de NS/N como
la observada en la figura 8.3. Cabe destacar que a lo largo de los 10 ciclo
el tumor oscila entre 6 × 108 células y 1.54×109 células. Siendo el tamaño
final del mismo, después del décimo ciclo y los veinte d́ıas de descanso, de
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N=6.6930×108 células. Además NS=6.0967×108 células y NR=5.9632×107

células (Fig. 8.3.).
En este caso los resultados son superiores a los obtenidos anteriormente,

incluso en el décimo ciclo el tumor sigue siendo tratable.
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Figura 8.3: En la gráfica de arriba vemos como el tumor crece gradualmente a
pesar de aplicarle el protocolo estándar. En la parte de abajo, a la izquierda
vemos la evolución de NS/N aplicando protocolos obtenidos de minimizar
N ; y a la derecha, la dinámica del tumor después del décimo ciclo utilizando
los protocolos maximales correspondientes a resolver (8.6).

8.5. Conclusión

En este caṕıtulo hemos propuesto un modelo continuo para la dinámica de
un tumor constituido por dos clases de células: sensibles, que hemos denotado
NS, y resistentes, denotadas por NR. Estas últimas están presentes desde
antes de la terapia.
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Luego hemos planteado el problema de encontrar terapias que mantengan
al tumor tratable en el tiempo; pero no como un problema de viabilidad sino
como un problema de optimización, donde el objetivo consiste en minimizar
la entroṕıa final del tumor, o el tamaño final del mismo por separado.

En la práctica si uno no está interesado en encontrar núcleos de viabilidad,
conocidas las condiciones iniciales del tumor uno puede encontrar protocolos
optimales que mantengan el tumor tratable, en el sentido de que la proporción
de células sensibles sea mayor que la de las resistentes.

Este enfoque es acorde al nuevo paradigma respecto a lo que significa
curar el cáncer.
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Caṕıtulo 9

Un modelo basado en agentes

9.1. Introducción

Los modelos basados en agentes, son modelos computacionales que se uti-
lizan para simular la evolución de un sistema dinámico discreto en el tiem-
po. El mismo utiliza entidades autónomas, denominadas agentes, que viven
dentro de un entorno denominado mundo. Los agentes se mueven sobre el
mundo y toman decisiones de manera independiente. Estas decisiones están
basadas en reglas locales de comportamiento definidas sobre los mismos y
su hábitat. Cuando el sistema evoluciona en el tiempo se puede estudiar el
comportamiento del mismo de manera global [54, 59, 62].

En el presente caṕıtulo vamos a construir un modelo basado en agentes
para estudiar la evolución de un tumor que crece libremente y su compor-
tamiento en presencia de diferentes terapias.

9.2. El modelo

Existen diversos modelos basados en agentes, y otros tantos en autómatas
celulares. Éstos, se utilizan pra modelar el crecimiento de un tumor y analizar
diferentes cuestiones [10, 48, 70, 74]. Algunos modelos, como el que se presen-
ta en [48], tienen en cuenta la necrosis de las células del tumor; esta cuestión
es muy poco conocida desde la Bioloǵıa, entonces es muy dif́ıcil de modelar.
Si uno observa los modelos que intentan simular la necrosis del tumor, en-
contrará que las reglas que utilizan están un poco forzadas para generar la
formación del núcleo necrótico, y son muy discutibles desde la Bioloǵıa. En
general esto sucede con muchas de las reglas que se utilizan para la iterac-
ción de célula a célula; pero lo que sabemos a ciencia cierta es que la células
cancerosas se caracterizan por multiplicarse indefinidamente y por ser prac-
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ticamente inmortales. Además también es bien conocido que a medida que
pasa el tiempo y el tumor evoluciona hacia su capacidad de soporte, las célu-
las van entrando en estado de inactividad (Las células activas son las que se
dividen, las inactivas están en estado latente). En nuestro modelo los agentes
representan las células canceŕıgenas, estas se pueden encontrar en uno de los
siguientes estados: (i) AS, sensible - activa; (ii) AR, resistente - activa; (iii)
IS, sensible - inactiva; y (vi) IR, resistente - inactiva.

El mundo sobre el cual se mueven los agentes es una cuadŕıcula de orden
C = n × n, y cada agente tendrá una posición (x, y) sobre la misma. Uti-
lizaremos el entorno de Moore para nuestros agentes (Fig. 9.1.). El algoritmo
utilizado es el siguiente:

1. Se inicia con una única célula que es sensible y activa.

2. En cada instante de tiempo se chequean los siguientes puntos:

a) Las células AS se reproducen con una cierta probabilidad. Esta
probabilidad será cada vez menor conforme el tumor se aproxime
a su capacidad de soporte, N∞, y sus células se vayan inactivando.
Esto se debe a la falta de nutrientes, o el accionar de la presión
mecánica del entorno del tumor. Utilizaremos la siguiente función
de probabilidad: r (1−N(t)/N∞) , donde N(t) es el número de
células en la iteración t.

b) Cada célula AS puede mutar con una cierta probabilidad pm, a
una célula AR.

c) Cada célula activa, AS o AR, puede transformarse en inactiva, IS

o IR, respectivamente, si está rodeada por 8 células.

d) Cada célula inactiva seguirá siendo inactiva, o se activará en caso
de estar rodeada como máximo por una cantidad, Nmax, de células.

e) Puede aplicarse una terapia que eliminará con una probabilidad
pR a las células resistentes y con una probabilidad pS a las células
sensibles.

3. Se grafican los datos obtenidos.

9.3. Resultados numéricos

Utilizamos NetLogo 5.0.3 para generar las simulaciones, en las mismas
hemos considerado que la capacidad de soporte del tumor es de N∞ = 600
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Figura 9.1: A la derecha podemos observar un entorno de Moore. A la izquier-
da vemos un entorno de von Neuman, también muy utilizado.

células. Para las células sensibles, utilizamos la función de probabilidad:

pS(t) = rS

(
1− N(t)

N∞

)
, y para las resistentes, menos adaptadas, utilizamos:

pR(t) = rR

(
1− N(t)

N∞

)
. Los valores de los parámetros utilizados se muestran

en la tabla 9.1.

Tabla 9.1. Parámetros utilizados.
rS rR pm

0.9 0.35 0.001

En la figura 9.2, podemos ver el tumor en diferentes generaciones. Comen-
zamos con una única célula, la cual es de color rojo, color que representará las
células activas; cuando estas se inactivan adoptan el color azul. Las células
activas mutadas aparecen en color marrón, estas pueden pasar a un estado
de inactividad, que representamos mediante el color celeste.

Como era de esperar, las células activas se encuentran sobre el borde
del tumor. Esto sugiere que una terapia sobre el tumor, debeŕıa eliminar
preferentemente células sobre el borde del mismo. La figura 9.3 muestra que
si se aplica una terapia destinada a eliminar células inactivas, se obtiene como
resultado un tumor heterogéneo que crece sin que la terapia sea efectiva.
También observamos, en la parte de abajo de dicha figura, el resultado de
aplicar una terapia orientada a erradicar el tumor, o lo que seŕıa equivalente a
eliminar células sensibles. En esta situación la terapia también fracasa, pues
ha quedado un tumor resistente a la misma.
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Figura 9.2: Evolución de los agentes en las generaciones T =0, 22, 47 y 96
respectivamente.

La solución, nuevamente consiste en mantener acotado el tumor durante la
terapia. En la figura 9.4, mostramos la dinámica del tumor luego de aplicarle
una terapia para mantenerlo acotado. Al comparar las terapias podemos
ver que la terapia destinada a eliminar células inactivas, se aproxima a su
capacidad de soporte cerca del d́ıa 60. Por otro lado, la terapia destinada a
erradicar el tumor hace lo mismo cerca del d́ıa 110. En cambio, la terapia
que mantiene acotado el tumor, eliminando células activas - sensibles, se
mantiene practicamente por debajo de las 300 células por lo menos unos 200
d́ıas.
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Figura 9.3: a)Arriba, a la izquierda observamos el resultado de aplicar una
terapia que elimina las células inactivas con pS =0.85 y pR =0.1, en la ge-
neración T = 116. A la derecha la curva de crecimiento.b)Abajo, a la izquier-
da se observa el resultado de aplicar una terapia que elimina las células
sensibles con pS = 0.85 y pR = 0.1, en la generación T = 42. A la derecha
apreciamos la curva de crecimiento.

Retomemos al modelo (8.3) del caṕıtulo anterior:





dNS

dt
= L1NS ln

(
N∞

NS+α1NR

)

dNR

dt
= L2

(
1− NS

N∞

)
NR ln

(
N∞

β1NS+NR

)
,

NS(0) = NS0 ,

NR(0) = NR0.

(9.1)

para intentar modelar el crecimiento que nos proporciona el modelo basado
en agentes, que como muestra la curva de crecimiento libre (Fig. 9.5), parece
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tener un crecimiento Gompertziano. En dicha figura podemos observar en
azul los datos proporcionados por el modelo basado en agentes, y en rojo
el crecimiento Gompertziano correspondiente a los parámetros: L1 = 0.083,
α1 = 1, L2 = 0.061 y β1 0.001. Podemos observar lo bien que la curva se
ajusta a los datos tanto para la población total de células, N , como para la
población resistente NR.
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Figura 9.4: Dinámica del tumor sometido a una terapia que lo mantiene
acotado, en este caso pS=0.29, pR =0.1
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Figura 9.5: A la izquierda comparamos los resultados obtenidos por el modelo
basado en agentes para el crecimiento libre del tumor, con el total de células
proporcionado por el modelo (8.3). A la derecha se realiza la comparación
con la población resistente.

126



9.4. Conclusión

Hemos construido un modelo basado en agentes para modelar el cre-
cimiento de un tumor heterogéneo, las reglas que los agentes del modelo
siguen son las más triviales pero al mismo tiempo las más aceptables. Los
datos que proporciona el modelo para la dinámica del total de células se
ajusta muy bien al modelo (8.3) que propusimos en el caṕıtulo 8 para describir
la dinámica de un tumor constituido por células sensibles y resistentes. Hemos
utilizado los valores: L1 = 0.083 y L2 = 0.061. También se ajustan muy bien
los datos que proporciona el modelo para células resistentes con la curva
proporcionada por el modelo (8.3) para las mismas.

A partir del crecimiento libre del tumor observamos que las células activas
se encuentran en el borde del mismo. También hemos demostrado que si se
eliminan las células inactivas, la terapia produce un tumor más heterogéneo
y fracasa, podemos observar que para la generación 50, la terapia de la figu-
ra 9.3 ya se encuentra cerca de la capacidad de soporte. También fracasan
las terapias destinadas a erradicar el tumor, pudiendo observarse que, por
ejemplo, para la generación 120, el número total de células ya está cerca a
la capacidad de soporte (Fig.9.3). En cambio con una terapia destinada a
mantener el tumor acotado, se puede mantener al mismos por debajo de las
300 células por al menos 200 d́ıas.
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Caṕıtulo 10

Conclusiones generales

Este último caṕıtulo está dedicado a exponer las conclusiones generales
de la tesis. Como bien hemos comentado en la introducción de la obra, el
término cáncer, abarca un conjunto de enfermedades que se caracterizan por
un crecimiento anormal de células. Existen diversas terapias con la esperanza
de curarlo, siendo la quimioterapia una de las más utilizadas. La misma con-
siste en suministrar al paciente un cóctel de drogas en diferentes instantes de
tiempo. Tal vez la peor desventaja de la quimioterapia es que produce serios
efectos colaterales, teniendo en cuenta esto y el hecho de que cada paciente
responde de manera diferente a las mismas drogas, surge la necesidad de
buscar protocolos más personalizados, que se adapten a las necesidades de
cada paciente. Siguiendo esta dirección, en los caṕıtulos 2-4 hemos elegido la
ecuación de Gompertz con control para describir la dinámica de un tumor
sometido a terapia. Hemos realizado dos modificaciones en la ecuación antes
mencionada: incorporamos los efectos de decaimiento exponencial, que expe-
rimentan las drogas al ingresar en el cuerpo, y además, para estar más cerca
de la realidad, también incorporamos un factor estocástico. Luego planteamos
un problema de optimización, que consiste en minimizar el tamaño promedio
del tumor en un peŕıodo de tiempo [0, T ] y la cantidad de drogas utilizadas
durante la terapia. Con f1 y f2 hemos denotado los dos respectivos obje-
tivos anteriores. Las restricciones correspondientes a las drogas utilizadas las
expresamos en forma difusa.

En el caṕıtulo 2 utilizamos la ecuación de Gompertz determińıstica sin
modelar el decaimineto exponencial de las drogas. Aqúı hemos optimizado
con respecto a las drogas los objetivos anteriores, en el sentido de que encon-
tramos un vector de drogas que nos indica cuántas drogas dar en peŕıodos
de tiempos fijos para minimizar los objetivos f1 y f2. Hemos demostrado
unicidad y existencia de la ecuación estocástica, y que el frente de Pareto
no es vaćıo. Al aplicar el modelo a un cáncer de vejiga, caracterizado por
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los parámetros de la tabla 2.2 y la condición inicial N(0) = 109 células, que
son aproximadamente las que posee un tumor al ser detectado, aproximamos
numéricamente el frente de Pareto y exhibimos algunos puntos del mismo.
Estos corresponden a protocolos optimales que ponderan de diferentes man-
eras cada objetivo, siendo aśı funcionales a las necesidades de cada paciente.
Por ejemplo, ante pacientes muy sensibles a las drogas utilizadas, que son
methotrexate, vinblastine, doxorubibin y cisplatin, podŕıa aplicarse un pro-
tocolo optimal que provenga de ponderar el objetivo f2 por sobre el objeti-
vo f1. Nosotros hemos calculado un protocolo, C1, correspondiente a w1 =
0.3 y w2 =0.7. En este caso encontramos que f1(C1) = 6.5252×109 células
cancerosas·d́ıa y f2(C1) = 110.9947 mg.

Si apostamos de la misma manera por los dos objetivos, es decir si w1 =
0.5 y w2 = 0.5, obtenemos un protocolo, C2, para el cual f1(C2) = 4.8864×109

células cancerosas·d́ıa y f2(C2) = 147.3916 mg.
En cambio, si el paciente es muy resistente a dichos fármacos, seŕıa razo-

nable optar por un protocolo optimal obtenido al ponderar el objetivo f1 por
sobre el objetivo f2, utilizando por ejemplo los pesos: w1 =0.7 y w2 =0.3.
Obtenemos aqúı un protocolo, C3, que satisface f1(C3) = 3.6209×109 células
cancerosas·d́ıa y f2(C3) = 192.9565 mg. Los experimentos numéricos indican
que el protocolo tradicional que se utiliza para el cáncer de vejiga pondera
erradicar el tumor por sobre minimizar la cantidad de drogas utilizadas.
También observamos que en todos los casos, salvo methotrexate, todas las
drogas deben suministrarse de mayor a menor.

En el caṕıtulo 3 trabajamos con la dinámica del tumor en forma es-
tocástica, y las conclusiones obtenidas son básicamente las mismas. Además,
observamos la existencia de estabilidad, en el sentido de que pequeñas varia-
ciones en el parámetro estocástico σ implican pequeñas variaciones en los
protocolos obtenidos.

En la primer parte del caṕıtulo 4 incorporamos el decaimiento exponencial
de las drogas en el cuerpo. Al resolver el modelo numéricamente para un
cáncer de vejiga, consideramos las vidas medias de las drogas en el tiempo
(tabla 4.2). Volvemos a obtener las mismas conclusiones respecto a la manera
de suministrar las drogas, y encontramos que el protocolo que se utiliza habi-
tualmente para combatir dicha enfermedad corresponde a ponderar con peso
w1 ≈ 1 erradicar el tumor.

Pero encontramos una apreciable diferencia en la forma del frente de Pare-
to, en este caso es una curva que mantiene su pendiente bastante constante
a lo largo de los puntos optimales. Esta propiedad puede ser perjudicial para
los métodos a priori, pues una pequeña disminución en un objetivo implica
una pequeña disminución en el otro.

En el caṕıtulo 4 optimizamos también en el tiempo, obteniendo protocolos
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que nos indican no sólo cuanta droga suministrar, sino también cuándo hacer-
lo para minimizar los objetivos planteados. En este caso observamos mejores
resultados. Si w1 = 0.3 y w2 = 0.7, encontramos un protocolo optimal C1e,
tal que f1(C1e) = 4.0813×109 células cancerosas·d́ıa y f2(C1e) = 78.6155
mg; si w1 = 0.5 y w2 = 0.5, encontramos un protocolo optimal C2e tal
que f1(C2e) = 3.1765×109 células cancerosas·d́ıa y f2(C2e) = 95.1644 mg;
y si w1 = 0.7 y w2 =0.3, encontramos un protocolo optimal C3e tal que
f1(C3e) = 2.4970×109 células cancerosas·d́ıa y f2(C3e) = 113.3877 mg.

En este caso todas las drogas deben suministrarse de mayor a menor,
siendo el cisplatin la droga con concentraciones más altas. Esto posiblemente
se deba a que posee una vida media más alta que las demás drogas, las cuales
entre śı tienen una vida media similar.

En el caṕıtulo 5 consideramos un modelo discreto para describir la dinámi-
ca de un tumor sometido a terapia. Con éste, se modela el hecho de que el
tumor está constituido por dos subpoblaciones: una sensible a la terapia, P1,
y otra resistente a la misma, P2. Como ya explicamos, P1 constituye la ma-
yor parte del tumor, y cuando se aplica una terapia destinada a erradicar
el tumor, ésta elimina las células sensibles. Entonces, la población P2 puede
dominar a la población P1, quedando, después de un peŕıodo de tiempo,
un tumor constituido principalmente por células resistentes. Esto sugiere la
necesidad de protocolos que mantengan el tumor acotado en el tiempo, es
decir que no le permitan crecer demasiado para no comprometer la vida del
paciente, pero que tampoco lo hagan decrecer mucho para evitar el efecto
antes mencionado.

Entonces, aplicamos la teoŕıa de viabilidad a un tumor caracterizado por
los parámetros de la tabla 5.1, y consideramos las siguientes restricciones para
las poblaciones P1, P2 y la terapia a : (P1(t), P2(t)) ∈ [300, 600]×[0, 200] mm3,
a(t) ∈ [0, 50] mg/kg, ∀t ∈ [0, T ]. T es el tiempo final de la terapia, nosotros
consideramos dos situaciones: T = 21 y T = 110.

Para el primer caso, los resultados numéricos arrojan una aproximación,
Viab(0)n 6= ∅, del núcleo de viabilidad (Fig. 5.5). Hemos exhibido tres con-
troles. Uno implica suministrar drogas todos los d́ıas, comenzando con una
dosis alta, y luego pequeñas dosis de manera casi constante. Los otros dos
sólo suministran drogas en dosis relativamente altas, en tres ocasiones. Para
la terapia de 110 d́ıas encontramos que Viab(0)n 6= ∅, y resultados similares,
en cuanto a la forma de suministrar las drogas, a los hallados cuando T = 21.

Finalmente, para la terapia de 21 d́ıas, consideramos la posibilidad de
que la población sensible pueda mutar durante la misma, haciéndose más
resistente. Entonces, calculamos una aproximación numérica del núcleo de
viabilidad robusto, Viab1(0)n, encontrando que Viab1(0)n ⊂ Viab(0)n y que
Viab(0)n 6= ∅. Esto indica que aún mutando P1, existen condiciones iniciales,
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(P1(0), P2(0)), para las cuales existen terapias que mantienen el tumor aco-
tado los 21 d́ıas.

En el caṕıtulo 6 trabajamos con un modelo que describe al tumor, P (t),
siguiendo una dinámica gompertziana; pero con una capacidad de soporte
q(t) variable en el tiempo. Según este modelo, q(t) representa el tamaño
máximo del tumor sustentable por la angiogénesis en el tiempo t.

En este caṕıtulo consideramos dos puntos. Primero un problema de op-
timización con dos objetivos, también denotados f1 y f2, que tienen que ver
con minimizar el tamaño del tumor a lo largo de la terapia, y con minimizar
la cantidad de drogas suministradas. Por otro lado reescribimos la dinámica
del tumor para considerar un problema de viabilidad en el sentido de que
investigamos si es posible hacer que el tumor y la angiogénesis sigan curvas
preestablecidas.

Los resultados numéricos obtenidos vienen de aplicar el modelo a un tu-
mor caracterizado por los parámetros de la tabla 6.1., con condición inicial
P (0) = 12000 mm3 y q(0) = 15000 mm3, y considerando terapias de 7 y 30
d́ıas. En cuanto al problema de optimización, calculamos una aproximación
del frente de Pareto y exhibimos varios puntos optimales que provienen de
ponderar con diferentes pesos los objetivos f1 y f2. Éstos nos sugieren que el
control correspondiente al tumor debe suministrarse de mayor a menor. En
cuanto a la terapia correspondiente a la angiogénesis, encontramos que debe
suministrarse de manera relativamente constante a lo largo de la terapia.

Respecto al problema de viabilidad, si deseamos que el tumor decaiga
linealmente hasta alcanzar el valor P (6) = 8000 mm3, y que la angiogénesis
decaiga exponencialmente hasta alcanzar el valor q(6) = 400 mm3; entonces,
el control correpondiente al tumor se debe suministrar de mayor a menor
durante la terapia. Por otro lado, el control correspondiente a la angiogénesis,
debe suministrarse de menor a mayor.

En el caṕıtulo 7, donde trabajamos con un modelo para leucemias, hemos
demostrado que es conveniente minimizar el número de células linfáticas can-
ceŕıgenas, L, junto a la cantidad de drogas suministradas, en vez de proponer
minimizar los anteriores objetivos y maximizar el número de células normales
N. Esto se debe a que si minimizamos L, entonces N aumenta naturalmente.
Los resultados numéricos indican que en todos los casos la terapia se aplica
de mayor a menor.

En el caṕıtulo 8 proponemos un modelo gompertziano continuo en el
tiempo, que contempla la dinámica de un tumor sometido a terapia. El tumor
se supone constituido por dos clases de células: células sensibles a la te-
rapia y células resistentes, estas últimas presentes desde antes de la terapia.
Alĺı tratamos el problema de mantener el tumor tratable a lo largo del tiempo
mediante protocolos optimales que se obtienen de minimizar la entroṕıa del
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tumor, manteniéndolo acotado en el primer caso, y minimizar el tamaño
final del tumor manteniendo acotada la entroṕıa después. Los experimentos
numéricos proporcionan resultados positivos en tal dirección y demuestran
que es mejor minimizar el tamaño final del tumor manteniendo acotada la
entroṕıa.

Finalmente, en el caṕıtulo 9 utilizamos un modelo basado en agentes para
modelar la dinámica de un tumor. Hemos arribado a conclusiones generales
similares a las encontradas en los caṕıtulos 5 y 8 respectivamente. Además
hemos observado que las terapias deben eliminar preferentemente células
activas-sensibles, de lo contrario no serán efectivas.

Es digno de destacar la correlación existente entre los resultados obtenidos
por el modelo basado en agentes y el modelo 8.3.
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[15] Chapel L., Deffuan G., Martin S. and Mullon C. Defining Yield Poli-
cies in a Viability Approach. Ecological Modeling Vol. 2, No 2, pp.
10-15 (2008).

[16] Chen J., Huang J., Lo L. Viable Control For Uncertain Nonlinear Dy-
namical Systems Described by Differential Inclusions. J. Math Appl.,
Vol. 315, pp. 41-53 (2006).

[17] Chinchuluun A., Pardalos P., Enkbhat R. Optimizacion and Optimal
Control. Theory and Applications. Ed. Springer (2010).
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dos Cuantitativos para la Economı́a. Facultad de Economı́a y Em-
presa. Universidad de Murcia (2001).

135
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plorar los fenómenos sociales. Reis, Vol. 136, pp. 91-110 (2011).

[60] Moog C., Perdon A. No Linear Control Systems. Ed. Springer (1999).

[61] Moore H., Li N. A Mthematical Model For Chronic Myelogenous
Leukemia and T Cell Interaction. Journal of Theorical Biology Vol.
227, pp. 513-523 (2004).

[62] NetLogo 5.0.3 User Manual (2012).

[63] Norton L. A Gompertzian Model of Human Breast Cancer Growth.
Cancer Research Vol. 48, pp. 7067-7071 (1988).
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