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RESUMEN

En esta tesis se estudian problemas de optimizacién cuyas restric-
ciones son ecuaciones en derivadas parciales parabdlicas.

En el primer caso, en colaboracién con el grupo de Fisica Médi-
ca de la FaMAF, se estima el coeficiente de difusion de la ecuacién
del calor, correspondiente a un problema de difusién. Dicho valor es
necesario para realizar un chequeo detallado de los equipos de radia-
cién ionizante, por ejemplo los equipos correspondientes a rayos X,
de los centros de salud.

En los casos siguientes se estiman pardmetros para modelos de in-
vasién de tumores mediante el proceso de glicdlisis. Este modelo ma-
tematico es un sistema no lineal de EDP de reaccién y difusion. Aqui,
el pardmetro a recuperar, es el que estd asociado a mortalidad de las
células sanas como consecuencia del exceso de iones Hidrégeno, pro-
ducido por el proceso de glicélicis. Este problema se resuelve tanto
en una dimensién como en dos dimensiones.

Estos problemas se resolvieron usando el método adjunto y el méto-
do de elementos finitos, con adaptabilidad, para el tercer caso. Dada
la complejidad de este dltimo caso, también se usaron técnicas de
paralelizacién computacional.

Palabras claves: Problemas Inversos; Optimizacion; Ecuacionaes en
Derivadas Parciasles no linenales y lineales del tipo parabolico; Meto-
do de Elementos Finitos

Clasificacion: 65]22; 65K10; 35K55; 65M70



ABSTRACT

In this thesis optimization problems whose constraints are para-
bolic partial differential equations are studied. In the first case, in
collaboration with the group of Fisica Médica of FaMAF, the diffu-
sion coefficient of the heat equation, corresponding to an estimated
diffusion problem. This value is necessary for a thorough equipment
check of ionizing radiation, such as X-rays corresponding equipment
of health centers.

In the following cases parameters for tumor invasion models are
estimated by the process of glycolysis. This mathematical model is a
nonlinear system EDP reaction and diffusion. Here, the parameter to
be recovered, is one that is associated with death of healthy cells as
a result of excess hydrogen ions produced by the process of glicélicis.
This problem is solved both in one dimension and in two dimensions.

These problems were solved using the adjoint method and the fi-
nite element method, with adaptivadad, for the third case. Given the
complexity of this case, paralysis computational techniques were also
used.

Key Words: Inverse Problems; Optimization; Non linear and linear
partial differential equation of parabolic type; Finite Elements Met-
hod

Classification: 65]22; 65K10; 35K55; 65M70
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INTRODUCCION

La estimacién de pardmetros es un técnica matematica ampliamen-
te utilizada en biologfa, fisica e ingenieria. En biologia se utiliza para
conocet, por ejemplo, cierta caracteristica de un pardmetro poblacio-
nal; en fisica, se utiliza para determinar valores asociados as modela-
do de procesos fisicos, por ejemplo.

Desde el punto de vista matemaético este tipo de problemas se pue-
den resolver de una forma estadistica o bien determinista. Este tra-
bajo se centra en este Gltimo punto de vista, particularmente cuando
los problemas a los que se quiere aplicar esta técnica dependen del
espacio y del tiempo.

A fin de introducir la problemdtica concreta, primero se procede a
enunciar los dos problemas centrales que componen esta tesis. Si el
lector esta interesado en los resultados obtenidos, entonces los capi-
tulos 4 y 5 son sus pasos siguientes. En cambio, si desea conocer las
herramientas matemadticas utilizada para resolver el problema de esti-
macion de pardmetros, el capitulo 2 detalla estas teorias. El capitulo 3
se centra en el método utilizado para resolver, de forma numérica, las
ecuaciones mateméticas que modelan los problemas expuestos a con-
tinuacién. Por ultimo, el capitulo 6 presenta algunos temas tratados
durante la elaboracién de la tesis, pero que no dieron los resultados
esperados.

1.1 UNA APLICACION PARA LA CARACTERIZACION DE MATE-
RIALES

En la actualidad la radiacién ionizante cuentan con numerosas apli-
caciones beneficiosas para el ser humano. Con ella se pueden realizar
una variedad de diagnosticos, por ejemplo las técnicas asociadas a la
radioligia, Intensity Modulated Radiation Therapy (IMRT), Imaged
Guided Radiation Therapy (IGRT) o cirugia estereotdxica. También
se utiliza la radiacién ionizante para tratamiento médico, por ejem-
plo la Radioterapia (ya sea con fotones o con electrones) y ademds
se encuentran en desarrollo terapias no convencionales, como lo son
la terapia con iones pesados u otro tipo de hadrones como Boron
Neutron Capture Therapy (BNCT), que intrinsecamente son de ma-
yor complejidad que la radioterapia convencional.

Dada utlidad que se le da a la radiacién ionizante y las nuevas
técnicas que se encuentran en desarrolo, los requerimientos para los
sistemas de control se vuelven mds exigentes.
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Comercialmente existen disponibles diversos instrumentos de me-
dicién capaces de, ya sea directa o indirectamente, realizar chequeos
del funcionamiento de los equipos empleados en medicina que in-
volucran el uso de radiacién ionizante. Sin embargo, cada uno de
ellos posee ventajas y desventajas, siendo la mejor opcién aplicar una
combinacién de los diferentes sistemas dosimétricos. Los sistemas co-
merciales actuales dificilmente consiguen, en un sentido estricto, la
equivalencia de tejido (imitar el tejido humano en lo que refiere a
propiedades de absorcion/dispersion de radiaciéon ionizante) del ma-
terial sensible del detector.

La técnica dosimétrica de Fricke Gel es una de las mas prometedo-
ras [36], ya que consiste en un dosimetro tejido equivalente, es decir
que emula las caractaristicas del tejido humano, con posibilidad de
diferentes técnicas de andlisis, permite realizar determinaciones bidi-
mensionales de dosis absorbida con alta resolucién y posee capacidad
de determinar distribuciones tridimensionales de dosis absorbida de
manera intrinsecamente continua.

El dosimetro de Fricke es un dosimetro quimico, es decir, a par-
tir de cambios quimicos en la materia producidos por la interaccién
con la radiacién ionizante que le incide, permite cuantificar directa o
indirectamente la energia absorbida en el medio. Para obtener infor-
macién espacial de la distribucién de dosis absorbida en el medio, se
incorpora la solucién de Fricke a una matriz de gel.

(a) Dosimetros de Fricke gel. (b) Detalle.

Figura 1: Imagenes de Dosimetros de Fricke gel [36]

El principio de funcionamiento del dosimetro de Fricke gel consis-
te en la conversion del 6xido ferroso (Fe™*2) en 6xido férrico (Fet3), a
partir de la energia depositada en el medio en cuestién, por la radia-
cién ionizante incidente.

Existen diferentes técnicas de andlisis de las muestras irradiadas
de Fricke gel, siendo la mds conveniente las que implican métodos
de analisis 6ptico (2D y tomografia).
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Figura 2: Dosimetro de Fricke gel antes de ser irradiado (izquierda) y luego
de ser irradiado (derecha).

Para emplear medios 6pticos en el andlisis de los dosimetros de
Fricke gel, se le incorpora al material sensible un marcador (Xylenol
Orange), que se acumula en aquellas regiones en donde hay mayor
concentracién de iones de 6xido ferroso (figura 2). La presencia de es-
te marcador hace que el material sensible presente picos de absorcién
en el rango de longitudes de onda de la luz visible. De esta manera es
posible implementar mecanismos que determinen distribuciones bidi-
mensionales de la dosis absorbida, por medio de transmisién de luz
visible. Asi también, por medio de mecanismos complejos, es viable
realizar tomografias 6pticas de las muestras, permitiendo una recons-
truccién en 3D de la dosis absorbida.

A partir de la medicién de la intensidad I de las imagenes por
transmisién 6ptica, la Diferencia de Densidad Optica (DDO) se calcu-
la con:

la

DDO =1
091oId

donde Ia e Id refiere a la intensidad de las imdgenes de los dosime-
tros antes (Figura 3 (a)) y después de ser expuestos a la radiacion
ionizante (Figura 3 (b)).

(a) Dosimetro antes de ser irradiado. (b) Dosimetro luego de ser irradiado.

Figura 3: Imédgenes de densidad dptica.
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Entonces, es posible establecer cual es la dosis absorbida, D, en
el material sensible del dosimetro. Finalmente, luego de aplicar la
correccion por offset, se obtiene la dosis D(i,j) en el pixel (i,j), a
partir de la intensidad de las imdgenes por transmision 6ptica de las
muestras de Fricke gel.

Al encontrase en una solucién acuosa (matriz de gel), los iones
de oxido férrico poseen una cierta libertad para desplazarse en el
espacio, es decir que los iones de 6xido férrico difunden en el gel.
Empiricamente dicho fenémeno se observa, principalmente, por una
reduccién de la intensidad 6ptica y, en menor medida, por el aumento
del area de la mancha mds oscura (Figura 4).

(a) Luego de ser irradiado. (b) 150 minutos después de ser irradia-
do.

Figura 4: Detalle de dosimetro irradiado.

A fin de poder realizar un chequeo detallado del equipo de ra-
diacién ionizante, es preciso conocer al menos una aproximacién del
valor con el cual los iones de oxido ferrico se desplazan. Este valor
se puede estimar mediante el modelado matemdtico de este proce-
so y usando la informacién de laboratorio, es decir las imagenes por
transmision Optica.

Dado que los procesos difusivos se pueden modelar matematica-
mete mediante la ecuacion del calor:

%Lt‘ _DAu = o, en Q % [0,T] (1.1.1)
d
Mo, en 5Q x [0, T] (1.1.2)
on
u(x,0) = u®(x), en Q (1.1.3)

donde D > 0 es el pardmetro que queremos recuperar, el cual se
llama Coeficiente de Difusién, x € () representa la posicién espacial
sobre la matriz de gel (Q) y 0 <t < T < oo es el tiempo que dura el
experimento, u = u(x, t) representa la diferencia de densidad 6ptica
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en la posicién x a tiempo t y u°(x) es la condicién inicial, para la cual
consideramos la primer imagen tomada luego de irradiar la muestra.

Una de las técnicas utilizadas para estimar el coeficiente de difu-
sién consiste en reducir a una dimensién la ecuacién (1.1.1)-(1.1.3) y
tomar como informacién perfiles de la matriz de gel [34]. Sin embar-
go esta aproximacién no es buena, dado que se deben hacer hip6tesis
sobre el medio, por ejemplo homogeneidad del medio, lo cual no
siempre es correcto.

En esta tesis se propone un método en el cual no se pierde la pro-
piedad espacial de la difusién. Para ello se considera la ecuacién del
calor (1.1.1)-(1.1.3) y como informacién se consideran la imagen de
diferencia de densidad 6ptica. Para ello definimos un funcional | que
nos da una idea de cuédn parecidas son la solucion u de la la ecuacién
del calor (1.1.1)-(1.1.3) para un D dado, y la imagen de diferencia de
densidad 6ptica {1; a dicho funcional lo escribimos como:

-
J(u,D) = 1J J u(x, 1) —u(x, 1)]* dxdt.
2JoJo
Esta metodologia implica un enfoque mas preciso del proceso fi-
sico de difusion y por lo tanto una mejor aproximacién del valor D
buscado. Estos resultados preliminares fueron presentados en XIV
International symposium on solid state dosimetry. Los resultados corres-

pondientes a este trabajo se encuentran en el Capitulo 4.

1.2 APLICACIONES BIOLOGICAS

El cancer es una de las mayores causas de muerte en el mundo
aunque la actividad médica ha dado buenos resultados en algunas
patologias. Un gran esfuerzo econémico y de recursos humanos se
dedica, con salidas exitosas, para la investigacion del cancer, [2, 3, 8,
7, 13, 9].

Algunos comentarios sobre la importancia de los modelos matema-
ticos en el cancer se puede encontrar en la literatura. En [7] los auto-
res dicen “Cancer modelling has, over the years, grown immensely as
one of the challenging topics involving applied mathematicians wor-
king with researchers active in the biological sciences. The motivation
is not only scientific as in the industrial nations cancer has now mo-
ved from seventh to second place in the league table of fatal diseases,
being surpassed only by cardiovascular diseases.” (“El modelado de
cdncer, a lo largo de los afios, crecido enormemente como uno de los temas
mds desafiantes relacionados con la matemdtica aplicada y la investigacion
activa en las ciencias bioldgicas. La motivacion no es solo cientifica como
en las naciones industrializadas el cdncer se ha trasladado del séptimo al se-
gundo lugar en la tabla de clasificacion de las enfermedades fatales, siendo
superada sélo por las enfermedades cardiovasculares”).

Utilizamos en este trabajo el andlisis matemdtico propuesto por Ga-
tenby y Gawlinski [18] que apoya la hipétesis de la invasion mediante
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acido, la cual se modela mateméticamente como un sistema de EDP
de reaccién-difusion en la escala de los tejidos, que describe la dis-
tribucién espacial y evolucién temporal de tejido tumoral, el tejido
normal, y el exceso de concentracién de iones HT.

El modelo predice un gradiente de pH que se extiende desde la
interfaz del tumor-huésped. El efecto de los parametros biolégicos
criticos para el control de esta transicién es verificado por observacio-
nes experimentales y clinicas [25].

En [18] el modelo de invasién tumoral propuesto por los autores
intenta encontrar un mecanismo comun subyacente por el cual los
canceres primarios y metastasicos invaden y destruyen los tejidos nor-
males. No se modelan los cambios genéticos que dan lugar a la trans-
formacién ni buscan entender las causas de estos cambios. Del mismo
modo, no intentan modelar las caracteristicas morfolégicas a gran es-
cala de tumores, tales como la necrosis central. Se concentran en las
interacciones de la poblacién a escala microscépica que se producen
en la interfase tumor-huésped, basdndose en que estos procesos influ-
yen fuertemente en las manifestaciones clinicamente significativas de
cancer invasivo.

Especificamente, los autores plantean la hipétesis de que la rever-
siéon inducida por la transformacién de tejido neoplasico a las vias
metabolicas glucoliticas primitivas, con aumento resultante de la pro-
duccién de acido y la difusién del dcido en el tejido sano circundante,
crea un microambiente peritumoral en el que las células tumorales
sobreviven y proliferan, mientras que las células normales no. La se-
cuencia temporal es: (a) alta concentracion de iones H' en los tumo-
res se extiende, por difusién quimica, como un gradiente en el tejido
normal adyacente y la exposicion de estas células normales a pH in-
tersticial tumoral; (b) las células normales inmediatamente adyacen-
tes al borde del tumor son incapaces de sobrevivir en este ambiente
créonicamente acido, y (c) la pérdida progresiva de capas de células
normales en la interfase tumor-huésped facilita la invasién tumoral.
Los elementos clave de este mecanismo de invasién tumoral son ba-
jo pH intersticial de los tumores debido a un metabolismo primitivo
y reduccién de la viabilidad de tejido normal en un entorno de pH
favorable para el tejido tumoral.

Estas ecuaciones del modelo dependen sélo de un pequefio ntme-
ro de parametros celulares y subcelulares. El andlisis de las ecuacio-
nes muestra que el modelo predice una transformacién de un tumor
benigno a uno que es agresivamente invasivo, mediante una combi-
nacién de los pardmetros del modelo.

La dindmica y la estructura de la interfaz de tumor-huésped en los
canceres invasivos se muestran controlando los mismos pardmetros
biolégicos que generan la transformacién de crecimiento benigno a
maligno. Un espacio intersticial hipocelular (gap), como se puede ver
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en la figura 5 [18, Figure 4a], se puede producir en algunos tipos de
cancer.

Figura 5: Una microfotografia de la interfaz tumor-huésped de carcinomas
de célula humanas de la cabeza y el cuello [18].

En este problema se estima el pardmetro que representa la influen-
cia destructiva del exceso de iones H' en el tejido sano. Mediante la
técnica fluorescence ratio imaging microscopy, es posible obtener datos
sobre la concentracién de iones hidrégeno [25].

El modelo matematico de interfase tumor-huésped basado en la
hipétesis de invasién mediante acidificacion del medio esta dada por
las siguientes EDP:

ON; N;
? = T N] (] K] ) d] LN1, (1.2.1)
aNz . NZ . NI
Tl 12N> (1 K2> + div <DN2 (1 K1> VNZ) ,(1.2.2)
oL
T 3N —d3zL + DN, AL, (1.2.3)

donde las variables estdn en el dominio Q x [0, T]. Estas ecuaciones
determinan la distribucién espacial y la evolucién temporal de las
tres “especies” que intervienen: Nj(x, t), la densidad del tejido sano;
N2 (x,t), la densidad de tejido neoplasico; y L(x,t), el exceso de con-
traccién de iones HT. Las unidades de N7 y N3 son células/cm3 y el
exceso de concentracién de iones H estd expresada en mol (M), x y
t son la posicion (en cm) y el tiempo (en segundos), respectivamente.

Al igual que en el problema anterior definimos un funcional | que
representa la diferencia entre la solucién L de (5.1.1)-(5.1.3) y el ex-
ceso de concentracion de iones H* obtenidos mediante la técnica de
“fluorescence ratio imaging microscopy”.

En el Capitulo 5 se resuelve este problema para el caso unidimen-
sional y el caso bidimensional. Los resultados obtenidos se pueden
ver en [32, 31].






METODOS DE MINIMIZACION

INTRODUCCION

Es preciso destacar que la obtenciéon de los parametros por medio
de la minimizacién de la funcién objetivo ] es en general un proceso
iterativo que requiere el valor de la derivada J'. Se sabe [28] que los
algoritmos basados en métodos tipo gradiente requieren evaluar el
gradiente del funcional. Una de las ventajas mds importantes de eva-
luar el gradiente mediante el método adjunto es que requiere resolver
el problema directo y adjunto sélo una vez por cada iteracién, inde-
pendientemente del niimero de variables de inversién. Este método
es menos costoso (en términos computacionales) que el enfoque de
sensibilidad [20] en el cual el problema directo se resuelve muchas
veces por iteracion.

2.1 PRELIMINARES

DEFINICION 1 Sea ] : U C X +— Y un operador entre espacios de Banach
YXyU#£0

» ] se dice Direccionalmente Diferenciable en x € U si el limite

DJ(x)(d) = lim J(x+td) —J(x)

t—0+ t

ey

existe para todo d € X. En este caso, DJ(x)(d) se llama Derivada
Direccional de ] en x en la direccion d

» | se llama Gateaux Diferenciable en x € U si | es direccionalemte
diferenciable en x y su derivada direccional J' : d — DJ(x)(d) € Y es
acotada y lineal.

» ] se dice Fréchet Diferenciable en x € U si ] es Gateaux diferenciable
en x y se verifica que

Jx+d) =T =] (x)d]ly =o(lld[x)  Vld[x =0

» Si ] es Direccionalmente, Giteaux 6 Fréchet Diferenciable para todo
x € V, V C U abierto, entonces diremos que ] es Direccionalmente,
Gateaux 6 Fréchet Diferenciable en V, respectivamente.

Mas definiciones y algunas propiedades pueden hallarse en [20]
PP- 50-51.

Por dltimo enunciamos el teorema de la funcion implicita, al cual
haremos referencia en la préxima seccion.
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Teorema 2.1.1 Sean X, Y y Z espacios de Banach y sea | : G — Z conti-
nuemante Fréchet diferenciable, con G C X x Y abierto. Sea (X,7) € G tal
que J(X,9) =0y Jy(X,§) es lineal y acotado con inversa acotada.

Entonces existe una vecindad Ux (x) x Uy(§) C G de (X,§) y una tinica
funcién continua w : Ux(X) — Y tal que

1. w(®) =1,

2. para todo x € Ux(X) existe un tinicoy € Uy(q) tal que J(x,y) =0,
cony = w(x).

Es mds, el mapeo w : Ux(X) — Y es continuametne Fréchet diferenciable
con derivada

w’(x) = Jy (x, w(x)) " T x, wix)).

Una prueba de este teorema puede hallarse en [38], teorema 4.B.

2.2 OPTIMIZACION
Consideramos un problema de optimizacion

minimizar J(u,p),
wp

sujetoa E(u,p) =0, (2.2.1)

p e U.q C U
donde J : YxU — R es la funcién objetivo, E : Y xU — W es
una ecuacion en derivadas parciales (EDP), Y, U, W son espacios de
Banach.

La existencia de solucién del problema (2.2.1) puede garantizarse
si se cumplen las siguiente hipétesis, segtin [11, 21, 20]:

Hi1) Ugq es un subconjunto de U no vacio, cerrado y convexo.
H2) ] y E son funciones continuamente Fréchet diferenciables.

H3) Para cada p € Ugq existe una tinica solucién u(p) € Y tal que
E(u,p) = 0. Por lo tanto, existe un dnico operador solucién
p € Ugqa — ulp) €Y.

Hj) La derivada %(u(p),p) : Y — W es un operador lineal continuo
y es continuamente invertible para todo p € Ugq.

Por la hipétesis (H3), podemos considerar el Problema Reducido:

minimizar J(p) = J(u(p),p)
P (2.2.2)

sujetoa p € Ugg,

donde u(p) es dada como solucién de E(u(p),p) =0.
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Para hallar un minimo de la funcién continuamente diferenciable
], es necesario calcular la derivada del problema reducido. Entonces,
vamos a mostrar el procedimiento para obtener J’ usando el método
adjunto. Ya que

T uip)p)+ 2

J'(p) = (W (p) ™ o

(u(p),p), (2.2.3)
consideramos ¢ € V x Z como la solucién del llamado problema ad-
junto:

ou u

0 oE *
o ulp) )+ (S p)) c=o, (229
donde (%(u,p))* es el operador adjunto de %(u,p). Notemos que
cada término en (2.2.4) es un elemento del espacio V*.

Una ecuacion para la derivada u'(p) es obtenida derivando la ecua-
cién E(u(p), p) = 0 con respecto a p:

OF . OF
a(u(p),p)u (p) + o

donde 0 es el vector nulo de V* x Z*.
Usando (2.2.3) y el teorema de la funcién inversa, obtenemos:

« 0] a]
E(U(P)IP) + %

(u(p),p) =0, (2.2.5)

J'p) = (Wp) (u(p),p)

=~ (SueLn) (Goamun) Lwm)p 5wy

ou op
_ (% LY
— (ap(u(p),p)) C+ap(u(p),p),

en donde en la segunda ecuacién usamos (2.2.5) y para la tltima
ecuacién usamos (2.2.4). Entonces:

1) = g ulp) )+ (5o ulphp)) C (226)

Notemos que a fin de obtener ] ’(p) primero necesitamos calcular
u(p) resolviendo el problema directo, seguido del calculo de ¢ re-
solviendo el problema adjunto. Para calcular el segundo término de
(2.2.6) no es necesario obtener el adjunto de S—E (u(p), p) so6lo su accién
sobre (.

Teorema 2.2.1 Sea (u*,p*) una solucion local de (2.2.1), y supongamos
que se cumplen las hipétesis (H1)-(Hg). Entonces

E(u*,p*)

Eu (', p*) 0+ Ju(u', p7)

(Ep(u™, p) ¢+ Jp(u, ™), p— p*>u*,u

0, enW, (2.2.7)
0, enY*, (2.2.8)
0, VpeUgq.(22.9)

WV

11
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Las tres ecuaciones anteriores tienen nombre: (2.2.7) se llama Problema
Directo; (2.2.8), Problema Adjunto; (2.2.9), Condicién de Optimalidad. El
sistema (2.2.7)-(2.2.9) se conoce como Sistema de Optimalidad. Dem:
[21] pp 18.

2.3 MINIMIZACION

Ahora nos concentraremos en los métodos usados para minimizar
el funcional. Esta secciéon se divide en dos partes, en la primera se
presentan los métodos para minimizar funciones en una variable y
en la segunda los que corresponden a varias variables.

2.4 BUSQUEDA LINEAL.

En esta seccién asumimos que ya tenemos la direccion de descenso
d € R™ y nuestro objetivo es hallar una buena longitud del paso t.
Por lo tanto vamos a suponer que queremos minimizar la funcién

t s () = J(x +td)

Vamos a suponer que no tenemos una expresion analitica para f. En
las siguiente secciones veremos dos métodos para hallar una longitud
del paso t adecuada.

2.4.1  Regla de Armijo.

Uno de los principales criterios para la busqueda lineal es que el
decrecimiento de la funcién f sea, al menos, del mismo orden que el
decrecimiento esperado. El decrecimiento esperado para el pasot > 0
esta dado por la derivada de f en cero, f'(0), multiplicada por t. Por
lo tanto tenemos que considerar un tamafio de paso demasiado largo,
si la diferencia f(t) — f(0) es mucho mds grande que tf’(0) (notemos
que asumimos que f’(0) es negativa).

En la practica, esto significa que tomamos algin 0 < m; < 1y
decimos que el paso t es muy largo si

f(t) > f(0) +mytf’(0). (2.4.1)

La condicién (2.4.1) se llama Regla de Armijo. En la figura 6 se ve
una ilustracién de este caso. El algoritmo 1 resume esta regla.

Usar la regla de Armijo puede ser peligroso, porque nunca declara
un tamafio de paso lo suficientemente pequefio. Por lo tanto un buen
tamafio inicial para t (lo que significa: suficientemente grande) es
extremadamente importante. Tipicamente se elije t = 1. Sin embargo,
esto funciona si sabemos como se comporta la funcién a minimizar.

Por otro lado, aunque la teorfa indica tomar 0 < m; < 1, esto no
siempre es efectivo. En efecto, basta tomar f(x) = ax? +bx + ¢, con
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£ (0)e1f (0) L [O)mf (o)
t tr t ! ty >
—_— —
Figura 6: Bisqueda lineal de Armijo.
a >0y b < 0; claramente f alcanza su minimo en X = —2%, pero

f(x) = %ib +cy f(0) + myxf’(0) = ¢+ myXb y para que la solucién
exacta sea aceptada f(x) < f(0) + mxf’(0), es decir que m; < % Por

lo tanto se aconseja tomar 0 < m; < %

Algoritmo 1 Regla de Armijo.
Entrada: tomart >0y 0<my <1;
Salida: t
1: mientras f(t) > f(0) + m;tf’(0) hacer
2:  reducir la longitud del paso t;
3: fin mientras

2.4.2 Regla de Wolfe.

La regla de Armijo estd basada en aceptar la longitud del paso
sOlo teniendo en cuenta la diferencia entre los valores funcionales
f(0) y f(t) y el valor de f’(0). La regla de Wolfe, ademds, considera
el valor de f’(t). Mdas precisamente, se declara el paso t muy chico si
f’'(t) < m2f’(0), donde m, es mayor que la constante m; de la regla
de Armijo pero menor que 1.

Por lo tanto hay que elegir dos niimeros 0 < m; < m, < 1 tal que

» t es muy grande si f(t) > f(0) + mqtf’(0),

= t es muy pequefio si f(t) < f(0) + mytf’(0) y f'(t) < maf’(0),

13
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“f(0)+ ' (0)

-

>
¥/
=
Y
B

Figura 7: Basqueda lineal de Wolfe.

En la figura (7) se muestra una interpretacion de dicha regla. En el
algoritmo (2) se resume ésta regla.

La principal diferencia entre la basqueda lineal de Wolfe y las otras
reglas es el uso de la derivada de f. Usando esta informacién adi-
cional se obtienen mejores resultados. Si el calculo de f’ es costoso,
computacionalmente, es preferible aplicar la regla de Goldstein y Pri-
ce, a fin de mejorar la btisqueda lineal. Por otro lado la busqueda
lineal de Wolfe es adecuada para los métodos Quasi-Newton.

2.5 METODOS DE ORDEN SUPERIOR.

La idea del método de Newton es aproximar la funcién costo ]
mediante una funcién cuadrética y luego minimizar de forma exacta
la funcién cuadratica.

Sea ] € C*(R™) y x € R™, entonces el desarrollo de Taylor de ]
alrededor de x esta dado por

Tt d) = T+ VT(x) - d+ g Hy(x)d- d 4 of|d),

donde Hj es la matriz Hessiana de J. Por lo tanto el mapeo

de—J(x)+VJ(x)-d+ %Hj(x)d- d,

es una buena aproximacién de ] en x. A fin de minimizar ésta aproxi-
macién calculamos el cero de su gradiente, el cual estd dado por

d — VJ(x) + Hj(x)d.
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Algoritmo 2 Regla de Wolfe.
Entrada: t; =0y Tr = oo, fijar 0 < m; < m, < 1y tomar un valor
inicial t como rechazado.
Salida: t
1: mientras t es rechazado hacer
si f(t) > f(0) + m;tf’(0) entonces
tr <+t
tomar t € (tr, tg)
si no
si f/(t) < myf’(0) entonces
tr «t
tomar t € (tr, tg)
si no
declarar t aceptado
11 fin si
12: fin si
13: fin mientras

e XN v B W N

=
e

Entonces los puntos estacionarios d satisfacen la ecuaciéon
H; (x)d = —VJ(x) (2.5.1)

El método de Newton bdsico usa el vector d para definir la nueva
iteracion.

Si se quiere hallar un minimo de la aproximacién cuadrética de
J, entonces Hj(x) deberia ser definida positiva, por lo tanto ] seria
convexa, por lo tanto uno puede decir que el método de Newton
tiene sentido cuando la funcién a minimizar es convexa. En el caso
en que ] no sea estrictamente convexa, entonces H; (x) no es definida
positiva, por lo tanto la ecuacién (2.5.1) no va a estar bien definida y
entonces se va a generar error numerico.

Otro problema del método de Newton es que si n es grande, no
es conveniente resolver la ecuacién (2.5.1) para hallar la direcciéon de
descenso d.

2.5.1 Métodos Quasi-Newton

Supongamos que aproximamos la funcién ] mediante Js, en una
vecindad de x* mediante la funcién cuadrética

Js(xk +d) ~ J(x*) + <VT(xk), d> + %dTMkd (2.5.2)

y definimos la direcciéon de btsqueda d* como el minimizador de la
funcién Js, la cual la podemos calcular resolviendo:

M*d = —V](x¥).

Esta aproximacion tiene sentido si se satisfacen las siguientes hipoéte-
sis.

15
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» La matriz M¥ es simétrica y definida positiva para todo k.

» La ecuacién M*d = —VJ(x¥), puede resolverse sin mucho costo
computacional.

= La matriz M* aproxima, en algin sentido, a la matriz Hessiana
HT(xk), si no no podemos asegurar una buena velocidad de
convergencia.

Notemos que si M* es definida positiva entonces podemos garan-
tizar que

(V](x*),d*) = —(V](x*), (M*)7TV](x9) <o,

es decir que d* es una direccién de descenso.

Algoritmo 3 Algoritmo Cuasi-Newton.

Entrada: Dar una estimacion inicial x° del parametro.

Salida: x*
1: Definir k = 0, Wk = 1d
2: mientras No se cumpla la ecuacién 2.5.3 0 k < Kpax hacer
3. Calcular d* € R™, solucién de

d* = —WkVj(x*).

4 Hallar t* aplicando alguna busqueda lineal a

f(t) = J(x* +td¥)

Definir x¥+1 = xk + tkdk

5:
6:  Calcular la correccién BX.
7. Definir Wk = Wk 4 B,
8: k=k-+1.
o: fin mientras

100 x* =xk

Mejor que aproximar la matriz Hessiana de ] y luego invertirla es,
directamente, aproximar la inversa de la matriz Hessiana de ], la cual
la denotaremos por W. Entonces en vez de resolver un sistema lineal
en cada iteracioén, calculamos un producto matriz-vector. Adicional-
mente la aproximacion W**! de Hj(xk)_1 se construye inductiva-
mente a partir de WX sumando un término de correccién B, el cual
s6lo usa informacién de la iteracion k y k — 1. Es mds, uno usualmente
requiere que la matriz W**! satisfaga la ecuacion secante

Wk+] (VT(Xk+1 ) _ VT(Xk)) — Xk+1 —Xk,

lo cual le da a la matiz W**! una idea de inversa de la Hessina de J.
El algoritmo 3 resume este método.
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Verificar (2.2.9) para el caso en que Uqq = [, u] C R™, consideran-
do los errores de redondeo, es equivalente a verificar

|x* — max{l, min{x* — J'(x*), u}}|| < TOL. (2.5.3)

Por lo tanto 2.5.3 es la condicién que verificaremos en los algoritmos
computacionales.

Los métodos mas importantes para el calculo de la actualizacién B*
fueron hechos por Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno, y Davidon,
Fletcher y Powell. El algoritmo 4 muestra el método desarrollado por
Davidon, Fletcher y Powell, conocido como DFP.

Algoritmo 4 Método DFP.

1. Definir sk ;= x**t1 —xk,

2: Definir y* := VJ(x**1) — V] (x¥).
3: Definir

KT Wksk(Sk)TWk

(sk, Wksk)

<

»
=~

~

El método desarrollado por Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno
(BFGS), es equivalente al anterior, s6lo que cambia la definicién de
B por

Bk _ _Sk(yk)TWk+kak(Sk)T N (] N <yk’kak>> Sk(Sk)T

{y¥, s¥) {y¥,s) /) {y¥, s¥)
Se puede probar que la combinacién de DFP con la regla de Wolfe
es la més eficiente.

2.5.2 Regiones de Confianza

La idea del método de Regiones de Confianza (TRM) es aproximar
la funcién ] en un entorno del punto x*, mediante una aproximacién
de la J5 de ] y minimizar este modelo en una bola de radio t* > 0y
centro x¥. El radio t* es tomado de modo que la aproximacion J5 sea
una buena aproximacién de J sobre esa bola. Es decir que se busca
un conjunto donde el modelo Js es una descripcion valida de ] y se
calcula el minimizador exacto de J5 en la region de confianza.

Notemos que el método de maximo descenso junto con una btsque-
da lineal puede ser visto como un método de regiones de confianza:
Consideremos la aproximacién de ] en un entorno de de x por medio
de la funcion afin

d Js(x+d) :=TJ(x)+(V](x),d).
La minimizacién de J5 sobre una bola de radio t centrada en x es:

V()
19701

d:=argmin {J(x) + (V]J(x),d) : d e R"™, ||d]| <t} =—t

17
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Es decir, que obtenemos el método de maximo descenso con paso t.
Ahora recordemos que uno de los criterios para la eleccién del tama-
fo del paso es la regla de Armijo (2.4.1), la cual rechaza el tamafio
del paso si el descenso predicho de la funcién costo es menor que
la disminucion real. Esta diferencia entre la prediccién y la realidad
indica que el modelo elegido no es una buena aproximacién para un
punto que estd a distancia t de x. Por lo tanto los algoritmos de bs-
queda lineal pueden ser interpretados como test de validacién para
la aproximacion afin

Jx+td) =~ J(x) +t (V](x),d).

Usualmente el método de regiones de confianza no funciona con apro-
ximaciones lineales, sino més bien con aproximaciones cuadréticas.
Es por ello que se usa la aproximacién

Jix+td) =~ Js(x+td) :

J(x) +(V](x),d) + %dTHj(x)d. (2.5.4)

Con esta aproximacién, una iteraciéon del método luce de la siguien-
te manera:

1. Calcular el minimizador d de la aproximacion Js de ] definida
en (2.5.4) sujeto a la restricciéon ||d|| < t.

2. Calcular el valor de la aproximacién y de la actualizacién real,

Als = Tsbet d)—Tsbx) = (VI0x),d) + 7d"Hy (04,

A] = Jx+d) —J(x).

3. Si el tamafio de la actualizacién actual AJ no es mucho mas
grande que la prediccién actual Ajs, definir una nueva iteracién
como x + d. Sino volver al punto x anterior y disminuir el valor
del radio t de la regién de confianza.

Imitando la regla de Armijo, usualmente se rechaza la actualizacién
si A] > mAJs, donde 0 < m < 1 es alguna constante definida a
priori (notemos que AJ s va a ser negativa, salvo que x minimice Js). A
diferencia del método de méximo descenso combinado con busqueda
lineal, donde el célculo de la direccién se hace de forma separada del
calculo de la longitud del paso, aqui los dos célculos son hechos en la
misma iteracion, pero no necesariamente se actualiza x en cada paso.

Si uno usa solamente el paso descripto antes, el algoritmo no es
muy eficiente, como la longitud del paso t es s6lo aceptada cuando
decrece y nunca cuando crece. En la practica, uno usualmente incre-
menta el tamafio de la regién de confianza cada vez que una etapa
de actualizacién d se considera aceptable. Ademads uno incrementa y
decrementa el radio t segtin un factor fijo. El método se resume en el
algoritmo 5
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Algoritmo 5 Método TRM.

Entrada: Una aproximacion xini; un radio tini de la regioén inicial;

pardmetros0 <m <1y 0<a; <1<aj.

Salida: x*

1: Definir x

Vi=xini, T i=ting, k=1

2: mientras El criterio de parada 2.5.3 no se cumpla hacer

3:

10:
118

12:

Calcular
N 1
d* := argmin {(w(xk), d) + Ea‘lTHT(xk)d :ld]| < tk};

Calcular

AF =

J(x* +d) —J(x*) _
(VI(x¥k), d*) + 3 (d*) THj(xk)d*’

si AK > m entonces
definir x*t71 := xk 4 dk;

definir t*t! ;= a,tk;
si no

definir x**1 := xk;

definir t*t! .= a;tk;
fin si
k=k+1

13: fin mientras

14: X¥ =x

k

19
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2.6 CASO PARTICULAR

En este trabajo se minimizan funciones cuadréaticas con restriccio-
nes de caja, es decir Uqq = [l,u] C RR. Por lo tanto en la bisqueda
lineal 2.4.1 y/0 2.4.2, en lugar de minimizar f se minimiza

f(x) + pl| max{ly — x, O}||2 + p|| max{x —ub,O}Hz,

donde p es una constante grande dada.

Ademas, si se verifica que x nunca asume los valores ly, y uy, enton-
ces se puede probar que la ecuacién (2.2.9) se verifica con igualdad,
lo que implica que J’ = 0.

En los casos con restricciones de desigualdad, el método Quasi-
Newton 2.5.1 se conoce como Programacién Cuadrética Secuencial

(SQP).



SOLUCIONES DE EDP

En este capitulo se presentan las herramientas matemaéticas necesa-
rias para resolver, de forma eficiente, las ecuaciones diferenciales que
son restricciones del problema de minimizacién.

Como usamos el Método de Elementos Finitos, para resolver estas
ecuaciones, primero se hace un repaso sobre los espacios funcionales
necesarios para aplicar dicho método y luego su implementacién. Por
altimo se presenta el Método de Elementos Finitos para ecuaciones pa-
rabdlicas y los métodos computacionales utilizados para resolverlas.

3.1 ESPACIOS DE SOBOLEV

En esta seccién introduciremos la idea de Espacios de Sobolev. Para
ello denotaremos con C€X(Q) al conjunto de las funciones infinita-
mente diferenciables ¢ : ) — IR, con soporte compacto en (). A estas
funciones las llamaremos Funciones Test.

Diremos que & € Z™ es un multi-indice de orden k si cumple que

. OCZ(OC],(XZ,"' rcxﬂ)ycxi 2011.':1/2/"'/11/
" =1+ + o =K
Dado O € R™, denotamos por D* a:

0% o

D% = - ...°%
¢ oxy! oxm

¢

Denotaremos con LP al espacio vectorial normado, que consiste de
todas las funciones medibles en el sentido de Lebesgue, tal que su

medida es finita. Es decir
1
P
<J Ivlpdx> < oo} )
Q

Y denotaremos por LY, al conjunto de funciones medibles en el sen-

tido de Lebesgue, que son localmente integrables. Es decir

LP(Q) = {v : Q — R medible

L{OC(Q) ={v:Q — Rmedible | v[x € L;(K)VK € Q, K compacto}

DEFINICION 2 Sean w,v € L] (Q) y o un multi-indice. Decimos que v es

la «-ésima derivada débil de u, si

jQuD“¢dx:(—1ﬂ“J vodx.

[0}

para toda funcion test ¢ € C(Q).
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Dado 1 < p < oo y k un entero no negativo, definimos el espa-
cio de funciones medibles en el sentido de Lebesgue, tales que sus
derivadas, en sentido débil y para varios ordenes, estd en LP.

DerINICION 3 El Espacio de Sobolev WP (Q) consiste de todas las
funciones medibles en el sentido de Lebesgue u : Q) — IR tales que para cada
multi-indice o, con || < k, D% existe en sentido débil y ademds estd en
LP(Q), ie:

WEP(Q)={u:Q— R|D*uelP Va<k}.
Si p = 2 escribimos
H*(Q) = W2 (Q).

DEFINICION 4 Siu € W*P(Q), definimos su Norma como:

Z J |D*u|Pdx sil<p<oo
[wlvorr (@) = o<k €2
Z esssup [D*ul sip = oo.
lal<k @
DEFINICION 5 Denotaremos por
WP (Q)
a la clausura de CX(Q) en WP (Q).

Para el caso en que p = 2 escribimos

HE(Q) = W2 (Q).

3.1.1  Espacio de Sobolev para EDP parabdlicas

Vamos a presentar la teoria de otro tipo de espacio de Sobolev
para EDP parabdlicas. En este caso son las funciones que mapean
el tiempo en espacios de Banach. Estos espacios son esenciales para
la construccién de la solucién débil para problemas parabdlicos en
derivadas parciales.

Denotaremos por X a un espacio de Banach real, con norma || - ||.

DEFINICION 6 El espacio
LP(0, T;X)

consiste de todas las funciones medibles u : [0, T] — X con

1

T P
wlle o, 1x) = (L \u(t)llpdt> < 00,

sil<p<oovy

lul[te(0,m:x) = ess sup [[u(t)]| < oco.
0<t<T
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DEFINICION 7 Sea w € LP(0,T;X). Decimos que v € LP(0,T;X) es la
derivada débil de \, y la denotaremos por u' = v, si

T T
J cb’(t)u(t)dt:—J d(t)v(t)dt

0

para todo funcion escalar ¢ € € (0, T).
DEFINICION 8 » El espacio de Sobolev
WP (0,T;X)

consiste de todas las funciones uw € LP (0, T;X), tal que v’ existe en
sentido débil y u’ € LP (0, T; X). A este espacio le asignamos la norma:

T P
ullwieo,mx) = (L u(®)[[P + \u’(t)\pdt> < o0,

sil<p<ooy

[ulwise(o,1:x) = €ss sup ([[u(t)]|+ [[u'(t)]]) < oo.
0<t<T

» Escribimos H' (0, T; X) = W'2(0, T; X).

3.2 FORMULACION VARIACIONAL

Supongamos que queremos resolver

Zu = —div(DVu)+b-Vu+cu = f en Q, (3.2.1)

u = up enlyp, (3.2.2)
ZE = g enly, (323)

donde Q € R? y I'p UTy = 0Q. Consideramos que:
» D:Q ~ RR? es Lipchitz y simétrica definida positiva, tal que
a-(M[E]* <KME-E < ar(IE]%,
para todo & € R?2 yx e Q;
s be [L°(Q)]? tal que divb =o;
= ¢ € [*°(Q) no negativo, ¢ > 0 en Q;
n fe12(Q).

DEFINICION 9 Diremos que u es Solucién Clasica de (3.2.1)-(3.2.3), si
ueC(Q)ue) y ademds u verifica (3.2.1)-(3.2.3).
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3.2.1  Formulacién de Galerkin

Consideremos D € H'(Q) yVv=u—up, entoncesv=0en 'py
ademas, sustituyendo u = v+ up en (3.2.1)-(3.2.3), resulta:

—div(DV(v+up))+b-Viv+up)+cu = f enQ, (3.2.4)
v = 0 enlp, (3.2.5)
o(v+up)

DT = g enly, (3.2.6)

por lo tanto obtenemos un problema equivalente a (3.2.1)-(3.2.3), pero
con condicién de borde nula en la frontera de Dirichlet.

Supongamos que u es solucién clasica de (3.2.4)-(3.2.6) y sea ¢ €
Cloc(Q)

loc

JQ —div(DV(v+up))d+b-V(v+up)p +c(v+up)p —f(x)p =0,
aplicando la férmula de Green

JQDVv-VdH—b-Vvd)—i—cvd)

= | e+ | 1o | DVup Voo Tung+eund
50 01 Q Q

= —J DVuD-VdD—Fb-VuDd)—i-cuDd)—i-J
Q

BN

g¢ds—J fx)d

Q

Estas tltimas integrales tienen sentido si u € H},(Q), donde

HL, (Q) = {we H'(Q)tqw =0en Tp}.

DEFINICION 10 Decimos que v € H}D(Q) es Soluciéon Débil de (3.2.4)-
(3.2.6), si verifica

J kVv-Vd +b-Vvd + cvd (3.2.7)
Q
= —J f(x)d)—J kVu@-VdH—b-VuDd)JrcchlH—J gbds
Q Q

'

para toda ¢ € C . (Q)

loc

Por completitud se puede tomar ¢ € HI,(Q). Para obtener 1, solucién
de (3.2.1)-(3.2.3), basta tomaru=ve Qyu=up € I'p.

Para simplificar la notacién consideramos up =0, V = H%(Q) y
una forma bilineal Ben V x V

Bv,d) = L} DVv-Vb+b-Vvd +cvd
= (DVv,Vd)+ (b-Vv,d)+ (cv, D), (3.2.8)
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donde (-,-) = (-, ")12(q)12(q); Y una forma lineal

Flo) = JQf(x)er gbds
= (f(x),d)+ (g, d)r, (3-2.9)

con (-, )p = | r, 9¢ds, por lo tanto (3.2.7) puede escribirse como

B(v,d) = F(d), Vb e V. (3.2.10)

Sean u,v € L?(Q), usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se
puede probar la Continuidad de B

B(w,v)l < Colfullvvilv, (3.2.11)

donde Cg depende solamente de los datos. Combinando la desigual-
dad de Poincaré y usando que divb = 0, obtenemos la Coercitividad
enV

Bv,v) > J a_|[VvP2 +cv? > ¢ Hv”%,, (3.2.12)
Q

donde cg depende sélo del dato. La forma bilineal B induce una
Norma Energética

IVl =Bv,v)'2,  WweV.

La existencia y unicidad de la solucién de este problema resulta del
teorema de Lax-Milgram.

Consideremos un subespacio de dimensioén finita Vi, de V, de di-
mensién N. Entonces, el problema:

Hallar up, € Vi, tal que

B(up, dn) =F(dn) Von eV (3-2.13)

se conoce como Método de Galerkin.

Restando (3.2.13) a (3.2.10) obtenemos la propiedad conocida como
Ortogonalidad de Galerkin

B(v—un, én) =0 Vén € Vr

propiedad fundamental para el error a posteriori, la cual no es vélida
para diferencias finitas.

Considero up(x) = Z}; wm;(x) y dn(x) = Y i cini(x), enton-
ces, remplazando en (3.2.13):

B (Z ujT]j(X),ZCmi(X)) =F (Z Ciﬂi(X)) , Vi
=1 iz iz
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coni=1,...,n, usando que B es bilineal y F lineal
mn

1

ci) wBmix),mix) =) aFmix), Ve
=1 o1

1

n

D e | D B M), mix) —Fmi(x)) | =0, Vi

i=1 j=1

O, equivalentemente:

n
ZW‘B (mjmi) =FMmi) 1<i<n,
j=1

3.3 EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

El Método de Elementos Finitos (FEM) es un proceso especifico
de construccién de un subespacio Vi, el cual llamaremos Espacio de
Elementos Finitos. Su construccion estd caracterizada por tres aspectos
fundamentales:

1. FEM 1: El Dominio: se considera una particiéon Ty, del dominio
Q, compuesta de elementos que denotaremos por K, tal que:

ﬂ) Q = UKEThK
b) K=KyK°#0
c) KiNKy =0sii#]
d) 8Kj es Lipschitz continua
2. FEM 2: El espacio Px , con K € T, son polinomios de grado p
a) son la clave para todos los resultados de convergencia y
b) son simples de calcular.
3. FEM 3: Existe al menos una base candnica en el espacio Vy, cu-

yas correspondientes funciones base tienen los soportes “peque-
nos”, las cuales son féciles de describir.

Para resolver un problema de EDP usando FEM:

» FEM 1: Consideramos una particién Ty de tridngulos que cum-

plan
hl < ’Y'
px

pues se puede demostrar que, para 1 € H!
hy
|'LL— 'LLh| < C7|'LL|,
Px

donde hy es el didmetro de Ky pk es el supremo de los didme-
tros de los circulos inscriptos en K, ver figura 8.
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Figura 8: Radio del circulo inscripto y del circulo circunscripto sobre el trian-
gulo K, px y hg, respectivamente.

Figura 9: Funcién base n; sobre un dominio Q

= FEM 2: Tomamos polinomios lineales, es decir p = 1.
= FEM 3: n;(vj) = 8y con v; los vértices de los tridngulos T.

Las Funciones Base Usamos las ideas expuestas en [5]. En dicho
articulo se consideran funciones de base lineales, ver figura 9. Esta
caracteristica simplifica considerablemente los cdlculos computacio-
nales para el armado de las matrices base, asi como los aspectos ma-
temaéticos del calculo del error a priori.

Los detalles correspondientes a esta seccion estdn en el apéndice
B.1.

3.3.1 Andlisis del Error

Ahora vamos a estimar el error u—uy, en la norma energética de V.
Hay dos tipos de estimaciones dependientes de la solucién continua
u o de la solucién discreta uy,; ambas estan relacionadas. La primera
se conoce como error a priori y la segunda como error a posteriori.
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LEMA 1 Estimacion del error a priori: Sean cy, < Cp las constantes de
(3.2.11) y (3.2.12), respectivamente. Entonces

Co .
0 vy < =y < 22 inf Ju—vlv. (3:31)
Esto dice que la solucién dada por FEM es la mejor aproximacién
en Vi a uen lanorma de V.
La informacién cuantitativa del error es fundamental para saber
si la discretizacion actual es suficiente para la tolerancia del error
deseada. Con este fin introducimos el residuo R(uy) € V*

<:R(uh)/v> = F(V) - B(uh/\)) Vv e V/ (332)

junto con su norma

IRy = sup Xl V)

U T il (3:33)

El residuo sélo depende del dato y de la solucién discreta uy. El
siguiente resultado muestra una simple relaciéon entre el residuo y el
error.

LeEma 2 Estimacién del error a posteriori: Sean cy, < Cg las constantes
de (3.2.11) y (3.2.12), respectivamente. Entonces

cellu—un|v < ve < Cpllu—unllv. (3-3.4)

Dado que la norma || - ||[v+ no se puede calcular de forma practica, es
necesario aproximar dicha cantidad.
3.3.1.1 Acotacion del error a posteriori

Sea Th una malla de O, sea Sy, el conjunto de las caras interiores
de la malla T}, ahora consideremos el residuo dado por

Rup) = — Zuy, = f+div(DVuy,) —b-Vuy, —cup,

haciendo integracién por partes a B(en, V), en = u—un en cada ele-
mento de T}, obtenemos la formula de representaciéon del error, dada

por
Blen,v) = (R(up),v)
= ZJRTuhV+ZJISuhV VVEV(335)

TeTH SeSH

donde el elemento residual Ry(uyn) y el residuo de salto Js(up) estan
definidos como

Rr(up) = f+div(K(Vup))—b-Vup—cun, T€ Ty (3.3.6)
Js(un) = —KVuivt —KVuyv™, S€SH (3.3.7)
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donde S es el lado comun entre los elementos T™ y T~ con normal
exterior unitaria vt y v—, respectivamente.
Para T € Ty el estimador del error nn(T), se define como

(2 = TR 122y + 3 1SHTs (w122 6.
EcoT

donde [T| es la medida del triangulo T.
Dado un subconjunto w C Q definimos el estimador del error
Nh(w)

TeTh,TeEw

Por lo tanto n, (Q) es el estimador residual del error de Q) con res-
pecto a la malla T},. Este estimador es el mds simple en la literatura,
pero no el més preciso.

3.4 ADAPTIVIDAD

A fin de no sobrecargar con indices y subindices, notamos a las
grillas T con Th,.

Dada una grilla 7, el proceso de adaptividad consiste en cuatro
pasos:

1. Resolver
2. Hstimar
3. Marcar
4. Refinar

El primer paso fue descripto anteriormente; en la seccién 3.3.1.1 se
muestra la forma de estimar el error; marcar consiste en decir, a partir
de la estimacion del error, qué elementos hay que refinar y por tltimo
de qué manera reducir el tamafio de los elementos.

Para realizar estos dos procedimientos, tanto analiticamente como
computacionalmente, se usaron las ideas de [12] y se acondiciona-
ron los c6digos computacionales para que puedan usarse en nuestro
codigo.

3.4.1  Marcar

Para marcar los elementos a refinar se consider¢ el algoritmo bulk.
Este algoritmo define un conjunto & C S que contiene las aristas que
verifican

D Mn(E)?>0) mn(S)?

Eeé Ses
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3 3
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________________ 1
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1 ¥ 2 1 L 4 2
Nuevo 1 Nuevo 1

Figura 10: Los refinamientos red, green y blue. Las lineas punteadas son las
nuevas aristas.

o contiene todas la aristas de los elementos marcados T € X C T que

satisfacen
D> nn(K)2=0) nn(T)2
KeX TeT

donde 8 es el conjunto de aristas Ty 0 € [0,1]. Es importante notar
que el conjunto € de aristas que es elegido mediante este procedi-
miento no es tnico.

3.4.2 Refinar

En este caso se uso el algoritmo RedGreenBlue.

Sobre un elemento T, el algoritmo bulk puede determinar que se
refinen 0, 1, 2 0 3 aristas, por lo tanto existen 4 posibilidades de refinar,
figura (10). Esto determina la nueva grilla Ty ey en la cual se resuelve,
nuevamente, el problema.

Las cuatro posibilidades de refinar son:

1. No hay aristas marcadas, no son refinados.
2. Elementos con una arista marcada se llaman green.

3. Elementos con dos aristas marcadas se llaman blue. Este caso se
divide en dos, como se ve en la figura 10.

4. Por ultimo, red es el caso de todas las aristas marcadas.
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3.5 ECUACIONES PARABOLICAS

Supongamos que queremos resolver

%—l: +Zuw) = f en Q x (0,T], (3.5.1)
u =0 en I'p x (0,Tl, (3-5.2)

kg;i =g en Iy x (0, T], (3-5:3)
u(x,0) = uo(x) enQ, (3-5-4)

con Z(u) = —div(D(Vu)) +b - Vu+ cu. La formulacién débil de este
problema es:

Hallar w € 12 (0, T; HL,(Q)) con 3% € 12 (o, T; (H1)" (Q)) tal
que:

» se verifica la ecuacion

JT<?)1L’¢>+JTB(L"¢) ZLT F(o), (35.5)

0 0
para toda ¢ € L2 (0, T; HL(Q)) ytodo 0 < t < T,

» y la condicién inicial u(-,0) = uo(-)

La forma bilineal B( -, -) y la lineal F( - ) son las definidas en (3.2.8)
y (3.2.9), respectivamente. Otras definiciones de Forma Débil o Super
Débil de este problema pueden hallarse en [17, 23].

A la hora de resolver numéricamente la dependencia temporal de
la funcién u hay varios métodos que se pueden emplear. El primero
que se presenta aqui es el “backward Euler”.

Consideremos una particién de [0, T] no necesariamente regular
O=to <t <--- <ty =T, definimos 7, = t, —tn_1, T= max{tn},
denotamos u™(x) = u(x, tn) y f*(x) = f(x, tn).

Remplazando esto en (3.5.1) obtenemos la siguiente aproximacion
para la derivada temporal de u en cierto intervalo de tiempo, digamos
(th—1,tnl:

ou u(x) —u™ 1 (x)

—(x,th) =
3¢ % tn) -

parate (th_1,tnl,n=1,--- ,N.
Entonces ahora, remplazando en (3.5.5), queremos resolver el pro-
blema:

n_ ,n—1
<”“,¢> BN, G) = FNG), Vo € Hh(Q) (3.56)

Tn

paratodon=1,---,N yconuO

U™, ) + T BU", d) = T FH(d) + (W1, b)), Vo € HL(Q) (3.5.7)

=1Up, O, equivalentemente
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paratodon =1,---,Ny con u® = 1. Ahora aplicamos las ideas de

FEM, para ello consideramos el subespacio Vy, € HL(Q) de dimen-
sioén finita m, y uy, € Vj, remplazando en (3.5.7) obtenemos:
Hallar u™ € V3,

(ufy, 1) + T B(uf, b1) = TaF (1) + (up ', b)), (3.5.8)

paratodon=1,---,Nyconu®

upl = > ", Ul'd;, obtenemos:
Hallar U™ € R™

= up. Si ahora hacemos el reemplazo

(U, &1) + TaBUl, di) = TaF () + (U, i), (3-5.9)

paratodon=1,---,N,i=1,--- ,my con u® = uy.

Otros métodos para resolver numéricamente la parte temporal de
la ecuacién parabdlica son el Esquema 0, con sus casos particulares:
Cranck-Nicholson y el Backward Euler, para ® = 1/2y 0 = 1, respectiva-
mente; y el Método de Galerkin Discontinuo. En [33] se puede consultar
sobre estos métodos.

3.6 METODO DE SEPARACION O SPLITING

Una técnica para resolver problemas multi-escala es usar el opera-
dor splitting, el cual es un ejemplo clasico de operador de descom-
posicién. Los operadores de descomposicién son, tal vez, una de las
técnicas mds usadas para resolver problemas multi-escala. La idea ge-
neral de estos operadores es descomponer el problema en dos nuevos
problemas. Este enfoque permite resolver con precisién problemas
multi-escala, como es el caso del capitulo 5, convierte un problema
altamente no lineal en uno no lineal y otro lineal.

El siguiente procedimiento se sigue de [16] seccién 2. Primero intro-
ducimos el Operador de Spliting Analitico y luego el Operador de Spliting
Multiescala.

3.6.1  Operador Spliting Analitico

En esta seccién nos concentramos en presentar y analizar el Ope-
rador de Spliting Analitico. Para ello introducimos una discretizacién
tedrica en la cual cada componente se resuelve de forma exacta. Con-
sideremos una particién de [0, T] no necesariamente regular 0 = to <
t1 < - <ty = Ty definimos Iy, = (tn—1,tml, Th = th —th_1,
T = max{t,} y denotamos u™(x) = u(x, tn,), entonces

th —t t—t,—
T (x) o+ — i (x) (3.6.1)
T T

u(x, t) ~

para tn_1 < t < tn, con los valores nodales u™(x) se obtiene los
nodos segtn el siguiente procedimiento.
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0 Atl 1 AIZ 2 AtB 3 Al4 4 Atﬁ 5
Diffusion Integration: | i i i i - i
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Figura 11: Discretizacion temporal del método spliting, arriba, anédlitico, aba-
jo, multiescala, [16, Section 2].

3.6.2  Operador de splitting multiescala

La diferencia entre el Operador Multiescala y el Analitico, radica
en que no necesariamente se consideran las mismas particiones del
tiempo para el término de reaccién y para el término de difusién, de
hecho el término de reaccion se resuelve con una particion temporal
mads pequeia.

Al igual que antes consideramos la particiéon de [0, T] en 0 = tg <
t1 <t < - <ty =T con paso de difusion {Tn}T]\Ll:V Th = th —
th—1, Y T = maxjgngN{Tn). Para cada paso de difusién, conside-
ramos un paso de tiempo mds pequefio Ts, = Tn/Mp con 15 =
maxi<n<N{Ts, ), Y los nodos tn_1 = son < s1n < -+ < SM,n =
tn (figura 11). Asociamos el intervalo de tiempo I, = (tn_1,tnl y
Imn = (Sm—1mn,Smnl con esa discretizacion.

El algoritmo es equivalente al spliting andlitico, teniendo en cuenta
que la integral del paso 3 se resuelve usando la discretizacion I m.
A fin de unificar los dos algoritmos es uno, para el algoritmo analiti-
co consideramos el intervalo correspondiente al termino de reaccién
como I, =I5 0.

En ambos casos el paso de tiempo puede resolverse con cualquier
técnica para resolver problema temporales, Backward-Euler, Esquema-
0 o Galerkin Discontinuo. En este caso esté escrito en forma débil, pa-
ra poder aplicar elementos finitos en la parte espacial del problema;
de todos modos uno puede escribir lo mismo para resolver con otro
método la parte espacial.
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Algoritmo 6 Algoritmo del Operador de Spliting.

1: Definir la condicién inicial u®(x) = u(x, 0)

2: paran = 1 hasta N hacer

32 Calcular u" = u"(x,t) tal que satisfaga la componente de reac-
cion

aur T T _
Lm <at,d>> +(b-Vu', ¢) +{cu', d) = Lm F(d),

u(xth ) = um(x), xeQ

n—1

para toda ¢ € H%D(Q).
4 Calcular ud = ud(x, t) tal que satisfaga la componente de difu-

sién
out = —| (kvud,ve)
Jin< at /d)> - JI u-, 7

dx,tt ) = u(xtn), ¥xeQ

u n—1

para toda ¢ € H%D(Q) .
5. Definir u™(x) = ud(x, tn).
6: fin para
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Como vimos en el Capitulo 1 el proceso de difusién de los iones de
oxido férrico se puede describir por medio de la ecuacién del calor:

ou

3 DAu = 0, en Q x (0,T] (4.0.2)
Dg:: = 0, en 6Q x (0, T] (4.0.3)
u(x,0) = u®(x), en Q (4.0.4)

donde Q) representa la zona del gel de Fricke selecionada,[0, T] el
rango de tiempo en que fueron hechas las mediciones experimentales,
dQ) el borde de la zona en estudio y u = u(x,t) : Qx[0,T — R,
presenta la diferencia de densidad 6ptica.

La intencioén es hallar el valor D tal que minimize

1

.
J(,D) =5 L JQ [u(x, t) — tu(x, t)]% dxdt (4.0.5)

donde 1t son los datos obtenidos mediante las mediciones de labora-
torio. En este capitulo se mostraran los célculos matemaéticos corres-
pondientes a este problema y los resultados obtenidos.

4.1 FORMULACION MATEMATICA

Para poder plantear de forma correcta el problema de minimiza-
cién es necesario comprobar las hipotesis expuestas en 2.1, pero no
siempre se pueden demostrar estas condiciones. En este caso pode-
mos demostrar la existencia y unicidad de la solucién débil del pro-
blema (4.0.2)-(4.0.3), sicha prueba puede hallarse en [23] capitulo III
§5.

Con respecto al funcional (4.0.5) observemos que J : X x Ugq — R,
donde Uq4 = [0, ) es el conjunto admisible. Por lo tanto el problema
a resolver se plante a como:

min J(u, D)
u es soluciéon de (4.0.2)-(4.0.4) (4.1.1)
DeUsga CR

Dado que se cumple que se verifica la hipétesis H3 del Capitulo
2.1, se puede expresar el problema reducido (4.1.2) como :

mini]rjnizar J(D) = J(u(D),D)

(4.1.2)
sujetoa p € Ugg,
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donde u(D) representa la solucién de (4.0.2)-(4.0.3) para D. El Lagran-
giano del problema (4.1.1) es

L(u,D;A) = J(D)+ JT JQ [E;ltl?\ + DVuV)\] dxdt, (4.1.3)
u(x,0) = u(x).
Por lo tanto vamos a resolver
min £(u,D,A)
D € Uqa (4.1.4)

que es equivalente a resolver (4.1.1).

4.2 LA MINIMIZACION
A la hora de calcular las derivadas de £, usaremos las definiciones

dadas en (2.1). Por lo tanto

dl(u+ev,D,A)
de

0L(u,D,A)
ou

(v) =

= i](u—l— ev,D)

de
-
+— JJ [a(u—i_ev)?\—l—DV(u—i—ev)VA] dxdt]
Q

d
de 0 ot

e=0

T ov
= J J (u—10)v+ [?\ + DV\)VA] dxdt,
0Ja ot

haciendo integracién por partes en el término

T T _
ov J J oA J =T
—Adtdx = — —vdtdx+ | A(x,t)v(x, t dx‘ .
JQ Jo ot alo Ot Q (v, 1) 0

usando que A(x, T) =0y v(x,0) =0, resulta

3L(w,D,A)

-
o (v) = J JQ (u—T)v+ [—a}\v—i—DVvV?\] dxdt.

0 ot
Por lo tanto el problema adjunto es:

Hallar A € X tal que

T T oA
J J (L —u)vdxdt —J J [—v + DVVVA] dxdt (4.2.1)
0Jo oJaol ot

con A(x, T) = 0 para todav € V*.



4.2 LA MINIMIZACION

La derivada de £ respecto de A resulta:

aL(u,D,?\)() ~dL(u,D,A+ep)
a7 de o

d

= —JuD
~J(w,D)
a (" [o

+ — J J —u(A—l—eu)—l—DVuV(?\—i-eu) dxdt
de 0Jo ot

.
- J J [auu+DVuvu] dxdt
o Jo Lot

por lo tanto

L (u, D, ) T du
2R — —u+D :
N (1) Jo JQ [atu—i— VuVu} dxdt

Por lo tanto el problema directo es:

Hallar w € X tal que

T ou
0= J J [u+ DVuVu] dxdt (4.2.2)
0Jo |0t

yu(x,0) = ul(x) para todo n € €®(Q).

Este problema es la formulacién débil de (4.0.2)-(4.0.4).
El calculo de la derivada de £ respecto del pardmetro D, es:

D D
9L, DA) oy dL(wD +ep )
oD de 0
.
-4 T(D)+J J Oy (D + en)VuVA| Adxdt
de 0Jo ot 0
€=

-
= J J dDVVvVAdxdt.
oJo

Esta es la expresion para la derivada de £ respecto de D en la di-
reccién 0D, donde A es la solucién de (4.2.1) y u es la solucién de

(4.2.2).

3L (u, D, A)

-
3D (D) = SDJ JQVvV?\dxdt

0
para todo 8D € Uqq. Por lo tanto, el gradiente que permite obtener
el minimo de | est4 dado por

3L(w,D,A)

-
3D = J L) VvVAdxdt (4.2.3)

0

e=0
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4.2.1  Problemas de memoria computacional

Como las observaciones son datos discretos en el tiempo, es decir
tenemos datos (-, ;) s6lo en los tiempos 0 < §; < T (G =1,---,n)
y por cémo se define el funcional (4.0.5), es necesario “completar”
los datos en los tiempos [0, T] —{{; j1- Una opcion es hacer una in-
terpolacion entre los datos y considerar esta interpolaciéon como 1.
Esta técnica tiene algunos inconvenientes. Primero, uno podria estar
aproximando u a los datos interpolados, los cuales, no necesariamen-
te son datos reales; segundo, dependiendo del tamafio de la imagen
y del dt que se use para resolver la ecuacién (4.0.2)-(4.0.3), el proce-
so de interpolacién puede ser muy costoso desde el punto de vista
computacional.

Una opcidén para evitar estos dos inconvenientes es redefinir el fun-
cional (4.0.5) como:

1 T
J(u,D) = J JQ [u(x, t) —ﬁ(x,t)]zx(t)dxdt (4.2.4)

2 Jo
donde x(t) es una funcién caracteristica del intervalo [0, T]. La idea es
que esta funcién caracteristica se comporte como una delta de Dirac
en los tiempos t;. Nuestra propuesta es

X(t) =) exp (~M(t—1))?) (4-2.5)
i=1

con M adecuadamente grande. De la ecuacuién 4.2.5 de desprende
que X(tj) = 1. Desde el punto de vista computacional tomamos M tal
que X(‘Ej +dt)~0,j=1,...,mn, como se puede ver en el grafico (12).

(a) Detalle de x(t). (b) x(t).

Figura 12: Gréfico de la funcién x(t), con M = 2000

El desarrollo anterior, para el calculo de la derivada y del minimo,
no cambia y ademads se verifica que

n

.
lim J J [u(x,t)—ﬁ(x,t)]zx(t)dxdt:ZJ fu(x, ty) — t(x, ;)]
Q

M—
© Jo i—17Q
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4.3 RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccién mostramos los resultados numéricos obtenidos para
este problema. Primero veremos la estabilidad del método, y luego
analizaremos los resultados obtenidos con los datos reales.

4.3.1 Estabilidad del método

Para analizar la estabilidad numérica, consideramos un valor de
D = 5.74154 x 104, el cual es un valor cercano al valor que recu-
peramos, y generamos datos experimentales para los tiempo {; =
{0,1,2.8,4,7,8.5,10}. Para ello resolvemos el problema directo (4.2.2)
sobre un dominio Q = [-1,1] x [-1,1] y con T = 10. El dominio Q
se discretiza con una malla triangular uniforme de 4225 nodos, de
medida h = 0.015, y usamos un paso de tiempo dt = 0.01. De este
modo obtenemos u(x,t), x € Q yt € [0,T] y consideramos como
observaciones a 1i(x, tj) = u(x, ’Ej ).

En los experimentos usamos el funcional con la funcién caracteris-
tica (4.2.4) y se realizan los siguientes simulaciones:

1. recuperar D con todos los datos u,
2. recuperar D usando como dato 11,

3. recuperar D usando como dato {1, cambiando el centro de coor-
denadas [0, 0], por [x,y] dado de forma aleatoria con media 0 y
desvio estandar 3 pixeles,

4. recuperar D usando como dato 1t con ruido aleatorio de media
0y desvio estdndar o.,

5. recuperar D usando 1t descentrado (3) y con ruido aleatorio de
media 0 y desviacién estdndar o.

Estos experimentos se repiten 10 veces, con el fin de obtener una
media y una desviacion estandar del resultado. Este procedimiento
nos dard una aproximacién del error que se produce al recuperar D
en el caso de los datos obtenidos de laboratorio. Para este caso no
sabemos cudnto afecta el ruido de las muestras (4), el descentrado (3)
ni el error numérico generado por el algoritmo (2), en la recuperacién
del pardmetro D.

En las tablas 1 a 5 se muestran los resultados de dichos experimen-
tos. La figura 13 corresponde al gréfico de los resultados de las tablas
1 a 5, para los diferentes valores de o y los diferentes desplazamien-
tos del centro de masa. El valor cm = - indica el valor maximo de
pixeles con el cual se desplazé el centro de masa de la imagen. Los
casos 0 = 0 con cm = 1,2,3 es el experimento 3 y el caso 0 = 0 del
experimento 4, es el resultado del experimento 2.
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Exp. ‘ D recuperado ‘ d.e.de D ‘ error relativo
1 5.7415175x 1074 | 2.0693135x1077 | 3.9188x107°
2 574 x 1074 713101 268 x 1074

Tabla 1: Experimentos sin perturbacién
D recuperado | d.e.de D | error relativo
=00 | 590x107% [139x1073| 276 x 1072
oc=001] 578x107% |632x107°| 6.87x1073
c=005| 578x107* | 9.79%x107®| 6.63x1073
o=0.1 571 x107% | 1.52x 107> | 4.82x1073
0=015] 572x107% | 1.66x107> | 4.20x 1073

Tabla 2: Experimento 3 (0 = 0), experimento 5 (o = 0.01, 0.05, 0.1, 0.15),
para el centro de masa desplazado 1 pixel.

0.1

ik * -~ Experimento 4, cm=0
0.07}" — % — Experimento 5, cm=1

. \ —O— - Experimento 5, cm=2
—+— Experimento 5, cm=3

Error relativo
o
o
(5]

004f O — - —— O . _ _ __.-®
\\8///
0.03
\
0.02f'
oot}
. r *
Mmoo g

i . . . . .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Figura 13: Gréficos de los error relativos para los diferentes experimentos.

4.3.2 Resultados

En el caso de los datos reales, se tienen dos tipos de “configuracién”
de Fricke gel y dos irradiaciones circulares y una rectangular.
El primer método consiste en reducir el problema a un problema

unidimensional y calcular d.

En la tabla 6 se muestran los valores de D recuperado, el valor
D con dimensién [mm/h~ '] y el desvi6 estdndar del error o(err);

para los experimentos correspondientes a Electrones-Circulo (E-C),
Fotones-Circulo (F-C) y Fotones-Rectangulo (F-R)
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D recuperado | d.e.de D | error relativo
=00 | 627x107% |3.08x1075 | 9.23x1072
0=001| 597x107* |2.02x107° | 3.96x 1072
c=005| 597x107*% |230x107> | 4.01x1072
0=01 | 593x107* |221x107° | 332x10°7
c=015| 597x107* |3.06x107°> | 4.01x 1072

Tabla 3:

para el centro de masa desplazado 2 pixeles.

Experimento 3 (o = 0), experimento 5 (o = 0.01, 0.05, 0.1, 0.15),

D recuperado | d.e.de D | error relativo
oc=0.0 620x 1074 | 454x107° | 7.89 x 102
o =0.01 621x107% | 503x107° | 818x10°2
0=005] 625x107% [3.09x107> | 8.88x102
c=0.1 | 628x107% [422x107>| 937 x 1072
0=0.15] 627x107% [4.61x107> | 9.23x102

Tabla 4:

Experimento 3 (o = 0), experimento 5 (¢ = 0.01, 0.05, 0.1, 0.15),
para el centro de masa desplazado 3 pixeles.

Experimento | D recuperado | d.e.de D | error relativo
o =0.01 574 x 1074 | 148 x107¢ | 4.09 x 10~*
o =0.05 571x107% | 590x107¢ | 587 x1073
o=0.1 568 x 1074 | 148 x 1073 | 9.66 x 1073
0=0.15 576 x 107 | 191 x 1075 | 35x 1073
Tabla 5: Experimento 4
Experimento D D [mm/h™1] ‘ o(err)
E-C 1.886x1073 0.652 0.013
F-C 5.752x 1074 0.685 0.014
F-R 7.581x10~% 0.612 0.012

Tabla 6: Resultado de los experimentos
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(b) Error relativo para los F-R.

Figura 15: Grafico del error relativo para los experimentos con Fotones.



4.3 RESULTADOS NUMERICOS 43

(b) Diferencia a tiempo 203 min.

Figura 16: Gréfico de la diferencia entre 1i(-,t) y u(-,t) (arriba el primer mé-
todo, abajo el segundo), para el caso de electrones.
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Intensity [

y [nn]

(c) Diferencia a tiempo 825 min.

Figura 17: Gréfico de la diferencia entre (-, t) y u(-,t) (arriba el primer mé-
todo, abajo el segundo), para el caso de F-C.
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Intensity [a.u.]

y [m]

Intensity [a.u.]

y [m] + [

(a) Diferencia a tiempo 9o min.

Intensity [a.u.]

y [m]

Intensity [a.u.]

y [m] ]

(b) Diferencia a tiempo 645 min.

Intensity [a.u.]

y [m] + [

Intensity [a.u.]

y [m]

x [n]

(c) Diferencia a tiempo 1125 min.

Figura 18: Gréfico de la diferencia entre (-, t) y u(-,t) (arriba el primer mé-
todo, abajo el segundo), para el caso de F-R.






MODELO DE INVASION MEDIANTE LA
ACIDIFICACION DEL MEDIO

En este capitulo se presenta un método para estimar el pardmetro
desconocido del modelo de reaccién-difusiéon no lineal de invasién
de cancer precentado en 1.2. Este modelo considera que la alteracién
inducida por tumor en el pH micro-ambiental proporciona un meca-
nismo para la invasién del cancer. El sistema acoplado de reaccién-
difusion que describe este modelo estd dado por tres ecuaciones di-
ferenciales parciales: la primera describe la evolucién temporal y la
distribucion espacial de la densidad del tejido normal, la segunda;
el tejido neoplésico y el exceso de concentracion de iones H es la
tercer ecuacion. Cada uno de los pardmetros del modelo tiene una
correspondiente interpretacién bioldgica, por ejemplo, la tasa de cre-
cimiento de tejido neopldasico, el coeficiente de difusién, la tasa de
reabsorcion y la influencia destructiva de iones H en el tejido sano.

Después de resolver el problema directo, utilizamos un modelo pa-
ra la estimacion de los pardmetros mediante el ajuste de la solucién
numérica con datos reales, obtenidos a través de experimentos in vi-
tro y de imagenes de fluorescence ratio imaging microscopy. Defini-
mos un funcional adecuado para comparar tanto los datos reales y la
solucion numérica. Utilizamos el método adjunto para la minimiza-
cién de este funcional.

5.1 NOCIONES PRELIMINARES SOBRE EL MODELO.

El modelo matematico de interfase tumor-huésped basado en la
hipétesis de invasiéon mediante acidificacion del medio esta dada por
las siguientes EDP:

oN; N,
F — T]N‘[ <] ](]) d] LN], (5.1.1)
aNz N NZ . N1
Tl 15N> (1 Kz) + div <DN2 <1 K1> VNZ> ,(5.1.2)
oL
a = T3Nz *d3L+DN3AL, (513)

donde las variables estan en el dominio Q x [0, T]. Estas ecuaciones
determinan la distribucién espacial y la evolucién temporal de las
tres “especies” que intervienen: N (x,t), la densidad del tejido sano;
N2 (x,t), la densidad de tejido neoplasico; y L(x, t), el exceso de con-
traccion de iones H™'. Las unidades de N y N2 son células/ cm3 y el
exceso de concentracion de iones H estd expresada en mol (M), x y
t son la posicién (en cm) y el tiempo (en segundos), respectivamente.
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En la ecuacién (5.1.1) el comportamiento del tejido sano esta de-
terminado por un crecimiento logistico de N1 con velocidad de cre-
cimiento 11 y capacidad de carga Ky, y la interacciéon de Nj con el
exceso de concentracién de iones H" que induce un velocidad de
muerte proporcional a L. El nimero d; es la tasa de mortalidad de
células sanas por accién del exceso de concentracién de 4cido. El va-
lor 6ptimo de concentracién de acido es 7.4. Las constantes 11, d; y
K7 tienen unidades 1/s,1/(M s) y células/ cm3, respectivamente.

En la ecuacién (5.1.2), el crecimiento del tejido neoplésico estéd des-
cripto por una término de reaccién difusion; el cual esta determinado
por un crecimiento logistico de N, con velocidad de crecimiento 1, y
capacidad de carga K;. El termino difusivo depende de la presencia
de tejido sano y posee una constante de difusiéon Dy, . Las constantes
12, K2 y Dy, tienen unidades 1/s, células/ cm3 y cm? /s, respectiva-
mente.

En la ecuacion (5.1.3), se asume que el exceso de iones H' es produ-
cido con una velocidad proporcional a la densidad de células neopla-
sicas y tiene difusion quimica, Dy,. Se incluye un término de absor-
cién para tener en cuenta los mecanismos locales de aumento de pH
(por ejemplo el balance que realiza el tejido para reabsorver el exceso
de acido, “bufering” en ingles, y en gran escala la evacuacién vascular
[18]). La constante de produccién r3 tiene unidades M cm?/(cell s),
el término de reabsorcién ds, (1/s), y Dn, es la constante de difusion
del 4cido, de unidades cm?/s.

Todos los valores de estos pardmetros pueden encontrarse en la
tabla 7.

Parametro Estimacion
K 5 x 107 /em3

K> 5% 107 /cm3

T 1x107%/s

T2 1x107¢/s
Dn, 2x10"1%m?/s
Dn;, 5% 10~ °cm?/s

T3 22x 107 "M cm?3 /s

ds 1.1 x107%/s

Tabla 7: Valor de los pardmetros usados en [18].



5.1 NOCIONES PRELIMINARES SOBRE EL MODELO.

5.1.1 Adimensionalizacion del sistema de EDP.

Siguiendo las ideas de [18], y considerando que el dominio Q C
2o (n =1 o0n = 2), el modelo matematico es reparametrizado. Para
ello se considera el siguiente cambio de variables

uy = —N1 U = —Nz
1 — K] ’ 2 = KZI
L T 1t
u — T 7/ — 7 i
3 I 1 (5-1.4)
T1
& = X,
DN3

donde Ly = r3K;/d3. Seguiremos denotando por x y t en lugar de §
y T, respectivamente. Usando la transformacioén (5.1.4) la adimensio-
nalizacion de (5.1.1)-(5.1.3) queda como:

w

il wr (1 —uq) —d1ugus, (5-1.5)
auz .

S = ene(l—w)+divDa—w)Vw), (516
ou

S = Sslwr—us)+Au, (51.7)

para (x,t) € Q x (0, T], donde el cambio paramétrico esta dado por:

dir3Ksy T2 Dn ds
o1 =—7T-—, P2 =—, Dy = =%, b3 = —.
dsmy T Dn;, ™

Los pardmetros de interaccion entre diferentes células (sanas y tu-
mor) y concentracién de H* son dificiles de medir experimentalmen-
te. Por esta raz6n es que se propone estimarlas mediante un problema
inverso. Nosotros nos enfocamos en 0.

5.1.2  Condiciones iniciales y de borde.

Para t = 0 consideramos que el tumor se encuentra en algtn estado
de evolucién. Por lo tanto las condiciones iniciales son:

ui(x,0) = u?(x), (5.1.8)
w(x,0) = ud(x), (5.1.9)
usz(x,0) = ug(x), (5.1.10)

para todo x € (). También consideramos que el tumor estd a la dere-
cha del dominio, en el sentido de que las células no se estdin moviendo
en la izquierda del dominio. Entonces para todo t € [0, T], tenemos:
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X
FDU,

Figura 19: Dominio para el caso 2D.

ou
a): (N, ) =0, wi(lp, ,t) =w,p, (5.1.11)
ou
axz (N, 1) =0, uz(lp,,,t) =uzp, (5.1.12)
ou
axs (N, 1) =0, uz(lp,,, t) =uzp. (5.1.13)

donde I'n,,. es la frontera de (O donde u; tiene condiciones de Neu-
mann y FDL, es la frontera de QO donde u; tiene condiciones de Diri-
chlet, Tp, UTn,, = 00Q.

De aqui en mads, nos referiremos a las ecuaciones (5.1.5)-(5.1.13)
como Problema Directo.

5.2 FORMA VARIACIONAL DEL PROBLEMA DIRECTO.

Usando la técnica de la formulacién variacional obtenemos la so-
lucién débil del problema directo (5.1.5)-(5.1.13). Dicha formulacién

es:
T -
0
0 = A ;1—111(1—u1)+51u1u3} dxdt +
JoJao Lot
T o r
0
A2 %—pzuzﬂ —uy) —div (D2(1—u1)Vu2)] dxdt +
JO JO L
T -
0
. s A3 % —63(uy —uz) — Aug] dxdt, (5.2.1)
Jo J L
donde A = (A1,A2,A3), donde Aq1,A2,A3 € W, con

w={ve O THbI0 M)y 5 € O b0, 1))},
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L2(0, ;HL((0,1))) = {v(x,-) € L*((0, T)) y v(-,t) € H5((0, 1))}

HLH = {veH'((0,1):v=0enTp ={1}}.

Usando integracion por partes y las condiciones de borde para A
y u en (5.2.1) obtenemos la siguiente formulacién débil de (5.1.5)-

(5.1.13):

Hallar una funcion u = [uy,uz,u3]" € V = W3 que satis-

face:

(T au]
0 = ()\1 uy (1T —wq)Aq +61u1u3?\1) dxdt +
JOo JQ
(T auz
<)\2 — pzuz(] —u2)7\2 + Dz(] — U )Vqu?\2> dxdt +
JOo JO
rT dus
< 5t Az 4+ d3u3A3 — O3uxA3 + VLL3V?\3> dxdt, (5.2.2)
JOo JO

para toda A € V y u(x,0) = ul(x) = g (x), u3(x), u3(x)].

5.3 FORMULACION DEL PROBLEMA DE MINIMIZACION.

Como dijimos antes proponemos resolver un problema inverso pa-
ra estimar 7. La funcién u representa la solucién del problema direc-
to (las componentes de u son las variables de estado del problema)
para cada eleccién del pardmetro ;.

Asumimos que la informacién experimental estd disponible para
todo el intervalo de tiempo 0 < t < T. Entonces, el problema inverso
puede formularse como:

Hallar un pardmetro &1 capaz de generar una solucion
u = [uy,uz,u3l’ que mejor ajuste a los datos experimenta-
les en el tiempo 0 <t < T.

Para este propdsito se construye una funcién objetivo que da una
idea de distancia entre los datos experimentales (reales) y la solucién
del sistema de ecuaciones diferenciales, para cada eleccién del para-
metro 67.

Primero que todo, es importante saber qué variables se pueden
medir experimentalmente. En este caso, el exceso de iones H puede
medirse usando la técnica fluorescence ratio imaging microscopy [25,
19] en los tiempos tx, k = 1,..., M. Por ejemplo, la figura 20 [19,
Figure 4] muestra un grafico del flujo de H", alrededor del tumor,
usando vectores generados por la distribucién de pH alrededor del
tumor. Tal experimento puede ayudar a determinar variables 6ptimas
y el pardmetro &1 para poder controlar la invasién del tumor.
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Figura 20: Un gréfico del flujo de H™, alrededor del tumor, usando vectores
generados por la distribuciéon de pH alrededor del tumor, [19,
Figure 4].

Por lo tanto, el funcional ] : V x Uq4 — R puede ser definido como:

-
J(w,81) = ;J J [uz(x, t) — 0z (x, t)]2dxdt, (5.3.1)
0Jo
donde u3(x,t) es el exceso de concentraciéon de iones H' obtenidos
resolviendo el problema directo para cierta eleccién de 61, y i3(x, )
es el exceso de concentracién medido experimentalmente (dato real),
Ugq es el conjunto de valores admisibles para el pardametro 07.
Se define E: V x Ugq — V* x Z* tal que

(E(u,081),0)
T -
0
- (”‘7\1 —w(T—uph + 61u1u37\1> dxdt +
JoJa \ ot
T fow
(7\2 —pouzr (1 —uz)As + Do (1T —uy )Vuzv7\2> dxdt +
JoJa \ 0Ot
T [ous
(at7\3 4+ 03u3A3 — d3UrA3 + Vu3V7\3> dxdt +

Jo JQO

(w1 (x,0) —u (x))y1dx +J (u2(x,0) —u3(x))y2dx +
uh_O. Q
Q(us(X/ 0) —u$(x))ysdx

T T T
_ <%‘t‘;\>_J <F(u),7\)—J (Alw), VA) + (I(w), ),

\AO




5.4 CALCULO DE LA DERIVADA DEL FUNCIONAL.

donde ¢ = Y], v = [y1,v2,v3] € 2y Z = (H5((0,1)))°. Usamos
F: V=2V A:V3V*el:V — V* definidas como

(Fu),n) = L)(MU—u1)—51u1u3)7\1dxdt

+ p2uz (1 —uy)Ardxdt
Ja

+ 1 83 (up —uz)Azdxdt, (5.3.2)
Jao

(A(w),VA) = —| Dz2(1—uj)Vuy - VAdxdt

Jo

—| Vuz-VAzdxdt. (5.3.3)
Ja

(I(w,y) = L(ul (x,0) — 1 (x) Jy1 dx + JQ (w2 (x,0) — ud(x) )y 2dx
+J (us(%,0) — ud(x))y3dx
Q

Es por ello que podemos reescribir la formulacién débil (5.2.2) como:
E(u,87) =0.

El pardmetro que mejor ajusta los datos experimentales con los
datos generados mediante la solucién del problema directo puede
hallarse mediante la solucién de un problema de optimizacién con
restricciones de PDE:

miniémizar J(w, 1),
1

sujetoa E(u,07) =0, (5.3-4)
01 € Uqgq-

En nuestro caso, Uyq debe ser un subconjunto de (0, c0). Notemos
que una solucién (u,d7) debe satisfacer la restricciéon E(u,87) = 0,
que constituye el problema directo en su forma débil.

Recordemos que, en general, existe una diferencia fundamental en-
tre el problema directo y el inverso. En efecto, el ultimo, usualmente,
estd mal planteado en el sentido de existencia, unicidad y estabili-
dad de la solucién. A menudo este inconveniente es tratado usando
alguna técnica de regularizacion [35, 15, 22].

5.4 CALCULO DE LA DERIVADA DEL FUNCIONAL.

A fin de obtener el operador adjunto de 3&, como se vio en la
QE

s 2 . *
seccidn 2.2, necesitamos hallar (H) tal que:

<21Ein'c> B <n, <ZLEL)* C>’ (5-4.1)
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donden = [1,12,M3]" es la direccién de descenso de las variables de
estado uq, uy y us, respectivamente.
En el apendice A.2 se prueba que el problema adjunto (2.2.4) es:

Hallar A € V que satisface

N

oA

0 = J J (—]m—m(1—2u1)7\1+6m1u3?\1)dxdt
0 Jo ot

:
oA
+ <_azn2 —p2m2(1 —2uz)A; — 531127\3) dxdt
I} t

T,
oA
+ <—3ﬂ3 +03M3A3 + 51u1n3?\1> dxdt
Jo Jo ot

rT p T
+ n3(us —ﬁg)dth—J J Doni Vu, VA dxdt
JO JO 0JO
T
+ (D2 (1 —1u1)VA2V12 + VA3Vn3) dxdxt
JOo JO
G
= (-Son) Ny (542
V*V

para todom € Vy A(x, T) =0.

La ecuacion (5.4.2) se resuelve para obtener A. Notemos que la ecua-
ciéon adjunta estd planteada para atréds en el tiempo, con condicioén fi-
nal en t = T, mientras que las ecuaciones de estado estdn planteadas
para adelante en el tiempo, con condicién inicial en t = 0.

A fin de obtener la derivada del funcional, de acuerdo con la ecua-
cién (2.2.6), debemos calcular la derivada de E con respecto a 871. En
el apéndice A.2, vemos que

ot T
081 o Jo

y que a%% = 0. En consecuencia, obtenemos una expresion para (2.2.6),
la cual es

. OE . T
J'(81) = ((u(61),61)> ¢ :J J wguzAgdxdt. (5.4.3)
66] 0JO
Notemos que la derivada del funcional puede aproximarse usando
FEM.

5.5 DESARROLLO DE UN ALGORITMO PARA RESOLVER EL PRO-
BLEMA DE MINIMIZACION.

En este trabajo se desarrolla una implementacion en MATLAB que
resuelve el problema directo y el adjunto usando el método de ele-
mentos finitos y el problema de optimizacién se resuelve usando el
metodo Sequential Quadratic Programming (SQP), usando la funcién
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propia de MATLAB fmincon. Dada la complejidad del problema en
2D desarrollamos dos métodos diferentes para la obtencién del para-
metro. Ambos estan basados en FEM, aunque en el caso 2D es nece-
sario hacer uso del procedimiento conocido como adaptividad, que
explicaremos mds adelante.

56 EL CASO UNIDIMENSIONAL

En este caso consideramos el dominio Q = [0, 1], en donde I'n,,, =0
y I“Dui =1,1=1,2,3; por lo tanto las condiciones de borde son

ou,q

P 1 = . .
L0 =0, w(1,t)=1, (5:6.1)
ouy

P 1 = . .
o (0,t) =0, uz(1,t) =0, (5.6.2)
ous
2(0,) =0, us(l, 1) =0 (5:63)

Entonces el problema directo, en el caso 1D, estard definido por las
ecuaciones (5.1.5)-(5.1.7), las condiciones inciales (5.1.8)-(5.1.10) y las
condiciones de borde (5.6.1)-(5.6.3).

Para el problema directo, la figura 21 muestra la densidad de las
células sanas, células tumorales y el exceso de concentracién de iones
H™ para t = 20 en términos de la variable x.

EL método que usamos para minimizar el funcional | puede resu-
mirse en el siguiente algoritmo:

Algoritmo 7 Método de minimizacién basado en el Método Adjunto.

1. Dar una estimacion inicial ¢ del pardmetro.
2: mientras k < Npqax hacer
3 Dada 8%, resolver el problema directo y el adjunto en este paso.

4  Obtener la derivada del funcional, i.e. J'(8¥), usando (5.4.3).
5:  Obtener Z’)’fH haciendo una iteraciéon del método SQP.

6:  Parar usando el criterio de fmincon.

7. fin mientras

5.6.1 Experimentos numeéricos.

El objetivo de esta seccién es testear y evaluar el rendimiento del
método de optimizaciéon basado en el método adjunto, haciendo al-
gunas simulaciones numéricas del algoritmo 7 para algunos caso de
testeo.

Primero consideramos un problema de minimizacién que consiste
en minimizar el funcional definido en (4.1.2), donde 1i3(x,t) es ge-
nerado mediante la solucién del problema directo, para la siguiente
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Algoritmo 8 Problema Directo.

1: Definir la condicion iniciale u°(x) = u(x,0).
2: paran = 0 hasta N — 1 hacer
32 Hacer un paso del Euler implicito para hallar la variable de

estado u:
ou u(s, tn) —ul-, th—
R es))
T

donde tn, = tn_1 + T, F(u(, tn)) es un funcional no lineal y la
condicién inicial u®(x) = u(x,0).
4. Usar FEM para hacer una discretizacién de

nod

W tn) & Y ujo;(x),
j=1

i=1,2,3, ¢j(x) son las funciones de base lineales y denotamos
por

u{l = [u{t'll'” ,uE], ,u{}nod] GIRnOd,

um = [uy,uy, uz]eR9,
donde nod es el nimero de nodos distribuidos de forma uni-

forme sobre una malla espacial de [0, 1].
5. Usar el método de Newton para hallar U™ € R9 tal que

ur—un! —xGu™) =0,

donde G es una discretizacién de F
6: fin para

Algoritmo 9 Una iteracion temporal del Problema Adjunto.
1: Definir la condicion final AN (x) = A(x, T) = 0.
2: paran = N hasta 2 hacer
3:  Hacer un paso de Euler implicito para hallar las variables de

estado A:
oA ~ }\('/tn) _)\('/tnf]) L
- ot (" tn) ~ T = H(}\(/ th1 ))/ (564)

donde la condicién final es A(-, T) = 0.

4. Usar FEM para hacer una discretizacion de A(-, t,) y resolver
el problema lineal AT A™ —aK(A™ 1) = 0, donde K es la
discretizacion de H.

5: fin para
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Figura 21: Densidad de cédlulas sanas, tumorales y excesos de concentracion
de iones H* para t = 20 en termino de la variable x.

eleccion de pardmetros del modelo p, = 1, Dy = 4 x 1072, 863 = 1
y §1 = 0.5, 4, 12.5, 16, obtenidos de [18]. Tomamos diferentes valo-
res de §; porque cada valor diferente muestra un comportamiento
diferente del proceso invasivo del tumor, de acuerdo con [18].

En la figura 22 se pueden ver los valores que toma el funcional de-
finido en (4.1.2) para diferentes valores de 81, dejando el resto de los
parametros constantes. Es importante mencionar que J luce convexo
con respecto a 01, con lo cual tenemos cierta seguridad de hallar un
minimo.

Corremos el algoritmo 7 para diferentes valores de &; tomando el
pardmetro inicial 6? de forma aleatoria, como se ve en la tabla 8 los
pardmetros recuperados se obtienen con mucha precisiéon, dado que
la desviacion estdndar es pequeiia. Para el algoritmo 8 y 9 usamos los

siguientes pardmetros del algoritmos T = 0.5y T = 20, nod = 201y
Uqq = [0,20].

57
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functional

0.021
0.018
0.016
0.014
0.0121

0.01F
0.008
0.006
0.004

0.002

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
delta1

Figura 22: El funcional ] para {3 generado con 87 = 12.5.

81 O S
0.5 | 0.5000 | % 4.1372x10~7

4| 4.0000 | +2.2187x107°
12.5 | 12.4999 | + 4.6521x107°

16 | 15.9993 | £ 9.4495%x107°

Tabla 8: Experimentos para valores aletorios de 89

Notemos que los valores recuperados de 81 se obtienen con mucha
precision, independientemente del valor de 6?. Por lo tanto, en los
siguientes experimentos vamos a considerar un valor fijo 89 = 8.

Es bien conocido que la procedencia de ruido en los datos implica
la aparicion de inestabilidad numérica en la solucién del problema
inverso [10].

Uno de los métodos para obtener valores de {13 es usando la fluo-
rescence ratio imaging microscopy, [25]. Las mediciones son a me-
nudo afectadas por perturbaciones, generalmente aleatorias. Por lo
tanto en la ejecucion de los experimentos numérico, {13 es perturbado
usando ruido blanco gausiano con media cero y desviacién estdndar
o = 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3. En las siguientes tablas 9-12, para
cada valor de o, mostramos el promedio 81 de 30 valores de &7 recu-

Y P . 5,5
perados, la desviacién estandar S y el error relativo es, = 51 3 ol
1

Observacién 5.6.1 Como usamos FEM para resolver los dos algoritmos,
8 y 9, calculamos el error a posteriori [37, 6]. En la tabla 13 se ven las
estimaciones del error a posteriori para el algoritmo 8 para cada 8.
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o 51 S es,

0.0500 | 0.4707 | + 0.1231 | 0.0586
0.1000 | 0.5090 | =+ 0.0335 | 0.0180
0.1500 | 0.4855 | & 0.0472 | 0.0291
0.2000 | 0.4982 | £ 0.0726 | 0.0037

0.2500 | 0.5112 + 0.1022 0.0225

0.3000 | 0.5027 | £ 0.0937 | 0.0054

Tabla 9: Experimentos para 81 = 0.5

o S] S 651

0.0500 | 4.0221 | + 0.1129 | 0.0055
0.1000 | 4.0470 | £ 0.1695 | 0.0117
0.1500 | 3.9087 | 4+ 0.2412 | 0.0228

0.2000 | 3.9459 | £ 0.3524 | 0.0135
0.2500 | 3.8970 | £ 0.4800 | 0.0258

0.3000 | 4.0219 | % 0.4471 | 0.0055

Tabla 10: Experimentos para 67 = 4

5.7 EL CASO 2D

En este seccién se muestran los procedimientos utilizados para re-
solver el problema pero cuando se considera un tumor en dos dimen-
siones. La figura 21 muestra la densidad de las células sanas, las cé-
lulas tumorales y el exceso de concentracién de iones H* para t = 10
en términos de la variable espacial x.

Como cambiamos el dominio es necesario redefinir las condiciones
de borde, en este caso consideramos:

ou
o v =0, wilp, =1, (5.7.1)
ou
TXZ(FNUZ’J[) = O/ uZ(rDuzlt) = OI (572)
ou
T;(FN%,’E) =0, uz(lp,,,t)=0. (5.7:3)

La resolucién numérica del problema directo, es decir las ecuacio-
nes (5.1.5)-(5.1.7), las condiones inciales (5.1.8)-(5.1.10) y las condiones
de borde (5.7.1)-(5.7.3); implica un desafio desde el punto de vista de
la implementaciéon computacional. Esto se debe a la discretizacion
espacial del dominio, dado que para tener una buena aproximacién
numeérica es necesario contar con elementos triangulares (dado que
usamos FEM) pequefios, lo cual implica que la matriz de resolucién
del problema directo es muy grande (del orden de 50000 elementos).
Es por ello que para este caso se utiliza la estrategia adaptiva (3.4) y el

59
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25

T I 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

g

Figura 23: Gréfico de §; y su desviacion estandar. En azul son los corres-
pondientes a 7 = 0.5; en rojo &; = 4; en verde §; = 12.5 y en
magenta &1 = 16.

Tejido sano—___ -

_.__..:..._______'_I_'_e_,_jido enfermo

ogd.

064

Densidad

Figura 24: En esta figura graficamos en 3D la densidad mayor que 0.3, del

tumor y de las células sanas y su proyeccién sobre el plano (x,y)
para 87 =125 y t = 10. Marcamos el gap.



5.7 EL CASO 2D

o 51 S es,

0.0500 | 12.7922 | &£ 1.2354 | 0.0234
0.1000 | 13.0807 | £ 1.9360 | 0.0465
0.1500 | 12.0701 | &£ 2.3401 | 0.0344
0.2000 | 11.4698 | £ 2.7463 | 0.0824
0.2500 | 11.1943 | &£ 3.7566 | 0.1044

0.3000 | 11.8203 | % 4.3648 | 0.0544

Tabla 11: Experimentos para §; = 12.5

o) 51 S es,

0.0500 | 16.4165 | £ 2.0834 | 0.0261
0.1000 | 16.6122 | + 2.7864 | 0.0383
0.1500 | 14.8108 | +£ 3.3098 | 0.0743
0.2000 | 13.7965 | £ 3.8915 | 0.1377
0.2500 | 14.1021 | &£ 4.5295 | 0.1186
0.3000 | 13.3095 | £ 4.5152 | 0.1681

Tabla 12: Experimentos parad; = 16

método de separacién o Splitting (3.6.2) a fin de reducir el tamafo de la
matriz y obtener una buena aproximacién numérica de la solucién,
respectivamente.

5.7.1  Solucién del problema directo

En esta seccion se describen las dos estrategias utilizadas para re-
solver el problema directo en el caso de un dominio de dimensién 2.
Como hemos dicho se utiliz6 el método de separacién o Splitting, el cual
se describi6 en (3.6.2). Para este caso se considero u' la funcién que
satisface

ou’
el — (F(u"
() = (),
donde F es el funcional definido en (5.3.2).
Ademas u? es la funcién que satisface

oud d
<at/ ¢>In = <A(u )/¢>/

donde F es el funcional definido en (5.3.3).
Para la estrategia adaptiva, se usaron las siguientes expresiones
para el elemento residual Ry (u™)
un — un—]

Rr(u") = ———— A" -Fu"), TeTn

61
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81 uq uz us
0.5 1.72x 1071 | 243 x 10710 | 2.12%x 7

41 145x1071 [ 419 % 10710 | 1.80x 7
125 | 951 x 10713 | 1.12x 1077 | 7.61x~7

16 | 557 x 10713 | 1.06 x 1077 | 7.61x~

Tabla 13: error a posteriori del Algoritmo 8.

y para el residuo de salto Js(u™)
Js(u™) = —Au™") v’ -

donde A y F son los funcionales definidos en (5.3.3) y (5.3.2), respec-
tivamente.

Este proceso se resume en el algoritmo 8. En el paso 4, de este algo-
ritmo, calculamos la componente de reaccién u", usando la funcién
propia de MATLAB ode45 para cada nodo de la malla correspondien-
te, haciendo uso de la estrategia de paralelizacién, dado que en este
caso cada nodo espacial es independiente. En el paso 5, la componen-
te de difusion se resuelve usando FEM. En el paso 8, se procede como
se describi6 en 3.4.1.

En el grafico 25 se observan las diferentes mallas usadas en el pro-
ceso de calcular la solucién del problema directo para 67 = 12.5.

5.7.2  Resolucién el problema adjunto

Para resolver el problema adjunto también usamos FEM. La discre-
tizacién espacial es la malla T, la malla inicial del problema directo.
Denotamos por A™(x) = A(x, tn) paran =0,...,N. En el algoritmo 9
se resumen los pasos a seguir.

5.7.3 Resolucion del problema de minimizacion.

La funcién propia de MATLAB fmincon es usada para resolver el
problema de minimizacén. El método escogido, dentro de fmincon, es
“trust-region-reflective”, en el cual la derivada de la funcién objetivo
] es calculada mediante 5.4.3.

El método que usamos para minimizar el funcional ] puede resu-
mirse en el algoritmo 12. A fin de calcular J(8) y J'(8) es necesario
resolver el problema directo y adjunto.

5.7.4 Experimentos numéricos

El objetivo es evaluar el desempefio del método de optimizacién
basado en el método adjunto, mediante algunas simulaciones numéri-
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Algoritmo 10 Algoritmo para resolver el problema directo.

1: Definir la condicion iniciale u®(x) = u(x,0) sobre la malla unifor-
me Ty. Definir etor > 0.
2: para k =0: N —1 hacer
3 Dada u™!(x) hacer los siguientes pasos para calcular u™(x) si
n < N.
4 Calcular u(x, t) tal que satisface la ecuacién de reaccién:

|, (Goe) = | e,

1
:,1) = u"

u’(x,t x),
para son <t < sm,nyparatodod cV.
5. Calcular ud(x, t) tal que satisface la ecuacion de difusion:

(5 = ] s

ud(xltif‘l ) = ur(xltn)/

para tn_1 < t < t, y para todo ¢ € V. Definimos u™(x) =

ud(x, ty).
6:  Calcular el error a posteriori n(Q).
7. si n(Q) >= e10oL, entonces
8: Marcar y refinar.
9: finsi
10: fin para

Algoritmo 11 Algoritmo para resolver el problema Adjunto.

1: Definir la condicién final AN (x) = A(x, T) = 0 sobre la malla inicial
To.

2: para k = N : —1:2 hacer

32 Dada A™(x) hacer los siguientes pasos para calcular AT (x).

4 Hacer un paso de Euler implicito en el tiempo, y FEM en el
espacio para aproximar la variable adjunta A"~! mediante la
solucién del sistema lineal A" —A™ —tK(A™ 1) = 0, donde K
es la discretizacion de H definida en (5.6.4).

5: fin para

Algoritmo 12 Algoritmo de resolucién del problema de minimiza-
cion.
1: Dar la primer aproximacién 9 para el pardmetro.
2: Llamar a la funcién fmincon y obtener la solucién 67, pasando
la funcién objetivo J(8) y su derivada J'(8) de acuerdo a (4.1.2) y
(5.4.3), respectivamente.
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(d) Malla T4 (t = 3,6), con 3679 nodos.  (e) Malla Ty (t = 9,6), con 11134 nodos.

Figura 25: Mallas sobre las que se resuelve el problema directo, para
t € [0,10].
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(a) Tejido sano sobre T7y. (b) Tejido sano sobre T5.
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(c) Tejido tumoral sobre Ty. (d) Tejido tumoral sobre Tg.

(e) Exceso de iones H* sobre 75. (f) Exceso de iones HT sobre T.

Figura 26: Graficos de la densidad de células sanas, (a) y (b); celulas tumora-
les, (c) y (d); y exceso de iones H™ (f) y (g), para diferentes mallas
espaciales.
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cas del algoritmo 12 para algunos casos en particular. Los experimen-
tos se corrieron sobre MATLAB, en una PC con SO Linux, Intel(R)
Core(TM) i7-3770K CPU, 3.50GHz.

Primero consideramos el problema de minimizacién que consiste
en minimizar el funcional definido en (4.1.2), donde 1i3(x,t) es ge-
nerado mediante la resolucién del problema directo para algtn &,
con el resto de los parametros del modelos fijos en p, = 1, D; =
4x 107 y 83 = 1. Elegimos algunos valores de &1, por ejemplo
81 = 0.5, 4, 12.5, 16, pues muestran un comportamiento diferente
para la invasioén de cancer, segtn [18].

La figura 27 muestra los valores que el funcional definido en (4.1.2)
toma para diferentes valores de 87, con i3 generado con §; = 125.
Es preciso mencionar que, como no sabemos si el problema de mi-
nimizacion tiene solucién tnica, graficamos J y obtenemos que luce
convexo respecto de 97.

x10°
9.2

8.8 L L L L L
6 8 10 12 14 16 18

o1

Figura 27: El funcional ] para 113 generado con §; = 12.5.

La idea de este caso es investigar cudn cerca del pardmetro original
se recupera el parametro que queremos calcular (sin la presencia de
ruido), y cudn eficiente pueden hacerse dichos calculos. Con respecto
a la eficiencia computacional, una de las partes més costosas del algo-
ritmo 12 es la resolucién del sistema de ODEs (STEP 2 del algoritmo
10). Como nosotros tenemos un sistema de ODEs por cada nodo de la
malla, una estrategia de paralelizacién (cada procesador resuelve un
sistema de ODEs por nodo) es la mejor y més natural de las opciones
para reducir el tiempo de ejecucion. Para este problema en particular,
la estrategia de paralelizacion es necesaria dada la cantidad de nodos.
Por ejemplo, en la figura 28(a) se ve el tiempo, en segundos, que tarda
en resolverse el problema directo. La figura 28(b) muestra el speed-up,
estos experimentos se corrieron sobre MATLAB, en una PC con SO
Linux, con 4 quad-core de 2.4 GHz y 128 Gb de RAM . Adicionalmen-
te, como tenemos que recorrer todos los nodos para calcular el error
a posteriori, también paralelizamos este proceso.
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Figura 28: Graficos correspondientes a la ejecucion del problema directo.
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81 & | s
4| 4.2666 | + 7.0640 x1073
12.5 | 12.4937 | + 7.1875 x10~%
16 | 16.6246 | + 1.8826 x107°

Tabla 14: Experimentos para dato &9 inicial dado de forma aleatoria.

(o) ‘ 8] ‘ S €5,

0.1000 | 3.1125 | + 0.8624 | 0.2219
0.1500 | 3.5409 | + 1.8611 | 0.1148
0.2000 | 3.4471 | £ 2.3701 | 0.1382

Tabla 15: Experimentos para 61 = 4

Corrimos el algoritmo 12 para diferentes valores de §; tomando
como pardmetro inicial 8¢ de forma aleatoria. Tomando el promedio
de las diferentes soluciones y calculando el desvio estdndar de dichos
experimentos, se ve que los pardmetros recuperados se obtienen con
buena precision.

Los parametros algoritmicos para 10 y 11 son: T = 0.1, T = 10,
la malla inicial Ty tiene 512 elementos triangulares, etor = 1072, y
0=1/2.

Los pardmetros algoritmicos para 12 son: el conjunto factible para
el problema de minimizacién (4.1.2) es Uqq = [0, 20], el método usado
es “trust-region-reflective”, la opcién GradObj es “on”, y el ntiimero
maximo de evaluaciones del funcional es 100.

Hacemos énfasis en que los parametros recuperan de forma precisa
8§ independientemente del valor de 6?. Por lo tanto, en los préximos
experimentos consideraremos &9 = 8 fijo.

Es sabido que la presencia de ruido blanco en los datos genera
fuerte inestabilidad numérica en la solucién del problema inverso
[10].

Una de las formas de obtener los datos i3 es usando fluorescence
ratio imaging microscopy [25].

Se conoce que las mediciones de los datos siempre estan afectadas
por perturbaciones, usualmente aleatorias. Por lo tanto nosotros to-
mamos el dato i3, generado mediante el problema directo, y lo per-
turbamos con ruido gausiano de media cero y desviacién estandar
o = 0.1, 0.15, 0.2. En las tablas 15-17, para cada valor de o, mostra-
mos el promedio §; para 10 valores de 6%, la desviacion estandar S y
el error relativos es:. En el gréfico 29 se resumen estas tablas.
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Figura 29: Gréfico de los valor de §; y su desviacién estdandar. En azul son
los correspondientes a 81 = 4; en rojo &; = 12.5 y en verde &; =

16.

o

o ‘ 51 ‘ S es,

0.1000 | 11.6235 | £ 2.6314 | 0.0701

0.1500 | 12.3825 | &£ 4.6561 | 0.0094
0.2000 | 11.9537 | £ 5.5749 | 0.0437

Tabla 16: Experimentos para §; = 12.5

(0 ‘ 5] ‘ S €5,

0.1000 | 16.6996 | + 2.1280 | 0.0437
0.1500 | 17.0926 | *£ 5.1026 | 0.0683
0.2000 | 17.6308 | £ 2.4753 | 0.1185

Tabla 17: Experimentos para 1 = 16

0.22
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TRABAJOS FUTUROS

En este capitulo se exponen algunas trabajos realizados, de los cua-
les no se obtuvieron los resultados esperados. Asi mismo, se presen-
tan algunas ideas surgidas de estos trabajos, las cuales se dejan a
modo de trabajos futuros.

6.1 PARAMETROS DEPENDIENTES DEL DOMINIO

En el campo de detecciéon de tumores las técnicas que usan ter-
mografias fueron estudiadas en [4, 29]. Dichos trabajos se basan en
el hecho de que la temperatura de la piel sobre tumores es, signifi-
cativamente, mayor que el resto del tejido, entre 2 y 3°C; el uso de
termografias puede ser usado para deteccion de cancer [24].

La temperatura de la piel estd controlada por la perfusiéon de la
sangre, la actividad metabélica y la conduccién de calor entre la piel
y el medio ambiente. Estas propiedades fisioldgicas pueden cambiar
dentro del tejido tumoral, lo cual modifica la temperatura superficial.
Es asi que temperaturas anormales en la piel superficial se pueden
utilizar para predecir la ubicacién y tamafio de areas tumorales.

Se considera una modification de la ecuacion de biocalor de Pennes
[30], la cual modela la evolucién espacio temporal de la temperatura
de un tejido.

aa—ltl —divio(x)Vu) +k(x)(u—up) = q (x,t) € Q7
u = up enly
(r(x)a—u +afu—uq) = 0 enly
ov
G(x)a—u = 0 enlp
ov
u(x,0) = od(x) (6.1.1)

donde o es el coeficinte de diffusion, k es el coeficiente de perfusion,
q es fuente de calor metabdlica y uy, es la temperatura constante de
la sangre, Q se define como Q = q + kuy, « es el coeficiente de
conduccién del calor, u, es la temperatura ambiente y v es la normal
unitaria exterior.

En este problema, los parametros a estimar son p = (0, k, q), pues
cada uno de ellos depende si es una zona de tumor o es tejido sano.
Es por ello que, en este problema, estos coefientes dejan de ser cons-
tantes en R y pasan a ser funciones que dependen del domino Q.

A fin de simplificar el problema anterior se considero el siguiente
problema:
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Dato

Consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(no lineal) con restricciones, dependiente de pardmetros desconocidos

p = (k(x),7(x))

aa—li' —div(K(x)Vu) + r(x)u = f (x,t) e QxI[0,T]
u = ug enlp
0
K(X)% = g enlyn
u(x,0) = od(x) (6.1.2)

donde u =u(x,t) y f = f(x, t).

Suponemos conocida la solucién u* en m tiempos distintos sobre
todo el dominio O, las llamaremos mediciones y notaremos por x*(t;)
coni=1...m,y queremos encontrar los pardmetros p = (K, r) opti-
mos que ajusten adecuadamente la solucién a dichas mediciones.

Definimos una funcién objetivo que depende de los pardmetros y
que representa el error entre los valores calculados y las soluciones

1 T * 2
Ipoxo) =3 || lhanlxt)—w"(x Ot

donde x(t) = 1sit=1; sinox(t) =0.
Entonces queremos resolver el problema:

Hallar p* = (K*,1*) tal que

J(p*, up+) =min{J(p,up) : wes solucién de (6.1.2) y p € Paqa}

El problema adjunto se define como:
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6.2 PARAMETROS DEPENDIENTES DEL TIEMPO

6.2 PARAMETROS DEPENDIENTES DEL TIEMPO

En el capitulo 1 se estima el coeficiente de difusién de un proceso
difusivo entre una sustancia que difunde a través de otra que no di-
funde; aunque realmente las dos sustancias difunden entre si. Es por
ello que la forma de modelar este proceso es mediante la ecuacién de
Maxwell-Stefan.

Por otro lado, cuando se realiza el mismo proceso descripto en el
capitulo 1, pero en lugar de usar el gel de Fricke, se usan polimeros,
el coeficiente de difusién depende del tiempo. Esto se debe a que
la energia entregada al polimero hace que las moléculas irradiadas
tiendan a unirse y, por lo tanto, aumentar de tamafio dando como
resultado una velocidad de difusién decreciente con el tiempo.

Con respecto al capitulo 5, en [26], se plantea la hip6tesis en que
no necesariamente 81 debe ser constante en el tiempo. Por ejemplo,
el tumor, podria tener una fase mds agresiva, 81 grande, al principio;
y luego ser menos agresivo, es decir 81 mas chico.

Es por ello que estudiar el caso en que los parametros dependan del
tiempo es importante. En este sentido se estudio el problema de es-
timar el coeficiente de difusion dependiente del tiempo para la ecua-
cién del calor, suponiendo que para cada para cada nodo de la malla
temporal, se quiere estimar un pardmetro. Dicho método no dio resul-
tados positivos. Otra forma que se probo es considerar que cada valor
del coeficiente de difusién depende, de forma explicita, del pardmetro
anterior y del proximo, por ejemplo k(t;) = ki + ak(ti—1) + bk(tit1).
Lo cual tampoco dio los resultados esperados.

63 CALCULO DEL HESIANO PARA PROBLEMAS PARABOLICOS

En [27] se propone un modelo generalizado de invasién de cancer
mediante acidificaciéon del medio. Al igual que en el capitulo 5, el
modelo estd dado por el siguiente sistema de EDP:

ou

T; = (1 —w —axuz) —duug

auz .

3t p2u2 (1 —uy —ajug) —drupuz + div(Da (1 —ug)Vuy)

0 .

% = d3(uz —uz)+div(Vus) (6.3.1)

donde &1, 82, aj y az son los pardmetros desconocidos. Al igual que
en el capitulo 5 las ecuaciones estan planteadas sobre Q x [0, T], con
T < 00, y el resto de los parametros asume los valores de la tabla 7.
A modo de estudio preliminar se considero a; = a; =0, Q =
[0,1] C Ry se trato de recuperar los pardmetros 871 y &, asumiendo
como dato conocido el exceso de concentracién de dcido sobre todo
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el dominio [0, 1] x [0, T]. Es decir que el funcional a minimizar ahora
estd dado por:

) T (1
J(u, 81,82) = J(81,82) = Jo J (u3(x, t;81,82) —i3(x, t))* dxdt.

0
(6.3.2)

Se procedi6 exactamente igual que en 5, salvo que hay que calcular
una derivada mads, la que corresponde a 8>, la cual estd dada por:

0] T (1
— = J J upyuzAzdxdt. (6.3.3)
0d2  Jo Jo

Se realizaron experimentos numéricos emulando los algoritmos de
minimizacién y de resolucién del problema directo y adjunto expues-
tos en 5.6. Para el caso en el que se considera 13 sin ruido, es decir el
caso que menor error se espera entre el dato ; y el pardmetro recupe-
rado 67 (i=1,2), el error entre & y 87 fue superior al 50 %, mientras
que para &7 fue menor al 5 %.

A fin de mejorar los resultados obtenidos se propuso calcular el
Hessiano del funcional a minimizar. La justificacion tedrica se encuen-
tra en [21] capitulo 5 pg 129.

Para calcular el Hessiano es necesario resolver el sistema dado por

Lu/u Lu,é E.;'l v O
Lo Lss Ep || B |+] Es(wd)A+]s(w8) | =0 (63.4)
Evu Es o & 0

donde las incégnitas son B = [B1,B2]; direcciéon de descenso para

los pardmetros a estimar, v = [vi(x, 1), v2(x,t), v3(x, t)]; direcciéon de
descenso para la solucion del sistema de EDP, y
& =1[&1(x1),&(x, 1), &3(x,t)]; direccion de descenso para la soluciéon
del problema adjunto,
A = [A1(x,t),A2(x,1),A3(x,t)] es soluciéon del problema adjunto. En
este caso en particular L55(v, ) =0y Js =0.

Reescribiendo el sistema, y asumiendo que queremos encontrar las
soluciones débiles de los problemas, resulta:

Lu,u(ﬂ,\/) + Lu,é (TI/ B) + <Eu(u/ 6)*((-'/“)
= Lsulv,v)+(Es(w,8)"E,v) + (Es(w,8)"A,v)

paratodon, vy p.
Se deduce que B € R? es constante, pues estd asociada a los pa-

rametros, los cuales son constantes; andlogamente, v tiene condicién
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inicial en el tiempo, digamos v(x,0) = 0Vx € [0, 1], pues esta asociada
aw; y & tiene condicién final &(x, T) = Ovx € [0, 1], al igual que A.

Como v tiene condicién inicial en el tiempo, y & tiene condicién
final, no se puede resolver haciendo una discretizacién temporal tipo
Euler sino que hay que resolver toda la parte temporal al mismo tiem-
po. Por lo tanto si consideramos una malla espacial de 100 nodos, una
malla temporal de 100 nodos, 6 ecuaciones que dependen del espacio
y del tiempo, el sistema 6.3.4 tiene £60000 incégnitas. Pero para resol-
ver este sistema es necesario, o bien, implementar todo lo hecho en
MATLAB en algtn lenguaje de alto nivel como C++ o FORTRAN, o pensar
en alguna herramienta matemaética, tipo método adjunto.

Para el caso descripto en 5.7, considerando que el sistema 6.3.4 se
resuelve sobre la malla Ty, el sistema tiene mds de 500000 incognitas.
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CALCULOS

A.1 CALCULO DE LA ECUACION ADJUNTA

A fin de obtener el operador adjunto de 3&, como se vio en la

., . *
seccién 2.3, necesitamos hallar (g—ﬁ) tal que:

(30 =02 9

donden = [1,12,M3]" es la direccién de descenso de las variables de
estado uq, uz vy us, respectivamente, entonces

<aE(u/6] )T]/ C> = i <E(u+ l'l'n/61 )/ C>

ou du w0

Veamos que % (u,81)n esta dada por:

oE
<au(u,61)n, c> (A12)
(T [ [om
= (—111(] —2u1)~|—61mu3~|—61um3> Apdxdt +
JoJo \ 0Ot
T ¢
0
(T]Z — pzT]z“ —2112)) }\dedt-l-
Jo Jo \ Ot
T ¢
(—DzT]]VLLz + Do (1T —uy )Vnz) VAzdxdt +
JO JO
T ¢ ans T
<—53(ﬂ2—n3)> ?\3dxdt+J J Vn3VAzdxdt +
JoJo \ ot 0Jo
n1 (%, 071 (x)dx+J nz(x,O)Yz(X)dXJrJ n3 (%, 0)y3(x)dx.
Jo Q Q
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Una mirada sobre la ecuacién (A.1.1) y (A.1.2) muestra que, riguro-
samente hablando, podemos pasar las derivadas espacial y temporal
de n a A. Usando integracién por partes para el tiempo obtenemos:

oE *
<T'|, (%(u' 61 )C) >

T
oA
= <—]m — (1 —=2uy)Am +51u37\1ﬂ1> dxdt +
Jo Ja ot
rT
oA
— 2 P2(1T —2uz)An2 — 83A3m2 | dxdt +
Jo Ja
T
[ ouy OA
D, 202 DL (1 — ) VALV, ) dxdt +
Jo Ja ox 0x
T ¢ 87\3
<—T]3 4+ 03A3n3 + VA3Vns3 + 511L1?\1T‘|3> dxdt +
Jo Ja ot
M (x,0) (y1(x) —=A1(x,0))dx+ | m1(x, TIA(x, T)dx +
Jo Jo
an(x,o) (v2(x) —A2(x,0)) dx + an(x,T)Az(x,T)der
Qns(x,O) (v3(x) —A3(x,0)) dx + Qn3(x,T)7\3 (x, T)dx(A.1.3)

tomando yi(x) = Ai(x,0) y Ai(x, T) =0,1=1,2,3, para todo x € Q,

rT ¢ a}\]
= < e 1—ﬂ1(1—2u1))\1+61mu3?\1)dxdt+

- n
0Jo ot
T ¢
0A2
M2 p2n2(1 —2uz)A;2 — d3m2A3 ) dxdt +
Jo Ja t
rT ¢

(—D2VuyVAon: + Do (1 —uq)VALVno ) dxdt +
JO JO

T
[ oA
<—3ﬂ3 4+ 03n3A3 + VA3Vns + 61um3?\1> dxdt
Jo Ja ot




A.2 CALCULO DE LA DERIVADA DEL FUNCIONAL

Se obtiene la siguiente expresién para el problema adjunto (2.2.4),
el cual consiste en hallar A € V que satisface

.

oA

0 = J J (—1m—m(1—2u1)?\1+61mu37\1>dxdt
0Jo ot

.
oA
+ <_azn2 —pon2(1 —2uz)A; — 531127\3) dxdt
Ja t

rT a)\3
+ ——"3 + 03M3A3 + d1winzAy ) dxdt
JO

Jo ot
rT T
+ N3 (usz —ﬂ3)dth—J J Doni Vu, VA dxdt
JO JQO 0JQ
T,
+ (D2(1 —uq1)VA2Vn2 + VA3Vn3) dxdxt
JOo JO
oA
= —a,n + <H(7\),n>V*IV/ (A'1‘5)
V*,V

paratodon e VyA(x, T) =0.

A.2 CALCULO DE LA DERIVADA DEL FUNCIONAL

A fin de hallar un minimo del funcional es necesario calcular una
direccion de descenso. Para ello se calcula la derivada del funcional
respecto del parametro 81, es decir:

oE d
<aél(u,61)q,5> = an (E(u, 81 +uq), Q) o

para q € Ugq, entonces

oE T
~—(u,81)q,C) = QJ J ujuzAqdxdt.
007 0 Jo

En consecuencia, dado que a%% = 0, obtenemos una expresion para
(2.2.6), la cual es

oE

* T
J'(81) = <661(u(61)'61)> (= Jo Lz wjuzAydxdt. (A.2.1)
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ASPECTOS COMPUTACIONALES DE ESTOS
CALCULOS

B.1 CALCULOS CORRESPONDIETES A LAS FUNCIONES BASE

Las Funciones Base Usamos las ideas expuestas en [5], para lo cual
hacemos un repaso de las mas importantes.

Consideremos un tridngulo T de vertices (xi,yi), (xj,Y;) ¥ (xk,Yk),
el area del triangulo es:

1 1 1 1 1 1
AT/ =det | xj—x; yj—yi O | =det| x; x5 xx
Xk =X Yk—Yyi O. Yi Yj Yk

(B.1.1)

Las funciones base se definen como:

: 1 1 1
nilx,y) = édet X Xj Xk |-
Y Yi Yk
donde claramente se ve que ni(x1,y1) =0sil =j,kyni(xi, yi) = @
Entonces
1 1 1 1 1 1
TH(X,U) = det X Xit1  Xi42 det Xi  Xig1 Xi42
Y Yir1 Yit2 Yi Yit1 Yiy2
O, equivalentemente:
: 1 1 1
T]i(x/y) = ﬁdet X Xigl  Xi42
Y Yi+1 Yit2
y
1 L —us
Umlxy) = g | TR (B.1.2)
Tl Xi4+2 = Xi41
Se puede probar que
2 1 1
om) - 8]13
O 12
1 1 2

85



86 ASPECTOS COMPUTACIONALES DE ESTOS CALCULOS

Yy que

T
J vniVnp = Tl Yj+1 —Yj+2 Yitr1 —Yi+2 g 3)

L 1.
T ! (2|T|)2 Xj4+2 — Xj+1 Xi+2 — Xi+1

Sea (xs,Ys) el baricentro de un tridngulo T, entonces:

1 1 1
1

m(xs,ys)=ﬁdet Xs  Xi+1 Xi42 :§,

Ys Yi+1 Yiy2

1(v-2 2
pues (xs,Ys) = 3(2_1_0Xi+l, 2_i—oYi+rl) ¥ por lo tanto se pueden
considerar las siguientes aproximaciones

I |

J fn; =~ —f(xs,Ys) J gn;j ~ —-g(xm, ym)-
T 3 - 2

Anélogamente

UTm JTnz L 1’]3:| = lgﬂ 11] (B.1.4)

En forma matricial la EDP resulta

AU=F
con
mn
mn
A = [a(ﬂjlﬂi)]i’j:1= [kj an-Vnidx]
Q 1,j=1
mn
u = [uj]j:1
n
Fo- [F(m)]?]:U fmdx]
Q i=1

El calculo eficiente de estos procedimientos se muestra en B.2

B.2 CALCULO DE LAS MATRICES

Siguiendo las ideas de [12], la ecuacién (B.1.1) se calcula como.

areade=.5x((xCoord4e(:,2)-xCoordde(:,1))...
.x(yCoord4e(:,3)-yCoordde(:,1))...
-(yCoord4e(:,2)-yCoordde(:,1))...
.x(xCoord4e(:,3)-xCoordde(:,1))),

donde:

m xCoord4e = reshape(cdn(nde,1),[],3),

s yCoord4e reshape(c4n(nde,2),[1,3),
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= c4n es una matriz de nrNodos x 2 que en la fila i-ésima contiene
las cordenadas (x,y) del nodo i-ésimo,

= nde es una matriz de nrNodos x 3 que en la fila i-ésima con-
tiene los nodos (j,k,1) del tridngulo i, ordenados en sentido
antihorario.

Analogamente, el cdlculo del gradiente (B.1.2), se calcula como:
m grad4eY = yCoord4e(:,[2,3,1]) - yCoordde(:,[3,1,2]1);

m grad4eX = xCoord4e(:,[3,1,2]) - xCoord4e(:,[2,3,11);

m grad4e(l:2:end,:) grad4eY;

m grad4e(2:2:end,:)

grad4eX;

= dummy = repmat(areade’,2,1);

= dummy = repmat(dummy(:),1,3);

m grad4e = gradde./(2xdummy);

m grad4e = reshape(gradde’,3,2,[1);

Por lo tanto el calculo de la integral (B.1.3), sobre el tridngulo j, para
todas las funciones base del tridngulo respectivo, se reduce a:

gradde(:,:,j)*gradde(:,:,]j) '*areade(j).

B.3 CALCULO DE LAS MATRICES DEL CAPITULO 2

En esta seccién veremos como se calculan las matrices necesarias
para la resolucién de los problemas del capitulo 5.

B.3.1 Problema directo

Cosideremos primero el problema (5.2.2) como:

[0
0 = O A —wr (1 —up)Ap + 811 ush dxdt
Jo ot
auz
0 = m A2 —p2uz (1 —uz)A2 +Do(1 —uq)Vu, VA dxdt
JQ
[ au3
0 = W?g 4+ 03u3zA3 — d3usxA3 + Vuz VAszdxdt,
Q

puesto que podemos considerar A, = Az = 0y, por lo tanto, obtene-
mos la primer ecuacion.

Discretizamos el tiempo, para la derivada temporal de up(t) usa-
mos método Backward Euler, para lo cual consideramos una particién
uniforme, de longitud 7, enel tiempo 0 =to < t1 < ... <tn =T
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y denotamos como u(-,tn) =u™, conn =0,...,N. La derivada de
u(t) la definimos como:

ou(t) u" —un!

ot

T

conn € I={1,...,N}. Entonces vamos a resolver:

Hallar ul* € Vpconi=1,23yn=1,2,...,N tal que

r

Q

r

JO

JQO

n
Uq

mn
u;

n
Us

N

“Thdx = wiA (1 — 1) + tuful A + td1ufuiAdx

JQ

~

“Thdx = uS A2 (1 —7tp2) + Tp2ulul A dx

JQO

+J TDz(] —u?)VuEV)\zdx
Q

“Mzdx = | uRAz(14183) — to3uRAzdx

JQ

—|—TJ VuzVAzdx (B.3.1)
Q

paratoda A € Vi y AM(+,T) =0, y ud =u;(x,0).

Como la ecuaciéon (B.3.1) es no lineal en uy, u; y us, aplicamos el
método de Newton para resolverla. Para ello definimos (B.3.1) como

0
0
0

=Ju™,urT,A),

donde U™ es la incégnita. Para el cdlculo de la derivada hacemos

dJ

DJ(U™, U™ A W) = 2 (UM +eW, UM T A)

de e=0

la cual la denotaremos por DJyy .
Donde resulta

DJjw =

JO

JO

Q

WiAT (1 —1) + 2Twiul A + o wiui Ay + d1waulArdx

woA2 (1 —Tp2) + Zszu'zlwﬂ\z —1Dow, Vu?VAz

+1D>5(1 —u?)VWZVAde
w3A3(1 4+ 1d3) — To3WrA3 + TVW3VAzdx

Definimos la siguiente aproximacién de u y de A por medio de
funciones base lineales:

un(x) =) umi(x) y M) =) cmilx),
j=1 i=1
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Sobre el elemento T se definen las siguientes matrices:
AT :J VniVn;dx BT :J ninjdx
T T
M{ = JT mi ) upmajdx B = Lm > UV Vnjdx
k=1 =1

3
Gl = L D UWMVNiVnjdx  Z = Onodxnoa
k=1

donde los subindices 1i,j correspoden a los nodos asociados al ele-
mento T, y k = 1,2,3 corresponde, también, a los tres nodos sobre el
elemento T.

Estas matrices se aproximan segun:

A = J VniVn;dx
Q

B = J nin;jdx
Q

3 3
1 1
My~ 3 > w L ninjdx ~ 3 > wB
k=1 k=1
nod
B = J Ni Z Uy VN Vnjdx
L
AT -
~ —[ug uy us] U ull J n2 J 113]
IT] T Jr Ty

A
G =~ U m J n2 J 113] [y up w3l —
T U Ty Tl

donde Z es la matriz cero de R™°4*™°d Usando la aproximacién
(B.1.4) resulta:

Ey ATy up gl " [111]
G1 ~ [] 1 ]] [u1 uz ug]TA

%

Entonces el sistema a resolver es:

Dw=2z
D1
dondeD=| D2 | con
D3
B(1—1)+2tM 1 + 7151 M3
D1T = Z

T51M1
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—1D>E>
D2T = | B(1—1py) +21p2M5 — tD,G; + DA
i L
| z
D3 = —153B
| TA+(1+7183)B
Fy
F=1F, | con
F3
[ (1—1)B + M,
Fl = z
i TH61 M4
i —1D5E,
F2 = | (1—1p2)B +1p2M; +1D1A
i Z
i z
Fl = —153B
i (1+7183)B+TA
B Z z\|uWu(,n=1
Bo=|7zZ B Z WU (:,n—1)

Z Z B Us(:,n—1)

F U (:,m)
z=1FK Uy(:,n) | —B2
F3 Uz (:,m)

B.3.2 Problema adjunto

Para resolver el problema adjunto (5.4.2), procedemos como antes:
consideramos la misma particién temporal y teniendo en cuenta que
es un problema para atrds en el tiempo, la derivada temporal de A
resulta:

ou(t) —A™M AT

ot T !

paracadan € L.
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La forma matricial de este problema es:

(T—T)MAT 4+ 2tufm AT —1D2n VUi VAL
Jo

+To MU AT dx
(T—71p2)M2AY + 21p2m2uy A} + D2 VN3 VAR
Jo
—TDoul VN3 VALY — 183125 dx

Q(1 + 183)N3AT + TVN3VAY + 1o mzul AT dx

o -

AT Ty dx

Ja

r

= AT dx
Ja

N

—T(uy —uz™ns + 7\?“113 dx
L JO i
la forma matricial de este problema es:

D'z=b

donde DT = < D1 D2 D3 ) con

B(1—1)+2t™M; + 161 M3
D1 = y4
i 61 M,
| —1D,E,
D2 = | B(1 —1p2)+21p2M> —1D>G; +tD1A
i z
| z
D3 = —163B
| TA+(1+7183)B
B Z2 Z Ar(n+1)
b=|272 B Z Az(;m+1)

Z Z B tUs(;n) —tUs(,n) +Az(,n+1)
Notemos que la matriz DTasociada al problema adjunto, es la trans-
puesta de la matriz D asociada al problema directo.

B.3.3 Expresiones de la derivadada

Para calcular la derivada de T respecto de 87, ecuacion (5.4.3), pro-
cedemos segtin el siguiente algoritmo:

La notacion Uk = Uk ‘ 7, quiere decir U¥ restringuido a Ty, analogo
para A* = A¥| .
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Algoritmo 13 Calculo de la derivada.

1: parak =1:N hacer
22 Tomar U* = Uk‘
3:  Sobre T, realizar

y Ak = /\k‘T ,para 0 <

int(k) = UkM3AKT;
4 fin para
5: Hacer una regla de Simpson con int

k<N;

B.4 ESTIMACION A POSTERIORI

Dado que la ecuacién del tejido sano no tiene derivadas espaciales,

no tiene sentido calcular el error a posteriori.

Remplazamos la ecuacién del tejido sano en las expresiones (3.3.6)
y (3.3.7), para obtener el residuo por elemento y de salto de la ecua-

cion del tejido tumoral obtenemos:

TR = [(1—-1)u} —|—Tu2u2
= (uy(1—-1)—

+(uFud)?.

—up)?

uy~ 2 4272 (uy(1—1)—

n—1
u;

Juzuy

Cuando se integra sobre el elemento T, se obtiene la siguiente expre-

sion:

(ur(1—1) —uE")BT(u?U —1)—

TZJ R% =
T
212 (R (1 —1) —
FudMIul Z(uz .

error en el borde del tridngulo

)Mzuz

TDzﬂ

g—TD2 (1 —u)Vuy - v

Célculo para la concentracién de 4cido:
borde +tVuy

TR = [(t83(ul

= (t83(uy —

—u}) —I—ugl_] —u?)]z

2
uy)+uf ! —u})

borde

(VAT e AV TL

M vul vt 4D (1 —ul ) VUl T v

:
)
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g—tVvujs v

integrando

T2 L R = (wo3(Uy—Uf)+Uuf'—up)B’ (toz(Uy —UF) + U ' —UF)
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