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Introduccién

Una categoria tensorial finita es una categoria Abeliana k-lineal
rigida dotada de un producto tensorial y un objeto unidad, sujetos a
ciertos axiomas de asociatividad, unidad y finitud.

Ejemplos bésicos provienen de la teoria de representaciones de un
grupo finito y, méas generalmente, de las representaciones de algebras
de Hopf de dimension finita. La ubicuidad de las categorias tensoria-
les finitas tanto en matematica como en fisica matematica hace que
el problema de su clasificacién sea tanto altamente interesante como
dificil. Sus aplicaciones llegan a diversas areas de la matematica: varie-
dades topoldgicas de dimensién baja [BK], computacién cuéntica [FJ,
[FKLW], [Kil], [Ki2], teoria racional y logaritmica de campos [FS1],
[F'S2], mecénica estadistica, teoria de subfactores [Oc|, dlgebras de
Hecke afines [B], [BOI, y teoria de dlgebras de Hopf.

Para atacar el problema de clasificar las categorias tensoriales uno
intenta construir, a partir de familias conocidas, nuevas categorias ten-
soriales. Una construccién estudiada en [ENO] es la extensién de ca-
tegorias tensoriales por grupos finitos.

Sea GG un grupo finito. Una categoria tensorial G-graduada es una
categoria tensorial C, con producto tensorial ® : C x C — C, dotada de
una graduacién C = @yeqCy tal que

o ®:Cy xCp — Cyy para todo g,h € Gy
® X Cg — Cg—l.

En particular C; es una subcategoria tensorial de C y las componen-
tes C, son Ci-bimédulos invertibles. Se dice que C es una G-extension
de C;. Notar que se tiene un morfismo de grupos

¢: G — BrPic(Cy), g+ C,.

Aqui BrPic(Cy) es el llamado grupo de Brauer-Picard de C; y es el
conjunto de clases de equivalencia de C;-bimoddulos invertibles con pro-
ducto dado por el producto tensorial de Deligne.

7



8 INTRODUCCION

En [ENQJ, dada una categoria tensorial D y un grupo finito G, se
clasifican las G-extensiones de D en términos de un morfismo de grupos
¢ : G — BrPic(D) y ciertos datos cohomoldgicos.

Adn para ejemplos simples, el grupo de Brauer-Picard BrPic(D) y
los datos cohomoldgicos son dificiles de calcular. Algunos célculos del
grupo de Brauer-Picard para ciertas categorias tensoriales pueden en-
contrarse en [GS], [NR], [M2]. Esto hace que la determinacién explici-
ta de la G-extensién sea un problema complicado.

Una simplificacién importante de esta clasificaciéon fue estudiada en
[G]. El autor estudia G-extensiones donde C, ~ C; para todo g € G
como C;-bimddulos, y se denominan productos G-cruzados de C;. En
loc. cit. el autor obtiene el siguiente resultado:

TEOREMA 0.1. Sea G un grupo finito y D una categoria tensorial
finita. Los productos G-cruzados de D estdn clasificados por acciones
coherentes.

Expliquemos brevemente qué es una accién coherente de un grupo
finito G' en una categoria tensorial.

Una forma compacta de definir una accién coherente es la siguien-
te. Una accién coherente es un funtor monoidal p : G — 20ut(D)
que satisface cierta condicién. Aqui G es la categoria monoidal cuyos
objetos son los elementos de G, las flechas son identidades y el produc-
to tensorial es el producto del grupo. La categoria monoidal 20ut(D)
es la categoria de clases de isomorfismos de equivalencias monoidales
F : D — D, las flechas entre dos funtores son clases de equivalencias
de isomorfismos pseudo-naturales y el producto tensorial esta induci-
do por la composicién. Esta categoria proviene de una 2-categoria de
autoequivalencias exteriores de D.

Expliquemos mas en detalle la definicién de accién coherente. Una
accién coherente es una coleccion ((ax, £%), (Uap, ), Yabe)ap.cec donde:

e (a,,£%) : D — D son autoequivalencias monoidales, con estruc-
turas monoidales dadas por

iy 10 (X®Y) = a.(X)®a.(Y), X,Y €D;

e objetos invertibles U, ; € C;
e isomorfismos naturales

o9 a.b,(X)QU,p = Uypy®(ab),X, X €D;

e isomorfismos Yo p.c : @x(Upe)@Uqpe — Uas@Ugp e,

que deben satisfacer ciertos axiomas de compatibilidad.
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El presente trabajo esta dedicado a la construccion explicita de
acciones coherentes de un grupo finito en la categoria Comod(H) de
corepresentaciones de dimension finita de un algebra de Hopf de dimen-
sion finita H. Se muestran ejemplos concretos cuando dicho grupo es
el grupo ciclico de orden 2 y H es un algebra de supergrupo. A fortiori
se construyen explicitamente ejemplos nuevos de categorias tensoriales
finitas no semisimples que aparecen como productos G-cruzados. Se
calcula la dimensién de Frobenius-Perron de dichas categorias y se de-
muestra que ellas provienen de representaciones de algebras cuasi-Hopf.

La mayoria de los resultados de esta tesis provienen de los trabajos

En el caso particular que la categoria tensorial es Comod(H ), para
H un algebra de Hopf, los funtores tensoriales

{(ax, &) : Comod(H) — Comod(H)}eec

forman un subgrupo del grupo BiGal(H) de clases de isomorfismos
de objetos H-biGalois. Para la determinacion de acciones coherentes
, entonces debemos calcular el grupo BiGal(H ). Esta tarea solo habia
sido realizada para ciertas dlgebras de Hopf, ver [S1], [S2], [S3], [S4].
En este trabajo se desarrolla una técnica que permite el calculo de
este grupo para diversas algebras de Hopf punteadas. En particular
determinamos el grupo BiGal(H) para H un dlgebra de supergrupo.

Los isomorfismos 0% son transformaciones pseudonaturales en cier-

tas 2-categorias. Ellas establecen una relacion de equivalencia en el
grupo BiGal(H). Para la determinacién de estas transformaciones na-
turales debemos estudiar la relacién de equivalencia que determinan
en el grupo BiGal(H). Dicha relacién de equivalencia fue obtenida en

[EMM)].

Los objetos U, ;, al ser invertibles, deben estar en correspondencia
con elementos de tipo grupo de H. En particular son de dimension 1.
En consecuencia los isomorfimos 7,5 son escalares no nulos que deben
satisfacer una condicién de 3-cociclo.

Los contenidos del trabajo son los siguientes. En el capitulo 1y 2 se
introduce toda la notacién y nociones bésicas que se usaran a lo largo
del trabajo, con el espiritu de que el mismo sea lo més autocontenido
posible. El capitulo 3 estda dedicado a la clasificacion de los objetos
biGalois sobre las dlgebras de super-grupo, via datos compatibles. En el
capitulo 4 se presentan todos los bicomdédulos algebras sobre el dlgebra
de Taft.
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El capitulo 5 esta dedicado a la definicion de categoria tensorial.
También se muestran propiedades generales y algunos ejemplos impor-
tantes, como las extensiones por grupos. Se introducen las dimensiones
de Frobenius-Perron. En el capitulo 6 se introduce la definiciéon de cate-
gorias modulo y bimodulo y algunos ejemplos provenientes de dlgebras
de Hopf. Ademas se da la clasificacion de todos los bimdédulos sobre el
algebra de Taft. Se describe de forma explicita un subgrupo del gru-
po BrPic(Rep(7})). Se espera que la determinacién de dicho subgrupo
ayude en la bisqueda de nuevas extensiones de la categoria Rep(7;).

El capitulo 7 sigue de cerca el trabajo [B], introduciendo la teoria
de bicategorias. En la seccién 2.1 se considera la bicategoria con un
solo objeto, y se da un criterio para saber si dos funtores tensoriales
son equivalentes pseudo-naturalmente, resultado que forma parte del
trabajo [FMM]. En la seccién 3 se introduce la bicategoria con dos
objetos. En la seccion 4 se define la bicategoria de pseudo-funtores y
se muestra como se puede reconstruir una categoria monoidal a partir
de la 2-categoria de representaciones y un pseudo-funtor de olvido,
resultado obtenido en [IN].

El capitulo 8 sigue de cerca el trabajo [G], se definen sistemas cru-
zados en el caso especifico de la categoria de corepresentaciones de un
algebra de Hopf. Los resultados de la seccion 2.1 forman parte del tra-
bajo [MM], donde se presentan ejemplos explicitos de Cy-extensiones
de la categoria de corepresentaciones de cierta édlgebra de Hopf (un
algebra de super-grupo) no-semisimple de dimensién finita.



Capitulo 1

Notacion y preliminares

Denotaremos por k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica cero. Muchos de los resultados son ciertos sin asumir k al-
gebraicamente cerrado o de caracteristica cero. En este capitulo se
enuncian resultados ampliamente conocidos sobre grupos, categorias y
comédulos. En particular se introduce el grupo de Grothendieck de una
categoria y el producto de Deligne. La idea de estos primeros capitulos
es hacer el trabajo presente lo mas autocontenido posible.

La siguiente proposicion es conocida como el Teorema de Frobenius-
Perron, y es clave en la definicién de ciertas dimensiones de categorias
tensoriales.

PROPOSICION 0.2. [Ga] Sea A una matriz cuadrada con entradas
no-negativas en k.

(1) A tiene un autovalor real no-negativo. El mds grande autovalor
real no-negativo \(A) de A domina los valores absolutos de los otros
autovalores de A.

(2) Si A tiene entradas estrictamente positivas , entonces A(A) es
un autovalor positivo simple, y el correspondiente autovector puede ser
normalizado para que tenga entradas estrictamente positivas.

(3) Si A tiene un autovector f con entradas estrictamente positivas,
entonces el correspondiente autovalor es A(A).

O

1. Nociones de teoria de grupos

Si G es un grupo finito y ¢ € Z?(G,k*) es un 2-cociclo, entonces
existe otro 2-cociclo ¥’ en la misma clase de cohomologia de 1) tal que

(1)
V(g 1) =v'(1,9) =1, (9,9 ) =1 Y(gh) " =¢(hg"),

para todo g, h € G. De ahora en adelante, todo elemento en Z?(G,k*)
representard alguna clase en H?(G,k*) que satisface las ecuaciones en

(1)

11



12 1. NOTACION Y PRELIMINARES

Sea n natural, denotar por C,, el grupo ciclico de orden n y por G/,
las n-raices primitivas de la unidad.

2. Nociones basicas de categorias

Por completitud se enuncian a continuacion definiciones y notacio-
nes necesarias sobre categorias. Las definiciones bésicas de categorias,
funtores y transformaciones naturales se asumiran como conocidas. El
lector puede referirse a [Mc| para dichas nociones. Se introduce el gru-
po de Grothendieck de una categoria y el producto tensorial de Deligne
entre categorias.

Si A es un algebra, denotar por M, la categoria de A-mddulos
a derecha de dimension finita, y por M la categoria de mddulos a
izquierda de dimensién finita. Ademas denotar por 9, la categoria
de A-mddulos a derecha (de dimensién arbitraria) y por 49 la de
A-médulos a izquierda. Denotar por vecty la categoria de k-espacios
vectoriales de dimension finita. Estas categorias seran nombradas a lo
largo de todo el trabajo y juegan un papel importante. Seran dotadas
de més estructura en el Capitulo 5.

Dada C una categoria es posible construir una nueva categoria, de-
notada por C°P y es llamada la categoria opuesta donde

e Obj(C?) = Obj(C),

e si X,Y € C | entonces Homeop (X,Y) = Home (Y, X), es decir
las flechas vienen dadas de intercambiar el dominio y el codo-
minio de cada flecha en C.

Asisi X LY % 7 son flechas en C°P , entonces la composicién o°P
en C° estd dada por f o°? g = go f. Es decir, se intercambia el orden
de la composicion. Algunos autores suelen llamarla categoria dual y la
denotan por C*.

DEFINICION 2.1. Un funtor F : C — D se dice fiel, respectivamente
pleno, si para todo par de objetos X,Y de C la aplicacion

F : Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)),

es inyectiva, respectivamente suryectiva. El funtor F' se dice denso si
para todo objeto Z € D existe un objeto X de C tal que F(X) ~ Z.

Decimos que dos monomorfismos ¢; : X7 — X y 1o : Xy = X (en
la categoria C) son equivalentes si existe un isomorfismo u : X; — Xy
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que hace que el diagrama

sea conmutativo. Un subobjeto de X es una clase de equivalencia de
monomorfismos a X. Si X,Y son dos objetos, denotaremos X C Y si
X es un subobjeto de Y.

Dos epimorfismos ¢; : X — X1, ¢2 : X — X5 son equivalentes si
existe un isomorfismo v : X; — X5 que hace que el diagrama

X—r X

A

sea conmutativo. Un cociente de X es una clase de equivalencia de
epimorfismos desde X. Un subcociente de un objeto X es un subobjeto
de un cociente de X.

DEFINICION 2.2. Un morfismo f : X — Y se dice esencial si es
un epimorfismo y para todo morfismo g : Z — X tal que fog es
epimorfismo , entonces g es epimorfismo. Un objeto P es proyectivo
si para todo morfismo sobreyectivo f : Y — X y todo morfismo ¢ :
P — X existe un morfismo h : P — Y tal que fh = g. Un cubrimiento
proyectivo de un objeto X es un par (P, f) donde f : P — X es esencial
y P es un objeto proyectivo.

2.1. Categorias finitas sobre un cuerpo. Sea C una categoria.
Introduciremos el concepto de categoria Abeliana y algunas propieda-

des de estas. Para un panorama mas completo el lector es referido a
[Mc].

Un objeto distinto a cero S € C se dice simple si todo subobjeto de
S es isomorfoa 0 oa S. Unasucesion X = Xg D X7y D - D X,,.1 D
X, = 0 en C es una serie de composicion si X;/X;11 es simple para
0 <i < n. Los objetos X;/X; 1 son llamados factores de composicion.

PROPOSICION 2.3. [KS| Ejercicio 8.20] Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(a) Ezxiste una serie de composicion X = Xg D X7 D+ D X,,.1 D
X, =0.
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(b) Existe un entero n tal que para toda sucesion X = Xy 2 X1 2
e 2 X1 2 X =0, entonces m < n.

(¢) Toda sucesion decreciente X = Xo D X3 D -+ D X1 D

Xm D -+ es estacionaria (e.d. X,, = X,y1 para m lo suficientemente
grande) y toda sucesion creciente Xg C --- C X,, C -+ C X es
estactonaria.

(d) Para todo conjunto S de subobjetos de X ordenados por inclu-
sion, si S es filtrante , entonces S tiene un elemento mds grande, y st
S es cofiltrante , entonces S tiene un elemento mas pequeno.

O

Se puede probar que el entero n en (a) s6lo depende de X. Si alguna

de las anteriores condiciones se satisface, se dice que X tiene longitud
finita y el entero n es llamado la longitud de X.

DEFINICION 2.4. Sea C una categoria.
e C es preaditiva si para todo X,Y € C el conjunto Home(X,Y)

posee una estructura de grupo abeliano compatible con la com-
posicién de morfismos y un objeto nulo 0.

e C es aditiva si es preaditiva y admite sumas directas.

e C es Abeliana si es aditiva, todo morfismo f en C posee nicleo y
conticleo, todo monomorfismo es un nticleo y todo epimorfismo
es un contcleo.

e C es k-lineal si es Abeliana, para todo X,Y € C el grupo
Home(X,Y) es un k-espacio vectorial y la composicién es k-
bilineal.

e C se dice localmente finita si es Abeliana k-lineal esencialmente
pequena (las clases de isomorfismos de objetos forman un con-
junto), todo objeto tiene longitud finita y si para todo X, Y € C

dim(Home(X,Y)) < oc.

e C sedice finita si es Abeliana k-lineal, todo objeto tiene longitud
finita y posee cubrimiento proyectivo, si para todo X,Y € C

dim(Home(X,Y)) < oo,

y la cantidad de clases de isomorfismos de objetos simples es
finita.

OBSERVACION 2.5. 1) El Teorema de Freyd-Mitchell [Mi] afirma
que las categorias Abelianas se pueden caracterizar como subcategorias
plenas de categorias de modulos a izquierda sobre anillos, las cuales son
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cerradas bajo sumas directas, niucleos, contucleos e imagenes de mor-
fismos. Esto permite visualizar los principales conceptos de la teoria
de categorias Abelianas en términos de teoria clasica de médulos sobre
anillos. En esto radica la importancia de las categorias de representa-
ciones.

2) Es bien sabido que toda categoria finita es equivalente a la cate-
goria 4 M donde A es una k-algebra de dimensién finita.

Un producto de dos categorias C y D, es una tripla (M, P, Q) donde
M es una categoria, P : M — Cy @Q : M — D funtores que satisfacen:

Dada otra categorfa Ny dos funtores C £ N L D existe un tinico
funtor ' : N' = M con PF = R,QF = T. Dicho producto es tinico
salvo equivalencia, y se denota por C x D.

Explicitamente, la categoria C x D se puede construir de la siguiente
forma: Los objetos son pares (c,d) donde ¢ es un objeto de C y d es
un objeto de D. Una flecha (¢,d) — (¢/,d’) es un par de flechas (f, g)
donde f: ¢ — 'y g:d— d ylacomposicién de tales flechas esta dada
por

(fr9)o(fg)=(fof g09)
si (e,d) Y9, (c,d) Vo, (¢”,d") son flechas en C x D.
Los funtores C << C x D % D, llamados las proyecciones del pro-
ducto, se definen sobre objetos P(c,d) = ¢y Q(¢,d) = d y en flechas
P(f,9) = fy Q(f,g) = g. Mas atin, si C, D son preaditivas (resp. adi-

tivas, Abelianas, finitas) , entonces C x D también lo es, y se denota
por C @ D.

Dadas dos categorias Abelianas deseamos saber como son los pro-
yectivos en la suma directa de dichas categorias.

TEOREMA 2.6. Sean C,D categorias Abelianas.

Si X € C y P(X) es su cubrimiento proyectivo, entonces el cubri-
miento proyectivo de (X,0) en C® D es (P(X),0).

Si X € D yQ(X) es su cubrimiento proyectivo, entonces el cubri-
miento proyectivo de (0,X) en C @D es (0,Q(X)).

DEMOSTRACION. Si X € C, el cubrimiento proyectivo de X es el
par (P(X),II) donde IT : P(X) — X es esencial. El objeto (P(X),0) es
proyectivo ya que P(X) lo es. Ademds p = (II,0) : (P(X),0) — (X,0)
es esencial ya que II lo es; por tanto ((P(X),0),p) es el cubrimiento

proyectivo de (X, 0). De igual modo se prueba la segunda afirmacion.
0
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Sean C, D categorias Abelianas, un funtor F' : C — D se dice exacto
si preserva sucesiones exactas cortas, esto es si

0= X—-Y—-272—-0

es una sucesion exacta en C , entonces la sucesién 0 — F(X) —
F(Y)— F(Z) — 0 es exacta en D.

Si C es una categoria Abeliana, una subcategoria Serre de C es una
subcategoria D Abeliana plena de C cerrada por subcocientes y por
extensiones. Si D es una subcategoria Serre de C entonces el funtor
inclusién I : D — C es exacto.

2.2. Grupo de Grothendieck de una categoria. Sea C una
categoria localmente finita. Definimos a continuaciéon un importante
invariante categorico, que permitird mas adelante calcular ciertas di-
mensiones.

Sea §(C) el grupo abeliano libre generado por las clases de isomorfis-
mos de objetos de C. Denotar por [X] la clase de isomorfismo de X € C.
Sea R(C) el subgrupo de §(C) generado por los elementos [Z]—[X]—[Y]
cada vez que exista una sucesion exacta corta 0 - X — 7 —-Y — 0
en C.

DEFINICION 2.7. El grupo de Grothendieck de C es

Ro(C) = F(C)/R(C).
Para todo X € C, denotaremos por (X) la clase de X en £&(C).

Es posible describir a este grupo usando las clases de isomorfismo
de objetos simples. Para esto usaremos las series de composicién.

ProPOSICION 2.8. [EGNO) Proposicién 1.12.2] En una categoria
localmente finita C:
o Home(X,Y) =0 s1 X, Y son simples y no-isomorfos.
e Home(X, X) =k para todo objeto simple X € C.

O

Luego si C es una categoria localmente finita todo objeto tiene una
serie de composicion, y es vélido el Teorema de Jordan-Holder, e.d. los
factores de composicion no dependen de la serie de composicién, el cual
es una consecuencia de la anterior Proposicién.
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COROLARIO 2.9. Sean C una categoria localmente finita y X € C.
Considerar las siguientes series de composicion

X:XoDXlD"'DanlDXn:O,
X=YY>Y,D>---DY,.1DY,=0.

Entonces para cada i = 0,...,n —1 existe j € {0,...,m — 1} tal que
Xi/Xip1 =Y;/Yi yn=m.

O

Como se dijo anteriormente, en estas categorias es posible dar una
descripcion alternativa del grupo de Grothendieck.

TEOREMA 2.10. SiC es una categoria localmente finita, el grupo de
Grothendieck R(C) de C estd generado por las clases de isomorfismos
de objetos simples.

DEMOSTRACION. Sean {X;} un conjunto de representantes de las
clases de isomorfismos de objetos simples, y & el grupo Abeliano libre
generado por las clases [X;]| de isomorfismos.

Considerar ¢ : & — £y(C) el morfismo de grupos dado por [X]
(X). Veamos que es una biyeccion.

Sea Y € C con serie de composiciéon Y =Yy, DY, D --- DY, 1 D
Y, =0, luego (Y) = >, (Yi/Yiy1), es decir la clase de Y en £(C) es
la suma de las clases de sus factores de composicién. Por tanto (V) =
O(D gcicnlYi/Yis1]) ya que los factores de composicién son simples.
Asi ¢ es sobreyectiva.

Considerar I : £)(C) — & el morfismo de grupos dado por (Y)
Y 0<icnYi/Yit1], donde Y;/Y; ;1 son los factores de composicién. Vea-
mos que II estd bien definida. Para esto es necesaria la siguiente afir-
macion.

AFIRMACION 2.10.1. Sea 0 — A — B — C — 0 una sucesidén
exacta, entonces los factores de composicion de B son los de A y los

de C.

Demostracion de la Afirmacion. Podemos considerar A como subobjeto
de By C ~ B/A donde B/A es el contcleo de la inclusién de A en
B. Por tanto toda serie de composicion de C' se puede levantar a una
de B dando lugar a una filtracion de A C B con factores simples.
Concatenando esta filtracién a la serie de composicién de A obtenemos
una serie para B: Es decir, sean

O:AnCAn_1C"‘CA1CA():A,
OszCCm_1C---CClcCozC:B/A,
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las respectivas series de composicion. Luego existen subobjetos C] don-
de C!/A ~ C;. Asi

0=A,CA,1C---CACA=ACC(C,,Cc...CcC]CB

es la serie de composicion buscada. Como los factores de composicion
son unicos, Corolario 2.9, entonces queda demostrada la afirmacion. [

La anterior Afirmacion y el hecho de que los factores de composicion
son unicos implica que II estd bien definida.

Como ITo ¢ =id , entonces ¢ es inyectiva, y por tanto es biyectiva.

O

2.3. Producto tensorial de Deligne. En el mundo de las cate-
gorias Abelianas es posible definir un nuevo producto, llamado produc-
to de Deligne, el cual permite generalizar la exactitud en cada variable,
de igual modo que el producto tensorial permite generalizar la lineali-
dad en cada variable. Sean C y D categorias Abelianas k-lineales.

Un producto tensorial de C y D es una categoria Abeliana k-lineal
A dotada de un funtor F : C x D — A exacto a derecha tal que para
toda categoria Abeliana k-lineal M el funtor

Fune_d, (./4, M) BiFune.d. (C X D> M)

es una equivalencia de categorias. Aqui la categoria BiFun,4 (C X
D, M) denota los bifuntores exactos a derecha en cada variable, y la
categoria Fun, g (A, M) denota los funtores exactos a derecha.

G—GF

Si el producto tensorial de dos categorias Abelianas k-lineales C, D
existe es unico salvo equivalencia y se denota por C XD y es llamado
producto tensorial de Deligne.

PROPOSICION 2.11. [De] SiC, D son categorias Abelianas k-lineales
finitas. Entonces

e ¢l producto tensorial de C y D existe;

o ¢l funtor X :C x D — CK D es exacto en cada variable;

e para toda toda categoria Abeliana k-lineal M existe una equi-
valencia de categorias

Fun, (CR D, M) =2 BiFun, (C x D, M);

e la transformacion natural
Home (X4, Y1)@xHomp(Xs,Ys) = Homexp (X1 X Xy, Y; KY3)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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3. Coalgebras y Comddulos

En mas sea C' una codlgebra. Se asume conocida la definicion de
comédulo sobre una codlgebra, la cual se puede consultar en [M]. Usa-
remos la notacién introducida por Sweedler omitiendo el simbolo de
sumatoria en el coproducto A, esto es

Az) = 11Q22, z€C.

Si M es un C-comddulo a derecha (respectivamente a izquierda) con
estructura dada por p : M — M®,C (resp. A : M — C®,M) usaremos
la notacion:

p(m) = mo®@m,

(resp. A(m) = m_1®my) para todo m € M.

Sea MY = {x € M|p(x) = z®1} el conjunto de coinvariantes
a derecha de M, si M es un C-comédulo a derecha; y ““M = {x €
M|X(z) = 1®x} el conjunto de coinvariantes a izquierda de M, si M
es un C-comdédulo a izquierda.

Una coalgebra es Ny-graduada, o simplemente graduada, si C' =
@ien,C; es la suma directa de subcodlgebras y el coproducto satisface

A(CZ) C @ Cr®Ci_.
k

Dadas C' coélgebra y A algebra, Hom(C, A) es un élgebra con el
producto de convolucion dado por

f*glc)= f(c1)g(ca), ceC.

Este producto sera usado para construir ejemplos de ciertas algebras a
partir de otras.

Denotar por MY la categoria de C-comédulos a derecha de dimen-
sién finita, por “ M la categoria de comédulos a izquierda de dimensién
finita, por M la de C-comédulos a derecha (de dimensién arbitraria) y
por M la de C-comddulos a izquierda. Estas categorias serdn dotadas
de mas estructura en el Capitulo 5.

De manera anédloga a como se define el producto tensorial entre
modulos se puede definir un producto para comédulos.

DEFINICION 3.1. Sean C' una codlgebra, V € M® y W € “M via
AV =2 VRCyo: W — CeW. Definir a = AQidy v 5 = idy ®y0.
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El producto cotensorial VW esta definido como el ecualizador en
M de ay (3, es decir

0— VW — Ve W :ig W@ Co W.
En otras palabras, es una subespacio de V&, W donde los elementos
son sumas finitas Y v'®@uw’ tales que Y vi@view' = Y v'@w" | QW}.

Maés atn, es un algebra con producto dado por (z®y)(v@w) =
ro@yuw (si 2@y, v@w € VOsW), el inducido del producto de V@, WV.
Se encuentra bien definido ya que

(20)o®@(20)1 QYW = TRV VYW = TVRY_1W_1 QYoWo
= 2v@(yw) 1@ (Yyw)o-
El producto cotensorial de bicomdédulos es nuevamente un bicomédu-
lo:

LEMA 3.2. Sean C,D codlgebras. Si' V.€ PMC y W € “MP.
Entonces VOcW P MP .

DEMOSTRACION. Por hipétesis, (V,p) € PM y (W, \) € MP.
o (VOW, pRyid) €P M: Sea v@w € VOW luego
V_1QUgpRVp1 QW = v_1 QU1 QW = vV_1QUR@w_1 Wy,

asi v_1®vyRw € DRVOW, y por tanto la coaccién esta bien
definida.

o (VOW,idoyp\) eEMP: Sea v@w € VW luego
’U®U)0(_1)®'LU00®'LU1 = v®w,1®wo®w1 = 00®U1®w0®wl,

asl vOwyRw; € VW ®,D, y por tanto la coacciéon esta bien
definida.
O



Capitulo 2

Algebras de Hopf

Para la teoria general de dlgebras de Hopf usamos como referencia
principal [M], [K]; en los cuales se pueden consultar las definiciones
basicas de algebras de Hopf, comddulos y bicomddulos. Recordaremos
algunas nociones y definiciones béasicas en la primera Seccién de este
capitulo.

Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita con comultiplicacién
A, counidad € y antipoda S. Sea G(H) = {g € H|A(g) = g®g, €(g) =
1} el conjunto de elementos tipo grupo, el cual a su vez resulta ser un
grupo con la multiplicaciéon de H.

Introduciremos ejemplos de dlgebras de Hopf, y los comédulos sobre
estdas. Ademas como ejemplos de comoddulos se presentan los objetos
Galois y biGalois, los cuales son realmente importantes en este trabajo,
ya que permiten clasificar ciertos funtores.

1. Nociones basicas

Se denotara por HP el algebra de Hopf que como coalgebra es H y
como &lgebra tiene el producto opuesto, es decir myop(h, k) = my(k, h)
para todo h, k € H. Se denotara por HP el algebra de Hopf que como
algebra es H y como coalgebra tiene el coproducto opuesto.

DEFINICION 1.1. o Bl corradical Hy sobre H es la suma de
todas las subcoalgebras simples de H.
e H es punteada si toda subcodlgebra simple es de dimensiéon
uno. En particular, H es punteada si y sélo si su corradical
Hy =kG(H), es el dlgebra de grupo del grupo de elementos de
tipo grupo de H.
e H es conexa si Hy es de dimensién uno.

Sea H, = A"V (H®yH,,_1 + Hy®yH) para n > 0, luego la coleccién
{H,|n > 0} se llama la filtracion corradical de H y satisface que para
todon >0

H, C Hys1, H=UyoH,, A(H,) CY H@cH, ;.
=0

21
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Estas definiciones son introducidas para hacer el trabajo lo mas
autocontenido posible.

Si A es un H-médulo algebra a izquierda, el dlgebra producto cru-
zado 6 bosonizacion A#H se define como sigue, si a,b,€ Ay h,k € H:
como k-espacio es A®QH y multiplicaciéon dada por

(a#th)(b#k) = alhy - b)#hsk,

donde a#h denota a®h. Esta algebra generaliza la nocion del producto
cruzado de grupos.

DEFINICION 1.2. Un mddulo de Yetter-Drinfeld a izquierda es un k-
espacio vectorial M el cual es un H-moédulo a izquierda y H-comoddulo
a izquierda que satisface para todo h € H,m € M

Z him_1®hy - my = Z(hl -m)_1ha®(hy - m)o.

La categoria de modulos Yetter-Drinfeld a izquierda es denotada por
H
aYD.

EjempLO 1.3. 1) Algebra de Grupo: Sea GG un grupo, kG el dlgebra
de grupo es un &lgebra de Hopf con estructura dada por A(g) = g®g
y S(g) = ¢g~! para todo g € G.

2) Algebra de Taft: Fijar ¢ € G',. Sea T, = (x,g|z" = 0,¢" =
1, gx = qxg) el dlgebra de Taft con estructura de dlgebra de Hopf dada
por A(z) = z®1 4+ g®x y A(g) = g®g; y filtracién corradical

(T)m = (g'2’|0<i<n—1,0<j <m).

Mas atn T ~ T;°P como algebras de Hopf, donde el isomorfismo
estd dado por g = gy o+ xg L.

3) Algebra de Super-grupo: Sea G un grupo Abeliano finito, u € G
un elemento de orden 2 y V un G-médulo de dimension finita tal que
u-v=—vsiv € V.Elespacio V tiene estructura de modulo de Yetter-
Drinfeld sobre kG con coaccién dada por § : V — kG®iV donde
d(v) =u®v, siv e V.

El élgebra de Nichols de V' (ver [AS]) es el dlgebra exterior B(V) =
A(V'). La bosonizacién A(V)#KG es llamada en [AEG] un dlgebra de
super-grupo finita y es denotada por A(V,u, ). Denotar el elemento
v#g simplemente por vg, siv € V, g € G.

Como algebra, A(V,u,G) estd generada por los elementos v €
V,g € G sujetos a las relaciones

UU)—{—UJU:O, g/U:(g'/U)g, SlU,wEV7gEG
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El coproducto y la antipoda son determinadas si v € V, g € G por
Av) =v@l+uev, Alg) =929, S(v)=-uv, S(g)=g"
LEMA 1.4. El morfismo de dlgebras ¢ : A(V,u,G) — A(V,u, G)P

determinado por
o(v) =vu, é(9) =gy,

es un isomorfismo de dlgebras de Hopf. O

Estas dlgebras representan un papel fundamental en el presente tra-
bajo, y su estudio sera retomado en préximos capitulos.

A continuacion describimos un método para construir algebras de
Hopf, el cual es pieza fundamental en muchas de las construcciones que
presentamos a lo largo de este trabajo.

1.1. Deformaciones de algebras de Hopf. Dada H un élge-
bra de Hopf, podemos construir otra de la siguiente forma: Sea ¢ un
2-cociclo de Hopf para H, esto es una aplicacién invertible por convo-
lucion o : HoyH — k, tal que si x,y,z € H

(2) (1), Y1) (T@Y@) 2) = oy, 20)o (2, Y2)%(2)),
(3) o(xz,1) =¢e(z) =0o(1,2).
El dlgebra de Hopf H'"! twisteada de H es H'°) = H como codlgebra,

con producto

4 2y =olza),ym)o (e, Ye) teYe, Y€ H

Sea H un algebra de Hopf. J € H®yH es un twist para H si es un
elemento inversible tal que

(A@yidy)J(J21) = (idgpA)J(1QJ), (e®yid)J =1 = (id®ye)J.

Se usa la notacién J = Ji®@J,y J' = J'®J 2. Six € H es un ele-
mento tal que e(x) = 1y J es un twist , entonces J* := A(z)J(z~'®@x~1)
es también un twist. En este caso, diremos que J y J* son equivalentes.

Si J es un twist para H | entonces existe una nueva algebra de Hopf
H’ con la misma estructura de algebra y la misma counidad que H,
pero con comultiplicacién y antipoda determinadas por

A(h) = J'AR), S7(h) =Q;'S(W)Q,, heH,

donde Q; = S(J')J? es un elemento inversible de H con inverso Q' =
JIS(J72).
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Si J y J' son twists equivalentes , entonces las dlgebras de Hopf
H’, H”' son isomorfas via

¢: H — H”, ¢(h) = xha™',  paratodo h € H.

1.2. Algebras de Hopf corradicalmente graduadas. Un dlge-
bra de Hopf graduada es un algebra de Hopf H dotada de una gradua-
cion

H =", H(i)
tal que es un algebra graduada y una codlgebra graduada. Un algebra
de Hopf graduada H se dice corradicalmente graduada si la filtracion
corradical esta dada por

H, =&} (H(i), para todo n € Nj.

Si gr(H) es la codlgebra asociada graduada de H con respecto a
la filtracién corradical, en otras palabras gr(H) = @,>1H,,/Hy—1, en-
tonces gr(H) es una coalgebra corradicalmente graduada. Si ademés
el corradical Hy es una subélgebra de H | entonces gr(H) posee una
estructura de algebra de Hopf corradicalmente graduada. Para mas

detalles ver [AS].

Dada un algebra de Hopf corradicalmente graduada H = @ H (1),
decimos que una subalgebra coideal a izquierda K C H es homogénea
si su dlgebra graduada K = @ K (i) satisface K (i) C H(i).

Si H es punteada y corradicalmente graduada con corradical kG,
G un grupo finito, y ¢ € Z%(G,k*) es un 2-cociclo; entonces existe
un 2-cociclo de Hopf o, : H®xH — k tal que para todo elemento
homogéneo x,y € H

(5) oy(T,y) = {

la condicién ([2]) se satisface ya que 1 es un 2-cociclo, la condicién (3)) es
equivalente a la primera igualdad de del primer capitulo. Ademés
es invertible por convolucién con inversa

ro(ey) = {w@:,y)-% si 2,y € H(0);

U(x,y), siz,ye H(0);
0, en otro caso,

0, en otro caso.

2. H-comddulos

Como en la Teoria de Grupos es esencial el estudio de sus médulos,
acd es necesario el estudio de médulos y comoddulos sobre las algebras
de Hopf, ya que estas categorias aportan valiosa informacion sobre el
algebra en si.
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Sea H un algebra de Hopf, y V,W H-comddulos a derecha con
coaccion py y pw, respectivamente. Luego V@ W es un H-comddulo
via

pve,w (VW) = vo@weRuwr, VW € VL W.

Sea (A,\) un H-comédulo élgebra a izquierda, es decir un H-
comoédulo que también es un algebra tal que la coacciéon es un mor-
fismo de élgebras. La serie de Loewy sobre A estd dada por A, =
A Y H,@pA), n=1,...,m. El dlgebra graduada asociada

gI'A = EBnZlAn/Anfl

es nuevamente un H-comdédulo dlgebra a izquierda. Si el corradical Hy
es una subalgebra de Hopf | entonces Ag es un Hyp-comddulo algebra a
izquierda.

DEFINICION 2.1. Un H-comédulo algebra A se dice H-simple a
derecha si no tiene ideales a derecha H-coestables no-triviales.

EJEMPLO 2.2. 1) Sea A un H-comddulo élgebra a izquierda y o un
2-cociclo de Hopf. Definir A, = A como comoddulo con producto

(6) a..b = a(a(_l), b(_l)) a(o).b(o), a,be A

Mis atin, A, (con la misma estructura de comédulo) es un H1%-comédu-
lo &lgebra a izquierda.

2) Si g € G(H) es un elemento de tipo-grupo, denotar por k, el H-
comoédulo a izquierda donde k, = k el k-espacio vectorial de dimensién
uno generado por el vector w, y con coaccién dada por wy — gQwy.

Sea H = @ H (i) un élgebra de Hopf punteada graduada de di-
mension finita, con corradical el dlgebra de grupo Hy = kG de un grupo
finito. Si A es H-simple a derecha , entonces A, es kG-simple a dere-
cha [M1], Proposicién 4.4], por tanto existe un subgrupo F' C G y un
2-cociclo ¢ € Z?(F,k*) tal que Ay = kyF.

LemA 2.3. [M2| Lema 5.4] Si A es H-simple a derecha , entonces

existe un 2-cociclo w € Z*(G,k*) tal que w restringido a F' es igual a
vy (grA>% es isomorfo a la subdlgebra coideal homogénea a izquierda

de H% como H3_comédulos dlgebras a izquierda. O
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3. Objetos Galois

Una familia de ejemplos clave de comoédulos son los llamados objetos
Galois, los cuales permiten clasificar ciertos funtores monoidales.

En més sea H un &algebra de Hopf, (A, \) un H-comddulo alge-
bra a derecha y B = A®H = {a € Alay®a; = a®1} el conjunto de
coinvariantes de la coaccion. La funcion canonica k para A satisface

k:ARpA — ARH
r(z®y) = (zQL)A(y).

La extension B C A es H-Galois a derecha si k es biyectiva; y si
ademés B = A®UH) =k se dice que A es un objeto H-Galois a derecha.
De igual modo se define a izquierda.

Un morfismo de extensiones Galois es un morfismo de comdédulos
algebras. Es posible describir los isomorfismos entre los objetos Galois.

PROPOSICION 3.1. Si A, B son objetos H-Galois a izquierda (de-
recha), cualquier morfismo de H-comddulos dlgebras de A en B es un
1somorfismo.

DEMOSTRACION. Sea f : A — B un morfismo de H-comddulos
algebras. Dotar a B con estructura de A-mdédulo a izquierda via f, es
decir con accién AQgB — B donde a-b = f(a)b.

El siguiente diagrama es conmutativo

AeyB 2% Bey B ™2 H,B
1d®gg |~ ~| id®yg
AR AR 4B 2424 o A0 B

donde k4, kp son las funciones candnicas para las coacciones de A y B;
y el isomorfismo que desciende es g(b) = 1®b con inversa a® b — a - b.
El diagrama conmuta ya que por el camino superior se obtiene

a®b— f(a)®@b— f(a)-1®f(a)ob = a_1®f(ag)b
=a_1®ag b+ a_1¥1®ag - b,
y por el camino inferior se obtiene
a®b — a®1Rb +— a_1®ae®b = a_1®1Rag - b.
Como kg, kg, g son isomorfismos, entonces f es un isomorfismo. O

Sea A un algebra, se dice que H mide a A si existe una aplicacion k-
lineal H® A — A donde h®a +— h-a tal que para todo h € H,a,b € A

h-1=¢e()1, h-(ab) =Y (hi-a)(hy-b).
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Un 2-cociclo o es una aplicacion invertible en Homy(H®xH, A) tal
que si h,k,me H
o(h,1)=0(1,h) = e(h)1,
(hl . 0'(]{‘1, ml))a(hg, k’gmg) = U(hl, k’l)O'(th’Q, m)

DEFINICION 3.2. Sea A un algebra, o un 2-cociclo y suponer que
H mide a A. El producto o-cruzado de A con H es A#,H := AR H
como espacio vectorial con producto

(a#h) (b#k) = a(hy - b)o(ho, ki) #hsks,  sihk € Habe A,

El siguiente Teorema nos sera ttil para clasificar ciertos objetos
Galois.

TEOREMA 3.3. [DT] Sea B un H-comddulo dlgebra y A = B<H),
Son equivalentes

e [Eriste un 2-cociclo o tal que B ~ A#,H como B-mddulos a
1zquierda y H-comodulos a derecha.
e B es H-Galois y B ~ Ay H en gM™.
Donde la B-accion a izquierda sobre A#,H y AQxH es la accion so-
bre el primer tensorando via multiplicacion, y la H-coaccion a derecha
sobre A#,H y A®H es la coaccion sobre el sequndo tensorando via
el coproducto.

O

Una extension de anillos A C B es plana si el funtor —®4B es

exacto en My y es coplana si el funtor —[J4 B es exacto en M*. Por
ultimo es fielmente plana si el funtor —® 4B es exacto y fiel.

En general el producto cotensorial no es asociativo. En la siguiente
Proposicién se enuncian algunos casos en los cuales si es asociativo.

PROPOSICION 3.4. [S1], Seccién 2] Sean C'Y D codlgebras.

1. Sean M un dlgebra, V.€ M® yW € M. Si M es un k-mddulo,
0, st C es k-plano y W es C-coplano, entonces existe un isomorfismo
candnico (de k-espacios vectoriales)

M@ (VOW) ~ (M®,V)OcW.

2. Sean U € “M, V € “MP y W € PM. No necesariamente se
cumple
Tal isomorfismo candnico existe si C' es un dlgebra de Hopf y U es un
objeto C-Galois a derecha fielmente plano. O
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4. Objetos biGalois

Para mas detalle en las definiciones y proposiciones enunciadas
en esta Seccién, ver [S1]. Los objetos biGalois sobre un &lgebra de
Hopf, juegan un papel importante en diversas clasificaciones. Como
se vera mas adelante, permiten clasificar ciertos funtores entre ciertas
categorias. De ahi su vital importancia en este trabajo.

En més sean H, L algebras de Hopf. Un objeto (H, L)-biGalois A es
una extesion H-Galois a izquierda L-Galois a derecha tal que las dos
coacciones hacen de A un (H, L)-bicomddulo y los coinvariantes son
triviales. Un morfismo de objetos biGalois es un morfismo de (H, L)-
bicomodulos algebras.

OBSERVACION 4.1. Recordar que A es un (H, L)-bicomddulo &lge-
bra via \; : A - HRA v Ao : A — A®iL si y s6lo si A es un
H®y L°P-comoddulo algebra a derecha via A : A - H®y LP®R,A:

e Dada A, definir
A1 = ([dg@ge®gida) A,

)\2 = T(é@kidL@)kA))\,

donde 7 : LPRy A — A®yL satisface 7(a®b) = b®a si a®b €
LRgA.
e Dadas \; si ¢ = 1,2, definir

)\(CI,) = (1dH®]kT)(1dH®kmA®k1dL)(Al(a)®k>\2(a))
sia € Ay my es la multiplicacién de A.

El siguiente Lema se usard para clasificar objetos biGalois sobre
ciertas algebras.

LEMA 4.2. Si A es un objeto (H, H)-biGalois , entonces A no tiene
ideales bilateros H®y H “°P-coestables.

DEMOSTRACION. Como A es una extensién H-Galois a derecha

(e izquierda) y A®” = k , entonces A no tiene ideales bildteros H-
coestables ([M| Corolario 8.3.10]).
Sea I C A un ideal bilatero H®y H“P-coestable, es decir

M) C HoyHPRy I,

luego M (1) = (id@ke@kid)A(I) C H®yl, esto implica que [ es H-
coestable y por tanto I = 0. U
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Si (A, A) es un H-comédulo algebra a izquierda y {H;|i > 0} es la
filtracion corradical de H, entonces

es una filtracién sobre A. Mds atin, A C Ay y tomando coinvariantes

nuevamente A7 C AP Esto implica que si ALY = k , entonces
AcoH =k

A continuacion damos la familia de objetos biGalois sobre el algebra
de Taft.

EjempLO 4.3. Fijar ¢ € G),. Sea H = T, el algebra de Taft. Para
neky & ek definimos

Ape = (y,h|y" = p,h" =1, hy = qyh).

PROPOSICION 4.4. [S2 Teorema 2.2] A, ¢ es un objeto (T,,T,)-
biGalois y todos son de esta forma. Mds ain, A,e ~ Aye sty solo
sip =y y& =s"¢ para algin s € k™.

DEMOSTRACION. Consideremos la estructura de comdédulo dlgebra
sobre A e dada por A @ Aye — Ty@ T PRy A e donde A(h) =
gRgRh v My) = {xR1®1+gRrR@h+ g®1®y, la cual estd bien definida:

Ay)" = Z <Z) (9@12y + fx@1®1)* (gozeh)" "
k=0 q

_ i i (Z)q (];)q(§x®1®1)i(9®1®y)k_i(g®x®h)"_k

Z (k> (Z) gzngn—z®$n—k®yk—zhn—k
q q

k=0 i=0
= 2%¢"®z" @y’ h" + 2°¢°@2°®y"h’ + 2" ¢’ @2 ®y°h’
= 1oley" = 1= (),
AR)" = 10101 =1 = A(1),
Mhy) = EgrRg®@h + > @gr®h® + ¢*RgRhy
= EqrgRg@h + ¢*@qrgRh® + ¢*©g®qyh
= q(£x®1®1 4+ gRr®h + gR1®Y)(gRg®h) = gA(yh).
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Ademas es de comddulos:

(Id@MA(h) = gRg@9Rgh = (ARId)A(h),
(IdoAN)A(y) = (1doN)(§2@1®1 + gRr®h 4+ g1®yY)
= rR1R1IRIR1 + gRIRIVIRI + gR1R(Ex®11
+ gRr®h + gR1RyYy)
={(2®1818] + g1ere1)®1 + (gR1RgRx
+ gRTRgRY)Rh + gR1RgR1RyY
= (A®Id)A(y),
va que A(z®1) = 219181 + g01eer®l, A(ger) = gR1Qg®r +
IRrRIRg y A(g®1) = g1RgR1.
Las coacciones a izquierda y derecha son A\; : A,y ¢ — T{®@u A, ey
Ayt Ay e — Ay @i T, y satisfacen
A (h) = g®h, Xo(h) = h®yg,
A(y) = €x®1 + gRy, Aa(y) = h®x + y®1.
Calculemos los coinvariantes de cada coaccion:
PO (Ao =T OTQ), (Awe)d™™ = g W)
—e0lTa) (e () — (k ()=
=k. =k.
S Q = (T)o®xAwe y W = Ay e@u(Ty)o. Asi T (Aye) = k =

(A ¢)°T9) | es decir tienen coinvariantes triviales.

Por otro lado si k1 y ko son las funciones canodnicas de A\ y A
entonces

K1 (y®1 — h®h_1y) = z®1, Iil(h@)h_l) = g®1,

ra(h™'®h) = 109, ra((Eh) '@y — h™ Y1) = 1@,

lo cual implica que k1, k2 son sobreyectivas, y como dim(7,) < oo,
entonces son biyectivas. U

Retomaremos el estudio sobre estos objetos en capitulos posteriores.
Mas atn, se probard este mismo resultado usando teoria de represen-
taciones de categorias.

De igual modo, damos los objetos biGalois sobre el algebra de un
grupo abeliano.
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EJEmMPLO 4.5. Sean H = kI' con I' un grupo abeliano y ¢ €
Z2(T,k*). Definir A, := ky,I' = kI’ como espacio vectorial, con pro-
ducto dado por

€g€h = 77Z}(g7 h)69h7 g7 h € F
PROPOSICION 4.6. Ay es un objeto (KI',kI")-biGalois, y todo objeto
(K[, kT)-biGalois es de la forma Ay para algin ¢ € Z*(T,k*).

DEMOSTRACION. La estructura de bicomddulo dlgebra esta dada
por A Aw — H®kAw y p: Aw — Aw@kH donde )\(€g> = g®eg y
pleg) = e,®g para g € I'. Estén bien definidas:

Aegen) = gh®egen = Y(g, h)gh®egn = (g, h)A(egn),
plegen) = egen®@gh = (g, h)egn@gh = (g, h)p(egn).

Son de comédulos:

(Ld@xA)A(eg) = g®g®ey = (ARKId)A(ey),
(p@ild)p(ey) = e;@9®@g = (Id2pA)p(ey).

Ademis ©H A, = {a € Ay|\(a) = 1®a} = ke, y A;O(H) = key; es
decir tienen coinvariantes triviales.

Si Ky y K, son las funciones canénicas de A y p respectivamente, en-
tonces si g, h € G, kx(e,Qep) = gRezen = VP(g, h)gRegn v ky(e,Qep) =
¢<gv h)69h®h.

Tienen por inversas
rxHg®en) = (g, hg ™) eg@eng 1,

K, (eg®h) = 1p(g, hg™") " eg-1nRen;

luego son isomorfismos. Por tanto A, es un objeto (H, H)-biGalois.
Por otro lado sea B un objeto (kI',kI")-biGalois, en particular es
kI'-Galois a derecha y satisface kI' ~ B en , M* luego por el Teorema
(13.3)), existe un 2-cociclo o tal que B ~ A, como comddulos, por tanto
lo son como objetos biGalois. U

Los objetos biGalois se pueden multiplicar, via el producto coten-
sorial, y asi se pueden obtener nuevos objetos.

LEMA 4.7. [S1], Seccién 3.2] Sean H, L, R dlgebras de Hopf. Si A
es un objeto (L, H)-biGalois y B uno (H, R)-biGalois; entonces AQy B
es un objeto (L, R)-biGalois.
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O

Sea Bi(Gal la categoria donde los objetos son las dlgebras de Hopf,

los morfismos de H a L son las clases de isomorfismos de objetos (H, L)-

biGalois y la composicion de morfismos esta dada por el producto co-
tensorial.

Dado A un objeto L-Galois a derecha, existe una tunica algebra de
Hopf H tal que A es un objeto (H, L)-biGalois donde

H= {Z Ojl®bl € A®kAOp’ Z a¢®bi0®bi1 = Z G10®bl®5(az1)}

Andalogamente dado A un objeto H-Galois a izquierda, existe una
unica élgebra de Hopf L tal que A es un objeto (H, L)-biGalois donde

L= {Z a;Qb; € APy A Z aj(—1)RajpRb; = Z S(bi(—1))®a; @bio }-

PROPOSICION 4.8. [S1, Teorema 3.2.2]Sean H, L dlgebras de Hopf.
BiGal es un grupoide, esto es, para cada A objeto (H, L)-biGalois exis-
te un objeto A~' (L, H)-biGalois tal que AL A~ ~ H como (H, H)-
bicomddulos dlgebras y A'0OgA ~ L como (L, L)-bicomddulos dlge-
bras.

Si las antipodas de H y L son biyectivas A" = AP con coac-
cion a izquierda dada por a — S™(a1)®ay y a derecha dada por
a s ag®S(a_y).

DEMOSTRACION. Si las antipodas no son biyectivas, ver [S1].
Sea ¢ : H — A A™! dada por ¢(z®y) = r®y. Basta ver que
estd bien definida: Si ) x;®y; € H , entonces

Z Tio DT DY; = Z @S~ (Yin) Ry = Z TiQYi(-1) @Yo,

por tanto ¢ es un isomorfismo de algebras. Es de comddulos a izquier-
da ya que la coaccién en ambos lados es sobre el primer tensor y de
comédulos a derecha ya que la coaccién es sobre el segundo tensor.

De igual modo se define ¢ : L — A~y A y satisface si Yo x®y; €
L, entonces Y 2;0Qra®y; = > ;@05 (Ti(—1))®yi = Y i QYi(—1)DYio-
O

4.1. Clases de equivalencias. Es conocido que los isomorfis-
mos entre objetos biGalois, dan lugar a una relacion de equivalencia
que me genera una particiéon sobre todo el conjunto de objetos biGalois.
Definimos a continuacién otra relacién de equivalencia fundamental pa-
ra describir cierta bicategoria.

LEMA 4.9. Si A es un objeto (L, H)-biGalois y g € G(L) , entonces
A9 es un objeto (L, H)-biGalois donde A9 = A como H-comddulos a
derecha y si d4(a) = a_1®ay € L&A , entonces d49(a) = g la_1g9Rag.
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DEMOSTRACION. Es claro que A9 es un (L, H)-bicomddulo dlgebra
ya que
9 tan-1)g®ag®ar = g~ 'a_19®an®ag; -
Por definicién A9 es un objeto H-Galois a derecha, ya que A lo es.

Veamos que los coinvariantes a izquierda son triviales: Sea z €% A9,
es decir
1oz = (9~ 'w_19)®0,
entonces gRT = T_1gQT ¥ 99 '®@r = 1_1®@7¢ y como °HA =k |
entonces = € k.

Por hipétesis la funcién canénica k4 : AQrA — LR A de 9, la cual
satisface k(x®y) = xr_1®zqy es biyectiva. Luego para h € H,x € A(=
A9) existe | € ARy A tal que k4(l) = ghg '®x, luego kas(l) = h@zr y
esto implica que K 4s es sobreyectiva (acd k4s es la funcién candnica de

(SAg).
Ademsis si Y g7 '2’ jg®xiy’ = 0, entonces

Z 7 @rly’ = g0g7'®0 =0

y como k4 es 1-1 esto implica que > z'®y" = 0 por tanto k4s es 1-1;
y A9 resulta un objeto L-Galois, y por tanto (L, H)-biGalois. O

Lo anterior da lugar a la siguiente relacién de equivalencia: Dos
objetos A, B biGalois se dicen equivalentes y se denota por A ~ B si
existe un elemento g € G(H) tal que A9 ~ B como objetos biGalois.

Si BiGal(H) denota el grupo de clases de isomorfismos de objetos
(H, H)-biGalois, InnbiGal(H) denota el subgrupo de BiGal(H) consis-
tente de los objetos H-biGalois equivalentes a H y OutbiGal(H) =
BiGal(H )/ InnbiGal(H).






Capitulo 3

Algebras de super-grupo

Presentaremos a continuacién un ejemplo de algebra de Hopf no
semisimple. Uno de los objetivos del trabajo es construir extensiones
de la categoria Comod(H) donde H es un algebra de super-grupo. Para
construir estas extensiones requeriremos saber cierta informacion sobre
dichas dlgebras de Hopf como por ejemplo los comddulos simples y los
objetos biGalois. Esto se presentard en este capitulo.

Recordemos la definicion de las dlgebras de super-grupo, dada en
el Ejemplo (3), del Capitulo 2. Partimos de los siguientes datos:

e un grupo Abeliano finito G;
e u € G un elemento de orden 2;
e IV un G-modulo de dimensién finita tal que u-v = —vsiv e V.

Las algebras de super-grupo A(V, u, G) estan generadas, como &lgebra,
por los elementos v € V, g € GG sujetos a las relaciones

vw+wv =0, gv=I(g-v)g, siv,weV,gedG.
El coproducto y la antipoda son determinadas si v € V, g € G por
A(v) = v@l +u@py, Ag) = g®kg, S(v) = —uv, S(g) =g "

Otra forma de ver al dlgebra de Hopf A(V,u,G) es la siguiente. El
espacio vectorial V' posee una estructura de modulo de Yetter-Drinfeld
sobre GG con la accion de G y la siguiente coaccion:

§:V = kGayV, 6(v)=uxv,
para todo v € V. El algebra de Nichols de V es el algebra exterior AV
v A(V,u, Q) es la bosonizacion AV #kG.
1. Comoédulos simples

Lo primero sera describir todos los comoédulos simples sobre el alge-
bra A(V, u,G) y sus cubrimientos proyectivos, datos que necesitaremos
para el calculo de ciertas dimensiones.

Sig € G, el comédulo k, definido en el Ejemplo[2.2)(2) (del Capitulo

2) es un A(V, u, G)-comédulo simple, donde la coaccién esta dada por
wy — gRw,,  sik, = k(w,).
35
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Sea P, = N(V)®k(g) el A(V,u,G)-combdulo con coaccién deter-
minada por la restriccién al coproducto, esto es

vg — vgRg + ug®ug, g+ gRg, veV.

Mas especificamente si t = 2,...,k, la coaccién estd dada como
sigue. Considerar el subconjunto de N?

Lo={(1,....0),(t,1, . t=1), (t=1,6,1,.. . t=2), ... (2,3,....1,1)},
asi st i = (i1, ...,7)

VLU L 0 g®g A+ Ul gRuL - vg + Z Uiy * " Uiy ugQu;, g+

Eeﬁt
2 t—1
§ Uiy =+ Vg _pU g®vit—1vitg +ee E ViU gQUg, ;.G
€Ly iely

A continuacién damos la familia de comédulos simples y sus res-
pectivos cubrimientos proyectivos.

TEOREMA 1.1. [MM] Teorema 3.2] Sea {vy,...,vx} una base de
V.

1. La familia {k, : g € G} es un conjunto completo de clases de
isomorfismos de A(V,u, G)-comddulos simples.

g €S P,.

3. Sig,h € G, k,@ky, >~ kg y Py@uky, ~ Py, como A(V,u,G)-

comddulos.

2. El cubrimiento proyectivo del comodulo K«

DEMOSTRACION. 1) Como A(V, u,G) es punteada, todo comédulo
simple tiene dimensién uno y proviene de un elemento tipo-grupo de

A(V,u,G). Esto prueba (1).

2) Como A(V,u,G) = @yeq Py, como A(V,u,G)-combdulos a iz-
quierda, entonces P, es un comédulo proyectivo para todo g € G.

Sea pg 1 Py — ky»
por

Wk six=1v...0:Qg,
(7) py(r) = { !

; el epimorfismo de A(V,u,G)-comédulos dado

0 en otro caso.

Veamos que esta proyeccion es esencial: Sea L cualquier A(V, u, G)-
comédulo junto a un morfismo de comédulos ¢ : L — P, tal que
Pg © ¢ es un epimorfismo. Sea y € L tal que py 0 9)(y) = w,r,, entonces

Y(y) = z+ vy ... 1,®g para algin z € ker(p,) y 0 # o € k.
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Notar que F; es el subcomddulo generado por z+a vy ... v;®g. Co-
mo la imagen de v es un subcomodulo que contiene a z 4+« vy ... 1:®yg,
entonces debe ser todo P,. Asi 1 es suryectiva y el morfismo p, es
esencial. As{ P es el cubrimiento proyectivo del comédulo k.

3) Si g,h € G, sean vy : kg®ﬂ<kh — kgh y ﬁ : Pg®kkh — Pgh las
funciones dadas por
Y(w,Qwp) = wgn, PvRGRWY) = v&gh, veV;
las cuales son isomorfismos de comddulos. OJ

El siguiente resultado sera usado para computar ciertas dimensiones
de ciertas categorias.

CoOROLARIO 1.2. [MM, Corolario 3.3] Asumir que dim(V') = 2. Si
g € G tenemos que

<Pg> = 2<kg> + 2<kU9>7
donde (P,) estd en el grupo de Grothendieck de la categoria de comodu-
los sobre A(V,u,G) a izquierda de dimension finita.

DEMOSTRACION. Sea {v,w} una base de V. Recordar la proyec-
cion p, @ Py, — kg, descrita en . En este caso P, estd generado
por {vwRg, vRg, w®g, 1®g} como espacio vectorial, luego el nicleo de
pg esté generado como espacio vectorial por {v®g, w®g, 1®g}. Definir
[+ ker(py) — kyy €l epimorfismo de A(V, u, G)-comddulos

fla) = {wug six = wRg,

0 en otro caso.

Sea fy : ker(f) — kyy el epimorfismo de A(V, u, G)-comédulos dado

por
Wyg 81T =0Rg,
X g
fl( ) {O en otro caso.

La serie de composicién para P, estd dada por
Py 2 ker(pg) 2 ker(f) 2 ker(f1) 20,
y los factores de composicién son
P,/ ker(p,) ~ k,, ker(p,)/ ker(f) =~ kyg,
ker(f)/ker(f1) =~ kyg, ker(f1) >~ k,.

Por el Teorema la clase (P,) es igual a las clases de sus factores
de composicién. O
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2. Objetos biGalois

Los objetos biGalois sobre un par de algebras de Hopf H, L fue-
ron introducidos por Schauenburg [S1]. Estos objetos clasifican ciertos
funtores monoidales entre las categorias de comoddulos sobre H y L,
de ahi su gran importancia a lo largo de este trabajo. En los trabajos
[S1], [S2], [S3], [S4] se clasificaron los objetos biGalois para algunas
algebras de Hopf como las algebras de Taft y las algebras de grupos.
En esta seccién clasificaremos los objetos biGalois para las dlgebras
de supergrupo usando una técnica distinta a la utilizada por Schauen-
burg. Esta clasificacién nos permite clasificar ciertos funtores, que son
pieza fundamental en la construccion de ciertas categorias llamadas
productos cruzados.

La idea que usaremos para clasificar los objetos H-biGalois es la
siguiente: Primero clasificar todos los comddulos algebras H &y HP-
simples a izquierda con coinvariantes triviales. Los objetos H-biGalois
estan dentro de esta familia. Entonces usando un argumento de di-
mensiéon podemos detectar los objetos biGalois. Los resultados para
H = A(V,u,G), dados en estas secciones provienen de los trabajos

Primero analicemos la estructura del dlgebra H &y HP.

2.1. El producto tensorial A(V,u, G)®xA(V,u,G)°P. Sean
G4, Gy grupos finitos y u; € G; elementos centrales de orden 2. Para
1 = 1,2 sea V; un G;-médulo de dimension finita, tal que u; actia en
V; como —1.

Definir A(‘/l, ‘/2, Uy, U9, Gl, GQ) = A(‘/l, Uy, G1)®]k./4<‘/2, U2, Gg) con
la estructura de dlgebra de Hopf del producto tensorial. Por simplici-
dad, denotar

B(V,u,G) = AV, V,u,u,G,G).

Definir D = G; x GG5. Ambos espacios vectoriales Vi, V5 son D-
moédulos via

(g,h)-v1=g-v1, (g,h)-va=h-vy, (g,h)€ D,v; € Vy;i=1,2.

El algebra A(V1, Vo, u1,us, G, Gy) es generada por los elementos de
Vi, Vo, D sujetos a las relaciones si g € D, v;,w; € V;, 1 =1,2

V1w + w11 = 0, VW9 + WoVy = 0, V1V9 = V9oV1,

gur = (g-v1)g, gua = (g-v2)g.
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Si(g1,92) € D, v; € Vi, i = 1,2, la estructura de dlgebra de Hopf

esta determinada por
A(Ul) = 'U1®1 + (ul, 1)®U1, A(Uz) = 'U2®1 + (1, UQ)@'UQ,
A(g1,92) = (91, 92)®(g1, g2)-

Definiremos una familia de algebras de Hopf que son deformacio-
nes por cociclo del producto tensorial de algebras de super-grupo. Sea
(V1, Vo, ug, us, G1, G3) un dato como antes y V=1V @ V5.

Definir H(Vi, Va, uy, ug, G1,Gs) = AN(V)®kkD con producto deter-
minado por

vw4wv =0, gv=_(g-v)g, si v,weV;® Vs g€ D,
y coproducto determinado para todo v; € V;, ¢ = 1,2 por
Avy) = @1 + (ug, 1)@vy, A(ve) = 121 + (1, uz)@uvs.

LEMA 2.1. [MM, Lema 3.4] Sea H = A(Vy, Vo, uy, us, G1,Gs), ¥ €
Z*(D,k*) y oy : HOxH — k el 2-cociclo de Hopf definido en ([]) del
capitulo 2. Denotar

& =((u1,1), (1,u2))P((1, u2), (ur, 1)) 7"
Entonces
(i) si &€ =1 tenemos H"V ~ A(Vi, Vo, uy, us, G1, Gs);
(ii) si &€ = =1, entonces H ~ H(V3, Va, uy, ug, G1, Gy).

DEMOSTRACION. Sean v € V;,w € V5 , entonces
(Id@kA)A(v) = vR1®1 + (ug, 1)@vR1 + (u1, 1)®@(uy, 1)@,
(i[dokA)A(w) = wR1R1 + (1, us ) QW1 + (1, uz)® (1, ug) Q.
Asi, usando , se sigue que para todo vy, wy € Vi, vg, wy € V5
V1 [ W1 W1 o)V = 0, Vg gwetwa vz = 0, V1 gywe—E§ Wwar ;v = 0.
Ademassige G,1=1,2
9] V1= w(Q, (ula 1)) gui, V1] 9 = w((ul, 1)’9) 14,

g -lo] V2 = ¢((17U2)a9) guz, V2] 9= ¢((17U2)a9) V2g.
Por tantosiv e V
90V g =gug
De estas relaciones, y como el coproducto no se cambio, se deduce que si
¢ =1, entonces H ~ A(Vy, Vo, uy,up, G1,Gy) v si € = —1, entonces
HUl ~ H(Vy, Vo, ug, ug, Gy, Ga). O

Como segundo paso, damos los comddulos simples sobre esta alge-
bra producto.
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2.2. Comddulos algebras simples sobre B(V,u, G). Recorde-
mos la descripcién de todos los comédulos édlgebras B(V, u, G)-simples
a izquierda presentados en [M2].

La idea de clasificar comoddulos algebras H-simples a izquierda, para
un algebra de Hopf H graduada de dimensién finita, es en términos
generales la siguiente. Si A es un comddulo dlgebra simple a izquierda,
su algebra graduada grA, con respecto a la filtracién de Loewy, es
también simple. Un torcimiento o twist de grA, por cierto 2-cociclo de
Hopf o, es isomorfo a un coideal subalgebra homogéneo dentro de H!.
Entonces, se deben clasificar coideales subdlgebra homogéneos dentro
de H"l. Por tltimo, se computan todos los levantes de grA.

Presentaremos una familia de comddulos dlgebras B(V, u, G)-simples
a izquierda y luego demostraremos que estas son todas. Estas dlgebras
las parametrizamos mediante ciertas colecciones, llamadas compatibles.

DEFINICION 2.2. Una colecciéon (W, W2 W3, 3, F, 1)) es compatible
con (V,u,G) si
e WL W2CV, W? CV @V son subespacios, tal que
W3nWleWw?=wnve{0}=w"n{0loV =0
e ' C (G x G es un subgrupo que deja invariantes los subespacios
Wi i=1,23;
e si W3 £ 0 se requiere que (u,u) € F;
osiW =W'oW?2a W3, entonces B : W x W — k es una
forma bilineal estable bajo la accién de F, tal que si w; € W?,
1=1,2,3,
Blwi, we) = —B(wz, wr), Blwr, wz) = Blws, wr),
Blwa, w3) = —B(ws, wy),
y [ restringida a W* x W' es simétrica si i = 1,2, 3;
e si (u,u) ¢ F , entonces [ restringida a W' x W? y W2 x W?
es nula;
o Yy € H?(F,k*).
Si (WY W2 W3, 3, F, 1) es compatible con (V,u,Q), el B(V,u,G)-
comédulo élgebra a izquierda IC(W, 8, F, 1) es definido como sigue. El

algebra IC(W, B, F, 1) estd generada por Wy {ey : f € F'}, sujeta a las
relaciones

eren = Y(fih) e, epw=(f-wleg,
WW; + wijw; = ﬁ(wi,wj)l, w; € Wz,wj S WJ,
i (i) € {(1L1), (2,2),(1,3), (3,3)}, y relaciones

: 2 3
wowz — W3wy = B(Wa, W3) €(uw), si wy € W= wg € W7,
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wiwy — wowy = B(wr, W) €y, sl wy € Wt w, € W2
Definir ¢ : (W, 5, F,¢) — B(V,u, G)@xK(W, 5, F,1) sobre los gene-
radores
Slef) = f@ep, 6(wy) = wi®1 + (u, )@wy, sife F,w €W,
d(we) = w1 + (1, u)R@ws, si wy € W2,
d(v,w) = v@1 + w(u, u)Dewu) + (u, 1)@ (v, w), si (v, w) € W2

LEMA 2.3. El dlgebra KK(W, 3, F,v) es un B(V,u,G)-comddulo a
1zquierda.

DEMOSTRACION. La coaccién 6 a izquierda estd bien definida ya
que

d(eren) = fh@egen = fh@(f, h)esn
=P(f,h)d(esn),

d(efw) = foes + fw(u,u)Reseq) + f(u, 1)®es(v, w)
= (f-v)f@er+ (f-w(u,uw) fR(f - ewu)er
+(f - (w, D) f(f - (u,w))ey
= [+ (w1 + w(u, u)®eu + (u, 1)@ (v, w))(f®ey)
=0((f - w)ey),

(0, w) (@, 2) + (@, 2)(0,0)) = (P + w(t, WSy + (4, NS0, )
(a®1 + z(u, u)®eu + (v, 1)®(a, 2)) + (a®1 + 2(u, u)®
Cfamy + (1, )@ (0, 2) (001 + w(a, 0) e + (0, 1)B(0, 1))
= w(u, u)(u, 1)®egu)(a, z) + (u, Dwlu, u)@(a, 2)equ + (u, 1)
((0,0)(a, 2) + (@, 2) (,0)) + 2(1t,) 1, 1) D (v, w)
+ (u, 1) 2(u, u) (v, w)e )
= A((v,w), (a, 2))1 + w(u, w)(u, 1)@(ewwy + Ye(w)) + 2(u, u)
(u, D)@ (e(wu)® + Te(uu)
= B((v,w), (a, 2))1,

si (v,w), (a,z) € W' para i = 1,2, 3. De igual modo, se prueba que sa-

tisface las otras dos relaciones, y por tanto (W, 3, F', 1) es un comédu-
lo sobre B(V, u, G) a izquierda. O

DEFINICION 2.4. Si (WL W2 W3, 3, F,4) es un dato compatible
con (V,u,G) tal que W' = W? = 0, denotar por

LW, B, F,¢) = K(W, 5, F, ).
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Si (W, B, F, ) es una coleccién compatible con (V, u, G), entonces la
familia {IC(W, 3, F, 1)} resulta ser un conjunto completo de comédulos
algebras B(V, u, G)-simple a izquierda con coinvariantes triviales, ver
[M2], Proposicién 7.4 y Teorema 7.10].

TEOREMA 2.5. Si (WY, W?2 W3, 3, F 1) es un dato compatible con
(V,u, @), entonces

dim K(W, 5, F,¢) = dim W|F)|.

El dlgebra IC(W, 3, F, 1) es un comddulo dlgebra B(V,u, G)-simple a iz-
quierda con coinvariantes triviales. Mds ain, todo B(V,u, G)-comddulo
dlgebra B(V,u, G)-simple a izquierda con coinvariantes triviales es iso-

morfo a IC(W, B, F, 1) para algin dato compatible (W, 3, F, ). O

Como tercer paso, damos una descripcion explicita de una subfami-
lia de estos comédulos que resultan ser todos los objetos biGalois sobre
AV, u, G).

2.2.1.  Comddulos L(W, 3, F,1). Daremos a continuacién explici-
tamente las coacciones a izquierda y derecha del dlgebra L(W, 3,1)),
introducidas en la Definicién 2.4l

Todo B(V,u, G)-comédulo a izquierda es un A(V, u, G)-bicomédulo
donde la coaccién a derecha es obtenida usando la proyeccién canénica
e@kid : B(V,u,G) = A(V,u, G)@x AV, u, G) - AV, u,G),
compuesta con el isomorfismo ¢ : A(V,u, G) — A(V,u, G)*? dado en

el Lema [T.4

La estructura de A(V, u, G)-bicomédulo sobre L(W, 3, F, 1) es dada
por las coacciones a izquierda y derecha (sea H = A(V,u,G)) si (g, f) €
F, (v,w) e W

X L(W, B, F, ) — Hou LW, B, F, )
A(v, w) = v@1 +u(v, w),  Aeg,p) = gRe(,p);
p: LW, B, F,¢) — LW, 8, F,¢)@xH
p(v,w) = €(uu)@W + (v, w)®1, P(e(g,f)) = eg.n®f

Con esta estructura, estos comédulos resultan ser objetos biGalois.

PROPOSICION 2.6. Si FF C G x G es un subgrupo yW CV OV es
un subespacio estable bajo la accion de F' tales que
1. (u,u) € F,
2. |F| =|d],
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3. FNG x {1} ={1} = Fn {1} x G,

4. dimW =dimV,

5.MWNVae=0=WnoaV;
entonces los comddulos dlgebras L(W, B, F, 1) son objetos A(V,u,G)-
biGalois.

DEMOSTRACION. Por el Teorema , L(W, 3, F, 1) es un bicom6du-
lo dlgebra sobre A(V,u,G) con coinvariantes triviales. Considerar las
siguientes funciones candnicas de p y A respectivamente

ka2 LW, B, F, )@ LW, B, F b)) = LW, B, F, )@ A(V, u, G),
ki 2 LW, B, F, V)@ LW, B, F, ) = A(V,u, G)&L(W, B, F 1))
Si (v,w) € W, (g, f) € F, entonces
(v, w)®1 = Ka((v, w), e 1)),
e(g.n@1 = Kale(g.), €w)-

AFIRMACION 2.6.1. Dados v € V, g € G existen w,w' € V y
h,W € G tales que (v,w), (w',v) € W y (g,h), (R, g) € F.

Demostracion de la Afirmacion. Considerar las siguientes transforma-
ciones lineales

I : W =V, y: W=V
(v, w) — v (v, w) = w.

Son inyectivas ya que WNV @0=0=WnNO0&V,y como dim(V) =
dim (W) son sobreyectivas. De manera andloga se prueba la otra parte.
Esto concluye la demostracion de la afirmacion. O

Por tanto, dados g € Gy w € V existen h € G,v € V tales que
(h,f) € F'y (v,w) € W. Luego

189 = Ka(€(g): (1))

1®w = Kd((e(u,u)7 (U7 'lU)) - <€(u,u) (U7 w)7 6(1,1))7
por tanto kg4 es biyectiva. De igual modo si e = e, )

1®(v,w) = Kileq ), (v,w)), 1®e p) = ki€, €g.p));

981 = Ki(e(gn)s € o) v@1 = ki(((v,w), e y)) — (e, e(v,w))),
por tanto k; es biyectivay L(W, 3, F, 1) es un objeto A(V, u, G)-biGalois.
]

Como cuarto paso, se prueba que estas algebras son todos los ob-
jetos biGalois sobre las dlgebras de super-grupo.
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2.3. Objetos BiGalois sobre A(V,u,G). Usaremos la descrip-
cién de comddulos dlgebras B(V,u,G)-simples a izquierda dada an-
teriormente. A continuacion, se muestra como son todos los objetos
biGalois sobre esta algebra.

TEOREMA 2.7. [MM| Teorema 4.5] Cualquier objeto A(V,u,G)-
biGalois es isomorfo a un dlgebra de la forma L(W, 3, F, 1), donde
o ' C G x G es un subgrupo tal que F NG x {1} = {1} =
Fn{l} xG, |F| = |G|, (u,u) € F;
o W C V&V esun subespacio estable bajo la accion de F' tal que

dimW =dimV, WnNVae0l=0=WnNoaoV;

o 5:W xW — k es una forma bilineal simétrica F-invariante;
ey € H*G,k*) es un 2-cociclo.

DEMOSTRACION. Sea A un objeto A(V, u, G)-biGalois. Entonces es
un B(V,u, G)-comédulo dlgebra con coinvariantes triviales B(V, u, G)-
simple a izquierda. Asf existe un dato compatible (W W2 W3 3, F 1))
tal que

A~ K(W, B, F ).

Como los coinvariantes de A son triviales, entonces W' = W2 =0 y
W =Ws3.

Las condiciones sobre F''y W se deben satisfacer ya que los coin-
variantes de A son triviales y porque la dimA = dim A(V,u,G) =
dim V|G|. O

Ahora, daremos una descripcion alternativa del dato compatible
(W, B, F,1) tal que el comédulo élgebra L(W, 3, F,1) es un objeto
biGalois.

Una coleccion (T, B, a, 1) es también llamada un dato compatible si

e a: G — G es un isomorfismo de grupos tal que a(u) = u;

e T':V — V es un isomorfismo lineal tal que
T(g-v)=alg)-T(), veV,geG;

e 5:V xV — k es una forma bilineal simétrica G-invariante;

e ) € H*(G,k*) es un 2-cociclo.

LEMA 2.8. [MM| Lema 4.6] Eziste una correspondencia biyectiva
entre

e [l conjunto de datos compatibles (T, 3, a,1)).
e Las colecciones (W, 3, F 1) que satisfacen las condiciones del

Teorema 2.7,
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DEMOSTRACION. Dado (T, 3, @, ) un dato compatible, definir
W ={(T(v),v) :veV}

F={(alg),9) : g € G},

La forma bilineal 5((T'(v),v), (T(w),w)) = B(v,w),

el 2-cociclo ¢((a(g). 9), (a(f), f)) = ¥(g. f),

siv,w € V,g,f € G. Esta aplicaciéon da lugar a la correspondencia
biyectiva. U

DEFINICION 2.9. Si (T, 3,a,%) es un dato compatible, denotar
L(T, B, a,1) el algebra L(W, 3, F,1) donde la coleccion (W, 3, F, 1))
es la asociada al dato (7,3, a,v) bajo la correspondencia del Lema
Si (T, 5,a,¢), (T, 5, a,¢") son datos compatibles, definir

(T7/B7a7/l/]) L4 (T/’/8/7a,7/l/],) = (TOT,75+6/7QOO{/’77Z)Q/),)'

Si g € G definir T, : V. — V el isomorfismo T,(v) = g-vsiv € V.
Entonces (7,0,1d, 1) es un dato compatible si g € G.

Luego e dota al conjunto de datos compatibles de una estructura
de grupo.

LEMA 2.10. [MM, Lema 4.8] Sean (T, 53, c, ), (T", 5, &/, 4') datos

compatibles.

1. La coleccion (T oT", 5+ ', a0 o, 9") es un dato compatible.
2. El conjunto de datos compatibles con el producto

8) (T8, a,p)e (T8, ¢) = (ToT, B+ B ao0d i)
es un grupo con identidad (1d,0,id,1).
DEMOSTRACION. 1. La demostracién es directa.

2.Si (T, 8,a, 1) es un dato compatible, entonces (T, =3, a1, 1)
también lo es y es el inverso de (T, 5, a, 1). O

DEFINICION 2.11. Definir el grupo R(V, u, G) como el cociente del
conjunto de datos compatibles (T, 3, , 1) con el producto descrito

en modulo el subgrupo de orden dos generado por el elemento
(Ty,0,id, 1).

El conjunto de datos compatibles {(7},0,id,1) : ¢ € G} es un
subgrupo normal de R(V, u, G). Denotar el grupo cociente por

R(V,u,G)/{(1,,0,id,1) : g € G} = O(V,u, G).
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En la siguiente Proposicién, se calcula explicitamente el producto
cotensorial entre dos de estos objetos biGGalois, y se da un criterio para
saber cuando son isomorfos.

PROPOSICION 2.12. [MM| Proposicién 4.10] Considerar los datos
compatibles (T, B, a, ), (T, 5, a/,¢") .

1. Emiste un isomorfismo
LT, B,a.¢) ~ LT, B,/ )
de objetos biGalois sobre A(V,u,G) si y sdlo si las colecciones
(T, B,0,90) = (T, B, 0/, 4)") 6 (Tuo T, B,a,¢) = (T", B, . ).
2. L(T, B, a, ) € InnbiGal(A(V,u, G)) si y solo st
(T, B,c,v¢) = (T,,0,1d,1), para algin g € G.
3. Eziste un isomorfismo de B(V,u, G)-comddulos dlgebras
L(T, B, o, V)Ouwue) LT, 8",/ ) =~ LT o T, B+ B, acoa,h1)).
DEMOSTRACION. 1). Sea [ : L(T,B3,a,v¢) — L(T',5,a',4') un
isomorfismo de comédulos algebras sobre B(V,u, G). Esto implica que
sige @
0f(e(gate)) = (1[d@kf)d(e(ga)) = 92 (€gate));

entonces f(€(g.a(g))) = Xg €(g,a(g)) Para algun y, € k.
Como

flegen) = fleg)flen),  ¥(g,h)f(egn) = Xgxnt'(g: h)egn,
asi ¢ = ¢ en H*(G,k*). Més atin €, ) = 1 implica que x, = £1.
Denotar por (W, 3,4), (W', 5',4') las colecciones asociadas a los
datos compatibles (T, 5, o, ) y (T, B, &/, 1)), respectivamente, bajo la
correspondencia del Lema [2.8] Se sigue inmediatamente que f(W) =
W' Si f(z,y) = («/,y') para (z,y) € W | entonces, como f es un
morfismo de B(V,u, G)-comddulos, se tiene la siguiente igualdad

2'@1 4y (u, u)®€(uu) + (u, D@, y) = 201 + xu y(u, U) D€ ()
+(u, D)@(2, ).
Ast f(z,y) = (2, xuy)-

Si xu = 1, entonces ambas colecciones (W, 3,4), (W', f',4") son
iguales.
Si x, = —1, entonces (T, o T, 5, a,00) = (T", ',/ 4).

2). Se sigue de 1) y de la definicién de InnbiGal(A(V, u, G)).



2. OBJETOS BIGALOIS 47

3). Definir el morfismo de élgebras para g € G,v € V
O: L(ToT,p+p a0d ) — L(T, B, a,Y)Dawue) LT, 5, e’ )
IT o T'(0),0) = (T o T'((0), T'(0) @1 + e(uun@(T"(0), ),
ﬁ(e(aoa’(g),g)) = €(aca!(g),0/(9) DE(c (g).,9)-

Luego la imagen de v estd dentro de

'C(Ta ﬁ? «, w)DA(V,u,G)‘C(Tla 5/7 O/7 ¢/>7
por un calculo directo. El morfismo de dlgebras ¢ es inyectivo, y como
ambas algebras tienen la misma dimension, ¥ es un isomorfismo. [

OBSERVACION 2.13. La demostracién de la parte (1) de la Pro-
posicién provee una descripcién de los posibles isomorfismos de
bicomddulos dlgebras entre dos objetos biGalois. Esto hecho sera usa-
do luego.

EJEMPLO 2.14. Asumir que V es un espacio vectorial de dimensién
dos generado por {vy, v} y tomar G = Cy =< u > el grupo ciclico con
dos elementos. Entonces, V' es un Cs-mddulo con accion determinada
declarando u - v; = —v; si ¢ = 1,2. Para § € k definir 7 : V' — V la
transformacién lineal

Tg(vl) = 1, Tg(UQ) = 51)1 — V2.

Por el Lema , el dato compatible (7¢,0,id,1) da lugar a una
extension A(V, u, C3)-biGalois que denotaremos por Ug. De la Propo-
sicion m (3) se sigue que Ug tienen orden dos, esto es, existe un
isomorfismo de bicomdédulos dlgebras

A(‘/, u, Cg) ~ U§DA(V,u,CQ)U§,

dado por v = (v,2)®1 + e@u®(x,v) v f = e e, donde v €
V, feCs.

Esta Proposicion permite describir los elementos de los grupos BiGal
y OutbiGal en términos de datos compatibles.

COROLARIO 2.15. [MM, Corolario 4.12] Existen isomorfismos de
grupos

R(V,u,G) ~ BiGal(A(V,u,G)), 9OV,u,G) ~ OutbiGal(A(V,u, G)).

U

LEMA 2.16. [MM, Lema 4.14] Sea (T, 3, «, 1) un dato compatible

y g € G. Existe un isomorfismo L(T, B3, o, V)Oawvuaky ~ ko) de
AV, u, G)-comddulos a izquierda.
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DEMOSTRACION. Si a®r € LOgxk, , entonces p(a) = a®yg, por
tanto
plae(ag-1).g-1)) = (689)(€ag1).gH®9 ") = a€(ag-1)g-H®1,
asi ae(q(g-1y,4-1) € kl = L(T, B, a,)eAVwG) vy q = Ce(a(g),g) DATA
algin ¢ € k. O

Recordar la relacién de equivalencia «~ definida sobre objetos biGa-
lois. En el caso de los objetos biGalois sobre las dlgebras de super-grupo,
sabemos explicitamente quiénes son estos nuevos objetos AY.

LEMA 2.17. Sea A(V,u,G) un dlgebra de super-grupo y (T, 5, o, 1))
un dato compatible, entonces si a € G

U L(T, B, 0, 90)" = L(TLT, B, 0, )
es un isomorfismo de objetos biGalois, donde (T'(w),w) — (T,T(w), w)
Y () 7 Caln)) SiwEV y fEG.
DEMOSTRACION. ¢ es de A(V,u, G)-comédulos a izquierda ya que
(T (w),w) = a-T(w)®1 + u(T,T(w),w),
(id@xy) (T (w), w) = (id@x)(a - T(w)@1 + u(T (w), w))
=a-T(w)®1 +u(T,T(w),w),

si d, 6, son las coacciones a izquierda de L(T,T, 5, c, ) y L(T, B, a,¢)*
respectivamente. ]



Capitulo 4

Bicomodulos algebras sobre algebras de Taft

Los resultados de este capitulo provienen del trabajo [FMM]. Este
tema serd retomado en capitulos posteriores. Sea T, el dlgebra de Taft.
Uno de los objetivos de este trabajo es encontrar categorias Rep(7,)-
bimédulos invertibles, las cuales son Rep(7,®@T;)-mddulos a izquier-
da. De acuerdo con [Skl Teorema 6.1] toda subdlgebra coideal de un
algebra de Hopf de dimension finita H es un comédulo algebra H-
simple. Su levante es de este mismo tipo y por tanto este determina
una categoria Rep(H )-bimddulo exacta indescomponible. Mas atin, to-
da categoria médulo exacta indescomponible proviene de esta forma.
Esto explica por qué es una pieza fundamental de la informacién que
necesitamos para computar Rep(7})-bimédulos exactos la clasificacion
de sus subalgebras coideales.

El primer paso, es conocer la estructura de T,®T,-1, sus subdlgebras
coideales homogéneas y dentro de estas hallar sus comoédulos. Esta es
la esencia de este capitulo.

Fijemos primero algunas notaciones, que seran altamente usadas en
este y otros capitulos. Sean V; y V, espacios vectoriales de dimensién
uno generados por z e y respectivamente, C,, = (g) = (¢~ ') con g" =1
y G = C, xC, = {(g9) x (g9). Los espacios vectoriales V; y V5 son
G-moédulos via

(¢¢) z=g-2=dz y (¢'¢)y=9 y=dy 0<ij<n.

El dlgebra T,@T; es generada por los elementos {f € G,x,y}
sujetos a las relaciones

" =0=y", awy=vyx, fr=(f-2)f fy=(-yf;
con estructura de algebra de Hopf dada por
Alz) =201+ (g, )@x, Aly) =y@1+(L,g7)®y, A(f) = fof.

En otras palabras, T,@T; " = B(V)#kG donde B(V) es el dlgebra
de Nichols del médulo de Yetter-Drinfeld V' = V; & V, sobre kG. La
coaccién § : V) @ Vo — kG (V) @ V4) estd dada por

5(v) = (g9, 1)®v, d(w)= (1,9 H@w, veEVi,we V.
49
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Ahora definiremos una nueva algebra de Hopf que se usard luego.
Si x1, X2 : G — k son caracteres entonces V tiene una nueva accion de
G dada por

fov=xi(f) f-v, fow=x(f) f-w, feGuveV,wels.

Si suponemos que Y1, X2 satisfacen (1,97 1)x2(g,1) = 1, entonces
V' con la nueva accién y la misma coacciéon es un médulo de Yetter-
Drinfeld sobre kG que denotamos por Viy, y,). Observar que V' y V,
son espacios cudnticos lineales, ver [AS].

X1,X2)

Si x1,X2 : G — k son caracteres tales que x1(1,97')x2(g,1) = 1,
denotar

Hy, xo) = B(V(xl,xg))#kG.

Como dlgebra H(y, y,) estd generada por los elementos {f € G,z,y}
sujetos a las relaciones

" =0=y", zy=x9,)yzr, fr=(fez)f, fy=(>yf
Su coproducto es el mismo que el de T; QTP

Primero analizaremos ciertos torcimientos del algebra en cuestién.
Recordar que T5°P ~ T, -1, Ejemplo [1.3(2).

1. Torcimientos de T,®7T,

Recordar que dado un 2-cociclo de Hopf, es posible producir una
nueva algebra de Hopf, procedimiento desarrollado en el Ejemplo (4)
A continuacién investigaremos el algebra (T,®T,-1)l para 2-cociclos
de Hopf o obtenidos como en (). Sea v € Z*(G,k*) y H = T,®T,-1.

Definir x1, x2 : G — k* caracteres sobre G, via

([, (g, 1)) U(f, (1Y)
O x=gEn.n Y V=R G en

Miés atn, el dlgebra H“) obtenida por este procedimiento y H (x1.x2)
son isomorfas.

PROPOSICION 1.1. [FMM, Proposicién 5.3] Sea v € Z*(G, k*) un
2-cociclo, o : HQH — k el 2-cociclo proveniente de 1) como en (5)) y
X1, X2 los caracteres en G definidos en @D FExiste un isomorfismo de
dalgebras de Hopf

HM ~ H(

X1,X2)*



1. TORCIMIENTOS DE T,®T,-1 51

1.1. Subdlgebras T,®7,-1-coideales homogéneas. El primer
paso a desarrollar es encontrar familias de subdlgebras coideales de
15, lo cual lo haremos a través de datos subalgebras coideales. Estas
daran lugar a familias de comdédulos algebras simples. En mas, sea
H = Tq®Tq—1.

Notar que H(1) = (Vi@ V32)®KkG. Para (vy,v2) = (az, fy) € Vi® Vs,
con «, 8 € k, denotar

—_——

[(v1,v2)] = vi+va(g,9) € H(1) 'y [(v1,v2)] = vatvr(g~",97") € H(1).

OBSERVACION 1.2. Son validas las siguientes ecuaciones:

—_~—— N

(10) [(v1,02)]" = [(v1,02)] =0

11)  A([(v1, 02)]) = vi®1 + v2(g, 9)@(g, 9) + (9, 1)®[(v1, v2)]

(12)

A([(Uhqj?)]) = 0®1 + Ul(g_lvg_1)®(g_l7g_1) + (179_1>®[<U17 UQ)]’
Notar que si K es una subalgebra de H homdgenea coideal a izquier-

—_—

day [(v1,v2)] € K 6 [(v1,v2)] € K donde algin v; es no nulo , entonces,
como y son elementos en H(0)®K (1) & H(1)®K(0), se sigue
que (g,9) € K(0).

DEFINICION 1.3. Un dato subdlgebra coideal es una coleccién
(WL W2 W3, F) tal que

o W =W'a W23 W3 es un subespacio de V; @ V5, tal que
wnw=w! WwWnv,=Ww?2
o W3 C V) @ Vs es un subespacio tal que
W3nWlew?=0, W3nlV,=0=W?3nNV,;
o 'C GG es un subgrupo que deja invariante todos los subespacios
Wi i=1,2,3;
e si W3 £ 0, entonces (g,9) € F.
Denotar por C(W1, W2 W3 F) la subdlgebra de H generada por
kF, los elementos en W' & W? y {[w], [w] :w € W3}.
Si x1, X2 : G — k son caracteres tales que

xi(L g xa(g, 1) =1
y (WL W2 W3, F) es un dato subélgebra coideal, denotar por
C(X17X2)(W17 W27 W37 F)
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la subélgebra de H(y, ,,) generada por kF', los elementos en W' & W2

v {[w], [w] :w e W3}

OBSERVACION 1.4. Considerar (W?, W2 W3 F) un dato subélge-
bra coideal, se concluye que si W3 # 0 , entonces W' = W? = 0:

SiW3 £ 0y W £ 0, entonces WaW?3 =Wy (WaW?3)NV, £ 0,
ya que V] tiene dimensién 1. Esto implica que W2 # 0, pero si W' # 0
y W2 0, entonces W32 = 0, una contradiccién.

Se sigue que las dlgebras C(W!', W2 W3 F)y Ciy, o) (WL W2 W3 F)
son coideales de H o H(y, y,), respectivamente.

LEMA 1.5. [FMM, Lema 5.7] El dlgebra C(W*', W2 W3 F) es una
subdalgebra homogénea coideal a izquierda de H .

El dlgebra Ciy, ) (W, W2 W3 F) es una subdlgebra homogénea
coideal a izquierda de Hy, y,). U

Mas aun todas son de esta forma. Es decir estos datos clasifican
todas las subdlgebras coideales.

TEOREMA 1.6. [FMM)| Teorema 5.8] Toda subdlgebra homogénea
cotdeal a izquierda
K=@",K(i) en H
es de la forma K = C(WY, W2 W3 F) para algin dato subdlgebra
coideal (W1, W2 W3 F).
Toda subalgebra homogénea coideal a izquierda
K = &2 K (i) en Hiy, xs)

es de la forma K = Cly, yo) (W, W2 W23, F) para algin dato subdlgebra
coideal (W1, W2 W3 F).

DEMOSTRACION. Asumamos que X1, X2 son triviales, ya que la de-
mostracion para el caso no trivial es completamente andloga. Como
K (0) C kG es una subdlgebra coideal a izquierda, entonces K (0) = kF'
para algun subgrupo F' C G. Si K(1) = 0, entoces K = kF'. Ademés,
six € K(2) , entonces

A(z) € HO)®K(2) @ H(2)®K(0),
asi v € H(0) ® H(1), y como (H(0) & H(1)) N H(2) = 0, se sigue que
x = 0. Similarmente se demuestra que K(n) = 0 para todo n.

Supongamos que K (1) # 0. El espacio vectorial K (1) es un kG-
subcomédulo de (V; @ V3)QKG via

(r@id)A : K(1) - kGRK (1),
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donde 7 : H — k@ es la proyeccién canénica. Podemos escribir K (1) =
@ recK (1) donde K(1); = {x € K(1)|(m®id)A(z) = f®z}. Luego

K(1); cViek((g~, 1) f) @ Va®k((1,9)f).
En particular se tiene:
K1) = W'eW?(g,9)0U*, K(1)aen =WeW' (g g ol

Acd W1 es la interseccion de K (1),1) con V4, W2(g, g) es la interseccion
de K(1)y1) con Vo®k((g,9)), y U? es un complemento directo. Concre-
tamente, U? es el subespacio de V; ®V2®k((g, g)) que tiene por elemen-

tos [w], donde w € W3y W3 C V; @ V,. Como UPNWIaW?2(g,9) =0,
se sigue que W3 N W a W2 = 0.

Anélogamente, para K (1)(179—1) se tiene que W? es la interseccién
de K(1)¢,4-1) con Va, Wl( ~1,g7") es la interseccién de K'(1)( 4-1y con
Vikk{(gt 97h), ¥y U3 es un complemento directo. Los elementos de
U? son de la forma [w] conw e W3y W3 C V& Va.

Probemos a continuacién los siguientes dos resultados:

AFIRMACION 1.6.1. 1) Si alguno de Wl ’sz W3 6 W3 es diferente
de 0, entonces (g,g) € F. Si W' # 0, entonces W' = W',
2) Si W2 40, entonces W2 = W2,

Demostracién de la Afirmacion. Tomar 0 # (vi,vy) € W3, luego 0 #
[(v1,v2)] € U3 y por (1.2)) (g,9) € F. La prueba es analoga si W W?
6 W3 son diferentes de cero.

Para la segunda afirmacién, tomar w € W1, as w(g™t, g7l €
K1) vy w € K(1)g1 y por tanto w € W' Similarmente, se

prueba la otra inclusion y se obtiene W' = W', Con un razonamiento
similar, la otra igualdad se prueba. U

AFIRMACION 1.6.2. K(1) = W'F @ W?F ¢ U3F.

Demostracion de la Afirmacion. Tomar f € Gy 0 # x € K(1);. Para
algin v; € Vj y vy € V5 se tiene

r=uv(g ", )f +v2(l,9)f,

A(z) =g Df@(g " 1)f +ua(lg)fe(l,9)f + for
es un elemento en H(0)®K (1) & H(1)®K(0).
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Si vy # 0, entonces (g7, 1)f € F'y por tanto zf (g, 1) € K(1)g1)
y

ze K(),F CW'FaW?g,9)F ®@UF CW'F & W?F & U°F,
la otra inclusién se debe a la Afirmacion [1.6.1] Si v; = 0, entonces
v #0y (Lg)f e F.Astzf~1(1,9g7") € K(1)1,4-1).
Si W! = U3 = 0, entonces zf(1,g7') € W2y 2 € W2F, y por

tanto la Afirmacién es cierta. Si alguno de W 6 U3 es no cero, entonces
(g9,9) € F. Pero , entonces

(g Df =g )L af € Fyxf(g1) € K1)y
Se sigue que x € K(l)(gyl)F, el cual probamos que es un subespacio de
WIF & W?F & UF. O

Para terminar la prueba del Teorema, debemos probar que K esta ge-
nerada como &algebra por K(0) y K(1), lo cual implica que K =
C(WL, W2 W3, F). Sea B = {b;} una base de V; ® V,. Parav; € V} y
vy € V3, se tiene que

(v1,0 Z@zb y (0, v2) Zﬁibm
para algunos «;, 5; € k. Entonces

= Z@i[bi]a vy = Zﬂi[bi](gflagfl)-
Luego H esta generada como algebra por el conjunto

{[bi], f: bi € B, f € GY.

Ahora, sea {bi,...,b,} una base de W = W' @ W? @ W? y extenderla
a una base {by,...,b0;} de Vi@ Vo conr <t. Sin > 1, x € K(n) tiene la

forma
Z Qg ., st,i[bl]SI [62]82 e [bt]Stfi

SjE{Oxl}
fi€G

para algin ag, g, € k, donde s; + ... + s, =n. Seap: H — H(1) la
proyeccion candnica. Entonces

(idep)A Z Z Qsyooseills s, @[b1] i

1 sjef{0,1}
fiEG
para algin 0 # h, 5.1 € H(n—1), resulta ser un elemento en H(n —
1)®K(1). Luego si I > r con s; = 1 se tiene que ay, 5. =0y K(n)
estd generado como algebra por K (1). O
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OBSERVACION 1.7. Un dato subélgebra coideal depende de si es
sobre H 6 Hy, yo)-

Como V4, V5 son espacios vectoriales de dimension 1, podemos dar
una descripcién de todos los posibles datos de subdlgebras coideales.

Sea (W', W?2 W3 F)un dato subélgebra coideal (para H 6 H(y, ys))-
Entonces W? es nulo ¢ de dimensién 1. Si W? # 0, usando la Observa-
cién obtenemos que W! =W? =0y

(WL W2 W3 = (0,0,< Ex 4y >y)
para algin 0 # ¢ € k. Llamaremos a este dato de tipo &.
Si W3 =0, entonces
(WE W2 W?) = (< 017 >k, < 63y >, 0)
para algun 6y, d2 € {0,1}. Llamaremos a este dato de tipo (d1, 2).
Ya observamos que si W3 # 0, entonces (g,g) € F. Asumir que

(W, W2 W3, F) es un dato subdlgebra coideal para H(y, ,,). Sea f =
(¢',¢’) € F. Como F deja invariante el subespacio W3, entonces

f-Crty) =¢alf)r+dxo(flye<éa+y >

Por tanto

(13) dxi(f) =dx2(f), fEF

En particular, x; = x»2 implica 7 = j. Asi F' contiene al grupo ciclico
generado por (g, g).

Como segundo paso, clasificamos los comoddulos algebras sobre esta
algebra, usando lo anterior.

1.2. T,®T,-1-comédulos algebras. Denotar H = T,®T,-:. In-
troduciremos familias de H-comoddulos algebras a izquierda no equiva-
lentes H-simples a derecha y a fortiori, familias de Rep(H )-médulos
exactos indescomponibles, que dan lugar a una clasificacion de estos.
Los definiremos por generadores y relaciones extendiendo la informa-
cién de subdlgebras coideal de la anterior secciéon. Obtendremos que las
familias formadas son levantes de las anteriores.

DEFINICION 1.8. Dado un subgrupo F' C C, x C,,, decimos que el
2-cociclo ¥ € Z*(C,, x C,,,k*) es compatible con F si

gy g2 e, )

v U(f,(g,1)) qjma f=(d".¢)€F
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Decimos que el 2-cociclo ¢ € Z?(F,k*) es compatible con F si la co-
restriccién (ver [Brl, Pdgina 81]) de ¢ en Z2(G,k*) satisface ([14).

OBSERVACION 1.9. La Ecuacién se obtiene reemplazando los
valores de 1, x2 dados en @, usando 1!, en la ecuacién .

Ahora introduciremos cinco familias de H-comédulos dlgebras a
izquierda.
e Sea F' C C,, x C,, un subgrupo tal que (g,9) € F, v € Z*(F,k*)
un 2-cociclo compatible con F, &, u € k con & # 0. Definir
L(&, p, F, 1) como el dlgebra generada por los elementos {w, ey :
f € F'} sujetos a relaciones

w' =ul, erep =U(f, ferp, epw = Trwey.
Acd 74 = ¢' si f = (¢°,¢’). La estructura de comédulo a iz-
quierda A\ : L(&, pu, Fy 1) — HRRL(E, 1, F, 1) esta dada por
Aey) = f®ep,  Mw) =Eaz®@1+y(g,9)®e(gq) + (9, 1)@w, f € F.

e Sea a,b,¢§ € k, F C G un subgrupo, ¢ € Z*(F,k*). Defi-
nir Ky1(a,b,&, F,19) como el élgebra generada por elementos
{z,u,ey : f € F'} sujetos a relaciones

n

Zt=al, u"=0b1, zu—uz=~Eey,y, erep =0 f)esp,
Clgign? =0 2e(g gy Cgig)t =@ Weigy (g g) €F.
Si (g,97') ¢ F , entonces £ = 0. La coaccién
A Kii(a, b, & Fo) — HkKq1(a, b, &, F )
estd definida por
Meyp) = foes,  Az)=2@1+ (9, )@z, Au) =y®1+ (1,97 )u.

e El dlgebra Ko (a, F, 1) es el subcomoédulo algebra generada por
los elementos {z,e; : f € F'} dentro de Ky1(a, b, &, F, ).

e El dlgebra Kio(b, F, 1) es el subcomédulo dlgebra generada por
los elementos {u,es : f € F'} dentro de Ky1(a, b, &, F, ).

e Sea I C C, x C, un subgrupo, ¢ € Z?(F,k*) un 2-cociclo,
entonces kyF' es el algebra de grupo twisteada o torcida.

OBSERVACION 1.10. La primera familia de comédulos dlgebras se
relaciona con el dato subdlgebra coideal de tipo & y las otras cuatro
familias estan relacionadas a los datos subalgebras coideales de tipo
(1,1), (0,1), (1,0) y (0,0) respectivamente.
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Se sigue que estas algebras son simples con coinvariantes triviales.
LeEmA 1.11. [FMM, Lema 5.15] Las dlgebras
£(§7/’L7F71/))7 Kll(aa b7§7F7¢>7 ICOl(a’7 F7 ¢)7 IClO(b7 F7¢)

son H-comaddulos dlgebras a izquierda y H-simples a derecha con coin-
variantes triviales.

DEMOSTRACION. Es suficiente notar que

k¢F = ﬁ(&?”) F? ¢)O = ICll(a’v 6757 F;T/))O = ICOl(av Fa ¢)0 = ,Cl()(by F7 ¢)O
y usar [M1l, Proposicién 4.4]. O

Sea v € Z*(C, x Cp,k*) vy 0y : HRxH — k el 2-cociclo de Hopf
asociado. Sea x1, x2 los caracteres en C),, x C,, definidos en @D y sea
(W', W2 W?, F) un dato coideal subédlgebra para H(y, y,)-

LEMA 1.12. [EFMM, Lema 5.16] Si W3 = 0, existe un isomorfismo
de comaodulos dlgebras

Clor o) (WH W20, F) o > K35(0,0,0, F,4p71)
para algunos i,j € {0,1}.
Si W3 0, entonces
C(X17X2)(07 07 WS? F)g-;l = /C(é—, 07 Fa ¢—1)

para algun & € k*. O

En la Seccién del capitulo de Representaciones de categorias
tensoriales, retomaremos esta clasificacion, para describir familias de
Rep(H )-médulos exactos indescomponibles.






Capitulo 5

Categorias tensoriales

Por completitud, se daran las definiciones bésicas y ejemplos de
categorias tensoriales finitas. Esta nocién es central en este trabajo.
En pocas palabras una categoria tensorial es una categoria Abeliana
k-lineal rigida dotada de un producto tensorial y un objeto unidad,
sujetos a ciertos axiomas de asociatividad, unidad y finitud.

Como primer paso se introducen las categorias monoidales, estric-
tas, rigidas y trenzadas y ejemplos de estas. Describimos los funtores
monoidales entre las categorias de representaciones de algebras de Hopf,
[S1]. También se dard la definicién de la dimensién de Frobenius-Perron
de una categoria tensorial.

1. Categorias monoidales

Daremos la definicion de categoria monoidal e importantes ejem-
plos, tales como las categorias de representaciones y corepresentaciones
de algebras de Hopf. Las cuales son quizé las categorias mas importan-
tes en este trabajo.

DEFINICION 1.1. Una tupla (C,®,1,a) es una categoria monoidal,
si
e C es una categoria, 1 € Obj(C) un objeto en C;
e ®:C xC — C es un bifuntor;

o {axyyz : (X®Y)®Z - X®(Y®Z)|X,Y,Z € obj(C)} es una
familia de isomorfismos naturales;

o {rx : X®1— X :X €0bj(C)} es una familia de isomorfismos
naturales;

o {Ix:1®X — X : X € 0bj(C)} es una familia de isomorfismos
naturales;

tales que para todo objeto X,Y, Z, W en C se satisface,
e El axioma del pentagono,
axev.zw axyzew = (axyz @idw) axyezw (idx ® ayzw),

59
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e El axioma del tridngulo,
(idy ® ly) ax1y = rx ®idy.
Es decir que los diagramas

(XeY)oZ)oW

(XY e2)W (XRY)®(ZW)

lax,yggz,w U«X,Y,Z@Wl

Xe(Y®Z) W) e XeY®(ZaW))

y

ax,1,y

(X©1)eY X® (1Y)

X®Y

son conmutativos para todo objeto X,Y, Z, W en C.

EjEMpPLO 1.2. 1. Si H es una bidlgebra, la categoria 9 de H-
modulos a izquierda es una categoria monoidal con producto dado por:
si (V,p), (W, 0) son H-médulos , entonces

(Vip)a(W, 0) :== (Ve W, ),

donde 7(h®@vew) = p(h;®v)oe(ho®@w) para todo h € H,v € V,w € W.
La unidad es k.

De manera andloga las categorias de médulos a derecha y comédu-
los My, M, M resultan categorfas monoidales, y también las de
médulos y comédulos de dimensién finita g M My, TM y M son
categorias monoidales.

2. Si H =k , entonces x M es la categoria de k-espacios vectoriales
de dimension finita.

3. Sea C una categoria. Sobre End(C), la categoria de endofuntores
de C, podemos definir dos estructuras distintas de categoria monoidal:

e Definir el producto en los endofuntores via la composicién y si
T:F — Gy 71 : F — G son transformaciones naturales ,
entonces TQT : FoF' — GoG' (1®7")x = G(1y) o Tpr(x) para
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todo X € C, y satisface:
(ror)o1")x = GG'(1%) o (T&T) pr(x)

= GG'(tx) o G(TF”(X)) O TR/ F(X)

= G(G' (1) 0 TJ/V“(X)) O TRIF/(X)

= G(T'1") x o Tppnx) = (TR(T'®T")) x
Denotar esta categorfa por End®(C).

e Definir el producto en los endofuntores via la composicion y si
T:F — Gy 71 : F — G son transformaciones naturales ,
entonces TQT : FoF' — GoG' (1®7")x = Ter(x) 0 F (1) para
todo X € C, y satisface el axioma de asociatividad. Denotar
esta categoria por End(C).

En breve se vera que estas dos estructuras resultan las mismas en
cierto sentido.

4. La categoria End.(C) de endofuntores exactos de C también es
una categoria monoidal con producto inducido de End(C).

5. Toda categoria aditiva es monoidal, declarando el producto como
la suma directa y el objeto 1 con el objeto cero.

6. Si C, D son categorias monoidales, su producto de Deligne C XD
es también monoidal.

En mas sean C y D categorias monoidales. Un funtor monoidal de
C en D es una tripla (F, f, ¢) donde

e F:C — D es un funtor;

o {fxy: : F(X®Y)— F(X)®F(Y)|X,Y € 0bj(C)} es una fami-
lia de isomorfismos naturales;

e ¢: F(1¢) — 1p es un isomorfismo en D;

tales que para todo X,Y,Z € C

(15) (id®fY,Z)fX,Y®ZF(aX,Y,Z) = Op(X),F(Y),F(Z) (fx,y®id)fX®Y,Z,
(16) lr(x) = <[X>f1,§((¢ ®idF )

(17) trx) = Flvx) fxi (idroo®e™).

Una transformacion natural monoidal 7 : (F, f,¢) — (F', f',¢')
entre dos funtores monoidales es una transformacién natural 7 : F —
F’ tal que para cualquier X,Y € C

(18) 1o =¢, Txevfxy = f&,y(TX@)Ty)-
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Un isomorfismo monoidal natural es una transformacion monoidal na-
tural que es un isomorfismo natural. Una equivalencia monoidal entre
dos categorias monoidales C y D es un funtor monoidal (F, f,¢) : C —
D tal que existe otro funtor monoidal

(F', f',¢'):D—C

e isomorfismos naturales monoidales 7/ : F o F' — Idp, 7’ : F' o F —
Ide. En este caso se dice que las categorias monoidales C y D son
monotdalmente equivalentes.

Ahora, es posible probar que las dos estructuras dadas para la ca-
tegoria de endomorfismos son esencialmente la misma.

PROPOSICION 1.3. Las categorias End(C) y End® (C) son monoidal-
mente equivalentes.

DEMOSTRACION. Considerar el funtor Id : End(C) — End®(C), el
cual es monoidal con estructura dada por

OéF7G:idFG - FG — FG, ¢ =id: Ide — Idg, F,GEEHd(C)
Sea Y = (Id, o, ¢). De igual modo X = (Id, id, id) : End®(C) — End(C)

es un funtor monoidal. Debemos ver que existen isomorfismos naturales
Xy & Idgnae) y YX LN Idg, 40 () que satisfacen la Ecuacion :

Como XY = Idgnq() , entonces tomar v = id. Como Y X =
Idg,q0 ), 0 debe satisfacer

OrG = 0r®dg,
donde ® es el producto tensorial de End®(C). Si C € C, (§p®d¢)c =

F((dc)c) o (0r)a(e) : FG(C) = FG(C), luego basta definir § = id.
U

Damos a continuacién ejemplos de funtores monoidales y categorias
monoidales construidos a partir de un algebra de Hopf y un twist.

EJEMPLO 1.4. Se H un algebra de Hopf y J un twist para H.

1. Se puede construir una nueva estructura para el funtor de olvido
F' de la siguiente manera:
El funtor (F,&) : gM — vecty es monoidal, si para todo
XY € gM, z € X,y € Y la estructura monoidal estda dada
por

Exy XY = X@Y, Exy(zey)=J' 2] y.
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2. A partir de la categoria g M, se puede construir una nueva
estructura dada por el twist, y a esta categoria la denotamos por
7M. Resulta que las categorias g M, s M son monoidalmente
equivalentes.

Retomaremos este Ejemplo en la Subseccién [1.1}

1.1. Funtores monoidales para algebras de Hopf. Los ob-
jetos Galois y biGalois sobre un algebra de Hopf dada dan lugar a una
extensa familia de funtores monoidales, y clasifican los funtores de estas
familias [U],[S1].

DEFINICION 1.5. Sean R una k-dlgebra y H un algebra de Hopf. Si
A es una extension H-Galois a derecha de R, definir el funtor monoidal
Fa: IM — gMp donde Fa(X) = A0y X, y la estructura de R-
bimédulo estd inducida por el producto de A, esto es si r € R, a®x €
AOg X |, entonces 7 - (a®zx) = ra®z y (a®x) - = ar®z, y estan bien
definidas ya que R = A®") Ademds la estructura monoidal estd dada
por

Ly - AOp(X@Y) = (AOpX)@k(AQxY), XY e M7,
donde
(19) (£8y) " (a®z®d ®y) = (ad'®@z®y), a,d € A,z € X,y €Y.

Las extensiones H-Galois de R permiten clasificar ciertos funtores

Ha By o M.

PROPOSICION 1.6. [Ul Teorema 1.7] Sea R una k-dlgebra y H un
algebra de Hopf.

1) Todo funtor monoidal exacto y fiel
F HM — RMR

que preserva sumas directas arbitrarias es naturalmente isomorfo a Fa
como funtor monoidal donde A es una extension H-Galois a derecha
de R.

2) Reciprocamente, si R C A extension H-Galois fielmente (co)plana
, entonces AOg— es un funtor monoidal que conmuta con sumas di-
rectas arbitrarias.

O

De manera similar, si H, L son algebras de Hopf, los objetos (L, H)-
biGalois permiten clasificar ciertos funtores F : # M — M.

PROPOSICION 1.7. [S1], Lema 3.2.5|Sean H, L dlgebras de Hopf.
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e Todo funtor monoidal k-lineal exacto
F:AM—=1tM
que conmuta con colimites arbitrarios tiene la forma Fa para
un (L, H)-bicomddulo dlgebra que es un objeto H-Galois. Si F

es una equivalencia , entonces A es un objeto (L, H)-biGalois.
Ademds todo objeto (L, H)-biGalois genera un funtor de estos.

e Todo funtor monoidal k-lineal exacto
F: M~ ME
que conmuta con colimites arbitrarios tiene la forma F(V) =
VOy A para un (H, L)-bicomddulo dlgebra. Si F' es una equiva-

lencia , entonces A es un objeto (H, L)-biGalois. Ademds todo
objeto (H, L)-biGalois genera un funtor de estos.

La estructura monoidal del funtor —OgA es
Yy © (X@Y)OgA = (XOgA)@x(YOrA), XY € MY,
donde
(20) (¥%y) '(z®a®y®d) = (z@y®ad’), a,a’ € A,z € X,y €Y.
O

1.2. Categorias estrictas, rigidas y trenzadas. Dentro de las
categorias monoidales, tenemos ciertas subfamilias ampliamente cono-
cidas y de vital importancia, estas son las categorias estrictas, las ca-
tegorias rigidas y las categorias trenzadas.

En maés sea (C,1,a,[ t) una categoria monoidal. Se dice que C es
estricta si para todo X,Y,Z € C se tienen igualdades (X®Y)®Z7Z =
XR(Y®Z)y X®l = X =1®X; y los isomorfismos de asociatividad
y unidad son identidades.

EjempLO 1.8. 1) La categoria End(C) de endofuntores de una ca-
tegoria C es estricta.

2) La categoria vecty de espacios vectoriales no es estricta.

3) Si H es una bidlgebra, las categorias de médulos son estrictas.

La siguiente Proposicion es conocida como el Teorema de estricti-
ficacion de MacLane.

PROPOSICION 1.9. [JS| Toda categoria monoidal es monoidalmente
equivalente a una categoria monoidal estricta.

0
Si C es una categoria monoidal estricta, X € C es un objeto inver-
tible si existe Y € C tal que X®Y =1=Y®X.
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Dado X € C en una categoria monoidal, un dual a derecha de X
es una tripla (X*, evy,coevy) tal que X* € C es un objeto, evy :
X*®X — 1y coevy : 1 - X®X* son morfismos en C tales que

‘CX(id@eVX)CLX,X*’X(COGVx®id)[;(1 = idx,
[X*(evX®id)a}£7X7X*(id®coevX)t)_(£ = idx-.

Anélogamente se define un dual a izquierda de X como la tri-
pla (*X,evy,coevy) donde *X € C, evy : X®*X — 1y coevy :
1 —*X®X morfismos en C tales que

[x (evx®id)ay’. y x (id®coevy)ry' = idy,

t-x (Id®evy )a-x x x (coevy®id) [Ty = id-x.

DEFINICION 1.10. Una categoria monoidal es rigida si todo objeto
tiene duales a izquierda y a derecha.

EJeEMPLO 1.11. 1) La categorfa vecty de k-espacios vectoriales de
dimensién finita es rigida: el dual a derecha e izquierda es el espacio
vectorial dual. Definir evy : V*®,V — k como la evaluacion, es decir
evy(fev) = f(v) si feov € V*@V. Definir coevy : k — V@eV* la

inclusion.

2) La categorfa de todos los k-espacios vectoriales (de dimensién
arbitraria) no es rigida; ya que para espacios de dimensién infinita no
existe funcién de coevaluacion.

3) Sea A un algebra. La categoria de A-bimédulos es rigida si y sélo
si todo bimédulo es un médulo proyectivo finitamente generado tanto
a izquierda como a derecha.

4) Si H es una bidlgebra, la categoria g M de H-mdédulos a iz-
quierda de dimensién finita es rigida, donde el dual de V' es V* como
espacio vectorial con accién determinada por (h - f)v = f(S(h) - v)
dondev eV, feV* he H.

DEFINICION 1.12. Una categoria trenzada es un par (C,c) donde
C es una una categoria monoidal y {cyw : VW — WVI|V,W €
C} es una familia de isomorfismos naturales tal que para todo par de
morfismos f:V — V', g: W — W’ en C se satisface
o (9®f)cvw = cvrw (f®g),
e Los azxiomas del hexdgono:
avwu © cuvew © apyw = (idv®cuw)avuw (cuy@idw),
ayyy © Cvavw © gy = (cow@idy)agyy (idu@eyw).
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Si C es estricta los axiomas del hexdgono son equivalentes a
cuvew = (idy@cyw)(cy,y®idw),

cugvw = (cow®idy)(idy®cyw).

Se sabe que una categoria monoidal C tiene una estructura trenzada
si y s6lo si el funtor inducido por el producto monoidal ® : C x C — C
resulta ser un funtor monoidal.

Un ejemplo de categoria trenzada es el centro de una categoria.

EJEMPLO 1.13. Sea C una categoria monoidal. Definir Z(C) =
{(Viec_v)|V € C} el centro de la categoria C, donde c_y es una fa-
milia de isomorfismos naturales tal que para todo X,Y € C, cxy :
XV — V®X, v satisface

cxev,v = (cxy®idy)(idx®cyy ).

Un morfismo de (V,c_y) a (W, c_w) es un morfismo f: V — W enC
tal que

(f@idX)CX’V = CX7w(idx®f).

PropPOSICION 1.14. [K| Teorema XII1.4.2] Si C es una categoria
monoidal estricta , entonces Z(C) es una categoria monoidal trenzada
estricta donde

(Ve v)@(W,e_w) = (VRW, (idy@c_ w)(c— vQidw)),

y en los morfismos es el producto tensorial usual. La unidad es (1, id)
y la trenza estd dada por

cvw = (Voo y)@W, e w) = (W cow)®(V, e v).

2. Categorias tensoriales

En esta seccién damos la definiciéon concreta de Categoria tensorial,
que es quiza el concepto mas importante a lo largo de este trabajo. La
necesidad del estudio de este objeto radica en las variadas aplicaciones
en diversas areas de la matematica tales como variedades topoldgicas
de dimensién baja [BK], computacién cuantica [F], [FKLW], [Kil],
[Ki2], teoria racional y logaritmica de campos [F'S1], [F'S2], mecénica
estadistica, teorfa de subfactores [Oc], algebras de Hecke afines [B],
[BOI, y teoria de &lgebras de Hopf.

Uno de los objetivos de este trabajo es construir ejemplos de cate-
gorias tensoriales, a partir de una categoria y un grupo dados.
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Una categoria tensorial es una categoria Abeliana k-lineal monoidal
y rigida tal que los funtores involucrados en las estructuras monoidal
y rigida son aditivos k-lineales, y el objeto unidad es simple. Una cate-
goria tensorial finita es una categoria tensorial cuya categoria Abeliana
subyacente es finita, es decir es equivalente, como categorias Abelianas,
a la categoria de médulos de dimensién finita sobre una k-algebra de
dimensién finita.

Un funtor tensorial entre dos categorias tensoriales es un funtor
monoidal k-lineal. Una transformacion natural tensorial entre dos fun-
tores tensoriales es una transformacién natural k-lineal.

EJEMPLO 2.1. Sea H un élgebra de Hopf.
1) La categoria de H-mddulos a izquierda de dimensién finita posee
una estructura tensorial finita dada por, si V.W ey M
o VW = VW donde la acciéon estd inducida por la comulti-
plicaciéon de H (se suele decir que tal accién es diagonal),
e El objeto unidad es k con accién inducida por la counidad de
H,
e El dual de V' es V* como espacio vectorial con accién determi-
nada por (h- f)v = f(S(h)-v) dondev eV, feV* heH.

A esta categoria la denotaremos por Rep(H).

2) La categoria M* de H-comddulos a derecha de dimensién finita
denotada por Comod(H) resulta una categoria tensorial.

3) Si C es una categoria tensorial, denotar por C™" la categoria
tensorial cuya categoria Abeliana subyacente es C; con producto tenso-
rial dado por X®™Y = Y®X, si X,Y € C; y asociatividad dada por
ay, = azy x para X,Y,Z € C.

4) Si C = Rep(H) , entonces C™" = Rep(HP). Més atn si H' es
otra algebra de Hopf

Rep(H) X Rep(H') ~ Rep(H®yH')

como categorias tensoriales.

3. Dimensiones de Frobenius-Perron

Para mas detalle sobre dimensién de Frobenius-Perron, ver [EGNO].
La dimension de Frobenius-Perron es un invariante categérico altamen-
te importante que permite dar bastante informacién de la categoria.

Sea C una categoria tensorial finita. Definir la funcién FPdim :
C — C, llamada la dimension de Frobenius-Perron, como sigue: para
X € C, sea FPdim(X) el maximo autovalor no-negativo de la matriz
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de multiplicacién a izquierda por X en £y(C) el grupo de Grothendieck
de C (su existencia la garantiza el Teorema 0.2 de Frobenius-Perron).

PRrROPOSICION 3.1. [ENO] Teorema 8.6] La aplicacion
X — FPdim(X)
se extiende a un homomorfismo de grupos de £(C) — R.
O

Sean X; para i € [ las clases de isomorfismos de objetos simples y
P; sus cubrimientos proyectivos. Si C es una categoria finita tensorial ,
entonces la dimension de Frobenius-Perron de C es

FPdim(C) := Y _ FPdim(Xi)F Pdim(Pi).
iel
Si H es un algebra de Hopf, como k es algebraicamente cerrado
se tiene que H ~ @ipixi donde X;, P, € Rep(H) son representantes
de las clases de isomorfismos de objetos simples y de sus respectivos
cubrimientos proyectivos. Por tanto se obtiene el siguiente resultado.

ProprosiciON 3.2. [EGNO, Ejemplo 1.45.6] Si H es una quasi-
algebra de Hopf, entonces

FPdim(Rep(H)) = dim(H).

4. T'-extensiones

Uno de los mayores problemas en Teoria de categorias es clasificar
las categorias tensoriales. Una aproximacién a este problema es intentar
construir, a partir de familias conocidas, nuevas categorias tensoriales.
Una de estas construcciones es estudiada en [ENQ], y es la extension
de categorias tensoriales por grupos finitos.

Sea I' un grupo finito. Una I'-extension de una categoria tensorial C
es una descomposicién en subcategorias plenas Abelianas C = @gerCy
tal que si g,h €T

e el bifuntor inducido por el producto tensorial satisface ® : C, x
Ch — Cgh,
e ¢l funtor inducido por tomar duales satisface * : C; — Cy-1.

Decimos que la extensién es fiel si C; # 0 para todo g € I'. En
este caso se dice que C es una categoria ['-extendida. Si C es categoria
['-extendida , entonces C; resulta una categoria tensorial y C, una ca-
tegoria C;-moddulo a izquierda y derecha, cuya definicion se verd en el
Capitulo 6.
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DEFINICION 4.1. Si C es una categoria I-extendida y todo C, tiene
un objeto invertible multiplicativamente, se dice que C es un produc-
to I'-cruzado de categorias tensoriales. Estas extensiones son llamadas
también quasi-triviales por algunos autores.

LEMA 4.2. SiC es un producto I'-cruzado de categorias tensoriales
, entonces C; >~ Cq4 para todo g € I' como categorias abelianas.

DEMOSTRACION. Sean g € I''y X, Y, € C, tales que
X,QY, 21 >Y,0X,.

Definir los siguientes funtores F': C, - Ci y H : C; — C, via F(V) =
Y, @V y HW) = X,®W en los objetos, y en los morfismos:

Sif:V —=VienCy F(f) =idy,®f ysig: W — W' en C; ,
entonces G(g) = idx,®g.

Luego HF (V) = H(Y,®V) = X,@(Y,®@V) >~V y FHW) ~ W si
Vel,Wecl. O

En més C denotard una categoria tensorial estricta finita. En [G]
clasifican todos los productos I'-cruzados de categorias tensoriales en
términos de ciertos datos y se da la estructura tensorial de la extensiéon
asociada I'-extendida de C. Retomaremos este tema en el Capitulo






Capitulo 6

Representaciones de categorias tensoriales

De forma analoga como se construyen representaciones para grupos
o algebras, podemos construir representaciones de categorias tensoria-
les, las cuales fueron definidas por primera vez en [P], lo cual permite
extraer informacién importante de la categoria. Introduciremos defini-
ciones, ejemplos y se detallara el caso en que la categoria es la categoria
de médulos sobre un dlgebra de Hopf.

También se introduce la nocion de categoria bimédulo, el grupo de
Brauer-Picard y como ejemplo de esto la clasificacion de los bimédulos
sobre el algebra de Taft.

1. Categorias moédulos

En maés, sea (C,®,a,t,[,1) una categoria tensorial finita sobre k.
En este capitulo todos los funtores seran aditivos k-lineales.

DEFINICION 1.1. Una coleccién (M, ®,m, 1) es un C-mddulo a iz-
quierda si

e M es una categoria Abeliana k-lineal;

e ® es un funtor exacto en cada variable ® : Cx M — M llamado
la accidn;

e {mxym: (X®Y)OM — XR(Y®M) : XY € C,M € M},

v {ly : 1M — M : M € M} son familias de isomorfismos
naturales tales que para todo X, Y, Z € Cy M e M

(21) mxy,zem Mxev.zm = (idx@my,z ) Mxyezu (axyz@idy),

(22) (Z‘dx®lM)mX717M = Tx®idM.

Es decir que los siguientes diagramas son conmutativos:

71
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(XeY)®2)®

Xo (Y ®2)® (X @ YV)S(Z8M)

lmX,YcaZ,M mX,Y,Z@I\Jl

1d@my, z, M

XY ® Z) M) = X@(Y®(ZeM))
y

mx,1,M

(X ® 1)&M X®(18M)

X®M.
para todo X,Y,Z€Cy M € M.

OBSERVACION 1.2. En la literatura los C-mddulos M son llamados
también categorias modulos sobre C o representaciones de C.

DEFINICION 1.3. Sean M y N C-mddulos a izquierda. Un funtor
de C-mddulos entre M y N es un par (F,c), donde

e [': M — N es un funtor y
e cxy : F(X®@M) - X®F(M) es una familia de isomorfismos
naturales tales que

(23) mxyrCxevm = (idx®cym)ex yan F(mxyu),

(24) lrancrm = F(ly),

paratodo X,Y € Cy paratodo M € M. Denotaremos por ¢ Mod la
categoria que tiene por objetos los C-mdédulos y por flechas los funtores
de C-médulos.

Sean (Fc),(G,d) : M — N funtores de C-médulos. Una transfor-
macion natural de C-modulos es una transformacién natural 6 : ' — G
que hace que el diagrama

F(X®M) Dxou, G(X®M)

(25) CX,Ml J/dX,IVI
XTF(M) —— X@G(M),

idx @0

sea conmutativo para todo X € C,M € M.
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La categoria de los funtores de C-mdédulos entre M y N es denotada
por Fung(M, N'). Diremos que los funtores (F,c) y (G,d) son equiva-
lentes como funtores de C-mddulos, y se denotard (F,c) ~ (G,d), si
existe un isomorfismo natural 6 : FF — G que es de C-mddulos.

Si (Fye¢) : My — My y (G,d) : My — Ms son funtores de C-
modulos, entonces (G o F,b) : My — Mj es un funtor de C-médulos,
donde bx as := dx pa)G(cx,m), para todo X € C, M € M,.

. . . F7
Dos C-médulos M, N son equivalentes si existen funtores M ﬂ>

G,d , ..
Ny N (——)—> M de C-modulos tales que las composiciones F' o Gy
G o F son equivalentes como funtores de C-moédulos a los respectivos
funtores identidad.

Sean M1, My dos C-médulos. La suma directa de categorias My @
My es nuevamente un C-mddulo donde la accidén es

T Cx M BMy = M &M, XB(M,N)=(XSM,XSN).

DEFINICION 1.4. Sea M un C-médulo.

e M se dice indescomponible si no es equivalente a la suma di-
recta de dos C-médulos no nulos.

e Un C-submddulo de M es una subcategoria Serre N' de M tal
que el funtor inclusion N — M es de C-mddulos.

e M se dice simple si no es nula y no posee C-submodulos no
triviales.

Es posible probar una versién extendida de la Proposicion de
estricticidad de MacLane para C-moédulos. La demostracién se encuen-
tra en [Gr]. En teoria de grupos, una accién de un grupo se puede ver
como un morfismo del grupo en los endomorfismos de cierto k-espacio
vectorial. Esto también es posible para C-mddulos.

LEMA 1.5. M es un C-maodulo si y solo si existe un funtor tensorial
(F,9,6) : C > Bndy(M)

exacto y fiel, donde End.(M) es la categoria de endofuntores exactos

de M.

DEMOSTRACION. Sea (M, ®,m,[) un C-médulo. Definir F' : C —
End.(M) por F(X)(M) = X®M para todo X € C,M € M. Los
funtores F'(X) y F' son exactos para todo X € C debido a la exactitud
de ® : C x M — M en ambos argumentos. Para todo X,Y € C sea

gxy  F(X)o F(Y) = F(X®QY),
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definida por (gx,y),, = mx 'y para todo M € M. Sea ¢ : id — F(1)

dada por ¢y = [;;. La identidad y son equivalentes a las de
la definicién de funtor monoidal. Luego (F,g,¢) : C — End.(M) es
tensorial. Que F sea fiel sigue de la exactitud de ®.

Reciprocamente se construye la acciéon de C sobre M y se obtiene
que M es un C-modulo. d
EJEMPLO 1.6. Sea (F,&, ¢) : C — D un funtor tensorial.
e Si F es exacto, la categoria D es un C-médulo via F:si X, Y € C,
y M € D definir
®:CxD— D, Iy - 1QM — M
X®M = F(X)®M, I = 15 (¢idyy),

mx,ym = ag(X),F(Y),M(f)_(,ly®idM)-

e Sea (M, ®, m) un D-médulo. Denotaremos por M el C-médu-

lo (M, @F, m!") cuya categoria Abeliana subyacente es M y con
accion y asociatividad dados por:

X8 M = F(X)BM, myy = mex)rom(€xySidu),
para todo X,Y € C, M € M.

e Si C es una categoria tensorial y A € C es un algebra , enton-
ces la categoria de A-mddulos a derecha C4 es un C-médulo a
izquierda. La accién ® : C x C4 — C4 es el producto tensorial
de C. Si X € C,M € C4 la accién a derecha de A en X®M es
sobre el segundo tensorando.

e Si M es un C-médulo a derecha, , entonces M denota la
categoria Abeliana opuesta con accién a izquierda dada por

C x M — M°P
(M, X) —» M®X",
e isomorfismos de asociatividad mgfx M= m{i’ x+u Para X, Y €

C, M € M. Deigual modo se puede definir si M es un C-médulo
a izquierda.
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De manera analoga, se define categoria modulo a derecha: Un C-
modulo a derecha es una categoria Abeliana M equipada con un bi-
funtor exacto ® : M x C — M e isomorfismos naturales my xy :
MR(X®Y) — (MX)®Y, ry : M®1 — M tales que

(26) Muysxyz Muxyez(ldu®axy.z) = (M xy®idz) M xey,z,
(27) (ru®idx)ma x = idy®lx.
DEFINICION 1.7. Sean (M, u) y (N,n) C-médulos a derecha e iz-

quierda, respectivamente. Un funtor ' : M XN — A se dice C-
balanceado si existen isomorfismos naturales

{bpxn: F(MRX)XN) - F(MX(X®N))|M e M, X €C,N € N'}
tales que

nx,y,NOm xev,N = Oy x yanbusx,y NUMX,Y -

Los C-médulos admiten un producto entre ellos: Sean N, M C-
modulos a izquierda y a derecha, respectivamente, el producto de M
y N consiste de una categoria Abeliana M X N y un funtor exacto
a derecha C-balanceado B : M XN — M K¢ N universal para los
funtores exactos a derecha C-balanceados de M X N; esto es, para
todo funtor exacto a derecha C-balanceado F : M XN — A existe un
tnico funtor F : M X N — A exacto a derecha tal que F = F o B.

Se tiene que M X N, B son tnicos salvo equivalencia. En el caso
semisimple, se tiene que M X A es equivalente al centro Ze(MXN),
ver [ENO. Poposicién 3.8].

1.1. Representaciones sobre algebras de Hopf. Se daran fa-
milias de ejemplos de Rep(H )-médulos para H un dlgebra de Hopf de
dimension finita.

Sea (K, \) un H-comdédulo élgebra a izquierda. Entonces la cate-
goria g M de K-modulos a izquierda, es un Rep(H )-médulo como sigue:

® : Rep(H) X g M — x M,
(X, V) = X&V,
y la accién de K sobre X®@,V es k-(x®@v) := k_1-2®ko-v. Los morfismos

de asociatividad y unidad son los triviales.

PROPOSICION 1.8. Si K es un H-comddulo dlgebra a izquierda,
entonces kM es un Rep(H)-mddulo indescomponible si y solo si no
existen ideales bildteros I, J H-coestables tales que K =1 & J.
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DEMOSTRACION. Asumamos que K posee ideales bildteros I, J H-
coestables tales que K = I&®.J. Como I, J son ideales H-subcomoddulos,
las algebras cocientes K/I y K/J son H-comédulos édlgebras a izquier-
da. Los Rep(H )-médulos kM y ;M son subcategorfas médulos de
xM.
Dado M € gxM, sean My = {m € M : I.m = 0}, My = {m €
M : Jm = 0}; claramente, M; € kM y My € /7M. Descomponer
l=i+jconiel, je J,sime M, entonces m = im + jm. Ya
que [J CINJ =0, yjm € M, y similarmente im € Ms, por lo tanto
M = My + Ms.

Ademas si m € M; N M, , entonces m = 0. Esto muestra que
M = M1 S5, MQ, asi

kM > g/ tM X g g M.

Por tanto, probamos que si M es un Rep(H)-médulo indescom-
ponible , entonces no existen ideales bilateros I, J H-coestables tales
que K =16 J.

Reciprocamente, asumamos que xM >~ M; x M, donde My, M,
son subcategorias modulos de x M. Para todo M € x M existen M; €
My y My € My tales que M = M{®Ms. Sig : M — N es un morfismo
en x M , entonces p(M;) C Ny, p(Ms) C Ns.

Considerando K € g M, existen J € My, I € Ms tales que K =
J @ I. Claramente I y J son H-subcomddulos ideales a izquierda de K.
Sean j € Jyn; : K — K laexpansién de j, es decir n;(z) = zj, z € K.
Como 7); es un morfismo de K-médulos, n;(I) C I. Luego, IJ C Iy I
son ideales bilateros. Similarmente, J es un ideal bilatero.

Probando luego la otra implicacién. Notar que estas construcciones
son una la inversa de la otra.

O

Otra construccién de representaciones de Rep(H) provienen de twist.
Considerar el funtor tensorial F : Rep(H) — vect construido en [L.4]
De acuerdo al Ejemplo existe un Rep(H )-médulo, que denotaremos
por M ;, cuya categoria Abeliana subyacente es la categoria de espacios
vectoriales de dimension finita (tiene rango 1).

Si J* es un twist equivalente a J , entonces los Rep(H )-médulos
M, M= son equivalentes, via el funtor (F,c) : M; — M=, donde
F(M) = M y para todo V € Rep(H),M € M,, los isomorfismos
cvm VM — V@M estan definidos por

1

cym(v@m) =z -v@m, veV,me M.
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En lo que sigue estudiaremos los funtores de Rep(H )-mdédulos entre
los Rep(H)-médulos gM vy ¢ M, donde R y S son dos H-comédulos
algebras a izquierda sobre H. Denotaremos las estructuras de comédu-
losen Ry Spor Ag: R— HRRy A\s : S — H®S, respectivamente.

Sea P un (S, R)-bimédulo y también un H-comédulo a izquierda
via A : P — H®P. Diremos que P es un bimodulo equivariante si A
es un morfismo de R-moédulos a derecha y de S-médulos a izquierda,
donde la accion de R y S sobre H®yP vienen dadas via Agp y Ag
respectivamente.

Definamos el funtor F' : gM — ¢M por F(V) = PRgrV con es-
tructura de S-moédulo sobre el primer tensorando. Ademads para cada
X € Rep(H), V € gpM sea cxy : PRr(X@kV) = XQk(PRRV) el
isomorfismo dado por

(28)  cxy(mMRa®u) =m_y) - x@me®v, me Prxe X, veV.
Se tiene el siguiente resultado.

LEMA 1.9. Si P es un bimddulo equivariante , entonces existe un
funtor de Rep(H )-mddulos

(F,C) M — g M.

DEMOSTRACION. La buena definicién del isomorfismo natural c es
consecuencia de que A es de R-mddulos a derecha. Ademés para todo
X € Rep(H),V € gpM el morfismo cxy es un morfismo en ¢M ya
que A es un morfismo de S-moédulos a izquierda. Las identidades
y (24) son inmediatas. O

2. Categorias bimdédulos

En més sean C,D categorias monoidales. Igual que en médulos se
entrelazan las definiciones de médulo a izquierda y a derecha, para
categorias se realiza andlogamente.

Una categoria (C,D)-bimédulo M es una categoria C-médulo a iz-
quierda y D-médulo a derecha con acciones ji!, " respectivamente, do-
tada de una familia de isomorfismos naturales

Yxmy (XM@Y - X®@(MeY), XelCYeD,
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tales que los siguientes pentagonos conmutan

(XV)M)Z —5 (XY)(MZ) , (XM)(YZ) —= X(M(YZ)) , AM)1 =25 1wy

ul®idl ,nl eMl

(X(YM))Z ut (XMY)Z id@u” M1 "™
wl 7@@'{ ”‘{

X((YM)Z) —— X(V(MZ))  (X(MY))Z —— X((MY)2Z) M —— 1M

Una definicion alternativa de categoria bimdédulo viene dada usando
el producto tensorial de Deligne, la cual facilita un poco la escritura.

TEOREMA 2.1. |Gr] M es un (C,D)-bimddulo si y sélo si M es
un C X D™-mddulo.

O

Si (M, u) es un CXD"V-mébdulo, definir vx ary = fixmi 1=y, m sobre

las subyacentes estructuras de categoria médulo a izquierda y derecha.
De este modo se obtiene que M es un (C, D)-bimddulo.

Un morfismo de (C,D)-bimddulos es un morfismo de C X D™V-
moédulos. Una equivalencia de (C, D)-bimddulos es una equivalencia de
C X D*¥-mébdulos. Una categoria (C,D)-bimddulo es reducible si es la
suma directa de dos (C, D)-bimédulos no-triviales; es irreducible si no
es reducible. Es ezacta si lo es a izquierda como C X D*V-méddulo, esto
es, si para todo proyectivo P en la categoria y todo objeto M, el objeto
P&®M es proyectivo.

EJEMPLO 2.2. 1) Si C es una categoria monoidal, entonces C es
un (C,C)-bimddulo con la estructura trivial, inducida por el producto
monoidal de C.

2) Sean (G, (), (F,§) : C — C autoequivalencias monoidales y M un
(C, D)-bimédulo, entonces F' M es un nuevo bimédulo (Ver Ejemplo
1.6)). Mas especificamente, la categoria Abeliana subyacente es M, con
acciones y asociatividades a izquierda y derecha dadas por

X@M = F(X)&M, M®Y =MaG(Y), X eCY eD MeM,;

F ! -1 o G : -1
Mxym = mX,Y,M(fX,Y®1dM)> My xy = m?\/[,X,Y(ldM@)CX,Y)'

Acéd m' es la asociatividad a izquierda (resp. derecha) de M. Si G es
el funtor identidad denotar ¥ M% por ¥ M, igual si F es la identidad.

3) Si M es un (C, D)-bimédulo , entonces M°P es un (D, C)-bimédu-
lo [Gr1l, Proposicién 2.15].
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El producto de categorias bimodulos, da lugar a categorias bimédu-
los:

PROPOSICION 2.3. [Grl, Proposicién 3.13] Sea M un (C, D)-bimddu-
loy N un (D, A)-bimddulo. Entonces M Xp N es un (C,.A)-bimddulo
y B es un funtor de (C,.A)-bimédulos.

O
Si la categoria base es estricta, se conoce bien quién es el producto:

PROPOSICION 2.4. [Grl, Teorema 3.20] Sea C una categoria monoi-
dal estricta. St M,N son C-mddulos a derecha e izquierda respectiva-
mente, existe una equivalencia canonica

MXe N =~ Fun,(MP N).
Si M, N son bimddulos categorias la equivalencia es de bimddulos.

O
Acé Fun,(M°P, N) es la categorfa de funtores de C-médulos exactos
a derecha.

Explicitamente, si C, D, A son categorias monoidales estrictas, M es
un (C, D)-bimédulo y N es un (D, A)-bimédulo , entonces M Kp N =
Funp (M, N) es un (C,.A)-bimédulo, con acciones, si X € C,Y €
A F e MXp N, M e M, dadas por:

R:CXxMRpN - MEp N, & MEpN x A— MRpN
(X'®F)(M) = F(M&X) (FR'Y)(M) = F(M)®Y.

Un (C, D)-bimédulo M es llamado invertible si existen equivalencias
de bimédulos entre M Xe M ~D y M Xp M ~ C.

PROPOSICION 2.5. [ENO)], Proposicién 4.2] Si M un (C, D)-bimddu-
lo exacto, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
o M es invertible.
e Lriste una equivalencia de D-bimddulos M Ko M ~ D.
e Eriste una equivalencia de C-bimédulos M Kp MP ~ C.
o El funtor R : D? — Fune(M, M), R(X)(M) = M®X, para
X €D, M € M, es una equivalencia de categorias tensoriales.
e El funtor L : C — Funp(M,M), L(Y)(M) = Y®M, para
Y € C,M € M, es una equivalencia de categorias tensoriales.
O

Es conocido que un (C, D)-bimdédulo invertible da lugar a una equi-
valencia Morita entre dichas categorias.
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LEMA 2.6. [FMM] Lema 2.4] Sean C, D categorias tensoriales. Son
equivalentes.

1. C y D son Morita equivalentes; esto es, existe un C-modulo
indescomponible exacto a izquierda M y una equivalencia ten-
sorial D™ ~ Endc(M).

2. Existe un (C,D)-bimddulo invertible.

DEMOSTRACION. (2) implica (1) es parte de [ENO] Proposicién
4.2]. Asumamos que las categorias tensoriales C, D son Morita equi-
valentes. Sea ® : D™ — End¢(M) la equivalencia tensorial. Como
M es un Ende(M)-médulo a izquierda indescomponible exacto, es en-
tonces un D-moédulo a derecha indescomponible exacto. La D-accién a
derecha satisface:

MxD— M, MBY =d(Y)(M), MeM,Y eD.

Como M resulta un (C, D)-bimédulo exacto, el funtor ® es una equi-
valencia de (D, D)-bimédulos. Luego, M es un (C, D)-bimédulo inver-
tible. 0

2.1. Grupo de Brauer-Picard. Sea I' un grupo finito. Para
clasificar I'-extensiones de una categoria tensorial C, por [ENOJ| otro
ingrediente necesario radica en conocer morfismos de grupos

c: ' — BrPic(C),

donde BrPic(C) es el grupo de clases de equivalencia de C-bimédulos
invertibles exactos, llamado grupo de Brauer-Picard. Algunos cédlculos
de tal grupo se pueden encontrar en |[GS|, [NRJ, [MZ2].

Tal grupo no depende de la clase Morita de la categoria; esto es si D
es otra categoria tensorial Morita equivalente a C existe un isomorfismo
BrPic(C) ~ BrPic(D) dado por:

Sea M un (C, D)-bimddulo invertible. Definir

(29) ® : BrPic(C) — BrPic(D), ®(N]) = [MP K N K M],
si [N] € BrPic(C) denota la clase de equivalencia del médulo N.

3. Clasificacién de bimédulos sobre el algebra de Taft

Los resultados de este capitulo provienen de [FMM]J. El objetivo
de esta seccién es encontrar un subgrupo de BrPic(Rep(7})), el grupo
de Brauer-Picard de la categoria de representaciones del algebra de
Taft. La descripcion de dicho subgrupo es explicita. Se espera que estos
resultados ayuden en la determinacion de extensiones no triviales de la
categoria Rep(Ty).
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En la Seccién[I.Z] se clasificaron los T,®@T,-1-comddulos dlgebras T
simples. Estos comédulos determinan a su vez una categoria Rep(Ty,)-
bimdédulo exacta indescomponible. Mas atn, toda categoria modulo
exacta indescomponible proviene de esta forma. Esto sustenta los re-
sultados de tal Seccién.

3.1. Clasificacién de Rep(7,®7T,-1)-médulos exactos. En es-
ta seccién damos la clasificacién de Rep(7})-bimddulos exactos indes-
componibles. Los resultados de esta seccién se siguen de [FMM], son
resultados nuevos e interesantes. Esto nos permitira conocer el grupo
de Brauer-Picard del algebra de Taft. En el siguiente Teorema se des-
cribe tal clasificacion. Recordar las familias de algebras introducidas en
la Subsecciéon 1.2 del Capitulo 4. Sea G = C,, x C,,.

TEOREMA 3.1. [FMM, Teorema 5.15] Sea M un Rep(T,)-bimddu-
lo exacto indescomponible. Entonces M es equivalente a una de las
siguientes categorias:

e i, Mod para algin subgrupo ' C G y ¢ € Z3(Fk*);

® (e ) Mod para algunos F' C G subgrupo tal que (g,9) € F;
v € Z*(F, k) compatible con F; y &, €k con & # 0;

® kii(abe Fy) Mod para algunos a,b,§ € k; F' ' C G subgrupo y
v e Z*(Fk);

® ko (a,Fp) Mod para algunos a € k, F' C G subgrupo y v €
ZZ(F, kx)}.

® o, Fw) Mod para algunos a € k, ' C G subgrupo y v €
Z%(F,k*).

DEMOSTRACION. Por el Lema del Capitulo 4, todos los médu-
los de la anterior lista son exactos indescomponibles.

Sea M un Rep(7,)-bimédulo indescomponible exacto, entonces es
un Rep(H)-mdédulo indescomponible exacto. Por [AM, Teorema 3.3]
existe un comddulo dlgebra a izquierda con coinvariantes triviales H-
simple a derecha (A, ), donde A : A — H®iA, tal que M = 4 M
como Rep(H )-médulos.

Como H es corradicalmente graduada , entonces grA es un comédu-
lo algebra a izquierda H-simple a derecha también con coinvariantes
triviales. Por tanto, existe un subgrupo F' C G'y ¢ € Z*(F,k*) tal que
gI’AO = ka

Abusando de la notacién, denotar por ¢ € Z*(G,k*) el 2-cociclo
tal que restringuido a F' es igual a ¥. Como (grA)Uf es un comodulo

algebra Loewy-graduado en H ["51], se sigue de [M2|, Lema 5.5] que

(grA)a; 1 es isomorfo a una subalgebra de H“v ' homogénea coideal.
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Sean Y1, x2 los caracteres en GG definidos en @D usando ¢~ 1. Enton-
ces .
H[Uw J= H(X17X2)

y por el Teorema |1.6| (Capitulo 4) (grA)mT = Clye) WL W2 W3 F)
para algiin dato subalgebra coideal (W, W?2 W3 F). Entonces
grA = Clyy yo) (WHL W2 W2 F),
y por el Lema (Capitulo 4) hay dos opciones: W3 =0y W3 # 0.
Analicemos el caso cudndo W3 # 0, ya que el otro caso es similar.
Si W3 % 0 por el Lema [1.12] (Capitulo 4), grA = L(&,0, F,¢).
AFIRMACION 3.1.1. Ewxiste un elemento w € A tal que
(30) AMw) = §x®@1 +y(g, 9)®e(g) + (9, 1) Q.

DEMOSTRACION. Como grA = L(£,0, F, 1) existe un elemento w €
A; /A tal que
AW) = £x@1 + y(g, 9)®e(g) + (g, 1)@W.

Acd X : grA — H®ygrA es la coaccién inducida de A, [M1], Seccién 4].
Denotar por w' € A; un elemento representativo en la clase de w. Por
la definicién de la coaccién inducida A existe un morfismo A; : grdA —
kG@yky F' tal que

Muw') = £2@1 4+ y(g, 9)®e(gq) + (9, 1)@w + Ay (w').

Sea A1 (w') = >, cq rer @ny h®ey, para algin ap y € k. Por la coasocia-
tividad de A tenemos que (g, 1)@ (w')+(1d@M) A (w') = (ARid) A (W),

A (w') = Z Br ((9,1) — f)®ey.

fEFf#(g:.1)
Entonces, siz = 3 1o ps,1) Br € € Ao se tiene que Ay (w') = (g,1)®2—
A(2). El elemento w = w' + z satisface la ecuacién ([30). O

Podemos elegir w € A tal que ejw = (f - w)es, donde la accién
. F x W3 — W3 es la restriccién de la accién de G sobre V; @ Vs, El
conjunto {fw’: f € F,0 <i < n} es una base para A. Como

A(w") = 1ouw",
existe © € k tal que w" = pl. Por tanto, existe una proyeccién
L(&, 1, F,10) — A que es un isomorfismo ya que ambas &lgebras tie-
nen la misma dimension. 0

Analicemos cuando los médulos de la lista dada en el Teorema [3.1]
son equivalentes.
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PROPOSICION 3.2. Se satisface:
L g, Mod =y, Mod si y sélo s F = F' y1p = ' en H?(F,k*);

2. (e rp) Mod 2 (e 0 5 gy Mod si y sélo si & = ¢'E' para algin
i €N, u=yu', F=F yy =1 en H*(F,k*);

3. K11(a,b,&,Fap) MOd ~ Ki1(a! b & F' ") MOd S1 Yy Sle SZ/ (CL, b, 5, F, w) =
(a/7 b,7 6/7 FI7 wl);

4. s1 (i,7) € {(0,1),(1,0)}, xy(a,p) Mod =~ i, (0, 77.4ry Mod 81y
sdlo st (a, Fy) = (', F', ).

DEMOSTRACION. Probaremos (2). El resto es andlogo.
Si existe un isomorfismo de H-comddulos dlgebras a izquierda

L&, Fop) = L W, F ),
entonces £ = ¢°¢', p =/, para algin a e Ny F = F' ¢ =/

Se sigue de [GM|, Teorema 4.2] que £ . ) Mod ~ £ 57 1) Mod
si y sélo si existe f € G tal que L(&, u, F,v) ~ L(&, ', F' ') como
H-comodulos algebras a izquierda, donde la estructura del comédulo
dlgebra de la derecha estd dada por a — f~la_; f®ap.

Ademss si f € G, entonces L(¢, ', F', ") = L(¢°¢, ', F',2))
para algin 7 € N. O

Una de las consecuencias de la Proposicion anterior es la clasifica-
cién de los objetos T},-biGalois; la cual como vimos en la Proposicién
fue obtenida por Schauenburg [S2], y acd la obtenemos mediante
otro método.

CoRrOLARIO 3.3. [FMM, Corolario 5.20] Si A es un objeto T,-
biGalois , entonces A ~ L(§, p, diag(G), 1) como T,-bicomddulos dlge-
bras para algin 0 # &, € k.

DEMOSTRACION. Sea A un objeto T,-biGalois. Entonces A como
T, @, T°P-combdulo dlgebra a izquierda no tiene ideales no-triviales 7¢-
coestables:

Sea I C A un ideal H-coestable. Luego I es un ideal T}-coestable
y como A es biGalois, se tiene que I =06 [ = A.

Entonces A debe ser una de las algebras enlistadas anteriormente. Si
observamos estas algebras como Tj-bicomddulos, se tiene que la tnica
familia de dlgebras que son T,-biGalois es L(&, p1, diag(G), 1) para algin
0 # &, 1 € k (teniendo en cuenta que T, es de dimensién finita y que
todo objeto biGalois es isomorfo a T, como bicomédulo). U
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Siguiendo la notacién de la Proposicion @, obtenemos que A, ¢ ~
L(&, n, diag(G), 1) para 0 # &, u € k, donde el isomorfismo esta dado
por y = wy hegg).

Justo como en esa Proposicién obtenemos que A, ¢ ~ Ay ¢ siy
solo si = ', & = ¢*¢ para algtin i € N.

Recordar la definicién de la relacién de equivalencia ~ dada entre
objetos biGalois. Luego A, ¢ ~ A, ¢ siy sélo st p = u/, & = ¢'¢’ para
algin i € N. Como T}, >~ Ay, se tiene:

COROLARIO 3.4. [FMM, Corolario 5.21] El subgrupo InnbiGal(7})
es trivial y la aplicacion
¢ : BiGal(T},) — BrPic(Rep(T,)), ¢([A]) = [a Mod]
es un morfismo de grupos inyectivo.

O

3.2. Rep(7,)-bimédulos invertibles. Como una consecuencia
de los resultados anteriores podemos dar explicitamente una familia de
Rep(7,)-bimédulos exactos invertibles que forman un subgrupo dentro
de BrPic(Rep(7})).

Definir el grupo k* x k* como el conjunto k — {0} x k y producto
dado por

(a,b) - (¢,d) = (ac,cb+d), (a,b),(c,d) € k™ x k.

Si G, denota el subgrupo de k* de n-raices de la unidad, entonces
k*/G,, x kT es un grupo con el producto

(a,b) - (¢,d) = (ac,c"b+d), (a,b),(c,d) €k*/G, x k.
El morfismo
¢ :k*/G, x kT = k* x k"

dado por ¢(&, i) = (£™, 1) es un isomorfismo de grupos.

Schauenburg [S1], Teorema 2.5] probé que existe un isomorfismo de
grupos

BiGal(T,) ~ k™ x k*.

Daremos otra demostracion de este resultado, principalmente por dos
razones: la primera es que nuestra descripcién de los objetos biGalois

es diferente de la dada en [S1] y la segunda es que queremos mostrar
un subgrupo explicito dentro de BrPic(Rep(Ty)).
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TEOREMA 3.5. [FEMM, Teorema 5.22] Sean &, u, &', 1/ € k, £,& #
0. Eziste un isomorfismo de T,QyT,-1-comddulos dlgebras

Ap gOr, Ay = Aenp e

DEMOSTRACION. La estructura de T,®;7,-1-comédulo a izquierda
sobre el producto cotensorial estda dada por

(3].) l@k —> 7T<l_1>®71'(k_1)®l0®]€0, l@k? & A#/{/DTqug,
donde 7 es la proyeccion en el primer tensor.
Sea
v Aenwapge = AU, Ay
el morfismo de algebras determinado por
Y(w) = wRl + ey q@w, vY(ep) =es®ep, [ € diag(G).

Notar que estamos abusando de la notacién al denotar con el mismo
nombre a los generadores de las dlgebras A, ¢, Ay e v Agnipere.

7 estd bien definida ya que y(w™) = ("1 + p)1, (e qw) =
qy(wegq) ). Ademas la imagen de 7 estd contenida en A, 07 A, e ¥y
v es un morfismo inyectivo de comdédulos.

Para probar que « es biyectiva, veremos que tienen las mismas di-
mensiones como espacios vectoriales. Como 7j, tiene dimension finita,
por el Teorema , A, ¢ ~ T, como T,-comédulo a izquierda y a dere-
cha. Por tanto, existen isomorfirmos lineales

A g Ur, Ay e ~ 107, T, ~ T,
Asf dim( A,y ¢ Or, A, e) = dim(Aen s ee). -

Como consecuencia de este Teorema existe un isomorfismo de gru-

pos k* x kT — BiGal(T,) dado por (&, ) — [L(d71(E, 1))].

COROLARIO 3.6. [FMM, Corolario 5.23] Ezxiste un homomorfismo
inyectivo de grupos o : k* x k* — BrPic(Rep(T},)) dado por

a(é, 1) = leeremM],  (§p) €K x kT






Capitulo 7

Bicategorias

Introducimos el concepto de Bicategoria y daremos algunos ejem-
plos. En términos generales una bicategoria es una categoria donde
Hom(A, B) no es solamente un conjunto sino una categoria. Esta no-
cién, un poco tosca en una primera revision, nos proporciona el caldo de
cultivo para dar ejemplos de categorias tensoriales que son extensiones
de categorias conocidas.

Las tultimas tres secciones estan dedicadas al estudio riguroso de
3 ejemplos de bicategorias esenciales en este trabajo. La primera es
aquella que codifica toda la informaciéon de una categoria monoidal, la
segunda codifica una categoria médulo y la tercera permite reconstruir
una categoria monoidal a partir de su bicategoria de representaciones
y cierto pseudo-funtor.

1. Nociones de bicategorias

En esta secciéon se busca dar definiciones basicas y ejemplos de
bicategorias, para mas detalle ver [B.

DEFINICION 1.1. Una bicategoria B consiste de los siguientes datos

e Un conjunto de objetos obj(B) llamados 0-celdas.

e Para cada dupla A, B € obj(*8) una categoria B(A, B) donde
sus objetos son llamados 1-celdas y sus morfismos 2-celdas, y
se denotan por = y = respectivamente.

e Para cada tripla A, B,C' € obj(*8) un bifuntor

ABC  B(A, B) x B(B,C) — B(A,0).

e Para cada 0-celda A una 1-celda I4 € B(A, A).
e Para cada cuddrupla A, B,C, D € obj(®8) un isomorfismo na-
tural (llamado asociatividad)

donde Id es el funtor identidad.
e Para cada dupla A, B € obj(®8) unos isomorfismos naturales

(AB . 5AAB(1, x 1d) — 1d, A8 BB (1d x Ip) — 1d.

Y
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Sujetos a los siguientes axiomas: Si A, B, C, D, E son 0O-celdas y
e Si(S,T,U,V) es un objeto de la categoria B(A, B) xB(B, C) x

B(C, D) x B(D, E) entonces

(a7 Vsid) (e ey ) (idsarpy ™) = (aigri) (a5 Ty,

e Si (5,7) es un objeto de B(A, B) x B(B,C) , entonces

(idol(T)) g 3¢ = v(S)aid.

Si a, I, v son identidades, entonces B se llama una 2-categoria.

A continuacién daremos algunos ejemplos para entender mejor el

concepto de bicategoria.

1.1. Ejemplos.
e Sea 2 la 2-categoria de anillos con unidad: las 0-celdas son

anillos con unidad; si A, B,C, D € obj(2l) definir (A, B) co-
mo la categoria de (A, B)-bimédulos, 548¢ .= @p, I, := Ay
aABCD &= id.

Sea Cat la 2-categoria de todas las categorias: las 0-celdas son
categorias; si C,D € obj(Cat) definir Cat(C,D) como la cate-
goria de funtores de C en D (luego las 2-celdas son transforma-
ciones naturales), G es la composicién de funtores y transforma-
ciones, I :==Cy «a :=id.

Sea (C, ®, 1) una categoria monoidal, definir la 2-categoria ¢ Mod
de C-modulos a izquierda (derecha): las 0-celdas son las cate-
gorias C-modulo, las 1-celdas son los funtores de C-médulos, las
2-celdas son las transformaciones naturales de C-médulos, © la
composicion de funtores y transformaciones naturales, o := id
yl:=id =:t.

Sea C una categoria monoidal, definir la 2-categoria M'(C) de
C-médulos a izquierda donde la categoria subyacente es aditiva
k-lineal (no necesariamente Abeliana).

Definir la 2-categoria (C) de C-algebras: las 0-celdas son alge-
bras en C; si A, B,C'y D son algebras en C definir 2(C)(A, B)
la categoria de morfismos de algebras de A en B:

Si f,g : A = B son morfismos de algebras, definir las 2-
celdas R: f = g como las funciones R : 1 — B tales que

mpo (RRf) =mpo (9R),

donde mp es el producto de B. En 2A(C)(A, B) la composicién
en 1-celdas es la composicion de C y en 2-celdas esta dada por:
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Sean R : f = gy T : g = h 2-celdas, definir T'- R =
mp(RRT); y estd bien definida:
mp((T - R)®f) = mp(mp(ROT)® f) = mp(Romp(T®f))
= mp(R&mp(gRT)) = mp(mp(R®g)QT)
=mp(mp(h®R)RT) = mp(hx(T - R)).
Ahora definamos ©: en las 1-celdas es la composicién de C; si

R:f=g,config:A=ByT:f =g conf,g:B=C
son 2-celdas, definir RGT = mc(T®f'R) y esta bien definida:

m(RTRf'f) = m(m(T@ fR)®f'f) = m(Tem(f'Ra f'f))

=m(Tef'm(Ref)) = m(T®f'm(goR))
=m(Tem(f'g2f'R)) = m(m(Tef'g)f'R)
=m(m(Tef)gf R) =m(m(¢eT)gaf R)
=m(m(g'g@T)@f' R) = m(q'9om(T@ [ R))
= m(g'gRRoT).

Si consideramos S : f” = ¢” con f” ¢" : C = D otra 2-celda,
se satisface:

(RST)3S = me(T®f'R)5S = mp(SQf"mc(T®f'R))
= mp[S@mp(f"T&f" f'R)] = mp[mp(S&f"T)®f"f'R]
= Rom¢c(S®f"T) = Ro(T3S).

Finalmente tomar o := id y se obtiene que 2A(C) es una 2-
categoria.

e Si B es una bicategoria existen tres tipos de simetria:

I) La conjugada B¢ donde las 0-celdas son las de 9B, la cate-
gorfa BE(A, B) := B(A, B)°P es la categoria opuesta, (c°)48¢ :=
(4B IS := Ia Yy &S pep = Qapop- Es decir, se invierte el
orden de las 2-celdas.

IT) La transpuesta B' donde las 0-celdas son las de B,
B(A, B) := B(B, A), (aH)ABY := 769BA [ = [,y aypop =
apepa donde 7 es el flip. Es decir, se invierte el orden de las
1-celdas.

I11) La simétrica B* := B

e Sea (C,®,1,a,l, t) una categoria monoidal; esta da lugar a una
bicategoria C con un unico objeto, mas especficamente:
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obj(C) := {0}, C(0,0) := C, 3" := ®, I := 1, a%% := g,
[0 := [y % := . Esta bicategoria codifica la estructura de la
categoria monoidal. Su estudio sera retomado mas adelante.

OBSERVACION 1.2. Sea B una bicategoria y A una 0-celda. Definir
® = oM 1 ;= I4,a := o444 esto determina sobre B(A, A) una
estructura de categoria monoidal llamada la inducida de 5. Si B es una
2-categoria , entonces la inducida es una categoria monoidal estricta.
En particular si 28 = Cat obtenemos la estructura multiplicativa de la
categoria de endofuntores.

1.2. Pseudo-funtores, transformaciones pseudo-naturales
y modificaciones. En mads, sean B, B’ bicategorias. Como es usual,
es posible definir algin tipo de flecha entre estos nuevos objetos. En
categorias se definen los funtores, luego no es sorprendente, definir entre
bicategorias pseudo-funtores.

DEFINICION 1.3. Un pseudo-funtor (0,6) de B en B’ consiste de
los siguientes datos
e Una funcién © : obj(*B) — obj(B’).
e Para cada dupla A, B € obj(®8) un funtor © 45 : B(A, B) —
B'(O(A),0(B)).
e Para cada tripla A, B,C' € obj(*8) un isomorfismo natural
GABC . © 4, 5ABC s 5OAWRMBIOC) (9, X Ope),

Sujeto a los siguientes axiomas:
Si A, B,C, D son 0-celdas , entonces
® Oaa(la) = Ign)-
e Si (S,7,U) es un objeto de B(A, B) x B(B,C) x B(C, D):
(32)  (6*79%id)6 P Op(asri ") = alihs  (ides P )pA P,
como funciones de
@AD(SE(TBU» — (QAB(S)BGBC(T))BGCD(U)7
donde ©(A4) = A,O(B) = B,0(C) = C",0(D) = D'y
Oap(S)=5",0pc(T)=T",0cp(U) =U".
e Si S es un objeto de B(A, B) , entonces 9§Ii3 = ide,z(s) ¥
eﬁASB = id@AB(S)'
Un op-pseudo-funtor es aquel que reversa el orden en las 2-celdas.

Los pseudo-funtores se pueden componer de la siguiente forma: Sean
(0,0): 8B - By (II,7) : B — B” pseudo-funtores. La composicién
en O-celdas es ITo © :0bj(B) —obj(B”). En 1-celdas y 2-celdas

(H o) @)AB = H@A,@B ] @AB : %(A, B) — %H(H@(A),H@(B))



1. NOCIONES DE BICATEGORIAS 91

Ademis (70 0)45¢ = ﬂgg’gf’ec olgaec(P4EC) : (110 ©)4c(ST) —
O 4p(S)allOpc(T).

EJEMPLO 1.4. 1) Sea C una categoria monoidal, definir 7 : M(C) —
Cat, el pseudo-funtor de olvido, el cual envia 0-celdas, 1-celdas y 2-
celdas en la categoria, funtor y transformacién natural subyacente res-
pectivamente.

2) Definir el op-pseudo-funtor & : 2A(C) — Cat, el cual envia una
C-algebra A en la categoria de A-modulos y a un morfismo de dlgebras
f:A— B al funtor

f./\/l ‘B M — A M
MM, p) = (M, p(f®id)).
3) Sea B una bicategoria, [y : B — B es el pseudo-funtor identidad

donde [(B) = B, 1ag(S) = S y Lug(f) = f si A, B,C son 0O-celdas, S
1-celda y f 2-celda.

DEFINICION 1.5. Sean (O, 6), (II, 7) pseudo-funtores entre las bi-
categorias By y By. Una transformacion pseudo-natural o : (0,0) —
(IT, ) consiste de los siguientes datos:

e Para cada 0-celda A en 9B, una l-celda o4 € B2(O(A),I1(A)).
e Para A, B € obj(*B;) y cada l-celda V' € 9B,(A, B) una trans-
formacién natural

oy : sOWOBMB) (Q (V) x o) — OWIBIB) (5, TT,5(V)).
Sujetos a los siguientes axiomas:
Si A, B, C son 0-celdas , entonces
® 05, = (t?j‘)_l o [?:14 : I@(A)6O'A = @(IA)GO'A — O’A5H(IA) =
UA6[H(A)-
e Si (S,T) es un objeto de B(A, B) x B(B,C) , entonces (omi-
tiendo asociatividades para hacer la notaciéon mas accesible)

(iden B o gp = (0goid) (idsor) (4P Bid)
como funciones entre
04Y(ST)s0c — o 48ITAB(S)ITEY(T).

EJEMPLO 1.6. Sea (O, 6) un pseudo-funtor entre las bicategorias B
y B, definir el isomorfismo pseudo-natural Id : (6,60) — (0,6) donde
si A, B son 0O-celdas de B y V' una 1-celda en B(A, B)
o Idy = I@(A) S %/(@(A), @(A))
[ ] Idv == ([9(’4)@(3)>710‘C9(A)9(B) . @AB(V)BI@)(B) — I@(A)6@AB(V).



92 7. BICATEGORIAS

Las transformaciones pseudo-naturales se pueden componer:

sio: (0,0) - (I,mr)y 7 : (ILw) — (£, son transforma-
ciones pseudo-naturales, se define la transformacién pseudo-natural
oot : (0,0) — (£,€) donde (60T)4 = 04074 ¥

(05T)v = Qo s 2v) (10T ) 11 7, (OVOID) OV 14,74
Aqui A es una 0O-celda y V' una 1-celda.

Una transformacién pseudo-natural (og,0) : (0,0) — (II,7) es
invertible si existe (1o, 7) : (II,7) — (©,0) tal que cor = id = 700.
Una equivalencia pseudo-natural entre B y B’ son dos pseudo-funtores
F:B —%ByG: B — B tal que existen transformaciones pseudo-
naturales 0 : Fo G — Iy y 0/ : GoF — Iy. En este caso se dice que
las bicategorias B y B’ son equivalentes.

Una modificacion entre dos transformaciones pseudo-naturales I :
o — o consiste de 2-celdas I'y : 04 — 04 tal que para toda 1-celda
V € B(A, B) se satisface

(FABid)O'V = 5‘/ (id68B) .

OBSERVACION 1.7. Dadas dos bicategorias 9B,B’, podemos defi-
nir la 2-categoria Pseudo(B,%’) donde las 0-celdas son los pseudo-
funtores, las 1-celdas las transformaciones pseudo-naturales y las 2-
celdas las modificaciones.

Maés explicitamente, si B = M'(D), B’ = M'(C), las bicategorias
definidas en el Ejemplo [1.1[4), y ®, ¥ : M'(D) — M'(C) son pseudo-
funtores , entonces las 1-celdas son pares (b, ) donde si f : M — N
en M'(D) , entonces

bar 2 (M) — W(M), By : (f)oby — bar o V(f),

son morfismos e isomorfismos naturales de C-moédulos, respectivamen-
te. Las 2-celdas entre (b, 3) y (a,a) estan dadas por vas : by — ap
transformacién natural de C-mddulos.

Se volverd en este ejemplo méas adelante, en la Seccién [4]

2. Bicategorias provenientes de categorias monoidales

Los resultados de este capitulo provienen de los trabajos [FMM],
[MM]. En més sean C, D categorias monoidales, recordar la bicategoria
C con un solo objeto, definida en el Ejemplo [I.1] En esta seccién se
analizard toda la estructura de tal bicategoria, daremos explicitamente
los pseudo-funtores y transformaciones pseudo-naturales. Por un lado
resulta un ejemplo practico y facil para entender este nuevo concepto;
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y por otro lado da lugar a resultados muy interesantes en la teoria de
modulos sobre categorias, como por ejemplo el Teorema

El primer paso es analizar los pseudo-funtores (F,f) : C — D,
obteniendo que no es mas que un funtor monoidal entre las categorias
monoidales C y D:

PROPOSICION 2.1. Sean C y D categorias monoidales. Eziste una
correspondencia biyectiva entre pseudo-funtores de C en D, y funtores
monoidales de C en D.

DEMOSTRACION. Sea (F,f) : C — D un pseudo-funtor. Tomando
F=TFy, f=fy X|Y,Z €C , entonces

(fy,z®id) fxyezF(axy,z) = (£ 5®id) £ o ,Foo(aXS 2)

- Oé]?“gg(x) Foo(Y),Foo(2) (ld®f000 )fgfo‘gyz
= apx),r),F2) (1S fxy) fxev.z;

usando la Ecuacion en el segundo 1gual; por tanto (F, f) :C — D
es un funtor monoidal. Reciprocamente, dado el funtor monoidal (F, f)
definir F : C — D via F(0) = 0, Foo = F y %% = f; y (F, f) resulta un
pseudo-funtor. O

En més, asumir que C, D son categorias tensoriales estrictas. Sean
(F,€), (G, () : C — D funtores monoidales, una transformacion pseudo-
natural (entre las bicategorias C y D) entre estos funtores es un par
(no,m) : (F,€) — (G, ) donde 1y € D es un objeto y para todo X € C
transformaciones naturales

nx : F(X)®n — no®G(X),
tales que 1, = id,, y para todo X,Y € C
(33) (idyp ®Cx v ) Nxey = (Nx®idawy)) (idrox)@ny ) (Ex,y ®id,,).

Dadas dos transformaciones pseudo-naturales

(F,&) 2% (G, ¢) 2% (H, )

su composicién esta dada por

(34) (no®00, (idy,®0) (n®idy,)) : (F,§) = (H, x),

y su producto tensorial esta dado por

(35)  (F(00)®n0, ([dr(oe) @) (5, 1y @idye ) (F(0)EG(-),00 @idy))-

Un par (19, ) es un isomorfismo pseudo-natural si existe otra trans-
formacién pseudo-natural (o¢, o) tal que

(7707 77) (Uv 00) = <1D’ idF)v (007 U) (7707 77) = (1177 idG)'
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Consecuentemente, el objeto 7y es invertible en D, esto es, existe un
objeto 1y € D tal que ny®ny = 1p = Ne&®np.

Si (no,n), (00, 0) son transformaciones pseudo-naturales, una modi-
ficacion v : (no,m) = (09, 0) es un morfismo v € Home (1, 0¢) tal que
para todo V € C

(36) (Y®ida))nv = ov (idpa)@7).
v es una modificacion invertible si existe otra modificacion 7 tal que
o =idy, y 7oy = ids.

Queremos saber si existe alguna correspondencia entre transforma-
ciones naturales monoidales y transformaciones pseudo-naturales.

PROPOSICION 2.2. [FMM), Lema 3.1] 1) Toda transformacidén na-
tural monoidal es una transformacion pseudo-natural.

2) Si (D, c) es una categoria monoidal trenzada estricta, existe una
correspondencia biyectiva entre isomorfismos naturales monoidales e
1somorfismos pseudo-naturales.

DEMOSTRACION. 1) Sea 7 : (F, f) — (G, g) una transformacién
natural monoidal, donde F,G : C — D son funtores monoidales. En-
tonces (1p,7) : (F, f) — (G, g) es una transformacién pseudo-natural
va que 11, = idy, (la categoria es estricta) y para todo S,T € C

(id1,®9)Tsr = goTsr = (7s@77r) f = (Ts®idp(r)) (idp(s)@7r)(f@idy, ).

2) Reciprocamente, si (0g,0) : (F, f) — (G, g) es un isomorfismo

pseudo-natural, definir p : (F, f) — (G, g) como la composicién para
todo X €C

_ o i Cop, ®id
F(X) S5 F(X)®00055 222 5006(X)eos —2f07,

G(X)®oo®a0 — G(X).

Aqui 7y es el objeto inverso de 0. Se tiene que u es una transformaciéon
natural. Veamos que es monoidal: (omitiendo algunos ® en C)

Ixy i XY) = ((gx,y Qido, ) (Cop,c(xv) 00 xy ) ®idss) (idp(xy)@00&T0)

= ((Ide(x)®Co,6(v)) (Cop,a(x)Rida(v)) (idey @ x,v )0 xy ®ids) ©
(idpxyy®0o0®00)

= ((idG(X)(g)idJo@?o@CUo,G(Y))(CUO7G(X)®id70®Uo®idG(Y))(UX Ridggee,
®Ride(yy) (1dpx)®00Q00Q0y ) (Ex,y ®idao)®id07)> (Idpxy)®00®00)
= (((Cno,G(X)®77X)®id7T0) (id ) @10@M0) D ((Cp,c(v) 0Ny ) Ridg)

(idF(Y)®770®%)> Ixy
= (u(X)@uY)) fxy,
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para todo X,Y € C. La segunda igualdad se cumple por la naturalidad
de la trenza y la tercera es debido a la Ecuacion y ya que 1no®7mny =
1. O

OBSERVACION 2.3. En la anterior Proposicién la categoria D no
necesariamente debe ser trenzada. Observar que es suficiente que el
objeto oy esté equipado con una familia de isomorfismos naturales
Cno,x = No®X — X®mno que satisfacen para todo X,Y € D

Cno, XRY = (X®C770,Y) (Cno,X®Y)'

2.1. Transformaciones pseudo-naturales para Comod(H).
Sean C = D = Comod(H) la categoria de corepresentaciones de H un
dlgebra de Hopf. Por la Proposicién [I.7], todo funtor tensorial es de la
forma F, (funtor introducido en la Definicién [L.5del Capitulo 5) para
algin objeto (H, H)-biGalois.

La existencia de una transformacion pseudo-natural entre F, v Fg
si A, B son objetos biGalois, por |Gl Lema 6.1], implica que como
Comod(H )-bimddulos son equivalentes

Comod(H)* ~ Comod(H)”®,

donde el médulo Comod(H )*# fue introducido en el Ejemplo Luego
una transformacién pseudo-natural inmediatamente nos proporciona
una equivalencia de bimdédulos, permitiéndonos acercarnos cada vez
mas a la clasificacién de tales objetos.

Sean H, L algebras de Hopf, en [S1, Corolario 5.7] prueban que
A ~ B como (H, L)-bicomédulos algebras si y sélo si existe un isomor-
fismo natural monoidal entre los funtores tensoriales 74 — Fg. La rela-
cién de equivalencia sobre los objetos biGalois dada por el isomorfismo
de comédulos algebras da lugar a una relacién sobre los endofuntores
monoidales de Comod(H), la cual no es otra que ser isomorfos monoi-
dal y naturalmente. Luego la nueva relacién de equivalencia, denotada
por ~, da lugar a una nueva relacién, que no es otra que ser isomor-
fos pseudo-naturalmente. Es decir obtenemos las clases de isomorfis-
mos pseudo-naturales sobre el conjunto de endofuntores monoidales de
Comod(H). Este hecho es demostrado en el siguiente Teorema.

El conocimiento de estas clases permitira describir las extensiones
de categorias que se expondran mas adelante.

TEOREMA 2.4. [FMM| Teorema 4.5 Sean A, B objetos (H, H)-
biGalois. Los siquientes enunciados son equivalentes.
1. A~ B;
2. existe una equivalencia Comod(H )4 ~ Comod(H)”® de cate-
gorias de Comod(H )-bimddulos;
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3. existe una equivalencia M ~ M de categorias de Rep(H)-
bimodulos;
4. existe un isomorfismo pseudo-natural (n,no0) : Fa — Fp.

DEMOSTRACION. La equivalencia entre (2) y (4) estd dada en [G],
Lema 6.1]. La equivalencia entre (2) y (3) se sigue de [FMM)], Propo-
sicién 4.2]. Veamos que (1) es equivalente a (4).

Asumir que existe un elemento tipo-grupo g € G(H) y un isomor-
fismo de bicomédulos algebras f : A9 — B. Definir 7y := k, y para
todo X € Comod(H)

nx @ Fa(X)®kno — no@kFp(X), nx(a®@r®l)=10f(a)Rx,

para todo a®z € Fa(X). Como f es un morfismo de H-comddulos a
derecha la aplicacién nx estd bien definida. Sean X,Y € Comod(H),
a®r € Fu(X), b®y € Fa(Y), entonces

(idno®k(§§,y)_l)(7]X®n<id)(id®k77§f>(a®$®b®y®1> =1 f(a)f(b)2z®y
=18 f(ab)@x®y
= Nxey ((Exy) ' Qiidy,) (a@zRbRY@1).

Ast se cumple y (n,70) es una transformacién pseudo-natural.

Ahora, asumamos que existe un isomorfismo pseudo-natural (1, 79) :
Fa — Fp. Como 1y € Comod(H) es un objeto invertible tiene dimen-
sién uno. Por tanto, existe un elemento tipo-grupo g € G(H) tal que
la coaccion ny — H®yno esta dada por 1 — g®1. Definir f : A - B
como la composicion

AL Aoeny 229% ATy Hewny M no@x BOgH 22 no2wB & B.

Debemos ver que f es un morfismo de H-bicomddulos y de dlgebras.
AFIRMACION 2.4.1. f: A — B es un morfismo de dlgebras.

Demostracion de la Afirmacion. Es suficiente probar que ng es un mor-
fismo de dlgebras. Observar que AUy H es una subalgebra de A®yH
y la estructura de algebra sobre Ay H®yny es la del dlgebra del pro-
ducto tensorial. Denotar por

my : Fa(H)®@uno@eFa(H)@ino — Fa(H)Rxno,

ma : NoQyFp(H)Rno@xFp(H) — no@kFp(H),
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las estructuras de algebra. Definir los isomorfismos
Yo : Mo@kFp(H)@xFp(H) — no@xFp(H)kn@kF5(H)
70 (1®a®b) = 10aR1Rb,
7t Fa(H)QkFa(H)Rxno — Fa(H)Qno@xFa(H)Rkno
7 (z@YR1) = 2R1RYR1,
Yo+ Fa(H)@uno@Fp(H) — Fa(H)@no@uno@xF5(H)
Y2(2R1®b) = zR1IR1RD,
para todo a,b € Fg(H), xz,y € Fa(H). No es dificil probar que

(37) (1dz, (i) @iidp, @ne )71 = Yo (idr, (1) @xna ),

(38) (N @iidy, @idr, (1)) Y2 = Y0 (N @kidF, ())-

Denotar por m : HRxH — H el producto de H. Como m es un
morfismo en Comod(H), la naturalidad de n implica que

(idy, @ Fp(m))nus,a = nu(Falm)@iidy,).
Las siguientes igualdades son facilmente verificables:
39
EEAzm)@kidno =nmim (Sé,H®kidn0)7 idm@k‘FB(m) = m2’70(id770®k51{9[,[{)'
Como 7 es pseudo-natural, entonces
(40)
(71 @uidry m) (idr (i @eni ) (€ g ®xidy,) = (g, @uéf ) NHe.H-

Denotar por ¢ = (ffl’ r®kid,,) este isomorfismo. Tenemos que

(N @nE) P = (nH®kidno®ka(H))(id}—A(H)Q?k"?O@an Wl(ffl,H ®kidﬂo)
= (Nu®@kidnee, 75(mn) (V2 (id 7, (1 @xnn ) ) (7 5 @xidy,)
= Yo(Mu@kidr, ) (idpem ®kT]H)(§f1,H®kidno)
= Yo (i, @&} 11 )N H e H-

La segunda igualdad se sigue de , la tercera igualdad de y la
ultima igualdad sigue de . Ahora, tenemos que

nam1¢ = N (Fa(m)@xidy,) = (idy, @xFp(m))nre.n
= m270(idno®k§f1,H)nH®kH = Mo (NN .

La primera y tercera igualdad se sigue de (39). Por tanto ngm; =
me(Ng®xny) vy Ny es un morfismo de dlgebras. Que ny(101®1) =
1®1®1 se sigue de la naturalidad de n (ya que AOgpk = k, esto es
Mk = ldk) O
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Dado un espacio vectorial V', denotar por V¢ al mismo espacio vec-
torial V' con la H-coaccién trivial a izquierda: A : Vi — H®V?,
A(v) = 1®v para v € V. Entonces AOy V' = V' y 5 es aditiva, ya que
para todo espacio vectorial V' tenemos que 7y = idy .

AFIRMACION 2.4.2. f: A — B es un morfismo de H-comddulos a
derecha.

Demostracion de la Afirmacion. Los espacios ALy H®ino v no®@x B0y H

tienen una estructura de H-comédulo a derecha como sigue:

p1: A0 H®yno — A0 HRyno®kH, p2: no@kBOyH — no@xBOxy HRH,

p1(a®@h®1) = a®h(1)®l®h(2), p2(10bh) = 1®b®h(1)®h(2),

sia®h € AUy H, boh € By H. Con estas estructuras, los morfismos

L, pRxid, id®ge v 7 son morfismos de comédulos. Por tanto, es suficiente

probar que 7y es un morfismo de H-comddulos a derecha. Primero

notar que

p1 = (id®ynge) (£ e @ridy, ) (AR A®yid),

p2 = (idy, @] ) (id@pid@KA).
Tenemos
(na@iidp)pr = (na@iddp) (1[d@enm) (€7 i @idy, ) ([d@xAyid)
= (idy, @k e )M, e (1@ AR
= (idy, ®uéf g+ (Id@pid @A) = pan.
La segunda igualdad se sigue de , y la tercera se sigue de la natu-

ralidad de  ya que A : H — H®,H" es un morfismo de H-comédulos
a izquierda. O

AFIRMACION 2.4.3. f : A9 — B es un morfismo de H-comddulos
a izquierda.

Demostracion de la Afirmacion. Si A : C' — H®C e un H-comoddulo
a izquierda y g € G(H), definir el H-comédulo a izquierda C'9) y (9C
como sigue: Como espacio vectorial C9) = W (C = (| las estructuras
de comédulo a izquierda A9 : CW) — H®, 00, @) 0C - He,9C
son definidas por

)\(g)(c) = C(~1)9Q(0), (g)/\(c) = gc—n®cy, ceC.
Notar que f : A9 — B es un morfismo de H-comddulos a izquierda si
y s6lo si f: AW — 9B es un morfismo de H-comédulos a izquierda.
Es suficiente observar que ¢ : AW — A@uny y 7 : no®eB — @B son

morfismos de comddulos. O
O
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Por 1ltimo, las modificaciones invertibles vienen dadas por escalares
no nulos.

COROLARIO 2.5. Las modificaciones invertibles ~v : ¢ — T provie-
nen de escalares no nulos y si existen las transformaciones pseudo-
naturales resultan iguales, esto es 0 = T.

DEMOSTRACION. Sea 7 : (n9,1) — (15,7") una modificacién inver-
tible. Por lo anterior las transformaciones pseudo-naturales son de la
forma (k,,n) para algin g € G(H). Luego si g,h € G(H), entonces
vk, = ky, € M y como ambos son espacios vectoriales de dimensién
uno, se tiene que v € k*.

Esto implica que 6y, v(1) = (1d®yx7y)dy, (1), ya que v es una modifi-
cacion, es decir g®v = h®y y g = h.

Asi la modificacién satisface v : (kg,1m) — (kg 1) v v = 0y
viendo a v € k* por tanto ny = 0, es decir las transformaciones
pseudo-naturales resultan iguales. O

3. Bicategorias provenientes de categorias modulos

Otro ejemplo de bicategoria proviene de considerar una categoria
moédulo. Sean (C,®c,1,ac,le,r¢) una categoria monoidal y una ca-
tegoria (M, mpq, I, 7a) C-médulo a izquierda con accién dada por
®:COM — M. SiV € obj(M), considerar el isomorfismo ¢ : V@1 =
1®V. Consideremos la siguiente bicategoria M:

e obj(M) = {0,1}.

e M(0,1) = M, M(1,0) = 0 la categoria vacia, M(0,0) = C
y M(1,1) = 1 la categoria con un tnico elemento (un tnico
morfismo), llamada categoria terminal.

e Para cada tripla A, B,C' € obj(M), el bifuntor

®c A=B=C=0,
e1BC = {® A=B=0,C=1,
Id A=0,B=C=16A=B=C=1.
En el resto de casos no esta definido.
L] [1:1€ly10:]_c.

e Para cada cuddrupla A, B,C, D € obj(M), el isomorfismo na-

tural
@ A=B=C=D=0,

afABCl — fmy A=B=C=0,D=1,
id  (A,B,C,D) e {(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}.
En el resto de casos no esta definido.
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Como antes, se busca saber cémo son los pseudo-funtores entre estas
bicategorias.

PROPOSICION 3.1. Existe una correspondencia biyectiva entre fun-
tores de C-mddulos de M — N, y pseudo-funtores de M en N

DEMOSTRACION. Sea (F, f) : M — N un funtor de C-mddulos,
definir el siguiente pseudo-funtor (F,f) : M — N:

e F(0)=0yTF(1)=1.
e Para cada dupla A, B € obj(M), el funtor
Fp— F A=0,B=1,
Id en otro caso.
e Para cada tripla A, B,C € obj(M), el isomorfismo natural
f A=B=0,C=1,

id en otro caso.

fABC —

Reciprocamente ,sea (V,v) : M — A un pseudo-funtor. Asumir
que ¥(0) = 0y V(1) = 1. Sea & = Wyy; luego, por definicién es un
funtor de categorias. Para (X x M) € M x C necesitamos ¢xps :
P(XOM) = X@P(M).

Sabemos que 97, s = VU(5)si S € M(A, B).Si A = B = 0, tenemos
que ¥, s = 1d(95); luego, Woo(S) = S. Asi

900 Wy (X - M) = Woo(X)oWoo( M) = XoWa(M),

esto implica que si ¢xar = Y3 , entonces (P, ¢) = (o1, 9") es un

funtor de C-mé6dulos. ]

Ahora, analizaremos las transformaciones pseudo-naturales entre
estas bicategorias. Sea o : (F,f) — (G,g) transformaciéon pseudo-
natural con F,G : M — N funtores de C-mddulos. Luego

e Se tiene oy € C fijoy 01 =1 € 1,

e SiA=B=0yV eC,entonces oy : VRcog — goRcV,

e SiA=0,B=1yX € M ,entonces oy : (F(X)=F(X)ol) —
ago G(X),

Por tanto una transformacién pseudo-natural es un tripla (o¢, 0, )
donde 0y € C, {oy : V®coy — 0o®@cVIV € Cty {om : F(M) —
oo@G(M)|M € M} familias de transformaciones naturales que satis-
facen para S, T € C,M € M

(0ser) = (0s®idr)(ids®or),
(idey®gsr)Ts.m = (05@idar))(1ds®Tar) fs,n-
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COROLARIO 3.2. Toda transformacion natural da lugar a una trans-
formacion pseudo-natural

DEMOSTRACION. Sea A : F' — H una transformacién natural con
F, H funtores de C-médulos de M en N. Tomar g =1 € C, oy = idy
y @ = A. Luego la transformacién pseudo-natural A : F' — H es

.AozlcyAlzlel.

e Para cada dupla A, B € obj(M) y cada 1-celda V € M(A, B)
un isomorfismo natural Ay que satisface Ay =1 si A=B =0
yAV:)\SlA:O,le

4

4. Bicategorias provenientes de pseudo-funtores

Como en categorias, es posible construir la categoria de funtores o
endofuntores, acé en bicategorias es tambien posible realizar esto. In-
troducimos estas nuevas bicategorias con la intencién de ambientar [N}
Corolario 4.12], donde someramente se afirma que se puede reconstruir
una categoria monoidal conociendo su bicategoria de representaciones
y cierto pseudo-funtor.

También es posible, con este lenguaje, decir cuando dos categorias
son Morita equivalentes.

Sean B y B’ dos bicategorias, definimos la bicategoria de pseudo-
funtores D = [B,B’] donde las 0-celdas son pseudo-funtores de 8B en
B’ las 1-celdas son transformaciones pseudo-naturales y las 2-celdas
son modificaciones invertibles (Recordar la bicategoria definida en la
Observacién [L17 donde las 2-celdas son modificaciones no necesaria-
mente invertibles).

Mas precisamente si F, G, H son pseudo-funtores

e La categoria D(F, G) de equivalencias pseudo-naturales esté de-
finida asi:
Sean 7,0, transformaciones pseudo-naturales, definir la
composiciéon de los objetos via e : Hom(7,0) x Hom(o, x) —
Hom(7, x) tal que (I"®I")4 =I",I"4 la composicién y satisface

xv(id5(I" e I') p) = xv (ideI'p)(idol )
= ( ;‘51(1) (FA6id)TV
— (T o T') 5id) 7y,

por tanto es una modificaciéon invertible. Ademas si 7 es una
transformacién pseudo-natural (1,)4 :=1id,,.
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e Definir 3"“ : D(F,G) x D(G, H) — D(F, H) el bifuntor
(00T)v = Qgp (V) (1dOT V)OQ; vyra (VoI p() 04,74

en 1-celdas y en las 2-celdas via (I'ol) 4 = ['451", la 2-celda en
D. No es dificil comprobar que es una modificacion.
e Para cada O-celda F definir una 1-celda Ip := Idp € D(F, F).
e Finalmente «a viene dado por agy y satisface los axiomas ya que
oy los s satisface.
Si consideramos las 1-celdas equivalencias pseudo-naturales, obtenemos
también una bicategoria, la cual se denotard [B, B’|.

DEFINICION 4.1. Si ‘B es una bicategoria, definir Bieq(B8) = [B, B].
Si B = C es la bicategoria definida a partir de una categoria monoi-
dal C (Ver Seccién [2)), denotar Bieq(C)=Bieq(C), entonces en Bieq(C)
tenemos

e Las 0-celdas son endofuntores monoidales.

e Las 1-celdas son duplas (0g,0) : (F, f) = (G, g) si (F, f), (G, g)
endofuntores monoidales, donde oy € C y un isomorfismo natu-
ral oy : F(V)®0¢ — 00@G (V) tal que 01 = id y (9®id)osgr =
(0s@0r)(id®f).

e Las 2-celdas son morfismos invertibles I'y : 09 — 0y en C tal
que (T'y®id)oy = oy (1d®T).

Sobre Bieq(C) podemos definir el pseudo-funtor ® : Bieq(C) x
Bieq(C) — Bieq(C) dado por

*) En las 0-celdas es la composicién de funtores monoidales;

*) Sean (6p,6) : H — H',(0,,0') : K — K’ l-celdas, si (H,h),
(H',K), (K, k), (K', k") son endofuntores monoidales; definir el pseudo-
funtor en las 1-celdas via

(41)  (0'®0)o = K(00)®6;,

(42)  (0'®0)y = (1d®b, ,(V))(kgmH/(v)K(HV)kav)ﬂo®id), Vec,
asumiendo que C es estricta. En el caso que C no sea estricta, obtenemos
(0'®0)yv = ax (0),9’,K’H’(V)(id®6}1/(\/))a;(e),KHI(V),efo

(Koo, 1) K (OV ) 3 6, ®id)arcrr (v, i)
*) En las 2-celdas T'y®I'y = K(I'))®T.

OBSERVACION 4.2. 1) Bieq(C)(Id,Id) es una categoria monoidal
donde los objetos son las tranformaciones pseudo-naturales del funtor
Id en si mismo, y las flechas las modificaciones invertibles entre estas. El
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producto tensorial se define asi (0g, 0)® (70, 7) 1= (00®7p, (Id®7)(0®id))
con unidad (1,id).

2) De igual modo Pseudo(C,C)(Id,Id) := C es una categoria mo-
noidal donde los objetos son las tranformaciones pseudo-naturales del
funtor Id en si mismo, y las flechas las modificaciones entre estas.

Usando teoria de bicategorias es posible reconstruir el centro de una
categoria monoidal.

PROPOSICION 4.3. Sea C una categoria monoidal, entonces C =~
Z(C) como categorias monoidales.

DEMOSTRACION. Por definicién Obj(C) = {(0¢,0)} donde oy € C
y o es una transformacién natural tal que oy : V®oy — 0o®V ¥y
oveT = (Uv(gild)(ld@O'T)

Sea F' : C — Z(C) donde F(0p,0) = (00,¢_4,) ¥ C— o, se define
como o; y F(I'g) = I'g el funtor identidad el cual es una equivalencia
de categorias.

El producto de C est4 dado por

(70, T)®(00, 0) = (0@, (Id®T)(0®id)).

Sea &, 1 (0y®00, (1d®0o)(0'®id)) = (0o®0y, (Id®0o’)(oc®id)) en Z(C)
la trenza de dicha categoria, luego (F,¢) define una equivalencia de
categorias monoidales. O

Maés aun la subcategoria del Z(C) en la que se consideran morfismos
invertibles resulta isomorfa a Bieq(C)(Id, Id).

Usando la teoria de bicategorias, podemos reconstruir una categoria
monoidal C a partir de sus representaciones y cierto pseudo-funtor.
Recordar la bicategoria M’(C) dada en el Ejemplo [1.1}(4).

Considerar el pseudo-funtor de olvido dado por w : M'(C) —
M’ (vecty) donde vecty es la categoria de k-espacios vectoriales de di-
mensién finita, el cual envia C-moddulos, funtores y transformaciones de
C-médulos en sus respectivas categoria aditiva, funtor o transformacion
subyacente.

Ahora, recordar la bicategoria Pseudo(M'(C), M'(vecty)) defini-
da en la Observacién [I.7} Por la Observacién PsNat(w,w) :=
Pseudo(M'(C), M’ (vect))(w,w) tiene una estructura de categoria mo-
noidal.
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PROPOSICION 4.4. [N Corolario 4.12] Sea C una categoria monoi-

dal. Eziste una equivalencia de categorias monoidales C ~ PsNat(w,w).
O

Este resultado muestra cémo las categorias médulos son un inva-
riante muy fuerte de las categorias monoidales. Con este mismo len-
guaje de bicategorias es posible saber cuando dos categorias tensoriales
son Morita equivalentes.

TEOREMA 4.5. [FMM)| Teorema 3.4] Dos categorias finitas tenso-
riales C y D son Morita equivalentes si y solo si existe una equivalencia
pseudo-natural (H,h) : p Mod — ¢ Mod.

Acé pMod es la bicategorfa definida en el Ejemplo [L.1](3).

DEMOSTRACION. Sea (H,h) : pMod — ¢Mod una equivalencia
pseudo-natural. Si N, £ son 0-celdas en p Mod (es decir D-mddulos)
tenemos la siguiente equivalencia funtorial

Hy o : Funp(N, L) — Fune(H(N), H(L))

dotada de una estructura monoidal h para la composicion de 1-celdas.
Sean N, L, P € pMod, F : N = Ly G : L — P dos 1-celdas.

Existe un isomorfismo natural
(43) BVEP  Hp p(FOG) — Hy o (F)oH, p(G),

(usualmente escribimos estas composiciones con el orden invertido entre
F y G). Entonces

Ende(H (D)) = Fune(H (D), H(D)) ~ Funp(D, D) ~ D
como categorias monoidales, por tanto C y D son Morita equivalentes.

Por otro lado, si C y D son Morita equivalentes, por el Lema [2.6]
existe un (C, D)-bimédulo invertible M el cual da lugar a la siguiente
equivalencia pseudo-natural (#,h) : p Mod — ¢ Mod,

e Sobre 0-celdas se define H = MKXp— : p Mod — ¢ Mod, esto es
H(N) = MEpN si N € p Mod.
e Si NV, L son 0-celdas, definir el funtor

Hyrc : Funp (N, L) = Fune(H(N), H(L))

por Hyr = MRp—, ed. si F: N — L es un funtor de D-
modulos tenemos

HN@(F) = MXpF : MXpN — MRXpL,
donde sf M € M, N € N, entonces
(MRpF)(MEpN) = MELF(N).
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Ademas si F es un funtor de D-mdédulos a izquierda , en-
tonces MXpF es un funtor de C-mdédulos a izquierda con el
isomorfismo candnico

EY,M&DN : (M&DF) (Y@(M@DN)) %Y@(M&DF) (M&DN)
= Y®(MXpF(N))
siYeCy Me M,N eN.El objeto de salida de ¢y ym,n €s
isomorfo a (YQM)XpF(N) [FMM, Observacién 3.3], el cual

es isomorfo al objeto de llegada.
e SiF.G: N — L son l-celdas y o : F — G es una 2-celda,
definir Hy (o) = MXRpa : MRpF — MKpG por:
Observar que todo objeto en ¢ Mod es isomorfo a MXpL
para algin £ € p Mod, ya que H es una biyeccién.
Entonces es suficiente definir
(MXpa)(MRpN) = MRpa(N) : MRpF(N) — MXpG(N).
Se sigue de [FMM),, Observacién 3.3], que la transformacién
natural MKXpa satisface la condicién de compatibilidad
(YR (MRpa)(MRpN))éy mmpy = dy aspn (MRpa) (YE(MEpN)),

y también del hecho de que ¢y, ym,n ¥ dy,mm,n son isomorfis-
mos candnicos.

Observar que la estructura monoidal h para la composicién de 1-
celdas (43)) en este caso es un isomorfismo de

M Xp (FBG) — (M &DF>5(M X’DG) .

Pero estos dos funtores son iguales, asi podemos tomar hV47P la iden-
tidad para N, L, P € p Mod. Como M es invertible, el pseudo-funtor
(H,b) es una equivalencia. U






Capitulo 8

['-extensiones para Comod(H)

Sea I' un grupo finito. Un método para construir categorias ten-
soriales son las I'-extensiones, estudiadas en [ENQJ. Su clasificacién
depende fuertemente de la determinacion del grupo de Brauer-Picard
de la categoria inicial. Pero aun para ejemplos simples, este grupo es
dificil de calcular. Esto hace que la determinacion explicita de la I'-
extension sea un problema complicado. Por tal razon, se considera una
subfamilia de las ['-extensiones, llamados productos I'-cruzados.

La construccion de estos productos I'-cruzados, se realiza mediante
ciertos datos, llamados acciones coherentes externas. Las cuales en el
caso Comod(H ) son facilmente descriptibles.

En [G] clasifican todos los productos I'-cruzados de categorias ten-
soriales en lenguaje de bicategorias. Dicha clasificacion es descrita en
este capitulo, traducida en lenguaje de categorias. Finalmente, usando
herramientas de bicategorias se describe una familia de I'-extensiones
de la categoria de corepresentaciones del algebra de super-grupo, la
cual es un algebra de Hopf no semi-simple. Tal familia resulta finita,
y por un calculo directo de sus dimensiones de Frobenius-Perron se
concluye que cada una de estas categorias es en efecto la categoria de
representaciones de una quasi-algebra de Hopf.

1. Producto I'-cruzado

En més sea C una categoria tensorial estricta finita. La asumimos
estricta para hacer la notacion mas accesible, pero casi todos los re-
sultados son ciertos sin necesidad de que sea estricta. En esta seccién
recopilamos la informacion del trabajo |G, y la introducimos en len-
guaje de categorias.

DEFINICION 1.1. Un dato ((ax,£%), (Uap, ), Vabe)abcer €8 un sis-
tema cruzado de I sobre C si para X,Y € C y todo a,b,c € T’

e (a,,£%) : C — C son autoequivalencias monoidales, con &y -
a4 (X®Y) = a.(X)®a,(Y) la estructura monoidal;

107
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e objetos U, € C e isomorfismos naturales
o9 ab (X)RU,p — Ugp®@(ab), X;

e isomorfismos Y p.c : @x(Upe)@Uqpe — Uas@Uap c;

tales que

(44)

ot’ =idy,,, L. =1de, (Uie o) = (1,ids.) = Ua1,0™), a.(1) =1,
(45) Va6 = Vab = Yab1 = idy,,,

(46) (idy, ,RELy )0y =

ab . . a,b a .
(05" ®id(ab). (1)) (idasb, (x)R05) (5, x 5.y 0= (Ex y)idy, , ),

(47)
. . a,bc a b,c :
(Vab,e @i (ave)., (%)) (ida. (0, ) @K ) (ED, . (ve). (x) © ax (0% )®idy, ,.) =

= (idUa,b ®O-AC;§{)7C) (Uiig( ®idUab,c) (1da* by cu (X) ®fya7byc) (é-g* Cx (X) Ube ®idUa,bc ) :

OBSERVACION 1.2. 1. La condicién implica que (U,p, 0?) es
un isomorfismo pseudo-natural en la bicategoria C con un solo objeto.
En particular el objeto U, es invertible en C con inverso U,y, es decir
Ua,b®Ua,b =1

2. La condicién implica que v, es una modificacién invertible
en la misma bicategoria.

3. La condicién se pide ya que la categoria C es estricta.

DEFINICION 1.3. Un sistema cruzado
Y= ((CL*, ga)7 (Ua,ln O-mb)) 7&,b,c)a,b,c€f‘

es una ['-accion coherente externa sobre C si para todo a,b,c,d € T’

(48) (fya,b,c®idUabc,d ) (ida* (Ub,c) ®7a,bc,d) (ggbcych,d A (Pyb7c7d) ®idUa,bcd ) =

. b oo . .
(ldUa,b®/yab,C:d) (O-gcd®1dUab,cd) (lda*b*(UCd)®’ya7b7cd) (gl()l*(Uc’d),Ubﬁcd®1dUa,bcd) :
En este caso, se dice que I' actia sobre la categoria.

Si I' actia sobre C via un sistema cruzado X, entonces el producto
I'-cruzado, introducido en [G], asociado a esta accién es C(X), donde

C(E) = EBaGI‘Ca

como categorias Abelianas y C, = C si a € I'. Denotar por [V,a] el
objeto V' € C,. Los morfismos de @qer[Va, a] & @uer[Wa, a] estan dados
por @ucr(fa,a] donde f, : V, — W, es un morfismo en C si a € T.
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Es posible dotar de estructura de categoria tensorial a este producto
['-cruzado.

TEOREMA 1.4. |G| Seccién 3.3] Sean C una categoria tensorial es-
tricta finita y I' un grupo finito. Considerar ¥ una I'-accion externa
coherente sobre C, luego C(X) es una categoria tensorial con producto

tensorial ® : C(X) x C(X) — C(X) definido por

(49) [V, a]@[W, b] = [V@a.(W)RU,, ab] en objetos,

(50) [f,al®[g,b] = [f®a.(g)®idy, ,,ab] en morfismos,
st a,b €T, con objeto unidad [1¢,1], y asociatividad dada por

(51)  apawizd = (iveew®0y @idy,, ) (idveswea.b, 28Vape)

(idvea w®E 2 v, Qidy, ) (1dv @&y, 700, Ridy, ,.)-
Ademas [[V,a} = [tv([v@idl), a] =1d Yy t[V,a] = [tv(tv@id1>, a] = Id.
Los objetos duales son dados por ([V,1])* = [V*, 1] y ([1,a])* =
[Uaﬂfl, ail].

DEMOSTRACION. Denotar por [V] :=[V,1]y [a] :=[1,a]siV €Cy
a € I'. Analogamente para las funciones. Si A, B,C, D € C(X) denotar
por P(A, B,C, D) la ecuacién

(aapo®idp)aa pep(ida®ag cp) = dap.cpapcop-

Entonces

o P([a][V][W][Z]) se satisface ya que (ax,£*) es un funtor monoi-
dal,

e P([a][b][W][Z]) se satisface ya que (U, ,0*%) es una equivalencia
pseudo-natural (Ecuacién (46])),

e P([a][b][c][Z]) se satisface ya que 74 es una modificacién in-
vertible,

e P([a][b][c][d]) se satisface ya que I' actia sobre C,

e el resto de las ecuaciones se satisfacen usando la definicion de
la asociatividad « y la Ecuacion .

Los duales estan bien definidos ya que Y4 4-14 1 a4x(Ug-14) = Upq-1.
Los morfismos de evaluacién y coevaluacién estan dados por

evy) = [evy, 1],
coevpyy) = [coevy, 1],

eV, = [idUa’afl®((a*1)*)’1’y;_117a7a_1, 1],
COeV[1,q] = [(id®(a*)_1)§g —U 1],
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y satisfacen st X = [V, 1]

ty(idx - evX)Oz;(}X*’X(coevX idy) I3 = vx(idy - evy)(coevy - idx) Iy

= [ty (ty®idy) 0 idy ®evy ®idig o coevy Ridy g, o (I ®id; )t !, 1]
= [eyidyry', 1) = idpy),

[x-(evy - idx+)ax- x.x+ (idx- - coevy)ry' = idy-.

Las mismas ecuaciones se satisfacen si X = [1,a]. U
Mas aun, por la definicién de la asociatividad en esta categoria se

tiene que

(52)

(€0 al = apwy [0"V,ab] = o vy, Dape abe] = a0,
sia,bce ', V;IW €C.

El siguiente resultado explica cuando para dos acciones coherentes
externas X, 3, las categorias tensoriales C(X), C(X') son monoidalmen-
te equivalentes.

TEOREMA 1.5. [Gl Teorema 4.1] Sean X, ¥ dos I'-acciones coheren-
tes externas sobre C donde ¥ = ((ax, 0*), (Uab, 0™°), Yape)apeer, X =
((a',¢*), (UL 5 %), ey Jaeer- Una equivalencia monoidal F : C(X) —
C(X') viene de un dato ((H,£), f, (0a: B*)s Xab)aper con:

e (H,§):C — C es una equivalencia monoidal;
o f:I'— T es un isomorfismo de grupos;
e siacT, elpar (0,,0%) : Hoa, — f(a) o H es un isomorfismo
pseudo-natural tal que (01, B') = (1, id);
o Xab : HUup)®0 — 0,0f(a )(Qb)®U ) f(b) €S un morfismo
invertible en C tal que Xo1 = X140 = ’Ldga Y
(53) v (1dE (a5, (v)OXab) = Xap@id@apymvy))av, V €C,

donde

(b))(sv® i

pv = (idy, ®(ids(ay (0, ®TH((03 fa )f(b)))o

)
(Br.v) @1l (ay 0,80} ) )
sv = Gy © (@' (87 0 (G o)™

av = (1du(w, ) @BY) (€, (b, (v) © H(0V) © (Carbu(vyu,) @ida,, ).
OBSERVACION 1.6. 1) X, es una modificacién invertible de

(H(Uap)@0ap,q) = (0.2 (a) (06)@U% 0 11)> P)-
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2) En [G] el autor define sistemas cruzados en términos de clases de
equivalencia de funtores monoidales, salvo isomorfismos monoidales, y
clases de equivalencia de isomorfismos pseudo-naturales, bajo modifi-
caciones invertibles. El autor lo realiza de este modo, ya que ¢l prueba
que las clases de equivalencia de productos cruzados que son exten-
siones de una categoria tensorial C por el grupo I' estan clasificadas
por sistemas cruzados. Como nosotros solo estamos interesados en dar
ejemplos, nuestra definicién de sistema cruzado es un representante del
sistema cruzado definido en [G].

DEMOSTRACION. Dado el dato (H, f, (4, 5%), Xa), definir el funtor

monoidal (F,¢) : C(X) = C(X) si V,W € C,a,b €T como

o F([V,a]) := [H(V)®0a, f(a)],

o F([t,a)) :=[H(t)®idy,, f(a)] sit:V — W en C,

o Sy = (idu e, O 6, @idur ) (da) By @id sy @y,

(&via. (1) ®Tap) (§vea. (W) U, ®ids, , )-

Por un célculo directo se tiene que F' es monoidal ya que H lo es, y que
¢ es monoidal ya que £ lo es y ademas (6,, 5%) es una transformacién
pseudo-natural y X, es una modificacién. U

Mas aun si (F, ¢) : C(X) — C(¥') es una equivalencia monoidal que
satisface F([V,g]) = [H(V)®b,, f(g)], donde (H,£) : C — C es una
equivalencia monoidal con §yw = ¢ way, 0y €Cy f:I' =T esun
isomorfismo de grupos.

PROPOSICION 1.7. Definir para a,b € ',V € C
[0a, f(a)] = F([1,a]), [Bv, f(@)] = dpa i [Xap f(ab)] = d1a)np-

Entonces (84, 8%) y Xap resultan morfismos pseudo-naturales y modifi-
caciones.

DEMOSTRACION. Veamos que (6,, %) es una transformacién pseudo-
natural:

[(idg, @I o F (@) (Evan)) By ()]

= O/F[a],F[v],F[W} (idp(a) Py, w)) Plal, v w)

= (@0, v1idrw) v £ (al, vy w)

= (Pauv1falldrw) Dl vial w1 F (e, v fal,(w1)

= Upla.v],Fla), Fiw] (1P ©O) (W) Pla.v], o] W]

= (idpla.vI®Pla), 1) Pla. V1. fal W)

= (10,11 drw)) 1 Fla, vI®0(a), W) Plan V1w F (e, v, [a], 7))
[(By ®id f(ay aw) (e, v @By ) (Sauvia.w H (ov,iw)®idy, ), f(a)].
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El primer igual y el iltimo son por definicién; el segundo, el cuarto y el
sexto se deben a que ¢ es monoidal, el tercero a que [a|[V] = [a.V][a]; ¥

el quinto a que esa asociatividad es trivial, donde « es la asociatividad
de C(X) y o/ la de C(Y).
Veamos que X, es una modificacién:

[pv (idaa.b,v®Xas), f(a b)]
= [(idg, e 1( )’91)7;1(\/ )(1d9 Ce FyHV id }(a>,f(b))
o (idy, f(a) Bidu; Y(ido, (Cfrive,)~ide

}'<a>,f<b>>
o ﬁb V®1df ) 0,RU )(1dHa*b*V®Xa,b)7 f(ab)]

(
( ( ), f(b)
= Qe 0,], L (D) FIVI X (Fla), 061,170 (FIV])
o (idpia b, v1) (Vra rvirp)
o (Drap.v1idrp) AdFas. v, b))
= (a0, L OIAFVD A e 0,117 00, F1vD) (P16 oy [, 1)
o (ldF[a}gb[bHV])(QF[a] Fv.Fe) (Glalnv1ide) (s, v o)
= i), o)1), v]) (P P 1v)
o (i ppvy,rp) (Dlalviidre) (e v dpn)
= (S, midr) Sl iv) © F(@a pv1) © (Sapim) ™
o (e rpvirp) (Plaipviidep) (dra, b Gla, )
= (@101, pidrv)) (drw, o1 Platl,v1) 1w, o) V) E (el 1, 1v1)
o (Pralmv) (Ve rpvirr) (Blaipaviidem) (dpe.s, v Pla. b))
= (@101, widrv)) (dr, o1 Plasl,v1) 1w, o) V) E (el 1v1)
o F(arbovifal ) (Plawbuvialp) " (1dFiass. viPlal,m)
= (911,01 rv)) (dr, 1 lasl,v1) 1w, o) e V) E (el 1, 1v1)
o ((ﬁ[a*b*V],[Ua’b,ab])il
= [(Xapid s(avy i) (1w, ) 87 ) (0, (@) vid,,)
o (H(0")idy,, )((Sabviv,,) " 'ido,,), f(ab)]
= [(Xapidf@symv)av, f(ab)],
el primer igual es la definicion de p; el segundo es por definicion y usan-
do el hecho de que A, 4. v) pray.rp = 1 = g, porv) FL0V D] =
F([o][V]), F[b] = [6s][f(D)]; el tercero es el pentdgono de la asociatividad

o/, el cuarto es debido a ¢ esas asociatividades son triviales; el quinto,
octavo y el sexto salen del hecho que ¢ es monoidal y [a][b] = [U,p][ab],
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AU, p],[ab],[V] = id = a/F[Ua,l,],F[ab],F[V] y FlUap)Flab] = F([a][b]); el sépti-
mo se sigue de que ¢ es monoidal y [a]([b][V]) = [a:b.V][Usp,ab],
Fb.VIF[b] = F([b][V]); v los dos ultimos por definicién. O

A continuacion se muestra una forma de dado un sistema cruzado
construir otro tal que sus respectivas categorias cruzadas sean isomor-
fas.

PROPOSICION 1.8. Para todo a € T, sean (a.,&%),(a’,¢*) : C —
C equivalencias monoidales y 3% : a, — d una equivalencia natural
monoidal. Si ¥ = ((as, &%), (U,0),7) es un sistema cruzado de I' sobre
C , entonces X' = ((a’, (%), (U,7),7') es un sistema cruzado de I' sobre
C donde

o 1 = (idy, @O (B )l (B) @i, ,),
b IYZL,b,C - ((65576)_1®ZdUa,bc)’yaybycf

Ademas C(X) ~ C(X') si X es una I'-accion externa coherente.

DEMOSTRACION. Veamos que en efecto 7 es una transformacién
pseudo-natural:

(idy,,, VW)TX%V = (idy,, VW)(ldUabﬁV@)W) ?/%W
((Bb*(V®W) ldU »)(a (5V®W) ldU »)
(ldUabﬁ )( Uab VW)O-V®W<<ﬁb* V®W)) 1idUa,b)
o (a'(By o) 'idu,,)
= (idu, , B8 (0% id(apyw) (ida,b,va, , B ) (03") ™ ida).,w)]
o (idy,, VW)UV®W((Bb* V®W) 1idU ,)(a /(53 )_1idUa,b)
= (idu, , 5 (07" id @y w) [((B5.) "o, s anyw) (@ (87) ~'idu, yoaryw)
© (ida’b’V(XJUa,bﬁg[I/))(a,(/B{)/)idUa p@(ab) W )((6b*V)ldUa,b®(ab)*W)]
O((Ug/l))_lid(ab)*W)(idU §VW)O-V®W((6;;1*(V®W))_lidUa,b)
o (a'(Byew)idy,,)
= (V" id(apyw) (idawveu,, 50 [(idayv oy ) (@ (B))ida,swer, ,)
o (B vida.b.weu,,) (idasv (05) (o) idaey.v) (i, , &)
Off%w((ﬁzi(x/@w )7lidU ») /(5\b/®w)7lidU »)

(a
= (74" id @y w) (idawven, , B ) (idawv o) [(idewy (B w) tido, ,)
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o (idgwva (Byy)tidy, ) (d'(By)a' (By)idu, , ) (85 v B wido, , )]
o (idg.p.v (07) 1)((0317) id (). w) (ido, , & ) oV aw
o ((By, (Vew) )" ldU »)(a /(5V®W) 1dU »)
= (" id(@yw) (idavveu, , i) (dawvoly?) (idayy (B5.w) ~tidy, ,)
o (idapva (5W) ldUa,b)[((Cb’V,b’W)ldUa,b)(a (CV,W)ldUa,b)
© (a/(ﬁxb/@)vv)idUa,b)(a/@\b/@W)flidU )((Cli\/b W)ilidUa,bﬂ
o (B.vBiwidu,,) (ida.s.v (o3) ") (0" id (. w) (idu, , &)
° 0&%14/((51?*(1/@14/ )~ tidy, ) (@ (BYew) 'idy, ,)
= (¢ id @y w) (idaw v i ) (G )idu, ) (@ (G )idu, )
o (d (/BV(X)W)ldUa,b)[(/Bb*(V(@W)ldUa b)(a*(gv,W)_lidUa,b)
o (&8 vipw) "y, ) (idacs.v (057) ) ((03")  id @y
(ldUab€VW)O-V®W((Bb* VW) )" ldU ,)(a /(5€/®W)_lidUa,b)
= (Tv 1d(ab)’W)(1d ’b'VTW )((Cb’Vb’W)ldUab)(a,(c‘b/,W)idUa,b)
© (a/(5€/®w)idUa,b)(Bb*(Vo@W)ldUa,b)[<0V®W)_1(idU b %?W)_l)
o (03" id (@) ((07") M iday.w ) (idu, , 8w ) oV
° ((ﬁg*(V®W))71idUa,b)(a’l(ﬁ%/@W)ilidUa,b)
= (T‘i’bid(ab)lw)(ida/blvT{}[}b>((Cg;v,b/W)idUa,b>(a’/<<-‘b/,W>idUa,b)'
El primer igual, el quinto y el octavo son definicién; el segundo se debe
a que 3 es monoidal, el tercero y el sexto a que o es natural, en el cuarto
se compone con unas identidades, el séptimo se debe a la naturalidad
de ¢, el noveno se debe a la naturalidad de g y &, el décimo a que o es
pseudo-natural.
De igual modo se prueba que 7' es una modificacién. Ademas si X
es una I['-accién externa coherente, Y’ también lo es.

Por el Teorema , basta definir H :=Id, ¢ :=id, f :=1id, 0, :== 1
y 7 = id; obteniendo C(X) ~ C(¥’). O

2. Acciones coherentes externas para Comod(H)

Sea H un algebra de Hopf de dimension finita. Daremos una des-
cripcién explicita para acciones coherentes externas sobre la categoria
tensorial Comod(H) de H-comédulos a izquierda de dimension fini-
ta en términos de un dato Hopf-algebraico, lo cual es el objetivo de
este trabajo. Para la determinacién de tales acciones, es necesario el
célculo del grupo BiGal(H). Tal grupo ha sido ampliamente estudiado
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por Schauenburg en [S1], [S2], [S3], [S4]. Recordar que estas acciones

dan lugar a productos I'-cruzados que son extensiones de la categoria
Comod(H).

En este caso particular, los funtores tensoriales de la Definicion [1.1
{(as,€") : Comod(H) — Comod(H)}ser

forman un subgrupo del grupo BiGal(H) de clases de isomorfismo
de objetos H-biGalois (se sigue de la Observacién [1.21)). Luego pa-
ra la determinacion de acciones coherentes se debe calcular el grupo
BiGal(H), el cual es conocido para varias dlgebras de Hopf.

En la siguiente Seccion, se muestran ejemplos concretos de Cs-
extensiones, cuando H es un algebra de supergrupo. Dichas categorias
resultan ser tensoriales finitas no semisimples.

Sea I' un grupo finito. Fijemos la siguiente notacién. Si a € T,
g € G(H) y L, es un objeto (H, H)-biGalois , entonces el producto
cotensorial L,Oyk, tiene dimensién uno. Sea ¢(L,, g) € I' el elemento
tipo-grupo tal que L,Uyk, ~ ky(z, 4) como H-comddulos a izquierda.

LEMA 2.1. [MM| Lema 5.7] De una coleccion
T = (Lau (g(a7 b), fa,b)’ 'Ya,b,c)a,b,cef‘

donde
e para a € T, L, es un objeto (H, H)-biGalois;
e g(a,b) € G(H) es un elemento tipo-grupo y
F0 s (LaDu Ly — Loy
es un isomorfismo de bicomodulo algebra;
® Vb, € kx;
tal que para todo a,b,c € I':

(54) Ly=H, (9(1,0),f*) = (1 idg,) = (g(a,1), f*");

(55) ¢(La, 9(b, ¢))g(a, be) = g(a, b)g(ab, c);
(56) Ya,1,b = Vab = Yab1 = 1;
(57) (f**@yidy,) [ = (idp, @ f) [

existe un sistema cruzado asociado Y de I sobre Comod(H). Mds ain,
el sistema cruzado Y es un accion coherente externa sobre Comod(H )
sty solo sty es un 3-cociclo, esto es, st a,b,c,d € T’

(58) Ya,b,cVa,be,dVb,c,d = Vab,c,dVa,b,cd-
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DEMOSTRACION. Si a,b € T definir U, = ky(p) y €l funtor mo-
noidal

a, : Comod(H) — Comod(H)
Ay = LaDH — .

Definir los isomorfismos pseudo-naturales (]kg(a,b), a“vb) ca,o0b, —
(ab), como aquellos que provienen de isomorfismos de bicomddulos
dlgebras [ : (L0 Ly)9@Y — Ly, siguiendo la demostracién del
Teorema [2.4]

La existencia del isomorfismo v, : LaOuKkgp,e) = Kg(ap)g(an,e) €8
equivalente a

¢(La, g(b, c))g(a, be) = g(a,b)g(ab, c).

Como ambos espacios vectoriales L, gk .y @xKg(abe) ¥ Kg(a,p) @xKga,e)
tiene dimensién uno, el morfismo v, : k = k estd dado por la multi-
plicacién de un escalar 7, € k*.

La Ecuacién (44) es equivalente a , es equivalente a ,
y la Ecuacién (47)) es equivalente a . Como f*" es un morfismo de
algebras , entonces la Ecuacion se satisface. La Ecuacién (58) se
sigue de ([48]). O

DEFINICION 2.2. Dada una coleccién T como la del Lema ante-
rior, definir la categoria tensorial Comod(H)(Y) := Comod(H)(Y) el

producto I'-cruzado asociado a la accion coherente externa Y.

El siguiente Lema es consecuencia directa del Teorema [1.5| aplicado
a C = Comod(H).
LEMA 2.3. [MM, Lema 5.9] Si T = (La, (g(a,b), f**), Yabe)apcer
y Y= (L, (¢ (a,b),2%"), 7} b o)abeer son colecciones que satisfacen las
condiciones del Lema (esto es T, X' son I-acciones coherentes er-
ternas), entonces toda equivalencia monoidal
F: Comod(H)(Y) — Comod(H)(Y")
proviene de una coleccion (L, f, (h(a), h*), Tap)aper donde
e L es un objeto (H, H)-biGalois,
o f:T'— T esun isomorfismo de grupos,
e h(a) € G(H) es un elemento tipo grupo y h* : (LOgL,)" —
L’f(a)DHL es un isomorfismo de objetos biGalois, con

(h(1>7 hl) = (17 id)>

o 7.5 €k™ tal que 1,1 =T =1,
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los cuales satisfacen que

(59) (L, g(a,b))h(ab) = h(a)d(Li ), h(b))g'(f(a), (b)),

(60)  A*(id@uf"’) = (/MO @yidy)(idy, o @l (W @yidy, ).
Si [V,a] € Comod(H)(X), la equivalencia monoidal tiene la forma
F[V,a] = [(LOpV )@k, f(a)].
DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente dato

<<T7 5)7 f7 (eaa 6a)7 7_a,b)
donde

e I' = LOy— es el funtor monoidal inducido por el producto
cotensorial con L,

e (0,, %) es la equivalencia pseudo-natural asociada al isomorfis-
mo de objetos biGalois h® : (L L,)"® — Ly BuL.

Como T'(Uap)®xbap = LOpKg(a,n)@xkn@r) ~ Ke(r,g(ap) @xkn(ap) =
Ko(L,g(a.0))(ab) ¥

0@ f (@) (00) DUt 0, p) = K@ Lyo) e kn) @ik (1a).s )
=~ Kna)@uKo(r, , h) @Ky (1(a),10))

~

=~ Kn@)o(L, ) h(0))g' (F(a).F (8))

y consideramos 7, € k* , entonces

¢(L, g(a, b))h(ab) = h(a)d(Lia, h(b))g'(f(a), f(D)).

Esta coleccién satisface las condiciones del Teorema [[.5} la Ecuacién
es equivalente a . Luego existe una equivalencia monoidal
Comod(H)(Y) ~ Comod(H)(Y’). O

3. (s-extensiones de Comod(H)

Sea H un algebra de Hopf de dimension finita. Describiremos datos
que dan lugar a Cs-extensiones de Comod(H) en el caso particular en el
cual los elementos tipo-grupo del algebra de Hopf H es el grupo ciclico
de orden 2 generado por u. Los resultados de estas secciones provienen
de los trabajos [FMM], [MM].

En las siguientes secciones se calcula la dimension de Frobenius-
Perron de estas extensiones y se demuestra que provienen de represen-
taciones de dlgebras cuasi-Hopf.
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Asumir que (L, g, f,7) es una coleccién donde
e [ es un objeto (H, H)-biGalois;
e g € G(H) es un elemento tipo-grupo tal que w : LOxk, ~ k,
como H-comodulos a izquierda;

e f:(LOyL)? — H es un isomorfismo de bicomédulos algebras,

e yckX 2 =1.
De acuerdo al Lema , del dato (L, g, f,7) obtenemos un sistema
cruzado de C; sobre Comod(H ):

Tomar L, = L, Ly = H, g(u,u) = g,1 = g(1,u) = g(u, 1) = g(1,1),
fou = f, flu = f“l f11 idy Yape =1 €ksia,b,ce Cy excepto
Yuuu = 7. Denotar este sistema cruzado por T.

La categoria Comod(H )(Y) como categoria Abeliana es

Comod(H) & Comod(H).

La estructura monoidal de la categoria Comod(H)(Y), dada por el
Teorema se describe explicitamente asi: Si V, W, Z € Comod(H) y
b < CQI

[V A]@[W, 0] = [V e W, 0],
[V, uj@[W, 1] = [Vex (LOxW), ul,
[V u]@[W, u] = [Ver(LOgW)®kk,, 1],
El objeto unidad es [k, 1] y los objetos duales estan dados por
(Vi) =1, (k1) =k1] vy (ko)) = [ke-r,u].
Finalmente la asociatividad estda dada por

AV [Wyu][Z,u]
= Y(idve, Lo,w @k fOridz@kidy, ) (idve, Lo, we, L0, L0y 2k @) 0

(1dv ey, Loy w @Koy 2k, ) (Idv kW, L0y Z01k, )

1

y las otras son triviales. Acd & = (£¥)7! es el morfismo definido en la

Ecuacién ((19)).

3.1. (s-extensiones de Comod(A(V,u,C,)). Daremos ejem-
plos explicitos de categorias tensoriales que son Cs-extensiones de la
categoria tensorial Comod(A(V,u,Cs)) con V un espacio vectorial de
dimensiéon dos.

Sea H = A(V,u,C5) un algebra super-grupo con V un espacio
vectorial de dimension dos. Usando los resultados de la anterior sec-
cién, describiremos familias de sistemas cruzados de Cy sobre la cate-
gorfa Comod(A(V,u,Cy)). Estos sistemas provienen de una coleccién
(L, g, f,7) como la presentada en la Seccién [3|
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Presentamos dos familias que dependen del objeto biGalois L. Para
la primera familia el objeto biGalois L es el presentado en el Ejemplo
del Capitulo 3 y para la segunda familia el objeto biGalois L es
trivial.

LEmMA 3.1. [MM| Teorema 6.1] Sean &,v € k,g € Cy, y [ €
Hom(HY, H) un isomorfismo de comddulos dlgebras. Asumir v* = 1.
1. La coleccion (&, g, f,7) tiene asociada una Csy-accion coherente
externa sobre
Comod(A(V,u,Cy)) y se denota por Ce(g, f,v) la correspon-
diente categoria tensorial producto Cs-cruzado.
2. La coleccion (g, f,7) tiene asociada una Cs-accion coherente
externa sobre
Comod(A(V,u,Cs)) y se denota por D(g, f,v)la correspon-
diente categoria tensorial producto Cs-cruzado.

DEMOSTRACION. (1). Sea L = Ug el objeto (H, H)-biGalois defi-
nido en el Ejemplo Se sigue del Lema que UOpk, ~k,.

(2). Siguiendo la misma idea, tomar L = H. Entonces HOyk, ~
k,. O

Queremos ser mas explicitos en la determinacion del isomorﬁsmo
de comoédulos algebras f : H9 — H que aparece en el Lema [3.1] Sea
(€, 9. f,7) una coleccién como en el Lema [3.1] Existen dos opciones:

e Sig=1, entonces f: H — H. Sea
d: H — L(diag(V'),0,diag(Cs),1)
el isomorfismo canénico h + (h,h) y definir f := §o fod~ L
Por la Proposicion [2.12
f: L(diag(V),0,diag(Cy),1) — L(diag(V),0,diag(Cy), 1),
satisface que f(z,y) = (v,y) si (v,y) € diag(V) lo cual
implica que f(x) = x si x € V. Mds atn 7(6171) X1€11 = €11

Y f(uw) = XuCuu = Cun. Luego f =idy.
e Si g = u, entonces f : H* — H. Por (la demostracién de la)

Proposicién [2.12] (1)
f 1 L(diag(V)*, 0, diag(Cy), 1) = L(diag(V),0, diag(Cs), 1),
satisface que f(z,y) = (v, —y) si

(z,y) € diag(V)" ={(u-v,v)|lv e V}

lo cual implica que f(x) = w- -z = —z si x € V. Més ain
f(el,l) = €11y f(eu,u) = Xubuu = —Cuu luego f(u> = —u.
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Denotar por ¢ : H* — H este tinico isomorfismo de bicomdédulos
algebras.

Con esta determinacion de f, obtenemos cuatro familias de produc-
tos Cy-cruzados

(61) Ce(1,id, ), Ce(u, ¢, ), D(1,id, ), D(u, ¢, ),

parametrizadas por £,y € k tal que 42 = 1. Algunas de estas categorias
tensoriales son equivalentes. Usaremos el Lema para distinguirlas
entre ellas.

TEOREMA 3.2. [MM), Teorema 6.2] Sean &,&',v,7" € k con v* =
1 = (7)% como categorias tensoriales

C§(17 'Ld’ 7) % Cf’(uv Ly ’}/)7 Cf(]-v Zd7 ’Y) = CO(]-v lda ’Y/)v CE(U’ Ly 7) = CD(U, Ly 'Y/),
D(1,id,y) % D(u,t,7"),  D(1,id,7y) % Co(1,id,7'), D(u,e,7) % Colu,¢,7").

DEMOSTRACION. ¢) Usando el Lema , existe una equivalencia

tensorial Ce(g, f, ) ~ Ce(g', f',7) si existen

e L.=L(T,0,,1) un objeto biGalois sobre H,

o h:=h(u) € Cyy h* : L(T),TT,0,id, 1) — L(TxT,0,id,1) un

isomorfismo de objetos biGalois,

o 7 :=1,, kX,
que satisfacen
(62) o) =y, O(drekf) = (f'®id)(idy, ®ch")(h*Ruidy,),
donde ® : LOyH — HOgZL es el isomorfismo dado por I®h +—>
l,1®lo€(h).

La segunda condicién de (62)) viene de la Ecuacién (60]), y la primera
condicién de la Ecuacion .) proviene de:

Siab e Oz, Lthg(a b = kag(ab y L DHk h(b) == kh(b)a entonces

la Ecuacién (H9)) implica que a(g(a,b))h(ab) = (a)h(b)g'(a,b). Para
a=1060b= 1 esta ecuacion es valida. Para a = u = b, obtenemos

alg) =h’g' =g
Como o = id, entonces Ce¢(1,id, y) 2 Ce(u, ¢, 7).

Por el Lema [2.12(1), h* es un isomorfismo si y sélo sf T,TTe = Te'T
or TuThTTg = TS/T.

Para probar que C¢(1,id,7) =~ Co(1,id, ') elegir h =1y h* =id ,
entonces 1Ty = TyT si T' estd dada por la matriz

)
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Solo falta ver que

P (idr®xp2) = (p3@xidr)(idy, ®xp1) (P1®xidu, ),

donde

e o : LOyUe — UgOyL, viene de h* =id : L(TT,0,id,1) —
L(TyT,0,id, 1) componiendo con los isomorfismos LOpUg o~
;C(TT&, 0, ld, 1), ,C(T()T, 0, ld, 1) >~ UODHL,

o v, : UllyU, — H, viene de

id: £(TeTe,0,id, 1) — £(id, 0,id, 1),
y satisface (122)(v) = (TeTe(v), Te())@xl + €0 @(T(0), ) y
(02) Hegy) = €gg®ey4 sivEV, g€ Cy,
o p;: Uy Uy — H vienedeid : [,(TOTO,O id, 1) — £(id, 0,id, 1)

(componiendo con ciertos isomorfismos).

Seav e V.Sia= (TTe(v), Te¢(v))R1 + ey u®@(Te(v),v) € LOFUg |
entonces p1(a) = (ToT(v), T(v))R1 + €,,(T (v),v):

Sea (1 1 L(TTy,0,id, 1) — LOp U v G : L(TyT, 0,id, 1) — UpOyL
el isomorfismo dado en el Lema [2.12|(3), el cual satisface

G (TTE(U)’ U) = TTS(”)? T&(U))®1 + GU,U®(T£(U)7 U)’

G(TYT (v),v) = (ToT(v), T(v))®1 + ey (T (v),v).

Por definicién de ¢, tenemos que ¢ 0 (7 = (5 0 idL(TTE,O,id,l)a y esto
implica la afirmacion.

Por un argumento similar, si
b= (T()T()(U), To(U))@l + Gu,u®(T0(U), U) e Uy U,
entonces p3(b) = v.

=qa;oay donde oy : L - HUyL, as : LUxL — Ly
e(Mly (ag) (1) = lo®l1.

Sea r = (T'(w),w) € L, luego

Més aun @
(a1)~H(hel) =

(1) (p3@uidy) (idy,®xe1) (p1@kidu, ) (Id L@k (p2) ) (a2) ' (2) = 2,
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ya que

z = ey, Quw + (T(w), w)®1
= ey,u®@ey (T (W), w) + ey (TeTe (w), T (w))@1 + (T(w), w)R1R1
= ey u®euu®(Te(w), w) + (ToTTe(w), TTe(w)) @11
+ euu®(TTe(w), Te(w))®1
— (TOTTg(w), TT: w))®R1R1 + €4, (T T (w), T'(w))®1
+ ey u®ey (T (w), w)
= uR(T(w),w) + T(w)®1
.

, W

, W

Del mismo modo, (g,9) — (g,9) si g € Csy; lo cual implica que
Ce(1,id,7) =~ Co(1,id, 7).

Para probar que C¢(u, t,v) >~ Co(u,t,v’), es suficiente tomar h = u
y si z,y € V entonces definir el morfismo

W L(T,TTh,0,id, 1) — L£(TyT, 0id, 1)
hu('ra y) = (l’, _y)7
h*(eyu) = —€uu-

o) Por el Lema D(1,id, ) ~ D(u,t,7') como categorias tenso-
riales si y sélo si existe M = L(R,0,a, 1) un objeto biGalois sobre H,
h e Cy, h*: L(TRR,0,id, 1) — L(R,0,1id, 1) un isomorfismo de objetos
biGalois y 7 € k*. Como antes, debe satisfacer que a(1) = u, pero
a = id. Esto prueba que D(1,id,~) 2 D(u,t,7").

o) Por el Lema [2.3] D(1,id, ) ~ Cy(1,id,~’) como categorias ten-
soriales si y sélo si existe M = L(R,0,«, 1) un objeto biGalois sobre
H, h € Cy, h* : L(TRR,0,id,1) — L(THR,0,id, 1) un isomorfismo de
objetos biGalois y 7 € k*.

Por el Lema [2.12]3), h* es un isomorfismo si y sélo s{ T,R = TyR
6 T, TR = Ty R, pero estas dos ecuaciones no tienen solucion para T
invertible. Luego D(1,id,~y) 2 Co(1,id,") v D(u,t,v) & Co(u,t,7').

[

En conclusion, obtenemos ocho categorias tensoriales dos a dos no-
equivalentes

Co(1,id, 1),Co(1,id, —1),Co(u, t, 1), Co(u, ¢, —1),

(63) D(1,id, 1), D(1,id, —1), D(u, 1, 1), D(u, 1, —1).
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3.1.1. Descripcion explicita de la estructura monoidal. Usando el
Teorema [1.4] podemos describir explicitamente el producto tensorial y
la asociatividad para las ocho anteriores categorias tensoriales. Recor-
dar que estas categorias tienen la misma categoria Abeliana subyacente
Comod(A(V, u, Cy))®Comod(A(V, u,Cy)) donde V es el k-espacio vec-
torial de dimensién dos. Las asociatividades que describiremos son las
no-triviales.

Sea V,W, Z € Comod(A(V,u,C3)) y g € Cs.
e El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-
goria Cy(1,id, £1) estan dados por
VW, gl = [VeW,gl,  [Vou][W,g] = [V Uy W, ug],
[‘/’ 1]* = [V*71]7 [LU’]* = [kau]’

vl wal,Zu = [E(dve,uow @xeps®iidz) (idy @kéw,u,nz), u).

Acé & = (€Y9)7! es el morfismo definido in la Ecuacién ([19)).
e El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-

gorfa Co(u, ¢, £1) estan dados por
VWA = [VeW, 1], [V ul[W, u] = [V Uy Wak,, 1],
VAW, ] = [VerW, ], [V.u][W, 1] = [Ver Uy W, ul,
V" = [ve, 1, 1, u]" = [ky, u],

)Wz = [ (1dve,u,ow Qk(etpr@kid ze, usox, ) (§Uinzk,)

(idv @réw,uonzeyk, ) U)-
e El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-
goria D(1,id, £1) estan dados por
[V 1[W. g] = [VexW, g, [V, u][W, g] = [V&rW, ug],
[V7 1]* = [V*vl]v [1,U]* = [k’u]’
a[V,u],[W,u],[Z,u] - [:t(idVQ?kW@kZ,U]‘

e El producto tensorial, objetos duales y asociatividad en la cate-
goria D(u, t, £1) estdn dados por

VW] = [VeW, 1], [V.u[W,u] = VoW ik, 1],
VAW, ] = [VeW,u],  [Vy[W 1] = [VerW, ul,
[Vv 1]* = [V*71]’ [1>u]* [kuvu]

) W,z = [E(idve,w Qrer®iidze,k, , ).
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3.1.2.  Dimensiones de Frobenius-Perron de las categorias produc-
to Cy-cruzado. Finalmente calculamos las dimensiones de Frobenius-
Perron de las categorias anteriormente listadas, esto con el fin de saber
si son 6 no la categoria de Representaciones de una quasi-algebra de
Hopf.

Sean ki, k, los A(V, u, Cs)-comddulos simples definidos en el Ejem-
plo (3) y Py, P, sus respectivas cubiertas proyectivas. Para las cate-
gorfas del anterior apartado[3.1.1} las clases de isomorfismos de objetos
simples son

<[k171]>7 <[k17u]>7 <[ku71]>7 <[ku7u]>7

y sus respectivas cubiertas proyectivas son

<[P171]>7 <[P17u]>7 <[Pu71]>7 <[Pmu]>7

donde (k;) denota la clase de k; en el grupo de Grothendieck de la
respectiva categoria.

Mas atin si g, h € Cs, ([kg, h]) = [{ky), h] y ([Fy, h]) = [{Fy), h] =
12(ky) + 2(k,), h], usando el Corolario

TEOREMA 3.3. [MM|, Teorema 6.3] F'Pdim(Cy(1,id, +1)) = 4* =
FPdim(D(1,id,+1)) = FPdim(Cy(u,t,£1)) = FPdim(D(u,t, £1)).

DEMOSTRACION. Para g,h € Cy, FPdim[(k,),h] = 1 y ademds
FPdim[(P,),h] =4, lo cual se obtiene de la siguiente tabla:

Sea A la matriz de multiplicacién a izquierda del correspondiente
simple en el grupo de Grothendieck y A su respectiva dimensién de
Frobenius-Perron.

Sea B la matriz de multiplicacién a izquierda en el grupo de Grot-
hendieck del respectivo cubrimiento proyectivo y p su respectiva di-
mensiéon de Frobenius-Perron.

CO(lvidvil) <[k1)1]> <[k1’u}> <[]kU71]> <[]kU7u]>
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
10 0 0 00 0 1 00 1 0
A id (0 0 0 1) (1 00 0 (0 10 0)
00 1 0 01 0 0 1 0 0 0
A 1 1 1 1
Cub. proy. ([P1,1]) [Py, u]) ([Pu,1]) ([Pu;ul)
2 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 0 02 0 2
5 (0 2 0 2) (2 0 2 0) (o 2 0 2 (2 0 2 0)
2 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 0 0 2 0 2
0 2 0 2 2 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 0
M 4 4 4 4

Entonces FPdim(Co(1,id, +1)) = 4%
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De igual modo FPdim(D(1,id, £1)) = 4%. Ademas,

Co(u,t, £1) ([k1,1]) ([k1,u]) ([ku, 1]) ([, u])
0 0 0 1 0 0 1 0 01 0 0
) 10 0 0 00 0 1 00 1 0
A id (0 10 0) (1 0 0 0) (0 0 0 1)
00 1 0 01 0 0 1.0 0 0
A 1 1 1 1
Cub. proy. (P, 1)) ([P, ul) ([Pus 1)) ([Pu ul)
2 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 0 0 2 0 2
B (0 2 0 2) (2 0 2 0) (0 2 0 2) (2 0 2 0)
2 0 2 0 0 2 0 2 2 0 2 0 0 2 0 2
0 2 0 2 2 0 2 0 0 2 0 2 2.0 2 0
u 4 4 4 4

Entonces FPdim/(Co(u,t,+1)) = 4%
De igual modo F'Pdim(D(u,t,+1)) = 42.

Se sigue de [EGNO] Proposicién 1.48.2] que cada una de las cate-
gorias tensoriales enlistadas en (63]) son isomorfas a una categoria de
representaciones de una algebra quasi-Hopf.
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