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Resumen
A'lo largo de esta tesis doctoral se estudiran diversos operadores maximales radiales

en H". A continuacién se describen muy brevemente estos.

1. La maximal sobre anillos en le grupo de Heisenberg: Se define una maximal M
con soporte en anillos contenidos en H" y se prueba que M se extiende a un

operador acotado en LP(H') para 2 < p < oo.

2. Se prueba la acotacién de operadores maximales diddicos en LP(H"), para

1 <p<oo.

3. Se considera un operador maximal asociado a una integral fuertemente singular
en el grupo de Heisenberg y se presenta condiciones para acotar dicho operador

maximal en determinados espacios LP(H").

4. Se considera un operador maximal asociado a hipersuperficies de revolucin en
el grupo de Heisenberg y se presenta condiciones para acotar dicho operador

maximal en determinados espacios LP(H").

Cédigos

43 A80 Analisis on other specific Lie groups.

42B20 Singular and oscillatory integrals (Calderén-Zygmund, etc.)
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1 Introducciéon

El grupo de Heisenberg, H,,, introducido por H. Weyl en [Wey31] para describir sis-
temas de la mecanica cuantica, ha resultado también de importancia en varias otras
areas tales como &dlgebra homoldgica, teoria de representaciones y andlisis armonico.
En lo que respecta al analisis armoénico constituye un puente entre el andlisis arménico
en R" y el andlisis arménico no conmutativo, siendo H,, un grupo de Lie nilpotentes.
Mas atin, muchas de las nociones y resultados mas importantes del analisis real tienen
su contra parte analoga en H,, tales como la teoria de Calderén Zygmund para op-
eradores integrales singulares, la existencia de una transformada de Fourier con sus
correspondientes formulas de Plancherel y de inversion, la existencia de descomposi-
ciones de Littlewood Paley entre otros.

Los operadores maximales son una herramienta poderosa en el andlisis armoénico
sobre R", de sus propiedades de acotacién (fuerte y/o tipo débil) en espacios L? (R™)
y su capacidad para mayorar una amplia clase de operadores lineales se obtienen
resultados muy importantes, siendo el operador maximal de Hardy Littlewood y su
empleo en la prueba del teorema de diferenciacién de capacidad para mayorar una
amplia clase de operadores lineales se obtienen resultados muy importantes, siendo
el operador maximal de Hardy Littlewood y su empleo en la prueba del teorema
de diferenciaciéon de Lebesgue el caso més clasico. Sea B, (x) la bola de radio r
centrada en x € R" y | B, (z)| su volumen, definimos el operador maximal de Hardy

1
Littlewood en R™ como M f (z) = sup (— f), siendo este acotado en
)

>0 \|Br ()| /.

LP(R") 1 < p < ooy también de tipo débil 1 — 1. Dicho operador maximiza una
gran cantidad de operadores integrales, con lo que nos permite probar estimaciones
L? para los mismos (siendo la transformada de Hilbert uno de ellos). Otro operador
maximal es el maximal fuerte de Hardy Littlewood, donde las bolas centradas en = se
reemplazan por rectangulos de lados paralelos a los ejes centrados en x, este se conoce
que es acotado en L” (R") para 1 < p < oo (cf. [Ste93]).

Otro operador maximal de interés en R" es el operador maximal esférico f — M f

donde M f (x) es el supremo (respecto al radio de las esferas) de los promedios de

la funcién f (f en S (R™)) sobre esferas centradas en z. Las estimaciones en norma



LP (R™) para la maximal esférica fueron obtenidas por E. Stein (cf. [Ste76]) para
n > 3y por J. Bourgain (cf. [Bou86]) para n = 2 (el enunciado preciso de estos
resultados y las referencias correspondientes ver el Teorema 3.4 del Capitulo 3). Estos
resultados, analogo al caso de la Maximal de Hardy Littlewood, implican un teorema
de diferenciacion de Lebesgue con promedios sobre esferas.

En el contexto del grupo de Heisenberg la acotacién en LP (H,,) de la versién apropi-
ada del operador maximal fuerte de Hardy Littlewood fue probada por M. Christ (cf.
[Ch92]) y M. Cowling (cf. [Cow80]) adapt6 la prueba de Stein a las esferas de la
norma de Koranyi en H,, = C" x R, obteniendo la acotacién del correspondiente op-
erador maximal esférico para p > (2n + 1) / (2n) . Por otra parte, S. Thangavelu y A.
Nevo (cf. [Th98|, Pardgrafo 3.6) consideraron el operador maximal correspondiente
a reemplazar las esferas de Koranyi por las esferas S, = {(2,0) e C" xR :|z| = r}
y probaron que el operador maximal esférico asociado M f (z,t) = ! f es

B ‘Sr| (2.t)Sr
acotado en LP (H,,) parap > (2n — 1) / (2n — 1), resultado que fue mejorado al rango

6ptimo (p > (2n) /(2n — 1)) por E. K. Narayanam y S. Thangavelu en [NaTh04].
Por su parte D. Muller y A. Seeger (cf. [MuSe04]) obtuvieron resultados similares
reemplazando la esfera C" por hipersuperficies de C" con curvatura alejada de 0.
El objeto de esta tesis es el estudio de la acotacion en espacios LF (H,,) de diver-
sos operadores maximales invariantes por rotaciones sobre H,,. En orden a describir
precisamente los mismos introduciremos algunas notaciones y definiciones basicas. no-
taciones y definiciones basicas.
Para n € N, definimos el grupo de Heisenberg 2n 4 1 dimensional, H,,, como el grupo
conformado por el conjunto C" x R con la siguiente operacién producto: Para (z,t) y
(2, t") € H,,

(5,1) . (. F) = (z bt — %imB (-, z’)>

n
con B(z,7) = Zz]z_; para z = (21,...,2,),2 = (21, ...,2,) € C" .
j=1

Podemos identificar H,, con R*" x R via la aplicacién ¢ : R* xR — C" x R dada
por ¢ (x,y,t) = (x +iy,t), donde x,y € R" y t € R.
Sean x,y,x,y’€ R"; y sean ¢,t' € R, el producto de H,, (visto éste como R** x R)



resulta entonces ser

1
30 Ky = (x4 Xy Y e L () — ()

donde (,) denota el producto interno estandard de R™. Dado que H,, se identifica con

R?"*! resulta natural identificar también, para 1 < p < oo, los espacios de funciones

L? (H,) con L? (R**1).
La identidad de H,, es (0,0), con 0 el elemento nulo de C" y si (z,t) € H,, tenemos
que (z,t)"" = (—z,—t). El centro Z de H, es el subgrupo de los elementos de la
forma (0,t), con t € R.

Para r > 0 definimos la dilatacién 9, : H, — H, como 6, (z,t) = (rz,rzt).
Notemos que 8, 0 6, = 8, y que 0, ((z,t) (2',t')) = 6, (2,t) 0, (2', 1) (esto es, d, es un
automorfismo de H,,) .

Si f es una funcién a valores reales o complejos sobre H,,, definimos para r > 0,
su dilatacion f, mediante f,. (z,t) = p2nt2) g (r_lz,r_Qt). Denotaremos, como es
usual, con S (H,) al espacio de Frechet de las funciones de la clase de Schwartz sobre
H,, i.e., el espacio de funciones f € C* (H,,) tales que f y todas sus derivadas son
rdpidamente decrecientes en el infinito. S’ (H,) denotard asimismo el espacio de las
distribuciones temperadas sobre H,. Si r > 0y si u € S’ (H,,) definimos su dilatacién
u, mediante u, (f) =u(f od,).

Si f, h son funciones medibles definidas sobre Hl,, definimos f * h, el producto de
convolucién de f con h, como

(f +h) (2,1) = / F((2,0) (w, )™ B (w, s) duwds.

n

cada vez que la integral exista (donde dw y ds denotan las medidas de Lebesgue en
C"™ y R respectivamente). Si 1 < p,q,7 < oo con 1 + % = %—I— é ysifel’(H,)y
h € L9 (H,) entonces (f * h) (z,1) esta definida p.p. (z,t) en H,, y || f * hll, < [|f]l, [[A],
(desigualdad de Young). Ademds se tiene que con el producto de convolucién asi
definido, L' (H,) es un &lgebra no conmutativa. Para g : H, — C pondremos
g’ (z,t) == ¢ ((z,t)fl). Cabe observar también el siguiente comportamiento de la

convolucién con respecto a las dilataciones de H, : Para s,t > 0, se tiene que

(f * g)t =fi*xqy (ft)s = fts-



Si @ es una medida de Borel sobre H,, y f : H,, — C es una funcién medible,

se definen f % p y pu = f como las funciones definidas sobre H,, por (f * u) (z,t) =

[ (0@ ™) ditw,s) ypor (o £) a1t = [ F (w5)7 (208)) s (w0,9) xe-
spgctivamente, toda vez que las integrales existan, y esto ocurre en particular si p es a
valores en RU {00, —oo}, de variacién total finita sobre cada compacto y f € C. (H,,)
o si p es de soporte compacto, de variacion total finita y f € C (H,).

SipeS (H,)y feS(H,) se definen también

(Fxp) () = = (ws) = f((2,0) (w,5)7)),
(*f)(0) + ={p(w,s) = f((ws)" (2,1))

donde (i, h) denota la valuacién de p en h. Nétese que, bajo las asunciones hechas
sobre p1y f, se tiene que f x puy p* f pertenecen ambas a S (H,,) .

Un par de comentarios més: Como es usual, si (X, ||||y) (Y,]|||y-) son espacios de
Banach y si T' : X — Y diremos que 7' es acotado si existe una constante c tal
que ||Tz|y < cllz||x para todo x € X, con lo que un operador lineal acotado es
necesariamente continuo. Si D es un subespacio vectorial denso de X, T : D — Y
es lineal y existe una constante c¢ satisfaciendo ||Tz|,, < c||z|y para todo x € D
entonces 7' admite una tnica extension lineal y acotada T:X — Y, extension que
por lo general siempre seguiremos denotando por 7.

Sean (X, pu) e (Y,v) espacios de medida, sea D es un subespacio vectorial de
LP(X,p) con 1 < p < ooy seaT es una aplicacién definida sobre D cuyos valores
son funciones a valores en C definidas (a.e.) sobre Y. Diremos que T es sublineal si
T(f +9)| < T (D] +IT (g) acc. en ¥, [T (1f)] = | T ()] a.e. en Y, para f,g € D
y 7 € C. También diremos que T es no negativo si 7' (f) > 0 para toda f € D.
Si T es sublineal y acotado y no negativo entonces |T'(f) — T (g)| < T (f — g) para
f,g€ D.Luegosil <pqg<ooysiT:LP(X,u)— LI (Y,v) es sublineal, acotado
y no negativo entonces es necesariamente continuo. Si D es un subespacio vecto-
rial denso de LP (X, u), si T : D — L?(Y,v) es sublineal y no negativo, y si existe
una constante ¢ tal que HT(f)HLq(Y,y) < CHfHLp(X,“) para toda f € D, entonces T'

admite una (dnica) extensién sublineal y acotada T : L? (X, 1) — L (Y,v) definida



por T (f) = jli_g)loT(fj) donde {f;},.y es una sucesién en D que converge a f en
LP (X, p) (notar que como [T (f;) =T (fi)] < T (f; — fi) y T es acotado, la sucesion
{T(fj)};en es de Cauchy en L?(Y,v) y por tanto convergente. También hay que
destacar que si {g;},.y es otra sucesién en D convergente a f en L” (X, u), se encuen-
tra que ]lggo T(f;) = Jlggo T (g;) y entonces T' estd bien definido). Por lo general, al
igual que en en el caso lineal, seguiremos denotando por 1" a esta extension 7. Todos
los operadores maximales que apareceran a lo largo de este trabajo seran operadores
sublineales no negativos por lo que, dado el caso, estas consideraciones seran aplica-
bles a los mismos.
Con estos preliminares podemos describir los resultados principales de los cuatro
capitulos mas importantes de este trabajo.

Un operador maximal cilindrico en el grupo de Heisenberg

En este capitulo consideraremos, para n > 1, el operador maximal M_; definido
para f € S (H,) por

M f = sup (|f|* (e ®xr),)-

1<r<2
donde o denota la medida dada por el elemento de drea euclideo de S**~!' ¢ C"

normalizada por o (Szn_l) = 1y xs es la funcién caracteristica del intervalo I =

[—1,1]. Probaremos que si p > 5 1 entonces existe una constante positiva c tal

2
que | Mo fl, < cllf], para toda f € S (EL,). La condicién p > - n

2n
efecto, veremos que M,; no es acotado en L (H,) si p < 5 T
n —

Consideraremos también el operador maximal ]\Zil definido para f € S (H,) por

1 es Optima,en

M f = sup (|f] * (0 ® x1),) .y probaremos que existe una aproximacién de la identi-
r>0

dad {F:}_ o en H, tal que |lsup (|f]* ((0 @ x1) * F2),)|| < c(llog(e)] + 1) [|f]l, - De

r>0 2
este resultado obtendremos como consecuencia la acotacién en L? (Hy,) de una fa-

milia de operadores maximales de la forma sup (|f| * (h ® xr),) donde las funciones
h = h(z), si bien radiales en z e integrables, ggrol tales que lzl|i_r>1%+ h(z) = oo y entonces
el correspondiente operador maximal no es, a priori, controlado por la maximal de
Hardy Littlewood. .

Un operador maximal fuertemente singular sobre L* (H,,) .



Sea y € C°(R) tal que x > 0y x = 1 en un entorno del origen y sean «, 5 € R

con > 0. Sea K, 3 : H,, — C el nticleo (fuertemente singular si o > 0), definido por:

Kap(2,t) = p(z,t) ) oGy (5 (2,1)

1

donde p(z,t) = (\z|4 + ]t\2) *. Sea (ft(a,3))0 la funcional definida sobre las funciones
f € S (H,) tales que 0 ¢ Sop(f) por po(f) = / K, 3f. Se puede ver integrando
por partes que po admite una extensiéon p € S’ (Hiﬂﬁl (cf. Proposicién 5.2 y Corolario
5.3 ). Probaremos que sin > 1y si a < (n— 1) — 4 entonces existe una constante
positiva ¢ tal que para toda f € S (H,),

<cllfl-
2

sup | f * (o) )r |
r>0

El operador maximal esférico diadico sobre el grupo de Heisenberg

En este capitulo probaremos que si o denota la medida dada por el elemento de
drea de S*"~! c C", n > 1, normalizada por o (52”’1) =1, ysid e S (R)esla
distribucién delta de Dirac concentrada en el origen, entonces para p > 1 existe una
constante ¢ > 0 tal que para toda f € S (H,),

sup (| f] + (0 @ 0)y)

<c|fll., .
uy 111,

p

Este resultado es valido en H,, para todo n, inclusive para n = 1. Obsérvese
ademés que, al tomar el supremo de las funciones | f| (o @ §), sobre r € {27 : j € Z},
se mejora (con respecto a lo que se obtiene tomando el supremo sobre r > 0, cf.
Teorema 3.4) el rango de los p para los cuales se tiene la acotacién de LP (H,,) en
LP (H,,), permitiendo p > 1.

Operadores maximales asociados a hipersuperficies de revolucién en H,,

El objetivo de este capitulo es estudiar operadores maximales correspondientes a
medidas soportadas en hipersuperficies de revolucién. Sea I' : C" — R una funcion
medible y radial y sea M el operador maximal sobre H),, definido, para f € S (H,),

mediante:

r>0

10



donde B, (0) C C" es la bola de radio r centrada en el origen y dw es la medida de
Lebesgue en C".

Para g : R — R medible sea

Mag () = sup —— 19 (z = T (w))] du,

>0 | By (0))] /5,0

Probaremos que si M, es un operador acotado en norma L (R) para 1 < p < oo
entonces Mr es un operador acotado respecto de la norma LP (H,,) paran > 1y
1 <p<oo.

Este teorema provee un andlogo para H,, de un resultado obtenido por Hung Viet
Le en [Hu00] para el caso euclideo. Ademds Hung Viet Le establece condiciones
suficientes sobre I' para que M, sea un operador acotado en L? (R) para 1 < p < oo,
que, por el Teorema 7.1, son también suficientes para que Mr sea acotado en LP (H,)

para 1 < p < oo.

11



2 Preliminares sobre el grupo de Heisenberg

Definicién 2.1. Para A € R\ {0} sea 7, la representacion de Schrédinger de H,, (con
H, considerado como R™ x R® x R ) en L* (R™) dada por

T (,9,1) (9) (w) = MMt (1 4 )

donde (,) denota el producto interno standard en R™.

Definicién 2.2. Para f € L' (H,) N L*(H,) y A € R\ {0} sea 7 (f) : L* (R") —
L* (R™) el operador definido por :

(2 () 8) (w) = / F(201) (ma(2 1)) (w)d (2. 1),

Observacién 2.3. Si f,g € L' (H,) N L? (H,,), entonces m (f * g) = 7x (f) o mr (g).
]

Definicién 2.4. Sea Sy el espacio de Hilbert conformado por los operadores de clase
Hilbert-Schmidt sobre L? (R™) con producto interno (T, S) = tr (T'S*) (traza de T'S*)
y para T € Sy sea | T g = (tr (TT*))%. Sea R* = R\ {0} provisto con la medida
du(\) = <%)”+ A" d\ donde d\ denota la medida de Lebesque en R. Defini-

mos L* (R*, Sy; dp) como el espacio de las funciones medibles f : R* — S, tales que

/Hf H ) < oco.

Teorema 2.5. (c¢f. teorema 1.3.1 de [Th98]) La transformada de Fourier de H,
definida para f € L' (H,) N L? (H,) por fA(/\) =7 (f) se extiende a un isomorfismo
isométrico de L*(H,,) sobre L*(R\ {0}, Sa; dp).

Ademds para f € L' (H,) N L? (H,,) se tiene la férmula de Plancherel:

1913 = [ 170 Fysar

Ademas tenemos la siguiente férmula de inversion:

Teorema 2.6. (cf. teorema 1.3.2 de [Th98]) Para toda funcion f € S(H,), tenemos

que
[e.e]

f(z,t) = /tr(wk(z,t)ﬂx(f))d)\.

o0

12



Definicién 2.7. Sea G un grupo topoldgico, una medida de Haar invariante a izquierda
sobre G es una medida de Borel i sobre G tal que

1) Para toda f : G — C continua y no negativa con soporte compacto, se tiene que

OS/Gf(g)du(g)<00-

2) 1 es reqular y p (K) es finita para cada compacto K C G.

3) Para toda funcién continua con soporte compacto f: G — C, se tiene que

/G £ (9) du (g) = /G £ (d'9)du(g)

para todo ¢ € G.

Proposicién 2.8. (¢f. Capitulo 8 de [Bou65]) Si G un grupo topoldgico localmente
compacto y Ty entonces la medida de Haar invariante a izquierda existe y es unica

salvo multiplicacion por una constante positiva.

Definicion 2.9. G se dice unimodular si la medida de Haar invariante a izquierda p
satisface que para toda f € CAG). [ f(5™")dute) = [ 7 (9)dulo)
G G

R2"*! resulta ser la medida de Haar invari-

Notemos que la medida de Lebesgue en
ante a izquierda de H,, y que H,, es un grupo unimodular (luego la medida de Haar
invariante a izquierda es también invariante a derecha).

Sea p la norma de Koranyi definida sobre H,, por
1
p(et) = (21" + 1)

Entonces p es homogénea de grado 1 respecto de las dilataciones {d,} ie.,

p(ar (Z’t)) =Tp (Z,t) :

r>0"

Observacién 2.10. Eziste una constante positiva A tal que

p((2,1) (w,5)) < A(p(2,1) + p (w,5)

para todo par de elementos (z,t), (w,s) en H,.

13



En efecto,

p((z,t)(w,s)) = p(z—l—w t+s—%]m(B(z w)))

Jun

= (|z+w)*+ (t+5—§]m(B(z w))>2>4

(=1 ho)* + (14161 + 518 (0] )

<
< <|z|+|w|>4+2<|t|+|s|>2+2(§|B<z,w>|))
< (a1 Bl + 4 Qe+ 15F) + 5 ol )

y
1 1 A
(2] + )" + 5 el fu? = ( (5141+3 mr)) b2 uf
oo oo\ Y 1 o) o
< (a(2ep e wp)) + e
1 2 2
= 16 (S ppt Lt P ) 4 L el
< 8lz* —i—8]w[ +16\z| |w|
luego

p (1) (w;s))

1
8l2* + 8wl + 162" [w]® + 4 [t +4|s*)*

IN

(16]2[* 4+ 16 [w|* + 4]t|* +4|s[*)*

IN

< (16121 + 4yt + (16 w]* +4]s |) < 2p(2,t) + 2p (w,s) .
[ |

Observacién 2.11. Existe una constante positiva A tal que para todo par de puntos

(z,t), (w,s) € H,, se tiene que

p(Z,t) - Ap (w7 S) < Ap ((th) (w"S)_l) :

14



En efecto, sabemos que p ((2/,¢) (w,s)) < A(p(2',t") + p (w, s)) luego

p((Z/, t/) (w7 8)) - Ap (w7 8) < Ap (Z/, t/) :

Eligiendo (2, t') = (z,t) (w,s)”" obtenemos que

p(z,t) = Ap(w,s) < Ap ((2,1) (w,5) ") .
m

Observacién 2.12. La familia de dilataciones {¢.} ., de funciones apropiadas ¢ :

H,, — C constituyen aproximaciones de la identidad en H,,

en efecto, se tiene (cf. [Ric01], Capitulo II, Pag. 40, Proposicién 5.1 y Corolario
5.2):
Sea ¢ € L' (H,) con soporte compacto y tal que ¢ = 1. Entonces lim fx¢. =

H,, e—07t
f para toda f € LP (H,,), 1 < p < oo, con convergencia en la norma de L? (H,).

De ahora en mas toda medida que aparezca sin especificar sobre un grupo topolégico

localmente compacto y T sera una medida de Haar invariante a izquierda en dicho
grupo.

Definicién 2.13. Sea G un grupo. si g € G, sea Ly : G — G (respectivamente
R, : G — G) la traslacion a izquierda (resp. a derecha) dada por L, (g") = gg' (resp.
Ry(¢)=4d'g). Si f: G — C definimos L,f : G — C (respectivamente R,f : G — C)
como Lyf = folLgy (resp. Ryf = foRy1)

Definicién 2.14. Sea G un grupo, sea K un subgrupo de G y sea f : G — C una
funcién definida sobre G. Diremos que [ es invariante a izquierda (respectivamente
a derecha) si Lyf = f (resp. Ryf = f ) para todo g € K. Diremos que f es K

bitnvariante si f es K invariante a izquierda y a derecha.

Sea GG un grupo topoldgico, localmente compacto, 15, sea K un subgrupo compacto
de Gy sea p la medida de Haar sobre G tal que p (K) = 1. Denotaremos por LY (G, 1)

al subespacio de las funciones K biinvariantes pertenecientes a L' (G, ) .

15



Definicién 2.15. Sea G un grupo topolégico, localmente compacto, Ty, sea K un
subgrupo compacto de G y sea p la medida de Haar de G tal que p(K) = 1. Se dice
que (G, K) es un par de Gelfand si L' (G, i) es un dlgebra conmutativa respecto al

producto de convolucién en L' (G, p).

Introduciremos ahora el par de Gelfand sobre el cual nos interesa trabajar. Note-
mos que U (n) actia por automorfismos sobre H,, de la siguiente manera: Si g € U (n)
y si (z,t) € H, sea g - (z,t) = (g(2),t). Es inmediato verificar que la aplicacién
(z,t) = g - (z,t) es un automorfismo de H,,, y que la alicacion (g, (z,t)) — ¢ - (2,1)

define una accion de U (n) sobre H,, esto es que Id-(z,t) = (2,t) y que sig,¢' € U (n)

entonces g - (¢' - (2,t)) = (g99) - (2,1).

Definicién 2.16. Definimos el grupo de movimientos G, de H, como el producto
semidirecto G,, = U (n) x H,,, asociado a la accion arriba descripta de U (n) sobre
H,, i.e., G, es el producto cartesiano U (n) x H,, con la operacién producto definida
por

(uy, (2,1)) - (y, (0, 8)) = (w1, (2,1) (u, (), 5)) .

para (u,, (2,1)) y (u,, (w, 5)) € Gn.

Diremos que una funciéon f definida sobre H,, es invariante por rotaciones o radial
si f (u(z),t) = f(z,t) para toda u € U (n). Ademas denotaremos con L' (H,,)"™ al

subespacio de las funciones de L' (H,,) invariantes por rotaciones.

Observaciéon 2.17. (1) U (n) puede ser visto como subgrupo de G, via la inclusion
u+— (u,0), podemos entonces considerar el espacio de las coclases a izquierda de U (n)
dado por U (n) \ G, = {U(n)g: g€ G,}. Es inmediato verificar que la aplicacion
(z,t) — U(n)(Id,(z,t)) es una biyeccion de H,, sobre U (n) \ G,. Identificaremos
entonces de esta manera en lo sucesivo U (n) \ G, con H,.

(2) Las funciones U (n) biinvariantes sobre Gy, se identifican, via la biyeccion descripta
en (1) con las funciones U (n) invariantes de H,,, es decir, con las funciones radiales
en H,,. Mds ain, como dlgebra de convolucion L' (G,) es isomorfo a L' (H,)"™ .
(3) (G,,,U (n)) es un par de Gelfand, i.c., L' (HH)U(") es un dlgebra conmutativa (cf.
Capitulo 3 de [Th98]).
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Definicién 2.18. Sea (G, K) un par de Gelfand, sea p la medida de Haar de G tal que
p(K)=1ysen ¢ : G— C una funcion continua K biinvariante sobre G. Diremos
que ¢ es una funcion esférica acotada del par (G, K) si ¢ es acotada, no idénticamente

nula, y st para todo par a,b € G se tiene que :

/K & (akb) dyc (k) = 6 (a) b (b) -

Observacién 2.19. Si ¢ es una funcion esférica acotada de un par de Gelfand (G, K)
entonces ¢ (e) = 1 donde e es la identidad de G.

En efecto, ;1 (K) =1y ¢ es K biinvariante, entonces
6(©)0(0) = [ o(che)du k)
K

= [ otke) ) = () (1) = 0 ).
K
Luego ¢ (e) = 1.
De aqui en mas, si (G, K) es un par de Gelfand consideraremos a G provisto con

la medida de Haar p tal que pu (K) =1y LP (G) significard L? (G, p)
]

Definicién 2.20. Sea (G, K) un par de Gelfand, sea f en L' (G) y sea ¢ una funcion

esférica acotada del par (G, K). Definimos la transformada esférica de f en ¢ como

7o) = /G £ (9)6 (oY) diu(9)

Dado que las funciones U (n) biinvariantes sobre G,, se identifican con las funciones
radiales de Hl,, podremos identificar las funciones esféricas acotadas del par (G", U (n))
como funciones radiales en H,, y las llamaremos funciones esféricas acotadas de H,,.

Si felLl (Hn)U(”) y si ¢ es una funcién esférica acotada de H,, entoces, via esta

identificacién, f(qb) esta dada por

~

Fo)=[ ft)e((zt)")dzdt,

Hn
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Necesitaremos conocer expresiones explicitas de las funciones esféricas acotadas
de H,,. Estas expresiones serdn dadas en términos de ciertas funciones e, y de la
funcién de Bessel J,,_1. A su vez, las ey estaran en funcién de los polinomios de
Laguerre L”.

Para a, k € NU {0}, el polinomio de Laguerre L} de grado k y orden « se define

por
k

Lp(s) =Y : (a+ k) (=) (2.1)

E—m)! (a+m)! m!

m=0

Para A real y distinto de 0 y & € NU {0} definimos la funcién e,y : H,, — C como
. 131012 1
exr (2,1) i= eMealMl po=t <§ By |z|2> (2.2)

y J,_1 denotara la funciéon de Bessel definida por
! )™ r\™
_ == — . 2.
Tn-1(r) (2) ;m!(rrﬁ—n—l)! (2) (23)

d [0}
Observacién 2.21. Para k > 1 se tiene —=(z) = —L8T1(z) (cf e.g., formula

dx
(4.18.6) en [Leb65]).

Podemos describir ahora las funciones esféricas acotadas de H, que son de nuestro

interés (cf. Capitulo 3 de [Th98]): Son las siguientes

kl'(n —1)!
By (2,1) = ﬁe/\k (2,t), para A € R\ {0} y k € NU{0},
2n=1(n —1)!
vp(z,t) = %Jn_l (0z]), para 6 > 0.
(0 1]z])
v (z,t) = 1.

Definimos las funciones de Hermite sobre R como

o= (2)' G (3) < )

y para @ = (aq, ..., a,) € (NU{0})" definimos las funciones de Hermite sobre R" con

parametros A y o, como

®)(2) = AT ba, (IN2;).
Jj=1

18



Observacion 2.22. (c¢f. [Th98/, Proposicion 1.4.1) Para cada A € R\ {0} la familia

{(ID(’}}QE(NU{O}),I es una base ortonormal completa sobre L*(R™).

|
Observacién 2.23. (c¢f. [Th98], Pdgina 52)
exk (21) = (2m)? 2|j (M2, @)
donde |a| = iaj para o = (o, ..., o) € (NU{0})".
j=1
|

Definimos también, para A € R\ {0} y £ € NU {0},
FOVK) = F(Bax) -

Teorema 2.24. (c¢f. [Th98], teorema 1.4.3) Sea f € S(H,) una funcion radial.

Entonces
Z FO k)P
k=0

donde Py(\) es la proyeccion ortogonal en L*(H,) sobre el subespacio generado por

{9 :]a] =k}

Observacién 2.25. Si f € L' (H,)""™ y si v > 0, de un cambio de variable se
obtiene inmediatamente que ]?,, (N k) = ]?(7“2)\, k:) , para la dilatacion f, definida como

la introduccion.

Observacién 2.26. (cf. [Dij09], Proposicién 6.1.6) Si f € L' (H,)"™ y si ¢ es una
funcion esférica acotada de H,, entonces m = f(¢) o.
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Es conveniente introducir las siguientes funciones de Laguerre normalizadas ¢}
kla! 1 1,2
p(r)= L (zr?)e " 2.4
Pk (T) (k‘-|—0£)' k (2T ) e 4 ( )

Necesitaremos las siguientes estimaciones conocidas de las funciones de Laguerre
@,
Pk -

Proposicién 2.27. (¢f. [NaTha04], pag. 218 y [Tha93], Lema 1.5.3)

1
lon (V)| < c(sk)"2 ki (k% + ]k—s\) b s g <s< %,

pendiente de s, k y a.

Observacién 2.28. Ey; (2,t) = ¢} ( [\l |z[2> e™ para (z,t) € H,.

Definicién 2.29. Se define el abanico de Heisenberg Ay, (Heisenberg fan) como

n

Ag, = BUD donde (2.5)
B = {(\,(2k+n)|A]): A e R\ {0}, ke NU{0}},
D = {(0,0):0>0}.

Un resultado de importancia probado por Astengo, Di Blasio y Ricci en [AsDiRi07]

es el siguiente:

Teorema 2.30. (Astengo, Di Blasio y Ricci ) Sea f una funcion U (n) invariante en

S(H,) y sea F : Ay, — C definida por

~

F(\ 2k+n)|A) = f(Exg) para X € R\ {0} yk e NU{0},
F(0,0) = f(l/g) para 6 > 0
Entonces F es la restriccion a Ag, de una funcion gp € S (]RQ). Reciprocamente,

la restriccion al Heisenberg fan Ag, de una funcion g € S (RQ) es la transformada

esférica de una funcion U (n) invariante f € S (H,).
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Un hecho importante es la existencia de una medida de Plancherel con su cor-
respondiente férmula de inversion que permite recuperar f a partir de las funciones

f * ey, otro punto de relevancia es la validez de la identidad de Plancherel.

Teorema 2.31. (Identidad de Plancherel, cf. [Th98], Teorema 2.1.2): Para f €
S (H,), se tiene que:

1112 = (1/2m)20 Z / 1 e (2 0) AP dzd
Observacién 2.32. Si f € L? (H,,) es U (n) invariante tenemos
fren (2,0) = F(\K) ex (2,0)
y entonces la tdentidad de Plancherel se reescribe como

I3 = /27 S [ [ |7

2
A k) ek (z,0)] AP dzdA,

Teorema 2.33. (Formula de inversion, cf. [Th98], Teorema 2.1.1) Para f € S (H,,),

se tiene la siguiente formula de inversion:
Fent) = (1203 [ (Frene) (20PN
k=0 7R

Observacién 2.34. Si f € L* (H,) es U (n) invariante, la formula de inversion se

reescribe como

£t = (1203 [ FOuk ens (A i
k=0 /R
|

Observacién 2.35. Si f € S(H,,) y si K es una distribucion de soporte compacto
entonces para cadar >0, fx K. € S(H,,), y

1

n+1 OO
27?) / Fo Ky % exp) (2 )\

(5 o =

21



Mads ain, si K es en adicion radial entonces

rem) o= (5) X [0k e conra

_ ( 1 )n-l—l 00 / A,(TQ)\ k)(f e )(Z t)’)\’nd)\
a ’ * )"k ? .
2T Zk:o .
|

Necesitaremos algunos resultados conocidos de la teoria de Littlewood-Paley en
H,, que pueden ser hallados en [MuRiSt96] y, en una versién levemente modificada,
en [Mu04]. A continuacién haremos un breve resumen de las herramientas que nece-
sitamos de dicha teoria.

Sea ¢ € C2°(R) con soporte en (%, 2), no negativa tal que Z ©(2¥]z])* = 1 para

jez
todo x # 0. Definimos para j € Z

Ko (2,8) = (%) 3 / H(27 (2K + )M\ Jerr(=, £) A", (2.6)

k>0

Observacién 2.36. K, € S(H,) para cada j € Z, esto se debe al resultado de
Astengo, Di Blasio y Ricci [AsDiRi07] (Teorema 2.30). En efecto, dado que ¢ tiene

soporte compacto, es claro que si definimos ; en el Heisenberg fan como
w3\ A2k + n)) = (2% (2K + n)|A]),

@, se extiende a una funcion en S(R?). Luego Ky € S(H,).

El siguiente resultado es la proposicién 4.1 de [Mu04].

Teorema 2.37. (c¢f. [Mu04], Proposicion 4.1) Para f € LP(H,) con 1 < p < oo,

sea

9(f)(zt) = (Z I * Ko |2(2,1))2.

Ezisten constantes c1, y c2, independientes de f tales que

cipllfllp < Nlg(Hllp < copll flp-
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Observacion 2.38. (cf. formula (3.3) en [Mu04]) Para A € R\ {0} y k € NU{0},

Ky (A k) = 0(2% (2k + )| A|).
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3 Algunos resultados conocidos sobre operadores
maximales en H,

En este capitulo enunciaremos resultados conocidos sobre varios operadores maxi-
males, tanto en el grupo de Heisenberg, como en el caso clasico del espacio euclideo
que necesitaremos luego.

Sea M el operador maximal de Hardy Littlewood en H,, definido, para f &

Lio(Hy) v (2,t) € Hy, por

loc

M) =swp [ 15106 (0,9) d(w,s) @)
|(w,s)|<1

Teorema 3.1. (M. Christ, [Ch92]) M es un operador acotado en LF(H,) para p > 1.

Christ considera también los siguientes dos operadores: sean Msz y Mg, los oper-

adores definidos, para f € S(H,,) y (z,t) € H,, por

Msf(z,t) = su%) / [f1((z,)(0,—rs))ds (3.2)
"~ s€R, |s|<1
Mg (211) (33)
= sup / 1f((z,t)(—rwy, ..., —rpwy, 0))|dw;...dw,
r1>0,...,rn, >0

Para estos operadores se tiene

Lema 3.2. (M. Christ, [Ch92]) Los operadores Mz y My, son acotadas en LP(H,,)

para p > 1.

Asimismo, operadores maximales esféricos en H,, fueron estudiados en [NaTh04]
por Naranayan y Thangavelu y en [MuSe04| por Miiller y Seeger quienes probaron

independientemente el siguiente teorema:

Teorema 3.3. Sean > 1, sea S* ! la esfera unidad en C", y o la medida dada por

el elemento de drea de S* ', normalizada de modo que o(S** ') = 1. Para f € S(H,,)
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y (z,t) € H,, sea Mgpnf(2,t) definido por

r>0
SQn—l

Mo f(2,1) = sup / (2,1 (52, 0) )l do ().

2n
Entonces Mgy, es un operador acotado en LP para 5 1 < p < o0.
n JE—

Es interesante notar que al dia de la fecha no se conoce una prueba de este resultado
para H;. Esto no es tan sorprendente si se observa que en el caso euclideo la prueba
dada del resultado andlogo de Stein en R"™ para n > 2 en [Ste76] no es aplicable al
caso n = 2, y que el resultado en dimensién 2, obtenido por Bourgain en [Bou86],
sigue de argumentos completamente diferentes a los usados por Stein. El teorema, en

el caso euclideo, es el siguiente

Teorema 3.4. (E. M. Stein paran > 2, J. Bourgain para n = 2) Sea S™ ' la esfera
unidad en R™, y sea o la medida dada por el elemento de drea de S™*, normalizada

de modo que o(S" ') = 1. Para f € S(R") y v € R" sea

Mpuof () = sup / (@ — ry)ldo(y).

r>0

n
Entonces Mg,. es un acotado en LP si y solo si p > T
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4 Un operador maximal cilindrico en H,

El primer objetivo de este capitulo es probar el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sean o la medida dada por el elemento de drea euclideo en S*"~*
C C" normalizada por o (52"_1) =1 y sea xr la funcion caracteristica del intervalo

I =[-1,1]. Sea M. el operador mazimal definido para f € S (H,) por

My f = sup (|f|*(c®@x1),).

1<r<2

Entonces para p > — existe una constante positiva c tal que || M (f)|l, < c[[f]l,

para toda f € S (H,).

Para probar este teorema necesitaremos considerar un operador maximal auxiliar.
Para k € N sea

Sp={2€C":1<|z| <1+27"}
y sea
o (2) = 2%xs, (2), z e C". (4.1)

Permitiéndonos un abuso de notacién denotaremos también con o a la medida en
C" dada por oy (EF) = / 2xs, (#) dz para cada conjunto de Borel E C C". Para
feL,, (C"sea )

loc

MPf = sup (|f]*cr (ok),)

1<r<2

donde *c» denota el producto de convolucién es el de C".

Observacién 4.2. Sip > 5 1 entonces existe una constante positiva c independi-

ente de k tal que HM,ffHLp(Cn) <c HfHL,,((Cn) para toda f € S(C"). En efecto

MPF () = sup (f] 5en (00),) () =2 sup [ 1f (2= 1) xs, ()

1<r<2 1<r<2

1427k
<2k}5’2" '| sup / / |f (z — rpw)| p*" dpdo (w)
S2n—1

1<r<2

<cosup [ 1f = rw)ldo () = MO () (2

r>0

y la observacion sigue del teorema 3.4.
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Para k € Ny f € S(H,) definimos ahora M, f : H,, — R mediante

1<r<2

My f (z,1) = Sup/ |f zt - (y, s 1)}0k(y)dyds.
—1J Sk

donde tanto la dilatacién 6, como el producto (z,t) 6, (y,s)”" son los de H,.

Lema 4.3. Sean k € N, 1 < p < o0 y supongase que existe una constante positiva

c independiente de k tal que |[Myf|l, < c|fll, para toda f € L”(H,) con soporte

tenido en Q R I A t

contenido en Qo = | |—=,=|+1|—=,= ntonces existe una con-
° 22 22 11 Z

stante positiva ¢’ también independiente de k tal que || My (f)|, < c||fll, para toda

fe P (H,).

Prueba.

11 1 17\" 11
= —=, = | —=, = Hel H,,
Sea Qg (( X 2} +1 ( 2 2}) x( T 4] y sea H el subgrupo discreto de

dado por H = Z*" x §Z. Sea By la familia de los “cubos” diddicos que son traslaciones
a izquierda (en Hl,) de Qg por elementos de H, i.e., By = {gQo : g € H} . Notemos
que H, = Ugep,@. En efecto, si (z,t) € H, existe h € (Z+iZ)" univocamente

11 1 17\"
determinado tal que z — h € ((—5, 5] +1 (—5,5]) . Entonces z = h + 6 con

11 ) 1 17\"
= ({_5,5} +i {—§,§}> . Ahora, para 7 € Z,

(t)h1 71— —ht—1+1'B( h)
z, ,27 = 1|z , 27’ 2@m z,

1 1
= (z—h,t—§7‘+§imB(h+9,h))

1 1
= - — =7+ —imB
(z h,t 5 2zm (0, h))

donde B (z,7') = Zz]z_; para z = (21,...,2,) , 2 = (2], ..., 2,) € C" Eligiendo 7 € Z

j=1
11 1\
tal que 2t — 7 4+ imB (0,h) € <—§, 5} obtenemos (z,t) (h, 57’) € Qo v luego

(2,t) € Ugen,®@. Entonces By es un cubrimiento de H,. Observemos también que
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gQoNQy = @sig e Hy g # (0,0) y que por lo tanto By es una familia de
subconjuntos de H,, mutuamente disjuntos.

Sea f € S (H,), descomponemos a f como

F=> fa

QeBo

donde fq (2,t) = f(2,t) xq (2,t) . Entonces, para r > 0,

(f* (Uk:@XI)r) (27t> = Z (fQ* (Uk®XI)r) (z7t)‘

QEeDBy

Para Q € By,

(fQ * (079 ® XI)'/‘) (27 t) - . fQ ((27 t) (wv S)_l) (Uk ® Xf)r (w7 S) dwds.

Supongamos que (z,t) € Sop(fg* (0k ® x1),). Si (w,s) pertenece al soporte del
integrando de la tltima integral tenemos (z,t) (w,s)"" € Q y (w, s) € 7Sy x r’I € Q¥
con Q% := ([-2,2] +1i[-2,2])" x [~2,2], luego (z,t) € QQ¥. Entonces

Sop (fq * (ox ® x1),) € QQ7,

esto para cada r € [1,2]. Entonces 1s<uE2 (fo * (0x ® x1),.) tiene soporte contenido en
QQ" para cada Q € By. o

Sea N la cantidad de elementos de H en el conjunto QoQ" (QOQ#)_I . Entonces
para cada (z,t) € H,, (z,t) pertenece a lo sumo a N de los soportes de las funciones
1s<111<)2 (fo * (ox ® x1),) con Q € By. En efecto, tenemos que (z,t) € QQ* para algin

Q=hQycByconh € H, ysi(zt)€QQ¥ con Q' =hQy e By con h' € H entonces
R € QuQT (QOQ#)_l y entonces hay a lo sumo N de tales )'. Ahora,

(Sup (If1* (ox © x1),.) (Zﬂf))p < (Z sup (|fol * (or @ x1),) (%ﬂ))

1<r<2 Ocp, 1Sr<2

= N? <% > sup (Ifol * (o © x1),) (Z>t))>

<r<
QeBo 1<r<2

<N ST sup (ol * (o0 ® xi),) (D)

<r<
QeBo 1<r<2
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la dltima desigualdad por la convexidad de la funcién s — s”. Entonces

p e Z

p Q€eBy

p

sup (| f]* (o ® x1),)

sup (| fol * (ox @ x1),.)
1<r<2

1<r<2

p

Para cada @ en By sea gg € H tal que Q@ = goQo. Sea Ly, la traslacion a izquierda
por gq. Notemos que fg o Ly, tiene soporte contenido en Qg y que un cambio de

variable da, para 1 < r < 2y para cada (z,t) € H,,

(Ifel * (01 @ x1),) (Lyq (2,1)) :/H | fo (Lgo (2,1) (w,8) )| (0% @ x1), (w, 5) dwds
- / |fQ o Lgq ((th) (w, 3)_1)‘ (o ® x1), (w, s) dwds

= |fq 0 Lyg| * (o1 ® x1), (2,1)

entonces

sup (| fol * (0x @ X1),) (Lgo (2:1)) = sup (|fg o Lyo| * (01 ® x1),) (2,1).

1<r<2 1<r<2
Luego
p p
sup (| fol * (ox @ x1),)|| = || sup_((Ifal* (ox ® x1),) © Lyq)
1<r<2 » 1<r<2 »
P
= || sup (|fo o Lyg| * (01 ® x1),)
1<r<2 »

< & ||fq o Lggly = ¢ I fally

la ultima desigualdad por la hipotesis del lema. Entonces

p p
sup (If]* (o @x1),)|| <N | sup (|fol * (0% @ x1))r)
1<r<?2 p QeBo 1<r<2 p

SN Y |l follh = NPT | £
QEBy

Recordemos la desigualdad de Jensen: Si (X, u) es un espacio de medida con pu

medida positiva sobre X tal que p (X) =1, si & : R — R es una funcién convexa y si

f € L* (X, i) entonces ® (/X fd,u> < /chofd,u.
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Si (X, p) es un espacio de medida con p medida positiva tal que pu(X) < ooy

si p > 1, aplicando la desigualdad de Jensen con la medida iy con la funcién

1
p(X)
P (s) = s’ se obtiene inmediatamente la siguiente desigualdad (también llamada

[ s < @y [ ispan

Lema 4.4. Para cada k € N, y

desigualdad de Jensen):

5 " 1 < p < o0 existe una constante positiva c
n_
independiente de k tal que || My (f)|, < cl|[fll, para toda f € L”(H,) con soporte
tenid 0 11 w 1 17\" o 11
contenido en Qo = | |—=,=| +i|—=,= —=,=1.
’ 272 272 44
Prueba. Sea f € LP(H,) una funcién con soporte contenido en ()y. Entonces

sopMy (f) < ([-10,10] 4+ ¢[—10,10]) x [-10,10] para todo & € N. Observemos

también que para (z,t) € H, existe r (z,t), con 1 <r(z,t) <2 tal que

Vi () <2 [ [ 1 () G 0090) ) o ) s

Sea ¢ € C2° (R) una funcién par, no negativa, con sop (¢) C (—2,2), ¢" <0 en

(0,00) y tal que ¢ = 1 en [—1,1], definimos (oy),. , (y) = (r (zl, )2 " (r(g, t)) '

Un cambio de variable nos da

M (t) < 2 [ () 0o (r(jﬂ)@w(m)dws

o[ ([l (e insan) o ) ) 01
:2/

= 2 /C" (z —vy,.)| *r 1;) (t + %reB (z — v, z)) (0k>r(z,t) (y) dy,

IN

(o=l 8) (e GimB ) ) (00), . 0

n

(@}

donde *r denota el producto de convolucién en R y @E(s) = (Z) Sea, para

zzweC'yteR,

F(w,zt):= <|f| (z,.) *@Z) (t+ %imB (z,w)) .
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Entonces, para (z,t) € ([-10,10] +i[—10, 10])" x [—10, 10]

Myf (5) < 2 / F (22 = 9,8) (00) o () dy
(CnQ
< 2 1S<u52 (F (27 '7t> *Cn (Uk)r) (Z)

= 2MP (F(z,.,1) (2).

con M,f como en la observacién anterior. Como f y 9 tienen soporte compacto

entonces F (w, .,.) tiene soporte compacto para cada w € C". Sea
G (z,t) = sup F(w,z,t).
jw|<10
Entonces sop (G) C K := ([—100, 100] 4 ¢ [-100, 100])" x [—100, 100] y
My f (2,8) < 2M7 (F (2,.,1)) (2) < 2M7 (G (1)) (2).
Si probamos que |G|, < c¢||f||, con ¢ independiente de f, entonces

My fll, <

| M (G (1)) (2)

HLP((C",dz) (Ol 1o (cn gz

LP(R,dt) Lr(R,dt)

= G, < If,

Luego para concluir la prueba solo nos queda ver que |G|, < c||f|/,. Parae >0y
(z,t) € H,, existe una funcién no negativa h.; € L' (R) con ”hzatHLl(R) = 1 tal que

G(z,t) < 5—1—/ F(w,s,t) h,s (w)dw. Luego, por la convexidad de la funcién s — s”

/Canzth (w )dw)p

/ (w, 2, )" h, 4 (w) dw
(Cn
|f| (=

— 9p- 1€p+2p 1/

y por la desigualdad de Jensen
|G (2,t)]F < 2P 1eP 4 2p7 !
< 2ple 4ort

) *p ¢> (t - %imB (z,w)) hz (w) dw

n

a
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y nuevamente por la desigualdad de Jensen,
A\ P 1‘
(171G ) e 6)" (8 5imB (2,)

1 B p
= </ f (z,t—{— §z'mB(z,w) — s) ‘ w(s)ds)

R

p—1

).

= 1; Z:R) (|f|p (z,.) *r 1/?) (t + %imB (z,w))

pl[) (s)ds

A
<

f (z,t + %imB (z,w) — s)

IN
=

) )
- e *wHM

o 2 11 M

1 1
donde — + — = 1. Entonces,
p D

IN
=

|G (z,0)|]P < 2P~ 1eP 4 2pt / (|f| (z,.) xR 1/~J>p (t + %imB (z,w)) hyt (w) dw
op=lgp | 9p— 1’

= 27l e f(z, )Hm(R

IN

7], 17 M

L7 (R)

Luego, dado que sop (G) C ([—100.100] + i [—100.100])" x [—100.100], se tiene que:

161 = (16 DI en|,

100
o )Sc/ ( |fp(z,.)|dz) dt +e? =ce? + || f|7
R Cnr

—100

con ¢, " constantes positivas independientes de € y f. Tomando € = || f|| , concluimos

la prueba del lema.

Prueba del Teorema 4.1

Para ¢ € C' (H;) tenemos que

) 1
]}erolo ool (1) /Sk o(z,t)dz = /51 ¢ (z,t)do (2) (4.2)

con convergencia uniforme en ¢t sobre cada compacto K C R. En efecto denotando

con wy, 1 el area de S*"~! y con dA al elemento de drea de S*"', (4.2) sigue de la
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igualdad

vol:ESk) /S o (z,t)dz — /Szn_1 @ (z,t)do (2)

1 2n

1427k
- 1) p*tdpd A
Won—1 (1 + 2—k)2n 1 /52”—1 /1 2 (py )p 14 (y)

1
——— [ ewniAw)
w?n—l g2n—1

1 2n 1427k .
S A G R R T L)

y de la continuidad uniforme de ¢ sobre {z € C" : |z| <2} x K.
Luego klim (01 ® X1) = wap_10 ® 7 con convergencia en S’ (H;) . Entonces, para
—00

feS(H)y1l<r<2tenemos
lim |f]* (or ® x1), = lm || % (0 @ x1),
k—o00 k—o00

con convergencia puntual. Luego

[l (o @xt), = liminf|f]* (o0 ® x1),

< lilgninf sup |f|*(ak®X1)r=1i]£ninka(f)
— 00

=00 1<r<2
Luego
(Mmlf)p S h]gn inf (Mkf)p
—00

Por lo que, por el Lema de Fatou y el lema anterior,
M fI < / lim inf (M f)? (2, ¢) d=dt
k—o0
<liminf [ (Mpf)? (z,t)dzdt < c||f]]”.
k—o00 p
[ |

Observacién 4.5. Sea o la medida dada por el elemento de drea euclideo en S*"!
C C" normalizada por o (52”71) =1, y sea x1 la funcion cardcteristica del intervalo
I=[-1,1]. Sea A >0 y sea p > 2n2n
que para toda f € S(H,,)

5" Entonces existe ¢ independiente de A tal

sup (| f[ * (o @ x1),)
A<r<24

<cllfl,
p
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Pues.

swp (f1<leox)) () = sw [ [ (06 () dsdo

A<r<24 A<r<24

1
~ sup / 1 (528 b (—w, —3)) dsdo
szn-1 ) 4

1<r<2

= sup /S%1 /_1 |f1(04[0a-1 (2,t) 6 (—w, —$)])dsdo

1<r<2

= sup (|f*(c@xi),) (A", A7%),

1<r<2

donde fA(z,t) = f(Az, A%). Luego

sup (|fA‘ * (0 ® XI)T) (A™tz, A7)

1<r<2

sup  (|f[* (o ®x1),) (2,¢)
A<r<24

P D,y(25t)

2n+2

=A r

2n+2

< A¥Ec| 4| < el

py(2:t)

sup (£ (0 @ x1),) (1)

Observacion 4.6. El operador M,.; se extiende a un operador acotado sobre todo

LP(H,), para p >

5 7 (cf. los comentarios hechos en la introduccion antes de la
n —_—

descripcion del contenido de los capitulos de este trabajo) .

2
Corolario 4.7. Para p > 5 n

1 se tiene que

lim [/ * (0 ® x1),) — f1l, =0

Prueba. Dados f € LP(H,) y € > 0 tomamos F' una funcién en S(H,) tal que

P < ———
If=Fl, Smax(e 1)’
donde c es la cota del operador M, sobre LP(H,,). Sea § tal que para todo 0 < r < §,

€
(P (0. x1),) ~ Fll, <

Entonces si 0 < r < 4, tomamos A > 0 tal que A < r < 2A y resulta que

1 * (o @x1),) = fll, <N(F = F)* (0 @x1), [, + [[(F+ (0 © x1),) = Fll,+[lf = FI,

<

2¢ 2¢
=< - F — <
g self-Fl g <e

sup (|f — F)|* (e ®x1),
A<r<24
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El rango de valores de p dado por el Teorema 4.1 es 6ptimo, en efecto, M.; no

2
es un operador acotado en LP (H,) para 1 < p < 5 n T Esto sigue del teorema

de interpolacién de Marcinkiewicz (cf. capitulo 6, Teorema 6.10 ), de la acotacién

2 n
obtenida para p > 5 n 7Y del hecho de que M.; no es acotado en Lo (H,) . Para
n —

2n . . ’
ver que M, no es acotado en L2»-1 (H,,) se procede de modo similar al caso eulideo:

Sea f : H,, — R definida por

1
-1 X
|2|™ log (|2])]

f(zt)= B (2)xg (1)

1 -
con B = {z 2| < 5} y B = {t:|t| < 20}, y donde |z| y || denotan las normas
euclideas de z y t en C" y R respectivamente. Entonces, pasando a coordenadas

polares,

2n 1 1
—dr
r

/ f (2,8)|77 dzdt = 4o|52n1|/2'L

n

= 40!52" 1|/ s ITds < 0o.
log 1

2

donde |5*"~!| denota el area de 5*"~'. Luego f € = (H,) .
Sea D ={z:1< |z| <2} ysea f*: H, — R dada por

D s =) (freo),) (1)

//5’2n ) ’f Z, t 5|z| Yy,s 1)‘d0’(y)d8,

(donde I = [—1,1]). Entonces para (z,t) € D x I,
e = [ (069 dr ) ds

1
— // f(z—\z\y,t—\z]2s—§\z|ImB(z,y)> do (y) ds
I Sanl

/ / L (2 —|2]y)
— — XB\Z — |Z|Y
st 12— 12| g P Jlog (|17 — 2] 9]

1
s (8 ot s = g 41 B () ) dor () s
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donde B (z,y) = szy_j. Ahora, como |B(z,y)| < |z||y|, entonces para t € I,
j=1

1
selze D, ye S tenemos |t — |z|°s — 5 |z| ImB (z,y)| < 7 y por lo tanto

1
X5 <t —|zfs — 5 |z| ImB (z,y)) = 1. Luego, para (z,t) € D x I,

1
=2 f o (= [2ly) do (y).
st |z = [l o™ g 2 — [21o])

Sea A € U (n) tal que z = |z| A(e;) donde e; = (1,0,0,...,0) € C". Entonces

1*(21)
2 1
= e e P s e =y (A )~ de
2 1
= —— g |zl (eg — do ,
T o TP g 000

la ultima igualdad por ser ¢ una medida invariante por rotaciones. Escribiendo y =
: ~ 1o~

(Y1, Y2, -, Y2n) ¥ poniendo y = (ya, ..., Yo, ) tenemos le; —y| = (2(1 —y1))2. Si ly| <e

- - - on—1 1 :

con ¢ suficientemente pequeno y si (y;,y) € S entonces |e; —y| < 7 luego si

z € D tenemos xp (]z] (e1 —y)) =1 y por lo tanto

1
/ X5 (1l 61— ) dor ()
et Ter P o (el e — )
1

Z / n— 1
(s riee) (2(1— 1) [log (|| 2(1 - )’

do (y) .
)

Sea ¥ () := /1 —|J|°, entonces, sobre el casquete de S>*~! donde y; > 0 ten-

emos do (y) = 1/1+ |V (§)’dy. Disminuyendo e si hace falta también tenemos

‘log (|z| (2(1—- yl))%)‘ <2 ’10g <(2 (1-— yl))%>’ y por lo tanto
1

log (121(2 (1 = )

2n—1
3

/ ) ) do (y) .-
{y.ges?—Lfgl<e} (2(1 —yy)) )’

- %/M (2 (1‘ 1—@'2))_%31 10g<(2 (1_\/1—7@2))%) B
X1+ Ve @)
3L GO T (o) ) s




Pasando a coordenadas polares tenemos que

[ COimm) ™ (i) )| o

= 1 [ (V)

y como para 1 pequeno tenemos 72 < 2 (1 2 7’2) < 4r?, disminuyendo ¢ si hace

falta tenemos

2n—1 -

/05(2@_@))3 1og((2<1_m))5)] =2y
> [ g (6| = [ =

r |log (r)|
Luego f# (z,t) = oo para (z,t) € D x I. Como T (f) < M.y (f), concluimos que
M (f) no es acotado en L? (H,,) .

El siguiente Lema 4.8 asi como el Teorema 4.18 adaptan al contexto del grupo de
Heisenberg algunas ideas de J. Bourgain utilizadas en ([Bou86]) para su celebrada

prueba del caso n = 2 del Teorema 3.4.

~

0K
Lema 4.8. Sea K una funcion radial en L' (H,) N L* (H,,) tal que exista —— (), k)

(2
para todo A € R\ {0} y k e NU{0}. Sean, para j € Z,
o = sup{‘}?()\,k;)‘ L 29 < |\ A (2% + )| g2j+2}, (4.3)
oK : .
B; = sup )\m (NE) 2 <|(A N2k +n))| <2 : (4.4)

Entonces existe una constante positiva ¢ independiente de K tal que para toda f €
L* (Hy),

1 1
<ed ai(a+6)2) £l

2 JEZ

sup | f * K|
r>0

Prueba. Sea {v;};ez una sucesién en C:°((0,00)) tal que, para cada j € Z,

sop (v;) C (2j,2j+2), 0 <y <1, |V;| <27y Zvj () = 1 para todo =z > 0.
jET.
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Por el Teorems (2.30), para j € Z existe una funcién radial A; € S (H,) tal que
//\; (A k) =v; (|(JA], |A| (2k +n))|) v por la férmula de inversion

Aj(z,t) = (1/2m) nH Z/ LAl A (2K +n))|) ear (z,8) |A" dA.
Por el teorema 2.24 se tiene que:

(7 (A5) B2) () = 15 (w 1+ @lal + n>2) 2 ().

Si tomamos f € S(H,,) entonces f x K pertenece a S(H,), por lo que, usando el

lema(9.1) del apédnice, tenemos que f* K = Z f* KA, con convergencia de la serie

JEL
en L*(H,,). Existe entonces una sucesién {jx} .y tal que hm Z [*KxN\;=f
* in<i<in
con convergencia a.e. en H,,. Entonces
f K<) | # K5,
J

por lo que para r > 0 se tiene que

sup | f * K| (4.5)

>0 2

S~—
3
o
SN——
role

—

W~

(@)
S~—

< Zsup ‘f * (Kj)r| Z (sup sup ‘f * (K
ez r>0 ) jez leZ 2l<r<2l+t )
% 2\ 2
2
< DD sup |fx (K, <> sup | f * ()|
jez \lez 2'srs2t , g€z \lez ||¥srs2 2
El propésito es ahora estimar
sup |+ (55),| (47)
2l<r<2l+l )
Fijamos ahora [, j € Z. Para cada (z,t) € H, definimos g.; (r) = |(f * (K}),) (z,1)|.
Sea A; € N (a ser elegido més adelante) y sea 2! = ry < r; < ... < TaA; = 21 una

particién del intervalo [2l, 2”1} en A; intervalos de longitudes iguales. Luego, para

cada ¢, si vy <1 < r 4 entonces

[(f# (K),) (0] = g2 (1) < 1ga () + 192 (1) — gzt (1)

/ g, (p)dp

q

= ’gz,t (rq)l + < ‘gz,t<rq>’ +

Tq+1 ,
/ gz,t (p) dp

q
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Por lo que

D=

) 2
Tq+1
/ 0. (p) dp

q

Tq+1 ,
/ gz,t (p) dp

Tq+1 ,
/ 9..(p)dp

q

[\
N

IN

290 (rg)* +2

sup  g.. (r) < 1921 ()| +
srs2i 0<g<A;-1

D=

2

1
= 22 Z |92t (%)‘2 +

0<g<A;—1 a
Luego
sup ‘f*(Kj)T|
20 <pL2lH1 L2(H,)
= || sup g (r)
2i<rs2t L2(Hn, d=dt)
2 3
9 Tq+1 ,
S0 SE [ PCH e} I
0<g<A;—1 Ta L2(H,,, dzdt)
%
= c| Y I+11)
0<q<A;—1
donde
2
I, : = ||92,t (rQ)HLQ(Hm dzdt)
Tq+1 2
/
I, : = / 1920 ()] dp

a L2(H,,, dzdt)

Ahora acotaremos I, y 11,. Por la identidad de Plancherel, y teniendo en cuenta

que K es radial,

2
= gz (1g) “L2(Hn, dzdt)

_ (1/27r)2("“)§::/R/n
- (1/27r)2(”“)§/R/n

2
[ (Kj),,)  exk (2,0)| 1A dzd

o~ 2
Fren (200K (r2A, k;)( A2 dzd.
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Ademas, [?j (A k) = K (A, k) v; (\)\\ + (2k + n)2) Notemos también que

sop (f?3> C {()\, k)2 < INA/14 (2k+n)* < 2j+2},

y en consecuencia

[un

—

- (Kj (. k)) c (21’ (1+ (2k+n)2) "2 272 (1+ (2K + n)Q)’i) :

por lo que si I/(\] (7“2)\, k:) # 0 debemos tener

23 27+2
<A<
1+ (2k +n)? r2y/1+ (2k +n)?

l I+1
y por lo tanto, como 2" < r, <27,

9j—21-2 9j—21+2
<A<
14 (2k +n)? 1+ (2k + n)?
4 1 , 1
Sean ajxy = 2% (14 (2k + n)z) 2 by =27 (14 (2k + n)2) * . Entonces,
Iy = ngt(rq)HLZ (H,,, dzdt)
5.k,
— CZ/ / fren (2,00 K, (r2\ k) ‘ IA*" dzd\
Qj k,l n
] k,l

< ¢ sup )\ k) )Z |f>|<e,\,k (2,0)]* |A[*" dzd.

)\GR\{O}.’CGNU{O} aj k,l

donde, de aqui en mas, ¢ denotard una constante, no necesariamente la misma en
cada aparicion.

Por otra parte,

11,

Tq+1 2
/ 102, (9)| dp
Tq

L2(H,,, dzdt)

2
Tq+q
< (/ 9% (p)HLQ(Hn, dzdt) d'o)
Tq
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1
2

a 2
8_ (K;), *eA,k(270)> |)\|2nd2d/\) dp

I
T~

2

G
/ (Z/ / aap (f +enn (2.0 K (62, K) ) e dsz> % dp
‘\/.

1 2

2

o i// f*eM(Z,O)Q(f/@(pZA,k))2|A\2"dsz dp
k=0 VR JC" ’ dp
(L

0 /—~
La ultima igualdad porque si B (Kj (P*A, k’)) # 0 con p € (ry.1441) entonces
0

I

D=

Frews(20) aﬁ( (PP, k))

2
A" dsz) dp

e (27 (14 2k + n)?) "2, 2B (1 4 (2% + n)2)_%> .

Notemos que para 2! < p < 211

’— (o2A k;))‘ < 22 (D) (A )|

6[(
O\

N

2 — 2
< o ’/\p2 (DlKj> (p2)\, k‘)‘ <5 sup
2 2" \eR\{0}.keNU{0}

(A k)

donde (DJ(;) (u, k) denota la derivada de f(\j (i, k) respecto de su primera variable

1. Introduzcamos ahora la siguiente notacion:

8K 8K
= sup Ak
3/\ . AeR\{0}.keNUfo} | OA AR
‘ K; = sup ‘l/(\j (\, /{;)‘
AER\{0}.keNU{0}
Luego
11,
1 || ok, | 1 AN
. Tq+ 5,k
J 2 2n
< C,ﬁ A > / < /a]kl ’f*ek,k (z,0)]" |\l dZd)x) dp
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J (Tq-i-l -
221

7.k,
Z/ |f sexn (2, 0)° A" dzdA
aj k1

5.k,
Z/ |f wexp (2, 0)° A" dzdA
aj k,l

l
la dltima igualdad porque o = Terl T
J

Entonces,

sup | f * (K5), |

21§T§2l+1

L2(H,)
1
2

<c|l Y U] <ol Y L+ Y 1,

OS‘]SAJ'—I OSQSAj—l OSQSAJ'—I

N

con

= 3.k,
o = ‘ Z/ |f*eA,k(z,0)|2|A|2”dsz,
k= aj,k,l
T7 1 8 j kool
Mo = 32| Z/ / [f o exr(z, 0) PN dzd)
J aj k.l i

pero ]Nq e ﬁq en realidad no dependen de ¢, entonces,

_ 2 = bj k1
S I o< enl|R 2/ 1 enn (2, 0) AP dzd),
0<q<A;—1 °°k=0 ajt JC"
77 1 ikt 201 |2n
Yoo, < cA—j Z i |f*em(z,0)\ I[P dzd )
0<q<A;—-1 giksl
luego
1
2
> L+ YA,
0<g<A;—1 0<g<A;—1
> 1 || or| o :
< el a|B| 1 P (Z / |f*ex,k<z,o>|2|x|2”dzdx>

2

7.k,
= (4 (Z/ ‘f*eA,k(Z, 0)|2|)\]2”dzd)\>
aj k1
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con

1
2

—~ 12
v (A) = | 45 || K; oo+A_j 8/\]
Luego
sup | f * K|
r>0 LQ(Hn)
1
2 2
< Do\ 2| sup [f (),
jez \ ez ||2'Sr<2itt L)
]kl
< CZ%’ (ZZ |f*e>\,k: (Z,O)|2|/\|2"dzd)\>
JEZ 1€Z k=0 Y %kl
o :
- CZVj (4;) (Z// |f *exr (2,0)|2|>\|2"dzd)\>
jez o YR JCn
= > % (A IF 1l 2
JEZ
%
1 8[(
= <) vy A—m T
jez -
1 1 8[(
= CZ J2 )‘W HfHLQ(Hn)

]

1

N

N

la dltima desigualdad porque para a,b > 0 se tiene (a + b) a? + b2. Entonces
I 1 ||, 9K,
sup | f x I, | <c) | A7 (K — A% 11l 22 e, (4.8)
r>0 L2(H,,) jez 00 ]2 -
2J 2J+2
Observemos que si |A| ¢ : entonces
V1t @k+n)?® 1+ 2k +n)
8K
I L(NE)=0
2J 2J+2

y que si || €
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OK; R | >
Ao (k)| = Aaxeqx@%(w 1+@k+m))‘
< Aa—K()\,k:) vi [ IA\/1+ (2k +n)?
B
+ Al 1+Qk+m2ﬁ@Jm§OM 1+@k+mﬁ
< ¢ /\%—I; (A k) +02j+2)f(()\,k;)2_j)

la tltima desigualdad porque |\ \/1+ (2k +n)*> < 27*2 y porque ‘U” < const.277.
Entonces, por (4.8),

sup | f * K|
r>0

1 _1
<c (Z (Ao + 4% (a5 + @-))) 1122
L2 (Hy)

JEL
Para finalizar la prueba del lema solo nos queda elegir de forma conveniente los A;.
Notemos que como «; > 0y 5; > 0, tenemos que 1 < 04]-_1 (a; + B;) . Elegimos

A; € Ntal que 4; < aj’l (a; + B;) < Aj + 1. Entonces
(A + 1) <aj(a;+8) 7 < A7
y como A; +1 < 2A; tenemos también
A7V <245+ 1) < 205 (ay + 5)

entonces

NI

1
o + 2707 (aj + ;)

N
[NIES

AZa;+ A% (o +8;) < o (a5 + ) (a; + 5;)

= caj (o + ;)

D=

y por lo tanto

sup | f * K|

r>0

1 1
<c (Z as (o + 5j)2> Hf“L?(Hn) :
L?(Hr)

=
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Lema 4.9. Si f € S(R?) entonces

1
Sub |f (z,y)]? < oo
750 2 <|(zy)|<2H

Prueba. En efecto, existe ¢ > 0 tal que |f (z, y)|% ¢(|(z, yI° + 1)_1 .para todo
(z,y) € R?. Luego

l C
S s fenbeY <
~ 2j<\<x,y>|s2j+1 =

|
Lema 4.10. Si f € S(R?) y si 0 > 0 entonces
D220 swp|f ()]t < oo
>0 20 <|(zy)| <29+
Prueba. Para cada N € N existe una constante ¢ tal que
1 2 —-N
I (@) <c(|(zy) +1)
Si elegimos N > 6 + 2 tenemos
. 1 . cC
227 sup f(my)P <) 2 <o
j>(] 23<|(a:,y)\§21+1 ,7>0
[ |

Lema 4.11. Sea G € S (R2) y sea 8 > 0. Entonces existe una constante positiva c tal

que para todo € > 0

ZQ‘je sup |G (ex,ey)| < e(1+ [log(e)]).

>0 27 <|(z,y)|<20+1

Prueba.

Y2 sup |G (ew,ey)

>0 27 <|(z,y)|<27+1

= Z 279 sup |G (ex,ey)| + Z 230 sup |G (ex,ey)] .

jrozigt  Pslewlsz ol PSl@yl<at
>0:2i< ! >0:27 51
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Ahora,

Z 2799  sup |G (ex, ey

o 20 <|(z,y)|<27+1
. 1 ’
j>0:21<1

o1
#{120:2JSE}I|GHOO

IN

. _ 1
— #{iz0 <o (1) Gl < clog (61

También, G € S(R?), luego existe una constante c tal que

G (@) <c(1+]|@y)P) "

para todo (x,y) € R?. Entonces

Y29 sup [Glemey) < ¢ > 27 sup (I+[e(xy))

. ; 27 <|(z,y)|<27+1 ) : 27 <|(z,y)|<2i+1
. 1 = ) = . 1 = 3 =
Jj20:27>2 j20:29>2

< e Y o (14e2h)

§>0:2>1

= Y 279 (14202l

>0

1 1 1
con jg = [log2 g} donde [log2 g] denota la parte entera de log (g) :

Entonces £270 < £2!°82 241 = 2 y Jyego

S 27 (14 e202) P <3 (14 24) 7 < o0,
>0 >0

Nuestro propésito sera ahora considerar el operador maximal dado por M., f =

sup (| f| * (c ® xr),) para f € S(H,), y probar que existe una aproximacién de la
r>0

identidad {F.}__, en H, tal que

sup (|f[* (0 @ x1) * F2),)|| < c(|log(e)] + 1) [|f]l, -

r>0 2
De este resultado obtendremos como consecuencia la acotacién en L? (H,) de una

familia de operadores maximales de la forma sup (|f| * (h ® xr),) donde las funciones
r>0
h = h(z), si bien radiales en z e integrables, son tales que | 1|im+ h(z) = oo y entonces
z|—1

el correspondiente operador maximal no es, a priori, controlado por la maximal de

Hardy Littlewood.
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Para h € L'(R) denotaremos con F (h) a su transformada de Fourier definida
por F (h) (& \/_ / e~ 8z, Recordemos que o es la medida dada por el

elemento de area de S*"~! C C" normalizada por o (52”_1) =1

Observacion 4.12. Sea G € C° (R) una funcion par no negativa y no idénticamente

nula, con sop (G) C (—}l,i) . Entonces F (G) es real. Sea g := F (G *G). En-
tonces § € S(R) y § = |F(G)|*. Luego § > 0. También §(0) = |F(G)(0) =
% /RG 2 > 0. Ademds F (§) = (G *G)" luego sop (F(3)) C (—% % Entomces
existen 1o, 0 € (0,1) tales que g(s) > no si |s| < 0. Sea g(s) = (0 ), s € R. En-
tonces 9 20.9(9) 2w si -1 <5 <Ly F@ € =37 @) (5 ) = 6260 (5)

22 22
constante adecuada tenemos entonces que

0 0 11
luego sop (F (g)) C (——, —) C <——, —) y F(g) (0) > 0. Multiplicando g por una

g € SR, g(s)>nsi —1<s<1, (4.9)

Sop (F(g)) C (—— )yf<g><o>=i

V271

conn y 0 constantes positivas. Fijamos de aqui en mds, por lo que queda del capitulo
una tal funcion g y las correspondientes constantes n,0. Sea F' € C2°(H,) una funcion

radial, no negativa con F(0,0) > 0, / ' = 1. Entonces, por el teorema 2.30 existe
Hy
una funcion F* € S (R?) tal que para X € R\ {0} y k € NU{0}

F (A k) = F#(\ |\ (2k + b)) . (4.10)

Fijamos, de aqui en mds, por el resto del capitulo también las funciones F y F*.

Para 0 < e <1 sea

(c®g) :=(c®g)xF. (4.11)
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Notemos que c ® g € S’ (H,,) y F. € S’ (H,,) y que por lo tanto (0 ® g)° € S (H,).

También,
oD = [ g (VAE) @) [o@eta @)
= 2 (VIN) Flo) (V).
donde ¢} " es la funcién de Laguerre normalizada dada por (2.4), y utilizando que
(LZ’l)/ = —L}_, obtenemos que
L () e (e (D))
_ —(:!(_n1_+1/)f!)! (—%sign N <%) e — Zsign () L ('%') e—i')

= =i () -y (V) = Joign ) 25 (VA

y entonces
AT (0 ® g7 (A R) (4.14)
= VEF () () (e W (VIV) - Blert (VIRT) )
W2 (VIN) (F (9) (V). (4.15)

También, como (0 ® g)° = (0 ® g) * F. tenemos

—~

(c®g) VK = (0©g (k) FL (A k) (4.16)
= Vo (VIN) Fl@ W F (k) (417)

por 1o que
A (0@ 9) T B) (1.18)
= L (oo NE (K + (0@ g k) = (FL(R)
= VEF @)W (5 Mot (VIT) - Blert (VIN) ) F e
e (V) VEr S (F (9) ) F (2. )
/2! (\/W) Fg) (\) % (ﬁ (£2), k)) . (4.19)



Para j € Z sea
Q= {(\ k) : 27 <|(\ M (2k +n))| <27t} (4.20)

y sean vy, (; definidos por (4.3) y (4.4) respectivamente, tomando allil K = (0 ® ¢)° —
Fie.,

o = swp{l(le )~ FYO A (0 K) € ). (a21)
b = i @e - rromsomenl.  az

Tenemos el siguiente

Lema 4.13. Sea «; dado por (4.21). Entonces existe una constante c independiente

de € tal que a;j < c2’ para todo j < 0.

Prueba. A lo largo de la prueba ¢ denotard una constante positiva independiente
de €, A y k, no necesariamente la misma en cada aparicion, inclusive en una misma

cadena de desigualdades. Sea (A, k) € ©; con j < 0. Por (4.16) tenemos

((c®g)" = FY(\ k)
— (4 1(\/T|)—1)\/_f( ) (A) F (2, K)
+ ( 2 F (g) (A 1) F (&M k) + F (20 k) — F (\ k),
luego
(((c®@g)” = Fy (MR < T+ 1T+ 111

1= (et (VIN) =1) VERFE @ W F ().
f

|
I = (\/% g)(A)—1>ﬁ(s2A,k)‘,
Il = (

Para estimar I, recordamos que
ax (61 (V) = =gt (V) = gt (V)

(conviniendo en que ¢y _; = 0 para k = 0) y entonces
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1< |VerF (@) _II1FF . |ei (VIN) = 1| < elep™ (VINT) = 47 0)
< of [ & (e (Vo)
< / (MK [y (VIATs) | ds + A o™ (VIATs) |) ds

< c|MEk <2
la iltima desigualdad porque |(A, [A| (2k 4+ n))| < 271 Luego I < ¢2’. Por otra parte,

Jjg)Q@EF@MM—JHHﬂmmﬁMWK%ﬁF@»ﬂwHFWmscw.

Para acotar 111 observamos que, si definimos G (s) := F* (s\, s |\| (2k + n)) para
s € R (con F'* dada por (4.10)), entonces

111 = |F (22 k) = F (A B)
= [P (€20, €2 M| (2k +n)) — F¥ (A, A] (2k +n))|
= |G (&) -a@)| = -1]1¢"(0)]|

para algin 0 € (52, 1). Pero
G’ (0) = XD F* (OX, 0|\ (2k +n)) + |\ (2k + n) Do F* (0N, 0| \| (2k 4+ n))

donde D1 F* y DyF* denotan las derivadas parciales de F* respecto a su primera y

segunda variable respectivamente. Entonces
IIT < c|G'(0)] < c|Nk|||VFH|, <2
Luego a; = sup {| (0 ® 9)° = FY LK)+ (A k) € O} < 2/,
|

Lema 4.14. Sea §; dado por (4.22). Entonces existe una constante c independiente

de € tal que B; < ¢ para todo j < 0.
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Prueba. Nuevamente, a lo largo de la prueba ¢, ¢'... denotardn constantes positivas
independientes de €, A y k, no necesariamente la misma en cada aparicion, inclusive

en una misma cadena de desigualdades. Sea (), k) € ©; con j < 0. Tenemos

A2 (0@ g) = FY\K)

)
= Agy (0@ g)* Fe = FJ(\ k)
— Aa% (((a® GO K) B (k) — ﬁ(A,k)))
— () k)% (0 ® g7 O K)) + (0@ g7\ k) A aa (ﬁ O\, k)) Aa% (ﬁ O\, k))
- )\ﬁ(gQA,k)%((a®g)A(>\,k)) + (0@ g\ k A§< e2), k)
—)\% (ﬁ(A, k))
— [ 1T+ 111,

Ahora,

Ao (0@ )
V2R F (9) () (—% Moy (VIRT) - Blgp (m))
+aare (VI (F (9)) ().

11
con la convencién de que, para k = 0, ¢;_; = 0. Y como sop (F (g)) C (—5, 5)
1 1 -
tenemos I = 0 si |A] > 3 Por otra parte, para |A| < 5 Como Nk <2 <cy

teniendo en cuenta que || F (g)||,, < oo, ||(F (g))'HOO < 00 HS% 1H

tenemos

\Aa% (0 ® g7\ k:))\ <o (4.23)

y como ‘F\ (2, k;)‘ < ||F||; concluimos que |I| < c. Para estimar I notemos que

‘)\% (F (k) ‘ (4.24)

)\% (F# (*X, e |\ (2k +n)))

< EA|(DiF#) (20,7 [A] (2k + n)) |

$22 N2k 4 ) [(DaF#) (220,22 A (26 + )
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1
y luego para || < 5 por (4.23) tenemos

11 = |(o@g k;))\aa)\ (F (EQA,k))‘
< e\ |(DiF?) (€2, 62| (2K + n))|
+ee? |A| (2k + n) [ (D2F#) (20, €% |A| (2k + n))|

<

la dltima desigualdad porque las funciones (z,y) — (DlF#) (z,y) v (z,y) —
Yy (DQF #) (x,y), estando en S (]R2) , son acotadas. Finalmente, y por esta misma

0
E3 (F (A, k))' < c. Entonces

concluimos que f3; = sup 8 (c®g)" — FY(\, k?))‘ <c
(\K)EQ; 3)\

razon, utilizando (4.24) con € = 1, vemos que |[I]| = ‘

Corolario 4.15. Sean «; [; dados por (4.21) y (4.22) respectivamente. Entonces
1
Z s (o + Bj)% < ¢ con c independiente de .

7<0

Lema 4.16. Sean §;, a; dados por (4.20) y (4.21) respectivamente. Entonces existe

una constante c independiente de € tal que

aj§027j(%+n771) sup (‘F 2/\ k)D sup ’F\()\,k)’
(Ak)eQ; (A k)EQ;

para todo 7 > 0.

Prueba. A lo largo de la prueba ¢ denotara una constante positiva independiente
de €, A y k, no necesariamente la misma en cada aparicion, inclusive en una misma

cadena de desigualdades. Sea (A, k) € ©; con j > 0. Tenemos

(0 ©9)° = FY (A k)
= a7 (VIN) VarF (9) ) F (20,k) = F (k).

52



luego

(0 ®g)" = F) (A k)

< (V) V2rF (9) ] [F (20, 1) + | F ()
= |er (VIN) varF (g “F#( 20,2\ (2k +n)) | + [F# (A, A (2k + )|
< clep (V) V2RF () O] |F# (20,22 I\ (2K +m) | + [F# (0, A (26 + )]

Ahora, sop (F (g)) C ( ; %

< I\l ‘ c(|A k)~ . Entonces

1
) y, para |A| < 5> por la Proposicién 2.27 tenemos

(0 ®g)" = FY(\ k)|
< (N k)T [FE (220,22 N 2k +n)) | + [F# (A, [\ 2k +n))] .

Luego
aj = sup [((c®g) — F)(\Fk)
(\k)EQ;
< c2-i(i+%5) sup (‘F\(62/\,kﬁ))> +c¢ sup ‘ﬁ()\, k)‘
(Ak)eQ; (M k)EQ;

Lema 4.17. Sea f; dado por (4.22). Entonces existe una constante ¢ independiente

de € tal que p; < 02j(1_%_%) para todo j > 0.

Prueba. A lo largo de la prueba c, ... denotardn constante positiva independiente
de €, A y k, no necesariamente la misma en cada aparicién, inclusive en una misma

cadena de desigualdades. Sea (A, k) € ; con j > 0. De (4.18) y (4.14) tenemos

gy (099 = PPN

= ‘ aa)\((cr@@g) (A K) F. (A k) + (0@ g) (A k) A 68)\ L\ k) — )‘a%ﬁ()"k)‘
< c|Meiy (VIN) VITF (9) ) F (2, 5)
ol

teagpt (VIN) V2R F (9) F (€
tel A (JW) V2r (F(g)) (A F (€2, k:)‘

et (\/W> V2rF (g) () A% (ﬁ (£2), k))‘ + ‘A%ﬁ(x, k)'
— Iy Iy + I1I5+ IVs + Vy
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(conviniendo en que ¢;_; = 0 para k = 0). En orden a estimar I, I3, [11zy IVp
1 11

para (A, k) € €;, nuevamente basta hacerlo para |A| < 5 bues sop (F(g)) C (—5, 5)

Estimemos Ig. Si k = 0 entonces Ig = 0 y no hay nada que hacer. Si k > 1

1 n
y Al < 5 por la Proposicién 2.27 tenemos que ‘90271 <\/|/\|>‘ < c(|/\|k’)_‘11 2 <
d (Al (2k + n))fifg y luego

Iy = C‘)\k‘goz_l <\/W> V21 F (g) (A)ﬁ(g%,k)‘
< (N (2k +n))TiE ﬁ(eQA,k)’

< (M @2k 4n) e
Para estimar I1g observemos que si k& = 0,

[Ty = c|he” 5 v2rF (9) (\) F (62A,0)’ <d\e 5 < (M@ %0+ )i

1_n

i.c., tenemos ITg < ¢’ (|\| (2k +n))' 7772 para k = 0. Y si k > 1 recordamos que

Lyt (s) = L} (s) — L}, () (cf. [AbSe65], férmula 22.7.30, pag. 783) y entonces

n— ]f' (n — 1)' n— 1 _1,2
ort(r) = ] 1)!Lk ! (57"2) e 1 (4.25)

k:'(n—l)' 1 2 1,2 k'(n—l) 1 2 1.2
S S VAR 0N r —Ln - r
(k+n—1) ’f(zr)e ' (k+n—1) -\ ) et

k+n kin! Lo\ 12 K —1‘n' 1 2 1,2
= ——Ly(zrf)e?" e i’
n (k+n) 2 (k:—l—n—l 2"

k+n k

n

= — %(7‘)-5902_1(7“)'

(V)] =
c (| k)fifg < (A (2k + n))lf%f% y también, si k > 2, la misma proposicién 2.27
[ (\/ ]A\)‘ < c(|Al k)_i_% < ¢ (A (2k +n))! ~i7% mientras que si k=1

[A] n

tenemos |¢p_; <\/\)\])‘ =e 5 <c(]M@2x1 —l—n))l_%_f (ya que (A, 1) € Q; con

).

, de (4.25) obtenemos que toda vez que (A, k) € §; con

1
Ahora bien, como |\ < 5 tenemos por la Proposicién 2.27 que

nos da

N[

j > 0 implica [A| > (1+ (2+ )2)

l\DIH

Entonces, como |\ <

J >0,

N

‘)\gpz_l (\/WM < (N (2k +n) 8 (4.26)
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y luego

Hs = C‘W_l (\/W> V21 F (g) (A)ﬁ(SQA,k))
< eNRTIER AR <@ (0 @k

También de (4.26),

111, = cep (VIN) Var (F(9) W) F (1)
<

< c(N @k +m) T |F (20 k)| < ¢ (A 2k )i

También

d

‘)\d—)\ (F (e, k))‘ _ |\

A (FF (2,220 2 + n)))’

< 2N |DiFF (20,7 A (2k 4+ n)) |
+e% [\ (2k + n) | Do F# (2N, €% [A] (2k 4+ n))|
< c.

Luego como ||.F (g)||,, < ooy

op ! (\/Wﬂ <1,

e (V) VEF ) ) 3 (F (.0)

< < (N (@2k+n) T8

IVBIC

Y

la dltima desigualdad porque (A, k) € ©; con j > 0.

Finalmente,

d ~
AT F (O, k)'

< || DiF# (A A (2K +n))| + A (2k + n) [ DoaF# (A, |A] (2k + n))]

Vs =

n
2

W=

< <2k +n)T

Fatonces ‘A% (0 ®g)" — FY(A, k>‘ < (A (2k +n)) i < ¢29(578) toda ver

que (A k) € Q; con j > 0, lo que nos da el lema.
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Teorema 4.18. Sean o la medida dada por el elemento de drea euclideo en S*"™*
C C" normalizada por o (52"_1) =1 y sea xr la funcion caracteristica del intervalo
I = [-1,1]. Sea F como en la Observacion 4.12. Entonces para € > 0 existe una

constante positiva ¢ independiente de € tal que para toda f € L* (H,),

sup (|f] * ((0 @ x1) * Fo)r)

r>0

< c(|log(e)]) + 1) ||f||L2(Hn) :

L2(Hn)
Prueba. Sea g como en la Observacién 4.12. Como F'y g son no negativas y como

g (s) > nxy (s) para —1 < s < 1 con 7 constante positiva, basta con ver que

sup (|f] + (0 @ g) * Fo)y) < c(llog ())) + 1) 1/l 2, -

L2(Hy)

con ¢ independiente de ¢ y de f € L? (H,).

Sea M el operador maximal de Hardy Littlewood en H,, definido por (3.1). Como
F > 0y F tiene soporte compacto tenemos I’ < cx;,(5) donde B denota la bola de
centro (0,0) y radio 1 en C" X R y ¢ es una constante positiva. Entonces para r > 0

Y(Z7t>EH17
(IfI* F.)(2,t) = /H £ ((2,8) 6, (w, s) ™) | F (w, s) dwds

< c/ | ((2,1)0rr (w,s)7) | dwds < M (f) (z,1)
|(w,s)|<1

Luego ||sup (|f| * F})
r>0

ciente ver que

< || f|lz2@m,)- Entonces para probar el teorema es sufi-
L2(Hy)

sup (|[f] + (0 ® g)" — F),[)

r>0

< c([log (e)| + DI|.f [l z2(r,)-
L2(H,)

y esto serd hecho utilizando el lema 4.8. Por el corolario 4.15 tenemos

1 1
Za;(aj+ﬁj)2 < 00.

J<0

rolm
IA

con o, ; dados por (4.21) y (4.22) respectivamente. Por otra parte, como (a;+ ;)

1 1 .
a;2 + (3;2 también tenemos

1 1 11
Yoo+ 4t < oy + X ol
7>0

j>0 7>0

56



y por el Lema 4.16,

2

§>0
< 9-i(i+"5") (‘F (£2\, k) () + ‘F (A, k) (
o C;( b ()\Skqu
< X2 |l Y2 A = < o
j>0 7>0

Ademas, por los lemas 4.16 y 4.17

Zﬂz%

7>0
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o
[
&
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>
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v

VAN
(@)
N
wn
jan
S
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)
—
()
[\
>
X
SN—"
N———
v

>0 (A\k)eQ
1
- 1 _n :
—I—CZ (23(142) sup ‘F()\, k;)‘)
>0 (A Ek)eQ);

< c¢([log(e)[+1),

la ultima desigualdad por el lema 4.10.

1
Entonces Z g (a; + 5j)% < oo y el lema 4.8 nos da el teorema.
jez

Como consecuencia del Teorema 4.18 el siguiente teorema nos dara la acotacién
en L?(H,) de algunos operadores maximales de la forma M (f) = sup |f * G| para

r>0
ciertas funciones G : H,, — R radiales e integrables pero que son singulares |z| = 1 en

o7



el sentido de que | l‘im+ |G (2)| = oo lo que no nos permite mayorar directamente M
z|—1

por un miiltiplo de la funcién maximal de Hardy Littlewood.

Teorema 4.19. Sean > 1, sea ) : C" — R medible con sop () C {z € C": 1 < |z| < 2}

[e.e]

tal que Z sup | (2)] < ooy seah:C"— R definida por
o 128~ 1<]y| <142k

1 1
I (|2 = )2 =1

h(z1) = ¥ (2)

y para f € LP (H,,), (z,t) € H, sea

( azf> (z,t) ==sup|(f * (h® x(-1.1)),) (2,1)].

r>0

Entonces Mcil es acotado en L* (H,) .

Prueba. h = Zh’XAk donde Ay :={z€C":1+27" ' <|z] <1+27"}. Ahora,
k=0
para (z,t) € Ay x (—1,1),

1 1
(txa © X} 01 = = =1 )

Lok sup [ ()] < ¢ ig’f sup |4 (2)

ZEAL z€AL

IN

= ¢ sup ()| (00 © x-1) (2.1

kZEk

con o0}, definida como al principio del capitulo y con las constantes ¢, ¢’ independientes

de f,k y (z,t). Entonces

Maf = sup|f*(h®xiy), |=sup|f

r>0 r>0

* (h Z XA, & X(1,1)>

k=0
< Z sup | f * (hxa, ® X(*lvl))r‘
=0 r>0
<

Z - Sup v (2)| sup |f * (crk ® X(—l,l))J :
r>0

zE€Ag
Como

9

[f* (0k @ X)), | = |f* (0@ X(-1)), * Fos
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por el Teorema 4.18 (utilizado con ¢ = 27%),

zEAL

— > 1
|32t < @Y 7 sup lw 1k IFI = el
k=0
|

1 149
m) X{zeCr:1<|z|<2} Sat-

isface las hipdtesis del Teorema 4.19 y la correspondiente funcién h tiende a oo si |z|

Ejemplo. Para v > 0 la funcién ¢ (2) = (

tiende a 1.

99



5 Un operador maximal fuertemente singular so-
bre L*(H,)

1
Para (z,t) € H, sea p(z,t) = (]2\4 +t*)* . Sean o, 3 € R con 3 > 0y sea x € C° (R)
una funcién no negativa tal que sop (x) C (—1,1) y x = 1 en un entorno del origen,

y sea K, 5 H,, \ {0} — C la funcién definida por
—(4n a) ip(zt) P
Ko (2,1) = p(2,)" @20 0G0y (p(2,1))

y para f € S (H,) tal que 0 & sop (f) sea (tha,8))o (f) = / Ko sf. Entonces (ft(a,p))o
se extiende a una distribucién p g € S' (H,) y el operaﬂérg)r de convolucién T (f) =
f * lap) es acotado en L* (H,) (cf. [Ly07]). Es natural entonces preguntarse sobre
la acotacion del operador maximal correspondiente. El propdsito de este capitulo es

probar el siguiente

Teorema 5.1. Si a < (n— 1) — 4 entonces existe una constante positiva c tal que,

para [ € S (H,),

sup || f]* (pga,0)r] || < ¢l f]l5-
r>0 2
Parae > 0y (2,t) € H,, sea
€ —(2n @) —eon(z)"P io(z4)"P
fo ) (2,1) = p(2,) B2 72O Rl (2, 1)). (5.1)

Entonces u, 5) € C° (Hy,) ¥ 14 g) €s radial. Ahora, como hemos mencionado arriba,
la funcional (g, )0 se extiende a una distribucién piap € S'(H,) y glir& [{a) =
[4a,3) con convergencia en S’ (H,). Para o < 0 es claramente verdadero, mientras
que para o > 0 se obtienen por prolongacién analitica respecto de o mediante un
proceso de integracién por partes. Aunque este procedimiento, indicado en [Ly07],

es estandard, dado que mas adelante necesitaremos usar similares procedimientos de
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integracién por partes, daremos en la siguiente proposiciéon 5.2 y en los corolarios 5.3

y 5.4 la prueba de estos hechos.

Proposicién 5.2. Sean o, 5 € R con f > 0, sea x € C2° (R) una funcion no negativa

tal que x =1 en un entorno del origen, y sea para € > 0
He iy = p (2, ) R 0T GO () (2 1))

Asumase que una de las siguientes dos hipotesis vale:
H1)e=0, f € S(H,) y(0,0) ¢ sop(f)

H2)e>0y feS(H,)

Entonces para N € N

/’Lz,,@,x (f) = N Z:ua NB,B,x; ( aﬂ]f) (52>

(—e+1)

con x; € CF(R), x; independiente de € y f, y tal que sop(x;) C sop(x) y donde

cada Lo pg; es un operador diferencial de orden a lo sumo N y de la forma

(La,ﬁvjf) (ZL‘ + 1y, t) = Z Pa gy (‘r? y,t, 5) D7 (.f ("E + 1y, t))
lyI<N

donde v € (NU{0})*"" denotan un multiindice y D7 su derivada parcial correspon-

diente

D7 = (0e) ™" s ()™ (0 ) () (D)

Ademds cada P, g~ (x,y,t) es un polinomio en x,y,t de grado a lo sumo N con coe-

ficientes dependientes de o, 3, pero independientes de € y f.

Prueba. Tenemos

/ W) (2,) f(2,t) dzdt

n
B
4

- / p (2,4) ") (oD (210)) f (2,1) et

i(2"+2+0‘) p(metD (2 +2)

|z| +t%) X ((|z|4 + t2)%> f(z,t)dzdt (5.3)

n
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y pasando a coordenadas polares (en la variable z) la tltima integral (5.3) se convierte

en
o0 _1 A -4 1
/ (T‘4 4 t2) 7 (2n+2+a) e(—a+z)(r4+t2) ZX <(1"4 + t2) 4) / f (rw,t) dw r2nfldrdt
0 §2n—1
(5.4)
donde dw denota el elemento de drea de S*"~! c C".
Introduciendo el siguiente cambio de coordenadas
r:?sin%(ﬁ),t:??cosw), 0<r<oo, 0<fO<m

y teniendo en cuenta que el jacobiano de este cambio de variables esta dado por

or 1 1 1
= = sinz () —rsin” 2 (0) cos (6 L
det g;; o0 | = det @) 3 O)eos () ) _ —7sin”z (6)
5 20 27 cos () —7%sin (6)

la integral (5 4) se reescribe como

// —(2n+2+a) (7s+i)7-—ﬁx<?}
2n—1

/ f <7“ sinz (0) w, 7 cos (9)) dwr* tsin~ 2 (0)72sin” 2 (0) drdb
S2n—1

// ?:7(2n+2+a)e(fs+i)F_ﬁX (A)
o Jo

X / f (?sin% 72 cos ( > dwr® L sin™ "t (0) drdf
S2n—1

:/ / (et P (ke)y (7Y F (7, 0) sin™ ! (0) dFdo
o Jo

<

donde
F(r,0) = / f <?Sin% (0) w, 72 cos (0)) dw.
S2n—1
Ahora,
(—e+i)7 8 _ 1 i (—e+i)7 8
‘ (—e+i) (-B) 7P 1dr (¢ )
1 d RO
_ _—~,8+1 (—e4i)7 8
(—e+1) B dr <€ )
entonces
/ / ~(ont240) (T () UL (7, ) sin™ ! (6) dridd (5.5)

_ €+2ﬁ// = () e (7) F (7, 0) dFsint ™ (0) do
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integrando por partes respecto a r y teniendo en cuenta que los términos de frontera

se anulan, (5.5) se convierte en

( eti)r—h d ~—a+p3 7 ?sin"il
s L T R @ P ) drse o) as

=I+11+11]
con
_ _Oé‘i‘ﬁ —e+i)T 5~—a+,3 1 ~ ~ ian—1
= €+2 5/ / x (7) F (r,0) drsin" " (0) db,
1= = i / / — T ety () F (7, 9) dsin™ ™ (0) do,
0
— —e+i)F B~fa+5 ~ i —1
Hi=—— 6/ / X (7) = (F (7, 6)) dsin™ (0) db.
Ahora,
_ —OZ—Fﬁ —e+i)T B~—a+ﬁ 1 ~ ~ aian—1
_ €+16/ / \ () F (7,0) di sin™" () do
_ —a+ ﬂ / / ( e+i)7 5~—a+5 IX ('v)
(—e+4)B
X / f <77Sin5 (0) w, 7 cos (0)> dwsin™ ! (0) drdf
SQn 1
_ —a+ 6 / / —e+i) r_ﬁ~fa+5 2n— 2X (;:)
(—e+i)B
X / f <?sin§ (0) w,7* cos (9)> dw? " sin ™ (G)F)zsin’% (0) drdf
S2n—1
- ré g L(—a+p—2n— 1
_ 04"‘5 // —e+i)(rt+?) (7“4+t2)4( +5-2 2)X<(T4—|—t2)4>
(—e+i)B
x/ f (rw, t) dwr* tdrdt
S2n—1
esto es,
—a+p s -8 o
I — e(—=tDp(z:t) 2, t)"(@mAtnt2) 2t 2, t) dzdt,
=505 )a p (1) X (p(2,1) f (2,1)

—a+
= ﬁ“a 55x(f)
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Por otra parte
1 ™ [e's) o
17 =—+. 75 / / e H T By () F (7, 0) dF sin™ ! (6) df
e+1

— —e+i)r BN—a—i—,B /
—e+1 ﬂ / / X (7)

X / f (?sin§ (0) w, 72 cos (9)) dwdr sin™ ™t () df
SQn 1

— —e+i)T ﬁ~—a+5 2-2n41 (&
—e+1) ﬂ// X ()

n—1

x / f('fsma () w, 7 cos (0)) dw L sin ™5 (0) P sin? (0) drdd
SQn—l

1 % et (rte? -7 gy~ 2n=l 4, 2\%
g L e T ()

X / f (rw, t) dwr* tdrdt
S2n—1

@

1 —e+i) (|24 422) " % gy — I
" (et )P Ju S

% (2" +2)7 ¥ ((|z|4+t2)%> F(2,0) ddt

Entonces

. i) (|24 422 g\ — 2= 2nt2
1= 5+zﬁ// i ) (’Z’+t)

(I )ty <(| * +t2)i>f(z,t)dzdt
- m/@ﬁ,ﬁﬂp (f)

donde ¢ € C2° (R) es la funcién definida por ¢ (1) = rx’ (r).
En orden a encontrar una expresion conveniente para Il notemos que un calculo

directo muestra que

887“( (7,0)) = ; ( /S 2n71f<Fsin% (ew,%ﬂcos(e)) dw)
_ /S (1) (Feint 0w, c0s 0)) do

donde L¥ es el operador diferencial sobre H,, dado por

(L#f) (x + iy, t) :2t%( f(z+1y,t) +Z (:c] +yjaa )(f(a:Jrz'y,t)).
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Luego

1 T 00 o a
- - (—e+i)F P x—atp ~ . p—1
111 (—6—1—2’)6/0 /0 e T x (1) 87’( (r,0)) drsin™ (0) df
1 T oo o
— (—e+i)F B ~—a+p-1 ~ ~ ~ aian—1
=103 /0 /0 e r x (7) T_a’f (F (7,0))drsin™ " (0)do

1 /7r /oo (—e+i)7 P —a+B-1
(—e+4)BJo Jo ®)
X / (L*f) (’Fsin% (0) w, 7 cos (9)) dwdrsin™* (0) df
S2n—1

1 T ) .

_ (—e+i)7 B >—a+B—3—2n+1

=7 . NA € r r
(—+0)5 /0 /0 X

X / (L*f) (?sin% (0) w, 7 cos (9)) 72 gin *a (0) dwr? sin”2 (0) drde,
S2n—1

esto es,

8
]]]f ——; 5/ / —eti)(rt4e2) " T (7’4+t2)_%(a+2n+2_6)x((T4+t2)%>

X / (L*f) (rw, t) "~ (0) dwdrdt
S2n—1

N 1 —e+i)p(z -8 —(o— n
= L e(—e+ip(zt) p(z,1) (a=p+2 +2)x(p(z,t)) (L#f) (2,¢) ddt
— -

1

= Ceti)larex (L*f)

Entonces hemos probado que

—a+f 1 . 1

mﬂz_g,ﬂ,x (f)+mﬂa_ﬂ,ﬁ,w (f)+mﬂz_a,g,x (L7 f)

con ¥ (r) =rx"(r).

Iterando N veces este procedimiento obtenemos

Mz,ﬂ,x (f) =

Maﬁx(f Z/’La NBBX] ﬁ,jf)

s—l—z =

con cada x; € C(R) independiente de € y f, donde cada L, ; es un operador
diferencial de orden a lo sumo N y de la forma requerida por el enunciado de la

proposicion.
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Corolario 5.3. (pa,p))o se extiende a un elemento i gy € S (H,).

Prueba. La prueba sigue inmediatamente de la proposicion . Tomando e =0y N

tal que a < NS el miembro derecho de (5.2) da la extensién deseada.

Corolario 5.4. lim y, 5 = fi(a,s) con convergencia en S’ (H,).
e—0*t ’

Prueba. Tomando € > 0y N tal que a < N en la proposicién es inmediato que,
para f € S (H,), El_i)%i {ap) (f) coincide con la extension i) (f) que acabamos de
definir.

Si fi(a,p) s una distribucién temperada de soporte compacto, entonces se extiende
del modo usual a una funcional lineal continua fi(, 5 sobre C* (H,): Se toma ¥ €
C*(H,) tal que ¥ =1 en un entorno del soporte de iy para ¢ € C* (H,) se define
ftad) () = o) (T).

De aqui en mas seguiremos llamando p a esta extension /m, dejando ademas
implicito que depende de v y . Como sop () C sop (1) podemos extender también
p¢ a una funcional lineal continua sobre C* (H,,) usando la misma W anterior y uti-
lizando el Corolario 5.4 es inmediato verificar que Elir(r)&r (1€ = p con convergencia en

(C> (H,))". Por lo tanto

Hm (@ p%) (2,1) = (o * p) (2,1) (5.6)

e—07t
para ¢ € C* (H,) y (z,t) € H,.
Para A € R\ {0} y k € NU {0} definimos asimismo

(A k) = p(Exg) (5.7)

con E, ;. (z,t) como en la Observacion 2.21 (fi (A, k) esta bien definida pues Ey; €

€ (Hy))-
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Recordemos tambén que

k!l (n —11)

NP e i
E)\,k(zat):mLZ ' (' |2| | )6 e (2,t) € H,

Nuestro primer paso hacia la prueba del Teorema 5.1 serd descomponer diadicamente
la distribucién p. Diremos que una distribucién o € S (H,,) esradialsio (f) = o (g - f)
para f € S(H,), g € U(n) donde g - f esta definida por (g- f) (z,t) = f (92,1).

Necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 5.5. Sea n € C (R) una funcion no negativa con sop(n) C (1,8) tal que
Zn (27s) =1 para s # 0, y para j € Z sea 0; € C® (H,) definida por 6; (z,t) =

jez
n(2p(z,t)). Sioc e S (H,) es una distribucion radial con

sop (o) C {(z,t) € H, : p(z,t) < 1}

entonces 0 = E f;0 con convergencia de la serie en S’ (H,).
320

Prueba. Como S’ (H,) = 5" (R*"*') podemos considerar las distribuciones o y 6,0

como elementos de S’ (R2n+1) y basta probar que o = Zﬁja con convergencia de

J20
la serie en " (R*"*') . Tenemos que Z 0;=1en S (R**') (con convergencia de la
ez
serie en " (R**')) entonces ZHJ- = § con convergencia en S’ (R*"*') donde “77

jEL
denota aqui (y a lo largo de la prueba del lema) la transformada de Fourier euclidea

en R*"™". Luego para f € S (R*"™),

«0%x0, = fo
f j
jez

7

con convergencia puntual (donde aqui y en el resto de la prueba ” * ”denotard el

producto de convolucién euclideo en R*"™). Ademés

)3 (FRLAT0! S W [V Faveseesy 7 O,
7>0 j=0
= DI * Tl genn) 1651 o ganiny
Jj=0
= ZQ_j/2 ”‘9”L2(R2n+1) 1f 5HL1(R2"+1) < 00
Jj=0
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donde 0 (z,t) :== n(p(z,t)). Y como sop (o) C {(z,t) € H, : p(z,t) < 1} tenemos

también o * HA] = 0jo = 0sij < 0. luego Zf x 0 % 9/; = f % 0 con convergencia
jez
en L? (R**') . Por lo tanto Z fx0%6; = f*0 con convergencia en S’ (R**™').
JEL
AV Y,
Esto implica Z ( f) 00 = ( f) o con convergencia en S’ (R%H) (donde para una
7,
= Vv
funcién g, hemos puesto g” (2,t) := g (—z. —t)). Tomando f tal que <f> =1en un

entorno del soporte de o concluimos que E 6;p = p con convergencia en S’ (RQ"H) .
Jj=0

Lema 5.6. Si o € S’ (H,) es una distribucion radial con soporte compacto entonces
para N # 0 y k € NU{0},

g * e)\7k = /0'\()\, k?) e/\7k

Prueba. Para (z,t) € H,,
(cxexg)(z,t) = /U(n) (o0 xexk) (gz,t)dg
= /U( )O‘ ((w, S) = exk ((w, 5)_1 (gz,t))) dg
= o (w,s erk w,s_1 z,t))d
()= [ e 00) o)

= ey (0,0)0 <(w, s) — By ((w, $)"" (g2, t)) dg)
U(n)

= Exk (0, O) o ((w, S) — E)“k ((U), S)_l) E)\yk (Z, t))

= exx(z,t)o ((w, s) = By ((w, 5)71))

= /O'\ ()\, k)) €>\,k (Z, t) s

la primera igualdad es por ser o * ey radial (combolucién de nicleos radiales),

la tercera porque las sumas de Riemann de la integral / exk ((gw, s) (z,t)) dg
U(n)

convergen (como funciones de (z,t)) en S (H,) a la susodicha integral. La cuarta

porque ey, = ey (0,0) £y, y la quinta porque, por ser E); una funcién esférica,

/ Bk ((w, s)7! (92,1)) dg = Ex ((w, s)_l) Ey\i (z,1).
U(n)
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Lema 5.7. Seav) € C° (R) y sea o € S' (H,,) radial y con soporte compacto. Entonces
existe una unica funcion radial oy € S (H,) tal que para A € R\ {0} y k € NU {0}

Ty (A k) = (A k)¢ (|A] (2k +n)).

Mds atun, oy estd dada por

oy (1) = ( ! ) > [eranoviE s 6s)

2
k=0

con convergencia puntual de la serie. Si ademds
sup{|d (A, k)| : A # 0,k € NU{0}} < oo entonces la serie converge a oy también
en S"(H,) .

Prueba. Existe una funcién G* € C* (R?) tal que & (A, k) = G* (X, || (2k + n))
(cf. Proposition 5.2 en [AsDiRi14]). Para (z,y) € R? sea G (z,y) := G¥ (z,9) ¥ (y) .
Sea R > 0 tal que sop (¢)) C (—R, R) y sea Q C R? el rectéangulo

Q= (—%, %) x (—2R.2R). Sea H € C° (R?) tal que H =1 en Q. Entonces
G = GH sobre el Heisenberg fan Ay, . Ahora bien, GH € C° (]R2) c S (Rz) y

entonces, por el Teorema 2.30, existe una funcién radial oy € S (H,) tal que

55 (LK) = (GH) (A, [\ (2K +n)) , ie,

7y (A k) = G(AIA(2K +n))
= GT (AN (2K +n)) ¥ (A (2% +n))
= (MR Y (A (2k +n))

y la férmula de inversion para funciones radiales dada en la observacién 2.34 nos
da (5.8) con convergencia puntual de la serie. Supongamos ahora que en adicién
M :=sup{|lg (N k)| : AN #0,k e NU{0}} < oo yseapeSH,).

k -1
Como leyk (z,1)] < lexr (0,0)] = < +Z > y, por el Lema 5.6,
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oxey, =0 (A k)eyy, entonces tenemos

[ [ 10 w00 G w (01 2k ) "o 2. ) axdza

- /H /R'M k) ex (2 8)] [ (1] (2% + n))] | (2, )] A" dzdtd

k+n—1 )
= M< k )”%OHLl(Hm/RIWW (2k + n))| A" dA

< MR ol / 0 (IN] 2k + )] A" dA.

1
. . n < n
Uncamblodevarlablenosdaque/R|1D(|A\(2k—|—n))|\)\| d\ < an/RW(]s])Hs\ ds

y entonces

3 / / (0 % exs) (5:1) ¥ (N 2 + 1) W (2, 8)] dAdzdt < ellol ey (5:9)

k>0

lo que nos da que la serie converge en S’ (H,,) . Nos queda ver que la serie converge en

el sentido de S’ (H,,) a oy. Para ver esto observamos que, para (z,t) € H,

N—oo

i 3 / (0% exs) (2,1 (1A 2k + ) A @ (2, 8) dA = 0 (2, 8) 0 (2, 1)

y también, para cada N € N,

5 [ (o ens) (200 (A 26 +) A" (2,000
< Z/Rl(a*ex,k) (2, )9 (JA] 2k +n)) A" ¢ (2, )| dX € L* (H,, dzdt)

(la pertenencia a L' (H,) por (5.9)). Entonces el Teorema de la convergencia dominada,
de Lebesgue nos da que

/ oy (2,t) @ (z,t) dzdt

n

= Z/ /R(U*GAJ:) (z,6) 0 (A (2k +n)) |N" ¢ (2, t) dAdzdt

k>0

esto es, oy = oxexg)(z,t +n con igualdad en n) -
" ; ’ U (A (2K A" dA igualdad en S (H

k>0
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Sea ¢y € C2° (R) una funcién par, con soporte contenido en (—%, %) y tal que
0<p<lygpy=1len {—i ﬂ Definimos, para ¢ € R,
B(&) = ¢o (&) — do (2%¢) .
Entonces
+Z¢ 2ig) =1, (eR (5.10)
Notemos que para j > 1,
sop (§ = ¢ (277)) Cc {29 < ¢ <271} (5.11)

, 1 . , . 1
pues si 277 |¢| > 5 entonces ¢ (27%¢) = 0y ¢ (2227%¢) = 0, y si 279 ¢| < 5

entonces ¢ (222_2j§) = ¢g (2_2j§) =1.

Como bien se indica en [Ly07], se tiene que

sup{|z (AN, k)| : A # 0,k e NU{0}} < 0. (5.12)

Parar > 0y e > 0, pu, es una distribucién radial en S’ (H,) con soporte com-

k -1
pacto. Ademaés fi, (A, k) = p, (Exg) = ( +i 1

aplicado con ¢ = p, y con ¢ = ¥ (s) = ¢ <2_2jr23> , nos da una funcion radial

1
) - (ex) - Entonces el Lema 5.7,

p € S (H,) tal que
9 (0 K) = [ (A k) & (2*%2 A (2K + n)) (5.13)
con
' n+1 oo y
ul (z,t) = (2 ) / L % €xm) (2,1) ) (2*2]7‘ |A| (2m +n)> A" dA, (5.14)
T
siendo que esta tltima serie converge en sentido puntual y también en S’ (H,) para

jez.
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El mismo Lema 5.7 aplicado con o = p,. y con ¢ (s) = ¢y (7"23) nos da una funciéon

también radial 4" € S (H,,) satisfaciendo
10 (A k) = fir (A, k) do (r* [A] (2k + n)) (5.15)

dada por

w2, t) = (%)" Z /R (1 % €xm) (2,1) do (r* [N (2m +n)) A" dX. (5.16)

m=0
con convergencia de la serie en sentido puntual y en S" (H,,).
Similarmente, el Lema 5.7 aplicado con o = § (la delta de Dirac) y con las funciones
Y dadas por ¥ (s) = ¢ (2’23'7”25) y ¥ (s) = ¢o (r°s) respectivamente, nos da funciones

radiales FUl y F en S (H,,) respectivamente tales que

n+1 OO
FUl(zt) = (%) /em 2,t) ¢ (272 [\ (2m 4+ n)) A" dX, (5.17)

FO(z 1) = (;ﬂ) /e,\m 2,t) o (JA] (2m +n)) | A" dX. (5.18)

donde las series convergen en sentido puntual y en S’ (H,) y estas funciones satisfacen

Fil(\k) = o (2% || (2m +n)),

FOL (k) = o (1] (2m+n)).

Lema 5.8.

(i) F9 = (FO),, .y ||FVI]|, = [|[F]],

(i) f*p™ = f * (M*F[j])rpameS(Hn),T>0ijN.
(i53) fxp™° = fx (u* F), para f € S(H,) yr >0
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Prueba. Para probar (i) observamos que un cambio de variable nos da

. 1\"t& ‘
FUl(z,t) = (%> Z /Rgb (277 Al (2m +n)) exm (2, 1) A" dA
m=0

. 1\ & n
— 92j(n+1) <%) Z / ¢ ([Al(2m +n)) egzinm(2,t) [A[" dA
m=0 "R

' 1 n+1 . .
_ g2+ (%) S~ [ allAl 2m + menn (212, 26) A" )
m=0 R

— 92j(n+1) p[0] (21 . (Z,t)) — (F[O])

20 "

donde 2 - (z,t) = (22,2%t) . Luego FUl'(z,t) = (F[O])ij y de esta igualdad tenemos
inmediatamente que HFW Hl = HF[O]H1 .

Para ver (ii) notemos que % FUl € S (H,,) pues s es una distribucién en S’ (H,)
con soporte compacto y FU € S (H,,) . Luego f * (1 * F[j])T € S (H,) y entonces, por

la férmula de inversién, y teniendo en cuenta que, por (i), F’ bl = (F [0])27j tenemos

_ (i)n+li/(f*( £ FU) wens) (28) A" dA
— . 2, 12 r Ak )
1 n+1 oo )
_ <%> Z/(f*ur*(Fm)r*e,\7k) (2, A"\
k=0 R
1 n+1l o0
= (%) Z (f * Ly * (F[O])ﬂ_j * eA7k) (z,0)|A\["dA
kZO]R
n+1 o0
_ (%) Z/((f*uT*e,\,k) (200 (277" |\ 2k + ) A" A,
k=0 R

la dltima igualdad pues, por ser (F [0]) radial,

r2=J
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Ahora, p, xey, = i, (AN k)exy =1 (7’2)\, k) e\ . Entonces
* (N % F[J])

f
n+1 oo -,
- ( ) (TZ)‘v k) (f *exx)® <272JT |A| (2k + n)) A" dA

1 n+l o0 .
_ fa <%) Z/ﬁ(m, £) 6 (220" [N 2k +n)) e A" dA
R

fx (s FO (z1)
_ (%)nﬂi/ﬂg(f*(u*p ) o) (2 8) A" X
_ (%)W N / (F # o+ F9 5 er) (2, O] AIdA

k=

(217T>n+1§:/ ((f * g = exp) (2,8) o (1 |A] (2k +n)) [A]" dA,

k=0 1
la dltima igualdad pues

FT[O]*e)\k F[ ()\ k)e,\k

y como antes, ft, ¥ €y = fi (A, k) e, =1 (7“2)\, k:) ey . Entonces

fo(ux FO)
n+l oo
_ ( ) / (A R) (f * exs) do (7 [\ (2k + n)) | A" dA
k= OR
n+l 00
= fxu

Ahora, por la observacién 9.3, tenemos que
fop=Frpex PO fopps FU = foep® 43 " f o
J J
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en L*(H,) para f € S(H,). Luego existe una subserie de f * u"™° + Zf * U™ que

j
converge puntualmente a f, por lo que

<
2

r,0
sup [f * | S;gglf*u | +;

sup‘f*;/"’j} :
2 r>0 2

Luego nuestro siguiente paso serd estudiar la acotacién en L? (H,) de los siguientes

operadores

MO (x,t) := sup | f * "] (2,1),

r>0

MIf(2,8) = sup |f + p| (1), jEN

r>0

Para ello necesitaremos algunos lemas.

Lema 5.9. Sea Ms definido por la férmula (3.2) y sea h € L'(R) una funcidn
continua, con h = h (t) par en t, y decreciente en |t|.
Parar >0 sea h, (t) =r"'h (r_lt) . Entonces existe una constante c tal que para

feSH,) yr>0

/R F (2t — ) by (5)] ds < (11l gey (Maf) (2.1) (5.19)

Prueba. Consideremos primero el caso cuando h tiene soporte compacto. Notemos

que
oo

h(s) = hllsh) = = [ (o) == [ xcpm () Bl

Is

donde / X(=pp) (8)d(h(p)) denota la integral de Riemann Stieltjes. Entonces
[¢]

[17Gt=9n )ds

:/R\f(z,t—sn%h(;)ds
:/R|f(z,t—rs)|h(s)ds

—= [1fet=rs) [ 3o @ dnoas

= [T (L1 00 () ds) o)
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- ["(/ F(ot) (0. =rs)lds ) d (0 )
- /OOO <p/_11 1f (2, 1) (0, —rps))lds) d(=h(p))

< / (M) (2.1) pd (—h (o))
_ (M) (200) ([—ph o+ [ <pdp>) — bl (M) ()

entonces el lema vale si sop (h) es compacto. El caso general sigue de éste tomando
una sucesion creciente {h} de funciones integrables, pares, continuas con soporte

compacto tal que lim h; = h.
j*)OO

Lema 5.10. Sea g € L'(H,) con g = g(z,t) no negativa y continua, radial en z,
par en t, y decreciente tanto en |z| como en |t| y sean Mz y Mying los operadores
mazimales definidos por las formulas (3.2) y (3.3) respectivamente. Entonces existe

una constante ¢, dependiendo sdlo de n tal que para f en S (H,)

Sglg (’f| * gT) S Cn ||gHL1(]HIn) (M3 o Msing) f

Prueba. Consideremos primero el caso en que g tiene soporte compacto. Sea

R >0 tal que sop(g) C {(z,t) € C" xR : |(2,t)| < R}. Tenemos

(Lf1* g:) (,1)
) gr(w, s)dwds

:/R/ f(z—w,t—s+%imB(z,w))
-/

y pasando a coordenadas polares en la integral respecto a w,

gr(—w, —s)dwds

1
f <z+w,t—|—s—§imB(z,w))

(Lf[ * gr) (5.20)

= // / Z—I—pw,t—l—s—gimB(z,w))
S2n—1 2

= // / f z+pw,t—|—s—£imB(Z,w)>
R JS2n—1 Jo 2
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donde dw denota el elemento de area usual sobre S?*~'. Sean, para p >0, s € Ry

(z,t) € H,,

F.i(p,s):= / f (z +pw,t+5— gz’mB (z, w)) ) dw,
Sanl
P
Gy (prs) = / Foo(7.9)7?"dp,
0
v (p) == gr(pe1, —s)

donde e; es el primer vector de la base canénica de C", i.e., e; = (1,0, ...,0) . Notemos

que v"° es continua y monétona decreciente en p. Como g es radial, (5.20) nos da

(119 Gt = [ ( | i 0.5 (e —s)p%ldp) s (321)

= [([ 70 1 Gectosnan) as

(1600077 05+ [ Gas ) 2= 0)) s,

e integrando por partes

(1] % 9.) (2.8) = /

R

donde / G.+(p,s)d(v"*(p)) denota la integral de Riemann Stieltjes y donde
0

Gt (.5) 7™ (I = lim Gt (0,5)77 (p) = Gt (0,5)77(0) = 0

(la ultima igualdad porque y™* tiene soporte compacto y G, (0,s) = 0). Luego

1o = [ (7 eutooar o) as

Ahora,

p
O R
0

AT

1
:/ |f(z~|—w,t+s——z’mB(z,w)) |dw
weCn:|w|<p 2

- / (ot 4 8) (—w,0) )| dw
weCn:|w|<p

f (z + pw,t+ s — gimB (z,w))

dw) rldp

= [ et ) (o 0) ldu
weCn:|lw|<1

< P*"Ming f (2,5 +1))
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con My, definido por (3.3). Entonces, como —7"* (p) es mondtona creciente en p,

Uflean) G0 = [ (" Gutsratr) ) as
< /R Mangf (2,5 +1) ( /O T () (p)) s

pero g es radial y con soporte compacto, entonces, integrando por partes,

/ P (—=3"%) (p) = [=p"""* ()], + 2n / P>y (p) dp
0 0
= [=0""gr(per, —5)] +2n/ P ge(pex, —s)dp
0
—9 > 2n—1 o d
n [ p™ ge(per, —s)dp
Qn—ld d
|52n 1|/ /S |, 9rlpw, =)™ dwdp
’S2n 1| ||gT’( )HL1 (€cn)

luego
(1] % 90) (2.8) < / Mang (225 +8) 190 (=)l 1 oy .

Ahora bien, s = [|gr(., =)l ;1 (cny €s par, continua y, para s > 0, decreciente en s.

Entonces

/R Maing (2,5 + ) 190 (=) |1 ey s
_ / Maingf (2,8 = 8) g (- 8)| 1 e s
= <Msingf (Za ) *R ||g7“ ('7 ‘)”Ll((C")> (t)

My (Maing ) (2:8) = 9]l 1y (M 0 Mag) f (2.8)

< |9 (- 9)llrcen b

donde *g denota el producto de convolucion en R y donde en la iltima desigualdad

hemos utilizado el Lema 5.9. Entonces, para r > 0,

(1f1%9r) (2,1) < ellgll 1,y (Ms © Miing) f (2,1)

y por lo tanto sup ((|f| * g) (2,1)) < cllgll 1 g,) (Ms © Mying) f (2,¢) con la constante
r>0

c dependiendo solo de n. Entonces el lema vale para g de soporte compacto.
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Si g no tiene soprte compacto tomamos una sucesién {g;} creciente de funciones
no negativas y continuas, radiales en z, pares en ¢, y decrecientes tanto en |z| como

en |t| tales que g = lim g;. Usando el lema de Fatou tenemos para r > 0
j—0o0

(1f1%9:) (2:%) < lim (If1 % (g5),) (2:1)

< lim sup sup ((‘f| * (gj)r) (z,t))

j—oo  r>0

< climsup ngHLl(Hn) (M3 0 Mying) f(2,1)

J—00

= cllgllpr,) (Mz 0 Mying) f (2,1).

y entonces sg%) (Ifl*g-) <c HgHLl(Hn) (Ms o Mging) f-

Corolario 5.11. Si g satisface las hipotesis del lema 5.10 entonces para 1 < p < o0,

sup (|.f] * gr) (2,1)

<clglly 111, -
r>0

p

Lema 5.12. St 1 < p < oo entonces existe una constante positiva c, tal que para

fes(H,),

n0|

sup | £ 47| < eI fIl, -
>0 p

Prueba. Por el Lema 5.8 sabemos que f * pu® = f * (u * F),, por lo que si
encontramos una funcién g que satisfaga las hipétesis del lema 5.11 y tal que |p * F| <

g habremos probado el lema ya que entonces

sup | £ p"°] < sup (| f] |px FO] ) < sup (|| *g,) .
r>0 r>0 r>0

La prueba se reduce entonces a mostrar la existencia de una tal g.

Sea R > 0 tal que sop (x) C {(z,t) € H,, : p(z,t) < R}. p tiene soporte compacto
y FI% ¢ §"(H,,) entonces px FI% € S (H,,) , luego para cada | € N existe una constante
positiva ¢ tal que |(u * F[O]) (z0)] <ec(1+ p(z )" para (z,t) € H,, tomando [ >

2n 4 2 la funcién g (z,t) == ¢(1+ p(z,t)) " tiene las condiciones deseadas.
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Notemos que si F' : (0,00) — C es una funcién continuamente diferenciable

tal que lim F(t) existe y es finito entonces para 0 < 0 < t,
t—0

ds
S

FQ(t):F2(6)+/6 2F (s) sF' (s) —

luego
O <IFOF+ [ 2P Gl1sF ()] 5

y por lo tanto, por la desigualdad de Hélder

o 1imF(5)2+2(/0 FQ”is)%(/OOOSQ(F’(s))Q?);

6—0+

Lema 5.13. Sea o una distribucion radial, con soporte compacto. Entonces

lim (0 * Fm)r =0

r—0t

para j € N U{0}, con convergencia en S' (H,) .

Prueba. Para ¢ € S(H,) y r >0,

/ (o * F[j])r (z,t) @ (2,t) dzdt — ¢ (0) / (0 = F[j]) (z,1) dzdt‘

n n

/ (o * F[j]) (z,t) @ (rz,r*t) dzdt — ¢ (0) / (0 * Fm) (z,1) dzdt‘

n n

< / ‘(O‘ * F[j]) (z,t)| |(<p (rz,r*t) — ¢ (0)) ‘ dzdt

n

y como ‘ J*Fm ) (2,1) ’ ! (rz,7°t) — ¢ (0))] < 21l¢ll» ‘(O’*FU]) (z,t)’ y

(5.22)

(5.23)

ox FUl e ! (H,), el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue nos da

que

lim (0 * F[j])r =b;0

r—0t

con convergencia en S’ (H,) donde b; := / (o * F[j]) (z,t) dzdt.

n
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Entonces lim+f * (a * F[j]) = b;f para toda f € S(H,). Por otra parte, para
r—0 r
A#0,

/ (0% F) (2,8) e iMIEF gat — / (o % FY) (2,t) exo (2,1) dzdt

n n

— o FUl()\,0) =& (X, 0) FUl (),0)

=5 (\0)¢ (27¥ |AIn)

y como ‘ (0 % F[j]) (2,1) o~ iA1=

< |(o* F[j]) (z,t)|y (0= F[j]) € L' (H,), el teorema

de la convergencia dominada de Lebesgue nos da que

b = / (o * Fm) (z,t)dzdt = / lim (o * Fm) (z,1) e~ 1 gz gt
H, H

A—0
n

— i 17 — Il — lim& ~2j _
}\1{}1(1) . (0% F9) (z,t) e dzdt /l\gr(l)a(/\,O)qﬁ(Q Aln) =0,

la ultima igualdad porque ¢ tiene soporte compacto que no contiene a 0. Luego b; = 0.

Lema 5.14. Sea o una distribucion radial, con soporte compacto tal que ezista (en
d
el sentido clasico) Y (@ (N k) para A € R\ {0} y k € NU{0}. Supongamos ademds

que para algin o > 1/2 y alguna constante positiva c

OB < (] 2k +m) "
A5 B OB < 1 W (26 4 )

toda vez que A € R\ {0} y k € NU{0}. Entonces para todo j > 1,

sup (|f + (0% F7) )

r>0

Cse(zree )i,

Prueba. Sea f € S(H,). Usando (5.22) con F'(s) := (f* (O’*F[j])\/g) (z,t) y
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teniendo en cuenta que, por el Lema 5.13, lim f % (a x I [ﬂ) = 0 tenemos
r—0+ r

sup |(f>x< (a* FU]) ) (z,zf)‘2
= sup

Sup <f>|< (O’*F[j])ﬁ> (z,t)‘2
<2 (/OOOK]”* (O'*F[j])\/g) (z,1)

1
2@2
S

s% ((f * (0 % F[j])\/g) (z,t)) §>

S

Luego

2

sup ‘f * (0 * Fm)r|
r>0

<[ ([le=orr o )
X (/OOO 5(%((]”*(0*FU])\/§) (2,1)) 2%>2dzdt
<2(/ / (o5 FU) ) zt‘ —dzdt)é

(L]

=24\ k) B(\ k),

1
2

(o % F[J])\/g) (2,1)) '2 %dzdt)

(la dltima desigualdad estd dada por Holder) donde

(/ / (0% FU )ﬁ> (z,t)r%dzdt);,
( [ ) s P2 (.8 2@%)5

y, por la identidad de Plancherel, y como (o * F[j])\[*e,\ o (s\ k) FUul (sA\, k) exr,
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tenemos

(/ / (o F! })\/g> (z,t)‘ dzdt§>

_C</ Z/ (cn‘f*e”“ (2,007 (sA\ k) ¢ (52~ 23|>\\(2k+n)‘ A2 dz d)\d8>

k>0

_C<Z/ Cn|f>|<e,\k(z J0)[PA (N, k:)|)\|2"dzd)\>

k>0

con

Ak = [T 500 (527 | 2+ ) 2

De igual forma se obtiene, también por la identidad de Plancherel,

2 2
dzdt@>
S

G (s\ k)¢ (s27% |\l (2k + n)) ‘ —W"d d)\)

B\ k)

(I
—C(Z/ Cn\f*e,\k (z,0) /

k>0

—c(Z/ Cn|f*e,\k(z J0)P B (), k)|)\|2”dzd/\>

=

(o * F[J])\/g) (2,1))

N|=

[N

k>0
con )
~ | dq . d
B()\,k:):/o 5 (@ (A K6 (5277 N (2K )|
Ahora,
Axi :/oo 5 (s\, k) ¢ (s27% |A| (2k + n)) 2% (5.24)
0
o (27N @k 4+ ) ds 4 [Z]S(s)[" ds
S/o GGk DE s / s | s

o ds
pues / |¢ (s) s_a’2 — < o0 ya que ¢ tiene soporte compacto que no contiene a 0.
0 S
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De forma similar,

E(/\,k:):/ooo
C/Ooo

+ C/OO |55 (sA\, k) 277 |A[ (2k + n) ¢’ (s27% |\ (2k + n))
0

<c/oo|(1+s|)\|(2k+n)) o (s27¥ M|(2k+n)\2§
0

sdi (G (sA\ k)¢ (s27¥ |A| (2k +n))) % (5.25)

S

2

IN

SAM ¢ (s27% M| (2k +n))

dr |[T=sA

2 ds

! C/ooo (5 X (26 + 1)) 2% || 2k + ) o (5272 A] (26 + ) P 2

2 ds

y un cambio de variable nos da que la ultima suma es igual a
*° 2i \1—a 2ds o 27 \—«a ’
c ’(1+2]8) o(s)] —+c ’(2 1s) " s¢ (s)| —
0 s 0 s
= 2j(1—a) ,1—a 2.ds 4ja OO 1—a it 2 ds
<c (1422079 517) ¢ ( |—+2 J s (s)|” —
0 0

S

< c’/ (14 2900219 |6 (s )IQd + 2‘4”‘/ |s'7%¢' (s) 2 ds
0 S

<e(142Y070) 4o < ¢ (1 4 28(17)

donde en las dltimas desigualdades hemos utilizado que (v + ?7)1_0’ < 474t para
v > 0,17 > 0y también la convexidad de la funcién s — s%

Luego tenemos que
2

sup ‘f (a * Fm)r|

r>0 2

<24 (\k)B ()\k)<c(A(/\ k) B (\ k) Z//n\f*e,\k(ZOH A" dzd\

k>0

< (142407 QJQZ/ |f % exnr(z,0)]2 N dzd)

IN

¢ (14920 g7 g = ¢ (2750 gD | 3
. . 1 2
< ¢ (29 27l D) ) 3
|

Necesitaremos la siguiente proposicion, cuya prueba puede hallarse en [Ly07]

(cf. [Ly07], Teoremas 2.1, 2.2, Remark 2.3 asi como los comentarios alli al principio

de la prueba del teorema 1.1).
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Proposicién 5.15. (Lyall) Si o < nf entonces existen kg > 0, \g > 0 y una constante

positiva ¢ tales que

c sikeNU{0},A#0

-~ (
BRI <4 c(A k) sik < ko, |A|> Ao (5.26)
clog (14 A &)) (1 + |\ B)ZF sik > ko, A 0.

Como consecuencia inmediata de la precedente proposicién tenemos el siguiente

Corolario 5.16. Sia < (n —1) 8 —1 entonces existe a > 5 Y una constante positiva

c tales que
1

(1+ [N (2k +n))"

(A k)| < e
para A € R\ {0}, k e NU{0}.

1
Prueba. Vemos primero que existe a > R una constante positiva c tales que

1
(IA[R)™

nB — « (n+%)5—a>

(A k)| < e

(5.27)

1
> —. Sea a tal que

2

Como(n—1)5>a+1tenemosmin<2(ﬁ+1), 5+

1 1
1<a<min nf—a (n+§)6—o¢ ysean@zw—a
2 2(8+1) B+2 B+2 ’

n= % — a. Entonces 6 y n son positivos.

Sean kg, A\g como en la proposicién 5.15. Si k < kg y |A| < )¢ entonces (ya que

por nuestra hipétesis av < nf3), la primera de las desigualdades de (5.26) nos da
(A K)| < e < e(horo)® (RIA) ™ = (kAN

con ¢ constante independiente de \ y k.
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Sik <koy |A\ > Ao, por la segunda desigualdad de (5.26) tenemos

(n+%)ﬂ—a

B K < e (A R) ™77 = c(IA[R) ™" (IALK) ™

< (AR (AT < c(AR) ™A% = (1A k)~
<" (N (2k +n))7.

con ¢, ¢, " y " independientes de \ y k.
Supongamos ahora k > k. Como s — log (s) s™" es continua en (0, 00) y

lim log (s) s7" = 0 existe una constante 7y tal que log(s)s™7 < v para s > 1.
5—00

Luego por la tercera desigualdad de (5.26) tenemos

O K)| < clog (1+ [ K)) (1 + |\ k)~306550
=c(1+|Ak) “log (14 [AE) (1 +|Nk)"
< ey (L+A[R) 7 < ey (A k)
<d (N (2k+n)) .
con constantes ¢, ¢’ independientes de A y k. Luego (5.27) vale.
Entonces [i(\, k:)|% (IA] (2k +n)) < ¢ con ¢ constante independiente de A y k vy,

por otra parte, agrandando ¢ si hace falta, también (por la primera desigualdad de

(5.26) ) |fi(\, k)| < ¢ lo que nos da |fi(A, k)= (14 || (2k +n)) < 2c.
[ |

Necesitaremos la siguiente proposiciéon para usar el lema 5.14 con ¢ = pu. La

prueba de la misma, de caracter algo técnico, sera dada en el apéndice a este capitulo.

Proposicién 5.17. Si a < (n— 1) 8 — 4 entonces existen una constante positiva ¢ y

1
un nimero a € (57 1) tales que para A # 0 y k € NU {0},

d
)

O k)‘ <c(l4 N @2k+n)
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Corolario 5.18. Sia < (n — 1) —4 entonces existe a > 5 ¥ una constante positiva

c tales que

1
EEDD R

[m(A k) <

’/\%ﬂ()\, k;)‘ < (14N (2k+n))

para A € R\ {0}, k e NU{0}.

Prueba. El corolario es inmediato, tomando como a la menor de las dos constantes

a dadas por los corolarios 5.16 y 5.17.

Probaremos ahora el teorema principal del capitulo, el cudl serd enunciado
nuevamente continuacion.
Teorema 5.1. Sia < (n— 1) —4 entonces eziste una constante positiva c tal que,

para f € S(H,),

<clfl,-
2

Prueba. Por la observacién 9.3 del apéndice II tenemos, para f € S (H,),

sup || f] *
r>0

Foml] < Jouplr el 43 fsuplsen
supld sl < gl ol + 3 fsupl <]
= ||sup | f % p” } E up\f (o FU) }H
r>0 -1 r>

Sea a como en el corolario 5.18. Por el Lema 5.14 tenemos para j > 1,

sup (| (= ),

r>0

<c (274 270D | p))

2

y por el Lema 5.12

r,0|

<cllfl-
2

sup!f*u

1
Como a > 3 tenemos Z (2 jo 497 2% (o~ >) < o0 lo que nos da
7j=1

< £l

sup | f * ur|
r>0 )
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6 El operador maximal esférico diadico sobre el
grupo de Heisenberg.

Para n > 1 sea o la medida sobre S*"~! C C" dada por el elemento de area euclideo y
normalizada de modo que o (5**7") =1, sea § € ' (R) la distribucién delta de Dirac
concentrada en el origen, y para f € S (H,,) sea My, f : H,, — C definido por
Maiaf = sup (|f + (0 @ d)y]) (6.1)
je

En este capitulo probaremos el siguiente

Teorema 6.1. Sea n > 1 y sea Mgy, el operador (maximal diddico) definido por

(6.1). Entonces para p > 1 existe una constante positiva c tal que, para f € S (H,),

[ Maia fllp < ell flp,

Usaremos técnicas basadas en las propiedades de decaimiento de la transformada
esférica de o y en el uso de apropiadas desigualdades de Littlewood Paley en Hi,.
Técnicas similares (que motivan nuestro enfoque) fueron utilizadas en [Ru86] en el
estudio del problema analogo en R" via estimaciones de la transformada de Fourier

(euclidea) de las medida correspondiente y desigualdades de Littlewood Paley en R".

Observacién 6.2. A diferencia del Teorema 3.3 este resultado, es valido inclusive
para Hy. Ademds, al tomar el supremo sobre {Zj 1] € Z}, se mejora, también, con

respecto al teorema 3.3, el rango de los valores de p para los cuales el operador es

acotado en LP (H,).
|

El Teorema 6.1 sera una consecuencia inmediata del siguiente teorema algo mas

general
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Teorema 6.3. Sea v una medida de Borel sobre H,,, radial, con soporte compacto,
positiva y finita (i.e., v (E) > 0 para todo medible Borel H C H,, y v (H,) < o).

Asumase también que existen B > 0 y una constante positiva c tales que
(A )| < e(JAl(2k +n)) 7. (6.2)

para A € R\ {0} y k € NU{0} y sea M}, el operador mazimal definido,
para f € S (H,), por
Mo = sup (|f * vas]) . (6.3)

jez
Entonces para 1 < p < oo existe una constante positiva c tal que |[My. fll, < <l fll,

para toda f € S (H,).

La prueba del Teorema 6.3 sera dada hacia el final del capitulo luego de algunos
lemas preliminares. El Teorema 6.1 serd una consecuencia directa del Teorema 6.3 y

del siguiente lema

Lema 6.4. Sean o, 6 como en el Teorema 6.1. Entonces existe una constante c tal

7@\ k)) < (N (2k +n)) 5T

que

A su vez, el Lema 6.4 es inmediato de la siguiente estimacion para las funciones

de Laguerre normalizadas.

Lema 6.5. Para k € NU {0} sea p}~" la funcién de Laguerre normalizada definida
por (2.4). Entonces existe una constante c independiente de X y k tal que para s > 0
y ke NU{0},

ot (vVB)] < e(s(2k+m) 7T
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Prueba. Consideremos el caso k > 1. La Proposicién (2.27) nos da una constante

positiva ¢ tal que, para s >0y k € N,

A7 ()] < el T e sy, o
_1
lor (V)| < e(sk)TT kT (k + |k — s|) *si g <s< % (6.5)
gan S < ce 7 (sk _HT_1’ si— < s. 6.6
k H(Vs 32k

donde en (6.6) v es una constante positiva independiente de \ y k.
También

lop (V)| <1 (6.7)

(esta tltima desigualdad pues |} ' (v/s)| = |Exx (2.0)| para cualquier z € 5>~y
|Exk (2,t)] <1 para todo (z,t) € H,, ).

Si0<s < % tenemos, para alguna constante ¢’ independiente de \ y k (pues
k>1)que s(2k+n) < sk <. Luego (s (2k +n))é+n7_1 < (c’)%JrnTi1 =" y por

1 1
6.7), lprt(Vs)|<1<d'= < —.
‘ k ( ){ c (S (2k+n))%+7

1 k
Si z <s< 3 observamos que, por (6.4),

n—1 1 _n—-1

[er (V)| S elsk) 4T < (s(2k+m) T

con ¢ otra constante independiente de A y k. Y esta desigualdad conjuntamente con

(6.7) nos da que [}~ (V)| < ¢ (s 2k +n)) %
4+ nl

31, entonces 6 € (0,1) y
2

(para otra constante ¢ también

[N

independiente de A y k). En efecto sea 6 =

3

Ll

G ()| = et (V) e (vE) [
i (VI < (¢ (s (2 +m)) )

— ' (s(2k+n)) T

IN

con ¢’ constante independiente de \ y k.

k Bk 1 1 -5 1 1 1
Si — < s < — observamos que k™1 (/ﬁ—l—\k—s]) < kik T = ks oy
2 . _1 2 —ﬁ 2 _é
que también o (k% + |k — s|> < §7d (53) — 53 (con ¢’ = (g) ).

Luego, multiplicando estas dos desigualdades y tomando raiz cuadrada hallamos que
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NI
o=

(Rl —sl) " < e (sk) 78 < (s (2K +m))”

y k. Y esta desigualdad juntamente con (6.5) nos da una estimacién del tipo deseado.

3k
Si > < s observamos que

con cs, ¢4 independientes de A

1 1 1
< e R <e(sk)Ts < (s(2k+n)) 7o

1 1
con ¢ independiente de A y k (donde se ha utilizado que 3 (s+ k) > (sk); y que la

T

funcién 7 — 7e " es acotada en [0, 00))
Finalmente, queda solo considerar el caso k = 0.
Aqui tenemos ’gog_l (\/§)| —e i <c(s(2x0+ n))f(%y%l) con ¢ independiente

de .

Por lo tanto hemos encontrado en cada una de las regiones consideradas una esti-
maciéon del tipo requerido por el lema. Tomamos ahora la mayor de las constantes ¢

obtenidas en cada region y la prueba esta completa.

[ |
Prueba del Lema 6.4.
Recordemos que
— kl'(n—1)! o (217 e
c@IAk) = m/g% 1 (T et do(2)
k‘ (n B 1)| n—1 ‘)\’ 1A n—1 1
Gan—nit 2 )¢ " =% ('A“) '
con lo que el lema sigue inmediatamente del Lema 6.5.
[ |

Prueba del Teorema 6.1. Sigue inmediatamente del Teorema (6.3) y del Lema

(6.4).
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El resto del capitulo concentraremos nuestras fuerzas en probar el teorema (6.3).
Sea v una medida de Borel sobre H,,, radial, con soporte compacto, a valores reales
(no necesariamente positiva) y de variacién total finita. Para r > 0y f € C.(H,)

sean
T.f = [ *u,, (6.8)

y v =v" — v~ la descomposicién de Hanh de v en su partes positiva y negativa. De

la definicién de dilatacion de una medida es inmediato ver que

(l/+)r (H,) =v' (H,) <ooy (V_)T (H,) = v~ (H,) < oco. También,

(f x ) (2,1)

- / f( (rw, r2s 1)d1/(w,s)
(G20

=

n

= /Hn f rw r? s 1) dvt (w,s) — /Hn f <(z,t) (rw,r2s)71> dv™ (w, s)
= (fx(),) GO = (f+ (7)) )

Ahora bien, para 1 < p < oo, por la desigualdad de Jensen,

| f * (7/+)T 15 = /Hn /Hn f ((z,t) (rw,r2s)_1> dvt (w, s) ’

< (V+ (Hn))p‘l /Hn /Hn ‘f ((z,t) (rw,rQS)_1> g
= (v (Hn))p_l /Hn /Hn ‘f <(z,t) (rw,r2s)_1> ‘pdzdtdl/Jr (w, s)

= (v )" A1

dzdt

dvt (w, s) dzdt

luego ”f*( ) l, <v ( n) || fllp ¥ similarmente Hf*( ) lp < v~ (Hy) ||f]l,- Estas

desigualdades valen también, trivialmente, para p = co. Entonces

1T, < ] (H) (11l (6.9)

parar > 0,1 <p< ooy f € C.(H,), donde, como es usual, |v| := v + v~. Mas

aun, si S, es el operador definido por

Sef =[x, (6.10)
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entonces también

15 £, < Tl (Ho) £ (6.11)
parar > 0,1 <p< ooy fe€ C.(H,). De las desigualdades (6.9) y (6.11) y de la
densidad de C, (H,,) en L? (H,,) para 1 < p < oo, es inmediato ver que T, y S, se
extienden de una unica manera a operadores acotados sobre L? (H,,), 1 < p < oo (que
seguiremos denotando con 7T, y S,) y que satisfacen las mismas estimaciones.

Sean ¢¢ y ¢ como en el capitulo 5, esto es, ¢9 € C°(R) una funcién par, con
soporte contenido en (—%, %) ytalque 0 <o <1y ¢yg=1en [—%1, ﬂ Ademas ¢
definida por

B(&) = ¢o (&) — do (2%¢) .

También, para j € Ny 7 > 0 sean "%, ™ € S (H,) las funciones radiales dadas

por las féormulas (5.16) y (5.14) tomando alli v en lugar de y, i.e.,

0 (2 4) = (1 )n+17§%4<yr*eA,m) (=) 6o (2 [A] (2m + ) [A" dA,

or

n+1l oo
I (at) = (%) Z/R@T*em) (2,6)6 (277" |\ (2m+ ) ) A" dA
m=0

Una inspeccién de los argumentos dados en el capitulo 5 muestra que la funciones ",

V™ estén bien definidas y que pertenecen efectivamente a S (H,) ya que la prueba de
estas afirmaciones solo utilizé que p era una distribucién radial, de soporte compacto
y que sup{|g(A,m)| : e R—{0},m e NU{0}} < oo, condiciones que cumple v
(lv(A,m)| < |v| (H,) para A € R—{0}, k € NU{0}). También por el mismo motivo,
las férmulas (5.15), (5.13) permanecen vélidas.

Maés atin, una inspeccién de las pruebas de los Lemas (5.8) y (5.12) muestra que
estos resultados continian siendo validos si se reemplaza en los enunciados p por v.

Por la observacién (9.3) para f € S (H,) se tiene que
f* vk :f*VQk*F[O}—f-Zf*VQk*F[j] :f*ka’0+Zf*y2k’j
J J
en L*(H,) y por lo tanto que, para cada punto,

Mo =sup (1f «vor]) < sup (| 070 ) + 3 sup (|77
kEZ keZ = keZ

) (6.12)
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y para 1 < p < 0o, el lema (5.12) nos da una constante positiva c tal que,

para f € S (H,),

sup (‘f*l/ 0 H sup |f>|<1/’”0|)H SchHp. (6.13)
keZ r>0 p
Parak € Z,j €Ny f e S(H,) sea
Tinf = f s 2 (6.14)

. < k 4
Entonces, teniendo en cuenta la expresion de v*

)

1

(Tikf) (2,t) = <%)n / foxvge xenn) (2,8) ¢ (223 N (2m + n)) [A[" dA

1
Sea ¢ € CX(R) tal que sop(¢) C sop(p) C [5,2} , = 1 en el soporte de ¢,

y Z(p (22j§)2 = 1 para ¢ > 0. Como ¢ = 1 en el soporte de ¢ tenemos, para
JEZ

feSH,),

(Tixf) (2,1)

_ (;ﬁ)nﬂ N / (f # v % eam) (2, 8) & (2269 || (2m + )
><90(22(k_])|A|(2m+n) Al dA

_ (;ﬂ)nﬂ S / (f % exm) (2,8) 7o (A, m) & (22579 M| (2m + )
3 (2m 4 ) AT 0

_ (%); [ (7 o) G000 DN 2m + )P m)

x p(22E=1) | | (2m + n))|A|"dA.

Para j € Z sea Ky, la funcién radial definida por (2.6), i.e

Ky (21) = (;ﬂ) mZ:O/ £(2% (2m + )| A)esm(z, )N,
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Entonces Ky € S (H,) (cf. Observacién 2.36). Notemos que

m>0

Ky (2,1) = (%YHZ / 0(2% (2m + n) A Jerm (2, £)| AN

. 1\
= 27+ (%> Z/@((2m+n)|8|)ezm,m(2¢)|5|nd5

m>0 R

‘ 1 n+1 . .
= 20 (L)% [t wlsenn(z iz 2 olspas
e

mZOR
272 [0 (2772, 2799t) = (Kapo)y, (2,1),

esto es,
K (z,t) = (Ky)y (2,1),

Ahora,

(T],kf> (Z7 t)

N %) ;/ (f * exum) (2, ) p(226 A (2m +n))P(2%A,m)

X p(22F=DN|(2m 4 n)) | A["dA

n+1
N (i) 2. / (f # eam) (2 )0y (Am) D(2A, m)d(24- A (2m + n))|A"dA
1 n+1 " )
= (35) X e K wenn) 0 ()0 (220 2 ) A
1 n+1 " )
= (3) X[ (e K v wen) (1000 (A2 -+ ) N
1 n+1 " )
N (%) 2 / (T (f % Kor1)) % €aum) (20022 DI\ (2m + ) [A]"dA

= (Tjn(f * Kor-5)) (2,1)

Tipf = Tjx(f * Kor-s). (6.15)

Lema 6.6. Sea v una medida de Borel sobre H,,, radial, con soporte compacto, a
valores reales (no necesariamente positiva) y de variacion total finita. Para j € N

y k € Z sean Ty, y Sy los operadores definidos por (6.14) y (6.10) respectivamente
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y sean Mz y Mg, los operadores mazimales definidos por las formulas (3.2) y (3.3)
respectivamente. Entonces para f € S (H,,)

(i) T3 fll, < clIf], pora 1< p < oo

(i) Ty f | < ¢S ((MsoMaing) (1)

con ¢ y ¢ constantes positivas independientes de j,k y f (y ¢ = c(p) dependiendo

eventualmente de p).

Prueba. Tomamos [ € N tal que [ > 2n+2 . Como Ky € S(H,), existe una
1\ —!
constante ¢ tal que | Ky (z,1)] < ¢ (1 + (|2° +t*) 4) para (z,t) € H,.

1\ —!
Sea g : H, — C definida por g(z,t) = c<1+ (’,22‘ +t4)4> . Entonces ¢g €
L'(H,), g es no negativa y continua, radial en z, par en ¢, y decreciente tanto en |z|

como en |t| y satisface | Ko (2,%)|| < g(z,t). Entonces, por (6.15)

[(Tikf) (2, 0)] = [(Tox (f % Ko=) (2, 8)] = [(f # Koy % va) (2,8)] - (6.16)
(LF 1 [Bans | 5 [v]g0) (2,8) = Sax ([f] * gar—3) (2,1)

IN

Para 1 < p < 0o Sy es un operador acotado en LP(H,,) con ||Sk| o, o, < V] (Hy)
(cf. (6.11)) tenemos

15k N, < (ol () [|f] % gar-sl, < [v] () lgas—slly [ F1], = 1w () gl 11,

lo que nos da (i).

También, por el lema (5.10)

Sor (1f] % g25-3) (2, 1) < cllglly Sax (MzoMaing [f1) (2, 1)

donde ¢ es una constante dependiente solo de n y entonces de (6.16) obtenemos

[(T3f) (2, 0)] < cllglly Sax (MsoMiing | f1) (2,1)-

Notemos que por (i) del Lema (6.6) y por la densidad de S (H,,) en L? (H,,) para

1 < p < o0, los operadores Tj, se extienden (univocamente) a operadores acotados,
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(que seguiremos denotando por Tjj) sobre LF (H,,), 1 < p < oo para los cuales las

estimaciones del Lema (6.6) siguen siendo vélidas. Para j > 1y f € S (H,) sea

T} f = sup Ty f = sup (| f v
keZ keZ

) . (6.17)

Lema 6.7. Sea v una medida de Borel sobre H,,, radial, con soporte compacto, a
valores reales (no necesariamente positiva) y de variacion total finita, y para j > 1
sea T; definido por (6.17) . Entonces existe una constante c independiente de j tal
que, para f € S (H,),

177 £l < 27711 £11,

Prueba. Para f € S(H,),

5 < D ITikflls = D T (f * Ky

k€EZ kEZ

1771

y por la identidad de Plancherel,

ST (f Ky 2 = eSO / F o Koy * enn) (2, 0) 2| d

kEZ keZ m>0

x |7 (22X, m) ¢ (22" |A[(2m + n) |)|2dA

donde ¢ es una constante dependiente solo de n. Por (6.2), el segundo miembro de

esta igualdad estd mayorado por

" 226=9) | \|(2m + n))|*
; ZZ/ (F # Ky % exm) (2, 0) P A2 dz‘¢( A >)‘ i

k7m0 (22|24 n))?

2

k=D \|(2m + n))
_ 258 2n ¢<2 ’ |( m
_ o ZZ/ (5 Kty x 3) (2 O NP d | G HEEER
keZ m>0
< 27 jal 6 (jal)| ZZ/ (f % Kooy 5 ) (2, 0)% [ A" dzd
keZ m>0
= 28 o o fa)|| >N Kl

con ¢ una constante independiente de j y de f y donde en la ultima igualdad hemos
utilizado la identidad de Plancherel. Recordando las desigualdades de Litlewood Pa-
ley dadas por el Teorema (2.37) y observando que ”|x|7ﬁ¢(|x|)H < 00, la tultima
expresion esta mayorada por h

2 2.
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donde ¢” es una constante independiente de j y f. Entonces hemos probado que

|5 £l5 < 2727|1113

Ahora estamos listos para probar un primer resultado.

Teorema 6.8. Sea v una medida de Borel sobre H,,, radial, con soporte compacto, a
valores reales (no necesariamente positiva) y de variacion total finita . Entonces M},

es un operador acotado en L* (H,,).

Prueba. Para probar el teorema observamos que, teniendo en cuenta (6.12) y

(6.13), solo debemos mostrar la acotacién en L? (H,) del operador MY, dado por
Miof =Y Ti(f).  feS(H)
j=1
Pero, por el Lema (6.7),

|".s

L <e> 2 sl =S
J=1

Necesitaremos los siguientes teoremas de interpolacion.

Teorema 6.9. (Teorema de interpolacion de Riesz Thorin, cf. [Gra08], Theorem
1.3.4). Sean (X, p) e (Y,v) dos espacios de medida. Sean 1 < pg,p1,qo, 1 < 00 y sea
T un operador lineal definido sobre LP° (X, pu) + LP* (X, pn) tal que T (L* (X, pn)) C
L (Y,v), T (L* (X, p)) C L? (Y,v). Asimase que existen dos constantes positivas
Ay, Ay tales que

||Tf||qu(Y,1/) < A ||f||LP0(X,M) para f € L (X, p),

||Tf||Lq1(Y,y) < A ”fHLPl(X,H) para f € LP (X, ).
11 1 1 1 1
Para 0 < 0 < 1 sea (—, —) =40 (—, —) +(1-10) (—, —> . Entonces

P q Po 9o P1 q1
”TfHLq(Y,y) < AgA%_e ||f||LP(X,H) para f € LV (X, ).
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Teorema 6.10. (Caso particular del Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz,
cf. [Gra08], Theorem 1.53.2). Sean (X,u) e (Y,v) dos espacios de medida. Sean
1 <py<p <0 yseaT un operador definido sobre LP° (X, u) + LP* (X, u) tal que
T (L7 (X, p)) C L® (Y,v), T (L*' (X, p)) C L? (Y,v). Asimase que T es sublineal
fic., T(f+9) < [T+ T, T(eh] = T ()] para f.g € Dom(T), y

c € C). Asimase también que existen dos constantes positivas Ao, Ay tales que

HTfHL‘IO(Y,V) < AU HfHLPo(X,H) para f €L (X7 :u) )
||Tf||Lq1(Y,V) < 4 ”fHLPl(X,M) para f € LP (X, ).

11 1 1 1 1
Para 0 < 0 < 1 sea (—, —) =40 (—, —) +(1-10) (—, —) . Entonces existe una
D q Po 4o P1 G

constante ¢ (0, po, p1) dependiente solo de 0, poypy tal que

||Tf||Lq(Y,u) < AgAi_e ||f||LP(X7M) para f € LP (X, p).

Sea N € N. Para 1 < 7 < X (respectivamente r = oo) sea I” vy (resp. [Zy y)

el espacio de Banach de las sucesiones de nimeros complejos con 2N + 1 términos
T

- ::( Z \ak|r> (resp.
_N,N

—N<k<N

H{ak}*NﬁkSNHlfNN = —]\?EIELN |ay|). Denotaremos con M (H,, C*"*') al espacio de

las funciones medibles definidas H,, con valores en C*V*!. Para 1 < r < oo denotare-

{ak}—Ngng provisto con la norma ”{ak}—Ngng

mos con L? (H,, " N, ) al espacio de Banach de las funciones medibles g : H,, — CcAH

provisto con la norma ||g||Lp( N‘

El siguiente teorema es un analogo vectorial del teorema de convexidad de Riesz

Hn,lCN’N

y es un caso particular del Lema 2.2 de [KeRu80].

Teorema 6.11. Sean 1 < rg,r; < 00 y sean 1 < p < 00 y supongase que T es un
operador sublineal T : LP (Hn,C2N+1) - M (HN,CQNH) . Asimase que existen dos
constantes positivas Ag, A1 tales que

||Tf||Lp<H”l1l,ioNyN) S AO ”f||Lp(HmliON7N) para f cL? (Hna lT;ONJV) )

HTf”LP(Hn,lT_IN’N) < 4 HfHLp(Hn,lT_lN’N) para [ € LP (Hm ZTN,N) .
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1 1 1
Para 0 < 6 <1 sear dado por — = 0— + (1 —60) —. Entonces
r To 1

HTfHLp(Hml[N,N) < AgA%_e HfHLP(Hn,lZN’N) para [ € LP (Hna liN,N> .

Sea j € N. y sea T; definido por (6.17).

T es sublineal y no negativo, lo que implica }T;f —T;g| <T;(f —g) para f,g €
S (H,) . Utilizando esta propiedad, y la estimacién dada por el Lema 6.7 y la densidad
de S (H,) en L” (H,) para 1 < p < oo, es inmediato ver que T se extiende, de una
tnica manera, a un operador sublineal (que seguiremos denotando con T ) definido
y continuo en LP (H,,) para 1 < p < oo para el que continua valida la estimacién dada

por el Lema 6.7,

Probaremos ahora el Teorema 6.3, que enunciamos nuevamente a continuacién:

Teorema Sea v una medida de Borel sobre H,, radial, con soporte compacto,
positiva y finita. Asumase también que existen 5 > 0 y una constante positiva c tales
que para N € R — {0} y k e NU {0},

[\ K] < e(IM](2k +n) 7.
y sea MY el operador mazimal definido, para f € S (H,), por
Mo f = sup (|f * vail) .
jez
Entonces para 1 < p < oo existe una constante positiva c tal que | My, fll, < <l fll,
para toda f € S (H,).

Prueba. Sea p tal que 1 < p < oo. Para N € Ny f € S(H,) sea

VN (f) == sup [Ty f|. Entonces {Vi (f)}yey € una sucesiéon mondtona no
decreciente de }gr?(’:gigojrles medibles y no negativas y My (f) = ]\}1_{%0 Vi (f) . Luego
[ Mg, (O, = Nh_{noO [V (f)Il, - Entonces para probar el teorema basta con ver que
para cada N € N existe una constante positiva ¢ = ¢ (p) independiente de N tal que

para toda f € S (H,)

sup [Ty f|

—N<k<N

<c@) 71, -

p
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Para k € Z, Tyr es acotado en LP (H,) (cf. (6.9)) entonces para N € N existe una
constante positiva ¢ (N, p) (eventualmente dependiente de N y p) con la propiedad de
que para toda f € S (H,)

sup [Ty f|
—N<k<N

< (N, p) I f1],-

p

y como el infimo de una familia de constantes con esta propiedad también la tiene,

es claro que hay una menor constante A (N,p) con esta propiedad. La prueba del

teorema se reduce entonces a mostrar que A (N, p) < C con C independiente de N.
Por (6.12)

[e.9]

swp [Toef| < sup (|fer0)) £ s T

—N<EZN —N<kEZN =1 —N<kZN

y por (6.13)

sup <‘f * y2k’0‘> H <1,
p

keZ

con ¢ una constante independiente de f (y de j,k y N). Entonces

\ ap [Tl < 1l -S| s (s (6.18)
_N<k<N » o l-N<ksn »
= LS| s 1T (7 x Ka)
X —N<k<N
3=>0 4
2
< U+ Y ( 3 muwﬁ_»e)
7=>0 —N<ZEZN »

donde en la dltima igualdad hemos utilizado (6.15).

Si {gk}_n<p<n €8 una sucesion de funciones con 2N + 1 términos con cada gx €
LP (H,) definimos T ({gx} _y<pen) = {Tjr91} _nepen

Consideremos el caso 1 < p < 2. Por (ii) del Lema 6.6 existe una constante ¢’

independiente de j,k, N y de la sucesién {gr}_y<.<y tal que

sup |Tje (ge)l|| < || sup  Sor (Mz0Mging) |gr])
—N<k<N P —N<k<N p
= "|| sup Tor ((M30Msing) |gx|)
_N<k<N »
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donde en la ultima igualdad hemos utilizado que, por ser v positiva, S, = T).Entonces

sup [Tl < | sup Tzk( sup ((MoMying) |gz|))
_N<k<N » _N<k<N _N<I<N »
S C”A(N7p) sup ((M30Msing) |gl|)
—N<I<N p
< "A(N H M30M8mg)( sup |gl|)
_N<I<N »

la dltima desigualdad porque MsoM,;,, es un operador con la propiedad de que si
0 < h < h entonces 0 < MsoMyipng (h) < MsoMjip, (ﬁ) . Como Ms0Mgin, es acotado

en LP (H,,) tenemos entonces que

con ¢, ¢ independientes de 7, k, N y de la sucesion {gr} nepen - -

sup gl (6.19)

—N<I<N

sup [T} (gx)]
—N<k<N

S C”C”/A (N,p) ’

p p

También, por el lema (6.7), T} es acotado en L*(H,) con

1Tk o1y 2y < 2798,

siendo ¢ independiente de j y k. Y, por (i) del Lema 6.6,

L5kl e,y ) < €

con ¢ independiente de 7, k. Recordando que 1 < p < 2 el Teorema de interpolacién de
28 . :
Riesz Thorin nos da que ||7} k|| Lo(H,), Le(Hy) < C42 ¥ con ¢4 constante independiente

1
de jy kycon — =1-——.Luego
p p

3=

> ITj,k(gk)\p>p = </ > Tik(ow) ) (6.20)

—N<k<N , _N<k<N

1
p

= < > HTj,k(gk)HZ>

~N<k<N

_2p
< a2 P ( > ||9k||§)

—N<k<N

RS
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1 1 1
Ahora 5= 05 +(1-0) — ¢on 0 = g, y por (6.19) y (6.20),

HT ({gk}—N§k§N> HLP(Hn:l‘iONW) < "d"A(N,p) H{gk}—NSkSNHLp(HmliON’N) )

2jB
ol

HT({gk}—NSkSN)HLP(Hn,lP ) = "es2”

P on ‘{gk}—NSkSNHLP(Hn,ZfNVN) )

Entonces, por el teorema 6.11,

HT ({gk}—Ngng) HLP(Hn,P )

~N,N

< C//C///Q_j”# (A (ij))l—g ||{gk}—N§k§NHLp(Hle )

“N,N

Tomando {gr} yepen = {f * Kor-i} yopony encontramos que

2

H( S 1T (f KMF) (6.21)

N<ELN
p

_ 3
< @V (A(N,p)) ( > If+ K2“'2>
—N<k<N
p
la dltima desigualdad por las desigualdades de Litlewood Paley del Teorema 2.37.

Combinando (6.18) con (6.21) obtenemos

con ¢ independiente de N y f. Por la propiedad minimal de la constante A (N, p) con-
cluimos que A (N, p) < ¢ (1 + (A (N, p))l_g> .Si A(N,p) < 1no hay nada que probar.
Si A(N,p) > 1 entonces tenemos A (N,p) < ¢ (1 + (A(N,p))l_§> < 2cA (N,p)l_% lo
que nos da A (N,p) < (20)% ,1.e., A(N,p) < C con C independiente de N. Entonces

—N<EkEZN

sup [Tfl| < (1 (A0 I,

el teorema es valido en el caso 1 < p < 2.

sup ‘TQkf| ‘
—N<k<N

1 <p <2 el teorema de inotoerpolacién de Marcinkiewicz nos da que

| o s
—N<k<N

Como

<v(H,)|fll, v teniendo en cuenta el resultado para

<c|lfll, para todo g > 2 lo que termina la prueba del Teorema.

q
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Corolario 6.12. Del teorema 6.1 se obtiene que lim (f * (0 ® §)qi)(2,t) = f(z,1)

j——00
pp(z,t) para toda f € LP(H,) con p > 1.
Pues. Es claro que si ||g]|, = 0 entonces g(z,t) = (0,0) pp(z,t), por lo que la
prueba serd mostrar que
[limsup(f * (0 @ 6)2i) (2, 1) = f(z, D), = 0.
j——o0

Sea primero F' € S(H,) tal que

If = Fl, <e
Entonces
[ lim sup(f * (0 ® 0)2i)(2,t) — f(z,8)l,
Jj——00
< [[limsup(f — F) * (0 ® 0)ai ||, + || imsup(F x (0 ® 0)as) — Fll, + [ £ = fll,
J——00 J——00

< [[sup(lf = F[* (0@ d)ai)llp + 0+ e < e+l f = Fll, < (1 +¢).
JEZ

Luego
[ lim sup(f * (0 @ 0)2:)(2,t) — f(z,1)[l, = 0,

Jj——00

entonces .Er_n (f*x(0®38))(2,t) = f(z,t) pp(z,t)
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7 Operadores maximales asociados a hipersuper-

ficies de revolucion en el grupo de Heisenberg
H,,.

En esta capitulo nuestro propdpsito es probar la acotaciéon en LP (H,) de operadores
maximales asociados a algunas hipersuperficies de revolucion ¥ en H,, de la forma
Y={(zt)eH,:t=T(z)} donde I' : D C C" — R es una funciéon medible y radial
con dominio D = C" o D una bola centrada en el origen. Resultados andlogo en R"
fué obtenido por Hung Viet Le en [Hu00] (ver también [Hu00(1)], el cudl sigue ideas
de Duoandikoetxea y Rucio de Francia en [DuoRu86|. Parte de cuyos argumentos
adaptaremos a nuestra situacién).

Para r > 0 sea B, (0) = {z € C" : |z| < r} y sea I" una funcién del tipo descripto
arriba. Sea I'g : Dy C [0,00) — R tal que I'(z) = I'y(|z|) para z € D, donde el
dominio Dy = [0,00) si D = C" 0 Dy = [0, R) si D = Br(0). Para g € L (R), sea

Mo el operador maximal unidimensional

Mg (z) : = sug / lg(x — Ty (|2|))| dz si D =C", (7.1)
r>

Moyg (z) : = sup / lg (z (s))|ds si D= Bg(0), (7.2)
O<7‘<R B ©)

y para f € S(H,), (z,t) € H,, sea

Mrf (z,t) :su10)|B |/’f ((z,t) (w, T (w |deID Cc", (7.3)
r> BO)
1
Mef(ad) ¢ = sup / 1 ((228) (w,T (w))™)| dw si D = By (0) (7.4)
B (0)

En este capitulo probaremos el siguiente

Teorema 7.1. Sea I' : D C C" — R wuna funcion medible y radial con dominio
D todo C" o una bola centrada en el origen y sea I'y : Dy C [0,00) — R tal que

I'(z) =Ty (|z]) para z € D, con Dy = [0,00) si D =C" 0 Dy =1[0,R) si D = Bgr(0).
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Sea My el operador definido por (7.1) o por (7.2) segin cual sea el dominio de T
Si My es acotado en LP(R) para 1 < p < oo entonces para 1 < p < oo existe una

constante positiva c tal que [|[Mr (f)||, < c||f|l, para toda f € S(H,,).

La prueba del Teorema 7.1 serd dada al final del capitulo, luego de algunos resul-

tados preliminares.

Observacién 7.2. Como en el corolario 6.12 el teorema 7.1 implica que si My es

acotado en LP(R) para todo p > 1 y si f € LY(H,) para algin q > 1 entonces

f(zt) = }«I—IE)\B |/|f zt (w, T (w }dw p.p.(z,t) € H,.

B,(0)

El teorema 7.1 adquiere utilidad gracias a los siguientes resultados, probados en

[Hu00] (cf. la prueba de los Corolarios 1y 2 del capitulo 2 en [Hu00], p. 13-14)

Lema 7.3. (i) Sea Ty : [0,00) = R y sea My el operador definido por

Mog (x) := sup E /Or g <$ — FO )’ dt. (7.5)

r>0 T

Si Ty € C[0,00) es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en [0,00) y
T} es creciente en (0,00) entonces My es acotado en LP(R) para todo p > 1.

(ii) La misma conclusion vale si My es definido por

—~ 1 r
Mog (x) == sup — /
0

o<r<RT

g(x—l"o )‘dt

y Ty : [0, R) — R satisface que I, et [0, R) es una funcion estrictamente creciente

en [0, R) y que su derivada T es creciente en (0, R) .
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Lema 7.4. Sea Iy : [0,00) = R y sea M, el operador definido por (7.5). Supéngase
que Ty satisface: Ty € O [0, 00), T, (0) =0, Ty es estrictamente creciente en 0,00),
' es decreciente en (0,00) y que la funcién s — s~ Ty (s) es creciente en (0,00) para

algin o > 0. Entonces Mg es acotado en LP(R) para todo p > 1.

Observaciéon 7.5. Sean Sea fvo Y MO como en alguno de los dos lemas anteriores y
supongamos que D = C". Entonces si tomamos I'(w) = fg(|w|) tenemos que Mr es

acotado en LP (H,,) para p > 1.

Prueba. Sean I'y, My como en la introduccién del capitulo y supongamos que

D = C". Entonces, pasando a coordenadas polares,

Mig(@) = swp / (e = To (=)l dz

- |82n 1| o 2n—1
= sup |g x—Tg(s))] s "ds
r>0 Wap r2n

S2n 1
= sup—| | / ‘g (x—FO <Tﬁ))’d7
r>0 2nwan " Jo
/" 1
= cnsup—/ g(:c—Fo(Tﬁ>>‘dT
r>0T Jo
[ ~
= ¢psup — / g (x—FO (7')) ‘ dr
>0 T Jo

con Iy (1) =T (Tﬁ> y donde ¢, es una constante dependiente solo de n. Luego si

la funcion fo asi definida satisface las hipotesis del lema 7.3 o del lema 7.4 entonces,

por el Teorema 7.1, Mp es acotado en LP (H,) para p > 1.

Ejemplo. SiT': C" — R es la funciéon dada por
I'(z) = |2/

con g > 2n entonces el correspondiente operador maximal My es acotado en LP(R)
para todo p > 1 y por lo tanto, por el Teorema 7.1, Mr es acotado en LP (H,,) para
todo p > 1.
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Si o es una medida de Borel regular sobre H,, (en particular si ¢ es una medida
de Borel a valores reales y de variacién total finita) entonces f * o esta bien definida
para f € C. (H,) por la expresion (f * ) (z,t) = / f((z,¢) (w,s)_l) do (z,t). Sio
es de variacién total finita (en particular si o es pos?lcrilva y finita) entonces || f x o, <
o (HL,) [|f]|, para f € Ce(H,), 1 < p < oco. Como C,(H,) es denso en L’ (H,)
para 1 < p < o0, se sigue que, para 1 < p < oo, el operador f — f % o ad-
mite una unica extensiéon continua a LP (H,). Definimos entonces f % o para f arbi-
traria en LP (H,) como el valor en f de esta extensiéon. De igual modo o * f puede
definirse para toda f € LP (H,) (con ¢ x f dada inicialmente para f € C.(H,) por
(o f)(z,t) = / f((w, $) 7' (z, t)) do (z,t)). Por supuesto, si o fuese absolutamente
continua respect@nde la medida de Lebesgue, la definicién de f x o (y de o * f) para

f e LP(H,) a través de las extensiones mencionadas es innecesaria.

Recordemos el hecho bien conocido de que si ¢ es una medida de Borel positiva y

si f, g son medibles y no negativas entonces

/n(g*u)f = /ngv(u*fv), (7.6)
/n(u*g)f = /gv(fv*u). (7.7)

n
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En efecto,
[wwr = [ @eieoreoa
9 ((z,0) (w,8)7") dp (w, s)) F(2,t) dzdt
(1) (0,5)) (2t ) d )
/g((Z?))f((E, dzdt> dpu (w
0"
0"

dzdt) du (w, s)

dp (w ) dzdt

I
Q@

3

= /Hngv(u*fv)

lo que nos da (7.6). La prueba de (7.7) es similar.

Lema 7.6. Sea {0}, , una sucesion de medidas de Borel a valores reales (no nece-
sariamente positivas) sobre H,, y con variacion total |o;| (H,) < 1. Sea 1 < ¢ < oo.

(i) Si existe una constante positiva A tal que sup|c7j| « fll < Alfll, para toda

JEL q

1 1
f € L1(H,) entonces para p tal que ‘5 - -
p

positiva c tal que para toda sucesion de funciones {g;},, en L” (H,),

< 2— se tiene que existe una constante
q

1
2

(Z |95 * Uj\2> <c (Z \%!2) : (7.8)

jEZL jEL
J J D

(11) Si existe una constante positiva A tal que sugf *|ogl|| < A|lfll, para toda
je

q

1 . .
— — —| < — se tiene que existe una constante

Pl 2q
positiva ¢ tal que para toda sucesion de funciones {gj}jez en LP (H,),

(Zlaj*mz) <c <Z|gj|2> . (7.9)

p

f e L1 (H,) entonces para p tal que

NI
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1 1 1

Prueba. Para probar (i) consideremos primero el caso en que 3~ —‘ = 3
p q
1 1 1 P\’
y p > 2. Tenemos — = — — — y entonces q = (—> Sea N € N, entonces
2q 2 p 2
%
( Z g9 *0‘j|2> < Z lg; % ;] € LP (H,) . Luego existe f € L (H,), con
~N<j<N ~N<j<N
f>0y|lflly =1 tal que
1 1
2 2
2 2
< > |gj*0j’> :/ ( > \9j*0j|> f.
~N<j<N ) Hn \-N<j<N
Entonces
1112 1 2
2 2
2 2 ) /
(e} | = ([ 2 ) s
J " \=N<j<N
P
< / < > |9j*0j|2) o g
n \=N<j<N
- (S meet) e
n \=N<j<N

la tltima desigualdad viene dada por Jensen utilizada con la medida f* (z,t) dzdt

/
y la funcién convexa ® (s) = s* Ahora, (2—p)q = (2—7p) (g) = p’ entonces

f>7P € L7(H,). Ahora bien,

(g * 0;) (z,1)]?

/ gj ((z,t) (w, 3)71) doj (w, s)

2§ (/Hn\g](zt)(ws )| dlojl (w, 8))2

= (IUj(Hn)\)Q(/Hn\gj(zt w, s) )\, d\aj\(w,S))Q

< (o @) [ oy (20 W)_lﬂgm

< (lg* *lojl) (2,1)

d|oj| (w, s)

donde hemos usado que |o; (H,)| < 1 y la desigualdad de Jensen con la medida
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d|o;| y con la funcién convexa ® (s) = s*. Entonces, por (7.6),

|oj (H,,)|
/(Z |9j*0j|2)f2_p/ < > / (lgs1” * los]) S27
n \=N<j<N —N<G<N
= X [l (et )
—N<j<N
2 o
< / |(95)"| sup(laz!*(fv)“)
n _N<j<N lez
2 .
< | S 1P| s (il 7))
~N<G<N p 1€ q
2

1112

2
-1 =)
~N<j<N

/
la dltima desigualdad por Hélder (y porque g = (g) ). Ahora bien, por la hip6tesis

sup (Joul » (£ H <Ay

sup (|oo] * (£ ™)

leZ

)
q

del teorema,

= A Hf”i,_p/ = A. Entonces

lez
102 1012
2 2
2 2
> gixoyl ) <A ( > gl :
~N<j<N ~N<j<N
p p
. 1 1 1
y haciendo tender N a oo obtenemos (7.8) para el caso en que R yp>2
p q
. 1 1 1
Probemos ahora (i) para el caso en que 57| =57 p < 2.
p q

Sea T :L” ([2> — LP (ZQ) el operador definido por T ({gj}]EZ) = {g; * Uj}jeZ‘
Notemos que (L” (12)) L? (12) Para {g;},., € L () vy {f; Yiez € 74 (I*) tenemos
Z/ g;*0;) fi Z/ g] U]*f] Z/ 930] fV_Z/ gJ *fvv
JEZ JEZL JEZ

y entonces el adjunto de T" estda dado por

o <{fj}j€Z> - {(Uj * f’y)v}jez

y T es acotado en LP (l2) si y solo si T es acotado en L (l2) :

1 1 1 1 1 1 1
Pero — = - — - = - — — = |2 - =
2q p 2 2 p 2 /

i (1) <7,

y p’ > 2 entonces por el caso anterior

. Entonces T es acotado
LY (12)

= c||{itse

L7’ (12) L7 (12)

111



1 1
SR el Ahora, el Teorema de

2 p q
interpolaciéon de Marcinkiewicz para operadores entre espacios de funciones a valores

1 1 1

b2 2

1
en L (12) , i.e., (7.8) vale para el caso en que

vectoriales 6.11 nos da la estimacién (7.8) para todos los p tales que

La prueba de (ii) es completamente similar.
|

Teorema 7.7. Sea {O'j}jez una sucesion de medidas de Borel a valores reales sobre

H, y con cada o; de variacion total finita. Asimase que existe o > 0 tal que, para

jeZ, Ae R\ {0} y k e NU{0},
155 (0B < cmin (229 \] (26 +m))", (229 ]\ (26 +m)) ™).

U

y que |o;] (Hy,) <1 (con |oj| := 0] + 05 ). Para f € L® (H,,) sean

1 <s <
= <Z|f*oj|2> . ()= (Zm *f|2> . (7.10)
JEZ JEZ

Entonces
(i) Los operadores g1 y g; son acotados de L? (H,) en L? (H,).

n)
(i) Si1 < q < ooy el operador f — sup (f * |o;|) es acotado en L7 (H.,) entonces el
jez

1 1 1
operador gs (f) es acotado en LP (H,) para SR
p q
(i) Si 1 < q < oo y el operador f — sup (|o;| * f) es acotado en L? (H,,) entonces el
jEZ
1 1
operador ¢, (f) es acotado en LP (H,) para SR
p 4q

1
Prueba. Sea ¢ € C2° (R) una funcién no negativa, con sop (¢) C (5, 2) y tal que

1 1 1
___‘:— Para | € Z sea Ko

Z 0] (22j72) = 1 para todo 7 # 0, y sea p tal que
2 pl 2

JEZ

definido por (2.6), i.e

Koj(z,t) = (%)n Z/¢(221(2k+n)\)\])eA,k(z,t)|)\\”d)\.

k>0
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. Entonces para s > 1,

% 2\ 2
I (), = (z . f|2> 2o (z K) )| e
jez . JEZ €7,
. s
2\ 2

= Z (ZUJ*K2l+j*f>

jez | \iez
— {ZJJ*KWM *f} <ZH{0J*K21+J >|<f}]EZ e

leZ JEZ Lg(l2) leZ

2\ 3
= S| ([ s ) | - i
leZ jez =

donde, para [ € 7Z,
1
3
Ty (f) = <Z\aj % Koieg *f\2> .
jez
Probemos (i) para el operador gs. Por la identidad de Plancherel y teniendo en cuenta

la definicién de Ky+; tenemos, para cada [,

T2 ()13
= > D / [(f + exr) (2, 0)* (& (22090 |A] (2 +n))) " [55 (A A" dzdA

JEZ keNU(0)

<ZZ / /|f>|<eAk 2,0)|2G5(Ak) PN dzd\

sop(¢i+;) C*
Ahora, 0 < ¢ < 1y si ¢ (2209 |\ (2k + n)) # 0 entonces
9=2+5+1) < |\| (2 + n) < 27209,
Consideremos el caso [ < 0. Por nuestra hipdtesis sobre 77,
la desigualdad 2%|\|(2k + n) > 272D implica que

155 (AN k)| < e (2% |A] (2k +n)) ™" < 22Dy entonces tenemos que

I3 ()15
< ety Z |f*eM)(z,O)]2])\|2”dzd)\

JEZ keNu(0) Y L1+
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donde [;1; ={AeR: 272+ < |A|(2k 4+ n) < 2_2(l+j)} . Como cada I;; interseca

a lo sumo a cuatro conjuntos de la forma I;;; obtenemos finalmente que

I (Pl < 2 Y- // (fxexr) (2,0 N dzdN  (7.12)

keNU(0)
_ C//24la HfHQ ,

la dltima igualdad por la identidad de Plancherel.

Si I > 0, procedemos de un modo similar, solo que ahora observando que si
272D < |N[(2k 4+ n) < 2720%9) entonces |\|(2k +n) < 27204 y por lo tanto,
como |5 (A, k)| < ¢ (2% |A[ (2k +n))” entonces |5} (A, k)| < ¢27* lo que ahora nos

da que

I (NIl < e ) / Cnlf*em)(z LO)[* N[ dzd (7.13)

keNU(0
27| f1l5

Las estimaciones (7.12) y (7.13) nos dan que

lgz (N)lly < D NT()lly < €327 M|l + e £y

lEeZ <0 >0

= |l

lo que prueba la parte (i) del teorema para el operador gs..
Para probar (i) para el operador g; observemos que cr Y (N k) = 0 7 (N k) y que

por lo tanto ij satisface las mismas hipétesis que 0. También f * 0; = (aj * fV)

(Z o fVF)
JEZL

luego la afirmacién (i) del teorema para el operador gs sigue de lo obtenido para g;

Entonces

(o) | |l 1)

JEZ JEZL

N |=

s

(utilizado con las medidas o} en lugar de o;) y del hecho de que | fY|l, = [Ifll,-

Entonces la prueba de (i) estd completa.
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Para probar (ii) para el operador g, notemos que, si 1 < ¢ < 0o y si 5 >
p
por el Lema 7.6 y las desigualdades de Littlewood Paley del Teorema 2.37,

1T (P, = <Z|0j*Kzi+j*f|2> < (ZIKziﬂ*fIQ) <cllfll, (7.14)
p

JEL JEZ

11‘1

p

1 1 1 1 1 1
Sip>2(i.e.,si};zé—z—q)ysise@,p) seaQE(0,1)tadqueg:9§—i-(1—t9)]—9

Sil<0,de (7.14) y (7.12) el Teorema de interpolacién de Riesz Thorin nos da que

IT: ()l < 2 M £]],

ysil>0de (7.14) y (7.13) obtenemos de la misma manera que
ITs (Il < 27 £l

Entonces, por (7.11),

lg2 (Nll, < D ITi (Il < e Y272 I flL + D e £,

I€Z. 1<0 1>0
= cllflls-
Sip<2(ie.,si o % + 21 )y s € (p,2) el mismo argumento muestra que
g2 ()l < c|]|9f ||s. Entonces una nueva aplicacién del Teorema de Riesz Thorin nos
da que g9 es acotado en L® (H,,) para %_2_1q <s< %4— 2% i.e. cuando % — 1 21q

Entonces (ii) vale.
Para probar (iii), notemos que Ey (A, k) = (A k) y que por lo tanto ajv satisface

. . . %
las mismas hipétesis que o;. También f x o; = (a;/ * fv) . Entonces

NI

o (D, = (Z\f*%l)Z (Sl ) | = (Sl )
JEZL

JEZ JEL s

luego el resultado para el operador gy sigue del obtenido para g; (utilizado con las

medidas o} en lugar de o; y del hecho de que [[fY[l, = || f[l,)-
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Si v es una medida positiva y finita sobre H,,, denotaremos con ° a la medida

(también finita) sobre R definida por

VO (E) ::/ Xe(t)dv(z,t). (7.15)

para cada conjunto de Borel £ C R. Denotaremos también con F (uo) a la trans-

formada de Fourier de vy en S’ (R) dada por F (+°) (\) = /ei’\tdyo (t), A € R.
R

(y usaremos la misma notacién de aqui en més para la transformada de Fourier de

distribuciones en S’ (R) .

Lema 7.8. Para k € NU{0} sea @} definida por (2.4). Las siguientes afirmaciones
valen.
(1) Erxiste una constante positiva ¢ tal que si j € Z, A € R\ {0}, k € NU{0} y si

2% |\ (2k +n) < 1 entonces / opt (\/QZj || |z|2) —1ldz < 2¥ |\ (2k +n) .

By (0)
(11) Existe una constante positiva c tal que si j € Z, X € R\ {0}, k € NU{0} y s

2% |\ (2k 4+ n) > 1 entonces / opt ( 2% | \| |Z|2) ‘ dz <c (22j Al (2K + n))ié .

B1(0)

Prueba. Veamos (i). Tenemos

[ et (Ve -1
B1(0)
et (Ve ) -t o
SR LE:
B1(0)

V2 =
< [ VENEE sw
B1(0)

CNGIIE
0<r</227|\||z|?

dz

dz

k! 1 2
Recordando que ¢! (r) = mljﬁc (57‘2) e i” y que (Lﬁg), = — L' tenemos que

(gpk)/ (r) = —H_—lfrgof,:[ll (7’)—%@2 (r) . También |}, (r)| < 1 para todo r > 0. Entonces

n— k n 1 n—
s (@) 0] £ 0 s e )] +5 s e (o)
0<r<223|\||2|2 T g<r<2i|\||2|2 0<r<223|\[|2|2
, 1 ..
< k2 N |2 + 5022] Al 2]
< 29 |\ (2k +n) |27,
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y como sobre el dominio de integracién de la dltima integral |z| < 1y

2% |\ (2k +n) < 1, se sigue que

[ e (Ve wee) -1

B1(0)

< [ VR s @)
B1(0)

0<r<+/227|)||2]2
< e/22 IN\2Y |\ (2k 4+ n) < c(2k + n)_% 2% |\ (2k +n) < 2% |\ (2k +n)

dz

dz

y luego (i) vale.

Para probar (ii) observamos que

/ op ! (\/223' [\l ]2]2) ‘ dz (7.16)
B1(0)

ot (V2 )|
{2€B1(0):2% | \|(2k+n) |2|*<1}

ol (\/2% A W) \ 0z

+
{2€B1(0):2% |\ (2k+n)|2|*>1}
= I"+1II".

Y como ‘ng’l‘ <1,

I' < [{zeC 29\ @k+n) |z <1} =c (2P A (2k+n)) " (7.17)
< (29N (2k+n)) 70,

la tltima desigualdad porque 2% |A| (2k +n) > 1. Estimemos ahora I1*. Pasando a

coordenadas polares,

1
I = }52"—1\/ 1 |gp;;—1< 22 |)\|32> %" 1ds
(2% [A|(2k+n)) ™ 2
1
< c/ op <\/22j || s2> ) s*Lds.
(

. 1
2%7|A[(2k+n)) 2

y entonces, por el Lema 6.5,

, n-11 1 n-1 1
I < c(29|Ak) 2 6/ ()T TR ds (7.18)
(229X (2k-+n)) 2

n 1 1 . n
< (KT [ shds = (229 A k)T 6
0

< " (2Y N\ (2k +n))

D=
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y luego (ii) también vale.
|

Lema 7.9. Sea {v; }jeZ una sucesion de medidas positivas y radiales sobre H,,, tales
que v; (H,) <1y sean V;-) las medidas sobre R dadas por (7.15) para v = v;. Supéngase

que existe a € (0,1] tal que para j € Z,

175 (A k) — F () (V)| (7.19)

J

< (29 N\ (2k+n))" siAe R\ {0}, ke NU{0} ysi2¥ |\ (2k+n) <1,

75 (A k)l

< c(29 N (2k4+n))" " sixeR\ {0}, ke NU{0} y si2¥ |\ (2k +n) > 1.
( y

Sea ¢ € CZ(C") una funcion no negativa satisfaciendo que sop (1) C By (0) (la bola
unidad de C") y P =1.

Sea 0; = v, —C@ZQJ. ® 1/](-) donde 1)y (2) 1= 272 (Q_jz) , z € C". Entonces ezxiste
B >0 tal que para j € Z, N € R\ {0} y k € NU{0},

175 (A R)] < cmin (22 ] (2% +n))”, (27 A 2k +n)) 7). (7.20)

1
Prueba. Veremos que el Lema vale con § = min (a, 6) . Consideremos primero

el caso cuando 2% |\| (2k +n) < 1. Tenemos

55 (LR = (7 (k) = (8, @ v )TN E)| (7.21)
< |7 (A k) = (6cr @ VYN E)| + [ (0cr @ 09 E) — (0, @ 19N &)
= IT+1I

donde ¢ es la distribucion ¢ de Dirac en C" concentrada en el origen.

Ahora,
(6cn ® VJQ)A()\, k) = / op! ( Al |z’2) e Mdéen (2) du? (t)
= ot (0)/6_”\th? (1) :/e_i’\tdujo (1)
R R



con las funciones ]~ ' definidas por (2.4). Entonces

I = |0;(\k) = (6cn @7 (NE)| = |55 (A k) = F (v
< c(2¥ A\ (2k+n))",

la tltima desigualdad por (7.19). Y como 8 < a y 2% |\|(2k +n) < 1 entonces

también

I<c(29\ 2k +n)".

(7.22)

Ademés, 2% |\ (2k+n) < 1y entonces (2% |\ (2k+n))” < (2% |\ (2k +n)) "

luego también tenemos

I<c(29 A (2k+n)) ",

Por otra parte,

(ww ® V?)A(A’ k)

= [ (VIR e, @) e
= 70 [ o, @a (Vi) e

Y entonces
fz:|@@®wnA@_w)®wnx@
< |F W \1 - [ o (VIEE) a:
Y por lo tanto, como |f( < ly / Y, (2)dz = U (2)dz =
(Cn
s e e
< [l @l (VIEE) -1 e
(C?’L
= [ wla (VN EE) - 1]as
< ot (Ve L) - 1)

ol |
B1(0)
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Ahora, por el Teorema del Valor Medio y por (i) del Lema 7.8,

[l (Vi) -
< [ VDI s @) o

0<r<4/227|A||z|?
< 2% |\ (2k +n) < ¢ (2% |\ (2k + n))”

dz (7.25)

dz

las tltima desigualdad porque 2% |\| (2k +n) <1y 0 < 8 < 1.
Y también (2% |X| (2k + n))ﬁ < (27 )| (2k + n))_ﬁ y entonces

[ e (Ve mee) -
B1(0)

Combinando (7.21), (7.22), (7.23), (7.25) y (7.26) obtenemos la afirmacién del lema

dz < ¢ (29 |\ 2k +n)) " (7.26)

para el caso en que 2% |\| (2k +n) < 1.

Supongamos ahora que 2% |\| (2k 4+ n) > 1. Tenemos

7 k) = (o, @) ()| <15 k)| + | (, @) (k). (727)
y, por las hipétesis del lema,
175 (k)] < e (227 A1 (2k +n)) ™ < e (27 [A] 2k +n)) "

la tltima desigualdad porque 2% [A\| (2k +n) > 1y 8 < a.
Y como (ya que 2% [A| (2k +n) > 1) [2¥X (2k +n | < [2%X(2k + n)| también
tenemos
175 (A k)| < ¢ |21 2k +n)|”
Entonces

17 (A, k)| < emin ((223' A2k +m)) 7 (2% |\ (2K + n))5> . (7.28)

Por otra parte, por (7.24),

(0, @) (b = 17 <A>!\ / o, @ (VIR ) &
Lo (s

o @) (Ve F)

! ( 2 || W)

IA

IN

dz

B1(0)

< ol |
B1(0)
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y entonces por (ii) del Lema 7.8,

=

’(zpzj @ v?)" ()\,k:)‘ < c (29 |\ (2k +n)) "¢ < c(2¥ A (2k+n)) ",
1

6
Y como (2% || (2k + n)) < (2% |\ (2k + ) concluimos que

la tltima desigualdad porque 2% |\| (2k +n) > 1y f3

(0, @) )| < cmin (290 2k +m) 7, (22 N 2k +) 7). (7.29)
Y de (7.27), (7.28) y (7.29) obtenemos la afirmacién del lema para el caso
2% |\ (2k +n) > 1.

Lema 7.10. Sea {Vj}jeZ una sucesion de medidas positivas, radiales y finitas sobre
H,,, y para cada j sea 1/](-) la medida sobre R dada por (7.15) con v; en lugar de v. Sea

p € (1,00) y supdngase que existe una constante positiva A tal que

sup |1/ *R g|
JEZ

< Allgll e (7.30)

LP(R)
para toda g € LP(R) (donde xg denota el producto de convolucién en R). Sea 1) €
C>X(C") una funcion no negativa tal que sop (1) C By (0) (la bola unidad de C") y

Y =1y, para j € Z, sea ), (2) = 2720, (2772) . Sea Y, ® 1/? la medida (finita)
(Cn
sobre Hl,, definida por

(¥, ®v / / X (2, 1) 1, ()= ()

para E medible Borel C H,.
Entonces los operadores f — sup |f (w R V; )| yf— sup |(¢ R v; ) f| son

jez
acotados en LP (H,,) .

Prueba. Sea Mg;,, definido por (3.3), i.e

Msingf(zu t)

— s / P D) (=riwn, ooy — 1, O))|duon..duoy

121



Entonces

[+ (0, @v)) (0] = /H F((t) (w5) ) d (v, @) (w,5)

esto es,

-/ [Pt ) v, )y (€ 5) dw\

L[ 1= e, 0 €l

L[ 79 (20 ) )
< Wl |17 (= 9) (2 0) iy (€ 5)

< 1l / (Maing ) (2, — )d0 () ds
1ol (Mang ) (2.2) %2 22) (1),

[(f* (v, @) (2,8)| < Wllo (Maingf) (2,.) % 1)) (2) (7.31)

y entonces

IA

IN

Cc

C

sup [+ (1, © )

JEZ

Lp(Hy)

sup | (f * (v, ® 1)) (2,1)]

JEZ LP(R,dt) LP(Cndz)
sup | ((Ming f) (2,.) #.17)) (1)]
]EZ LP(R,dt) Lp((CndZ)

|(Maing £) (2 Moy | gongs

||Msingf||Lp(Hn) <c HfHLP(Hn)

donde en las dos tltimas desigualdades hemos usado, en la primera (7.30). y en la

segunda el Lema 3.2. Luego el operador f — sup ‘ f (@/}27. ® VJQ)‘ es acotado en
JEL ’

L7 (H,).

Por otra parte, un calculo similar al realizado para la convolucién con f a la

izquierda, nos da que

(¢, @27) = ) (2.0] < N0l oo (Maing (F))" (2.) %2 17)) (2) (7.32)
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y a partir de esto, obtenemos como arriba que

sup |f * (v, ® )|

; < | fllzr @,y
JEZ

LP(Hn)

Teorema 7.11. Sea {I/j}jez una sucesion de medidas positivas y radiales sobre H,,,
tales que v; (H,) < 1. Supdngase que para cada p € (1,00) eziste una constante
positiva A, tal que, para g € LP(R),

< 4, ||g||LP(R) :
LP(R)

sup (|1 *= g])
JEZL

Supdngase ademds que existe o > 0 tal que para j € Z, A € R\ {0} y k € NU {0},

a

7, (N k) = F ()N < c(@Y A2k +n)" si2¥ A (2k+n) <1, (7.33)

J

75 (N E)| < (29N (2k+n)) " si 2% |A[(2k+n) > 1 (7.34)

Entonces los operadores My (f) :=sup (|f * v;|), Ma (f) := sup (|v; * f|)son acotados
jez jez
en LP (H,,) para 1 < p < 0.

Prueba. Sea ¢ € C2°(C™) una funcién no negativa tal que sop (1) C By (0) (la bola

unidad de C") y Yp=1Seaoc; =v;—9 & 1/;-] con ¢ (z) = 272, (2’jz). Sean
(Cn
g1, g2 los operadores definidos por (7.10) asociados a la sucesién de medidas {o; }j ez

g1 (f) = (ZV*%’F) ) 91 (f) = (Z’f*o.j|2)
JEL jJEL

entonces, para cada p

IMifll, = |jsup(If*w])|| = |sup|f* (05 +1,, @17)] (7.35)
jez » JEL »
< |sup (If = ayl)|| + ||sup |f * (v, ®v])]
jez » JEL )
< g (NI, +<llf1],
la ultima desigualdad por el Lema 7.10. Y similarmente,
Mo fl, < g2 (O, + cllf1],- (7.36)
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También,

sup ‘f * (v; — Y, ® l/;»))‘ (7.37)

JEZ.

sup (|f ;1)
JEL

P

+ s 17+ 0, 000)

p

< Ml + el

sup (| f * v;])
JEZ

p

la ultima desigualdad nuevamente por el Lema 7.10. Y del mismo modo tenemos
también que

< [[Maofll, + ¢l fIl, (7.38)

p

sup (|o; * f])
JEZ

Teniendo en cuenta nuestras hipétesis (7.33) y (7.34), el Lema 7.9 nos da un

g € (0,1) tal que para j € Z, A € R\ {0} y k € NU{0},
155 (\, k)| < cmin ((2% A2k +n))”, (229 |\ (2k + n))_ﬁ> . (7.39)

y entonces por la parte (i) del Teorema 7.7, los operadores g; y g2 son acotados en
L*(H,,). Entonces por (7.35) y (7.36) tenemos que M; y M, son operadores acotados
en L*(H,). Luego como o; = v; — Y, ® v, el Lema 7.10 nos da que existe una

constante positiva c tal que para f € L*(H,),

< [ fl2,
2

< c||fll. (7.40)

2

sup (|o; * f1)

JEZ

sup (|f * o)

JEZ

Entonces teniendo en cuenta (7.39) y (7.40), (ii) y (iii) del Teorema 7.7 nos da que
1 1

1
los operadores g1 y g son acotados en LP (H,,) para p tal que 3~ —‘ < 3>
p

4
para o < p < 4. Entonces, por (7.35) y (7.36), los operadores M; y M, son

4
acotados en LP(H,) para 3 < p < 4. Probemos inductivamente que M; y M, son
2[
14201

Para | = 2 es lo que acabamos de ver. Supuesto que la afirmacién vale para
!

2l —1
un numero positivo y suficientemente pequeno. Lo que, por (7.37) y (7.38), implica

acotados en LP(H,,) para p € < 21) para cada [ natural mayor o igual a 2.

+ ¢ donde € es

[, tenemos que M; y M, son acotados en LY(H,,) con ¢ =

que los operadores f — sup (|f *o;|) v f — sup(|o; * f|) son acotados en L(H,,).
JEL JEZ
Entonces, teniendo en cuenta (7.39), el Teorema 7.7 nos da que los operadores g1 y go
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1 1 1
son acotados en L? (H,,) para 5 <5 Y entonces, por (7.35) y (7.36), My y M,
q
son acotados en LP(HL,) para tales p. Un calculo directo muestra que las soluciones
1 1 1 21
p de la ecuacién % 27 son de la forma p* = 1 +e op™ =2 — ¢

con € y " positivos, que tienden a 0 cuando € tiende a 0. Esto nos da que M; y

2l+1
M, son acotados en LP(H,,) para p € (m, 2”1> lo que completa nuestra prueba

2[
inductiva. Entonces M; y M, son acotados en LP(H,,) para p € <m, QZ) para
cada [ natural > 2. Como la unién de estos intervalos es (1, 00) la prueba del teorema

esta completa.

El teorema 7.1 saldra como consecuencia de su version diddica.

Sea I' : D C C" — R una funcién medible y radial con dominio D todo C" o una
bola centrada en el origen y sea I'g : Dy C [0,00) — R tal que I'(z) = [y (|z|) para
z€ D, con Dy=1[0,00)siD=C"0Dy=1[0,R)siD=DBr(0) CC" Parag:R—R

medible definimos My giaa (g) mediante

1
Mo dgiaag(x) = sup ———— / lg(x — T'(w))|dw, si D =C", (7.41)
jez |Bai(0)]
sz(o)
1 .
Mygiaalg(z) = sup | ot~ Tw)ldw, si D= Br (0).
jez |Bai(0)]
B,; (0)nD

y , para f : H, — C medible, sea Mr gioa (f) definido por

— L -1 o gL
Mr giaaf (2,t) = up ’B”(O)'B_/(O) |f((z,t)(w, T(w)) )|dw, si D=C", (7.42)
M, t) = ! t)(w, T'(w))™")|dw, si D = B (0
el (0 = (O/m (1) . D) dw, 5 D = B (0).

Teorema 7.12. Sea I' : D C C" — R una funcion medible y radial con dominio D

todo C" o una bola centrada en el origen y sea 'y : Dy C [0,00) — R tal que

I'(2) =T (]z]) para z € D, con Dy = [0,00) st D =C" o
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Dy = [0,R) si D = Br(0) C C". Sean Moy giva Y Mr.giaa definidos por (7.41) o
(7.42) respectivamente. St Mo giaa €S un operador acotado en LF(R) para 1 < p < oo

entonces Mr giqa €s un operador acotado en LP(H,,) para 1 < p < co.

Prueba. Consideremos el caso cuando D = C". Para j € Z sea vp; la medida
positiva sobre H,, dada por:

1

" T o)

[ xetw. D)o

sz (0)
para E conjunto de Borel C H,,. Para probar el teorema basta ver que las medidas
vr; satisfacen las hipdtesis del Teorema 7.11. Claramente vp;(H,) < 1. Ademas,

para g € LP (R) y y € R,

(W, # g) () = / g (t—s)dvl, (s)

1
[ ot = sy, o) = e [ ot - T
B,;(0)
entonces sup (I/IQJ- *R g) = Mo giaa (9) y por lo tanto, por nuestra hipétesis de que
JEL

Mo, giqa €s un operador acotado en LP(R) para 1 < p < oo, tenemos que parap € (1, 00)

existe una constante positiva A, tal que

<4 ||g||LP(]R) para g € L”(R).
LP(R)

sup {1/ *R g|
JEZ

Por otra parta, para A € R\ {0} y & € NU {0} tales que 2% |A| (2k +n) < 1 tenemos

w00 -7 ) 0] = | [t (ViNER) - 1) e
B,;(0)

22n —
i (e () )
2]
1 P e
< —!B1 0) / Or 1 < 227 | \| \z|2> - 1’ dz

B1(0)

y entonces por (i) del Lema 7.8,

o=

75 O 1) = F (1) )] < 22 7] (2K +n) < e (2% ]\] 2k + )
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la tltima desigualdad porque 2% || (2k +n) < 1.

Consideremos ahora el caso en que 2% |\| (2k +n) > 1. Tenemos

Ey 1 n— —iA'(z
0l = | [ e (VIR ) e

BZj (0)

1 - j —1 72
= —|Bl 0) / Or 1 (\/223|)\| |z|2) e~ A(@2)

B,; (0)
ol ( 2 || |z|2)

|311(0)| /

sz (0)

IN

dz

y entonces por (ii) del Lema 7.8

o=

705 (A )| < e (229 |A] 2k + 1)) ° .

Luego la sucesion de medidas {vr;},, satisface las hipétesis del Teorema 7.11 lo que
concluye la demostracion del teorema para el caso en que D = C". La prueba para el
caso D = Bp (0) es completamente similar. Se definen la medidas vp; por

1

)= 15, 0)

[ xetw. Ty

BZj (O)I'_\D

y se procede como en el caso D = C".
[ |

Prueba del Teorema 7.1. Es simple consecuancia del teorema 7.12. Para
r > 0 sea j, € Z tal que 2771 < r < 2. Entonces B, (0) C By (0) y también
| B, (0)| > |Bair—1 (0)] = 272" | By, (0)] . luego

|B,,1(o)| / £ ((z,1) (w,T(w))™") | dw
B (0)
< 2o [0 ) d
BQjT(O)

y por lo tanto Mrf < 22”Mp’dmdf .

127



8 Apéndice I

El propdsito de este apéndice es probar la proposicion 5.17 que enunciaremos nueva-

mente para beneficio del lector.

Proposicién 5.17. Sia < (n — 1) f — 4 entonces existen una constante positiva ¢ y

1
un nimero a € (57 1) tales que para X\ # 0 y k € NU {0},

‘Ad%ﬁ(k, k)‘ <c(l4N@2k+n)

La prueba de esta proposicion seguird de varios lemas que probaremos a lo largo

del apéndice. Comenzamos con la siguiente observacion de caracter general.

Lema 8.1. Sea f € C*™ ((R\ {0}) x R™). Entonces, para A # 0 y w € R™,

i h = o )

con convergencia en C* (R™).

Prueba. Sea A € R\ {0} y para ¢ > 0 sea Bs(\) = (A — 0, A+ ). Sea K compacto
en R™ y sea R > 0 tal que K C Bg(0) donde Bg (0) = {x € R™: |z| < R}.

Sea © € C° (R x R™) tal que © (n,w) =1 en By (A) x Br (0) y

sop (©) C Bz (A) x Bzr (0) . Entonces

. Of)A+hw)-Of)Aw) 9
}ILIE)% h - a (®f) ()‘7 w)

con convergencia en S (R™) (cf. [Ru9l] Lema 7.17, pag. 178), luego también con
convergencia en C* (R™) .

1
Si|h| < 5 |A\| vy w € Bg(0) entonces,

fA+hw) —fAw)  (Of)(A+hw)—(Of) (A w)

h h
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86;\ (©f) (A, w) para w € Bg(0). También, para cada

multiindice v € (N U{0})™ y w € Bg(0)

py (L0 ) =S )

0
1 — =
y por lo tanto (9/\f (A, w)

, (05t b w) — (O) ()
o (R =R

Dy (grf ) = 0u (55 @n00w).

A
donde D} = < 5 ) < 5 ) y entonces
w1y W,

fA+h,w)— f(\w) 0
. ~
]lllr%D b Dw—)\ (A, w)

con convergencia uniforme en K.

Corolario 8.2. Sea f € C* ((R\ {0}) x R™) y sea o € S’ (R™) una distribucién con

soporte compacto. Entonces, para X # 0,

a%a(f ) = o ((%f(%-))

Prueba. Sigue inmediatamente del Lema 8.1.

|
Recordemos que
~ k' (n — 1 ALz |z[ EE
s(NE) = ) Lyt e Mdzdt
= (EA k:)
d n—1 n C l s
Como — Ly~ (s) = —Ly_, (s) (conviniendo que L; (s) = 0 si j < 0), tenemos (por el

ds
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Corolario 8.2) para k > 0y A # 0,

AL (A k) (8.1)

dA“
) R

l(n—1)!
T T GO S (

1R

(k+ y|// (.0) |2 L"1< > DU st g
n —

Kl (n—1)! .

k+n A // tys (2, t) L7~ 1( . )e PUEE i g g
n_ n

= [ +I11+111

donde I, II y I11I son, respectivamente, el primer, el segundo y el tercer sumando de
(8.1).
Similarmente, del Corolario 8.2 obtenemos también que

d
N
o

1 kl(n-1 " Az ez
= ﬁ“\u((zﬁ—ﬂzﬁ%—l <| ‘2| | >€ e M)

1 kl(n-1 oor [ M 2P b,

T wu<<z,t>+\zr%k 1(—' = ) ar )

Kk (n —1)! not [ A |Z|2 IRV IEIY
—Zm)\u ((Z,t) — Lk T e i te
= [+ I+ 1IT*

(A, k) (8.2)

donde I*, IT* y 111" son, respectivamente, el primer, el segundo y el tercer sumando

de (8.2).

Lema 8.3. Sean \g > 0, kg > 0. Entonces existe una constante positiva ¢ independi-

1
ente de € tal que para 0 < [N\ <X y0<k<kyyaé€ (5,1>,
d ~ 1-a
)\ﬁ,ue NE)| <c(l+ AN Q2k+n)) .
Prueba. Basta probar que existe una constante positiva ¢ independiente de ¢ tal
que para 0 < [A| < Agy 0 < k < ko,
d ~

— E <
‘)\d)\u ()\,k)‘ <c

130



Para ver esto estimaremos I, I[ y I11. Para estimar [ notemos que

I:// pe(z,t) Gag (2,t) dzdt
R n

1 kl(n—1)!
2(k+n—1)
Integrando por partes N veces, con N = N (a, ) tal que a« < N3, la Proposicién 5.2

con

22 .
G (2,1) = M2 Ly (AP e e,

nos da que

1 N
I= m ; /R /n Vie (2,t) (L;Grg) (2,t) dzdt

con cada v;. € L' (H,), independiente de A, k y satisfaciendo que sop (v;.) C sop (u),
y que [[Vjell 1,y < M donde M es una constante independiente de € (y de A, k), y
con cada L; un operador diferencial de orden (eventualmente 0) a lo sumo N y de la

forma

(Lif) (@ +iy,t) = D> Py (x,y,t) DV (f (x +iy,t))

[vI<N

donde la suma se hace sobre los multiindices v = (71, ..., Y2ns1) € (NU{0})*"*! de
2n+1

longitud |y| = Z v; < N y donde cada P, (z,y,t) es un polinomio en z,y,t de

j=1
grado a lo sumo N con coeficientes independientes de €, A y k. Y, como es usual, D"

denota la derivada parcial
DY = (02,)" o (02,)™" (9y,) " (0y,) " (9r)

Parar >0y X C H,sear-X := {(rw,r’7) : (w,7) € X}. Sea, para (w,7) € C" xR,

1 /{Z‘(Tl—l) 1 L2 _ir
Hi(w.m) = =5 m = wl® Lt <§Iw\2>€ ilelem,

Entonces Gy (z,t) = Hy, <|)\|% z, )\t> . Luego para v € (NU {0})***"
(DG (2,1) = (sign )=+ (Ao 258800 (D) (122 2, 0¢)

y en consecuencia, para (z,t) € sop (p) y |A| < Ao, k < ko,

1 (2v2n1 420 1)

(D7Gar) (2, 1) < Ag M
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donde M = max {](DVH;C) (w, )| :0<k<kyy (w,7) € |)\0|% - sop (u)} Entonces,
para j =1,2,..., N,

max {|(L;Gri) (2,8)] : 0 <k < ko, [N <Xy (2,t) €sop(p)} <c

para alguna constante positiva ¢ (dependiente de N, \g y ko) lo que nos da una
constante ¢ tal que |I| < ¢ para 0 <k < ko y [N\ < Ao.
Para estimar I observemos que I] = / / pe (2,t) Gy (2,t) dzdt con
R n

. 1 k(-1 2 o (ALY w2y,
)\,k(zvt>__1(k+n_1)! |/\| ‘Z| Lk 92 € toe

y procedemos exactamente como en la estimacién de I reemplazando alli Gy y Hy

por Gy, y

i} 1 kl'(n—1)! 2 o1 (L 2\ L —ir
Hk (U),T) = —Zm|w| Lk ! (§|’LU| e 4| |€ .

respectivamente, obteniendo una constante ¢’ tal que |IT (\, k)| < ¢’ para 0 < k < kg
y Al < Ao

Finalmente, la estimacion de 11 es idéntica a las anteriores. Escribiendo

II[—// pe (2,t) Gy (2, 1) dzdt
R n

con

k' (n — 1)! Az P2 .
Gax (2:1) =i—(k i”n_i)!Lz‘l (l |2|Z| >€_Ali)\te_”‘t

y procediendo como con [ reemplazando en el argumento Gy, y Hy por G\’ v

*ok . k! (TL — 1)' n— 1 —Liw)? _ —ir
Hk (w,T) = ZmLk ! (5 |w|2> e alvl TE

respectivamente, obtenemos una constante ¢ tal que [ITI| < ¢ para 0 < k < kg y

IA] < Ao lo que completa la prueba del lema.
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Corolario 8.4. Sean Ao > 0, ko > 0. Entonces existe una constante positiva c tal que

1
para 0 < |A| <X y0<k<kyyac (5,1),

&

ﬁﬁ()\, k‘)‘ <c(14N@2k+n)"

d\ dX
dad por el Corolario 8.2, y como lim € = p con convergencia en (O (H.,))' tenemos
e—0

d d ~

., d L
también que Au <5E,\k> = /\Eli>151+u (ﬁE’\k) = )\ﬁﬂ

mediatamente del Lema 8.3.

d d d
Prueba. Tenemos A—p (A, k) = A— (1 (Eag)) = A\ (JE,\,{) , la ultima igual-

(A, k) y el lema sigue in-

Necesitaremos el siguiente resultado de [Ly07].

Proposicién 8.5. (i) (c¢f. [Ly07] Theorem 2.1) Sea ko > 0. Ezisten constantes

positivas ¢, cy Yy co independientes de € tales que para 0 < k < kg

a—<n+%>ﬁ

_B_
BE k) = ey [N T NP g (A k)

a—(n+l—g)B8

con P (N k) =0 <|)\| 2 ) para |A\| = 00 y 0 < k < k.
(i1) Si v < nf entonces existen ko > 0, \g > 0 y una constante positiva ¢ independiente

de € tales que

c sike NU{0},A#0ye>0
a—ﬂ—‘-%ﬁ

K < Q4 c(A k), sik <k |A>Xoye>0

clog (1 4+ A K) (1 + A K)255 sik > ko, A£0ye>0
(8.3)

Corolario 8.6. Si a < (n— 1) — 1 entonces existe a > 5 Y una constante positiva

c independiente de € tales que

1

OB S T T

para A € R\ {0}, k e NU{0}.
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Prueba. La prueba es la misma que la del Corolario 5.16.

Observacién 8.7. Dados ko > 0 y Ag > 0 la Proposicion 8.5 nos da una constante c

1
(independiente de €) tal que para 0 < k < ko, [\ > X y0<e < —,

4
] o (orh)s
7 O K)] < c]A| 5 (8.4)
a—(n+l—¢)
En efecto, para 0 < k < kg sea Ay := sup <])\]7 e [ (A, k)\) . entonces la
[AI>X0

Proposicién 8.5 implica que cada Ay es finito. Ahora, para 0 < k < ko, [A\| > Ao ¥
1
0 < =
<e<y,

~ o= (n+1)s (c3+)e
‘:ua <)‘7 k)‘ S ’)\| B+2 Cq +Ak|>\| B+2

(—%4—6)/3 a— n+%)ﬁ
< | er + max Ay [N| T 2 |A| A
ke<ko

af(n+%)ﬁ

5
< (01 + max Ay |)\0|4(/3+2>) |A| 7 A2
k<kg

a—<n+%>6
= C|>\‘ B+2 3

donde ¢ es una constante positiva independiente de A\, k y ¢.

1
Lema 8.8. Supdngase que o < nf3. Sean \g > 0, kg > 0 y sea a € (5, 1) . Entonces

existe una constante positiva c independiente de € tal que para [N\ > Ao y 0 < k < ko,

&

I (O k)‘ <e(14 N2k +n) e

Prueba. Sean I, II y I11 dados por (8.1). Basta ver que para alguna constante ¢

independiente de ¢ vale que

|I| + |II| 4 |I1I| < cpara |A] > Xy 0 <k < ko
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En orden a estimar I notemos que si k = 0 tenemos I = 0 y no hay nada que probar.

Sil<k<kyy|A > Ao, utilizando que (cf. [AbSe65], formula 22.7.31, p. 783)

SLE_ (s) = (k+n— 1) LT () = kLR (s)

tenemos que I = I1 + I, donde

l(n—1)! 2 2
L = bl (n // (z,t) L (MH i >e = e~ Mdzdt,
k‘+n—2 n
I(n—1)!
n — M (//‘ thnloMV|> U gy,
k—{—n—l n

Ahora bien, recordando (8.4),

k—1)!(n—1)! 2 2
k/R/ i (2 1) G +)n(7z 2)!) Ly~ <|A|2|Z| )e—*zx'e—mdzdt

a— n+%>5

= k@ (\k=1)] <cho A7

L] =

1
con ¢ constante independiente de Ak y £.Y como |[A] > Ny o — (n + 5) g <0
a—<n+%)ﬁ
obtenemos |I1| < koc | M| 772
) ey aany

Similarmente |I5| = k[ (A, k)| < ko |A| 72 < ko |Xo| 772 con ¢ una
constante también independiente de A, k y €. Entonces, para k > 1y |A\| > )¢ tenemos
|I] < ¢” con ¢ una constante del mismo tipo. Para estimar I observamos que (cf.

[AbSe65], formula 22.7.12, p. 782)
sLip 7 (s) = = (k+1) Ligy (s) + 2k +n) Ly~ (s) — (k+n — 1) L7y (s)

(con la convencion, para k = 0, de que L";' = 0) y entonces

2 L2 '
_ __// (58 Gyt W 1('”2'2' )e_we_mdzdt

= 1L +1L+ 113

k 2%k
k1), [ = -2

k
con II} = ps (N k) y II3 = —pf (A k—1) (y donde
II3 =0si k =0). y nuevamente por (8.4) obtenemos una constante ¢ independiente

de N\, k y e tal que [I11| + [I15] + |II3] < c para |[A| > Xg v k < ko.
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Queda entonces estimar I71. Tenemos que

3 2% (=) dzdt (8.5)

111 //n t1E (2,1) (n — 1;) e <|>\\2|Z\2> e
//n ot (0 (?—l(—nn_—li) L <W2|Z|2> U e gt
/ / . %Lﬁ_l (M) U i gy
/ / . :'fn__li) L (%) e M ez

= IIL+ 11,

con

N DLy P 1 VR CSY
11, = —L" —_— T dzdi(8.6

k! (n —1)! A2\ 2y,
111, = — L | — “Mdzdt.
2 //n (ktn_1)* ( SR

Como I1T, = —F (\ k) y a < nfB, (8.3) nos da |II1,| < ¢ para todo A # 0y k > 0
con ¢ independiente de A, k y . Queda entonces acotar |I1];|. En orden de poner de

manifiesto la dependencia de u° respecto de «, 8 y de la funcién x pondremos

—(2n « i— 24P
16,5 (2,1) 1= p (2, 8) 7RO =070y () (2 1))

Utilizando que

O (o) = o (1), (8.7)

un calculo directo nos muestra que

E (e (1) (85)

2n + 2 - ' .
— _Wﬁp (2, 1) CrH2HetD =GO (5 (2, 1))

1 . _
+=t?p (2, t)7(2"+2+a+3) =Pz BX’ (p(z,1))

2
Mm+2+a, . Bi—e),, .

= —Tt Ha+4,8,x (2,1) — Tt Na+ﬁ+4ﬂx (2,1)

1 1>
+§t2,%+3,ﬁ,x/ (2,1)
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Entonces

11

kl(n—1)! - CDUEE
/ /n t)) m ; ( ) e Mdzdt
// t2ﬂa+4,8x 1) (llz'j(tnn_—li) Ly ( ) -BE e~ Mdzdt

, k! (n —1)! _Dle?
— tQ € 4
+e(i—¢€) /R /(C" Hatprapy (2:8) =5y (k+n—1)! ( )

e Mdzdt
k! (n —1)! - Az _RIEE
+03// Phgs g (2 t>ﬁ k <‘ 1 ) e~ M dzdt
=J+JJ+JJJ

con ¢, ¢y y c3 constantes independientes de A,k y € y donde J, JJ y JJJ son
respectivamente el primer, segundo y tercer sumando de la suma que expresa a I11;.

Ahora,

/ / £p (z,1) CrHEEE DT (p (2,1))

k!'(n—1)! A |2]? DYELESY
—L “"dzdt,
“rn_D1* ( > )¢

pasando a coordenadas polares en la variable z y observando que todas las funciones

involucradas son radiales en z, tenemos

0o 1
e }S2n_1‘ / / t2 (84 + t2)—%(2n+2+0¢+4) e(’£*£)(84+t2) 18
RJO
1 k! (TL — 1)' 1 162 _i
4 2\ 1 n—1[ = 2 —Z|Als? J—iAt 2n—1
xx((s +t%) >—(k:+n—1)!Lk (2])\|s>e AN e A G2 d s dt

y utilizando el cambio de variables (s,t) = (7‘ sinz (), 7% cos (0)> con 0 < r < o0,
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0 < 0 <, encontramos que J = J; — J, donde

[T e e k! (n —1)!
J = SQn 1 / / 1—a (i—e)r—F
1= als )y e X G

1 . . ‘
xinl <§ || r? sin (9)) e~ 1IAIr? sin(9) ,—iAr? cos(9) (sin (9))”_1 drd®,

IR A T El(n—1)!
J, = SZn 1 / / 1—a (i—e)r—B A Sy A
> = s e AR —T

1 . .
<Ly (5 || 7% sin (9)) e A sin(@) o=ixr cos0) (i, (9))" .

Los mismos cambios de variable recién utilizados, pero aplicados ahora en sentido
inverso, nos muestran que J; = c1/f (A, k) y entonces, como a < nf3, por (8.3), existe
una constante ¢ independiente de X, k y ¢ tal que |J;| < ¢ para k < ko y |A| > Ao.
Estimemos ahora J,. Para s € R, (conviniendo en que L7 (s) = 0 si j < 0) las
siguientes férmulas recursivas valen para los polinomios de Laguerre (cf. [AbSe65],

férmula 22.7.30, p. 783),

Lyt (s) = Li(s) = Ly (s) = L™ (s) = LTy (s) — (LiT) () — Li55 (s))

= Lit(s) = 2035 () + Li5 (s)

y entonces Jy = Jy1 + Joo + Jo 3 donde

Tl e (i—eyr E!l'(n+1)!
J. = c (k k 1 1—a, (i—e)r—? AR S A
2.1 A (k+n)(k+n+ )/0 /o r e X(T)(k+n—|—1)!

1 . .
XLZ—H (5 |)\| 7“2 sin (0)) 6—%\)47’2 sm(@)e—z)\r2 cos(0) (Sin (9))n+1 d?“d@,

—— Y —l—a (i—e)r=8 (k_1)|(n+1)'
Joo = 02(k+n)k/0/0 T e x (1) )l

1 1 i ;
x Lt (5 |A| % sin (9)) e~ 4[AIr? sin(6) g—iAr cos(6) (sin (9))"" drds,

— _ Y —l—a (i—e)r?f (k_2>‘(n+1)'
Jog = ik (k 1)/0 /0 r e x (7) Gitn—1)

1 2 .2
xLit (5 Al sin <9>> e APt artent® (sin (6))" dras,

donde ¢}, ¢, y ¢; son constantes independientes de A,k y . Nuevamente aplicando

los cambios de coordenadas en sentido inverso, pero ahora tomando las coordenadas

138



polares en C"*2 obtenemos

/
1

1 = oy (R n) (k+n+ 1) (Hfnrz 0 5) (N K,
c . .

Jop = W (k+n)k (Hignsz 05) (N k= 1),
c: . -

s = gmmmah (=) (e Ok =2)

donde piga+e2 , 5 €s la funcién sobre Hi,, o dada por
(s f) = £~ @O+ 4240) —ep(z,0) 77 ip(z,t) 7 ¢ ) e M
pe(z,t) = p(2,1) e e x(p(z1),  (21) € Hups

Entonces, como a < (n + 2) 3, nuevamente por (8.3) utilizada ahora en H"*?, encon-
tramos que |Jo| < |[Joq|+ |J21] + |J21] < ¢ para k < ko y |A| > A¢ con ¢ constante
independiente de A\, k y €..

La estimacion de JJ es completamente similar a la de J, solo que cambiando «
por a + 3y observando que a + 3 < (n +2) 8.

JJJ podria ser también estimado de la misma manera pero es mas sencillo observar
que, como y = 1 en un entorno del origen, tenemos X' = 0 alli y luego i, 43,8, 1O
tiene singularidad en el origen. Como ademés

IR AN Wy
Uit 1)1k ( 2 )¢ €

= |E)\7k (Z,t)| S 1

obtenemos que

T J| < Ht% (2,8) N (o (2, t))‘

Lt (Hy)

esto es, JJJ esta acotada por una constante independiente de \, k.

1
Corolario 8.9. Supongase que o < nf3. Sean \g > 0, kg > 0 y sea a € <§,1> )

Entonces existe una constante positiva ¢ tal que para [N > Ao y 0 < k < ko,

d

‘Aaﬁ()\, k)’ <c(l4 N @2k+n)
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Prueba. La prueba es la misma que la del Corolario 8.4.

Lema 8.10. Supongamos a < nf3 y sean I y II dados por (8.1). Entonces existen
1
ko > 0, ai,as € <—, 1) y una constante positiva ¢ independiente de € tal que para

2
kaO Z/)\%Oa

1] < c(L+ A2k +n) ™",

11| < c(1+|\(2k+n)' >

Prueba. Recordemos que
KL (n =1 [A[]2[*
I = L}
//; k+n—D 9 A
l — 1)
H:__// kn1>|A|||Ln1<
n _]_
Ahora
k! (n —1)! IAII |
I = — ° t)
// Hapo (21) (k+n-—1)!

l — 1!
Xk n—D! Al Lzl<\xrrz|) B

z 2 .
) - e Mdzdt,
) _ il =M ]

) MH 2 Mtdzdt

(k+n—1)1 2 2

Los mismos cambios de variable utilizados en el Lema 8.8 (i. e., primero tomando
coordenadas polares en la variable z , z = sw con s > 0, w € S ! y luego realizando
el cambio de variable (s,t) = (7‘ sinz (), 7% cos (9)) para 0 <7 < 00, 0 <0 < ) nos

da que
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T e k! (n —1)!
I = A 1—a (i—e)r—?
o |/0/0 noe X(r)Uﬂ—l—n—l)!

1 1 2 o ; 2
xLy 4 (— |A| 7% sin (6’)) e~ IAr”sin(8) g —iAr® cos(9) (sin (0))" drdf

Zer—ﬂ k;—l'n‘
= gk [ [Ty ) LN

xLy 4 ( |A| % sin (9)) e~ aAIr? sin(0) g —iAr? cos() (sin (0))" drdf
= Cg |A| k (Ma—2.B,X7H"+1)A(/\7 k — 1) )
con ¢y, ¢y y ¢y constantes independientes de A, k y € y donde la tltima igualdad resulta
de utilizar los mismos cambios de variable, pero en sentido inverso y tomando las
coordenadas polares en C"' en lugar de en C". Entonces, como a —2 < (n + 1) 3, el
1

corolario 8.6, usado en H,,, nos da un numero a; € (5, 1) y una constante positiva c
independiente de A\, k y € tales que para k > kg y A # 0,

1] < el Ik (g g Ok = D] < e[AT (L [A] (2 4 0)) 7™
< (14N @2k+n) .

Por otra parte, utilizando los cambios de variable anteriores y que L} ' = L} — L},

obtenemos

kKl (n— 1! A |z RYNE R WIVEC
_ - Lt [ ALED Nt
// e T y ¢ ¢

N o (i k! (n —1)!
- __ 2n—1 1—a, (i—e)r—F AR A
2|A||5 }/0 /0 roe X(r>(k—|—n—1)!

1 . .
<L (E [A| 7% sin (9)) e~ i PIr?sin(@) g=ixr? cos0) (i ()™ drrd),

k+n L e kn!
II = A l1—a (i—e)r
€ n | ‘ /0 /O r e X (T) (k T n),

1 2 o3 S\ 2
XL} (5 |\| % sin (9)) e~ aIr?sin(@) o —ixr? cos(0) (giyy ())" drd6

koo [T s (k=D
SAD 1—(a—2) (i—e)r
+62n| |/0 /0 : ‘ X(T)(k%—n—l)!

1 . .
XL}, (5 || 72 sin (9)) e~ 3 sin0) g=idr? cos®) (i, (6))" drdf

esto es,
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con ¢f y ¢, constantes independientes de A\, k y . Y los mismos cambios de variable
aplicados en sentido inverso pero tomando las coordenadas polares en C"™ nos dan
que

k+n

5 ~ k € ~
Il = C,IHT |/\| (Ma—Q,B,X,Hn+1) <>‘7 k) + C,QNE |)‘| (:U’oz—2,ﬁ,x,Hn+1) (Au k— 1)

con las nuevas constantes también independientes de A\, k y €.

Entonces (pues a — 2 < (n+ 1) /), por el corolario 8.6, (usado en H,,) existen

1
as € 5,1 y una constante positiva ¢ independiente de A,k y € tales que, para
k Z k:O y A 7£ 07

11| < c “)\| k (Mz—Q.B,X,H"H)A()" k)| + CH)\| k (MZ—Z.B,X,H”H)A()‘? k — 1)‘
< c|AE(1L+ A (2k+n))"*

< (14N (2k+ n))l_a2

lo que termina la prueba del lema.

Corolario 8.11. Supongamos o < nf3 y sean I* y II* dados por (8.2). FEntonces
1
existen kg > 0, ai,as € (5, 1> y una constante positiva ¢ tal que para k > ko y A # 0,
'] < (L4 A2k +n) ",

I < c(1+ ]|\ (2% +n))

Prueba.

J’*

1 E(n—-1) 2 rn RYNETR WY
= —im Al ((ZJ) — 2" Ly, (T e +e

L 1 Kl'(n—1)! 2 rn RYNETR WY
=3 <—§m’”“€ (WH‘Z' L“( T A

= lim [/
e—0t

y similarmente 11" = lim+ II. Entonces el corolario sigue del Lema 8.10.
e—0
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Lema 8.12. Supongamos que o < (n— 1) —4 y sea II1T* dado por (8.2). Entonces

1
existen ko > 0, ag € 5 1] y una constante positiva c tal que para k > ko y A # 0,
[IIT| < c(1+ |\ (2k+ n))lfa‘?’ .

Prueba. Tenemos que

l(n —1)! 2 ALz 2 .
I — k(”—l)'< (z,t) = L1 (%) eLt% (e”\t)> (8.9)

(k+n—1)
Kl(in—1) /0 NP e
e a<m>,<z,t>%L21<' '2")6 ar >

1
(n — 1)! 2 A2
——(Z'in ?')‘ <ta—l;7 (z,t) —» Ly <|>\|2|Z| ) eéxle“t>
n — !

= III; + 111}

donde las derivadas son entendidas en el sentido de las distribuciones y con

El'(n —1)! o NP 2y,
1 = ————— (t— t Ly —_— 4 ! 1
! (k—l—n—l)!<8t’(z’)_> k y ¢ e ) B

k' (n—1)! R DN 7 WIS
r = ST or Lt e ).
; (k+n_1)!<“’(z’t)_> k ( 2 )¢

1
Como 115 = —ji(\ k) y a < (n—1) 8 — 4, el Corolario 5.16 nos da a € (5, 1) y
1

AT N2k )" para todo A # 0 y

una constante positiva ¢ tales que [[115| < ¢
k > 0. Queda entonces acotar |[1I]].

Ahora bien (cf. (8.8)),

0
= (MZ,ﬁ,X (Za t))

ot
2n+2+ « B(i—e)
= _TtQMZ—M,,B,X (2,t) — Tt2ﬂi<+6+4,ﬁ,x (2,1)
1
+ 5t a8 (2:1)

2
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y entonces, tomando limite para ¢ — 07 y recordando una vez mds que pu° — p en
(C* (H,))',

0 n+2+a i3 1
taﬂa,ﬁ,x = —thuwx,ﬁ,x - §t2ua+ﬁ+4,ﬁ,x + §t2ﬂa+3ﬁ,x'

(donde si o es una distribucién de soporte compacto y si f = f (z,t) es una funcién

C* escribimos, permitiéndonos un abuso de notacién, f (z,t)o para la distribucién

fo). Luego
; 0
atlua 57
n+2+a , 8y, 1,
= Tp Mata,8x — 9 = P Hat-pB+4,8x =+ §p Mad-3,8,x"
n+24+a, 4 i3 4 L, 4
+T |2 Ha+4,8x T 9 2| Ha+p+4,8,x — B) 2| Ha+3,8,x
Mm+2+a , i3y .
= T P Hat+dBx T 5 P Hatp+4,8x
2 2
14
+§p MOZ+3757X/
2n + 2 + (0% 4 BZ 4
F T e g+ o 1ol e s
L 4
_5 |Z| Ha+3,8,x"
esto es,
0
t— g 8.11
8t/“l’ Bix ( )
n+2+« 13 1
= _Tuaaﬁ7x - EIUOHF/B,[B:X + 5’11/&71767)(/
2n + 2 + [0 4 7,/6 4 ]. 4
9 2| Hat4,8,x T o 2| Ha+p+4,8,x — ) |2 Ha+3,8,x

Ahora bien (conviniendo en que L, = 0 si m < 0),
sLp ' (s) = = (k+ 1) Lijq (s) + (2k +n) L7 (s) = (k +n) L3 (s)

y reiterando el uso de esta formula tenemos
2Ln H Z p; (k) L~ 31 s)
J=—2
donde cada p; (k) es un polinomio de grado 2 en k. Entonces, por (8.11),
0 ~
[[[ik = — (taua,[;,X) ()\, k) = Fl + F2 + F3 + F4
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con

N+2+a_—_ Bli—e) ——_

Fy = =Tl (MK) = i A k) + St (A K)

1
2
_ 27’L+ 2 + « k! (TL — 1)' 4 rme1 |)\| |Z|2 _M o
Fy = 2 (k+mn—1)! Pata g (2,8) = |27 L} S e
26 k! (TL — 1)' 4 rmt |/\| |Z|2 _M o
Fy = ?m Ha+pB+4,8,x> (z,t) — |2] L} = e

1 k(n—1)! g [ INZP) ez
F4 — m <ILLOZ+3,,87X/7 (Z,t) _> |Z| Lk’ 1 2 (& 2 e At

1
y el corolario 5.16 nos da a € <§, 1) y una constante ¢ independiente de A\ y k tal

que
I (8.12)
2n+2+« i _— 1 —
:‘ %Nuﬁx(/\ k) — 2,U«a+ﬁﬁx()‘ k)”‘Q:ua Lax (A K)
< 1
c
T (LA (2K +n))”
También S2L" L Z p; (k) Ly~ gl s), luego

J=-2

_ 2n+2+0[ k! (n_ 1)' 4 rmoi |)\| ’2‘2 e? N
F2 - 2 (k +n— 1)| <,ua+4,ﬂ,x, (Z,t) — ‘Z’ Lk T e .

2
on+2+a kl(n—1)! EE AP ey,
= 4 o (2t Ly ’
27 (ktn—1) <” 0 (2 )%< 2 k 2 ¢ ¢

2n+2+a kl'(n—1)! 2 NP e
4 N (2,t) — (k)L 2 e M
) ‘)\|2 (k In— 1)‘ </J’ +4,8,x (Z ) JZ p] ( ) k—j 9 € €

=2

2 .
2n+2+a k! (k;—l—n—l—j)! J— _
= TTETEN, - Ak —j).

j=—2

Kl (k+n—1—7)!

(k=N (k+n—-1) "~
entes de k. Entonces nuevamente por el Corolario 5.16 tenemos (pues o + 4 < nf3)

Notemos también que ¢1k? < p; (k) < ¢9k? con ¢, ¢o independi-

1
a&c (5, 1) y una constante ¢ independiente de A\ y k tal que

k? 1

<
B2l < e e T N @ )

(8.13)
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Similarmente se ve que también
k? 1 k? 1
F| <c ) Fy <e a
B3] < A2 (1 + A (2k +n))* £l < A2 (1+ [ (2k +n))
con c¢ independiente de A y k. Luego, de las estimaciones (8.12),(8.13),(8.14) obten-

(8.14)

1
emos, para algin a € 3 1) (de hecho para el menor de los a obtenidos) y alguna

constante ¢ independiente de A\ y k,

2 1

k

e < (e+ec . 8.15

111 < (e+eim) ey &1
Caso || > k : De (8.15) obtenemos, para cualquier a < 1,

11T < 2¢ < 2¢(1+ |\ (2k +n)|)' .
Caso |A| < k: En este caso (8.15) nos da

) 2 1
I1T] < 2¢ (8.16)

AP (1 + A (2k +n))*
En orden a explicitar la dependencia de pu,u° y de III* respecto de o, 3, x y €
escribiremos p1 = i gy, 1° = Hgp, ¥ 11" =111} 4 . Tenemos

. o kl(n—1)! N AN T W TN
N CRE—] <’“‘Q’B’X’<Z’t>ﬂ% <T e

k! (n—1)! e 2
Sea I1T = I11, 4, . dadapor (8.1) y sea @ , (2) := LLZ_]L (‘ 121 ) e NiE

(k+n—1)! 2
Por (8.7) tenemos

0
t= 2P3 (Zat) ap (Zat) )

también,
a i—e)p(z,t) P . _B— (3 i—e)o(2.8) B
AT = (i = 2) (=8) (p (2.1)) " 5 (p (1)) el
y entonces
1
a (p(z,1)) 2P0 = M 0 oli=)n(zt)°
ot (i—2) (=B ot
luego
T11oPxe

. 0 c —ix
= o [ [P o (05 0 (50 B (2) e e
. 0 —(2n+24+0a) (i—e)p(z,t) P —i
- —20\// P?’(Z’t)a(ﬂ(z,t))ﬂ(zat) (B2 (=200 (p (2,1)) B, (2) e Mdzdt

21 )\ 0 A - .
= ¢ / / Z t —(2n+2+a—5—4) a <e(z—€)l)(z,t) B) % (p (2, t)) (1)9,}@ (Z) e—z)\tdzdt

2—8
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e integrando por partes respecto de t obtenemos

TIT*Px8 = G5 4+ G5 + G5

donde ,

c 2 2n—|—2+a—ﬁ 4 n a— a i—e)p(z,t) P
xx (p (Z t)) (I)()]\k ’“dzdt

3 n a— 1—e)p(z s a

G = // (2ot 05 0 (2,0)) 2 (2,1)

x®§k<) “tdzdt
Gy = ey L e e e T o

Z — 6
x D, (2) *Mtdzdt.

Consideremos G5. Como x = 1 en un entorno de (0,0) tenemos x' = 0 alli, y recor-

dando que x tiene soporte compacto concluimos que la funcién radial

_ CB4) ip(st)- 0
H (2,1) = p (2, 8) @210 6™ (o (2,1)) 50 (p (21)
pertenece a C2° (H,) . Ademds |®3 , () e™™| = |E\y (2,t)| < 1y entonces el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue nos da que

lim G5 — / / I G (2, 0) D (p(2,0) 8, (2) el

e—0t

~ —FH()\ k)

y por lo tanto

lim G5

e—0t+

< || (8.17)

con ¢ constante independiente de A\ y k. También

Gg = // Zt —(2n+2+a—LF—4) (z e)p(z,t) 7P X(P(Z,t)) q)gk(z)e—i/\tdzdt
7/_5 n ’

i} m“a pax N E)

y entonces,
202

lim GE ( B)Ma B— 3BX(/\ k)

e—0t )
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lo que nos da

lim G5

e—0t

< cA? (8.18)

con ¢ constante independiente de A y k. Por otra parte, por (8.7),

2(2n—|—2+04_5 4 —(2n+2+a—L-3 8 i—&)p(z,t) P

xx (p (, t))‘PRk( Je ot
= 2 (2n+2+a—ﬁ A // (z,1) ~(@nt2ta—f=3) 175(P( 1) 3 glime)n(z)™"
(i—e)( n 2
x V&S, (2) *Mtdzdt
271+2+Oé—ﬁ 4 n a— i—e)p(z
— ( (7/_8 // Z t —(2n+2+a—p) ( )o( t) X(p(z t))
x® , (2) te_mdzdt
i2n+24+a—pF—4)A

= — IIT
(i —e)(=5) X

y entonces

lim G = —11I}

El}(gl a=BBx
Luego

2 *
(1115 5| < e (I INF) + 11155 5.,

con ¢ independiente de A, k. Reiterando N veces este procedimiento con N tal que

a < Nf3 encontramos que, para otra constante ¢’ también independiente de \ y k,
(1115 5| < ¢ (I AP) + [T s 54

ahora bien, (z,t) — (p (z, 1)) GoT2nto=NA) =07y (p(z,t)) es integrable, y entonces

* a —1
[T g, = <,Ua—N6,,B,x>(Zat)_>(I)g,k (2)t5; (e A’5)>

(202t in(zt)—B 0,
= / (p (2, 1) 7 C2m N GPE0 TN (p (2,1)) 9% 4 () () det
N ‘“/ (p (2, 1))"CR2mHaND G0y (p (2,1)) B, (2) te™ M dzdt

y, teniendo en cuenta que |3, (z)te”™| = |Ex, (2, 1) < 1, concluimos que
IIT ngsy] < (A + \)\]2) con ¢ constante independiente de \ y k.

Luego si |A] < 1, tenemos
11117 5. < 2" <2¢" (1+ |A| (2k +n))' .
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Y si |A| > 1 entonces |11} 4. | < 2¢" A%
2

1 1
— 1.
“DEA+ N @ tm)) 2T

1
Sea 0 = 3 Notemos que 37 ga > (0 pues a < 2 Entonces

También, por (8.16), |I]];,B,x} <

LEE N I A P AN

K 1 ’ 2\ 10
(C\)\\2(1+\>\](2k+n))“) (2" IAF)

/1" 2 1
= " (|A[k)3 y
(14N (2k +n))3

< T(ATR)TTRT < e (1 [N (2h 4 m)) i

= (L4 A2k +n))'

dond 1 2 1 1 +1>11+1 | tont v
n =1—-(=-—=a| == - > —— 4 - = - n nstan
onde vy 3 3% 3@+ 3 > 35+ 3 = 5 ¥ con las constantes c,c’, c
independientes de A y k.

|

Prueba de la Proposicién 5.17: Sigue de los Corolarios 8.2, 8.4, 8.9, 8.11
y del Lema 8.12.
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9 Apéndice 11

El objetivo de esta seccion sera probar el siguiente lema por una cuestion de completi-

tud.

Lema 9.1. Sea {v;}jcz una sucesion en C°((0,00)) tal que, para cada j € Z,

sop (v;) C (27,27%%),0< ;< 1y Zvj (x) =1 para todo x > 0. Entonces para j € Z
JEZ

eziste una funcion radial A; € S (H,) tal que //\;()\,k) = v; (|(A]L A (2 +n))]) v,
para [ € S(H,), se tiene que Zf x \; converge a f en L*(H,).
J
Prueba.

Recordemos, que por el Teorema (2.30), para j € Z existe una funcién radial

A; € S(H,) tal que //\: (A k) =v; (|(JA], |A| (2k +n))|) v por la férmula de inversion

Aj(z,t) = (1/27) "“Z/ I(IA], A (26 +n)]) ex (2,1) [A|™ dA.

Remarquemos que por el teorema de Plancherel (2.31) tenemos:

SO AR =3 (12020 S / / %A % enp (2 0) |2 dzd.
j ] k=0 /R JC"

Como remarcamos en la observacion 2.32 tenemos que
Ajxexp(z,t) = v (|(|A], [N (2k +n))|) exx(z,t). Ademds
DUINERE =Y (AL A 2k + ) [P < Z i (IUALL (A (26 +n))]) | = 1.
J J

Entonces

ZHf*Ang:(1/27r)2(”+”2// STUR B # e (2, 0)F AP dzd.
j k=0 7 RJC"

< (1/2m)20H Z / 1 % exs (2 0)F AP dedh = |12

(C"l
Entonces la serie E | f * Aj||5 es absolutamente convergente y, por ende, es una

j
sucesion de Cauchy.

Ahora veremos que Z f * A converge en L*(H,).
J
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Para N < M en Z definimos I = [-M,—N] U [N, M], y por el teorema de

Plancherel (2.5), tenemos que

I b= [ s AluslAray

Jjel jel
/T?“?T)\Zf*/\ WAZf*A VA" dA
jel jel
= [ 1 S mm)m A s A
jel iel

Ahora, como A; es U(n) invariante, usando el teorema (2.24) my(A;) diagonaliza

con la base de hermite, i.e
=Y KRR Zvj (AT N2+ m)]) Py,
k=0

donde Py ()) es la proyeccién ortogonal en L?*(H,) sobre el subespacio generado por

{® : |a| = k}. Entonces, como Py(A\)Pi(\) = dix v P(\)* = Pi(\), tenemos que

m(Ag)ma(a)* = w5 (J(IA (AL R+ n)) v ([(A] (AT (2R +n))]) Pe(X).

Ahora v; ([([A], AL (2K +n))) vi (IAL AT 2E +n))]) = 0sid 2§ — 15,5+ 1,5 + 2.
Luego

ZZWA(f)WA(Aj)WA(Ai)*WA(f)* = ZZ7T>\<f)77/\(Aj)WA<Ai)*7TA(f)*;
con J; C [j — 1,7+ 2] .Entonces

157 f oA = / Tr(3 S ma(F)ma(A)ma (A ma(£) ) A",

jerl Jel ieJ;
S N Ay Fx Do) |1 (F s Ay, foe A [ o Mgy f o Agn) L (P % Ay, f % Aga) |,
jeI

Ahora, como [a-+b|* < 2[al*+2[b[* y (, y) = ~ ([lo + ylI* — llo — yII* +illz +iyl|* — iz —yl),

A

tenemos que

DAy Ay [ 5 Ay fo M) [T A, f o ) [ (F 5 Ay, f o Aja) |

jel
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<8 I * A3,
jel
con I =[-M —2,—N+2]U[N—2,M+2].
Entonces Z f *A; es una sucesiéon de Cauchy, por lo que converge a una funcién
JET
F en L*(H,). Ademés, por ser 7 isometria y la serie converger L?(H,), tenemos que

W(Zf * \j) = Zw(f * Nj).
Para terminar veremos que F' = f. Por teorema (2.5) basta ver que 7(F) = m(f).

Sea ®} una funcién de hermite, por el teorema (2.24) tenemos lo siguiente:

Zf*A Zm fxA) Zﬂ
= Zm (AL A2k +n))) @5 = (v (I0AL AL (2K + n))ma(£) s = 7a ()@

J
Luego F = f, por lo que el lema es verdadero.

Observacién 9.2. Si f € S(H,,), del lema (9.1) se obtiene que existe una subsucesion
de la serie Zf * \; que converge puntualmente a f. Ademds para 1 < p < oo se

J
tiene que

11l < Z 17 Agllp-

|
Observacién 9.3. Sea ¢y € C (R) una funcidn par, con soporte contenido en
11 11
(—5, 5) ytal que 0 < ¢ <1 ygpg=1en [_Z’ 4_1] Si tomamos

$(§) = o (§) — o (2%¢)
tenemos que

+Z¢> “YUe) =1, €feR, (9.1)

donde los soportes de cada funczon intersecta a lo sumo a 4 de los soportes de las

otras. Entonces de forma andloga al lema (9.1) existen FU o FO en S(H,) tal que

—_

FUl(\ k) = ¢(27% [\ (2m+n)),
FOL(\K) = ¢o(|A(2m+n))
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y [+ FlO 4 Zf « FU converge a f en L*(H,) para todo f € S(H,)
J
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