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Resumen

En este trabajo estudiaremos los solitones del Flujo de Ricci Complexificado (cxRF) para grupos
de Lie nilpotentes de dimensién 6, desde un punto de vista algebraico, aplicando resultados dados
por la teoria geométrica de invariantes. También estudiaremos el Flujo de Chern-Ricci (CRF) en
grupos de Lie, concentrandonos en resultados sobre soluciones auto-similares y de convergencia.

En la primera parte, siguiendo la parametrizacién dada en [ABD], estudiamos la existencia
de métricas minimales en cada una de las nilvariedades complejas abelianas que figuran en dicha
parametrizacién, y por medio de esto proporcionamos una prueba alternativa de los no isomorfismos
dos a dos entre las estructuras, usando invariantes polinomiales a través de las formas Pfaffianas.
Por otro lado, se exhiben varias familias de estructuras complejas abelianas en dlgebras de Lie
2-pasos nilpotentes de dimensién 8, usando el hecho que todas ellas admiten métricas minimales
de tipo (1 < 2;4,4) 6 (1 < 2;6,2).

Luego, determinamos todas las estructuras complejas (no abelianas) que admiten una métrica
compatible minimal en grupos de Lie nilpotentes de dimensién 6, es decir, clasificamos los solitones
del cxRF en todas las estructuras complejas en grupos de Lie nilpotentes de dimension 6.

Y por ultimo, se dan resultados estructurales para los solitones del CRF, se analizan los posibles
limites de las soluciones al Flujo de Corchetes bajo diversos reescalamientos, y concluimos con el
estudio del problema de la existencia de CR-solitones invariantes a izquierda en todas las estructuras
complejas en grupos de Lie solubles de dimensién 4.

Palabras claves: nilvariedades, métricas minimales, flujo de Ricci complexificado, flujo de
Chern-Ricci, solitones.
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Introduccion

Se define una estructura compleja invariante en un grupo de Lie G como un tensor obtenido al
trasladar por multiplicacién a izquierda un mapa J : g — g tal que J? = —I y satisface una cierta
condicién de integrabilidad

IC(J, 1) =0,

involucrando sélo a J y al corchete de Lie p de g. Al par (G, J) lo llamaremos grupo de Lie complejo.
En este trabajo nos enfocaremos en las estructuras complejas en grupos de Lie nilpotentes y solubles;
ver la seccion 1.0.1 para maés detalles sobre las estructuras complejas en grupos de Lie.

La primera pregunta natural que surge es la siguiente:
;,Cudles grupos de Lie admiten una estructura compleja invariante?

La clasificacién de las algebras de Lie reales nilpotentes de dimensién 6 que admiten una estructura
compleja fue dada en [S], y el caso (nilpotente) abeliano en [CFU]. Posteriormente, A. Andrada,
M.L. Barberis y I.G. Dotti en [ABD] dan una clasificacién de todas las algebras de Lie de dimensién
menor o igual a 6, incluyendo las no nilpotentes, que admiten una estructura compleja abeliana.
En dimensiones més altas no se conocen clasificaciones.

Ahora, si un grupo de Lie admite una estructura compleja, cabe preguntarse si es tnica o no.
Maés en general, se puede formular de la siguiente manera:

Dado un grupo de Lie G, {Cémo distinguir dos estructuras complejas invariantes en G?

En [ABD], se da ademds una parametrizacién, en cada algebra de Lie (dim < 6), del espacio
de todas las estructuras complejas abelianas salvo isomorfismo holomorfico. En particular, existen
tres dlgebras de Lie nilpotentes munidas con curvas de estructuras no equivalentes. Por otro lado,
M. Ceballos, A. Otal, L. Ugarte, y R. Villacampa en [COUV] dan una clasificacién completa, salvo
equivalencia, de todas las estructuras complejas en algebras de Lie nilpotentes de dimensién 6, es
decir incluyen las estructuras no abelianas. Para las dlgebras de Lie solubles, en [O] se da una
clasificacién completa, salvo equivalencia, de todas las estructuras complejas en algebras de Lie
solubles de dimensién 4.

El principal inconveniente para clasificar estructuras salvo isomorfismo es la tremenda escasez
de invariantes. A este respecto, la existencia de una tnica métrica compatible candnica, donde
determinar el significado de candnica es parte del problema, nos provee de una herramienta muy
atil para distinguir dos estructuras complejas; en efecto, si son isomorfas, entonces las correspon-
dientes métricas deben ser necesariamente isométricas. Uno puede entonces distinguir estructuras
con geometria riemanniana, la cual, sabemos, nos provee de una gran cantidad de invariantes. Este
enfoque fue desarrollado en [L1, L5].
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Sean N un grupo de Lie nilpotente real de dimensién 2n, con algebra de Lie n, y J una estructura
compleja invariante en N. Una métrica invariante a izquierda compatible con la nilvariedad (N, J),
también llamada una métrica hermitiana, es determinada por un producto interno (-,-) en n tal
que

(JX,JY) =(X)Y), VXY en.

Consideremos 1
RiCC<.7.> = 5 (RiC<.7.> —JRiC<.7.> J) 5
la parte J-invariante del operador de Ricci Ric(. ., de la variedad hermitiana (N, J,(:,-)), v la
correspondiente (1, 1)-componente del tensor de Ricci ric®(. .y := (Ric®(. -, -).
Una métrica compatible (-,-) con (N, J) es llamada minimal if
tr (Ric°<,,,>)2 = min {tr (RicC<_7_>/)2 sse(()) =sc(( )},
donde (-, -)’ varfa sobre todas las métricas compatibles con (N, .J) y sc({-,-)) = tr Ric(. .y = trRic®(.
es la curvatura escalar.

En [L1], se probé que las siguientes condiciones sobre (-,-) son equivalentes a la condicién de
minimalidad, mostrando que dichas métricas son los solitones del Flujo de Ricci Complexificado
(cxRF), definido en (1), una razén més que las convierte en un tema de estudio actual:

(i) La solucién (-, )¢, con valor inicial (-,-)o = (-,-), al cxRF

d e
E(, ’>t = —2ric ()9 (1)

es autosimilar, en el sentido de que (-,-); = cpf (-, -) para algin ¢; > 0 y un grupo monopa-
ramétrico de automorfismos ¢; de N.

(ii) Existen un campo vectorial X en N y ¢ € R tales que

ric®e ) = () + Lx (),
donde Lx(-,-) denota la derivada de Lie usual. En analogia con el concepto bien conocido en
la teoria del flujo de Ricci, a (-, -) se le puede llamar un solitén (1, 1)-Ricci.
(iii) Ric®..y =cl + D para algin c € Ry D € Der(n).

La unicidad salvo isometria y multiplicacion por escalares de una métrica minimal en una
nilvariedad (N, J) dada también fue probada en [L1], y puede ser usada para obtener invariantes
de la siguiente manera. Si (N, Jy,{(-,-)1) y (N, J2,(:,-)2) son minimales, y J; es equivalente a .Jo
(i.e. existe un automorfismo « de n tal que J; = aJia™!), entonces deberfan ser conjugados via un
automorfismo el cual es una isometria entre (-,-)1 y (-, ).

El problema de existencia de métricas hermitianas minimales para una estructura compleja
dada, estd lejos de ser entendido, y es uno de los puntos principales a tratar en este trabajo. Una
de las herramientas mas importantes utilizadas para probar los resultados de métricas hermitianas
minimales ha sido el enfoque de “mover corchetes de Lie en lugar de productos internos”, el cual ha
sido ampliamente usado para el estudio solvariedades Einstein, y serd central en el desarrollo de esta
tesis. Este enfoque permite ademds aplicar la teoria geométrica de invariantes a estos problemas,
como se hace en [L3], en donde se aplica a este contexto un procedimiento de estratificacién que
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provee informacién sobre la variedad de dlgebras de Lie (ver Seccién 1.0.2 para més detalles de la
estratificacién); y también en [FC], donde se estudia el problema de determinar si una G-6rbita es
distinguida, con G un grupo de Lie reductivo real.

Ademas, en el Flujo de Ricci Complexificado sélo se conoce la existencia y unicidad de la
solucién en el caso homogéneo (ver [L1] para grupos de Lie nilpotentes, y [L9] para homogéneo).
Otra forma de evolucionar la métrica es a través del tensor de Chern-Ricci p(-,J-), donde p es la
forma de Chern-Ricci, obteniendo el Flujo de Chern-Ricci (CRF) (ver [L10],[TW]). En grupos de
Lie, el CRF se reduce a un sistema ODE y todos los tensores involucrados son determinados por
su valor en la identidad del grupo. Como para el cxRF, es de interés estudiar los solitones para
el CRF, lo cual haremos en profundidad en el iltimo capitulo de este trabajo, para grupos de Lie
solubles de dimensién 4.

Resultados obtenidos

En este trabajo estudiaremos los solitones del Flujo de Ricci Complexificado para grupos de
Lie nilpotentes de dimensién 6, desde un punto de vista algebraico, aplicando resultados dados
por la teoria geométrica de invariantes, por medio de la equivalencia (iii) ya mencionada, y del
criterio dado en [FC], basado en una representacién real reductiva. También estudiaremos el flujo
de Chern-Ricci en grupos de Lie, concentrandonos en resultados sobre soluciones auto-similares y
de convergencia. Para esto, en el Capitulo 1 veremos algunos preliminares sobre varios temas ya
mencionados brevemente en esta introduccién, a saber: estructuras complejas en grupos de Lie;
variedades hermitianas; la estratificacién para la variedad de dlgebras de Lie nilpotentes y algunas
de sus propiedades; las raices y pesos de la accion de un grupo de Lie reductivo en el espacio de
todas las algebras antisimétricas de dimensién par.

El Capitulo 2 corresponde al siguiente trabajo:
e E. Rodriguez-Valencia, Invariants of complex structures on nilmanifolds, preprint 2013 (arXiv).

Siguiendo la parametrizacién dada en [ABD], estudiamos la existencia de métricas minimales
en cada una de esas nilvariedades complejas abelianas (ver Teorema A), y por medio de esto
proporcionamos una prueba alternativa de los no isomorfismos dos a dos entre las estructuras,
usando invariantes polinomiales a través de las formas Pfaffianas (ver las Secciones 2.1.2 y 2.2).
Por 1ltimo, se exhiben varias familias de estructuras complejas abelianas en algebras de Lie 2-pasos
nilpotentes de dimensién 8, usando el hecho que todas ellas admiten métricas minimales de tipo
(1 <2;4,4) 6 (1 < 2;6,2). Esto puede ser visto como un primer paso hacia la clasificacién de las
estructuras complejas abelianas en nilvariedades de dimension 8.

Teorema A. Toda nilvariedad compleja abeliana de dimensién 6 admite una métrica minimal, con
la dinica excepcién de (N, J).

El Capitulo 3 corresponde al siguiente articulo:

e E. Rodriguez-Valencia, Minimal metrics on 6-dimensional complex nilmanifolds, preprint 2013
(arXiv).

Basados en la clasificacién en [COUV], determinamos por medio del criterio dado en [FC], todas
las estructuras complejas (no abelianas) que admiten una métrica compatible minimal en grupos
de Lie nilpotentes de dimensién 6 (ver Teorema B), es decir, clasificamos los solitones del cxRF en
todas las estructuras complejas en grupos de Lie nilpotentes de dimensién 6. En algunos casos se
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da explicitamente la métrica minimal, que es cuando se puede aplicar la equivalencia (iii).

Teorema B. Toda nilvariedad compleja no abeliana de dimensién 6 admite una métrica minimal,
con las Unicas cuatro excepciones de (Ni/4, J), <N§’0, J) y (N;é, Ji).

Finalmente, el Capitulo 4 corresponde al articulo:

e J. Lauret and E. Rodriguez-Valencia, On the Chern-Ricci flow and its solitons for Lie groups,
preprint 2013.

En este capitulo se prueba que toda estructura hermitiana invariante a izquierda en un grupo
de Lie nilpotente es un punto fijo para el CRF. A su vez, se dan resultados estructurales para
los solitones del CRF, donde uno de los principales es una forma explicita de construir cualquier
solitén, usando que cualquier solitén es de la forma P = ¢l 4+ D, para algin ¢ € Ry D € Der(g).

Por otro lado, se analizan los posibles limites de las soluciones al Flujo de Corchetes bajo diversos
reescalamientos. Cabe destacar que el flujo de corchetes de Chern-Ricci normalizado, u(t)/|u(t)],
siempre converge a un soliton; y en este caso se determina por completo el limite.

Por 1ltimo, se estudia el problema de la existencia de CR-solitones invariantes a izquierda en
todas las estructuras complejas en grupos de Lie solubles de dimension 4, obteniendo explicitamente
un CR-solitéon compatible para toda estructura compleja en todos los grupos de Lie solubles de
dimension 4, con las tnicas excepciones de los siguientes seis casos:

(tl2"]1)’ (t4,17=])7 (04,%7‘]2)’ (021,57‘]1)’ (021,57‘]2)7 (h4y=])'



Capitulo 1

Preliminares

1.0.1. Estructuras complejas

En esta seccién, recordaremos las nociones béasicas sobre estructuras complejas en grupos de
Lie y sus métricas hermitianas.

Sea G un grupo de Lie de dimensién 2n simplemente conexo con algebra de Lie g, cuyo corchete
de Lie serd denotado por u: g x g — g. Una estructura compleja invariante sobre G esta definida
por una aplicacién J : g — g que satisface J2 = —I y tal que

p(JX,JY) = (X, Y)+ Jpu(JX,Y) + Ju(X, JY), VX,Y €g. (1.1)
Se dice que J es abeliana si la siguiente condicién se cumple:
w(JX,JY) = u(X,Y), vVX,Y €g.

Definicién 1.0.1. Dos estructuras complejas Ji y Jo en G son equivalentes si existe un automorfis-

mo a de g que verifica Jy = aJia~t. Dos pares (G1, J1) y (Ga, J2) son holomdrficamente isomorfos

si existe un isomorfismo de algebras de Lie o : g1 — go tal que Jo = aJia™ L.

Fijamos g, un espacio vectorial real de dimensién 2n, y consideramos como espacio parametro
para el conjunto de todas las dlgebras de Lie de una dimensién dada 2n, al subconjunto algebraico

L:={uc A’g* ®g: usatisface Jacobi},

donde A?g* ® g es el espacio vectorial de todas las aplicaciones bilineales antisimétricas de g x g en
g.

Para cada p € £, G, denota al grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie (g, ).
Ahora fijamos una aplicacién J : g — g tal que J? = —I. El correspondiente grupo de Lie

GL,(C) ={g € GL(g) : gJ = Jg}

actia naturalmente sobre A2g* ® g por g - u(-,-) = gu(g~'-,¢g7!+), dejando £ invariante, al igual
que al subconjunto algebraico £; C £ dado por

Ly :={p e L : psatisface (1.1)},

esto es, los corchetes de Lie para los cuales J es integrable. Podemos identificar a cada u € Ly
con un grupo de Lie complejo de la siguiente manera:

p e (G, J). (1.2)



1. Preliminares 2

Proposicion 1.0.2. Dos grupos de Lie complejos i y A son holomorficamente isomorfos si y solo
st A € GL,(C) - p.

Demostracion. Si (G, J) y (G, J) son holomérficamente isomorfos, entonces existe un isomor-
fismo de &lgebras de Lie h™! : (g,\) ~ (g,u) tal que J = hJh™!. Por lo tanto, A = h-pu y
h € GL,(C) (tomando sus representaciones matriciales). O

Una métrica riemanniana en G se dice compatible con una estructura compleja J en G si
estd definida por un producto interno (-,-) en g tal que

(JX,JY)=(X,Y), VX,Yeg,

esto es, J es ortogonal con respecto a (-,-). Denotamos por C = C(G, J) al conjunto de todas las
métricas invariantes a izquierda en GG compatibles con .J.

Definicién 1.0.3. Dos tripletas (Gy,J1,{(-,*)) v (Ga,J2,(-,)"), con () € C(Gy,J1) ¥y
(-,Y € C(Ga, J3), son isométricas isomorfas si existe un isomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g1 — go
tal que Jo = pJip~ly () = (e ).

Ahora identificamos cada pu € L con un grupo de Lie hermitiano en la siguiente forma:

o< (GmJ’ ("'>)v (1-3)

donde (-,-) es un producto interno fijo en g compatible con J. Asi, cada u € L; puede ser visto
de esta manera como una métrica hermitiana compatible con (G, J), y dos métricas p, A son
compatibles con la misma estructura compleja si y sélo si ellas pertenecen a la misma GL,(C)-
érbita. En efecto, cada h € GL,,(C) determina una isometria riemanniana preservando la estructura
compleja

(Gh-uv‘]’ <’>) e (GH"L <h'vh'>) (1-4)

por exponenciacién del isomorfismo de dlgebras de Lie h=! : (g, h-u) +— (g, 1t). De donde, obtenemos
para cualquier pu € L la identificacion:

GLA(C) - po = C(G,, ). (1.5)

1.0.2. Una estratificacion para la variedad de algebras de Lie nilpotentes

Sean G un grupo reductivo real, K un subgrupo compacto maximal de G, g = ¢ @ p la des-
composicion de Cartan de su dlgebra de Lie, a C p subdlgebra abeliana maximal, y ® un sistema
de raices restringidas, es decir, g = go ® @ cq 2. Se define at como una componente conexa de
a~ Uxeo ker A.

Definicion 1.0.4. Sean 7 : G x V — V una representacién de G en un espacio vectorial real V' de
dimensién finita, y 7 := d7 |¢: ¢ — End(V) representacién de g en V. Fijamos en V un producto
interno tal que £ y p actien por transformaciones antisimétricas y simétricas, respectivamente. La
aplicacién momento, m : V — p, se define como

(m(v), a) = (m(a)v,v), VaepveV.

Llamamos am: V ~ {0} — p, m(v) := ”v1”2 m(v), la aplicacién momento normalizada.




En el siguiente teorema se resumen las principales propiedades de la estratificacion GL,(R)-
invariante del espacio vectorial V' = A?n* ® n, donde n es una algebra de Lie nilpotente (ver [L3] y
[L4] para mas detalles).

Teorema 1.0.5. Ezxiste un subconjunto finito B C at, y para cada B € B un subconjunto
GLy,(R)-invariante Sg C V' (un estrato) tal que

VvV~ {0} = U S (unidn disjunta,).
geB

Ademas,
(i) So ={v eV :v es semiestable} = {v € V {0} : 0 ¢ Gv}.

(i) Si v e &(F)={veV~{0}:dF |,=0} entonces v € Sg(,), donde m(v) es la aplicacion
momento normalizada de V y F(v) :=| m(v) ||.

(iii) F |s, > || B ||* para todo 8 € B.
(iv) CF)NSg={ve&(F) :m(v) e K B} ={veSs: Fv)=| B}
Sea 8 € at tal que Sz # 0. Definimos
Zg={neV B+ | B|°I€Der(n)} > Cs(F) := {v e C(F): m(v) = f}

Por lo tanto, Zg es Gg-invariante, donde G = {g € GL,(R) : gBg~' = B}. Como
g3 = Rp ®th 3, bg es subdlgebra de Lie y sea Hg C G el subgrupo de Lie conexo con algebra de
Lie bg.

Teorema 1.0.6. (i) Zg N Sg es el conjunto de los puntos semiestables para la accion Hg - -- Zg.

(it) €g(F) es el conjunto de los puntos minimales para Hg - -- Zg.

1.0.3. Raices y pesos

Sea n un espacio vectorial real de dimensién 2n, y considere el espacio de todas las algebras
antisimétricas de dimensién 2n, el cual es parametrizado por el espacio vectorial V = A?n* @ n.
Fijemos una aplicacién J : n — n tal que J2 = —I. Recordar la accién lineal natural del grupo de
Lie GL,(C) = {g € GL2,(R) : gJ = Jg} sobre V definida por

g X, Y) =gu(g~' X,g7'Y), XY en, g€ GL,(C), neV, (1.6)
y la correspondiente representacién del algebra de Lie gl,,(C) de GL,(C) en V dada por
m(@)p = ap(,-) — pla, ) —p(a0),  a€gly(C), peV. (1.7)

Cualquier producto interno (-,-) en n determina productos internos en V' y gl,(C), también deno-
tados por (-, ), como sigue:

<M7 )‘> = Z(M(Ci,ej),€k><)\(€i,€j),€k>, <Oé,5> = tI‘OéB*, (18)

i7j7k



1. Preliminares 4

donde {e;} es una base ortonormal de n y 8* es la traspuesta conjugada con respecto a (-, ).

Usamos gl,,(C) = u(n) @ h(n) como una descomposicién de Cartan de gl,,(C), donde u(n) y h(n)
denotan los subespacios de todas las matrices antihermitianas y hermitianas, respectivamente. El
conjunto a de todas las matrices n x n diagonales reales en gl,,(C) es una subdlgebra abeliana
maximal de h(n) y por lo tanto determina un sistema de raices (restringidas) A C a. Denotamos

por @ al conjunto de todas las raices. Si Jeg;_1 = e€9;, 79 =1,...,n, entonces ¥ estd dado por
® = {+Diag(1,-1,0,...,0),+Diag(1,0,—1,...,0), £ Diag(0,1,—1,...,0),...}. (1.9)
Si {e!,...,e?} es la base de n* dual a la base {ej, ..., €2, }, entonces
{vijk=(Ne!)®@ep:1<i<j<2n1<k<2n} (1.10)

es una base de los vectores peso de V' para la representacion (1.7), donde v;;i, es la forma bilineal en
n definida por vjji(e;, ;) = —viji(ej,e;) = e y cero en cualquier otro caso. Los correspondientes
pesos o/fj €a, 1 < j, estdn dados por

ar
(v = (ag — a; — aj)vijie = (@, afj>vijk, Va = €a. (1.11)

Si Jeg;_1 = eq;, es facil verificar que

k . 1
aij = 5Bk + Begrprr — Eii — Biprizr — Ejj — Bjpige1),

donde FE, s denota la matriz cuyo unico coeficiente no nulo es 1 en la entrada rs.



Capitulo 2

Invariantes de estructuras complejas
en nilvariedades

2.1. Invariantes

Ahora discutimos el problema de distinguir dos nilvariedades complejas salvo isomorfismo
holomérfico, considerando diferentes tipos de invariantes.

2.1.1. Meétricas minimales

En [L1], J. Lauret mostré como usar la parte complexificada del operador de Ricci de un
grupo de Lie nilpotente dado, para determinar la existencia de métricas minimales compatibles
con una estructura geométrica invariante en el grupo de Lie. Ademds, se probé que dichas métricas
(si existen) son udnicas salvo isometrias y multiplicaciéon por escalares. Esta propiedad permite
distinguir dos estructuras geométricas con invariantes provenientes de la geometria Riemanniana.
En esta seccién, aplicaremos esos resultados al caso complejo y usaremos las identificaciones (1.2)
y (1.3) para reescribirlos en términos de datos provenientes del dlgebra de Lie; esto serd la base
del método que proponemos: fijar una estructura compleja y mover el corchete. Este método es
explicado en una forma maés detallada en la Secciéon 2.2 en el caso de dimensién 6.

De ahora en més, seguiremos la notacién usada en las Secciones 1.0.1 y 1.0.3 para N, un grupo de
Lie nilpotente real de dimensién 2n, donde £ y £ son reemplazados por Ny N, respectivamente,
donde

N :={p € A’n* @ n: u cumple Jacobi y es nilpotente}.

El siguiente teorema fue obtenido usando fuertes resultados de la Teoria Geométrica de Inva-
riantes, relacionados principalmente con la aplicacién momento de una representacién real de un
grupo de Lie reductivo real.

Teorema 2.1.1. [L1] Sea F : Nj — R definida por F(u) := tr(Ric®,)?/||ul|*, donde Ric®, es la
proyeccion ortogonal del operador de Ricci Ric,, de la variedad Riemanniana (Ny,(-,-)) sobre el
espacio de todas las aplicaciones simétricas de (n, (-,-)) que conmuten con J. Entonces para p € Ny,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) 1 es un punto critico de F.
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(i4) Flgr, (). alcanza su valor minimo en pu.
(1it) Ric®, = cI + D para algin c € R, D € Der(n).

Mds ain, cualquier otro punto critico de F' en la érbita GL,(C) - u pertenece a R*U(n) - u, donde
U(n) := GL,(C) N O(2n).

Recordar que para grupos de Lie nilpotentes el operador de Ricci Ric, de la variedad
Riemanniana (N, (-,-)) esta dado por

. 1
(Rlcu Xv Y> = 5 Z<IU(X7 ei)7ej><:u(Y7 ei)7ej>
,J
1
+Z <:u(ei7ej)7X><:u(ei7ej)7Y>a \V/X,YGI‘I,
,J

donde {e;} es una base ortonormal de n.

Por medio de la identificacién (1.2), obtenemos un muy 1til criterio.

Corolario 2.1.2. Dos nilvariedades complejas p y A, que verifiquen cualquiera de las condiciones
del teorema anterior, son isomorfas si y sélo si A € R*U(n) - p.

Sea (N, J,(-,-)) una nilvariedad hermitiana, esto es, J es una estructura compleja en N y
(-,-) € C(N,J). Si Ric(. .y denota al operador de Ricci de (N, (,-)), entonces el operador de Ricci

hermitiano esta dado por
. ¢ 1. .
Ric (-, = 5 (RIC< ) —JR1C< >J) .

Definicién 2.1.3. Una métrica (-,-) € C(N,J) es llamada minimal si minimiza al funcional

tr(Ric® >)2 sobre el conjunto de todas las métricas compatibles con (N, J) con la misma curvatura

B

escalar.

Ahora reescribimos el Teorema 2.1.1 en términos geométricos, usando la identificacién (1.3).

Teorema 2.1.4. [L1] Para cada (-,-) € C(N,J), las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) (-,-) es minimal.
(ii) Ric®. .y =cl + D para algin c € R, D € Der(n).

Ademds, eziste a lo mds una métrica invariante a izquierda compatible con (N, J) salvo isometria
(y multiplicacion por escalares) que verifica cualquiera de las condiciones anteriores.

Sea (-,-) € C(N,J) una métrica minimal con Ric®. .y = cI + D para algiin ¢ € R, D € Der(n).
Se dice que (-,-) es del tipo (k1 < ... < kp;dy,...,d,) si {ki} C Z>¢ son los autovalores de D con
multiplicidades {d;}, respectivamente, y ged(ki,..., k) =1 (ver [L6] para mas detalles).

Corolario 2.1.5. [L1] Sean Jy, Jo dos estructuras complejas en N, y suponga que admiten métricas
compatibles minimales (-,-) y (-,-), respectivamente. Entonces Jy es equivalente a Jo si y sélo si

existen ¢ € Aut(n) y ¢ > 0 tales que Jo = pJip™ ' y

(pX,0Y) =c(X,Y), VX,Y €n.

En particular, si J1 y Jo son equivalentes, entonces sus respectivas métricas compatibles minimales
son isométricas salvo multiplicacion por escalares.
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Por (1.3) y (1.4), es facil ver que dos nilvariedades hermitianas ;1 y A son isométricas (es decir,
si (N, J,(-,-)) v (Na,J, (-,-)) son isométricas isomorfas) si y sélo si pertenecen a la misma U(n)-
érbita. Corolario 2.1.5 y (1.3) implican el siguiente resultado.

Corolario 2.1.6. Si u es una métrica hermitiana minimal, entonces R*U(n) - p parametriza todas
las métricas hermitianas minimales en (N, J).

Ejemplo 2.1.7. Para t € (0, 1], considere el algebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensién 6 con
corchete dado por

,Uzt(el,eg) = \/E657 Mt(€1,€4) = %667
:ut(e2y63) = _%667 Mt(€3,64) = —\/565.

Sea

Una sencilla verificacién muestra que J es una estructura compleja abeliana en N, para todo
t, que (-,-) es compatible con (N,,,J), y que el operador de Ricci estd dado por

1 (341
-5 () 1

Ric#t = t 0

0 1/t

Por definicién, tenemos que
1
(221 , 1
R B G R ottt +1 1
RIC we — (t2+1) I } = 2t _3I+ 2 1 )
2t 2 9

y asi py es minimal del tipo (1 < 2;4,2) por Teorema 2.1.4. Se deduce de

. t 0
RlCMt‘n2:|:0 1/t]’

que las nilvariedades hermitianas {(Ny,,J,(,-)) : 0 < ¢ < 1} son no isométricas dos a dos. En
efecto, si existen ¢ € R* y ¢ € U(3) C O(6) tales que cus = ¢ - ug (ver Corolario 2.1.6), entonces

Y = [(’01 o ] € U(2) x U(1) (por la estructura del édlgebra de Lie y la accién considerada) y
2

. . _ t .
A Ricy, |, = @2 Ricy, [nyy ', por lo tanto ¢? [s 1/3} = [ 1/t]' Tomando todos los posibles

cocientes de sus autovalores se deduce que s> = t2 ¢ s2 = 1/t?, lo cual da s = ¢ si s,t € (0,1].
De donde, obtenemos una curva {(N,,,J) : 0 < t < 1} de nilvariedades complejas abelianas no
isomorfas dos a dos, por la unicidad en el Teorema 2.1.4 (ver [L5] para mds ejemplos).
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De los anteriores resultados, el problema de distinguir dos estructuras complejas puede ser plan-
teado de la siguiente manera: si se fija el grupo de Lie N, entonces los GLs,(R)-invariantes pro-
porcionan todas las posibles estructuras complejas en N (Definicién 1.0.1), y los O(2n)-invariantes
distinguen sus respectivas métricas minimales (si existen) salvo multiplicacién por escalares (Co-
rolario 2.1.5). Ahora, si en vez de lo anterior, se fija un espacio vectorial de dimensién 2n y se
varia el corchete, los GL,,(C)-invariantes proveen todas las posibles métricas compatibles con una
estructura compleja dada (ver las identificaciones (1.3) y (1.5)), y los U(n)-invariantes sus respec-
tivas métricas minimales (si existen) salvo multiplicacién por escalares (ver Corolario 2.1.6). En
la 1ltima situacion, el Ejemplo 2.1.7 muestra como usar uno de los invariantes riemannianos: los
autovalores del operador de Ricci, para probar los no isomorfismos dos a dos entre las estructuras
dadas. En general, esto no siempre es posible, asi que en la préxima secciéon introduciremos un
nuevo invariante aplicable a las dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes.

2.1.2. La Forma Pfaffiana

Con el propdsito de distinguir algebras de Lie salvo isomorfismo, asignamos a cada dlgebra un
dnico polinomio homogéneo llamado la forma Pfaffiana, y asi la Proposicién 2.1.10 permitira usar
los invariantes polinomiales conocidos para obtener curvas o familias de corchetes en un espacio
vectorial dado. Seguiremos la notacién usada en [L7].

Sean n un algebra de Lie, con corchete de Lie p, y (-, ) un producto interno fijo en n. Para cada
Z € n, considere la transformacién R-lineal antisimétrica Jz : n — n definida por

(JzX,Y) = (u(X,Y),Z), VX,Yen (2.1)

Siny n’ son dos dlgebras de Lie reales y J, J’ son las correspondientes transformaciones, relativas
a los productos internos (-, -) y (-, -)’, respectivamente, entonces es facil ver que una aplicacién lineal
B :n — 1 es un isomorfismo de algebras de Lie si y sélo si

BB =Jgy VZe, (2.2)

donde B! : n’ — n es dada por (B!X,Y) = (X, BY) paratodo X € n’, Y €n.

Supongamos que n es 2-pasos nilpotente y que la descomposicién n = n; @ny satisface ng = [n, n].
Si (nq,ng) = 0, entonces ny es Jz-invariante para cualquier Z, y Jz = 0 si y s6lo si Z € ny. Bajo
estas condiciones, la forma Pfaffiana f : ng — R de n estd definida por

f(Z):Pf(JZ|n1)7 ZGuQv

donde Pf : so(n;,R) — R es el Pfaffian, esto es, el tinico funcional que cumple Pf(B)? = det B
para todo B € so(n;,R) y Pf(J) =1 para
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En [ABJK], se da una definicién alternativa de Pf y se demuestran algunas de sus propiedades.
Notar que se requiere que dimny sea par para obtener una f no nula. Ademas, si dimny = 2m y
dim ny = k entonces la forma Pfaffiana f = f(z1,...,2x) de n es un polinomio homogéneo de grado
m en k variables con coeficientes en R.

Denotamos por Py ,,(K) al conjunto de todos los polinomios homogéneos de grado m en k
variables con coeficientes en un cuerpo K.

Definicién 2.1.8. Para cada f,g € Py, (K), se dice que f es proyectivamente equivalente a g,
denotado por f ~ g, si existen A € GLi(K) y ¢ € K* tales que

flxy,.yxp) = cg(A(zq, .y xp)).

Observacion 2.1.9. Si f,g € Py m(R), entonces
€ GLE(R) - g, si m es impar,

f~rge / HR) g . P

+f € GLE(R)-g, sim es par.

Recordar que (A - f)(z1,...,2x) = f(A7 (z1,...,21)) para todo A € GL(K), f € Py m(K).

Proposicién 2.1.10. [L7] Sean n,n’ dos dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes reales. Sin y n' son
isomorfas entonces f ~gr f', donde f y f' son las formas Pfaffianas de n y n', respectivamente.

La anterior proposicién afirma que la clase de equivalencia proyectiva de f(x1,...,2%) es un
invariante por isomorfismos del dlgebra de Lie n. Notar que si hacemos la composicién I o f(u) de
la forma Pfaffiana f(u) con un invariante I € Py ,,,(R)3%+(®) (el anillo de invariantes polinomiales),
obtenemos SLj(R)-invariantes escalares. Mds atn, si consideramos cocientes del mismo grado de la

forma ggﬁz gg se obtienen GLy(R)-invariantes (ver Ejemplo 2.1.11).

A continuacidn, se dardn algunas propiedades bésicas de la forma Pfaffiana y algunos invariantes
para formas binarias de grado 4.

(i) Si A es una matriz antisimétrica de orden 4 x 4, digamos

0 b1z b1z by
b1y 0 bas Doy
—b13 —bas 0 b3y
—biy —boy —bzys O

A=

entonces Pf(A) = biabss — bigbag + b14bos.
. A 0
(i) Pf <[ 01 AZ]) = Pf(A;) Pf(Ay).

(iii) Sea p(z,y) = Z?:o a;z¥7'yt € Py 4(R). Defina

S(p) == apay — 4ajaz + 3a3.

T(p) := apagay — aoag + 2a1a0a3 — a%a4 — a%’.
Tenemos que S y T son SLo(R)-invariantes (ver por ejemplo [D]), esto es S(g-p) = S(p)
y T(9 - p) = T(p) para cualquier p € P24(R), g € SLy(R). Ademds, S(cp) = 2S(p) y
T(cp) = T (p) para todo c € R.
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Ejemplo 2.1.11. Sea n el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensién 10 cuyo corchete es definido,
para todo t € R, por

M( X1, X3) = =\ (X2, Xy) = Z4,
A(X1, Xa) = Ai(Xa, X3) = Ai(X5, Xs) = Ai(Xe, X7) = —Za,
(X5, X7) = =M\ (X6, Xg) =t 2.

Considere el producto interno (X;, X;) = (Z;, Z;) = 6;;. En este caso n; = (Xj,..., Xg)p y ng =
(Z1,Z5)r. S1 Z = xZy + yZa, con x,y € R, entonces

y €T

B
Jzln, = —tr
y tx
tr  —y
L -y —tx _

Por definicién (ver a su vez las propiedades (i) y (ii) anteriores), la forma Pfaffiana de n es
fri=fN) = (@@ + ) (#P2® + %) = 22" + (P + Da*y® + .
Afirmamos que si f; ~r fs entonces t = s para todo t, s en cualquiera de los siguientes intervalos:
(—o0,—1],[-1,0],[0,1], [1, 00).

En efecto, por hipétesis, existen ¢ € R* y g € GLy(R) tales que ¢ g - fs = fi. De esto deducimos
que existen ¢ € R* y g € SLy(R) que satisfacen ¢ g- fs = f;. Para todo ¢t € R, defina la funcién (ver
(iii) anterior)
S 3
h(t) = (ft)z.
T(fe)

Esto es,
(3t + 72 + 3)3
B2+ 1282+t +1)2(12 —t 4 1)2°

h(t) =

De lo anterior se sigue que
— S(ft)3 — 5(55 fs)3 — Eﬁ 5(5 fs)3 — S(fs)3 — h(s)
T(f)? T(cg-fs)? TG f)?  T(fs)?
Dado que la derivada de h(t) solo se anula en —1,0, 1, concluimos que h es inyectiva en cualquiera

de los intervalos mencionados al comienzo. Proposicién 2.1.10 muestra que {(n,A\¢) : t € [1,00)}
(6 t en cualquiera de los otros intervalos) es una curva de algebras de Lie no isomorfas dos a dos.

Si tomamos GL,(C) := {g € GL2,(R) : gJ = Jg}, donde J estd dada por (2.3), podemos
establecer el resultado andlogo a la Proposicién 2.1.10, lo cual serd crucial en la Seccién 2.2.

h(t)

Proposicion 2.1.12. Suponga que n = n; ® ng, con dimn; = 2p y dimny = 2q, y que Jn; = n;.
Asuma que p, A € A’n} @ ny satisfacen p(ni,ny) = A(ny,ny) = ng. Si A € GL,(C) - p (n=p+q),
entonces

fA) € RuoGLg(C) - f(1),
donde f(u), f(\) son las formas Pfaffianas de (n, ) y (n, \), respectivamente.
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Demostracion. Sean b := (n,pu), b’ := (n,A), y Jy,, J) las correspondientes transformaciones,
relativas al producto interno en n (ver (2.1)). Suponga que g-pu = A con g € GL,,(C). Por hipétesis,
g =1 g¢] € GL,(C) x GLy(C) y g : b — b’ es un isomorfismo de dlgebras de Lie que cumple
gny =1y y gng = ng. De (2.2) se deduce que

9'INZ)g=Ju9'Z), YZ e,
y dado que los subespacios 1y y ng son preservados por ¢ y g* obtenemos que
f'(Z) = cf(452),

donde ¢! =det g1 > 0 (GL,(C) es conexo) y g4 : A(n1,n1) — pu(ng,n1). Es claro que g5 € GLay(R)
y satisface

JHZY) =952, —JY) = (Z,92(=TY)) = (Z,~Jg2Y) = (JZ, oY) = (93 Z,Y ).
Asi, g5 € GL,(C), y concluimos que f()\) € RuoGLy(C) - f(p). O

Finalizamos esta seccién con un ejemplo de dos polinomios homogéneos que son proyectivamente
equivalentes sobre R pero no sobre C, en el sentido de la Proposicién 2.1.12.

Ejemplo 2.1.13. En b5 x R, defina los corchetes de Lie u* y u~ por
pt(er,ea) =g, p(es,eq) = e
Considere el producto interno (e;, ej) = d;;. Si Z = xeg, con x € R, entonces

0 —=x 0 —=x

z 0 _ z 0
0 —z|’ Tzl = 0 =z
z 0 —x 0

J;|n1 =

Por lo tanto f(ut) =22y f(u~) = —22. De donde f(u~) ~g f(uT) pero

Flpm) € RooU(1) - f(u").
Recordar que GL;(C) ~ R5oU(1).

2.2. Meétricas minimales en nilvariedades complejas abelianas de
dimension 6

La clasificaciéon de las algebras de Lie reales nilpotentes de dimensién 6 que admiten una es-
tructura compleja fue dada en [S], y el caso (nilpotente) abeliano en [CFU]. Posteriormente, A.
Andrada, M.L. Barberis y I.G. Dotti en [ABD] dan una clasificacién de todas las dlgebras de Lie,
de dimensién menor o igual a 6, que admiten una estructura compleja abeliana; mas aun, dan una
parametrizacion, en cada algebra de Lie, del espacio de todas las estructuras abelianas salvo iso-
morfismo holomérfico. En particular, existen tres algebras de Lie nilpotentes munidas con curvas de
estructuras no equivalentes. Basados en esta parametrizacién, estudiamos la existencia de métricas
minimales en cada una de esas nilvariedades complejas (ver Teorema 2.2.4), y proporcionamos una
prueba alternativa de los no isomorfismos dos a dos entre las estructuras.
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La clasificacién en [ABD] fija el dlgebra de Lie y mueve la estructura compleja. Por ejemplo,
el algebra de Lie h3 x h3 posee la curva J; de estructuras complejas abelianas definida por Jze; =
e, Jses = eq, Jses = ses + eg, s € R, con corchete [e1,e2] = e5, [e3,e4] = eg. Ahora fijamos la
estructura compleja y movemos el corchete de la siguiente manera.

Para n = vy @ vy, con v; = R* y vy = R?, considere el espacio vectorial A2n’1k ® vy de todas las
aplicaciones bilineales antisimétricas p : v1 X v; — vo. Cualquier algebra de Lie 2-pasos nilpotente
de dimensién 6 con dim p(n,n) < 2 puede ser modelada en esta forma. Fije una base de n, digamos
{e1,...,es}, tal que b1 = (eq, ..., e4)R, V2 = (€5, €g)r. La estructura compleja y la métrica compatible
siempre estaran definidas por

J = s <€i,€j> = 5ZJ (24)

Proposicién 2.2.1. Sea (N, j) una nilvariedad compleja, con fi € A*v%®@vy. Si existe g € GLg(R)

1

tal que gJg=' = J, entonces (Nz,J) y (Nyz,J) son holomdrficamente isomorfos.

It g
Retornando al ejemplo anterior, si se toma
1 0
0 1

obtenemos gJs¢~' = J, y por lo tanto (N[, Js) ¥ (N, J) son holomérficamente isomorfos por
Proposicién 2.2.1, donde ahora el corchete es dado por us(ej,e2) = e5 v us(es, eq) = —ses + eg con
s € R. Argumentando de esta manera en cada item en [ABD, Teorema 3.4.], obtenemos la Tabla
2.1.

Observacion 2.2.2. En la clasificaciéon dada en [ABD], se afirma incorrectamente que las curvas
de estructuras J}' y J? en ny son no equivalentes. En efecto, la matriz g definida en (2.5) es un
automorfismo de ny y gJlg~! = JZ, por lo tanto J! y J? son equivalentes. Notar que en la Tabla
2.1 solo aparece una ‘curva’(serd probado mas adelante) de corchetes en ny, lo cual se deduce de la
siguiente proposiciéon y del Teorema 2.2.4. Los corchetes ,u}l’t y ui’t son obtenidos de las curvas de
estructuras J! y JZ, respectivamente.

Proposicién 2.2.3. ,ui’t e U(2) x U(1) - ,u}ft para todo t € (0,1], donde los corchetes u}l’t,ui’t en
ny estdn dados por

1
y‘éji’t(ela 62) - \/5657 lel)t(eh 64) = Weﬁa Mi)t(elu 63) - \/5657 /144217t(627 64) - \/5657
1 1 1

1,t 1,t 2,t 2,t
(eg,e3) = ——=eg, (es, e :—\/Ze. (e1,eq4) = ———=eg, (eg,e3) = —=eg.
N4(2 3) \/EG M4(3 4) 5 M4(1 4) \/ZG M4(2 3) \/EG
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Demostracion. Tenemos que

_gi _4 N
g=|¥ ¥ o| € U@2)xUQ).
| 0 0 1]
Usando la identificaciéon a + bi — [Z _ab], podemos escribir
(0 -2 -2 0 0 0
29 0 -2 00
2 o0 0 %2 00
g=
0 2 -2 0 00
0 0 0 0 10
(0 0 0 0 0 1]

Por definicién, se sigue que

i (e1,e2) = 0.
g- M}l’t(el,eg) = glhl;’t (—462 - ‘/75637

2t
"y (€1=€3) = \/Ees-
g- 1y (eres) = gy (= ez = ey, Loy + Ley) = g{} (Vies + Vies)} = Vies.

n ui’t(el,(ﬁl) = —%66.

g py'(er ea) = gy’ (‘%62 — s, ey — 463) =9{3

o ui(e2,e3) = e

£
N
D
[ah
_|_
S
N
N~——"
I
<
—~
N[
/~
-
S
_l’_
S
8
~—
—
Il
S
S

g1y (e2,e3)

n ui’t(eg,&l) = \/z85.
qg- lujl"t(eg,(ﬁl) = g‘u}l’t (@61 - @84, \/7582 — @63) = g{% (\/Z65 + \/E85)} g \/Z€5.

2,t
" My (83584) =0.
E lujl"t(eg,(ﬁl) = g‘u}l’t (@61 + @84, 782 — @63) = g{% (\/Z65 — \/E85)} =0.

S

Asi g- u}l’t = ,ui’t, lo que completa la prueba.
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Corchete de Lie

ny ;= hg x R3

piler, e2) = eg.

ny == bhs x R 1y (e1,e2) = eg, iy (€3, 1) = Feg.
n3 :=hs x b3 | pser,e2) =es, p3(es,es) = —ses + eg,
s eR.
ny := h3(C) p(e1,e2) = Vites, pli(er,eq) = %667
pi(ez, e3) = —eg, phles,ea) = —Vies,
t € (0,1].
ns ps(er,e2) = es, ps(er,es) = —eg,
us(ea, e3) = eg.
ng pe(e1, e2) = —es, peler,eq) = —e,
pe(e2,e3) = eq.
ny ph(er,ea) = —ea, ph(er, e3) = Vites,

ph(ea,eq) = Vtes, pb(er,es) = —%66,

ph(ez,e3) = Jree, t € (0,1].

/7t7(61762) = —€4, /7t7(61763) =V —t€5,
[i5 (e, e4) = /—tes, fk(e1,eq) = \/%—t%,
ﬁ%(ﬁg,ﬁg) = —%66, t e [—1,0).

Tabla 2.1. Nilvariedades complejas abelianas de dimension 6.
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Teorema 2.2.4. Toda nilvariedad compleja abeliana de dimension 6 admite una métrica minimal,
con la inica excepcion de (Ns,J).

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.1.4 (como fue descrito en el Ejemplo 2.1.7 para ny), es
facil ver que (Np,J) admite una métrica minimal de tipo (3 < 5 < 6;2,2,2); (Na,J), (N3, J) y
(Ny, J) una de tipo (1 < 2;4,2); (Ng,J) y (N7,J) una de tipo (1 < 2 < 3;2,2,2). M4s atn, cada
wi en n; es minimal, si i # 5 (columna 4, Tabla 2.2). Notar que la Tabla 2.2 difiere de la Tabla 2.1
en ng y ny, esto se debe a que para obtener uz y pur minimales se requirié actuar con una matriz
g € GL3(C) en los corchetes dados en la Tabla 2.1. Por ejemplo, para n7, tomamos

donde a = (t + %)_% para pb, y a = (—t — 1) ¢ para pik.

Basta con probar que (N5, J) no admite métricas compatibles minimales. Para hacer esto, usare-

mos algunas propiedades de la estratificaciéon GL,(R)-invariante para la representacién
A?2(R")* ® R" de GL,(R) (ver Seccién 1.0.2).

Sea f =diag(—1/2,-1/2,-1/2,—-1/2,1/2,1/2). Por lo tanto
Gg:={g € GL(6) : gBg~" = B, gJg ' = J} = GL,(C) x GL{(C).

Dado que gg = Rj3 et b, se sigue que hg es una subdlgebra de Lie de gg. Denotamos por Hg C Gg
al subgrupo de Lie con algebra de Lie hg. Asi, obtenemos

hﬁz{[é g]:trA:trB}, ng{[g H;det(g)zdet(h)}.

Pero hg = <R [I 21}) EBHB donde

Eﬁz{[é g}:trA:trBzo}.

Esto claramente fuerza a que H, 3 = SLy(C)x{I}. De donde, es suficiente probar que 0 ¢ SLy(C) - u5
y g2 € SLy(C) - ps, con po and us los corchetes de ng y ng respectivamente, lo cual es debido al
hecho que G - p es minimal si y sélo si Hg - j1 es cerrada (ver por ejemplo [L4, Teorema 9.1.]). En
efecto, una facil verificaciéon muestra que

a
- 5 — pg  cuando a — 0.

1/a

1/a

De todo lo anterior y el hecho que SLy(C) - g es cerrada (ny es minimal), concluimos que
0 ¢ SLy(C) - ps por la unicidad de las érbitas cerradas en la clausura de una érbita (notar que {0}
es una Orbita cerrada). d
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n Corchete de Lie Tipo Minimal
n wi(er,e2) = eg. (3<5<6;2,2,2) Si
Ny uéc(el,eg) = eg, ,u;:(ﬁg,&l) = +eg. (1<2;4,2) Si
ng | ps(er,ea) =es, piles,eq) = \/1_4552 es + \/1182 €6, (1<2;4,2) Si
seR.
ny pher,e2) = Vtes, pher,eq) = %66, (1<2;4,2) Si
pi(ez, e3) = —eq, phles,ea) = —Vies,
t € (0,1].
ns ps(er,e2) = es, ps(er, eq) = —eg, — No
15 (e, e3) = eg.
g ug(er,e2) = —es, ug(er,eq) = —eq, (1<2<3;2,2,2) Si
pe(e2, e3) = es.
ny | phler,ex) = —\/t+ 1/teq, ph(er,es) = tes, (1<2<3;2,2,2) Si
po(ez, e4) = Vies, ph(ereq) = —Jzeq,
pk (e, e3) = %66, t € (0,1].
fib(e1, e0) = —\/—t = 1[tes, fit(e1,e3) = v/~tes,
[k (e2,e4) = /—tes, fib(e1,eq4) = \/%—t&s,
ﬁ%(eg,eg) = —\/%766, t e [-1,0).

Tabla 2.2. Métricas minimales en nilvariedades complejas abelianas de dimension 6.
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Ahora usaremos las formas Pfaffianas para obtener una prueba alternativa de los no isomorfismos
dos a dos de la familias dadas en [ABD, Teorema 3.4.] en el caso de las élgebras de Lie 2-pasos
nilpotentes. Como dimbt; = 4 y dimvy, = 2 , las formas Pfaffianas de ny,...,n5 pertenecen al
conjunto P52(R); asi el objetivo es determinar el cociente Ps2(R)/GL1(C) = Py2(R)/R5oU(1)
(ver Proposicién 2.1.12).

Usando la identificacién P = ax? + bxy + cy? ++ Py := (A(z,y), (z,y)), donde A = [b% béﬂ ,

obtenemos (ver Observacién 2.1.9)

x2+y2,

2 2

r =Yy,
Pya(R)/ £ GLy(R) = { °,

x M

0.

Proposicion 2.1.12 ahora implica que
Po(R)/R-oU(1) = {az® + by : a < b,a® +b* = 1} U {0}.

Esto permite clasificar las formas Pfaffianas de ny,...,ns5, lo cual es resumido en la Figura 2.1.
El élgebra de Lie n} estd dada por p(e1,e3) = —tseq, pi(er,es) = pe(ez,e3) = ses, p(ez,eq) =
s(2 —t)eg, con s = \/2+t2+(2—¢)2, 1 <t < 2; la cual es minimal, con J como en (2.4), y
(Ny,,J) no es abeliana (ver [L1, Ejemplo 5.3.]).

De la Figura 2.1, es claro que ng y ny poseen curvas de métricas hermitianas (minimales);
(ng,p13) v (n2,py) se distinguen; y ny posee una tnica métrica hermitiana (minimal). A pesar
de que ps no es minimal, se incluye en la figura para indicar que como ps se degenera en fiy

(Mg € SLy(C) - M5> entonces es de esperar que posean la misma forma Pfaffiana, que es en efecto
lo que ocurre.

Consideremos ahora las dlgebras de Lie que no son 2-pasos nilpotentes. El algebra de Lie ng
posee una Unica métrica minimal salvo isometria y multiplicacion por escalares, por Teorema 2.1.4.
Para n7, una ficil verificacién muestra que para todo t € [—1,0),s € (0, 1]

. -t 0 . s 0
Rlcﬁ% |3_ |: 0 —1/t :| s Rlcﬂ? |3_ |: 0 1/8 :| )

donde j := (e5, €)r. De esto se deduce que las nilvariedades hermitianas {(N,:, J, (-,-)) : t € (0,1]}
son no isométricas dos a dos (como fue descrito en el Ejemplo 2.1.7 para ny). De igual manera para

{(Ng, J, () € [<1,0)},

Distinguiremos pt, t € (0,1], de 7k, t € [—1,0). Para hacer esto necesitamos lo siguiente (ver

(1.8))
15117 = 2 (s (ex, e2) 1P + i (exs e3)1” + [k (ex, ea) | + [k (ea, e3)I” + |15 (e2, )]|)
:6<t+%>, t € (0,1].
17401 = 2 ([l (er, ) I” + 17t (ex, ea)|* + [l (exs ea) | + || (e, e3)[|” + 17k (e2, ea)[|?)

=6 <t+%>, t e [-1,0).
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b(t)

i

QD

5, Ny

ny

Figura 2.1. Formas Pfaffianas de nq,... ns.

Proposicién 2.2.5. pt ¢ R* U(3) - ué para todo t € [—1,0),s € (0,1].

¥1
Demostracidon. Si existen ¢ € R* y p € U(3) tal que cfit = ¢ - 5, entonces ¢ = V2 ,

3
—t s
2 1o | 2 .
con ¢; € U(1), y ¢*Ricg |; = w3 Ricys ;037 Por lo tanto ¢ [ 1/4 = [ 1/3]’ tomando

todos los posibles cocientes de sus autovalores se deduce que s? = t? 6 s> = 1/t2, lo cual implica
que t=—ssite[-1,0),s € (0,1]. De esto basta con probar que para todo t € (0,1],c € R*,

iz ¢ ¢ U(L) x U(L) x U(1) - i (2.6)

Ademés, si fi;* € ¢ U(1) x U(1) x U(1) - pb, entonces ||7i;*]|? = ¢2||ut]|?, 1o cual lleva a tener ¢? = 1,
y por lo tanto ¢ = £1. Asi es suficiente tomar ¢ =1 (si ¢ = —1 las ecuaciones no cambian).

Razonando por absurdo, suponga que i t=@- /ﬁ% donde

a —b [a b
b a -b a
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con a?+b%=c?+d?=k%+ h? =1. De donde obtenemos

o [ir'(e1,e0) = —\/t+ 1/tes = G - ph(e1,ea) = dv/t + 1/teg — c\/t + 1/tey.

o i7'(e1,e3) = Vies = G - ph(er, e3)
= {(ac + bd)kV/'t + (be — ad) L } es + {(ac + bd)h/t + (ad — be)

beo

S
Sl

— 1
o [i7'(e1,ea) = N G - 5 (er, )

- {(ad — be)kv/t + (ac + bd)%} es5 + {(ad — be)h/t — (ac + bd)\%} eg-

Esto es equivalente al siguiente sistema (los otros tres corchetes producen las mismas ecuaciones):

c=1, d=0,
a=k,
b—ht=0,
a=—k,
h+bt =0,

De lo cual se sigue que a = b = 0, lo que contradice la condicién a? + b?> = 1. Dado que G fue
arbitraria, (2.6) es verificada. O

2.3. Resultados obtenidos en dimensién ocho

El objetivo de esta seccién es exhibir varias familias dependiendo de uno (ver Ejemplo 2.3.4
y Ejemplo 2.3.8), dos (ver Ejemplo 2.3.3 y Ejemplo 2.3.5) y tres (ver Ejemplo 2.3.2) pardmetros
de estructuras complejas abelianas en algebras de Lie 2-pasos nilpotentes de dimensién 8, usando
el hecho de que todas estas nilvariedades complejas abelianas admiten métricas minimales de tipo
(1 <2;4,4) 6 (1< 2;6,2).

Siguiendo la idea desarrollada en dimensién seis, determinaremos los cocientes Py 2(R)/R~oU(2)
y P23(R)/R5oU(1) en los casos (4,4) y (6,2), respectivamente. Esto puede ser visto como un primer
paso hacia la clasificacién de las estructuras complejas abelianas en nilvariedades de dimension 8.
De ahora en adelante, mantenemos la notacién usada en [L5].

2.3.1. Caso (4,4)

En este caso vy = R* y vy = R?*, y consideramos el espacio vectorial W := A2U’1‘ ® 9. Si
{X1,...,X4,71,...,Z4} es una base de n tal que v1 = (X3, ..., Xy)r y 02 = (Z1, ..., Z4)R, entonces
cada elemento de W puede ser descrito como

w(X1,Xo) =a1Z1 + aeZs + azZs + as Z, (X1, X3) =01 Z1 + baZy + b3 Z3 + by Z,
w(X1,Xa) =121+ a2y + c3Z3 + c4Za, w(Xo, X3) = d1Zy + doZo + dsZs + dyZy,
w(Xo, Xu) = €121 + eaZs + €323 + €42y, (X3, X4) = fLZy + faZo + f323 + faZs.
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La estructura compleja y la métrica compatible siempre serdan definidas por

0 -1

SIA - (a17a27a37a4)7 7F - (f17f27f37f4)7yJA - (_a27a17_a47a3)7 7F = (_f27f17_f47f3)7
entonces J es integrable en N, (i.e. J satisface (1.1)), p € W, si y sélo si

E=B+JC+JD, (2.7)
y J es abeliana si y soélo si

E=B, D=-C. (2.8)

Defina vz = (az,bi,¢i,diy e, f3), i = 1,2,3,4. Es facil verificar que para cualquier yu € W,
Ricy, [o,= $[(vi,v)], 1 <i,j <4,y

|AII?+1BI*+ClI*  (B,D)+(C,E) —(A, D) + (C,F) —<A, E) — (B,F)
pimT o | (A, D)+ (C,F) (A,B)+(E,F) |BI?+I|DI*+|F|* (B, >+<D E)
—(A,E) — (B,F) (A,C) — (D, F) (B,C)+(D,E) |ICIP+|E|*+F|?
Por lo tanto,
- 0 <A+F,D—C> <A+F,B+E>
Riee, |, - | 0 —a ~(A+F,B+E) (A+F,D-C)
pIn= 4 1 (A+ F,D-C) —(A+F,B+E) -5 0 ’
—(A+F,B+FE) (A+F D-C) 0 -5
v ]]* + llvz? 0 (vi,v3) + (v2,v4) (v1,v4) — (v2,03)
Ric®, | _ 1 0 [o][ + [lval* (v2,v3) — (v2,v4) (w2, v4) + (v1,v3)
PR (v, 03) + (g, 0a) (2, 03) — (U2, 00)  [Jos]]? A+ [Joa]? 0 ’
(v1,v4) — (v2,v3)  (v2,v4) + (v1,03) 0 l[vs]|? + [|vall?

donde o :=2||A> +||B|* + |C||”> + [|DI* + [|1EI* y B := |BII> + [|ICII* + [ D> + | E|* + 2|| F||>.
Uno de los tipos de minimalidad que es facil de caracterizar es (1 < 2;4,4). En efecto, si para
cualquier u € W tenemos que Ric®, |y, = pl, y Ric®, |o,= ¢l4, entonces

Ric®, = [pl‘l q14] =2p—q) s+ (g—p) [14 214} € RI + Der(u).

Las siguientes condiciones son suficientes para que cualquier p € W sea minimal del tipo
(1 <2;4,4).
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(i) Condiciones para que Ric®, |n, € RI:

e« (A+ F,D-C)=0.
e« (A+F,B+E)=0.

o [JA]? = |IF|%.
(ii) Condiciones para que Ric®, |, € RI:

o Jlvil? + [fva]* = [|vs || + [[oa]l*.
L4 <U17U3> = _<U27U4>-

° <U1,U4> = <U2,1)3>.

Asi, si p satisface las condiciones dadas en (i) y (ii), obtenemos p = —%Ox Vv qg= % (||111H2 + Hv2||2).
En lo que resta de esta seccién estudiamos las formas Pfaffianas de cualquier p € W. Dado que
dimv; = dimvy = 4, se sigue que la forma Pfaffiana de cualquier 4 € W pertenece al conjunto
Py o(R); asi el objetivo es determinar el cociente Py 2(R)/R~oU(2). Como en el caso (4,2) existe la
identificacion f(u) € Py2(R) <> Ay, donde Af es una matriz simétrica, y, en consecuencia,

P472(R)/iGL4(]R):{[11_1J } (2.9)

Basados en la clasificacién de las dlgebras de Lie metabelianas complejas (2-pasos nilpotentes) en
dimensién menor o igual a 9 dada por L. Yu. Galitski y D. A. Timashev en [GT], y usando las
identificaciones de las formas reales de las algebras de Lie sobre C, obtenemos

R o+
a? —y® =2 ++ 40
Py2(C)/GLy(C) = § 2* — ¢ ~{ ++00 (2.10)
z? + 000
0 0000

Observacion 2.3.1. El polinomio f = 22+ y? + 22 + w? no es la forma Pfaffiana de ninguna yu € W.
En general, f > 0 (< Jz son invertibles VZ) no es la forma Pfaffiana de ninguna p € W. Las
dimensiones permitidas para ello son: (2k, 1), (4k,2), (4k,3), (8k,4), ... , (8k,7), (16k,8), (32k,9),
(64k,10), (64k,11) (ver [LO] para mas detalles).

La siguiente expresion fue obtenida por célculo directo y no inferidas de las ecuaciones (2.9) y
(2.10).



2. Invariantes de estructuras complejas en nilvariedades 22

b
—b
GI, ) a,b,C € R.
c
—c
Pia(R)/U(2) = sym(4)/U(2) =
a c h
a h —c
b , d 1 i a,bye,d bl €R (a <D).
b I —d
az? + by? + ¢2® + dw?; a+b=c+d,
a,b,c,d e R.
az? +by? + c2® + dw?® + hay +lzw;  a+b<c+d,
a,b,c,d, h,l € R.

A continuacién, se dardn algunas curvas y familias de métricas minimales de tipo (1 < 2;4,4),
cuyas formas Pfaffianas aparecen en el cociente anterior.

Ejemplo 2.3.2. Sea .., € W dada por

A= (10,0,  B=(0,0,r0),
C =(0,0,0,k), D =(0,0,0,—Fk),
E = (0707 r? 0)7 F = (87 _t7 070)7

con k,r,s,t € R. Es claro que p,,., satisface (2.7) y (2.8), y por lo tanto (N, .,,J) es una
nilvariedad compleja abeliana para todo k,r,s,t € R. Ademds, si k? + r?2 = s2 + t? entonces la
familia {(Ny,,.,,J, (-,-)) : k> + r? = s + t?} de métricas minimales (condiciones (i) y (ii)) es no
isométrica dos a dos, salvo multiplicacién por escalares. Esto da una familia de 3 parametros de
nilvariedades complejas abelianas no isomorfas dos a dos (ver Teorema 2.1.4). Por otro lado, la

forma Pfaffiana de pu,., es
Pl = 5202 — 12?1222 — K.
Ejemplo 2.3.3. Sea A\,,, definida por:

A=(0,7,0,0), B =(0,0,s,0),
C =(0,0,0,¢t), D =(0,0,0,—t),
E =(0,0,s,0), F =(0,-r,0,0),

donde r,s,t € R. Tenemos que (Ny,,,J) es una nilvariedad compleja abeliana para todo r,s,t
en R. Sir? = s2 +t2 entonces la familia {(Ny,.,,J, (-,-)) : r? = 5% + 2} de métricas minimales
es no isométrica dos a dos, salvo multiplicacién por escalares. Asi queda determinada una familia
de 2 parametros de nilvariedades complejas abelianas no isomorfas dos a dos. Notar que la forma
Pfaffiana de A, es

fha) = —r?y? — §222 — 2
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Ejemplo 2.3.4. Sea v,, dada por A = (5,0,0,0) = —F, B=FE =0,C = (0,0,¢,0) = —D, con
s,t € R. Por lo tanto, (N,,,,J) es una nilvariedad compleja abeliana para todo s,t € R. Més atn,
si s2 = 2 entonces la curva {v,, : s2 = t?} de métricas minimales es no isométrica dos a dos, salvo
multiplicaciéon por escalares. Esto da una curva de nilvariedades complejas abelianas no isomorfas
dos a dos. Finalmente, la forma Pfaffiana de v,, es

fr,) = —s2x? — 1222,
Ejemplo 2.3.5. Sea u,,, € W definida por:

A= (r,0,0,0), B = (0,0,s,0),
C =1(0,0,0,t), D =(0,0,0,—t),
E=(0,0,5,0), F=(0,r,0,0),

donde r,s,t € R. Asi, (N,,,,,J) es una nilvariedad compleja abeliana para todo r,s,t € R. Si
r? = 52 4+ t2 entonces la familia {lhrst r2 =52+ t2} de métricas minimales es no isométrica dos
a dos, salvo multiplicaciéon por escalares. Esto da una familia de 2 pardmetros de nilvariedades

complejas abelianas no isomorfas dos a dos. Notar que la forma Pfaffiana de u,,, estd dada por

2.2 2,2

Fljtead) = Py — 5222 — 2.

2.3.2. Caso (6,2)

Para by = RS y vy = R2, considere W := l}in’{ ® vsy. Fije una base {X1,..., Xg} y {Z1, 22} de
b1 y bg, respectivamente. Cada elemento u € W serd descrito como

(X1, Xo) = a1Z1 +aaZa, (X1, X3) = b1Z1 + b2 23, (X1, Xa) = 121 + caZo,
(X1, X5) = diZy +daZa, (X1, Xe) = e1Z1 + eaZo, (X, X3) = f1Z1 + faZs,
/,L(XQ,X4) = q1Z1 + g2 2o, /,L(XQ,X5) = h1Z1 + ho 25, ,LL(XQ,XG) = 1141 + 1225,
(X3, Xa) = k121 + kaZo,  u(X3,X5) = 1121 + laZo, (X3, X6) = m1Z1 + maZa,
w(Xa, X5) =121 +n2Zs,  p(Xy, Xg) = p121 + p22a, (X5, X6) = 121 + q2 2.

La estructura compleja y la métrica compatible siempre serdn definidas por

JX1 =Xy, JX3=Xy4,

IXs = Xg JZy =25, Ko Kid =0 (Ze ) = O

SiA=(a1,a2), ... ,Q=(q1,92),y JA=(—az,a1), ... ,JQ = (—q2,q1),entonces J satisface (1.1)
si y sélo si

G=B+JC+ JF, I=D+JE+ JH, P=L+JM+JN, (2.11)
y J es abeliana si y sélo si
B=G, C=-F, D=1, E=-H, L=P, M=N. (2.12)

Sea v; = (a4, b;, ¢i,di, €4, fi), i =1,2. Se sigue que Ric, |p,= %[(vi,UJ-)], 1<4,j<2,y
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1 2 2
Rict, Jo,= L [l el 0

€ RI.
4 0 [oa]* + vz |?

Por lo complicado de las expresiones, solo se daran las condiciones suficientes para que cualquier
€ W sea minimal de tipo (1 < 2;6,2) cuando J es abeliana.

(t) Condiciones para que Ric®, |, € RI:

a) [AI?=KI*=Ql IBI*>+ICI* = [IDI* + | E|* = |[L]|* + | M]]>.

b)) (A+K,B)=(A+K,C)=(A+Q,D)=(A+Q,E)=(K+Q,L)=(K+Q,M)=0.
C) < > _<07N>a <BvM>:_<CaP>a <BaD>:_<07E>'

d) < > _<GaH>7 <DaL>:_<EaM>7 <HaL>:_<IvM>'

Si u satisface las condiciones dadas en (f) obtenemos ¢ = %(||U1H2+HU2H2) y
pi=—5 (JAI2+ IBI>+ ICI2 + ID|I* + | E||?).

Dado que dimv; = 6 y dim vy = 2, la forma Pfaffiana de cualquier p € 1% pertenece al conjunto
P, 3(R). A diferencia de los dos casos anteriores, no existe una identificacién de f(u) € P> 3(R) con

una matriz, pero se conoce que todo polinomio en P, 3(R) es la forma Pfaffiana de algin p € W
(ver [L7]). Nuevamente, de [GT], obtenemos que

LE3

Py3(C)/GLy(C) = § 2’y +ay® = zy(x +y) (2.13)
23+ 2%y = 2% (z +y) ~ 2y

Pero es facil ver que

y por lo tanto,

Py3(R)/GLy(R) = { 2%y + xy® = xy(x +y)
23+ 2ty = 2% (z +y) ~ 2Py
Ejemplo 2.3.6. Sean ul,, u?, u € W definidas por: para todo s,t € R,

Al = (0, 5), A? = (t,0), A3 = (0, ),
= (t,0), K?=(0,s), E3 = (t,0),
= (—t,0), Q% = (s,1). H3 = (—t,0),
= (s,0). K3 = (s,0),

Q° = (—5,0)

Se sigue inmediatamente que (N, ey ), (N, 2, J )y (N, 35 ) son nilvariedades complejas abelia-
nas para todo s,t € R, dado que satlsfacen (2 11) y (2 12) Ademads, no son minimales de tipo
(1 < 2;6,2) (no verifican (T)), y sus formas Pfaffianas estdn dadas por

flul) = st?a®, f(u2) = s*taPy + sz, f(ud) = st’a® + P2’y
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De donde {(N,z2,J) : 5,t € R\ {0, £1}} y {(Ny3,J) 8,0 € R\ {0}} son curvas, ya que

Ya,b e R~ {0,+1},a # b: 2%y +azy® ¢ UQ) - (2y + bxy?).
Va,be R~ {0}, a #b: 23 +azy ¢ UQ)- (z®+ bzPy).

Observacion 2.3.7. Sea p(x,y) = Z?:o a;z3 "'yt € P 3(R). Defina
A(p) := (3ag + ag)* + (a1 + 3a3)*.

Ipl|? := 6a2 + 2a3 + 242 + 6a3.

D(p) := 18apajazas + a%a% — 4a0a§ — 4ai{’a3 - 27a§a§.

Tenemos que A es SO(2)-invariante, || - ||? es O(2)-invariante y D es SLy(R)-invariante. Notar que
usando cocientes de los anteriores invariantes también podemos obtener que {(Nugt,J) 18t €
R~ A0, £1}} y {(IV,3,,J) 5,6 € R\ {0}} son curvas de nilvariedades complejas abelianas.

Ejemplo 2.3.8. Sea A,, € W dada por A = (t,s), K = (—s,t) y Q = (s,t), con s,t € R. Se tiene
que (Ny,,,J) es una nilvariedad compleja abeliana para todo s,t € R. Mds atn, A,, es minimal de
tipo (1 < 2;6,2). De otro lado, la forma Pfaffiana de A, es

fA) = s%ta® + 32y — tPay? — st?y?.

Defina a := s2, b := t2, y considere

D(f(A) _ 4ab(a® —b*)?
(AFOD)? (a+b)f

Si a+ b =1 entonces h(a) = 4a(l — a)(2a — 1)? es una funcién inyectiva para todo a > 1. Por lo
tanto, {\,; : 82 +t2 = 1,5 > 1} es una curva de métricas no isométricas dos a dos.

h(a,b) :=






Capitulo 3

Meétricas minimales en nilvariedades
complejas de dimensién 6

3.1. Meétricas minimales en nilvariedades complejas

Sea (N, J,(-,-)) una nilvariedad hermitiana. En [L1], se prob6 que las siguientes condiciones
sobre (-,-) son equivalentes a la condicién de minimalidad, mostrando que dichas métricas son
especiales desde muchos otros puntos de vista:

(i) La solucién (-, )¢, con valor inicial (-, -)g = (-,-), al cxRF

d .
&C, e = =21y,

es autosimilar, en el sentido de que (-,-); = ¢} (-,) para algin ¢, > 0 y un grupo monopa-

ramétrico de automorfismos ¢; de N. En este caso, (-,-) es llamado un cxRF-solitdn.

(ii) Existen un campo vectorial X en N y ¢ € R tales que

I‘iCC< ) — C<'7 > + LX<'7 '>7

donde Lx(-,-) denota la derivada de Lie usual.

(iii) Ric®(..y =cl + D para algin c € Ry D € Der(n).

En el capitulo anterior, vimos cémo usar la existencia de métricas minimales, donde la condicion
(iii) es fuertemente aplicada, para dar una prueba alternativa de los no isomorfismos dos a dos entre
las estructuras que aparecen en la clasificacion de las estructuras complejas abelianas en algebras
de Lie nilpotentes de dimensién 6 dada en [ABD], por medio de los invariantes que dichas métricas
generan.

Ejemplo 3.1.1. Parat € R, considere el algebra de Lie 3-pasos nilpotente h11 cuyo corchete estd dado
por

pi(er, ea) = eq, pe(er, e3) = —es,
pi(er,eq) = (t — e, pi(e2,e3) = —teg.
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Sean

J = s <6i,€j> = 61] (31)

Una verificacién sencilla muestra que J es una estructura compleja no abeliana en IV, para todo ¢,
y que (-, -) es compatible con (Ny,, J). Se cumple que Ric®,, = ¢+ D para algin c € R, D € Der(n)
siysélosit=06t=1.La condicién (iii) ahora muestra que (-,-) no es minimal para t > 1.

El problema de encontrar una métrica minimal puede ser muy dificil. En [FC], Ferndndez-Culma
da un criterio para determinar la existencia de métricas minimales compatibles con estructuras
geométricas en grupos de Lie nilpotentes. Aplicaremos dichos resultados al caso complejo.

Seguimos la notacién de la Seccién 1.0.3 para una estructura compleja fija J en N. Defina
A = exp(a) y considere W un subespacio A-invariante de V. Esto implica que W posee una
descomposicién en espacios peso
W=w o oW,

con pesos Yy = {ag,...,a;}.

Definicién 3.1.2. [FC] Se dice que W es J-nice si Ric®, € a para todo p € W.

Un muy 1til corolario es el siguiente

Corolario 3.1.3. [FC| Sea W un subespacio A-invariante de V. Si para todo o, o en Wy,
o — ¢ ®©, entonces W es J-nice.

Desde un punto de vista algebraico, existe una condicién sobre la base de una algebra de Lie
que permite obtener subespacios J-nice, basada en la simplicidad del correspondiente conjunto de
las constantes estructurales. Una base {X1,...,X,} de n se dice nice si [X;, X;] es siempre un
multiplo escalar de algin elemento en la base y dos corchetes diferentes [X;, X;], [X,, X;] pueden
ser un multiplo distinto de cero de algiin X}, sélo si {i,j} y {r, s} son disjuntos (ver [LW] para otra
aplicacién). Es fécil verificar que si W admite una base nice, entonces W es J-nice.

Denotamos por R(u) al conjunto ordenado de pesos relacionados con p con respecto a la accién
de GL,(C) sobre V. Es claro que PR(u) es la proyeccion ortogonal sobre a de los pesos relacionados
con p con respecto a la accién de GLg,(R) sobre V. La matriz de Gram de (R(u), (-, -)), denotada
por Uy, se define como

UM(p7 q) = <m(ﬂ)pvm(ﬂ)q>
con 1 <p,q <tR(n).

Teorema 3.1.4. [FC] Sean W un espacio J-nice y (N, J) una nilvariedad compleja con p € W.
Entonces (N, J) admite una métrica compatible minimal si y sdlo si la ecuacion

Uplar] = AL

posee una solucion positiva [x;] para algin A € R.
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Ejemplo 3.1.5. Usando la notacién del Ejemplo 3.1.1, probaremos que (IV,,, J) admite una métrica
compatible minimal para todo t > 1. Sea

4 6 6
W = spang {1119, 1173, 154: 153}

donde ,ufj(ei, ej) = — ,ufj(ej, ei) = ey y cero en cualquier otro caso. Primero veamos que W es J-nice
por medio del Corolario 3.1.3. El conjunto de raices ® de gl;(C) estd dado por

& = {£ Diag(1, —1,0), £ Diag(1, 0, —1), = Diag(0, 1, —1)}.
Los pesos de W con respecto a la accién de GL3(C) son
{a; := Diag(—2,1,0), as := Diag(—1,—1,1), a3 := Diag(—1, —1,1), ay := Diag(—1,-1,1)},

para todo ¢ > 1 (note que los pesos dependen de los corchetes no nulos). Dado que a; — o ¢ ®,
se deduce que W es J-nice. De lo anterior, se cumple que:

Uy =

= = =
W w w
w w w
W w w

Como X = (%, %, ﬁ, ﬁ) es una solucién positiva al problema U,, X = [1]4, se sigue que (N, J)
admite una métrica minimal para todo ¢ > 1, por Teorema 3.1.4 (ver Tabla 3.1).

Ejemplo 3.1.6. Considere el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente (hs, pus;) dada por

psi(er,ea) = 2eq, pgi(er,e3) = —es, psi(er,eq) = —eg,
pst(ez,e3) = —eg, pst(ez,eq) =es,  psi(es, es) = 2ses + 2teg,

con s > 0,t € R, 452 < 1+ 4t. Tenemos que (N, 1ust> ) €s una nilvariedad compleja no abeliana para
todo s,t, donde J estd dada como en (3.1). Sea
6 5 6 6 5 5 6
W = spang {172, 113, K14, 1235 1245 K34 H34 }-
Los pesos de W con respecto a la accién de GL3(C) son
{a; := Diag(—2,0,1), as := Diag(—1,—1,1), a3 := Diag(—1,—1,1), oy := Diag(—1, —1,1),
as = Diag(—1,—1, 1), g := Diag(0, —2, 1), a7 := Diag(0, -2, 1), },

para todo s # 0, t # 0. Dado que oy — ag € ®, & como en el ejemplo anterior, el Corolario 3.1.3
no es aplicable en este caso. De todas maneras, es facil comprobar que Ric®(g - pst) € a para todo
g € A, yasi W es J-nice. Por lo tanto,

U,Ufst =

— =W W W W Ut
W W W wwww
W W W wwww
W W W W w ww
W W W W w ww
UL O W W W W~
Tt Ot W W W W+~
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Ya que X = (ﬁ, 120> 30 15° 15> 34 ﬂ) es una solucién positiva al problema U, , X = [1]7, se sigue
que (Ny,,,J) admite una métrica minimal para todo (s,t) # (0,0) (andlogamente si s = 0 6

t =0 ), por Teorema 3.1.4.

Pero si tomamos s =t = 0, entonces

6 5 6 6 5
W = spang{ 7, H135 K145 H235 M4} U, =

—~ W W W w Ut
W W W ww
LW W W ww
LW W W w w
W W www

Cualquier solucién a la ecuacién U,X = A[l]5 es de la forma
tanto (N,,J) no admite una métrica minimal por Teorema 3.1.
una métrica minimal si y s6lo si s # 0 6 t # 0 (ver Tabla 3.1).

0,%—a— b—c,a,b,c), y por lo
. En resumen, (Ny,,,J) admite

e~

Ejemplo 3.1.7. Sea (63'6, w) el dlgebra de Lie 4-pasos nilpotente definida por

pler,ea) =es,  pler,es) = teg, pler,es) = —es,
p(ez,eq) = tes, ez, e5) = —ey.

Por lo tanto, (N,,J) es una nilvariedad compleja. Sea

5 6 3 6 4
W = spang{ls, (13, 415, Wogs a5 }-

Notar que W es nice, y, en consecuencia, es J-nice. Los pesos de W con respecto a la accién de
GL3(C) son

{a; := Diag(—2,0,1), as := Diag(—1,—1,1), a3 := Diag(—1,1, —1), a4 := Diag(—1, —1,1),
a5 = Diag(—1,1,-1)}.

Asi, obtenemos que:

5 3 1 3 1
3 3 -1 3 -1
U,=1[1 -1 3 -1 3
3 3 -1 3 -1
1 -1 3 -1 3

Cualquier solucién a U, X = A[1]5 es de la forma (2,3 —a,2 — b,a,b), asi (N,,J) no admite una
métrica minimal por Teorema 3.1.4 (ver Tabla 3.2).

3.2. Clasificacién de las métricas minimales en grupos de Lie nil-
potentes de dimensién 6

En esta seccién, usaremos la clasificaciéon de todas las estructuras complejas en grupos de
Lie nilpotentes de dimensién 6 dada en [COUV], para determinar todas aquellas estructuras que
admiten una métrica hermitiana minimal. Recordar que el caso abeliano fue analizado en el capitulo
anterior y por tanto no se incluye en esta clasificacién; a pesar de esto note que probar que (N3, J),
J abeliana, no admite una métrica hermitiana minimal se sigue del Teorema 3.1.4.

A continuacién, mostramos como reescribir las ecuaciones de las estructuras complejas que
aparecen en [COUV] para el dlgebra de Lie by, de tal forma que la estructura compleja J sea fijada
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y se mueva el corchete. Sea Je! = €2, Je3 = ety Je® = €8 (vista en el dual b3, recordar que
(Ja)(z) = —a(Jr) para todo o € A%n*). Con respecto a la base

{whi=et —iJel, w?:=e3 —iJed, WP =€’ —iJe’},

las ecuaciones de las estructuras complejas son dw! = dw? =0, dw?® = w2 + W +w!'? + Dw??, con

D e CyImD > 0. Aqui w* (resp. w’*) indica el producto cufia w? A w* (resp. w? A wF), donde w*
es la conjugacién compleja de w¥. Sea D = ReD + iJmD =t +is, s > 0. De donde,

de' = de? = de® = de? = 0,
de® —ide® = 2ie' Ae? +2e' Aed —2ie? A e+ 2(it — s)ed A el

Por lo tanto,

de' = de? = de® = de* = 0,
de® = 2et A e? — 2se3 A et

de® = —2e" A e® +2e% A e® — 2te® A et

Recordar que de* = Z(—cfj)ei Nel < e e)] = Zcfjek. Asi,
Y] k

[61762] = €6, [61763] = —é¢s,

le2, €3] = —eg, [e3,e4] = ses + teg,

quitando el multiplo 2 por comodidad. Aplicando el argumento anterior y el Teorema 3.1.4
en cada item de [COUV, Table 1, 2], con J como en (3.1), obtenemos el resultado principal de
este capitulo. Denotamos por Nj, N ot y N;% a los grupos de Lie nilpotentes con algebras de Lie
(hay [ Je)s (B, [ ]s.t) ¥ (B3 [+ ]+ ), respectivamente (ver Tablas 3.1. y 3.2).

Teorema 3.2.1. Toda nilvariedad compleja no abeliana de dimension 6 admite una métrica mini-
mal, con las unicas cuatro excepciones de (Ni/ﬁ‘, J), (NE?’O, J) Y (NQJ%, Ji).

Observacion 3.2.2. En el teorema anterior, (N;é, J i) solo hace hincapié a que el resultado es para
las dos opciones (h3g, [+, ]+ ), recordar que J estd fija. En la notacién usada en [COUV], las cuatro
excepciones del teorema corresponden a las siguientes estructuras complejas:

ba: dw' =dw? =0, dw® =w? + w2+ (1/4)w2§.

bs:  dw' =dw? =0, dw® =w'? +w!h

big:  dw' =0, dw® = W'+ W dw® = iw™ +i(w!? - w?h).

En las Tablas 3.1 y 3.2, se dan explicitamente las dlgebras de Lie n, indicando en la tercera
columna las condiciones bajo las cuales (NNV,J) admite una métrica compatible minimal. En la
ultima columna, se dan las condiciones para que la métrica canénica (-, -), dada como en (3.1), sea
minimal, esto es, los casos en que Ric®. y =cl+ D para algin c€ Ry D € Der(n).

e
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n | Corchete Existencia (-,+) minimal
ha | [e1,e2] =eq, [e1,e3] = —es, [e2,e3] = —egq, Si No
[es, e4] = ses +teg; s> 0,t€R.

by | [e1,e2] = eq, [e1,e3] = —es5, [e2,e3] = —eg, t# 1 t=-1
[es, eq] = teg; t € R —{0}.

bs | [e1,e3] = —es, [e1,e4] = —es, Si Si
[e2,e3] = —egq, [e2,eq] = e5.
[e1, e2] = 2eq, [e1,e3] = —es, [e1,e4] = —eq, s#Qort#0 24+t =1
[e2,e3] = —eq, [e2,e4] =es5, [es,eq] = 2ses + 2teq,
§>0, teR, 452 <1+ 4t.
[e1, e2] = 2eq, [e1,e3] = —(t+ 1)es, [e1,eq] = (t — 1)es, Si No
[e2,e3] = —(t+ 1)eg, [ea,eq] = (1 —t)es, [es,eq] = 2ses,
con (s,t) que verifican una condicién:
e 0<t? <3, 0§3<%
o l<2<1, 0<s< 52
o t2>1, O<s<t_1

he | [e1,e2] =eq, [e1,e3] = —es, [e2, €3] = —eg. Si No

bz | [e1,e2] =eq, [e1,e3] = —es5, [e2,e3] = —es. Si Si

bio | [e1,e2] = eq, [e2,e3] = —eq, [e2,e4] = es5. Si Si

b1 | [e1,e2] = eq, [e1,e3] = —tes, [ea,e3] = —es, Si No
[e2,eq] = (1 —t)es; t < 1,t#0.
[e1,e2] = eq, [e1,e3] = —es5, [e1,e4] = (t — 1)es, Si No
[ea,e3] = —teg; t>1

b2 | [e1,ea] = 2e4, [e1, €3] (s +1— a)es + teg, S{ (s— 1)2 +12=1
[e1,e4] =tes + (s — 1+ a)es, [ea,e3] = —tes — (s + 1+ a)eg,
[e2,e4] = —(s — 1 — a)es + teg; s,t €R, t#0,
con o := /(s —1)2 + 2

bis | [e1,e2] = 2eq, [e1,e3] = —(s+1—c)es + teg, St A+s24+t2=1
[e1,eq] = tes + (s — 1+ c)es, [ea,es] = —tes — (s+ 1+ ¢)es,
[e2,e4] = —(s — 1 —c)es +teg; s,t €R, ce€ R3O,
¢, B que cumplen: sean « := \/m, Bi=sZ+ 12,
c#a, (¢,8)#(0,1), ¢t =2(B2+1)?+ (8% -1)? <0.
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n | Corchete Existencia | (-,-) minimal
hia | [e1,e2] = 2eq, [e1,e3] = —(s+1—c)es + teg, St A+s2+t2=1

[e1,eq] =tes + (s — 1+ c)es, [e2,e3] = —tes — (s + 1+ c)eq,
[e2,e4] = —(s — 1 —c)es + teg; s,t €R, c€ R3O0,
¢, B que cumplen: sean « := \/m, B =52+ 12,
c#a, (c¢,B)#(0,1), ¢*=2(B2+1)?+ (B2 -1)2=0.
bis | [e1,ea] = 2eq, [e1,e3] = —(s+ 1 — c)es + teg, Si Ac+s2+t2=1
[e1,e4] = tes + (s — 1+ c)eg, [ea,e3] = —tes — (s+ 1+ ¢)eg,
[e2,e4] = —(s — 1 —c)es + teg; s,t €R, c€ R3O0,
¢, B que cumplen: sean « := \/m, b= \/m,
c#a, (¢,B)#(0,1), ¢*—=2(B2+ 1)+ (B2 -1)2>0.
hie | [e1,e2] = 2eq, [e1,e3] = —(s+ 1)es + tes, Si s+t =1
[e1,e4] = tes + (s — 1)eg, [e2,e3] = —tes — (s + 1)eg,
[e2,e4] = (1 — s)es +tes; s,t €R, s2+t2 =1, (s,t) # (1,0).

Tabla 3.1. Estructuras complejas nilpotentes no abelianas.

n | Corchete Existencia | (-,-) minimal
big | [e1,e3] = *es, [e1,65] = —es, St S{
[e2, e4] = Leg, [e2,e5] = —eq.
has | [e1,€2] = es, [e1,e3] = *es, [e1, 5] = —es, No
e, 4] = Leg, [e2,e5] = —eq.

Tabla 3.2. Estructuras complejas no nilpotentes.






Capitulo 4

Sobre el flujo de Chern-Ricci y sus
solitones para grupos de Lie

4.1. La forma de Chern-Ricci

Sea (M, J,w,g) una variedad hermitiana de dimensién 2n, donde w = g(J-,-). La conexion de
Chern es la tnica conexién V en M que es hermitiana (i.e. VJ = 0, Vg = 0) y su torsién T satisface
TH! =0, donde T'! denota la componente (1,1) de la torsién. En términos de la conexién de Levi
Civita D de g, la conexién de Chern estd dada por

o(VxY, Z) = g(DxY. Z) — %dw(JX, Y, 2).

En [V2, (2.1)], [DV, (2.1)] y [TW, Seccién 2] se pueden encontrar diferentes descripciones equiva-
lentes. Notar que V = D si y sélo si (M, J,w, g) es Kéhler.

La forma de Chern-Ricci p = p(J,w, g) estd definida por
p(X,Y) =) g(R(X,Y)es, Jey),
i=1

donde R(X,Y) = V(xy]— [Vx, Vy] es el tensor de curvatura de V y {e;, Je; };._; es un marco local
ortonormal para g. Se sigue que p es cerrada, de tipo (1,1) (i.e. p = p(J-, J+)), localmente exacta y
en el caso Kéhler coincide con la forma de Ricci Re(J+,-) (ver [V2, (3.3)], [TW, Seccién 2] y [L10,
Apéndice]).

En [V2, Proposicién 4.1] (ver también [P]) se probé que la forma de Chern-Ricci de una es-
tructura (casi-) hermitiana invariante a izquierda (J,w, g) en un grupo de Lie con édlgebra de Lie g
estd dada por

1 1
PXY)=—gtrJad[X, Y]+ strad JIX,Y], VXY eg. (4.1)

Observamos que, sorprendentemente, p s6lo depende de J. El operador de Chern-Ricci P € End(g),
definido por
p=w(P,), (4.2)

es una aplicacién simétrica y hermitiana con respecto a (J, g) que se anula en el centro de g.

35
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Se deduce de [V2, Proposicién 4.2] que p se anula si J es bi-invariante (i.e. [J-,:] = J[-,:]) 6 J
es abeliana y g es unimodular. Por otro lado, se sigue de [BDV, Lema 2.2] que todas las nilvarie-
dades hermitianas son Chern-Ricci planas. Ahora probamos este hecho a partir de la condicién de
integrabilidad, basdndonos en la prueba de tal lema y dando una prueba alternativa.

Proposicion 4.1.1. La forma de Chern-Ricci se anula para cualquier estructura hermitiana inva-
riante a izquierda en un grupo de Lie nilpotente.

Demostracion. Basta con probar que tr(Jadx) = 0 para cualquier X € g (ver (4.1)), o equi-
valentemente, tr(J¢ady) = 0, para cualquier X € gc, donde gc = g @ ig es la complexificacién
de gy J°: gc — gc esta dada por J(X +iY) = JX + iJY. Considere la descomposicién
gc = gm0 @ g¥! en +i-autoespacios de J¢. Dado que J es integrable y g es nilpotente, tenemos que
g5 es una subdlgebra de Lie nilpotente (compleja) de gc. Si {X1,...,X,} es una base de g-*,
entonces 8 = {X1,...,Xn, X1,..., X, } es una base de gc y la matriz de adx, relativa a 3 se puede

escribir como
Ak k
0 Bl

Dado que tr A, = 0 y tradx, = 0 por nilpotencia, obtenemos que tr B;, = 0. Por otro lado, como
la matriz de J€ relativa a 8 esta dada por
iIld 0
0 —ild|’

se sigue que la matriz de J¢adx, es de la forma

0 —iBgl|’

y asi tiene traza cero. Un argumento similar implica que tr(J¢ adyk) = 0, lo cual completa la
prueba. O

4.2. El flujo de Chern-Ricci

Sea (M, J) una variedad compleja. El flujo de Chern-Ricci (CRF) es la ecuacién de evolucién
para una familia monoparamétrica w(t) de métricas hermitianas definida por

0 0
prike —2p, 6 equivalentemente, Frike —2p(-,J-), (4.3)
donde p = p(J,w(t)) es la forma de Chern-Ricciy g = w(-, J-). En [TW, G] y las referencias dadas
en ellos se puede hallar méas informacién sobre este flujo. Si la métrica de partida wy es Kéhler,
entonces CRF se convierte en el flujo de Kéhler-Ricci (KRF).

Sea (G, J) un grupo de Lie munido con una estructura compleja invariante a izquierda. Dada una
métrica hermitiana invariante a izquierda wg, por la invarianza por difeomorfismos de la ecuacién
(4.3) se sigue que la CRF-solucién comenzando en wy permanece invariante a izquierda y asi puede
ser estudiada en el dlgebra de Lie. En efecto, el CRF se convierte en el sistema ODE

d
—w=-2 4.4
v D, (4.4)
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donde w(t),p(t) € A%g*, y todos los tensores involucrados estdn determinados por su valor en la
identidad del grupo. Asi, la existencia en corto tiempo (hacia adelante y hacia atras) y la unicidad
de las soluciones estdn siempre garantizadas.

Dado que en grupos de Lie la forma de Chern-Ricci p depende solo de J (ver (4.1)), obte-
nemos que a lo largo de la CRF-solucién comenzando en wy, p(t) = po := p(J,wp), y asi w(t)
estd simplemente dada por

w(t) = wo — 2tpo, 6 equivalentemente, g(t) = go — 2tpo(-, J-). (4.5)
Si Py es el operador de Chern-Ricci de wy (ver (4.2)), entonces
w(t) = wo((I —2tRy)-,-),

y asi la solucién existe en cuanto la aplicacién hermitiana I — 2tFP, sea positiva. Se deduce que el
intervalo maximo de tiempo de existencia (T_,T}) de w(t) estd dado por

0, si Py <0, —00, si Py >0,
T, = T = (4.6)
1/(2p4), e.c.c., 1/(2p-), e.c.c.,

donde py es el maximo autovalor positivo del operador de Chern-Ricci Py y p— es el minimo
autovalor negativo.
El flujo de corchetes

Dada una métrica hermitiana invariante a izquierda wg en un grupo de Lie complejo simplemente
conexo (G, J), se tiene que la nueva métrica

w = h*wy = wo(h-, h-),

es también hermitiana para cualquier h € GL(g, J) ~ GL,,(C). Ademas, el correspondiente isomor-
fismo de grupos de Lie

h: (G, J,w) — (GuJywo),  donde  p=h-[]:=hh"t A7,
es una equivalencia de variedades hermitianas. Aqui |-, -] denota el corchete de Lie del algebra de
Lie g y as{ u define una nueva algebra de Lie (isomorfa a (g, [-,:])) con el mismo espacio vectorial

subyacente g. Denotamos por G, al grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie (g, u1).
Esta equivalencia sugiere la siguiente pregunta natural:

., Qué pasa si evolucionamos u en vez de w?

Consideremos para una familia u(t) € A%’g* ® g de corchetes de Lie la siguiente ecuacién de
evolucién:

Cu=0,P),  wO)=[1, (47)

donde P, € End(g) es el operador de Chern-Ricci de la variedad hermitiana (G, J,wo) y
6, : End(g) — A%g* ® g estd definida por

d
li—oe™ - 1, VA € End(g).

6M(A) = M(A'7 ) + N('?A') - A:u('v ) = _E
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Esta ecuacién de evolucion es llamada el flujo de corchetes y en [L10] se prob que es equivalente
al CRF. Notar que como J esta fija, el subconjunto algebraico

{ 1€ A%g* ® g : p satisface la identidad de Jacobi y J es integrable en G“} )

es invariante bajo el flujo de corchetes; de hecho, u(t) € GL,(C) - [-,] para todo t.

Para un grupo de Lie hermitiano simplemente conexo dado (G, J,wy) con &lgebra de Lie g,
considere las siguientes dos familias monoparamétricas de grupos de Lie hermitianos:

(G, J,w(t)), (G, J>wo)s (4.8)

donde w(t) es el CRF (4.4) comenzando en wy y u(t) es el flujo de corchetes (4.7) comenzando en
el corchete de Lie [-, -] de g.

Teorema 4.2.1. [L10] Existen isomorfismos de grupos de Lie dependientes del tiempo h(t) : G —»
G tales que
w(t) = h(t)*wo, Vt,

los cuales pueden ser escogidos de tal manera que su derivada en la identidad, también denotada
por h = h(t) (notar que por lo tanto u(t) = h(t)-[-,-]), es la solucion a cualquiera de los siguientes
sistemas de ODE’s:

(i) $h=—-hP, h(0)=1I.
(ii) $h=—P,h, h(0)=1I.

En particular, el intervalo maximo de tiempo de existencia (7,7 ) es el mismo para ambos
flujos, como también es el comportamiento de cualquier tipo de curvatura a lo largo de los flujos.

Es facil ver que el operador de Chern-Ricci de (G, J,w(t)) es igual a
P(t) = (I —2tPy)~" R,

de lo cual se sigue que la familia h(t) € GL(g) estd dada por h(t) = (I — 2tPy)"/2. La solucién al
flujo de corchetes es por lo tanto dada por

p(t) = (I —2tR)2 [,

y relativa a cualquier base ortonormal {eq, ..., e2,} de autovectores de Py, digamos con autovalores
{p1,.-.,p2n}, los coeficientes de estructura de u(t) son
1— 2tpy, 1/2
k k
s T -2y @ )
donde cfj son los coeficientes de estructura del corchete de Lie [-,-] de g (i.e. [e;,e5] = cfjek).

La curvatura escalar de Chern es por lo tanto dada por

2n
Di
=1
Asi, tr P(t) es estrictamente creciente a menos que P(t) =0 (i.e. w(t) = wp) y la integral de tr P(t)
deberia explotar en una singularidad de tiempo finito 7'y < oo. Sin embargo, tr P(t) < % para
alguna constante C' > 0, lo que coincide con lo planteado en una conjetura general bien conocida
para el flujo de Kéhler-Ricci (ver por ejemplo [SW, Conjetura 7.7]).



39 4.3. Solitones de Chern-Ricci

4.3. Solitones de Chern-Ricci

En esta seccién, nos ocupamos de las CRF-soluciones auto-similares en grupos de Lie. Se sigue
de la Proposicion 4.1.1 que p = 0 si g es nilpotente, y asi cualquier estructura hermitiana invariante
a izquierda en un grupo de Lie nilpotente (y consecuentemente, en cualquier nilvariedad compacta)
es un punto fijo para el CRF. Sin embargo, en la Seccién 4.5 mostraremos que muchos grupos de
Lie solubles de dimensién 4 admiten solitones de Chern-Ricci, que no son puntos fijos (i.e. p # 0).

Definicién 4.3.1. [L10] (G, J,w) se dice que es un soliton de Chern-Ricci (CR-solitén) si su
operador de Chern-Ricci satisface

1
P=cl+ §(D + DY), para algin c€ R, D € Der(g), DJ=JD.
Esto es equivalente a tener

1 1
p(J,w) = cw + §(w(D-, )+ w(, D)) =cw— §£XDw,

donde Xp es el campo vectorial en el grupo de Lie definido por el subgrupo monoparamétrico de
automorfismos ¢; con derivada e’ € Aut(g) y Lx, denota la derivada de Lie. La CRF-solucién
comenzando en un CR~solitén (G, J,w) esta dada por

w(t) = (—2ct +1) (es(t)D>* w, (4.10)

donde s(t) := % sic# 0y s(t) =t cuando ¢ = 0. Un CR-solitén (G, J,w) con constante ¢

se dice de expansion si c < 0, estacionario si ¢ = 0, y de contraccion si ¢ > 0.

El siguiente resultado estructural para solitones de Chern-Ricci, el cual en particular se cumple
para solitones de Kahler-Ricci, proporciona un punto de partida para abordar el problema de la
clasificacién.

Proposicién 4.3.2. [L10] Sea (G, J,w) un grupo de Lie hermitiano con dlgebra de Lie g y operador
de Chern-Ricci P # 0. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes.

(i) w es un soliton de Chern-Ricci con constante c.
(ii)) P =cl+ D, para algin D € Der(g).

(14i) Los autovalores de P son todos iguales a 0 6 ¢, el nicleo € = Ker P es un ideal abeliano de
g y su complemento ortogonal €~ (i.e. el c-autoespacio de P) es una subdlgebra de Lie de g
(en particular, g es el producto semidirecto g =¥+ x € y ¢ =0 si y sdlo si P =0).

El siguiente corolario se sigue esencialmente de la observacién de que J debe dejar a £ y £
invariantes, ya que conmuta con P.

Corolario 4.3.3. Cualquier soliton de Chern-Ricci puede ser construido como (g = g1 X g, J,w),
con J = [Jl Jz], w = w1 D wa, de los siguientes datos:
» una dlgebra de Lie hermitiana (g1, J1,w1);

» una dlgebra de Lie hermitiana abeliana (g2, J2,w2);
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= y una representacion 0 : g1 — End(go);

tal que las siguientes condiciones se cumplen:

v [0(J1X), J5) = J2[0(X), J2], para todo X € g1;
» el operador de Chern-Ricci Py de (g1, J1,w1) es igual a
P=cl — Py,

donde Py € End(g1) estd definido por

1 1
wi(PyX,Y) = =5 tr (X, Y]) + S tr6(L[X,Y]), VXY €gu.

El operador de Chern-Ricci de (g, J,w) estd dado por Plg, = cI, Plg, = 0.

Ademds, (g, J,w) es Kdhler (y asi un soliton de Kdahler-Ricci) si y solo si wy es cerrada (i.e.
(91, J1,w1) Kdihler) y 0(g1) C sp(g2,ws) (i-e. (X)t = Jo0(X)Js para todo X € g ).

Demostracién. Es ficil comprobar que la primera condicién que se debe cumplir es equivalente a
que J sea integrable (recordar que [(X7, X2), (Y1,Y2)] = ([X1, Y1],0(X1)(Y2) —6(Y1)(X2)) para todo
X1,Y1 €91y Xo2,Ys € go), y la segunda se deduce del hecho de que el operador de Chern-Ricci de
(g, J,w) esta dado por P = [P 1J6P o 8] . La ultima afirmacién sobre Kahler facilmente se desprende
de la condicion de que w es cerrada. O

Ejemplo 4.3.4. Por lo tanto obtenemos un solitén de Chern-Ricci de cualquier algebra de Lie
hermitiana (g1, J1,w1) con P, = ¢l (i.e. p; = cwy) y una representacion 0 : g — sl(ge, J2) (i.e.
tro(X) =0y [A(X), Jo] = 0 para todo X € g1); notar que Py = 0 bajo tales condiciones. Si ademés
(g1, J1,w1) es Kdhler-Einstein y

0(g1) C sl(g2, J2) N sp(g2,w2) = su(dim go/2),

entonces obtenemos es un solitén Kihler-Ricci, el cual es isométrico al producto directo G x R4m 8z,

4.4. Convergencia

En esta seccion estudiamos los posibles limites de las soluciones del flujo de corchetes bajo
diversos reescalamientos.

Si un reescalamiento c(t)u(t), ¢(t) € R, de una solucién del flujo de corchetes converge a A,
cuando t — T, y p(t) : G — Gy () es el isomorfismo con derivada ?ﬁt)h(t), donde h(t) es como
en el Teorema 4.2.1, entonces se deduce de [L2, Corolario 6.20] que (después de pasar posiblemente
a una subsucesién) las variedades riemannianas (G, #g(t) convergen en el sentido punteado

(6 Cheeger-Gromov) a (G, go), cuando ¢ — T. Observamos que G, puede ser no isomorfo, y ni
siquiera homeomorfo, a G (ver [L10, Seccién 5.1]).

Recordemos también que todos los limites obtenidos por cualquiera de tales reescalamientos
son automaticamente CR-solitones (ver [L10, Seccién 7.1]).



41 4.4. Convergencia

Seran considerados dos reescalamientos, uno dado por la norma del corchete, pu(t)/|u(t)], el
cual siempre converge, y |2t + 1|'/2(t), que corresponde segiin la observacién anterior al reescala-
miento estandar w(t)/(2t 4+ 1) de la CRF-solucién original. Observamos que w(t)/(2t + 1) es, salvo
reparametrizacion en el tiempo, la solucién al flujo de Chern-Ricci normalizado

%w = —2p(w) — 2w, w(0) = wo, (4.11)

que es el que preserva el volumen en el caso Kahler compacto y también se ha utilizado en el caso
hermitiano general (ver por ejemplo [TW, Teorema 1.7] y [G]).

Sea (G, J,wp) un grupo de Lie hermitiano con dlgebra de Lie g y operador de Chern-Ricci Fy.
Un sencillo andlisis usando (4.9) muestra que p(t) converge cuando t — T4 si y sélo si T4 = +o00
(ie. 2Py < 0) y Ker Py es una subdlgebra de Lie de g. Ademds, las siguientes condiciones son
equivalentes en el caso Ty = Fo0:

= u(t) — 0, cuando t — +o0.
= Ker Py es un ideal abeliano de g.
= |2t + 1|12 u(t) converge cuando t — Fo00.

Observacion 4.4.1. Cualquier afirmacién como la anterior, que involucre el signo =4, siempre debe
entenderse como dos afirmaciones separadas, una para el signo + y la otra para el signo —.

En el caso +£7 < oo, se cumple que [Ty — t[*/?u(t) converge cuando t — Ty si y s6lo si g es
una subalgebra de Lie de g, donde g+ es el autoespacio de Py de autovalor py (ver (4.6)).

Lema 4.4.2. Si pu(t) — X, cuando t — +oo, entonces (G, J,wy) es Chern-Ricci plana.

Demostracion. Tenemos que

, d
(P = lim 0u(Py) = lim —p =0,
lo que implica que Py € Der(g). La solucién comenzando en A es por lo tanto eterna y asi Py =0
por (4.6) y Proposicién 4.3.2. O

Ahora exploramos en que forma esta relacionado el limite de la normalizacién pu(t)/|u(t)| con
el punto de partida (G, J,wp). La norma |u| de un corchete de Lie estard definida en términos del
producto interno canénico en A%g* ® g dado por

Zgo plei ej), Mei, ej)) Z'“w i (4.12)

donde {¢;} es cualquier base ortonormal de (g,90) y 9o = wo(+,J+). Un producto interno natural en
End(g) es también determinado por gy por (A, B) := tr AB?.

Proposicién 4.4.3. Sea (G, J,wp) un grupo de Lie hermitiano con dlgebra de Lie g y operador de
Chern-Ricci Py. Denotemos por €, g+ y g— a los autoespacios de Py de autovalores 0, p+ y p—,
respectivamente (ver (4.6)).

(i) El flujo de corchetes de Chern-Ricci normalizado u(t)/|u(t)| siempre converge, cuando
t = T, a un corchete de Lie no-abeliano A+ tal que (G, J,wp) es un soliton de Chern-Ricci,
con operador de Chern-Ricci Py .
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(i) Si £Py <0 (i.e. £+ = 00), entonces Py, |gr = c+1, Py |e =0, con e <0 (i.e. Py, #0)
sty solo si € es un ideal abeliano de g.

(iit) En el caso £T1 < 0o, Py_|g, = c+1, P)\i|(gi)L =0, con £cyx >0 (i.e. Py, #0) si y sdlo si
g+ es una subdlgebra de Lie de g.

Observacion 4.4.4. En particular, la tnica forma de obtener en el limite la condiciéon andloga a
Einstein py, = cwp con ¢ # 0, es precisamente cuando +F; < 0, a menos que la estructura de
partida satisfaga Py = p+1 y ast p(t)/|u(t)] = [, -1/I-, ]| = A+

Observacion 4.4.5. Se desprende del tltimo parrafo en [L10, Seccién 5.1] que cuando Py, = 0, se
cumple que P, = 0 para cualquier limite v = tl_l;l%li c(t)u(t) y cualquier reescalamiento de la forma

c(t)u(t), con c(t) € R.

Demostracion. Se sigue de (4.12) y (4.9) que

! l
Hrs _ Crs — (M) (4.13)

|u| o 9 1/2 t—T4
S (=2tm)(1—21pr)(1—2ips) (e’?)
i (1=2tp;)(1—2tp;)(1—-2tpy) \ "t

Dado que cada uno de los términos en la suma anterior convergen, cuando ¢ — T+, a un nimero
real no negativo 6 a oo, obtenemos que pu(t)/|u(t)| siempre converge, y asi se sigue la parte (i).

Solo probaremos las afirmaciones con +, las pruebas para aquellas con un signo — son com-
pletamente andlogas. Como P, /|, = ﬁP — Py, cuando t — Ty (recordar que P,y = P(t) =

(I — 2tPy)~'Py), es facil comprobar que para cada autovalor p, de Py,

lim
t—)T+

WPy = M = e
1-2¢ - 1—2tpy)(A—2tpr) [ k
[ul2( Pr) t—Ty Z%:k (172@”(172@;) (cij)

1

> <0, Ty =00, p,<0, ¢ideal abeliano;

Pi»PjPE <0 % (0%)2—1—2 p;<0,p;=pp=0 pii (ij)
0, T, =00, eccC;
) (ch)2+2_ p%. Zi%ik( §J)2 >0, T, <00, pr=p+, ¢+ subalgebra;
id,k=+ i kAt =+ i
0, T, < o0, e.c.c.

Esto muestra que el valor de Py, es como en las partes (ii) y (iii), concluyendo la prueba de la
proposicion. O

Proposicién 4.4.6. Sea (G, J,wp) un grupo de Lie hermitiano como en la proposicion anterior y
considere Ay, el limite de p(t)/|u(t)| cuando t — Ty.

(i) Si £Py < 0 (i.e. £T+ = 00) y € es un ideal abeliano de g, entonces (g, +) = €& x £ y
A+ (£,8) = 0. De lo contrario, si € no es un ideal abeliano de g, entonces £ es un ideal
abeliano de (g, \1). Ademds, si € no es incluso una subdlgebra de Lie de g, entonces Ay es

2-pasos nilpotente y - estd contenida en su centro.
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(i) Si+Ty < 00 y g+ es una subdlgebra de Lie de g, entonces (g, A1) = g+ X gt y A+ (gf, 94) = 0.
Por el contrario, si g+ no es una subdlgebra de Lie de g, entonces A+ es 2-pasos nilpotente y
gt estd contenida en su centro.

Demostracion. Las primeras afirmaciones en cada item son consecuencias directas de la Propo-
sicién 4.3.2, (iii). Como antes, solo probaremos las afirmaciones con +.

Si € no es un ideal abeliano de g, entonces existe un cfj # 0 ya sea con p;, pj,pr = 0, 6 pip; =0
y pr < 0. El correspondiente término en la suma que aparece en la férmula (4.13) por lo tanto
converge a oo para cualquier tripleta (r, s,[) tal que p,,ps,p; < 0, 6 pp =0, 6 p; < 0 y al menos uno
de p,., ps es negativo. Esto implica que AL, = 0 para todos esas tripletas y por lo tanto Ay (¢-,€5) =0
v Ay (g, €5) C £, respectivamente.

Ahora suponga que € no es una subdlgebra de g. Asi existe un cfj # 0 con p;,pj =0y pr <O0.
El correspondiente término en (4.13) converge a oo para cualquier tripleta (r,s,l) tal que p; = 0,
6 p; < 0y al menos uno de p,,ps es negativo. Esto implica que A\ (g,g) C €& vy A (g, &) = 0,
respectivamente. Por lo tanto se sigue la segunda afirmacién en la parte (i).

Solo resta probar la segunda afirmacién en la parte (ii). Si g+ no es una subdlgebra de g,
entonces existe un cfj # 0 con p;,p; = p+ ¥ pi # p+. Asi el correspondiente término en (4.13) no
converge a oo si y s6lo si p, = ps = py+ v P # P+, esto es, la Unica parte de Ay que sobrevive es
Ay g X g — gi, como se deseaba mostrar. O

Ahora estudiamos el reescalamiento |2t 4+ 1|'/24(t), 6 equivalentemente w(t)/(2t + 1), corres-
pondiente al CRF normalizado dado en (4.11). Hay que recordar que siempre se denota por [, -] al
corchete de Lie del dlgebra de Lie g del grupo de Lie G.

Proposicién 4.4.7. Sea (G, J,wy) un grupo de Lie hermitiano como en la anterior proposicion.

(i) Si +Py <0 (i.e. £T+ = o0) y ¢ es un ideal abeliano de g, entonces |2t + 1|2 u(t) converge,
cuando t — +o0, a un soliton de Chern-Ricci v+ con operador de Chern-Ricci dado por
P, |¢r =FI, P, |¢ =0. Ademds, las siguientes condiciones se cumplen:

o (gva) =t xtyvi(tt)=0.
o Viferye =[]
o velercer = 2(FP0le)? ]
(i) Si g* es una subdlgebra de Lie distinta de cero de g, entonces £T1 < oo y [Ty — t|Y?u(t)

converge, cuando t — T4, a un soliton de Chern-Ricci vy con P, |+ = :l:%], P, |(gj:)J_ =0.
Ademds, las siguientes condiciones se satisfacen:

o (g,v+) =g+ X 9% y v+(gt,01) = 0.
(£Ty)~ 121 0

e U =
+]gsxg 0 (I—zTiPo\gJ_
+

)1/2] - [-+]; en particular, se tiene que vi|g xg. =

(j:T:l:)l/2 ['7 ] .
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Demostracion. Se puede probar esta proposicion en la misma forma que las Proposiciones 4.4.3
y 4.4.6, usando para la segunda afirmacién que

I 2t + 1)(1 — 2tp) \ 2
1/2 — ! l
(‘zt +1 “(t)>m ((1 o) —aipy)) O o Vs

y considerando separadamente los casos Ty = oo y T < o0. O

Ejemplo 4.4.8. Sea t), el dlgebra de Lie soluble con corchete de Lie definido por

[617 63] = €3, [617 64] = €4,

le2,e3) = e, [e2,e4] = —e3.

Considere la estructura hermitiana en (v, [-,-]) dada por Joey = e3, Joea = eq, (€i,€;) = dij, ¥

wo(X,Y) = (JoX,Y). En este caso,
-2
o [ : } |
2

Esto implica que la CRF-solucién comenzando en (wy, (-,-)) es w(t)(X,Y) = (WX,Y), donde

0 —1+4t

—(1+4t) 0 ]

para todo t € (T_,T}) = (—%, %) Por lo tanto, (wq, (-,-)) no es un solitén de Chern-Ricci por
Proposicion 4.3.2 (6 ver (4.6)). Ademds, la solucién al flujo de corchetes de Chern-Ricci esta dada

por

p(t)(ers es) = pmpes, ult)(er,en) = ppes,

() (ez,e3) = rtea,  ult)(ez,ea) = = gtes.
Como gy = spang{es,e4} no es una subdlgebra de Lie de (t), [+, ]), se deduce que

(t/27)‘+) = (hs x R, A1),

con \i(eg,eq) = —@eg (ver Proposicién 4.4.6). Por otro lado, tenemos que g_ = spang{ej,es} es
una subdlgebra de Lie de (v}, [-,+]), as{ (ver de nuevo Proposicién 4.4.6) (th,A\_) = (g— X g4+, ),
donde

V6 V6

/\_(61,63) = 763, /\_(61,64) = 764,
V6
A_(eg,e3) = 764.

Ejemplo 4.4.9. En forma andloga al ejemplo anterior, tenemos que para 0 41 dada por

1
[61762] = 637 [61764] = _5617
1

[62764] = __627 [63764] = _637
2
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la solucion al flujo de corchetes de Chern-Ricci, para la estructura hermitiana Jyes = eq, Jyes = eg,
<€i,€j> = 62]7 y wO(X7Y) = <J0X7Y>7 €s

1+3 V143

u(t)(er,e2) = @63, p(t)(e1, eq) = _2(1:35‘)617
113 1+3

p(t)(e2,e4) = —33hes, pu(t)(es, eq) = — e,

y sus limites estan dados por
<a4,%7)‘+> = (h3 X R, )‘+)7

con Ai(ep,ez) = @eg; y <D4’%,)\_> = (g- X g+, A_), donde

V3 V3

A_(e1,eq) = g b A_(e2,eq4) = 5
V3
)\_(63,64) = —?63

4.5. Grupos de Lie de dimension 4

En esta tltima seccién estudiamos el problema de la existencia de solitones de Chern-Ricci
en grupos de Lie solubles de dimensién 4. En la Tabla 4.1 se han enumerado todas las algebras
de Lie solubles de dimension 4 que admiten una estructura compleja, y en la Tabla 4.2 todas las
estructuras complejas en cada dlgebra salvo equivalencia (ver [O]). Con el fin de obtener expresiones
mas simples de las matrices de las estructuras complejas y de las métricas soliton de Chern-Ricci,
decidimos dar diferentes corchetes de Lie (pero isomorfos) [,-]; para cada dlgebra de Lie 94 5 con
A # 1, de tal manera que el par ([,-];, J;) es integrable para cualquier i = 1,2, 3.

En todos los ejemplos consideramos el producto interno canénico gy que hace a la base candnica
{e;} de R* ortonormal y {e’} denota la base dual.

Ejemplo 4.5.1. Para cualquier v € R, § > 0, considere el algebra de Lie soluble tﬁm, s con corchete
de Lie definido como en la Tabla 4.1, munida con la estructura compleja

%0
le[ol :|7
-10

como en la Tabla 4.2. Usamos la férmula (4.1) para calcular la forma de Chern-Ricci pg de la

métrica hermitiana wy = —e' A e 4 €2 A €? como sigue:
po@ﬁ,64)=:%(mxfadel—%trade4)::7_%17
polez, eq) = % (ytrJadey — dtrJades —ytrades — dtradey) =0,
po(es,eq) = % (6trJadeg +ytrJades —dtrades + ytradey) = 0.

Esto implica que pg = (v + 1)61 Net,y

—(v+1)
Py =

% ]:—(’Y+1)I+(’Y+1)[0_1—1

] € RI @ Der(t} ., 5)-
—(r+1)

0
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g Corchete de Lie

ths | [e1,e2] = es.

T30 [61,62] = €2.

w3y | [e1,e2] = e, [e1,e3] = es.

th o | [e1,e2] = —es, [e1,e3] = ea.

)

tté,’y le1,e2] = yea —e3, [e1,e3] = ea +ve3, 7> 0.

taty | [e1,e2] = e, [e3,e4] = e4.

thy | [e1,e3] =e3, [e1,eq] = ey, [e2,e3] = €4, [e2,e4] = —e3.

ty1 | les,e1] = eq, [es,e2] = ez, [eq,e3] = ez + e3.

tia1 | [ea,e1] = €1, [eq, e2] = e, [eq,e3] = €3, —1<a <1, a#0.

tiaa | [€s,e1] = €1, [es, 2] = ey, [es,e3] =ae3, —1<a<1, a#0.

tﬁm,& leq, e1] = e1, [eq, e2] = yeq — des, [eq, €3] = deg +ves, vy ER, § > 0.

04 [61’62] = €3, [64,61] = €1, [64762] = —e€9.

041 | [e1,e2] = e3, [es,e1] = eq, [es, €3] = e3.

le1,e2]1 = e3, [es,e1]1 = %617 lea, e2]1 = %627 lea, e3]1 = e3.

[e1,e2]3 = €3, [eq, €1]3 = €1, [ea, €2]3 = e, [e4, e3]3 = 2e3.

04 | [e1,e2]1 = Aes, [eq, e1]2 = Ney,

lea,ea]i = (1 — Nea, [eq,e3]1 = €3, 3 <A#L

e1, e2]a = (1 — Mes, [eq, e1]2 = Ae,
[eq,e2]2 = (1 — Nea, [eq, €3]0 = €3, % <A< 1
e1, e2]3 = (A — Des, [eq, e1]3 = Ae,
leq,e2]3 = (1 — Neg, [es,e3]3 =e3, 1 <A
V1o | [e1,e2] = es, [e,e1] = —e2, [ea, €] = e1.

021,5 [61,62] = €3, [64,61] = %el — %62,

[e4,€2] = }e1 + Le, [eq,e3] = €3, 6> 0.

by | [e1,e2] = e3, [es,e1] = €1, [es, 2] = V10e; + ea, [e4, €3] = 2es3.

Tabla 4.1. Algebms de Lie solubles de dimension 4 que admiten una estructura compleja.
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Por lo tanto, (J,wp) es un CR-solitén (ver Proposicién 4.3.2), el cual es de expansion, estacionario,
y de contraccién para v > —1, v = —1 y v < —1, respectivamente (lo cual no es usual ya que
en los diversos flujos de Ricci los solitones son en general de expansién o estacionarios). Ademaés,
(J,wp) es un solitén de Kéhler-Ricci si y sélo si v = 0, § > 0, y para v = —%, el grupo de Lie
correspondiente admite un lattice dando lugar a una métrica hermitiana en una superficie de Inoue
de tipo SY el cual es un solitén de Chern-Ricci de expansién cuando se hace el pullback sobre su

cubrimiento universal (ver [H]).

Siguiendo las pautas del Ejemplo 4.5.1, hemos encontrado un CR-solitén para cada estructura
compleja en grupos de Lie solubles de dimensién 4, con las uinicas excepciones de los siguientes seis
casos:

(t/27J1)7 (t4,17‘])7 (047%7‘]2)7 (021,57‘]1)7 (021,57‘]2)7 (h47J)

Las métricas CR-solitones g = w(+,J-) y sus respectivos operadores de Chern-Ricci P estédn
dados en la Tabla 4.3 como matrices diagonales con respecto a la base {ej, ea,e3,e4}, junto con la
constante c¢ y la derivacion D tal que P = ¢l + D. Por ejemplo, la métrica para el algebra de Lie
compleja (047%, [-,-]3,J3) estd dada por g(e;,e;) = d;; para todo i # j y

gler,e1) =2, glez,e2) =5, g(es,e3) =5/4, gles,eq) =2,

es decir, g se obtiene de gy por la accién de la matriz diagonal h = (2,5,5/4, 2).

En la dltima columna mencionamos la condicién bajo la cual la métrica es Kahler, esto es, un
solitén de Kéahler-Ricci.

En el caso de 04, con el fin de simplificar la descripciéon de las métricas en la Tabla 4.3,
introducimos la siguiente notacion:

a:==AA+1), bi=1-NAXA-2), di=A\-12%+1, e:=x+1.
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g Estructuras complejas
thg Jel = €9, J63:€4
30 Jel = €9, J63 = €4
31 Jel = €4, J63 = €3
ttgp Jel = €4, J62 = €3
ttg;y J161 = €4, J163 = €2 — 2"}/63, v > 0 J2€1 = €4, J263 = 2’}/63 — e, Y > 0
Toty Jel = €9, J63 = €4
t/2 Jiep = ez, Jiea = ey J57t€2 = —%61 — %62, Js,tei’; =e4, SER, 75 0
41 Jel = €9, J64:€3
40,1 Jel = €3, J64 = €3
U4 a0 J€4 = €1, J62 = €3
t£17,y75 J164 = €1, J162 = €3 J264 = €1, J2€3 = €2
04 Jeg =eq1, Jeg = es
041 Jei = ey, Jes = €3
047% J161 = €9, J164 = €3 J262 = €1, J2€4 = e3 J3€4 = €1, J3€3 = €2
04 | Jier = ey, Jieg = e3| Joer = e3, Joey = €3 | Jzep = e3, Jzea = ¢4
02170 J161 = €9, J163 = €4 J261 = €9, J2€4 = e3
02’5 Jres = eq, Jieg = ez | Joeg = eg, Joeg =e4 | Jze1 = eq, Jzeq = e3 | Jyeo = €1, Jyez = ey
h4 J€1:€3, J64:€2

Tabla 4.2. Estructuras complejas en dlgebras de Lie solubles de dimension 4.
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g J Meétrica P c D K
ths J Cualquiera, (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) —_—
twao | J (1,1,1,1) (—1,-1,0,0) -1 (0,0,1,1) St
31 J Cualquiera (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) —
e J Cualquiera, (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) Si
., J1 Cualquiera (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) —
Jo Cualquiera, (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) —_—
tre | J (1,1,1,1) (-1,-1,-1,-1) -1 (0,0,0,0) Si
th I (1,1,1,1) (-2,2,-2,2) — — —
Jort Cualquiera (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) —
tan J (1,1,1,1) (0,0,—2,—2) — — —
t4,a,1 J (1,1,1,1) —a(a+1)(0,1,0,1) | —a(a+1) | a(a+1)(1,0,1,0) | ——
—-l<a<l,a#0
Yo | J (1,1,1,1) —(@+1)(1,0,0,1) | —(a+1) | (a+1)(0,1,1,0) | ——
—-1<a<l,a#0
thos | (1,1,1,1) —(y+1)(1,0,0,1) | —(y+1) | (y+1)(0,1,1,0) | y=0
YyER,§>0
Jo (1,1,1,1) —(y+1)(1,0,0,1) | —(y+1) | (y+1)(0,1,1,0) | y=0
YyER,§>0
24 J (1,1,1,1) (0,—1,0,—1) -1 (1,0,1,0) —
041 J (1,1,1,1) (—2,0,0,—2) -2 (0,2,2,0) —
a1 | N (1,1,1,1) -3(1,1,1,1) -3 (0,0,0,0) St
Ja (1,1,1,1) 3(1,1,-1,-1) — — —
Js (2,5,2,2) —3(1,0,0,1) -3 3(0,1,1,0) —
W | S (5%.2,2,€) (a,0,0,a) a (0, —a, —a,0) A=2
3<A#L
J (2, 2 d) (0,b,0,b) b (—b,0, —b,0) S
$<A<1
Js (27 ﬁ@d) (0,b,0,b), 1< A b (—b,0, —b,0) S
o J1 Cualquiera (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) —_—
Jo Cualquiera (0,0,0,0) 0 (0,0,0,0) —
A J1 (1,1,1,1) 2(1,1,-1,-1) —_— —_— —
Ja (1,1,1,1) 2(1,1,-1,-1) —_— —_— —
Js (1,1,1,1) -3(1,1,1,1) -3 (0,0,0,0) Si
Ja (1,1,1,1) -3(1,1,1,1) -3 (0,0,0,0) Si
bha J (5,2,52,2) —3(0,1,0,1) — — —

Tabla 4.3. Solitones de Chern-Ricci.
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