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Resumen

Esta tesis es una contribución a la resolución del problema propuesto por I.
Kaplansky en 1975: clasi�car las álgebras de Hopf de dimensión �nita sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 0 [37]. Aquí obtenemos
la clasi�cación de dos familias de álgebras de Hopf, a saber:

• Las álgebras de Hopf cuyo corradical es el álgebra de funciones del
grupo simétrico en tres letras.

• Las álgebras de Hopf de dimensión 16.

Tan importante como estos resultados concretos, son las técnicas generales
que desarrollamos para llegar a ellos. Pues, daremos resultados que pueden
ser aplicados a la hora de clasi�car álgebras de Hopf cuyo corradical forma
una subálgebra de Hopf, o bien a álgebras de Hopf generadas por una coál-
gebra simple de dimensión 4 estable por la antípoda.

Esta tesis se basa en mis trabajos:

• Finite dimensional Hopf algebras over the dual group algebra of the
symmetric group in three letters. Junto a Nicolás Andruskiewitsch.
Aparecerá en Commun. Algebra. Disponible en: arXiv:1010.5953v2.

• On a family of Hopf algebras of dimension 72. Junto a Nicolás An-
druskiewitsch. Aparecerá en Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin.
Disponible en: arXiv:1105.0394v1.

• Hopf algebras of dimension 16. Junto a Gastón García. Algebr. Rep.
Theory 13 (2010), no. 4, 383�405. Disponible en: arXiv:1105.0394v1.

Palabras claves: HOPF ALGEBRAS, HOPF ALGEBRAS WITH CORAD-
ICAL A HOPF SUBALGEBRA, REPRESENTATION THEORY, HOPF
ALGEBRAS OF DIMENSION 16.
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INTRODUCCIÓN

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero. I. Kaplansky
[37] propuso en 1975 clasi�car las álgebras de Hopf de dimensión �nita sobre
k. Se consideran (y se han considerado) diversas familias de álgebras de Hopf
para dividir este vasto problema, que de por sí incluye a la clasi�cación de
los grupos �nitos. Una de estas aproximaciones es clasi�car aquellas álgebras
de Hopf que tienen dimensión igual a n, un número natural pre�jado. Otra
manera, es agrupar las álgebras de Hopf teniendo en cuenta su corradical, la
forma de éste y la subálgebra que genera. Esto último se puede explicar con
el siguiente esquema.

Álgebras de Hopf

(1) Semisimples.

(2) No Semisimples.

(2.1) El corradical es una subálgebras de Hopf.

(2.1.1) Punteadas.
(2.1.1.1) Grupo abeliano.
(2.1.1.2) Grupo no abeliano.

(2.1.2) El corradical es conmutativo.
(2.1.3) Otras.

(2.2) Otras.

(2.2.1) Generadas por el corradical.
(2.2.2) Deformaciones de bosonizaciones de generadas por el corra-

dical.

También hay que decir, que al considerar todas las álgebras de Hopf de
la misma dimensión, se suele dividir este conjunto de acuerdo al esquema
anterior.

ix



x Introducción

Esta tesis es una contribución a la resolución del problema propuesto por
Kaplansky. Aquí clasi�camos dos clases de álgebras de Hopf, a saber: aque-
llas con corradical isomorfo al álgebra de funciones sobre el grupo simétrico
S3 y las de dimensión 161. Pero tan importante como estos resultados con-
cretos, son las técnicas generales que desarrollamos para llegar a ellos. Pues
daremos resultados que pueden ser aplicados a la hora de clasi�car álgebras
de Hopf cuyo corradical forma una subálgebra de Hopf, o bien a álgebras
de Hopf generadas por coálgebras simples de dimensión 4 estables por la
antípoda.

Por otra parte, si lo monumental del problema de clasi�car todas las álgebras
de Hopf es abrumador, el hecho de conocer resultados generales, aunque
sean útiles sólo para algunas familias, animan a, y dan señales de cómo,
seguir avanzando en la clasi�cación y a su vez motivan nuevos interrogantes
por responder. Nos explayaremos más en esto mientras explicamos cómo
llegamos a las dos clasi�caciones antes anunciadas.

Álgebras de Hopf con corradical kS3.

Sea H un álgebra de Hopf cosemisimple y denotemos con FH a la familia
de álgebras de Hopf cuyo corradical es una subálgebra de Hopf isomorfa a
H. Es bien conocido que si A ∈ FH entonces el álgebra de Hopf graduada
grA asociada a A es isomorfa a R#H donde R = ⊕n≥0R

n es un álgebra de
Hopf trenzada en la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld sobre H, que se
denota por HHYD. Más aún, R0 = k y R1 = P(R), los elementos primitivos
de R.

Una clase de álgebras de Hopf trenzadas (graduadas, con las propiedades de
R) muy importante es la de las álgebras de Nichols B(V ) con V ∈ H

HYD.
Rápidamente hablando, B(V ) es el cociente del álgebra tensorial T (V ) por el
máximo ideal de Hopf entre aquéllos generados por elementos homogéneos de
grado ≥ 2. Andruskiewitsch y Scheneider [8] idearon el Método del Levante
para clasi�car las álgebras de Hopf en FH . Este consiste en:

1) Determinar los módulos de Yetter-Drinfeld V sobre H tales que B(V ) es
de dimensión �nita, como así también las relaciones que de�nen a B(V ).

2) Levante: Determinar la estructura de todas las álgebras de Hopf A ∈ FH
tales que grA ' B(V )#H.

1Hasta diciembre de 2007, cuando terminamos el trabajo [33], 16 era la menor dimen-
sión en donde no se conocía la clasi�cación. Antes de [33], las últimas publicaciónes que
se re�eren al problema en esta dimensión son del año 2004 [15, 22].
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3) Generación en grado 1: Decidir cuales álgebras de Hopf A ∈ FH son
generadas por A1, el primer término de la �ltración coradical.

Nosotros nos detendremos en el paso del Levante. Mostraremos que si A ∈
FH , entonces grA ' B(V )#H si y sólo si existe un epimor�smo de álgebras
de Hopf φ : T (V )#H → A que satisface ciertas propiedades; para probar la
existencia de φ es esencial un resultado de [12]. Llamaremos a φ mor�smo
levantador y a tal A un levantamiento.

Luego, si los generadores M del ideal de�niendo a B(V ) satisfacen cierta
compatibilidad con φ, seremos capaces de obtener un conjunto de generado-
res del ideal de�niendo a A, describiendo la imagen por φ de M . Cuando
H es el álgebra de funciones kG sobre un grupo �nito G podremos hacer la
descripción de φ(M) de una forma más detallada.

Con esto es que encontramos una nueva familia {A[a]}a∈An de álgebra de
Hopf, parametrizadas por el conjunto

An :=
{
a = (a(ij))(ij)∈On2 ∈ kO

n
2 :

∑
(ij)∈On2

a(ij) = 0
}
,

y conteniendo todos los levantamientos de B(Vn)#kSn para n = 3, 4, 5. Ex-
plícitamente, para n ≥ 3, sean On2 la clase de conjugación de (12) en Sn y
Vn ∈ kSn

kSnYD con base (x(ij))(ij)∈On2 , acción · y coacción δ dadas por

δh · x(ij) = δh,(ij) x(ij) y δ(x(ij)) =
∑
h∈Sn

sgn(h)δh ⊗ xh−1(ij)h

para todo h ∈ Sn y (ij) ∈ On2 ; sgn denota la representación signo de Sn.

El grupo Γn := k× ×Aut(Sn) actúa sobre An vía

(µ, θ) . a = µ(aθ(ij)), µ ∈ k×, θ ∈ Aut(Sn), a ∈ An.

Entonces [a] ∈ Γ3\A3 es la clase de a de�nida por esta acción.

Fijado a ∈ An, introducimos

fij =
∑
g∈Sn

(a(ij) − ag−1(ij)g)δg ∈ kSn para todo (ij) ∈ On2(1)

y luego, el ideal de Hopf Ia de T (Vn)#kSn generado por

x2
(ij) − fij ,

R(ij)(kl) := x(ij)x(kl) + x(kl)x(ij),

R(ij)(ik) := x(ij)x(ik) + x(ik)x(jk) + x(jk)x(ij)

para todo (ij), (kl), (ik) ∈ On2 con #{i, j, k, l} = 4. Finalmente,

A[a] es el álgebra de Hopf cociente T (Vn)#kSn/Ia.
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Por otra parte, las álgebras de Hopf punteadas fueron intensamente estu-
diadas usando el Método del Levante [10, 3, 5, 32]2. Además, las categorías
kG
kGYD y kG

kGYD son equivalente como categorías tensoriales. Entonces la
solución de los pasos 1) y 3) del Método del Levante para H = kG puede ser
trasladada al caso H = kG.

Por ejemplo, para G = S3 sabemos que

• V3 es el único V ∈ S3
S3
YD tal que B(V ) es de dimensión �nita por [5,

Thm. 4.5] y el ideal de�niendo a B(V3) es generado por

x2
(12), x2

(13), x2
(23), R(13)(23) y R(23)(13) por [46].

• Sea R = ⊕n≥0R
n ∈ S3

S3
YD un álgebra de Hopf trenzada de dimensión

�nita con R0 = k y R1 = P(R). Entonces R'B(V3) [4, Thm. 2.1].

Esto nos ayudará a probar uno de nuestros principales aportes al problema
de clasi�car álgebras de Hopf.

Clasi�cación de las álgebras de Hopf con corradical kS3.

El conjunto de clases de isomor�smo de álgebras de Hopf de dimensión �nita,
no semisimples y cuyo corradical es kS3 están en correspondencia biyectiva
con Γ3\A3 mediante la asignación A[a] ! [a].

La mayor di�cultad para probar lo anterior, y la razón por la cual no se puede
extender a n = 4 ó 5, es demostrar que las álgebras A[a] tienen la dimensión
correcta; podría suceder, en el peor de los casos, que el cociente A[a] fuera
nulo. Para n = 3, eludimos esta di�cultad de dos maneras: dando una base
de A[a], usando el Lema del Diamante [18], y probando que las álgebras A[a]

son deformaciones por cociclos unas de otras, usando un resultado de [45]3.
Sin embargo, trabajamos actualmente en la extensión de este último método
a los casos n = 4, 5, y también para otros grupos.

2Una de las familias más amplia de álgebras de Hopf clasi�cadas es la considerada en
[10]: FkΓ con Γ un grupo abeliano �nito con ord Γ no divisible por 2, 3, 5 ó 7.

3Kaplansky conjeturó que, salvo isomor�smos, existiría una cantidad �nita de álgebras
de Hopf de una misma dimensión. Varios contraejemplos fueron dados, sin ir más lejos la
familia {A[a]} es uno de ellos. Masuoka [45] propuso reformular la conjetura de Kaplansky
así: salvo deformaciones por cociclo, existe una cantidad �nita de álgebras de Hopf de una
misma dimensión. Nuestra familia cumple con esta conjetura pero por [28] se sabe que es
falsa.
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La teoría de representaciones de cualquier álgebra es importante por si sola.
En el caso de las álgebras de Hopf con corradical kG, el interés por su teoría
de representaciones aumenta si tenemos en cuenta el siguiente hecho. Al
ser kG un álgebra semisimple y conmutativa podemos tratar de repetir el
fructífero método usado en la teoría de representaciones de álgebras de Lie,
con kG cumpliendo el rol de subálgebra de Cartan. Además, es tentador creer
que esto ayude al estudio de las álgebras de Nichols y, volviendo a nuestra
problema, a dilucidar cómo probar que A[a] tienen la dimensión correcta
para n = 4 ó 5.

Con estas motivaciones nos abocamos al estudio de las representaciones de
A[a]. Llamamos módulos de Verma a los A[a]-módulos inducidos por los kSn-
módulos simples; recordar que de estos últimos hay uno por cada g ∈ Sn.
Probaremos que dos módulos de Verma Mg y Mh son isomorfos si g y h
estan en la misma clase con respecto a la siguiente relación de equivalencia.

Sea n ≥ 3 y �jemos a ∈ An.; recordar las funciones fij en (1) Diremos que
g, h ∈ Sn son a-enlazados, lo cual denotaremos g ∼a h, si g = h, o bien
existen (imjm), . . . , (i1j1) ∈ On2 tales que

• g = (imjm) · · · (i1j1)h,

• fisjs((isjs)(is−1js−1) · · · (i1j1)h) 6= 0 para todo 1 ≤ s ≤ m.

Para n = 3, calcularemos el retículo de submódulos de cada módulo de
Verma y como consecuencia obtendremos, entre otras cosas, los módulos
simples de A[a]. Resulta que los módulos simples Lg de A[a] también están
parametrizados (salvo isomor�smos) por la relación de equivalencia ∼a y son
isomorfos al cociente

Lg 'Mg/A[a] · 〈Mg[h] : h 6∼a g〉

para todo g ∈ S3, dondeMg[h] denota la componente isotípica deMg de peso
h ∈ S3 con respecto a la acción restringida a kS3 . El anterior isomor�smo
nos invita a intentar probar un resultado análogo para n ≥ 4, lo cual esta en
progreso.

Álgebras de Hopf de dimensión 16.

Hay muchos antecedentes de trabajos que abordan el problema de clasi�-
cación de álgebras de Hopf según su dimensión. Por ejemplo � en lo siguiente
p y q son números primos y H un álgebra de Hopf �: el teorema de Kac-
Zhu [61] establece que si dimH = p entonces H es isomorfa a un álgebra
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de grupo. S-H. Ng [49] probó que en dimensión p2, las únicas álgebras de
Hopf son las álgebras de grupo y las álgebras de Taft, usando resultados
previos de [7, 44]. Se cree que si dimH = pq entonces H es semisimple y
por lo tanto sería isomorfa a un álgebra de grupo o al dual de un álgebra
de grupo por [35, 27, 43]. Esta conjetura fue veri�cada para dimH = 14
en [15], dimH = 15 en [6] y para algunas familias de valores de p y q en
[6, 15, 29, 50, 51, 52]. Para dimensión ≤ 11 el problema fue resuelto por [60];
otra prueba fue dada por [58]. La clasi�cación en dimensión 12 fue hecha
por [30] en el caso semisimple y luego �nalizada por [48] en el caso general.

Dimensión 16 fue durante varios años la menor dimensión donde la clasi�-
cación aún no estaba completa. Sí se conocía la clasi�cación de diferentes
subfamilias, a saber: [38] clasi�có las semisimples, [21] las punteadas y [22]
aquellas no punteadas pero con corradical una subálgebra de Hopf.

Aquí probaremos que las álgebras de Hopf listadas en estos trabajos, y sus
duales, son todas las de dimensión 16 que existen.

Teorema de Clasi�cación en dimensión 16.

Si H es un álgebra de Hopf de dimensión 16 entonces H es isomorfa a una
y sólo un álgebra de Hopf que aparece en una de las siguientes listas.

1. Las álgebras de grupo de grupos de orden 16 y sus duales.

2. Las álgebras de Hopf semisimples listadas en [38, Thm. 1.2].

3. Las álgebras de Hopf punteadas listadas en [21, Sec. 2.5].

4. Las dos álgebras de Hopf 4 no semisimples, no punteadas cuyo corra-
dical es una subálgebra de Hopf listadas en [22, Thm. 5.1].

5. Los duales de las álgebras de Hopf punteadas listadas en [14, Sec. 4.2,
Table 2].

El principal ingrediente para demostrar la exhaustividad del Teorema de
Clasi�cación es el siguiente teorema.

Teorema. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión 16. Si el corradical de H
no es una subálgebra de Hopf entonces H∗ es punteada.

4Estas álgebras son isomorfas a sus propio dual.
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Sea H como en el enunciado anterior. Para probar este teorema primero
describiremos la posible forma del corradical de H. Luego, �nalizaremos
la demostración del teorema caso por caso, considerando las subálgebras de
Hopf generadas por las subcoálgebras simples del corradical y analizando la
acción de la antípoda y de los elementos de tipo grupo de H sobre ellas.

Es de resaltar la importancia en la prueba de las álgebras de Hopf genera-
das por una coálgebra simple de dimensión 4 estable por la antípoda. Su
importancia ya había sido observado en los trabajos [48, 58] en donde estas
álgebras empiezan a tomar protagonismo proveyendo de resultados generales
que ayudan a la clasi�cación de álgebras de Hopf. También es de resaltar el
trabajo [19] para el caso semisimple.

Aquí, obtendremos más consecuencias de los principales resultados de [48,
58], que son útiles tanto para dimensión 16 como para otras dimensiones.
Prueba de esto es que algunos son utilizados en [17].

Sería interesante encontrar resultados análogos considerando álgebras de
Hopf generadas por una coálgebra simple de dimensión > 4 estable por
la antípoda, o bien generadas por coálgebras simples permutadas por la an-
tipoda. Dicho sea de paso, este último ha sido el caso con mayor di�cultad
al que nos hemos enfrentado a la hora de resolver el teorema anterior.

Además, este tipo de álgebras resultan relevantes para la reciente propuesta
de [1] de extender el Método del Levante a álgebras de Hopf más generales.

La tesis está organizada como sigue. En el Capítulo I introducimos toda la
notación y las nociones básicas que se usarán a lo largo del trabajo.

En el Capítulo II estudiamos las álgebras de Hopf con corradical una sub-
álgebra de Hopf. En el Capítulo III damos la Clasi�cación de las álgebras
de Hopf con corradical kS3 . También, estudiamos la estructura interna de
las álgebras clasi�cadas (deformaciones por cociclos, subálgebras de Hopf,
integrales y estructura cuasi-tringualar) y estudiamos su teoría de repre-
sentaciones (módulos simples, módulos de Verma y tipo de representación).

El Capítulo IV está dedicado a la demostración del Teorema de Clasi�cación
en dimensión 16. Sin embargo, en la Sección IV.1 obtenemos algunos resul-
tados generales para álgebras de Hopf generadas por coálgebras simples.
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CAPÍTULO I

PRELIMINARES

En este capítulo �jaremos convenciones, notaciones y de�niciones que uti-
lizaremos a lo largo de toda la tesis. También recordaremos resultados bien
conocidos sin dar la demostración, los cuales usaremos en los capítulos pos-
teriores.

I.1 Convenciones y notación.

A lo largo de la tesis k denotará un cuerpo algebraicamente cerrado de car-
acteristíca 0 y k× será el grupo multiplicativo de elementos no nulos. Todos
los espacios vectoriales, álgebras y coálgebras serán sobre k.

Si V es un espacio vectorial, T (V ) denotará el álgebra tensorial de V . Mien-
tras no haya confusión escribiremos a1 · · · an en lugar de a1 ⊗ · · · ⊗ an para
a1, ..., an ∈ V . Si X es un conjunto, kX denotará el espacio vectorial con
base (x)x∈X . Si X ⊂ V , 〈X〉 denotará el subespacio vectorial generado por
X. El espacio vectorial dual a V es V ∗ = Hom(V,k). Si v ∈ V y f ∈ V ∗,
usaremos indistintamente f(v) y 〈f, v〉 para la evaluación canónica.

Sea A un álgebra, es decir, un álgebra asociativa y con unidad. Denotaremos
con mA a la multiplicación de A y con 1A a la unidad de A, si no hay lugar a
confusión omitiremos el subíndice A. Si S es un subconjunto de A, (S) deno-
tará el ideal bilátero generado por S y k〈S〉 denotará la subálgebra generada
por S. Denotaremos con AM,MA y AMA a las categorías de A-módulos a
izquierda, a derecha y A-bimódulos, respectivamente. Las representaciones
regulares a izquierda y derecha serán denotadas, respectivamente, por

L : A −→EndA y R : A −→EndA

a 7−→La(b) := ab ∀b ∈ A a 7−→Ra(b) := ba ∀b ∈ A.

1



2 Capítulo I. Preliminares

Sea C una coálgebra, es decir, un coálgebra coasociativa y con counidad.
Denotaremos con ∆C a la comultiplicación de C y con εC a la counidad de
C, si no hay lugar a confusión omitiremos el subíndice C. Denotaremos con
CM,MC y CMC a las categorías de C-comódulos a izquierda, a derecha y
C-bicomódulos, respectivamente. Las categorías cuyos objetos son módulos
y comódulos a la vez serán denotadas de la manera natural.

Asumamos que (M,λ) ∈ CM ó (M,ρ) ∈MC , entonces los coinvariantes (a
izquierda o a derecha) de M son

coλM = {m ∈M : λ(m) = 1⊗m} ó M co ρ = {m ∈M : ρ(m) = m⊗ 1}.

Para coálgebras y comódulos usaremos la notación de Sweedler pero omi-
tiendo el símbolo de sumatoria, esto es, ∆(x) = x(1)⊗ x(2) para todo x ∈ C,
λ(m) = m(−1) ⊗m(0) y ρ(m) = m(0) ⊗m(1) para todo m ∈M .

Una biálgebra es un álgebra H que además es una coálgebra tal que ∆H y
εH son mor�smos de álgebras.

Sean A un álgebra y C una coálgebra. Recordamos que Hom(C,A) es un
grupo con el producto de convolución ∗, esto es, f ∗ g(x) = f(x(1))g(x(2))
para todo f, g ∈ Hom(C,A), x ∈ C; el elemento neutro es εC1A. Entonces,
un álgebra de Hopf es una bialgebra H provista de una transformación lineal
SH tal que SH ∗ idH = idH ∗SH = εH1H ; SH se llama la antípoda de H, si
no hay lugar a confusión omitiremos el subíndice H (resulta que SH es un
antiendomor�smo de álgebras). Nuestra principal referencia para álgebras
de Hopf es [47].

Recordemos dos pares de acciones destacadas en la teoría de álgebras de
Hopf. Empecemos por las representaciones adjuntas a izquierda y derecha
las cuales son dadas, respectivamente, por

ad` : H −→EndH

h 7−→ ad`(h)(a) := h(1)aS(h(2)) ∀a ∈ H y

adr : Hop −→EndH

a 7−→ adr(h)(a) := S(h(1))ah(2) ∀a ∈ H.

El otro par que nos interesa son las acciones⇀ y↼, a izquierda y a derecha
respectivamente, de H∗ sobre H dadas por

α ⇀ h = h(1)〈α, h(2)〉 y h ↼ α = 〈α, h(1)〉h(2) ∀α ∈ H∗, h ∈ H.(I.1)

Si G es un grupo kG denotará el álgebra de grupo de G, e denotará el
elemento neutro de G y kG denotará el álgebra de funciones sobre G. Además
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(δh)h∈G es la base de kG dual a la base de kG formada por los elementos del
grupo, es decir, δh(g) = δg,h para todo g, h ∈ G donde la última es la delta
de Kronecker. Recordar que kG y kG son álgebras de Hopf duales mediante

∆kG(g) = g ⊗ g, εkG(g) = 1 y SkG(g) = g−1,

∆kG(δg) =
∑
h∈G

δh ⊗ δh−1g, εkG(δg) = δe,g y SkG(δg) = δg−1 ∀g ∈ G.

Sean M ∈ kGM y g ∈ G. Llamaremos componente isotípica de peso g de M
a M [g] = δg ·M . Además, escribiremos

SuppM = {g ∈ G : M [g] 6= 0} y M× = ⊕g 6=eM [g].

Si X es un conjunto entonces SX es el grupo de permutaciones sobre X y
Sn = S{1,...,n}.

I.2 La �ltración corradical.

Sea C una coa¨gebra. El corradical C0 de C es la suma de todas las subcoál-
gebras simples de C. La �ltración corradical de C es la familia de subespacios
de�nida inductivamente por

Cn := C0 ∧ Cn−1 = ∆−1(C ⊗ C0 + Cn−1 ⊗ C)

para cada n ≥ 1. Entonces

(I.2) Cn ⊆ Cn+1, C =
⋃
n≥0

Cn y ∆(Cn) ⊆
n∑
i=0

Ci ⊗ Cn−i,

para todo n ≥ 0 [47, Thm. 5.2.2].

La coálgebra graduada asociada a C es

grC = ⊕n≥0 grnC con grnC := Cn/Cn−1 ∀n ≥ 0 y C−1 = 0.

Denotaremos con G(C) al grupo de elementos tipo grupo de C. Como es
usual, para g, h ∈ G(C),

Pg,h(C) = {x ∈ C1|∆(x) = g ⊗ x+ x⊗ h}

es el espacio de elementos (g, h)-casi primitivos de C. Si C es una biálgebra
y g = h = 1, escribiremos simplemente P(C) en vez de P1,1(C) y x ∈ P(C)
se llama elemento primitivo.
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Una coálgebra E será llamada coálgebra de comatrices de rango n si tiene
una base (eij)1≤i,j≤n, llamada base de comatrices tal que la comultiplicación
y la counidad son de�nidas por

∆(eij) =
n∑
k=1

eik ⊗ ekj y ε(eij) = δij

para todo 1 ≤ i, j ≤ n. Notar que la coálgebraM∗(n, k) dual al álgebra de
matrices de dimensión n2 es una coálgebra de comatrices.

Es conocido que Pg,h(C) ∩ C0 = k(g − h). El siguiente lema es una gen-
eralización de esta igualdad (introduciendo de�niciones apropiadas). En el
Capítulo II, usaremos el lema para encontrar deformaciones de un álgebra
de Hopf con corradical una subálgebra de Hopf.

Lema I.1. Sean D = kg y E = 〈eij |1 ≤ i, j ≤ n〉 coálgebras de comatrices
de rangos 1 y n, respectivamente. Si (xi)

n
i=1 ⊂ D ⊕ E (suma directa de

coálgebras) son tales que

∆(xi) = xi ⊗ g +

n∑
j=1

eij ⊗ xj ,

entonces existen a1, ..., an ∈ k tales que xi = aig −
∑n

j=1 ajeij, 1 ≤ i ≤ n.

Prueba. Podemos escribir xi = aig +
∑n

s,t=1 α
i
stest con ai, α

i
st ∈ k para todo

1 ≤ i, s, t ≤ n. Ahora calculamos ∆(xi) de dos maneras:

∆(xi) = ∆

(
aig +

n∑
s,t=1

αistest

)
= aig ⊗ g +

n∑
s,t,l=1

αistesl ⊗ elt y

∆(xi) =

(
aig +

n∑
s,t=1

αistest

)
⊗ g +

n∑
j=1

eij ⊗
(
ajg +

n∑
s,t=1

αjstest

)

= aig ⊗ g +
n∑

s,t=1

αistest ⊗ g +
n∑
j=1

ajeij ⊗ g +
n∑

s,t,j=1

αjsteij ⊗ est

= aig ⊗ g +

n∑
s,t=1
s 6=i

αistest ⊗ g +

n∑
t=1

(at + αiit)eit ⊗ g +

n∑
s,t,j=1

αjsteij ⊗ est.

Entonces el segundo y tercer término son cero y por lo tanto αist = 0 y
αiit = −at, para 1 ≤ i, s, t ≤ n, s 6= i. Luego xi = aig +

∑n
s,t=1 α

i
stest =

aig −
∑n

t=1 ateit.
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I.3 Módulos de Yetter-Drinfeld.

Los módulos de Yetter-Drinfeld, en general, y las álgebras de Hopf trenzadas,
en particular, son una importante pieza para la construcción de nuevas álge-
bras de Hopf y, por lo tanto, para su clasi�cación. En esta sección repasare-
mos algunos conocimientos referidos a estas nociones.

Empecemos por recordar brevemente que una categoría tensorial es una
colección (C,⊗, a, I, l, r) donde:

• C es una categoría y el producto tensorial ⊗ : C×C → C es un bifuntor,

• I es un objeto de C y

• aU,V,W : U⊗(V ⊗W )→ (U⊗V )⊗W , lV : V → I⊗V y rV : V → V ⊗I,
con U, V y W objetos en C, son isomor�smos naturales.

Además, a debe satisfacer el axioma del �pentágono�, mientras que l y r
deben satisfacer el axioma del �triángulo�, ver [39, Ch. XI, (2.6) y (2.9)].
Dicho rápidamente, el axioma del pentágono dice que el producto tensorial
es �asociativo� y el axioma del triángulo que I es una unidad para el producto
tensorial.

Ejemplo I.1. Si H un álgebra de Hopf entonces la categoría H
HM de H-

módulos a izquierda y H-comódulos a izquierda es una categoría tensorial.
En efecto, si N,M ∈ H

HM entonces N ⊗M es el producto tensorial usual de
espacios vectoriales con acción y coacción:

h · (m⊗ n) = h(1) ·m⊗ h(2) · n y

(m⊗ n)(−1) ⊗ (m⊗ n)(0) = m(−1)n(−1) ⊗m(0)n(0).

para todo n ∈ N , m ∈M y h ∈ H.

Las otras posibles categorías de módulos y comódulos también son tensoriales
con estructuras análogas a la antes descrita.

Una categoría tensorial (C,⊗, a, I, l, r) se dice trenzada si esta provista de un
isomor�smo natural

cV,W : V ⊗W →W ⊗ V, con V y W objetos de C,

que satisface el axioma del �hexágono�, ver [39, Ch. XIII (1.3) y (1.4)].
Una consecuencia importante de la existencia de una trenza en C es que nos
permite de�nir la noción de álgebras de Hopf trenzadas, ver más adelante.
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Ejemplo I.2. Un espacio vectorial trenzado es un par (V, c), donde V es un
espacio vectorial y c ∈ GL(V ⊗ V ) satisface la ecuación de trenzas:

(c⊗ id)(id⊗c)(c⊗ id) = (id⊗c)(c⊗ id)(id⊗c).

Un mor�smo de espacios vectoriales trenzados L entre (V, c) y (U, c̃) es un
mapa lineal L : V → U que satisface (L⊗ L) ◦ c = c̃ ◦ (L⊗ L).

Ahora estamos en condiciones de introducir los objetos que le dan título a
esta sección. A partir de ahora, y hasta el �nal de la sección, H denotará
un álgebra de Hopf de dimensión �nita.

De�nición I.2. La categoría de módulos de Yetter-Drinfeld H
HYD sobre H es

de�nida como sigue: M es un objeto de HHYD si es un H-módulo a izquierda
y un H-comódulo a izquierda tal que, para todo h ∈ H y m ∈M :

(I.3) (h ·m)(−1) ⊗ (h ·m)(0) = h(1)m(−1)S(h(3))⊗ h(2) ·m(0).

Los mor�smos en H
HYD son los mor�smos de H-módulo y H-comódulo. Ésta

es una categoría trenzada con la trenza dada por:

(I.4) cHM,N : M ⊗N → N ⊗M, m⊗ n 7→ m(−1) · n⊗m(0),

para todo M,N ∈ H
HYD, m ∈M y n ∈ N .

Ejemplo I.3. (H, ad`,∆) es un módulo de Yetter-Drinfeld sobre H.

Ejemplo I.4. Si δ(1) = 1⊗1 entonces (k, ε, δ) es un módulo de Yetter-Drinfeld
sobre H.

Observación I.3. Sea D(H) el Doble de Drinfeld de H. Es bien conocido
que H es semisimple si y sólo si D(H) lo es, cf. [47]. Por otro lado, HHYD
es equivalente como categoría trenzada a D(H)M. Entonces, H semisimple
implica H

HYD semisimple.

Sea (A,m, 1) un álgebra y η : k→ A el mor�smo lineal dado por η(1) = 1. Si
A es un módulo de Yetter-Drinfeld sobre H y m y η son mor�smos en H

HYD,
se dice que (A,m, 1) es un álgebra en H

HYD. Análogamente, una coálgebra
(C,∆, ε) se dice que es una coálgebra en H

HYD si C ∈ H
HYD y ∆ y ε son

mor�smos en H
HYD.

Sean R y S dos álgebras en H
HYD. Entonces R⊗S := R ⊗ S es un álgebra

en H
HYD con la multiplicación de�nida por

mR⊗S = (mR ⊗mS) ◦ (idR⊗cHS,R ⊗ idS)

y unidad 1⊗ 1. Usando esta estructura se introduce la siguiente de�nición.
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De�nición I.4. Un álgebra de Hopf trenzada en H
HYD es una 5-upla (R,m, 1,

∆, ε,S), comúnmente escribiremos simplemente R, tal que

• (R,m, 1) es un álgebra en H
HYD y (R,∆, ε) es una coálgebra en H

HYD.

• ∆ : R→ R⊗R y ε : R→ k son mor�smos de álgebras.

• S es un mor�smo en H
HYD que es una antípoda para R, esto es, el

inverso de idR respecto al producto de convolución.

Si R = ⊕n≥0R
n es graduada como biálgebra y además, cada espacio de

elementos homogéneos Rn es un submódulo de Yetter-Drinfeld diremos que
R un álgebra de Hopf trenzada y graduada en H

HYD.

En la siguiente subsección veremos un ejemplo primordial de álgebras de
Hopf trenzadas en H

HYD.

I.3.1 Álgebras de Nichols.

De�nición I.5. Sean V ∈ H
HYD y R = ⊕n≥0R

n un álgebra de Hopf trenzada
y graduada en H

HYD. Se dice que R es el álgebra de Nichols de V si satisface:

• R0 = k1 y P(R) = R1 ' V en H
HYD.

• R es generada por R1.

En tal caso, escribiremos B(V ) := R.

El álgebra de Nichols existe para todo V ∈ H
HYD y es única salvo isomor�smo

[9, Prop. 2.2]. A continuación veremos una manera de construirla, para más
detalles ver por ejemplo [9, 9].

El álgebra tensorial T (V ) admite una estructura de álgebra de Hopf trenzada
y graduada en H

HYD con comultiplicación, counidad y antípoda de�nidas,
para todo v ∈ V , por:

∆(v) = v ⊗ 1 + 1⊗ v, ε(v) = 0 y S(v) = −v,

y extendidas a todo T (V ) de manera que satisfaga la De�nición I.4. Por
ejemplo, si x, y ∈ V entonces

∆(xy) = (m⊗m) ◦ (id⊗cHV,V ⊗ id)
(
∆(x)⊗∆(y)

)
.
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Denotemos con J (V ) al ideal de Hopf en T (V ) máximo entre los generados
por elementos homogéneos de grado ≥ 2. Entonces

B(V ) = T (V )/J (V ) es el álgebra de Nichols de V .

Observación I.6. Sea H ′ un álgebra de Hopf y supongamos que existe una
equivalencia de categorías trenzadas Ψ : HHYD → H′

H′YD. Entonces las ál-
gebras de Nichols B(V ) ∈ H

HYD y B(Ψ(V )) ∈ H′
H′YD son isomorfas como

álgebras y coálgebras graduadas.

Este es un caso particular de la siguiente situación. Primero notar que para
realizar la construcción anterior lo único que utilizamos es la trenza cHV,V .
No necesitamos de la H-acción ni de la H-coacción sobre V , sino simple-
mente para de�nir la estructura de módulo y comódulo sobre B(V ). En-
tonces podemos considerar el álgebra de Nichols B(W, cW ) de un espacio
vectorial trenzado (W, cW ). Sean (U, cU ) otro espacio vectorial trenzado y
L : (W, cW ) → (U, cU ) un isomor�smo de espacios vectoriales trenzados.
Entonces L se extiende primero a un isomor�smo de álgebras y coálgebras
graduadas entre T (W ) y T (U) que además respeta la antípoda. Luego,
este último da lugar a un isomor�smo de las mismas características entre
B(W, cW ) y B(U, cU ) por [4, Prop. 3.2.12]. Ver [4, Subsection 3.2] para más
detalles.

I.3.2 Bosonización por un álgebra de Hopf trenzada.

Las álgebras de Hopf trenzadas aparecen naturalmente en el contexto usual
de álgebras de Hopf. Sea A un álgebra de Hopf provista de mor�smos de
álgebras de Hopf:

H
ı
↪→ A

π
� H tales que π ◦ ı = idH .(I.5)

El álgebra de coinvariantes con respecto a π es

Acoπ := {a ∈ A|(id⊗π)∆(a) = a⊗ 1}.

Por [41, 55], Acoπ es un álgebra de Hopf trenzada en H
HYD con la siguiente

estructura:

• La acción de H sobre Acoπ es ad` ◦ ı (o simplemente ad`).

• La coacción de H sobre Acoπ es (π ⊗ id) ◦∆.

• Acoπ es una subálgebra de A.

• La comultiplicación es ∆Acoπ(r) = r(1)ι ◦ π ◦ S(r(2))⊗ r(3) ∀r ∈ Acoπ.
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• La antípoda es SAcoπ(r) = ι ◦ π(r(1))SA(r(2)) ∀r ∈ Acoπ.

Recíprocamente, si R es un álgebra de Hopf trenzada en H
HYD podemos

construir una nueva álgebra de Hopf en el sentido usual. La bosonización
R#H de R por H [41, 55] es el álgebra de Hopf de�nida sobre R⊗H como
sigue:

(r#h)(s#k) = r(h(1) · s)#h(2)k,

∆R#H(r#h) = r(1)#(r(2))(−1)h(1) ⊗ (r(2))(0)#h(2) y

SR#H(r#h) = SH(h)SH(r(−1))SR(r(0))

para todo r, s ∈ R y h, k ∈ H, donde r#s := r⊗s. Notar que ı : H → R#H,
h 7→ 1#h y π : R#H → H, r#h 7→ ε(r)h para todo r ∈ R, h ∈ H son
mor�smos de álgebras de Hopf que satisfacen (I.5).

Es sabido por [41, 55] que las construcciones anteriores son recíprocas, gracias
al siguiente isomor�smo de álgebras de Hopf:

Acoπ#H 7−→ A, r#h 7→ rh.(I.6)

Nos interesa aplicar lo anterior en el contexto particular del Método del
Levante.

I.3.3 Método del levante.

De ahora en adelante suponemos que H es un álgebra de Hopf cosemisimple
de dimensión �nita, y por ende semisimple. Sea A un álgebra de Hopf tal
que su corradical es una subálgebra de Hopf isomorfa a H. Por [47, 5.2.8],
la coálgebra graduada grA asociada a A resulta ser una álgebra de Hopf
graduada. Más aún,

la proyección π : grA→ H con núcleo ⊕n>0 grnA y

la inclusión ι : H → grA (recordar que gr0A = A0/A−1 = H)

satisfacen que π ◦ ι = idH como en (I.5).

Por lo tanto, R = (grA)coπ = {a ∈ grA|(id⊗π)∆(a) = a⊗ 1} es un álgebra
de Hopf trenzada en H

HYD y grA ' R#H, como álgebras de Hopf. Más aún,
si Rn := R ∩ grnA para todo n ≥ 0 entonces por [8] vale que:

• R = ⊕n≥0R
n es un álgebra de Hopf trenzada y graduada en H

HYD.
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• grnA = Rn#H.

• R0 = R0 = k1 y V := R1 = P (R).

El módulo de Yetter-Drinfeld V se llama la trenza in�nitesimal de A. La
subálgebra de R generada por la trenza in�nitesimal es isomorfa al álgebra
de Nichols B(V ). Más aún, en [11] fue demostrado que si dimA <∞ y H es
álgebra de grupo de un grupo abeliano entonces R = B(V ). Esta a�rmación
fue conjeturada por Andruskiewitsch y Scheneider [9], lo que los condujo
también a idear el Método del Levante: una estrategia para clasi�car las
álgebras de Hopf tales que su corradical es una subálgebra de Hopf isomorfa
a un álgebra de Hopf pre�jada.

El Método del Levante consiste en:

1) Determinar los módulos de Yetter-Drinfeld V sobre H tales que B(V ) es
de dimensión �nita, como así también las relaciones que de�nen a B(V ).

2) Levante: Determinar la estructura de todas las álgebras de Hopf A con
corradical una subálgebra de Hopf isomorfa a H y grA ' B(V )#H.

3) Genereación en grado 1: Decidir cuales álgebras de Hopf A, cuyo corra-
dical es una subálgebra de Hopf isomorfa a H, son generadas por A1.

Notar que si A un álgebra de Hopf cuyo corradical es una subálgebra de Hopf
isomorfa a H y R es de�nida como antes entonces A es generada por A1 si
y sólo si R es generada por R1, lo cual es equivalente a R = B(R1).

De�nición I.7. Sean A un álgebra de Hopf con corradical una subálgebra
de Hopf isomorfa a H y V ∈ H

HYD. Diremos que A es un levantamiento de
B(V )#H si grA ' B(V )#H.

Nosotros utilizaremos este método en los Capítulos II y III en donde supon-
dremos que H es el álgebra de funciones de un grupo no abeliano.

I.3.4 Módulos de Yetter-Drinfeld sobre el álgebra de funciones de un
grupo.

Las categorías H
∗

H∗YD y H
HYD son equivalentes como categorías tensoriales de

la siguiente manera. Sean (hi) y (fi) bases duales de H y H∗. Si V ∈ H
HYD

entonces V es un módulo de Yetter-Drinfeld sobre H∗ con acción y coacción
de�nidas por:

(I.7) f ·v = 〈S(f), v(−1)〉v(0), λ(v) =
∑
i

S−1(fi)⊗hi ·v, f ∈ H∗, v ∈ V.
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Esto da una equivalencia de categorías entre H
HYD y H∗

H∗YD [4, 2.2.1].

Observación I.8. Si los pasos 1) y 3) del Método del Levante son resueltos
para H entonces también son resueltos para H∗.

Esto se sigue de la equivalencia de categorias trenzadas entre HHYD y H∗
H∗YD

y el hecho de que el álgebra de Nichols sólo depende de la trenza por la
Observación I.6.

Nosotros aplicaremos la equivalencia de categorías dada antes en el caso par-
ticular en que H es el álgebra de grupo kG de un grupo �nito G. Por lo tanto
H∗ = kG, el álgebra de funciones sobre G. En este caso los módulos simples
de kG

kGYD son bien conocidos, ver por ejemplo [4, Prop. 3.1.2]. Recordar
además que kG

kGYD es una categoría semisimple por la Observación I.3.

Si g ∈ G denotamos con Og a la clase de conjugación de g y con CG(g) al
centralizador de g.

De�nición I.9. Fijemos g ∈ G y (V, ρ) una representación irreducible de
CG(g). Entonces

M(g, ρ) := IndGCG(g) V = kG⊗CG(g) V = kOg ⊗ V

es un objeto de kG
kGYD. Explícitamente, la acción es inducida por la mul-

tiplicación a izquierda en G; la coacción es dada por la restricción de la
comultiplicación ∆G a Og, tener en cuenta que Og se identi�ca con G/CG(g).

Sea Q un conjunto de representantes de las clases de conjugación de G. Por
[4, Prop. 3.1.2], M(g, ρ) es simple y cualquier módulo simple de kG

kGYD es
isomorfo a M(g, ρ) para un único g ∈ Q y una única clase de isomor�smos
[(V, ρ)] de representaciones irreducibles de CG(g). Entonces, aplicando la
equivalencia categórica dada anteriormente, los módulos M(g, ρ) también
parametrizan los objetos simples de kG

kGYD.

Recordar la notación dada al �nal de la Sección I.1. Entonces

SuppM(g, ρ) = Og−1 por (I.7).(I.8)

Dado que kG
kGYD es una categoría semisimple, si M ∈ kG

kGYD entonces M [e]
y M× son submódulos de Yetter-Drinfeld de M tales que

M = M [e]⊕M×.(I.9)
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I.4 La representación inducida.

Sea B una subálgebra de un álgebra A. Aquí recordaremos algunas hechos
bien conocidos referidos a las representaciones de A inducidas por aquéllas
de B, los cuales usaremos en la Sección III.2. El A-módulo inducido por el
B-módulo a izquierda V es IndAB V = A ⊗B V . Inducir tiene las siguientes
propiedades:

• Propiedad universal: si W es un A-módulo y ϕ : V → W es un mor-
�smo de B-módulos entonces se extiende a un mor�smo de A-módulos
ϕ : IndAB V → W . Luego, existe un isomor�smo natural (llamado re-
ciprocidad de Frobenius): HomB(V,ResABW ) ' HomA(IndAB V,W ). En
términos categóricos, inducir es adjunto a izquierda de la restricción.

• Cualquier A-módulo simple de dimensión �nita es el cociente de un
módulo inducido por un B-módulo simple.

En efecto, sean S un A-módulo simple de dimensión �nita y T un B-
submódulo simple de S. Entoncs el mor�smo inducido IndAB T → S es un
epimor�smo.

• Si B es semisimple entonces cualquier módulo inducido es proyectivo.

El funtor inducción, siendo adjunto a izquierda del funtor restricción, preserva
proyectivos, y cualquier módulo sobre un álgebra semisimple es proyectivo.

• Si A es libre como B-módulo a derecha, digamos A ' B(I), entonces
IndAB V = B(I) ⊗B V = V (I) como B-módulos, y a fortiori como espa-
cios vectoriales.

A continuación resumimos estas propiedades básicas en el ámbito de las
álgebras de Hopf de dimensión �nita, donde la libertad sobre subálgebras de
Hopf es sabida por [54]. Además, las álgebras de Hopf de dimensión �nita
son álgebras de Frobenius, de donde se desprende que los módulos inyectivos
son proyectivos y viceversa.

Proposición I.10. Sean A un álgebra de Hopf de dimensión �nita y B una
subálgebra de Hopf semisimple. Entonces

• Si T es un B-módulo simple entonces dim IndAB T =
dimT dimA

dimB
.
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• Cualquier A-módulo simple de dimensión �nita es el cociente de un
módulo inducido por un B-módulo simple.

• El módulo inducido por un B-módulo de dimensión �nita es inyectivo
y proyectivo.

Una situación optima para aplicar la Proposición I.10 es cuando el corradical
de A es una subálgebra de Hopf; en este caso B = A0 es la mejor elección.
Es adecuado introducir la siguiente de�nición.

De�nición I.11. Un módulo de Verma de A es un módulo inducido por un
B-módulo simple.

Finalicemos por enumerar algunas generalidades aplicables a cualquier álge-
bras de Hopf A con corradical kG con G un grupo �nito.

• Las representaciones simples de kG son {kg = k : g ∈ G} donde f ·1 = f(g)1
para todo f ∈ kG. Entonces todo A-módulo simple es el cociente del módulo
de Verma Mg := IndkG kg para algún g ∈ G.

• El ideal Aδg es isomorfo a Mg y A ' ⊕g∈GMg.

• Sea g ∈ G tal que δg es un idempotente primitivo de A. Dado que A
es Frobenius, Mg ' Aδg tiene un único submódulo simple S y un único
submódulo máximalN . AdemásMg es la cápsula inyectiva de S y la cubierta
proyectiva de Mg/N . Ver [23, (9.9)].

I.5 Extensiones de álgebras de Hopf.

La exposición en esta sección esta basada en [2] y [47]. Nos interesa recordar
dos tipos de extensiones. Empecemos por la siguiente.

De�nición I.12. Sean A ⊂ C una extensión de k-álgebras y B un álgebra de
Hopf. A ⊂ C es una B-extensión hendida si: C es un B-comódulo álgebra
(a derecha) vía δ con Cco δ = A y existe un mor�smo γ : B → C de B-
comódulos, invertible con respecto al producto de convolución.

Es conocido que cualquier extensión hendida proviene de un producto cruzado
A#⇀,σB, y a la inversa, cualquier producto cruzado es una extensión hen-
dida [47, Thm. 7.2.2]. Aquí, ⇀: B⊗A→ A es una acción débil (ver [2, Def.
2.0], [47, Def. 4.1.1]) y σ : B ⊗ B → A es un 2-cociclo que satisface ciertas



14 Capítulo I. Preliminares

condiciones de compatibilidad. Con esto se puede de�nir una nueva estruc-
tura de álgebra asociativa sobre A⊗B. A esta nueva álgebra se la llama el
producto cruzado de A con B y se denota A#B. La unidad de A#B es 1⊗1
y la multiplicación es dada por:

(I.10) (a#b)(a′#b′)=a(b(1) ⇀ a′)σ(b(2), b
′
(1))#b(3)b

′
(2), ∀a, a

′ ∈ A, b, b′ ∈ B,

donde a#b := a⊗ b. Ver [2, Section 2] o [47, Section 7] para más detalles.

La otra de�nición que queremos recordar es

De�nición I.13. [2]. Una sucesión de álgebras de Hopf A
ı
↪→ C

π
� B se dice

exacta si:

(i) ı es un monomor�smo (en tal caso identi�camos A con su imagen);

(ii) π es un epimor�smo;

(iii) πı = ε;

(iv) kerπ = A+C (donde A+ = ker ε);

(v) A = Ccoπ.

En tal caso diremos que C es una extensión de A por B. Una sucesión exacta
se dice central si A esté contenida en el centro de C.

El siguiente lema resume varios resultados conocidos y nos será útil para
encontrar sucesiones exactas.

Lema I.14. Sean C y B álgebras de Hopf de dimensión �nita y π : C → B
un epimor�smo de álgebras de Hopf. Entonces dimC = dimCcoπ dimB.

Más aún, si A = Ccoπ es una subálgebra de Hopf entonces A
ı
↪→ C

π
� B es

una sucesión exacta de álgebras de Hopf.

Prueba. La igualdad de dimensiones es por [57, Thm. 2.4. (1.b)]. Más aún,
si A = Ccoπ entonces π|A = ε|A y por lo tanto A+C ⊆ kerπ. Por [57, Thm.
2.4. (2.a)], dimB = dim(C/A+C) y entonces A+C = kerπ, lo que termina
de demostrar el lema.

La noción dual al producto cruzado A#⇀,σB fue estudiada en [2]. Sea B una
coálgebra y A un álgebra de Hopf. Supongamos que ρ : B → B ⊗ A es una
coacción débil [2, Def. 2.10] � noción dual a la de acción débil. Si τ : B →
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A⊗A es un mor�smo lineal podemos de�nir una nueva comultiplicación ∆τ

sobre A ρ,τ#B := A⊗B como en [2, (2.15)], a saber

(I.11) ∆τ (a#b) =
∑
i,j

a(1)τ(b(1))j#ρ(b(2))i ⊗ a(2)τ(b(1))
jρ(b(2))

i#b(3)

donde ρ : b 7→
∑

i ρ(b)i ⊗ ρ(b)i y τ : b 7→
∑

j τ(b)j ⊗ τ(b)j . Por [2, Prop.
2.16], (A ρ,τ#B,∆τ , εA ⊗ εB) es una coálgebra coasociativa si:

(εA ⊗ id)τ(b) = εB(b)1A = (id⊗εA)τ(b),

mA⊗3(∆A ⊗ id⊗τ ⊗ id)(τ ⊗ ρ)∆B = (id⊗mA⊗2)(id⊗∆A ⊗ id⊗2)(τ ⊗ τ)∆B,

m13
A⊗2(id⊗2⊗ρ⊗ id)(τ ⊗ ρ)∆B = (id⊗mA⊗2)(id⊗∆A ⊗ id⊗2)(ρ⊗ τ)∆B,

con m13
A⊗2 : A⊗2⊗B⊗A⊗2 → B⊗A⊗2, (a⊗x⊗b⊗a′⊗x′) 7→ (b⊗aa′⊗xx′).

Sean A y B álgebras de Hopf con un conjunto de datos (⇀,σ, ρ, τ) como antes
y que además satisfacen las condiciones (i)-(v) de [2, Thm. 2.20]. Entonces
la multiplicación (I.10) y la comultiplicación (I.11) hacen de A ρ,τ#⇀,σB una
biálgebra. Si, en adición, A ρ,τ#⇀,σB es un álgebra de Hopf, (⇀,σ, ρ, τ) se
dice un dato de Hopf [2, Def. 2.26].

Además, si φ ∈ Hom(B,A) es invertible con respecto al producto de con-
volución y satisface φ(1B) = 1A y εA ◦ φ = εB entonces podemos de�nir un
nuevo dato de Hopf ( φ ⇀, φσ, ρφ

−1
, τφ

−1
) de acuerdo a [2, Lemma 3.1.1].

Sucesiones exactas de álgebras de Hopf de dimensión �nita son hendidas por
[57, Thm. 2.2]. Luego, por los resultados en [2, Subsection 3.2] tenemos lo
siguiente.

Teorema I.15. Sean A y B álgebras de Hopf de dimensión �nita.

(i) Sea A
ı
↪→ C

π
� B una sucesión exacta de álgebras de Hopf. Entonces

existe un dato de Hopf (⇀,σ, ρ, τ) tal que C ' A ρ,τ#⇀,σB como álge-
bras de Hopf.

(ii) Recíprocamente, si (⇀,σ, ρ, τ) es un dato de Hopf sobre A y B, en-
tonces ı(a) = a#1 y π(a#b) = ε(a)b son mor�smos de álgebras de

Hopf tales que A
ı
↪→ A ρ,τ#⇀,σB

π
� B es una sucesión exacta de álge-

bras de Hopf.

(iii) Sea φ : B → A un mor�smo lineal invertible con respecto a la convolu-
ción tal que φ(1B) = 1A y εA ◦ φ = εB. Entonces

A ρ,τ#⇀,σB ' A ρφ
−1
,τφ
−1

# φ⇀, φσB

para cualquier dato de Hopf (⇀,σ, ρ, τ). �
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Notar que la última parte del teorema dice que A# φ⇀, φσB ' A#⇀,σB como
extensiones hendidas.

I.5.1 Extensiones hendidas del álgebra de Sweedler T4(−1).

En general, para álgebras de Hopf A y B, no es fácil encontrar pares com-
patibles (⇀,σ) que den lugar a productos cruzados A#⇀,σB. Sin embargo,
la clasi�cación dada por [26] y [42] nos da una manera de construir todos
los pares compatibles (⇀,σ) cuando B es el álgebra de Sweedler T4(−1) de
dimensión 4, cuya presentación por generadores y relaciones es

(I.12)
T4(−1) = k〈g, x | g2 = 1, x2 = 0, xg = −gx〉,

∆(g) = g ⊗ g y ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x.

De�nición I.16. [26, Def. 2.4], [42, Def. 3.1]. Sean A un álgebra, F,D ∈
End(A), α ∈ U(A) (las unidades de A) y β, γ ∈ A. La 5-upla D =
(F,D, α, β, γ) se dice un dato T4(−1)-hendido sobre A si satisface:

(D1)F (aa′) = F (a)F (a′), (D2)D(aa′) = aD(a′) +D(a)F (a′),

(D3)F 2(a)α = αa, (D4) (FD(a) +DF (a))α = γa− F (a)γ,

(D5)D(a)γ +D2(a)α = βa− aβ, (D6)F (α) = α, (D7)D(β) = 0,

(D8)D(α) = γ − F (γ), (D9)D(γ) = β − F (β),

para todo a, a′ ∈ A.

Proposición I.17. [26, Thm. 2.3, Def. 2.4], [42, Prop. 3.4]. Sea D =
(F,D, α, β, γ) un dato T4(−1)-hendido sobre A. Entonces

(i) El mapa ⇀: T4(−1)⊗A→ A dado por

1 ⇀ a = a, g ⇀ a =F (a), x ⇀ a = D(a), (gx) ⇀ a = FD(a)α

es una acción débil.

(ii) El mapa σ : T4(−1)⊗ T4(−1)→ A dado por

σ 1 g x gx

1 1 1 0 0

g 1 α 0 0

x 0 γ β −F (β)

gx 0 F (γ) F (β) −αβ

es un 2-cociclo.
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(iii) CD := A#⇀,σT4(−1) es un álgebra asociativa.

Los datos T4(−1)-hendidos clasi�can las extensiones T4(−1)-hendidas.

Teorema I.18. [26, Cor. 2.5, Thm. 2.7], [42, Prop. 3.4].

(i) Si A ⊂ C es una extensión T4(−1)-hendida entonces existe un dato
T4(−1)-hendido D sobre A, tal que C ' CD.

(ii) Si D = (F,D, α, β, γ) y D′ = (F ′, D′, α′, β′, γ′) son datos T4(−1)-
hendidos sobre A, entonces CD ' CD′ como T4(−1)-extensiones si y
sólo si existen elementos s ∈ U(A) y t ∈ A tales que para todo a ∈ A:

(CD1)F ′(a) = sF (a)s−1, (CD2)D′(a) = (tF (a) +D(a)− at)s−1,

(CD3)α′ = sF (s)α, (CD4)β′ = β + tγ + (tF (t) +D(t))α,

(CD5) γ′ = sγ + (tF (s) +D(s) + sF (t))α.

(iii) Si D = (F,D, α, β, γ) es un dato T4(−1)-hendido sobre A, s ∈ U(A) y
t ∈ A entonces D′ = (F ′, D′, α′, β′, γ′) de�nido por (CD1) − (CD5) es
un dato T4(−1)-hendido sobre A.

Más aún, existe un mapa lineal φ : T4(−1) → A tal que (φ⇀, φσ) = (⇀′,
σ′) dando el isomor�smo del item (ii), ver por ejemplo [2, Prop. 3.2.12].
Explícitamente:

(I.13) φ(1) = 1, φ(g) = s, φ(x) = t y φ(gx) = sF (t)α.

Supongamos ahora que A es un álgebra de Hopf y que existen ρ y τ tales
que (⇀,σ, ρ, τ) es un dato de Hopf, es decir, CD = A ρ,τ#⇀,σT4(−1) es un
álgebras de Hopf. Por lo tanto, si φ satisface εA ◦ φ = εT4(−1) entonces

CD′ = A ρφ
−1
,τφ
−1

# φ⇀, φσT4(−1) es un álgebra de Hopf y el isomor�smo en
el item (ii) es de álgebras de Hopf por el Teorema I.15 (iii).

Más adelante necesitaremos las siguientes propiedades de T4(−1).

(T1) RadT4(−1) = k · x⊕ k · gx y hh′ = 0 para todo h, h′ ∈ RadT4(−1).

(T2) U(T4(−1)) = {a+bg+h | a, b ∈ k, a2−b2 6= 0, h ∈ RadT4(−1)} (sigue
de multiplicar por a− (bg + h) y usar que h2 = 0 y gh = −hg).

(T3) {t ∈ T4(−1) | t2 = 1} = {±1,±g + h | h ∈ RadT4(−1)}.
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(T4) Para todo h ∈ k[G(T4(−1))] existe s ∈ k[G(T4(−1))] tal que s2 = h
(sigue de escribir las ecuaciones necesarias para encontrar s, dado que k
es algebraicamente cerrado de característica cero, podemos resolverlas).

El recuento anterior nos servirá para encontrar todas las posibles extensiones
de T4(−1) por T4(−1) salvo isomor�smos.

Lema I.19. Si T4(−1)
ı
↪→ H

π
� T4(−1) es una sucesión exacta de álgebras

de Hopf entonces H ' T4(−1)⊗ T4(−1).

Prueba. Por el Teorema I.15, H ' T4(−1) ρ,τ#⇀,σT4(−1) para algún dato
(⇀,σ, ρ, τ). En particular, T4(−1) ⊂ H es una extensión T4(−1)-hendida.
Entonces existe un dato T4(−1)-hendido D = (F,D, α, β, γ) tal que, como
álgebras, T4(−1)#⇀,σT4(−1) ' CD.

Nuestro objetivo es cambiar el dato T4(−1)-hendido D inicial por otro equi-
valente pero más apropiado usando el Teorema I.18 (ii) y (I.13) de tal manera
que aún tengamos una sucesión exacta de álgebras de Hopf.

Por (D1) y (D3), F es un automor�smo de álgebras de T4(−1). Entonces
F (g) = ±g + h para algún h ∈ RadT4(−1) por (T3). En realidad, F (g) =
g + h. En efecto,

(1#g)(g#1) = (g ⇀ g)σ(g, 1)⊗ g = F (g)#g,(I.14)

la última igualdad es por Proposición I.17. Si aplicamos π, el mor�smo de
álgebras de Hopf de�nido en Teorema I.15, encontramos que ε(F (g)) = ε(g)
y entonces F (g) = g + h.

Sea s = g + h
2 , t = 0 y φ : T4(−1) → T4(−1) como en (I.13). Entonces

el automor�smo de álgebras F ′ correspondiente al nuevo dato hendido D′

equivalente a D satisface

(I.15) F ′(g) = g

por (CD1); y aún tenemos una sucesión exacta de álgebras de Hopf dado que
εT4(−1) ◦ φ = εT4(−1). Por simplicidad, llamaremos D a D′.

Ahora hacemos un nuevo cambio de datos hendidos. Por (D3) con a = g,
tenemos que α ∈ k[G(T4(−1))]. Más aún, ε(α) = 1; sigue de aplicarle π a

(1#g)(1#g) = (g ⇀ 1)σ(g, g)⊗ 1 = α#1,(I.16)

la última igualdad es por la Proposición I.17. Por (T4), podemos elegir
s ∈ k[G(T4(−1))] tal que s2 = α−1; notar que F (s) = s. Más aún, podemos
asumir que ε(s) = 1 dado que (−s)2 = α−1. Sean t = 0 y φ : T4(−1) →
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T4(−1) es como en (I.13). El nuevo dato hendido dado por el Teorema I.18
(ii) tiene

(I.17) α′ = 1, F ′(g) = g,

por (CD1) y (CD3); dado que εT4(−1)◦φ = εT4(−1), aún tenemos una sucesión
exacta de álgebras de Hopf. Nuevamente, llamaremos D a D′.

Ahora hacemos otro cambio de datos hendidos usando s = 1, t = g
2D(g) y

φ : T4(−1) → T4(−1) como en (I.13). Por (D2), D(1) = 0 y por lo tanto
0 = gD(g)+D(g)g también por (D2). EntoncesD(g) ∈ RadT4(−1). Usando
(CD2), el nuevo dato hendido de�nido por I.18 (ii) (al cual aún llameremos
D) tiene

(I.18) D(g) = 0, F (g) = g, α = 1

y aún tenemos una sucesión exacta de álgebras de Hopf; notar que F (t) ∈
RadT4(−1) dado que t ∈ RadT4(−1).

Usando s = 1 y t = −1
2γ realizamos un nuevo cambio de datos. Notar que

0 = γg − gγ por (D4) con a = g y (I.18). Entonces γ ∈ k[G(T4(−1))]. Más
aún, ε(γ) = 0; esto sigue de aplicar π a

(I.19)
(1#g)(1#x) = (g ⇀ 1)σ(g, x)⊗ 1 + (g ⇀ 1)σ(g, 1)⊗ gx

= γ#1 + 1#gx;

la última igualdad es por I.17. Por lo tanto el nuevo dato hendido tiene

(I.20) γ = 0, F (g) = g, D(g) = 0, α = 1

por (CD5); y aún tenemos una sucesión exacta de álgebras de Hopf � notar
que F (γ) = γ.

Éste es el último cambio que hacemos, usaremos s = g y t = 0. Dado que F
es un mor�smo de álgebras existen a, b ∈ k tal que

F|RadT4(−1) =

(
a b
b a

)
con respecto a la base {x, gx}.

Como α = 1, F 2 = id por (D3). Entonces a = ±1 y b = 0 o a = 0 y b = ±1.
Por (CD1), el nuevo dato hendido tiene

F = id, D(g) = 0, α = 1 y γ = 0 o(I.21)

F (g) = g, F (x) = gx, D(g) = 0, α = 1 y γ = 0.(I.22)

En ambos casos, aún tenemos una sucesión exacta de álgebras de Hopf.
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A�rmamos queD = 0 y β = 0. En efecto, en el caso (I.21), D = 0 por (D4) y
por (D5), β ∈ k (el centro de T4(−1)). En el caso (I.22), 0 = xD(x)+D(x)gx
por (D2), entonces D(x)xg = xD(x). Si escribimos D(x) = c + dg + h con
c, d ∈ k y h ∈ RadT4(−1), entonces

(c+ dg)xg = x(c+ dg)⇒ d = c = −d.

Por lo tanto D(x) = h ∈ RadT4(−1). Más aún, D(gx) = gD(x) porque
D(g) = 0. Ahora, usando que α = 1, γ = 0 y F (h) = gh para todo
h ∈ RadT4(−1), por (D4) se sigue que

0 = FD(x) +DF (x) = F (h) +D(gx) = gh+ gD(x) = gh+ gh = 2gh.

De donde se desprende que D = 0 como queríamos. Además, β debe per-
tencer a k nuevamente por (D5). En ambos casos, por Proposición I.17 se
sigue que x ⇀ a = D(a) = 0, σ(x, 1) = σ(1, x) = x2 = 0 y

(I.23) (1#x)(1#x) = σ(x, x)⊗ 1 = β ⊗ 1.

Aplicando π, se sigue que β = 0 porque β ∈ k.

Sea
y
F el automor�smo de álgebras dado por

y
F (g) := g y

y
F (x) := gx.

Entonces H debe ser isomorfo como álgebra a CD donde D es uno de los
siguientes datos hendidos:

D0 := (id, 0, 1, 0, 0) o
y
D := (

y
F , 0, 1, 0, 0).

A continuación probaremos que

Rad(T4(−1))⊗ T4(−1) + T4(−1)⊗ Rad(T4(−1)) ⊆ RadH.(I.24)

Esto es inmediato cuando D = D0 dado que H ' T4(−1) ⊗ T4(−1) como

álgebras. Si D =
y
D, por Proposición I.17, H ' T4(−1)#⇀,σT4(−1) con

1 ⇀ h = h, g ⇀ h =

{
h h ∈ k[G(T4(−1))]
gh h ∈ RadT4(−1)

, x ⇀ h = gx ⇀ h = 0;

σ(h, h′) = ε(h)ε(h′) ∀h, h′ ∈ T4(−1).

Computando explícitamente, vemos que RadT4(−1) ⊗ T4(−1) y T4(−1) ⊗
RadT4(−1) son ideales nilpotentes de H. Es decir, (I.24) vale.

Ahora bien, (I.24) implica que

dim(H∗)0 ≤ dim(H/(Rad(T4(−1))⊗T4(−1) +T4(−1)⊗Rad(T4(−1)))) = 4.
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Por lo tanto, cualquier representación simple deH es de dimensión 1, es decir,
H∗ es punteada. Más aún, dado que (T4(−1))∗ ' T4(−1), H∗ también es
una extensión de T4(−1) por T4(−1). Por lo tanto, (H∗)∗ ' H también es
punteada.

En resumen, H y H∗ son punteadas, los grupos G(H) y G(H∗) tienen cardi-
nal ≤ 4 y ambas tienen una subálgebra de Sweedler normal. Inspeccionando
en la lista de las álgebras de Hopf punteadas de dimensión 16 clasi�cadas en
[21], vemos que la única que satisface estas propiedades es T4(−1)⊗T4(−1),
es decir, H es isomorfa a lo que queríamos.



22 Capítulo I. Preliminares



CAPÍTULO II

ÁLGEBRAS DE HOPF CON

CORRADICAL UNA SUBÁLGEBRA DE

HOPF

A lo largo de este capítuloH denotará un álgebra de Hopf de dimensión �nita
cosemisimple, y por ende semisimple. Aquí nos concentraremos en el paso
2) del Método del Levante, esto es, para V ∈ H

HYD tal que dimB(V ) <∞:

Determinar la estructura de las álgebras de Hopf A con corradical
una subálgebra de Hopf isomorfa a H y tal que grA ' B(V )#H.

Recordar que una tal A se llama un levantamiento de B(V )#H, Def. I.7.

Para resolver este problema, primero veremos que los levantamientos de
B(V )#H son álgebras de Hopf cocientes de T (V )#H utilizando un resultado
de [12]. Luego, si los generadores del ideal que de�ne al álgebra de Nichols
B(V ) satisfacen cierta compatibilidad, seremos capaces de dar también un
conjunto de generadores del ideal en T (V )#H que de�ne a un levantamiento
de B(V )#H.

En el caso en que el corradical es el álgebra de funciones sobre un grupo
�nito es posible ser más explícitos en el lema que nos ayuda a encontrar
las relaciones que de�nen a un levantamiento. Haremos esto en la Sección
II.2 y lo aplicaremos al caso particular de los grupos simétricos. Daremos
una familia de álgebras de Hopf no semisimples con corradical el álgebra de
funciones sobre el grupo simétrico S3. En el capítulo siguiente, veremos que
esta familia da la clasi�cación de tales álgebras de Hopf.

II.1 Paso del Levante.

En esta sección A será un álgebra Hopf con corradical una subálgebra de
Hopf H. Vía la multiplicación a izquierda y a derecha A ∈ HMH . Por [12,

23
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Thm. 5.9.c)], existe una proyección de coálgebras H-bimódulos

Π : A→ H tal que Π|H = idH .

Entonces A es un bimódulo de Hopf sobre H � esto es, A ∈ H
HMH

H � con las
coacciones inducidas por Π, a saber:

ρL := (Π⊗ id)∆ y ρR := (id⊗Π)∆.

Al igual que en [6], introducimos

P1 := {a ∈ A|∆(a) = ρL(a) + ρR(a)}.

Entonces P1 = A1 ∩ ker Π por [6, Lemma 1.1] y por lo tanto, A1 = H ⊕ P1

como bimódulos de Hopf sobre H.

Notar que además (A1, ad`|H , ρL) es un módulo de Yetter-Drinfeld sobre H.

Lema II.1. Sean A y H álgebras de Hopf y V ∈ H
HYD. Las siguientes a�r-

maciones son equivalentes

(a) H es el corradical de A y V es la trenza in�nitesimal de A.

(b) H es el corradical de A y existe un isomor�smo γ : V#H → P1 de
bimódulos de Hopf y de módulos de Yetter-Drinfeld.

(c) Existe un mor�smo φ : T (V )#H → A de álgebras de Hopf tal que

φ|(k⊕V )#H : (k⊕ V )#H → A1 es un isomor�smo y φ|H = id.(II.1)

Prueba. [(a)⇒(b)] Por lo visto en la Subsección I.3.3, A1/H ' V#H como
bimódulos de Hopf y módulos de Yetter-Drinfeld. Por otro lado, A1 = H⊕P1

entonces existe un isomor�smo γ : V#H → P1 como queremos.

[(b)⇒(c)] El mor�smo φ : T (V )#H → A inducido por φ(h) = h y φ(v) =
γ(v#1) es un mor�smo de álgebras de Hopf que satisface (II.1).

[(c)⇒(a)] La restricción φ|(k⊕V )#H : (k ⊕ V )#H → A1 es un epimor�smo
de coálgebras entonces H = A0 por [47, Cor. 5.3.5] y grA ' R#H. Luego,
A1/A0 ' V#H como bimódulos de Hopf sobre H y por lo tanto P(R) =
R1 ' V en H

HYD como queríamos.

De�nición II.2. Un mor�smo φ : T (V )#H → A de álgebras de Hopf que
satisface (II.1) y además es sobreyectivo será llamado mor�smo levantador
de A.

Notación II.3. Siguiendo con la notación del Lema II.1, denotaremos con pH
y pV#H a las proyecciones de A1 sobre H y V#H dadas por el isomor�smo
φ|(k⊕V )#H .
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El próximo resultado se puede leer como una correspondencia entre los levan-
tamientos de B(V )#H y cierta clase de ideales de Hopf en T (V )#H. Notar
que, tanto en la siguiente proposición como en el Lema II.6 y el Teorema
II.7, no es necesario asumir que la dimensión del álgebra de Nichols es �nita.

Mantenemos la notación del lema anterior.

Proposición II.4. Sean A y H álgebras Hopf y V ∈ H
HYD. Las siguientes

a�rmaciones son equivalentes

(a) A es un levantamiento de B(V )#H.

(b) Existe un mor�smo levantador de A.

Prueba. [(a)⇒(b)] φ es dada por Lema II.1. Por [8, Lemma 2.2] A es gener-
ada por A1 y entonces φ es un epimor�smo acorde a la De�nición II.2.

[(b)⇒(a)] Por Lema II.1, grA ' R#H con P(R) = R1 ' V en H
HYD. Por la

de�nición de álgebra de Nichols resta probar que V genera a R como álgebra
pero esto se desprende de que φ es un epimor�smo.

De�nición II.5. Sean φ un mor�smo levantador de A y M un submódulo de
Yetter-Drinfeld de T (V ). Diremos que M es compatible con φ si

∆A(φ(m)) = φ(m)⊗ 1 +m−1 ⊗ φ(m0) para todo m ∈M.

Notar que de la de�nición se desprende inmediatamente que φ(M) ⊆ A1.

Sea M ∈ HM y {mi} una base de M . Claramente, podemos escribir la
coacción en la base {mi} de la siguiente manera:

λ(mi) =
∑
j

eij ⊗mj con eij ∈ H para todo i, j.

Entonces 〈eij〉 es una subcoálgebra de H. Diremos que {eij} son los ele-
mentos comatriciales asociados a M y la base {mi}. Notar que si M es un
comódulo simple entonces 〈eij〉 resulta ser una coálgebra de comatrices de
rango dimM con base de comatrices {eij}, cf. Sección I.2.

Si M es un módulo compatible con φ el siguiente lema nos ayuda a describir
la imagen φ(M).

Lema II.6. Sean φ un mor�smo levantador de A, M ⊂ T (V ) compatible con
φ y {eij} los elementos comatriciales asociados a M y {mi}ri=1. Entonces

(a) pV#H ◦ φ|M : M → V es un mor�smo en H
HYD.
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(b) Si como módulos de Yetter-Drinfeld sobre H, M es simple y V '
M s ⊕ P con s máximo entonces existen λ1, ..., λs ∈ k tales que

pV#H ◦ φ|M = λ1 idM ⊕ · · · ⊕ λs idM ⊕0.

(c) Existen a1, ..., ar ∈ k tales que

(pH ◦ φ)(mi) = ai −
r∑
j=1

ajeij para todo i = 1, ..., r.

(d) Sean φ′ un mor�smo levantador de A′ y Θ : A → A′ un isomor�smo
de álgebras de Hopf. Si no existe v ∈ V tal que h · v = ε(h)v para todo
h ∈ H, entonces Θ ◦ φ(V ) = φ′(V ).

Prueba. Por la De�nición II.5, φ(M) ⊂ A1. Dado que pV#H ◦ φ|M es un
mor�smo de bicomódulos sobre H, (pV#H ◦ φ)(M) ⊂ V y entonces (a)
queda demostrado.

(b) es un caso particular de (a).

Probaremos (c) en tres pasos. Primero supongamos queM es unH-comódulo
simple. Entonces 〈eij〉 es una coálgebra de matrices de rango r. Por hipótesis

∆((pH ◦ φ)(mi)) = (pH ◦ φ)(mi)⊗ 1 +
∑
j

eij ⊗ (pH ◦ φ)(mj)

por lo tanto (c) sigue del Lema I.1. Ahora supongamos queM = ⊕lMl donde
cada Ml es un H-comódulo simple con base {ml

i}. Entonces repetimos el
procedimiento anterior para cada base {ml

i} de Ml, luego (c) sigue para la
base particular {ml

i}i,l de M . Finalmente, dado que H
HYD es una categoría

semisimple (c) sigue por un cambio de base.

(d) Consideremos a A1 como un H-comódulo a derecha vía la coacción in-
ducida por la proyección de coálgebras (ε# idH) ◦ Θ y a A′1 como un H-
comódulo a derecha vía la coacción inducida por la proyección de coálgebras
ε# idH . Entonces Θ|A1

es un mor�smo de cómodulos y tomando coinvarian-
tes vemos que Θ ◦ φ(V ) ⊂ φ′(V ) ⊕ k1A′ . Ahora, consideremos a A1 como
un H-módulo a izquierda vía ad` y a A′1 como un H-módulo a izquierda vía
ad` ◦Θ. Entonces Θ|A1

es un mor�smo de módulos. Dado que H es semisim-
ple y por hipótesis no existe v ∈ V tal que h · v = ε(h)v para todo h ∈ H,
resulta que Θ ◦ φ(V ) ⊂ φ′(V ).

Si M es compatible con φ, por (II.1) podemos considerar a φ(m) como
elemento de (k ⊕ V )#H ⊂ T (V )#H para todo m ∈ M . Usamos esta
identi�cación en el siguiente teorema para describir al ideal que de�ne el
levantamiento dado por φ.
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Teorema II.7. Sean φ un mor�smo levantador de A y M = ⊕ni=2M
i un sub-

módulo de Yetter-Drinfeld de T (V ) graduado y compatible con φ. Asumamos
que el ideal de�niendo a B(V ) es J = (M) con ⊕n−1

i=2 M
i ⊂ kerφ. Entonces

A ' T (V )#H/(m− φ(m))m∈M .

Prueba. Denotemos con Ĩ al ideal bilátero generado por ⊕n−1
i=2 M

i en T (V )

entonces el ideal bilátero generado por ⊕n−1
i=2 M

i en T (V )#H es Ĩ# = Ĩ#H,
dado que ⊕n−1

i=2 M
i es un submódulo de Yetter-Drinfeld. Notar que Ĩ es un

coideal en T (V ) pues J = (M) y T (V ) es una coálgebra graduada.

Luego, si tomamos m ∈Mn ⊂ J existe m̃ =
∑

l xl⊗yl ∈ Ĩ#⊗ (T (V )#H) +

(T (V )#H)⊗ Ĩ# tal que

∆T (V )#H(m) = m⊗ 1 +m(−1) ⊗m(0) + m̃

por ser J graduado. Entonces, por el Lema II.6 (a) y (c) vale que

∆T (V )#H(m− φ(m)) = (m− φ(m))⊗ 1 +m(−1) ⊗ (m(0) − φ(m)(0)) + m̃.
(II.2)

A�rmamos que el ideal I = (m−φ(m))m∈M es un ideal de Hopf de T (V )#H.
De hecho, acabamos de probar que I es un coideal y claramente esta con-
tenido en ker ε. Veamos que es invariante por la antípoda. Dado que
SB(V )(J ) = J = (M) y la antípoda respeta la graduación, vemos que

SB(V )(⊕n−1
i=2 M

i) ⊂ Ĩ. Por lo tanto, ST (V )#H(Ĩ#) ⊂ Ĩ#. Por otro lado, el
axioma de la antípoda dice que ε(m) = ST (V )#H(m(1))m(2) = 0 ∀m ∈ Mn.
Luego, por (II.2),

ST (V )#H(m− φ(m)) =

= −ST (V )#H(m(−1))(m(0) − φ(m)(0))−
∑
l

ST (V )#H(xl)yl ∈

∈ 〈m− φ(m)〉m∈Mn#H + Ĩ#(T (V )#H) + (T (V )#H)Ĩ#

dado que Mn es un submódulo de Yetter-Drinfeld. Entonces I es invariante
por la antípoda pues es generado por 〈m− φ(m)〉m∈Mn y ⊕n−1

i=2 M
i.

Ahora bien, claramente I ⊂ kerφ y entonces I ∩ (k⊕ V )#H = 0. Luego, si
A′ := T (V )#H/I entonces A′0 = H por [47, Cor. 5.3.5] y gr(A′) ' R#H.
Dado que φ es un epimor�smo, R ' T (V )/J para un ideal J ⊆ J . Más aún,
M ⊂ J por la de�nición de I y entonces J = J . Entonces gr(A′) ' B(V )#H
y por lo tanto kerφ = I como queremos.
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II.2 Álgebras de Hopf con corradical kG.

Sean G un grupo �nito y A un álgebra de Hopf con corradical isomorfo al
álgebra de funciones sobre G. El hecho de que kG es un álgebra semisimple
conmutativa nos permitirá describir la estructura de kG-módulo de A y ser
más especí�cos al momento de aplicarle el Lema II.6 a A. Haremos esto en el
caso particular G = Sn, obteniendo una nueva familia de álgebras de Hopf.

Recordar que si M es un kG-módulo entonces M [g] denota la componente
isotípica de peso g y SuppM := {g ∈ G : M [g] 6= 0}, cf. Sección I.1. Esto se
aplicará al n-ésimo término An de la �ltración corradical de A considerándolo
un kG-módulo vía la acción adjunta a izquierda.

Tener en mente que para todo g, h ∈ G vale que

ad δg(δh) = δg,eδh y ∆(δg) =
∑
t∈G

δt ⊗ δt−1g.

Lema II.8. Sea A un álgebra de Hopf con corradical kG y trenza in�nitesimal
V = ⊕i∈IM(gi, ρi). Entonces

(a) An[g]·Am[h] ⊆ An+m[gh] para todo n,m ≥ 0 y g, h ∈ G. En particular,
An[g] ∈ kGMkG vía la multiplicación a izquierda y derecha por kG.

(b) Si xg ∈ An[g], g ∈ G, entonces δhxg = xgδg−1h para todo h ∈ G.

(c) Si xg ∈ An[g], g ∈ G, entonces ∆(xg) =
∑

t∈G(ytg⊗δt+δt⊗ztt−1gt)+w

con w ∈
⊕

s,t∈G
⊕n−1

i=1 (Ai[s]⊗An−i[t]) y ytg, z
t
g ∈ An[g].

(d) Si g ∈ G entonces S(An[g]) = An[g−1].

(e) (SuppA1)−1 =
⋃
i∈I Ogi ∪ {e}.

(f) Si dimA <∞ entonces Ae1 = kG.

Prueba. Si xg ∈ An[g] y xh ∈ Am[h] entonces

ad δs(xgxh) =
∑
t∈G

ad δt(xg) ad δt−1s(xh) = δs,ghxgxh,

dado que el único término no nulo ocurre cuando t = g y t−1s = h. Esto
implica (a); en particular An[g] es un kG-bimoódulo porque kG = A0[e].

(b) sigue por cálculo explícito:

δhxg =
∑
s∈G

δsxgε(δs−1h) =
∑
s∈G

ad δs(xg)δs−1h = xgδg−1h.
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(c) Por (I.2), podemos escribir ∆(xg) =
∑
s,t∈G

(yts ⊗ δt + δt ⊗ zts) + w con

yts, z
t
s ∈ An[s] y w ∈

⊕
s,t∈G

1≤i≤n−1

(Ai[s]⊗An−i[t]). Si w = w1 ⊗ w2 entonces

w̃ =
∑

f,h,s,t∈G
δfw1S(δh−1g)⊗ ad δf−1h(w2) ∈

⊕
s,t∈G

1≤i≤n−1

Ai[s]⊗An−i[t].

Luego (c) sigue de

∆(xg) = ∆(ad δg(xg)) =
∑

f,h,s,t∈G
δfy

t
sS(δh−1g)⊗ ad δf−1h(δt)

+
∑

f,h,s,t∈G
δfδtS(δh−1g)⊗ ad δf−1h(zts) + w̃

=
∑

h,s,t∈G
δhy

t
sS(δh−1g)⊗ δt +

∑
f,s,t∈G

δfδtS(δ(fs)−1g)⊗ zts + w̃

=
∑
s,t∈G

ad δg(y
t
s)⊗ δt +

∑
s,t∈G

δtδg−1ts ⊗ zts + w̃

=
∑
t∈G

ytg ⊗ δt +
∑
t∈G

δt ⊗ ztt−1gt + w̃.

La prueba de (d) es por computación directa.

(e) Por Lema II.1, vemos que A1 = kG ⊕ V#kG como bimódulos de Hopf.
Entonces A1[g] = V [g]#kG, g 6= e, and A1[e] = kG⊕V [e]#kG, lo que implica
(e) por (I.8).

Finalmente probemos (f). Sea K la subálgebra generada por A1[e]; por (c)
A1[e] es una subcoálgebra y por (d) es estable por la antípoda, entonces K
es una subálgebra de Hopf. Por (b) kG es una subálgebra de Hopf central
en K. Más aún, existe una sucesión exacta de álgebras de Hopf kG ↪→ K �
K/(kG)+K dado que dimA <∞, cf. [2]. A�rmamos que K/(kG)+K = k y
por lo tanto kG = K por [2]. En efecto, por lo anterior

A1[e] = kδe ⊕ (
∑
t6=e

kδt)⊕B con B = V [e]#kG.

Por Lema II.1, V#kG ⊂ ker ε y entonces A1[e] ∩ ker ε =
∑

t6=e kδt ⊕ B. Si

xe ∈ B entonces ∆(xe) ∈ Ae1⊗kG+kG⊗Ae1 = (B⊗kG)⊕(kG⊗B)⊕(kG⊗kG)
por (c). Luego, podemos escribir

∆(xe) =
∑
t∈G

(ut ⊗ δt + δt ⊗ vt) +
∑
s,t∈G

bs,tδs ⊗ δt,
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con ut, vt ∈ B y bs,t ∈ k. Si calculamos (ε ⊗ id)∆(xe) y (id⊗ε)∆(xe),
obtenemos que xe = ve +

∑
s∈G be,sδs = ue +

∑
s∈G bs,e y por lo tanto ve =

xe = ue y be,s = 0 = bs,e para todo s ∈ G. Entonces xe es un elemento
primitivo de K/(kG)+K, dado que dimA < ∞, xe = 0 y por lo tanto
nuestra a�rmación sigue.

Queremos aplicar el Lema II.6 (c) en el siguiente caso. Supongamos que
G actúa en un conjunto X. Una familia {χi}i∈X con χi : G → k× tal
que χi(ht) = χt·i(h)χi(t) para todo i ∈ X, h, t ∈ G se llama un 1-cociclo.
Entonces kX con base {mi}i∈X es un G-módulo vía

g ·mi = χi(g)mg·i para todo i ∈ X.

Usando (I.7), kX es un kG-comódulo con elementos comatriciales {ei,j} aso-
ciados a kX y {mi}i∈X dados por

ei,j =
∑
g∈G

δj,g·i χi(g)δg−1 para todo i ∈ X.(II.3)

Luego, en el caso en que el corradical es el álgebra de funciones sobre un grupo
�nito, podemos reformular el Lema II.6 de la siguiente manera. Recordar
(I.9) que a�rma que M = M [e]⊕M× en kG

kGYD.

Lema II.9. Sean φ un mor�smo levantador de A y M ⊂ T (V ) compatible
con φ. Asumamos que V [e] = 0. Entonces

(a) φ|M× : M× → φ(V ) es un mor�smo en kG
kGYD.

(b) Si SuppM× ∩ SuppV = ∅ entonces φ|M× = 0.

(c) Sea {mi}i∈X una base deM [e] tal que los elementos comatriciales {eij}
son dados por (II.3). Entonces existe {ai}i∈X ⊂ k tal que

φ(mi) =
∑
g∈G

(ai − χi(g)ag·i)δg−1 para todo i ∈ X.

Prueba. Dado que V [e] = 0, pV#H ◦ φ(M [e]) = 0 y pV#H ◦ φ|M× = φ|M× .
Entonces (a) sigue del Lema II.6 (a) y (b) sigue del Lema II.6 (b).

Por otro lado, pH ◦ φ|M [e] = φ|M [e] y pV#H ◦ φ(M×) = 0. Entonces (c) sigue
de Lema II.6 (c).
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II.3 Una nueva familia de álgebras de Hopf.

Sea On2 la clase de conjugación de (12) en Sn y sea sgn : CSn(12) → k
la restricción de la representación signo de Sn. Consideremos el módulo
Vn = M((12), sgn) ∈ kSn

kSnYD, cf. De�nición I.9. Este tiene como base a
(x(ij))(ij)∈On2 en donde la acción y coacción son dadas por

g · x(ij) = sgn(g)xg(ij)g−1 y δ(x(ij)) = (ij)⊗ x(ij)

para todo g ∈ G y (ij) ∈ On2 . Usando (I.7), Vn se convierte un módulo de
Yetter-Drinfeld sobre kSn con la siguiente estructura

δg · x(ij) = δg,(ij) x(ij) y λ(x(ij)) =
∑
h∈Sn

sgn(h)δh ⊗ xh−1(ij)h

para todo g ∈ G y (ij) ∈ On2 ; en el lado derecho de la primera igualdad,
δg,(ij) denota la delta de Kronecker.

Si n = 3, 4, 5, sabemos por [46, 36] que el álgebra de Nichols B(Vn) es
cuadrática y de dimensión �nita. De hecho, el ideal Jn de T (Vn) que de�ne
a B(Vn) es generado por

x2
(ij),(II.4)

R(ij)(kl) := x(ij)x(kl) + x(kl)x(ij),(II.5)

R(ij)(ik) := x(ij)x(ik) + x(ik)x(jk) + x(jk)x(ij)(II.6)

para (ij), (kl), (ik) ∈ On2 con #{i, j, k, l} = 4.

Para n ≥ 6, se de�ne la aproximación cuadrática Bn del álgebra de Nichols
como el cociente del álgebra tensorial T (Vn) por el ideal generado por (II.4),
(II.5) y (II.6) para (ij), (kl), (ik) ∈ On2 con #{i, j, k, l} = 4.

Aún no se sabe si:

• B(Vn) es quadrática, es decir, isomorfa a Bn;

• B(Vn) es de dimensión �nita;

• Bn es de dimensión �nita.

Sí se sabe que las únicas álgebras de Nichols que pueden ser de dimensión
�nita sobre Sn son B(Vn) y otra también asociada a la clase de conjugación
de (12), ver [3, Th. 1.1]1. Además, estas álgebras de Nichols son equivalentes
por torcimiento [59].

1Si n = 4 hay un álgebra de Nichols de dimensión �nita asociada a la clase de conju-
gación de (1234). Si n = 5 ó 6 hay dos álgebras de Nichols de las cuales no se sabe si son
de dimensión �nita.
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Habiendo introducido la notación necesaria, ahora calcularemos los levanta-
mientos deB(Vn)#kSn para n = 3, 4, 5 usando lo que hicimos en las secciones
anteriores.

Consideremos el conjunto de parámetros

An :=
{
a = (a(ij))(ij)∈On2 ∈ kO

n
2 :

∑
(ij)∈On2

a(ij) = 0
}
.

El grupo Γn := k× ×Aut(Sn) actúa en An vía

(µ, θ) . a = µ(aθ(ij)), µ ∈ k×, θ ∈ Aut(Sn), a ∈ An.(II.7)

Sea [a] ∈ Γn\An la clase de a bajo esta acción. Denotemos también con . a la
acción por conjugación de Sn sobre sí mismo, así2 Sn < {e}×Aut(Sn) < Γn.
Sea San = {g ∈ Sn|g . a = a} el grupo de isotropía de a.

Fijado a ∈ An, introducimos

fij =
∑
g∈Sn

(a(ij) − ag−1(ij)g)δg ∈ kSn , (ij) ∈ On2 .(II.8)

De�nición II.10. Para cada a ∈ An, A[a] es el álgebra de Hopf cociente
T (Vn)#kSn/Ia donde Ia el ideal generado por (II.5), (II.6) y

x2
(ij) − fij ,(II.9)

para todos (ij), (kl), (ik) ∈ On2 tales que #{i, j, k, l} = 4; Ia es realmente un
ideal de Hopf por la Proposición (a).

Aún no se sabe, para n = 4 y 5, si efectivamente A[a] es un levantamiento de
B(Vn)#kSn , esto es, si tiene la dimensión correcta. Podría suceder que para
algún a ∈ An, en el peor de los casos, A[a] fuera nula. Sin embargo, si n = 3
sabemos que para todo a ∈ A3 el álgebra de Hopf A[a] es un levantamiento
de B(V3)#kS3 , ver el siguiente capítulo.

Proposición II.11. Asumamos n = 3, 4, 5.

(a) A[a] es un álgebra de Hopf para todo a ∈ An.

(b) Si A es un levantamiento de B(Vn)#kSn entonces existe a ∈ An tal
que A ' A[a].

2Es bien conocido que Sn se identi�ca con el grupo de automor�smos interiores y que
este coincide con Aut Sn excepto para n = 6.
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(c) Si A[a] es un levantamiento de B(Vn)#kSn entonces A[a] ' A[b] si y
sólo si [a] = [b].

Prueba. (a) No es difícil ver que

∆(x2
(ij)) = x2

(ij) ⊗ 1 +
∑
h∈Sn

δh ⊗ x2
h−1(ij)h y

∆(fij) = fij ⊗ 1 +
∑
h∈Sn

δh ⊗ fh−1(i)h−1(j).

Entonces J = 〈x2
(ij) − fij : (ij) ∈ On2 〉 es un coideal. Dado que fij(e) = 0,

J ⊂ ker ε y S(J) ⊆ kSnJ . Tampoco es difícil ver que lo mismo vale para el
coideal generado por (II.5) y (II.6) para todos (ij), (kl), (ik) ∈ On2 tales que
#{i, j, k, l} = 4. Entonces Ia es un ideal de Hopf y por lo tanto A[a] es un
álgebra de Hopf cociente de T (Vn)#kSn .

(b) Por la Proposición II.4, existe φ : T (Vn)#kSn � A, un mor�smo levan-
tador. Sea M el submódulo de Yetter-Drinfeld de T (Vn) que genera al ideal
Jn de relaciones de B(Vn), dado por (II.4), (II.5) y (II.6). Entonces M es
compatible con φ.

Por Lema II.9 (b), φ(M×) = 0. Por otro lado, M [e] = 〈x2
(ij)〉(ij)∈On2 y los

elementos comatriciales asociados a la base {x2
(ij)}(ij)∈On2 son

e(ij),(lk) =
∑
g∈Sn

δ(lk),g(ij)g−1δg−1 .

Entonces, por Lema II.9 (c) existe a ∈ kOn2 tal que

φ(x2
(ij)) =

∑
g∈Sn

(a(ij) − ag−1(ij)g)δg para todo (ij) ∈ On2 .

Notar que si reemplazamos a por a−
∑

(ij)∈On2
a(ij)(1, ..., 1) ∈ An, entonces

la anterior igualdad aún vale. Entonces (b) sigue del Teorema II.7.

(c) Fijemos a ∈ An tal que A[a] es un levantamiento de B(Vn)#kSn . Sean
φa y φb los mor�smos levantadores de B(Vn) a A[a] y A[b], respectivamente,
con b ∈ An y sea Θ : A[a] → A[b] un isomor�smo de álgebras de Hopf.
Sea θ el automor�smo de grupo de Sn inducido por (Θ|kSn )∗. Entonces
Θφa(Vn) = φb(Vn) por Lema II.9 (d). Más aún, usando la acción adjunta
de kSn vemos que Θφa(x(ij)) = µ(ij)φb(xθ(ij)) con µ(ij) ∈ k× para todo
(ij) ∈ On2 . Dado que Θ es un mor�smo de coálgebras tiene que valer que
µ(ij) = µ para todo (ij) ∈ On2 . Por lo tanto a = (µ2, θ).b. Para la recíproca
basta notar que un tal mor�smo Θ está bien de�nido y da un isomor�smo
A[a] y A[b] para todos a,b ∈ An con [a] = [b].
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CAPÍTULO III

ÁLGEBRAS DE HOPF CON

CORRADICAL kS3

En este capítulo daremos la clasi�cación de las álgebras de Hopf no semisim-
ple de dimensión �nita con corradical kS3 . La clasi�cación es dada por la
familia {A[a] : a ∈ A3} de�nida en el capítulo anterior, De�nición II.10. De
hecho, por la Proposición II.11 sólo resta probar que cada una de las álge-
bras de Hopf A[a] es efectivamente un levantamiento de B(V3)#kS3 . Es más,
veremos que resultan ser deformaciones por cociclos unas de otras.

Una vez comprobado lo anterior, nos abocaremos al estudio de la teoría
de representaciones de las álgebras A[a]. Clasi�caremos sus módulos simples
usando como herramienta los llamados módulos de Verma (imitando la teoría
de representaciones de las álgebras de Lie), estos son, los módulos inducidos
por las representaciones simples de kS3 .

Además, calcularemos el tipo de representación deA[a] y algunas propiedades
de su estructura interna.

A lo largo del capítulo conservaremos la notación usada en la Sección II.3.
Recordar que V3 = 〈x(ij)〉(ij)∈O3

2
∈ kS3

kS3YD con acción y coacción

δg · x(ij) = δg,(ij) x(ij) y λ(x(ij)) =
∑
h∈S3

sgn(h)δh ⊗ xh−1(ij)h

para todo g ∈ G y (ij) ∈ O3
2. Recordar también que para cada

a ∈ A3 =
{
a = (a(12), a(13), a(23)) ∈ kO

3
2 : a(12) + a(13) + a(23) = 0

}
,

introdujimos

fij :=
∑
g∈S3

(a(ij) − ag−1(ij)g)δg ∈ kS3 , (ij) ∈ O3
2.(III.1)

35
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Entonces A[a] � ver De�nición II.10 � es el cociente T (V3)#kS3/Ia donde Ia
es el ideal generado por

x2
(ij) − fij ∀(ij) ∈ O3

2,(III.2)

R(13)(23) := x(13)x(23) + x(23)x(12) + x(12)x(13) y(III.3)

R(23)(13) := x(23)x(13) + x(12)x(23) + x(13)x(12).(III.4)

El siguiente teorema da la clasi�cación deseada y es una consecuencia directa
de las Proposiciones II.11 y III.4. Recordar que Γ3 = k× × Aut(S3) actúa
sobre A3 vía (II.7).

Teorema III.1 (Clasi�cación de las álgebras de Hopf con corradical kS3). El
conjunto de clases de isomor�smos de álgebras de Hopf no semisimples de
dimensión �nita con corradical kS3 están en correspondencia biyectiva con
Γ3\A3 vía la asignación [a]! A[a].

III.1 Clasi�cación de las álgebras de Hopf con corra-
dical kS3.

Para demostrar que las álgebras A[a] son deformaciones por cociclos unas
de otras usaremos el siguiente teorema debido a Masuoka [45]. Si K es una
subálgebra de Hopf de un álgebra de Hopf H y J es un ideal de Hopf de K
entonces el ideal bilátero (J) de H es de hecho un ideal de Hopf en H. En
lo que sigue ψ−1 denota el mapa inverso de ψ con respecto al producto de
convolución. Ver (I.1) para la de�nición de las acciones ⇀ y ↼.

Teorema III.2. [45, Thm. 2], [16, Thm. 3.4]. Supongamos que K es una
subálgebra de Hopf de un álgebra de Hopf H. Sean I, J ideales de Hopf de
K. Si existe ψ : K → k un mor�smo de álgebras tal que

• J = ψ ⇀ I ↼ ψ−1 y

• H/(ψ ⇀ I) es un álgebra no nula,

entonces H/(ψ ⇀ I) es un objeto (H/(I), H/(J))-biGalois y por lo tanto las
álgebras de Hopf cociente H/(I), H/(J) son monoidalmente Morita-Takeuchi
equivalentes. Si H/(I) y H/(J) son de dimensión �nita entonces H/(I) y
H/(J) son deformaciones por cociclo una de otra.

Para aplicar el teorema de Masuoka necesitaremos el siguiente lema.
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Lema III.3. Sea n ∈ N. Si W es un espacio vectorial y U es un subespacio
vectorial deW⊗n entonces la subálgebra de T (W ) generada por U es isomorfa
a T (U).

Prueba. Es su�ciente probar el lema para el caso U = W⊗n. Sea (xi)i∈I una
base de W . Entonces B = {Xi = xi1 · · ·xin : i = (i1, ..., in) ∈ In} forma una
base de W⊗n. Dado que los Xi son todos elementos homogéneos del mismo
grado en T (W ), sólo tenemos que probar que {Xi1 · · ·Xim : i1, ..., im ∈ In}
son linealmente independientes en T (W ) para todo m ≥ 1. Ahora bien, esto
es cierto porque B es una base de monomios del mismo grado.

Ahora estamos en condiciones de terminar la prueba del Teorema de clasi-
�cación de las álgebras de Hopf con corradical kS3 . Para probar que las ál-
gebras A[a] son efectivamente levantamientos usamos el Lema del Diamante
[18], sin embargo, el ítem (c) da una demostración alternativa de este hecho.
El Lema del Diamante nos permite obtener una base de A[a] que utilizaremos
para calcular su teoría de representaciones, es por eso que lo usamos aquí.

Proposición III.4. (a) Si A es un álgebra de Hopf no semisimple de di-
mensión �nita con corradical kS3 entonces A es un levantamiento de
B(V3)#kS3.

(b) Para todo a ∈ A3, A[a] es un levantamiento de B(V3)#kS3.

(c) Para todo a ∈ A3, A[a] es un álgebra de Hopf monoidalmente Morita-

Takeuchi equivalente a B(V3)#kS3.

Prueba. (a) Por lo desarrollado en la Subsección I.3.3, grA ' R#kS3 con
V = R1 ∈ kS3

kS3YD y B(V ) es una subálgebra de Hopf trenzada de R por
[9, Prop. 2.2]. Por [5, Thm. 4.5] B(V3) es la única álgebra de Nichols de
dimensión �nita en kS3

kS3
YD y por lo tanto la única de kS3

kS3YD, ver Observación
I.8. Por lo tanto V ' V3. Dado que B(V3) sólo depende de la trenza de V
� ver Observación I.6 �, podemos deducir de [4, Thm. 2.1] que R = B(V3).

(b) Fijemos a ∈ A3. A�rmamos que B = {xδg|x ∈ B, g ∈ S3} es una base de
A[a] donde

B=


1, x(13), x(13)x(12), x(13)x(12)x(13), x(13)x(12)x(23)x(12),

x(23), x(12)x(13), x(12)x(23)x(12),

x(12), x(23)x(12), x(13)x(12)x(23),

x(12)x(23)

(III.5)
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y por lo tanto (b) queda demostrada. A continuación, esbozamos la prueba
de nuestra a�rmación usando el Lema del Diamante [18].

Para empezar necesitamos introducir más relaciones que se desprenden de
(III.2), (III.3) y (III.4). Escribiremos las relaciones de la forma R = f con
R un monomio de A[a] y f ∈ kB. La nueva lista de relaciones es

1 =
∑
g∈S3

δg, δgδh = δg,hδg, δgx(ij) = x(ij)δ(ij)g, x2
(ij) = fij ,

x(13)x(23) =− x(23)x(12) − x(12)x(13),

x(23)x(13) =− x(12)x(23) − x(13)x(12),

x(12)x(13)x(12) =x(13)x(12)x(13) + x(23)(a(13) − a(12)),(III.6)

x(23)x(12)x(23) =x(12)x(23)x(12) − x(13)(a(23) − a(12)) y(III.7)

x(23)x(12)x(13) =x(13)x(12)x(23) + x(12)Ω.(III.8)

donde Ω = f13((12) )− f13 ∈ kS3 , es decir,

(III.9)
Ω =(a(23) − a(13))(δ(12) − δe)

+ (a(13) − a(12))(δ(13) − δ(132)) + (a(12) − a(23))(δ(23) − δ(123)).

(c) Fijado a ∈ A3 consideremos el álgebra Ka := T (V3)#kS3/Ja donde Ja
es el ideal generado por

R(13)(23), R(23)(13) y x2
(ij) +

∑
g∈S3

ag−1(ij)g δg, (ij) ∈ O3
2.(III.10)

Consideremos el módulo M3 = kS3 con la acción regular a izquierda. En-
tonces M3 es un Ka-módulo con acción dada por

x(ij) ·mg =

{
m(ij)g si sgn g = −1,

−ag−1(ij)gm(ij)g si sgn g = 1.

En efecto, este es un Ka-módulo porque

δh(x(ij) ·mg) = δh(λgm(ij)g) = λgδh((ij)g)m(ij)g = λgδ(ij)h(g)m(ij)g

= x(ij) · (δ(ij)h ·mg)

para cierto λg ∈ k dado por la de�nición de la acción. Además,

x(ij) · (x(ik) ·mg) =

{
−ag−1(ik)(ij)(ik)gm(ij)(ik)g si sgn g = −1,

−ag−1(ik)gm(ij)(ik)g si sgn g = 1
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y en cualquier caso tenemos que x2
(ij) ·mg = −ag−1(ij)gmg y

R(ij)(ik) ·mg = −(
∑

(st)∈O3
2

ag−1(st)g)m(ij)(ik)g = 0.

Sean ahora W = 〈R(13)(23), R(23)(13), x
2
(ij) : (ij) ∈ O3

2〉 y K la subálgebra de
T (V3) generada por W ; K es una subálgebra de Hopf trenzada porque W es
un submódulo de Yetter-Drinfeld contenido en P(T (V3)). Entonces K#kS3

es una subálgebra de Hopf de T (V3)#kS3 . Por Lema III.3 podemos de�nir
el mor�smo de álgebras ψ = ψK ⊗ ε : K#kS3 → k donde

ψK|W [g] = 0 si g 6= e y ψK(x2
(ij)) = −a(ij) ∀(ij) ∈ O3

2.

Denotemos con J al ideal de K#kS3 generado por los generadores de K. En-
tonces ψ−1 ⇀ J ↼ ψ es el ideal generado por los generadores de Ia. Para ver
esto notar que S(W )[g] ⊂ (K#kS3)[g−1] y S(x2

(ij)) = −
∑

h∈S3
δh−1x2

h−1(ij)h.

Entonces, dado que ψ−1 = ψ ◦ S, nuestra a�rmación sigue de aplicar ψ ⊗
id⊗ψ−1 a (∆⊗ id)∆(x2

(ij)) =

= x2
(ij) ⊗ 1⊗ 1 +

∑
h∈S3

δh ⊗ x2
h−1(ij)h ⊗ 1 +

∑
h,g∈S3

δh ⊗ δg ⊗ x2
g−1h−1(ij)hg

y a (∆⊗ id)∆(x) = x⊗ 1⊗ 1 + x−1 ⊗ x0 ⊗ 1 + x−2 ⊗ x−1 ⊗ x0 para g 6= e y
x ∈W [g]; notar también que x0 ∈W [g].

Por su parte, el ideal ψ−1 ⇀ J es generado por

R(13)(23), R(23)(13) y x2
(ij) +

∑
g∈S3

ag−1(ij)gδg ∀(ij) ∈ O3
2,

es decir, Ka = T (V3)#kS3/〈ψ−1 ⇀ J〉. Finalmente, por la acción antes
de�nida sabemos que Ka 6= 0 y A[a] resulta ser monoidalmente Morita-
Takeuchi equivalente a B(V3)#kS3 por Teorema III.2.

III.2 Teoría de representaciones de los levantamientos
de B(V3)#kS3.

En esta sección clasi�caremos las representaciones simples de las álgebras
A[a]. Con este �n daremos el retículo de submódulos de cada módulo de
Verma de A[a] � los módulos inducidos por los kS3-módulos simples, De�ni-
ción I.11. Luego, encontraremos los módulos simples como cocientes de los
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módulos de Verma. Aquí haremos uso de las generalidades enumeradas en
la Sección I.4.

Para describir los módulos simples, dividiremos el trabajo considerando tres
diferentes casos que dependen de la forma del parámetro a ∈ A3.

De�nición III.5. Decimos que el parámetro a ∈ A3 es genérico cuando una
de las siguientes condiciones equivalentes valen.

(a) a(ij) 6= a(kl) para todo (ij) 6= (kl) ∈ On2 .

(b) a(ij) 6= ah.(ij) para todo (ij) ∈ On2 , h ∈ Sn − CSn(ij).

(c) fij(h) 6= 0 para todo (ij) ∈ On2 , h ∈ Sn − CSn(ij).

Prueba. [(a)⇒(b)] es claro dado que (ij) 6= h . (ij) por la hipótesis sobre
h. [(b)⇒(a)] sigue del hecho de que cualquier (kl) 6= (ij) es de la forma

(kl) = h . (ij) para algún h /∈ S(ij)
n . [(b)⇔(c)] dado (ij), tenemos que

{h ∈ Sn : a(ij) = ah.(ij)} = {h ∈ Sn : fij(h) = 0};

luego, uno de estos conjuntos es CSn(ij) si y sólo si el otro lo es.

Entonces, los tres casos diferentes son:

• a(13) = a(12) = a(23). En este caso, no hay nada que hacer. En efecto,
A[a] resulta ser la bosonización B(V3)#kS3 y entonces los módulos
simples de A[a] se obtienen de los módulos simples de kS3 haciendo
actuar al álgebra de Nichols B(V3) trivialmente.

• a(13) = a(12) ó a(23) = a(12) ó a(13) = a(23) pero no todos iguales. Salvo
isomor�smo, cf. (II.7), podemos asumir que a(12) 6= a(13) = a(23). Para
abreviar, diremos que a es sub-genérico.

• a genérico.

Sin embargo hay algunos hechos que podemos probar con mayor generali-
dad, incluso considerando n 6= 3. Para dar con ellos introducimos la siguiente
de�nición.

De�nición III.6. Sea n ≥ 3 y �jemos a ∈ An. Diremos que g, h ∈ Sn son
a-enlazados, lo cual denotaremos g ∼a h, si g = h, o bien existen (imjm),
. . . , (i1j1) ∈ On2 tales que
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• g = (imjm) · · · (i1j1)h,

• fisjs((isjs)(is−1js−1) · · · (i1j1)h) 6= 0 para todo 1 ≤ s ≤ m.

Por la de�nición (II.8) de fij ∈ kSn es claro que

fij(ts) = fij(s) ∀t ∈ CSn(ij), s ∈ Sn.(III.11)

En particular, fi1j1(h) 6= 0. Además, a�rmamos que ∼a es una relación de
equivalencia. En efecto, si g ∼a h entonces h = (i1j1) · · · (imjm)g y

fisjs((isjs)(is+1js+1) · · · (imjm)g) = fisjs((is−1js−1) · · · (i1j1)h)

(III.11)
= fisjs((isjs)(is−1js−1) · · · (i1j1)h) 6= 0,

i.e., h ∼a g. De manera similar, vemos que si g ∼a h y h ∼a z entonces
g ∼a z.

En De�nición II.10, A[a] fue introducida como un cociente de T (Vn)#kSn y
salvo para n = 3, no conocemos la dimensión de A[a]. Pero asumiendo que
la proyección canónica T (Vn)#kSn � A[a] es inyectiva cuando se restringe a
kSn �resumiremos esto, diciendo que kSn es una subálgebra de A[a]� podemos
enunciar algunas propiedades de sus módulos; notar que de asumir esto, kS3

resulta ser el corradical de A[a] por [47, Cor. 5.3.5].

Observación III.7. Asumir que kSn es una subálgebra de A[a] y sea M un
A[a]-módulo. Entonces

(a) Si (ij) ∈ On2 satisface fij(h) 6= 0 entonces ρ(x(ij)) : M [h]→M [(ij)h] es
un isomor�smo

(b) Si g ∼a h ∈ Sn entonces ρ(x(imjm)) ◦ · · · ◦ ρ(x(i1j1)) : M [h] → M [g] es
un isomor�smo.

Prueba. ρ(x(ij)) : M [h] → M [(ij)h] es inyectiva y ρ(x(ij)) : M [(ij)h] → M [h]
es sobreyectiva por (II.9). Intercambiando los roles de h y (ij)h obtenemos
(a). Ahora (b) sigue de (a).

Esta observación es particularmente útil para comparar los módulos de Verma
deA[a], recordar que estos son los módulosMg inducidos por los kSn-módulos
unidimensionales kg = k[g] para todo g ∈ Sn.

Proposición III.8. Asumir que dimA[a] < ∞ y kSn es una subálgebra de
A[a]. Si g y h son a-enlazados, entonces los módulos de Verma Mg y Mh

son isomorfos.
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Prueba. El módulo de Verma Mh es generado por m1 = 1 ⊗kSn 1 ∈ Mh[h].
Por Observación III.7 (b), existe m ∈ Mh[g] tal que Mh = A[a] · m. Por
lo tanto, existe un epimor�smo Mg � Mh e intercambiando los roles de g
y h, también existe un epimor�smo Mh � Mg. Dado que dimA[a] < ∞,
Mg 'Mh.

Lema III.9. Si a es genérico entonces g ∼a h para todo g, h ∈ Sn − {e}. Si
además kSn es una subálgebra de A[a] entonces

(a) dimA[a] <∞ implica que los módulos de Verma Mg y Mh son isomor-
fos para todo g, h ∈ Sn − {e}.

(b) Si M es un A[a]-módulo entonces dimM [h] = dimM [g] para todo
g, h ∈ Sn − {e}. Luego dimM = (n!− 1) dimM [(ij)] + dimM [e].

(c) Si M es simple y n = 3 entonces dimM [h] ≤ 1 para todo h ∈ S3−{e}.

Prueba. Sea (ij) ∈ Sn y g ∈ Sn − {e}.

• Si g = (ik) entonces g ∼a (ij), dado que (ik) = (jk)(ij)(jk) y a es
génerico.

• Si g = (kl) con #{i, j, l, k} = 4 entonces (ij) ∼a (ik) y (ik) ∼a (kl),
luego (ij) ∼a (kl).

• Si g = (i1i2 · · · ir) es un r-ciclo entonces g = (i1ir)(i1i2 · · · ir−1). Luego
g ∼a (ij) por inducción en r.

• Sea g = g1 · · · gm el producto de ciclos disjuntos g1, . . . , gm con m ≥ 2;
digamos g1 = (i1 · · · ir), g2 = (ir+1 · · · ir+s) y denotemos z = g3 · · · gm.
Entonces g = (i1ir+1)(i1 · · · ir+s)z y z ∈ CSn(i1ir+1). Luego g y (ij)
son a-enlazados por inducción en m.

Ahora (a) sigue de la Proposición III.8 y (b) de la Observación III.7. Si
n = 3 yM es simple entonces dimA[a] = 72 > (dimM)2 ≥ 25(dimM [(12)])2

y la última a�rmación sigue.

La caracterización de todas las representaciones de dimensión uno de A[a]

no es difícil. Sea ≈ la relación de equivalencia en On2 dada por (ij) ≈ (kl)
si y sólo si a(ij) = a(kl). Sea On2 =

∐
s∈Υ Cs la partición asociada a ≈. Si

h ∈ Sn entonces

fij(h) = 0∀(ij) ∈ On2 ⇔ h−1Csh = Cs ∀s ∈ Υ ⇔ h ∈ San;(III.12)

recordar que San = {g ∈ Sn|g . a = a} donde la acción . es dada por (II.7).
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Lema III.10. Asumir que kSn es una subálgebra de A[a] y sea h ∈ San. En-
tonces kh es un A[a]-módulo con acción dada por el mor�smo de álgebras

ζh : A[a] 7−→ k, x(ij) 7→ 0, (ij) ∈ On2 y f 7→ f(h), f ∈ kSn .(III.13)

Más aún, todas las representaciones unidimensionales de A[a] son de esta
forma.

Prueba. Claramente, ζh satisface las relaciones de T (Vn)#kSn , (II.5) y (II.6);
(II.9) vale porque h cumple con (III.12). Ahora, sea M un A[a]-módulo de
dimensión 1. Entonces M = M [h] para algún h; luego fij(h) = 0 para todo
(ij) ∈ On2 por Observación III.7.

Hasta aquí hemos trabajado con la mayor generalidad posible. Ahora nos
concentraremos en el caso n = 3 pero para un a ∈ A3 arbitrario.

Sea φ un mor�smo levantador de A[a]. En la demostración de la Proposición
III.4 dimos una base de A[a] de la forma

B = {xδg|x ∈ B, g ∈ S3} con B = φ({base de B(V3)}), ver (III.5).

Dado que Mg = A[a] ⊗kS3 kg ' B(V3) ⊗ δg para todo g, la imagen B de B
en Mg resulta ser una base. También por la demostración de la Proposición
III.4, conocemos explícitamente las relaciones de A[a] y de los monomios de
B. Entonces podemos describir la acción de A[a] sobre Mg usando B.

Empecemos notando que φ(f ·x) = ad f(φ(x)) para todo f ∈ kS3 y x ∈ T (V3).
Entonces, dado que los elementos en B son homogéneos, para todo x ∈ B
existe gx ∈ S3 tal que x ∈ A[a][gx] = T (V3)[gx]. Luego en Mg vale que

f · x⊗ 1 = fx⊗ 1 = f(1) · xf(2) ⊗ 1 = f(1) · x⊗ f(2) · 1
= f(gxg)x⊗ 1 para todo x ∈ B.

(III.14)

Supongamos ahora que x = x(i1j1) . . . x(itjt) ∈ B con (i1j1), . . . , (itjt) ∈ O3
2.

Si y = x(i2j2) . . . x(itjt) � observar que y no necesariamente pertenece a B �
entonces

x(i1j1) · x⊗ 1 = x2
(i1j1)x(i2j2) . . . x(itjt) ⊗ 1 = fi1j1y ⊗ 1 = fi1j1(gyg) y ⊗ 1.

Denotemos con m(ij)...(rs) a la clase de x(ij) . . . x(rs) en Mg y por simpli�-
cación de�nimos mtop := m(13)(12)(23)(12). Ayudados por las anteriores igual-
dades y las relaciones descritas en la Proposición III.4, obtenemos las sigu-
ientes fórmulas, las cuales detallan la acción de A[a] sobre Mg.
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f ·m1 = f(g)m1, f ∈ kS3 ;(III.15)

f ·m(ij)...(rs) = f((ij). . . (rs)g)m(ij)...(rs), f ∈ kS3 ;(III.16)

x(ij) ·m1 = m(ij), (ij) ∈ O3
2;(III.17)

x(ij) ·m(ij) = fij(g)m1, (ij) ∈ O3
2;(III.18)

x(13) ·m(23) = −m(23)(12) −m(12)(13),(III.19)

x(13) ·m(12) = m(13)(12),(III.20)

x(23) ·m(13) = −m(12)(23) −m(13)(12),(III.21)

x(23) ·m(12) = m(23)(12),(III.22)

x(12) ·m(13) = m(12)(13),(III.23)

x(12) ·m(23) = m(12)(23);(III.24)

x(13) ·m(13)(12) = f13((12)g)m(12),(III.25)

x(13) ·m(12)(13) = m(13)(12)(13),(III.26)

x(13) ·m(23)(12) = −m(13)(12)(13) − f13((23)g)m(23)(III.27)

x(13) ·m(12)(23) = m(13)(12)(23);(III.28)

x(23) ·m(13)(12) = −m(12)(23)(12) − f12(g)m(13),(III.29)

x(23) ·m(12)(13) = m(13)(12)(23) + Ω(g)m(12),(III.30)

x(23) ·m(23)(12) = f23((12)g)m(12),(III.31)

x(23) ·m(12)(23) = m(12)(23)(12) −m(13)f23((13)),(III.32)

x(12) ·m(13)(12) = m(13)(12)(13) +m(23)f13((23)),(III.33)

x(12) ·m(12)(13) = f12((13)g)m(13),(III.34)

x(12) ·m(23)(12) = m(12)(23)(12),(III.35)

x(12) ·m(12)(23) = f12((23)g)m(23);(III.36)

x(13) ·m(13)(12)(13) = f13((12)(13)g)m(12)(13),(III.37)

x(13) ·m(12)(23)(12) = mtop,(III.38)

x(13) ·m(13)(12)(23) = f13((12)(23)g)m(12)(23),(III.39)

x(23) ·m(13)(12)(13) = mtop − (f12Ω + (a(13) − a(12))f23)(g)m1,(III.40)

x(23) ·m(12)(23)(12) = f12(g)m(12)(23) + (a(12) − a(23))m(13)(12),(III.41)

x(23) ·m(13)(12)(23) = f23((23)(12)g)m(12)(13) − Ω(g)m(23)(12),(III.42)

x(12) ·m(13)(12)(13) = (f13(g)+f12((23)))m(13)(12)+f12((23))m(12)(23),(III.43)

x(12) ·m(12)(23)(12) = f12((23)(12)g)m(23)(12),(III.44)

x(12) ·m(13)(12)(23) = −mtop+(f13((23))f23−f12((13) )f13)(g)m1;(III.45)
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x(13) ·mtop = f13(g)m(12)(23)(12),(III.46)

x(23) ·mtop = f23(g)m(13)(12)(13) + (f13((23))f23 + Ωf12)(g)m(23),(III.47)

x(12) ·mtop = −f12(g)m(13)(12)(23)(III.48)

+(f13((23))f23((12) )− f12((23) )f13((12) ))(g)m(12);

Para terminar con las generalidades y antes de trabajar en los casos genéricos
y sub-genéricos, hacemos notar que las componentes isotípicas del módulo
de Verma Me respecto de kS3 son
(III.49)

Me[e] = 〈m1,mtop〉, Me[(12)] = 〈m(12),m(13)(12)(23)〉,
Me[(13)] = 〈m(13),m(12)(23)(12)〉, Me[(23)] = 〈m(23),m(13)(12)(13)〉,
Me[(123)] = 〈m(13)(12),m(12)(23)〉, Me[(132)] = 〈m(12)(13),m(23)(12)〉.

Luego, si g, h ∈ S3 y (ij) ∈ O3
2, por (III.14) y (III.16) tenemos que

Mg[h] = Me[hg
−1],(III.50)

x(ij) ·Mg[h] ⊆Mg[(ij)h].(III.51)

También es conveniente introducir la siguiente notación:

msoc = f13((23))f23((13))m1 −mtop,(III.52)

mo = m(13)(12)(13) + f13((23))m(23).(III.53)

III.2.1 Caso a ∈ A3 genérico.

En esta subsección asumimos que a ∈ A3 es genérico. Para determinar
los A[a]-módulos simples basta determinar los submódulos maximales de los
módulos de Verma de A[a]. El Lema III.9 (a) nos reduce a considerar sólo
los módulos de Verma Me y Mg para algún g 6= e �jo. Nosotros elegimos
g = (13)(23); para agilizar la exposición escribiremos los elementos de S3 como
producto de trasposiciones.

Empecemos por la siguiente observación. Sea M un A[a]-módulo cíclico
generado por v ∈ M [(13)(23)]. Por (III.51) y actuando por los monomios en
nuestra base de A[a], vemos que

M [(23)(13)] = 〈x(13)x(23) · v, x(23)x(12) · v, x(12)x(13) · v〉.

Este espacio peso es 6= 0 por Lema III.9 (b), y una aplicación más de este
lema da el siguiente resultado.
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Observación III.11. Sea M ∈ A[a]
M cíclico generado por v ∈M [(13)(23)]. Si

dimM [(23)(13)] = 1 entonces

M [(23)] = 〈x(13) · v〉, M [e] = 〈x(12)x(23) · v, x(13)x(12) · v〉,
M [(12)] = 〈x(23) · v〉, M [(13)] = 〈x(12) · v〉,(III.54)

M [(13)(23)] = 〈v〉, M [(23)(13)] = 〈x(13)x(23) · v〉.

Luego, cualquier módulo cíclico como en la observación es de dimensión 5,
6 ó 7. Más aún, existe un módulo L = L(13)(23) cíclico simple con base
{vg|e 6= g ∈ S3} y acción de�nida por

vg ∈ L[g], x(ij) · vg =

{
v(ij)g si sgn g = 1,

fij(g)v(ij)g si sgn g = −1.
(III.55)

Sea ke como en el Lema III.10. Veremos que L y ke son los únicos módulos
simples de A[a].

El módulo de Verma Me se proyecta sobre el módulo simple ke. El núcleo
de esta proyección resulta ser

Ne = A[a] · 〈Me[h] : h 6∼a e〉
= A[a] ·Me[(13)(23)] = ⊕g∼a(13)(23)Me[g]⊕ 〈mtop〉.

Lema III.12. Los submódulos de Me son

〈mtop〉 ( A[a] · v ( Ne (Me

para cualquier v ∈Me[(13)(23)]−0. Los submódulos A[a] ·v y A[a] ·u coinciden
si y sólo si v ∈ 〈u〉. Los cocientes A[a] · v/〈mtop〉 y Ne/A[a] · v son isomorfos
a L; por su parte, Me/Ne y 〈mtop〉 son isomorfos a ke.

Prueba. Por (III.47), (III.46) y (III.48), tenemos que x(ij) · mtop = 0 para
todo (ij) ∈ O3

2. Sean

v = λm(23)(12) + µm(12)(13) ∈Me[(13)(23)]− 0,

w = µm(12)(23) + (µ− λ)m(13)(12) ∈Me[(23)(13)].

Usando las fórmulas (III.19) a (III.45), vemos que x(13)x(23) ·v, x(23)x(12) ·v y
x(12)x(13) · v son múltiplos no nulos de w. Esto es, dim(A[a] · v)[(23)(13)] = 1.
Además, x(12)x(23) · v = −µmtop y x(13)x(12) · v = λmtop. Entonces{

v, x(23) · v, x(12) · v, x(13) · v, w, mtop

}
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es una base de A[a] · v por Observación III.11.

Sea ahora N un submódulo (propio, no trivial) de Me. Si N 6= 〈mtop〉
entonces existe v ∈ N [(13)(23)] − 0. Luego A[a] · v es un submódulo de
N y N [e] = 〈mtop〉 porque m1 ∈ Me[e] y dimMe[e] = 2. Por lo tanto
N = A[a] ·N [(13)(23)].

Es conveniente introducir ahora los siguiente A[a]-módulos que usaremos en
la Sección III.3.

De�nición III.13. Sea t ∈ A3. Denotamos con Wt(L,ke) al A[a]-módulo con
base {wg : g ∈ S3} y acción dada por

wg ∈Wt(L,ke)[g], x(ij) · wg =


0 si g = e,

w(ij)g si g 6= e y sgn g = 1,

fij(g)w(ij)g si g 6= (ij) y sgn g = −1,

t(ij)we si g = (ij).

La buena de�nición deWt sigue del siguiente lema. Recordar que un módulo
M se dice que es una extensión de T por S siM encaja en una sucesión exacta
de módulos 0→ S →M → T → 0.

Lema III.14. Sean t, t̃ ∈ A3.

(a) Si t = (0, 0, 0) entonces Wt(L,ke) ' ke ⊕ L.

(b) Si t 6= (0, 0, 0) entonces existe v ∈Me[(13)(23)]− 0 tal que Wt(L,ke) '
A[a] · v.

(c) Si v ∈Me[(13)(23)]− 0 entonces existe t 6= (0, 0, 0) tal que Wt(L,ke) '
A[a] · v.

(d) Wt(L,ke) es una extensión de L por ke.

(e) Wt(L,ke) 'Wt̃(L,ke) si y sólo si t = µt̃ with µ ∈ k×.

Prueba. (a) es inmediato. Si probamos (b) entonces (d) sigue del Lema
III.12.

(b) Llamemos w(13)(23) = t(13)m(23)(12) − t(12)m(12)(13) ∈Me[(13)(23)]− 0,

w(23) = x(13) · w(13)(23), w(13) = x(12) · w(13)(23), w(12) = x(23) · w(13)(23),

w(23)(13) =
1

f23((13))
x(23)x(12) · w(13)(23) y we = mtop.
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Por la prueba del Lema III.12 y (III.7), vemos queWt(L,ke) ' A[a] ·w(13)(23).

(c) sigue de la prueba del Lema III.12.

(e) Sea {w̃g : g ∈ S3} la base de Wt̃(L,ke) dada en la De�nición III.13. Sea
F : Wt(L,ke) → Wt̃(L,ke) un isomor�smo de A[a]-módulos. En particular,
F es un isomor�smo de kS3-módulos y entonces existe µg ∈ k× para todo g ∈
S3 tal que F (wg) = µgw̃g. Además, F induce un automor�smo de L. Dado
que L es simple (cf. Teorema III.18), µg = µL para todo g 6= e. Por otro
lado, F (x(ij) · w(ij)) = x(ij) · F (w(ij)) y entonces t = µL

µe
t̃. Recíprocamente,

F está bien de�nida para todo µe y µL tales que µ = µL
µe
.

El módulo de Verma M(13)(23) se proyecta sobre el módulo simple L. El
núcleo de esta proyección resulta ser

N(13)(23) = A[a] ·M(13)(23)[e] = M(13)(23)[e]⊕A[a] ·msoc.

Recordar la de�nición de msoc en (III.52).

Lema III.15. Los submódulos de M(13)(23) son

A[a] ·msoc ( A[a] · v ( N(13)(23) (M(13)(23)

para todo v ∈ M(13)(23)[e] − 0. Los submódulos A[a] · v y A[a] · u coinciden
si y sólo si v ∈ 〈u〉. Los cocientes A[a] · v/A[a] ·msoc y N(13)(23)/A[a] · v son
isomorfos a ke; por su parte M(13)(23)/N(13)(23) y A[a] ·msoc son isomorfos a
L.

Prueba. Sea v = λm1 +µmtop ∈M(13)(23)[(13)(23)]−0 y N = A[a] ·v. Usando
las fórmulas (III.19) a (III.45) vemos que

x(12)x(13) · v = λm(12)(13) − µf13((23))2m(23)(12) y

x(23)x(12) · v = µf23((13))2m(12)(13) +
(
λ+ 2µf13((23))f23((13))

)
m(23)(12).

Luego, dimN [(23)(13)] = 1 si y sólo si λ + µf13((23))f23((13)) = 0, esto es si
y sólo si v ∈ 〈msoc〉 − 0. En tal caso,{

v, x(23) · v, x(12) · v, x(13) · v, x(12)x(13) · v
}

es una base de A[a] ·msoc por la Observación III.11.

Sea ahora N un submódulo arbitrario de M(13)(23). Si dimN [(13)(23)] = 2
entonces N = M(13)(23). Si dimN [(13)(23)] = 0 entonces N ⊂M(13)(23)[e] por
Lema III.9. Pero esto no es posible dado que kerx(13)∩kerx(23)∩kerx(12) =
0, lo cual es comprobado usando las fórmulas (III.19) a (III.48). Resta el
caso dimN [(13)(23)] = 1. Por el argumento del comienzo de la demostración
el lema sigue.
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Es conveniente introducir ahora los siguiente A[a]-módulos que usaremos en
la Sección III.3. Estos estan bien de�nidos gracias al lema posterior.

De�nición III.16. Sea t ∈ A3. Denotamos con Wt(ke, L) al A[a]-módulo con
base {wg : g ∈ S3} y acción dada por

wg ∈Wt(ke, L)[g], x(ij) · wg =


t(ij)w(ij) si g = e,

fij(g)w(ij)g si g 6= e y sgn g = 1,

w(ij)g si sgn g = −1.

Lema III.17. Sean t, t̃ ∈ A3.

(a) Si t = (0, 0, 0) entonces Wt(ke, L) ' L⊕ ke.

(b) Si t 6= (0, 0, 0) entonces existe v ∈M(13)(23)[e]− 0 tal que Wt(ke, L) '
A[a] · v.

(c) Si v ∈M(13)(23)[e]− 0 entonces existe t 6= (0, 0, 0) tal que Wt(ke, L) '
A[a] · v.

(d) Wt(ke, L) es una extensión de ke por L.

(e) Wt(ke, L) 'Wt̃(ke, L) si y sólo si t = µt̃ con µ ∈ k×.

Prueba. (a) es inmediato. Si probamos (b) entonces (d) sigue del Lema
III.15.

(b) Llamemos w(13)(23) = msoc ∈M(13)(23)[(13)(23)],

w(23) =
x(13) · w(13)(23)

f13((13)(23))
, w(13) =

x(12) · w(13)(23)

f12((13)(23))
, w(12) =

x(23) · w(13)(23)

f23((13)(23))
,

w(23)(13) = x(23)x(12) · w(13)(23) y we = −t(12)m(13)(12) + t(13)m(12)(23) 6= 0.
Usando las fórmulas (III.19) a (III.45), no es difícil ver que Wt(ke, L) '
A[a] · we.

(c) sigue usando las fórmulas (III.19) a (III.45).

La prueba de (e) es similar a la del Lema III.14 (e).

Teorema III.18. Sea a ∈ A3 genérico. Salvo isomor�smo ke y L son los
únicos A[a]-módulos simples.

Más aún Me es la cubierta proyectiva, y la cápsula inyectiva, de ke; por su
parte, M(13)(23) es la cubierta proyectiva, y la cápsula inyectiva, de L.
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Prueba. La primera a�rmación sigue de la Proposición I.10 y los Lemas
III.9 (a), III.12 y III.15. Entonces, un conjunto de idempotentes ortogonales
primitivos tiene a lo sumo 6 elementos [23, (6.8)]. Dado que {δg : g ∈ S3}
son idempotentes ortogonales, también resultan ser primitivos. Por lo tanto,
Me y M(13)(23) son las cubiertas proyectivas, y las cápsulas inyectivas, de ke
y L, respectivamente por [23, (9.9)], ver página 13.

III.2.2 Caso a ∈ A3 sub-generico.

En esta subsección a ∈ A3 es sub-genérico con a(12) 6= a(13) = a(23). Entonces
las clases de equivalencia de S3 determinadas por ∼a son

{e}, {(12)} y {(13), (23), (13)(23), (23)(13)}.

En efecto,

• e y (12) están en el grupo de isotropía Sa3 .

• (13) = (23)(12)(23) con f12((23)) = a(12) − a(13) 6= 0 y
f23((12)(23)) = a(23) − a(12) 6= 0.

• (123) = (13)(23) con f13((23)) = a(13) − a(12) 6= 0.

• (132) = (23)(13) con f23((13)) = a(23) − a(12) 6= 0.

Para determinar los A[a]-módulos simples, procedemos como en la subsec-
ción anterior; i.e., es su�ciente determinar los submódulos maximales de los
módulos de Verma Me, M(12) and M(13)(23), ver Proposición III.8.

Sea M un A[a]-módulo cíclico generado por v ∈ M [(13)(23)]. Al igual que
antes, podemos describir los espacios pesos de M . Por (III.51) y actuando
por los monomios en nuestra base de A[a], vemos que

M [(23)(13)] = 〈x(13)x(23) · v, x(23)x(12) · v, x(12)x(13) · v〉.

Este espacio peso es 6= 0 por la Observación III.7 aplicada a (13)(23) ∼a

(23)(13), y una aplicación más de esta observación nos da el siguiente resul-
tado.

Observación III.19. Sea M ∈ A[a]
M cíclico generado por v ∈M [(13)(23)]. Si

dimM [(23)(13)] = 1 entonces

M [(23)(13)] = 〈x(12)x(13) · v〉, M [(13)] = 〈x(12) · v〉,(III.56)

M [(12)] = 〈x(23) · v, (x(13)x(12)x(13)) · v〉, M [(23)] = 〈x(13) · v〉,
M [e] = 〈x(23)x(13) · v, (x(12)x(23)) · v, x(13)x(12) · v〉, M [(13)(23)] = 〈v〉.
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Existe un módulo L = L(13)(23) cíclico simple con la acción de�nida sobre la
base {v(13), v(23), v(13)(23), v(23)(13)} por

vg ∈ L[g], x(ij) · vg =


0 si g = (ij)

m(ij)g si g 6= (ij), sgn g = −1,

fij(g)m(ij)g si sgn g = 1.

(III.57)

Sean k(12) y ke como en Lema III.10. Probaremos que L, k(12) y ke son los
únicos módulos simples de A[a].

El módulo de Verma Me se proyecta sobre el módulo simple ke. El núcleo
de esta proyección resulta ser

Ne = A[a] · 〈Me[h] : h 6∼a e〉 = ⊕g∼a(13)(23)Me[g]⊕Me[(12)]⊕ 〈mtop〉.

Lema III.20. El retículo de submódulos (propios, no triviales) de Me es dibu-
jado en (III.58), donde v y w satisfacen

Me[(13)(23)] = 〈v,m(23)(12)〉, Me[(12)] =〈w,m(13)(12)(23)〉.

Los submódulos A[a] · v (resp. A[a] ·w) y A[a] · v1 (resp. A[a] ·w1) coinciden
si y sólo si v ∈ 〈v1〉 (resp. w ∈ 〈w1〉).Las etiquetas de las �echas indican el
cociente del submódulo más grande por el más chico.

(III.58)
Ne

k(12)

hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

L

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

A[a] ·Me[(13)(23)]

L
L

VVVVVVVVVVVVVVVVV
A[a] ·Me[(12)]

k(12)

k(12)

iiiiiiiiiiiiiiii

A[a] · v

L

A[a] · 〈m(13)(12)(23),m(23)(12)〉

Lhhhhhhhhhhhhhhhhh

k(12) UUUUUUUUUUUUUUUU
A[a] · w

k(12)

A[a] ·m(13)(12)(23)

k(12) VVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
A[a] ·m(23)(12)

L
iiiiiiiiiiiiiiiiii

〈mtop〉

Prueba. Sean

v = λm(23)(12) + µm(12)(13) ∈Me[(13)(23)]− 0,

ṽ = µm(12)(23) + (µ− λ)m(13)(12) ∈Me[(23)(13)].
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Usando las fórmulas (III.19) a (III.45) vemos que x(23)x(12) · v y x(12)x(13) · v
son múltiplos no nulos de ṽ. Esto es, dim(A[a] · v)[(23)(13)] = 1. Más aún,
x(12)x(23) · v = −µmtop y x(13)x(12) · v = λmtop; por su parte x(23) · v y
(x(13)x(12)x(13)) · v son múltiplos no nulos de µm(13)(12)(23). Por la Obser-
vación III.19 obtenemos una base para A[a] · v, a saber:{

v, x(12) · v, x(13) · v, ṽ, mtop, µm(13)(12)(23)

}
;(III.59)

si µ = 0 obviamos el último vector.

Por (III.47), (III.46) y (III.48), x(ij) ·mtop = 0 para todo (ij) ∈ O3
2. Entonces

A[a] ·mtop = 〈mtop〉 y A[a] · u = A[a] ·m1 = Me,

si u ∈ Me[e] es linealmente independiente con mtop. Por (III.39), (III.42) y
(III.45), x(ij) ·m(13)(12)(23) = −δ(12)((ij))mtop para todo (ij) ∈ O3

2. Entonces

A[a] ·m(13)(12)(23) = 〈mtop,m(13)(12)(23)〉.

Por (III.18), (III.20) y (III.22),

x(ij) ·m(12) = δ(13)((ij))m(13)(12) + δ(23)((ij))m(23)(12), para todo (ij) ∈ O3
2.

Entonces
A[a] · w = A[a] ·m(23)(12) ⊕ 〈w〉

por (III.59) y Observación III.7, si w ∈Me[(12)] es linealmente independiente
con m(13)(12)(23).

Sea ahora N un submódulo (propio, no trivial) de Me distinto a 〈mtop〉.
Llamemos Ñ = A[a] ·N [(12)] +A[a] ·N [(13)(23)]. Entonces Ñ [g] = N [g] para
todo g 6= e por Observación III.7. Por el argumento del comienzo de la
demostración, 〈mtop〉 ⊂ Ñ . Entonces Ñ [e] = 〈mtop〉 = N [e] pues en caso
contrario N = Me. Por lo tanto N = Ñ . Para �nalizar, tenemos que
calcular los submódulos de Me generado por los subespacios homogéneos
Me[(12)] ⊕Me[(13)(23)]; esto sigue usando el argumento del comienzo de la
demostración.

El módulo de Verma M(13)(23) se proyecta sobre el módulo simple L. El
núcleo de esta proyección resulta ser

N(13)(23) = A[a] · 〈M(13)(23)[h] : h 6∼a (13)(23)〉
= M(13)(23)[e]⊕M(13)(23)[(12)]⊕A[a] ·msoc.
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Lema III.21. El retículo de submódulos (propios, no triviales) de M(13)(23)

es

N(13)(23)

k(12)

kkkkkkkkkkkkkkk
kε

TTTTTTTTTTTTTTTT

A[a] ·M(13)(23)[e]

ke
ke

SSSSSSSSSSSSSSS
A[a] ·M(13)(23)[(12)]

k(12)

k(12)

jjjjjjjjjjjjjjj

A[a] · v

ke

A[a] · 〈mo,m(12)(23)〉

kekkkkkkkkkkkkkkk

k(12) TTTTTTTTTTTTTTT
A[a] · w

k(12)

A[a] ·mo

k(12) TTTTTTTTTTTTTTT
A[a] ·m(12)(23)

kejjjjjjjjjjjjjjj

A[a] ·msoc

Aquí v y w satisfacen M(13)(23)[e] = 〈v,m(12)(23)〉, M(13)(23)[(12)] = 〈w,mo〉.
Los submódulos A[a] · v (resp. A[a] ·w) y A[a] · v1 (resp. A[a] ·w1) coinciden
si y sólo si v ∈ 〈v1〉 (resp. w ∈ 〈w1〉). Las etiquetas de las �echas indican el
cociente del submódulo más grande por el más chico.

Prueba. Sea u = λm1 + µmtop ∈M(13)(23)[(13)(23)]− 0. Usando las fórmulas
(III.19) a (III.45) vemos que

x(12)x(13) · u = λm(12)(13) − µf13((23))2m(23)(12) y

x(23)x(12) · u = µf23((13))2m(12)(13) +
(
λ+ 2µf13((23))f23((13))

)
m(23)(12).

Luego, dimN [(23)(13)] = 1 si y sólo si λ + µf13((23))f23((13)) = 0, esto es si
y sólo si u ∈ 〈msoc〉 − 0. Por Observación III.19,

A[a] ·msoc = 〈msoc, x(12) ·msoc, x(13) ·msoc, x(12)x(13) ·msoc〉

y A[a] · u = A[a] · m1 = M(13)(23), sy u ∈ M(13)(23)[(13)(23)] es linealmente
independiente con msoc.

Por las fórmulas (III.19) a (III.48), si u ∈
(
M(13)(23)[e]⊕M(13)(23)[(12)]

)
\ 0,

entonces 0 6= 〈x(13) · u, x(23) · u〉 ⊂ A[a] ·msoc. Luego, por Observación III.7,

A[a] ·msoc ⊂ A[a] · u.

Además, si v y w satisfacen M(13)(23)[e] = 〈v,m(12)(23)〉 y M(13)(23)[(12)] =
〈w,mo〉 entonces

〈x(12) · v〉 = 〈mo〉 y 〈x(12) · w〉 = 〈m(12)(23)〉.
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Sea ahora N un submódulo (propio, no trivial) de M(13)(23) distinto a A[a] ·
msoc. Llamamos Ñ = A[a] · N [e] + A[a] · N [(12)]. Entonces Ñ [g] = N [g]
para g = e, (12) por Observación III.7. Por el argumento del comienzo de
la demostración, A[a] ·msoc ⊂ Ñ . Entonces ⊕g∼a(13)(23)N [g] = A[a] ·msoc =

⊕g∼a(13)(23)Ñ [g] pues en caso contrario N = M(13)(23). Por lo tanto N = Ñ .
Para �nalizar, debemos calcular los submódulos de M(13)(23) generados por
los subespacios homogéneos M(13)(23)[(12)] ⊕M(13)(23)[e]; esto sigue usando
el argumento del comienzo de la demostración.

El módulo de Verma M(12) se proyecta sobre el módulo simple k(12). El
núcleo de esta proyección resulta ser

N(12) = A[a] · 〈M(12)[h] : h 6∼a (12)〉 = A[a] ·
(
M(12)[(13)(23)]⊕M(12)[e]

)
= ⊕g∼a(13)(23)M(12)[g]⊕M(12)[e]⊕ 〈mtop〉.

Lema III.22. El retículo de submódulos (propios, no triviales) de M(12) es

N(12)

ke

iiiiiiiiiiiiiiiiiii
L

TTTTTTTTTTTTTTTTT

A[a] ·M(12)[(13)(23)]

L
L

UUUUUUUUUUUUUUUU
A[a] ·M(12)[e]

ke
ke

kkkkkkkkkkkkkkk

A[a] · v

L

A[a] · 〈m(13)(12)(23),mo〉

Liiiiiiiiiiiiiiii

ke TTTTTTTTTTTTTTT
A[a] · w

ke

A[a] ·m(13)(12)(23)

ke UUUUUUUUUUUUUUUUUU
A[a] ·mo

L
jjjjjjjjjjjjjjjj

〈mtop〉

Aquí v y w satisfacen M(12)[(13)(23)] = 〈v,mo〉, M(12)[e] = 〈w,m(13)(12)(23)〉.
Los submódulos A[a] · v (resp. A[a] ·w) y A[a] · v1 (resp. A[a] ·w1) coinciden
si y sólo si v ∈ 〈v1〉 (resp. w ∈ 〈w1〉). Las etiquetas de las �echas indican el
cociente del submódulo más grande por el más chico.

Prueba. Sea v = λm(23)+µm(13)(12)(13) ∈M(12)[(13)(23)]\0. Por Observación
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III.19 y usando las fórmulas (III.19) a (III.48) vemos

(A[a] · v)[(13)(23)] = 〈v〉,
(A[a] · v)[(13)] = 〈(f13((23))µ− λ)m(12)(23) − µf13((23))m(13)(12)〉,
(A[a] · v)[(23)] = 〈(f13((23))µ− λ)m(12)(13) − λm(23)(12)〉,(III.60)

(A[a] · v)[(23)(13)] = 〈(f13((23))µ− λ)f23((13))m(13) + λm(12)(23)(12)〉,
(A[a] · v)[(12)] = 〈mtop〉 y

(A[a] · v)[e] = 〈(f13((23))µ− λ)m(13)(12)(23)〉.

Por (III.47), (III.46) y (III.48), x(ij) ·mtop = 0 para todo (ij) ∈ O3
2. Entonces

A[a] ·mtop = 〈mtop〉 y A[a] · u = A[a] ·m1 = Me,

si u ∈M(12)[(12)] es linelamente independiente conmtop. Por (III.39), (III.42)
y (III.45), x(ij)·m(13)(12)(23) = −δ(12)((ij))mtop para todo (ij) ∈ O3

2. Entonces

A[a] ·m(13)(12)(23) = 〈mtop,m(13)(12)(23)〉.

Por (III.18), (III.20) y (III.22),

x(ij) ·m(12) = δ(13)((ij))m(13)(12) + δ(23)((ij))m(23)(12) para todo (ij) ∈ O3
2.

Entonces
A[a] · w = A[a] ·mo ⊕ 〈w〉

por (III.60) y Observación III.7, si w ∈M(12)[e] es linealmente independiente
con m(13)(12)(23).

Sea ahora N submódulo (propio, no trivial) de M(12) distinto a 〈mtop〉. Lla-
mamos Ñ = A[a] · N [e] + A[a] · N [(13)(23)]. Entonces Ñ [g] = N [g] para
todo g 6= (12) por Observación III.7. Por el argumento del comienzo de la
demostración, 〈mtop〉 ⊂ Ñ . Entonces N [(12)] = 〈mtop〉 = Ñ [(12)] pues en
caso contrario N = M(12). Por lo tanto N = Ñ . Para �nalizar tenemos que
calcular los submódulos de M(12) generados por los subespacios homogéneos
de M(12)[(13)(23)]⊕M(12)[e]; esto sigue usando el argumento del comienzo de
la demostración.

Como una consecuencia, obtenemos los módulos simples en el caso sub-
genérico. La prueba del siguiente teorema es similar a la del Teorema III.18.

Teorema III.23. Sea a ∈ A3 sub-genérico con a(12) 6= a(13) = a(23). Salvo
isomor�smo ke, k(12) y L son los únicos A[a]-módulos simples.

Más aún, Me es la cubierta proyectiva, y la cápsula inyectiva, de ke; M(12)

es la cubierta proyectiva, y la cápsula inyectiva, de k(12);y M(13)(23) es la
cubierta proyectiva, y la cápsula inyectiva, de L.
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Prueba. La primera a�rmación sigue de la Proposición I.10 y de los Lemas
III.20, III.21 y III.22.

Entonces, un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos tiene a lo
sumo 6 elementos [23, (6.8)]. Dado que {δg : g ∈ S3} son idempotentes
ortogonales, también resultan ser primitivos. Por lo tanto, Me, M(12) y
M(13)(23) son las cubiertas proyectivas, y las cápsulas inyectivas, de ke, k(12)

y L, respectivamente por [23, (9.9)], ver página 13.

III.3 Tipo de representación de los levantamientos de
B(V3)#kS3.

En esta sección asumimos que n = 3. Queremos determinar los A[a]-módulos
que son extensiones de módulos simples. El siguiente lema nos reduce a
considerar sólo submódulos de los módulos de Verma de A[a]. Así, dividimos
nuevamente el trabajo en tres casos al igual que en la sección anterior y
hacemos uso de todos los lemas allí demostrados.

Lema III.24. Sea a ∈ A3 no nulo. Sea M una extensión de T por S, dos
A[a]-módulos simples. Entonces M ' S ⊕ T como A[a]-módulos, o bien M
es un submódulo indescomponible del módulo de Verma MS, siendo MS la
cápsula inyectiva de S.

Prueba. Empecemos notando que si existe un submódulo propio N de M
distinto a S, entonces M ' S ⊕ T como A[a]-módulos. En efecto, N ∩ S
debe ser 0 o S dado que S es simple. Sea π como en (III.61). Dado que T es
simple, π|N : N → T resulta un epimor�smo. Por lo tanto M ' S ⊕ T pues
dimN = dim(N ∩ S) + dimT .

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0 // S
ı //

� _

��

M
π //

f}}{
{

{
{

T // 0

MS

(III.61)

Entonces M ' S ⊕ T como A[a]-módulos o f es inyectiva. Si f es inyectiva
entonces M resulta ser indescomponible por los Lemas III.12 y III.15 en el
caso genérico, y por los Lemas III.20, III.21 y III.22 en el caso sub-genérico.

Recordar los módulos Wt(L,ke) y Wt(ke, L) en las De�niciones III.13 y
III.16. Los siguientes resultados siguen de los Lemas III.12, III.15, III.20,
III.21 y III.22 junto con el Lema III.24.
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Lema III.25. Sean a ∈ A3 genérico y M una extensión de T por S, dos
A[a]-módulos simples.

(a) Si S ' T entonces M ' S ⊕ S.

(b) Si S ' ke y T ' L entonces M 'Wt(L,ke) para algún t ∈ A3.

(c) Si S ' L y T ' ke entonces M 'Wt(ke, L) para algún t ∈ A3.

Lema III.26. Sean a ∈ A3 sub-genérico con a(12) 6= a(13) = a(23) y M una
extensión de T por S, dos A[a]-módulos simples.

(a) Si S ' T entonces M ' S ⊕ S.

(b) Si S ' ke y T ' k(12) entonces M ' A[a] ·m(13)(12)(23) ⊂Me.

(c) Si S ' k(12) y T ' ke entonces M ' A[a] ·m(13)(12)(23) ⊂M(12).

(d) Si S ' ke y T ' L entonces M ' A[a] ·m(23)(12) ⊂Me.

(e) Si S ' L y T ' ke entonces M ' A[a] ·m(12)(23) ⊂M(13)(23).

(f) Si S ' k(12) y T ' L entonces M ' A[a] ·mo ⊂M(12).

(g) Si S ' L y T ' k(12) entonces M ' A[a] ·mo ⊂M(13)(23).

Lema III.27. Sean kg y kh representaciones simples unidimensionales de
A[(0,0,0)] y M una extensión de kh por kg.

(a) Si sgn g = sgnh entonces M ' kg ⊕ kh.

(b) Si sgn g 6= sgnh y M 6' kg ⊕ kh entonces g = (st)h para un único
(st) ∈ O2

3 y M tiene una base {wg, wh} tal que 〈wg〉 ' kg como A[a]-
módulos, wh ∈M [h] y x(ij)wh = δ(ij),(st)wg.

Prueba. M = M [g] ⊕ M [h] como kS3-módulos y M [g] ' kg como A[a]-
módulos. Dado que x(ij) ·M [h] ⊂M [(ij)h] el lema queda demostrado

Como una consecuencia de los lemas antes probados, mostraremos que el
tipo de representación de A[a] no es �nito para todo a ∈ A3. Para esto
también necesitamos recordar algunos hechos bien conocidos.

Sean R un álgebra y {S1, ..., St} una lista completa de R-módulos simples no
isomorfos. El carcaj separador de R es construido como sigue. El conjunto de
vértices es {S1, ..., St, S

′
1, ..., S

′
t} y escribimos dim Ext1

R(Si, Sj) �echas desde
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Si a S′j , cf. [13, p. 350]. Denotemos con ΓR al grafo que subyace al carcaj
separador de R.

Una caracterización de las álgebras hereditarias de tipo de representación
�nito o manso es bien conocido, ver por ejemplo [25]. Como una conse-
cuencia se obtiene el siguente resultado bien conocido. Si R es de tipo de
representación �nito entonces lo siguiente es el Teorema D de [24] o el Teo-
rema X.2.6 de [13]. La prueba dada en [13] se adapta inmediatamente al
caso en que R es de tipo de representación tame.

Teorema III.28. Sea R un álgebra de dimensión �nita tal que el cuadrado
de su radical es cero. Entonces R es de tipo de representación �nito (resp.
tame) si y sólo si ΓR es unión disjunta de diagramas de Dynkin �nitos (resp.
a�nes).

Para usar el teorema anterior es útil saber que

Observación III.29. Si r es el radical de R entonces el carcaj separador de R
es igual al carcaj separador R/r2, ver por ejemplo [34, Lemma 4.5].

Combinando el Corolario VI.1.5 y la Proposición VI.1.6 de [13] obtenemos
que

Proposición III.30. Sean R un álgebra de artin, χ un cardinal in�nito y
asumir que existen χ módulos indescomponibles no isomorfos del mismo
largo. Entonces el tipo de representación de R no es �nito.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado antes anunciado.

Proposición III.31. A[(0,0,0)] es de tipo de representación salvaje. Si a ∈ A3

es no nulo, entonces el tipo de representación de A[a] no es �nito.

Prueba. Si a ∈ A3 es genérico, podemos aplicar la Proposición III.30 por
Lema III.14 y Lema III.17. Entonces el tipo de representación de A[a] no es
�nito.

Sea a ∈ A3 sub-genérico ó a = (0, ..., 0). Entonces dim Ext1
A[a]

(T, S) = 0 si

S ' T por Lemas III.26 y III.27, y dim Ext1
A[a]

(T, S) = 1 en caso contrario.
En efecto, supongamos que a(12) 6= a(13) = a(23), S ' ke y T ' L. Por Lema
III.21 y Teorema III.23, L admite una resolución proyectiva de la forma

... −→ P 2 −→Me ⊕M(12)
F−→M(13)(23) −→ L −→ 0,

donde F es de�nido por F|Me
(m1) = v y F|M(12)

(m1) = w; aquí v y w

satisfacen M(13)(23)[e] = 〈v,m(12)(23)〉, M(13)(23)[(12)] = 〈w,mo〉. Entonces

0 −→ HomA[a]
(M(13)(23), ke)

∂0−→ HomA[a]
(Me ⊕M(12), ke)

∂1−→ ...



III.4. Estructura de los levantamientos de B(V3)#kS3 59

y Ext1
A[a]

(L,ke) = ker ∂1/ Im ∂0. Dado que Mh es generado por m1 ∈
Mh[h] para todo h ∈ S3, HomA[a]

(M(13)(23),ke) = 0 y dim HomA[a]
(Me ⊕

M(12), ke) = 1. Por Lema III.26, sabemos que existe una extensión no trivial
de L por ke y por lo tanto dim Ext1

A[a]
(L,ke) = 1 por ser no nula. Para otros

S y T , y para a = (0, 0, 0), la prueba es similar.

Entonces el carcaj separador de A[a] es

ke

��

// k′(12) L

��

oo

L′ k(12)oo // k′e en el caso sub-genércio

y para a = (0, ..., 0) es

ke

�� ##HH
HH

HH
HH

HH

{{vvv
vv

vv
vv

v
k(12)

�� %%JJJJJJJJJ

{{vvvvvvvvvv

k′(12) k′(13) k′(23) k′e k′(13)(23) k′(23)(13)

k(13)(23)

OO ;;vvvvvvvvv

55kkkkkkkkkkkkkkkkkk
k(23)(13)

OOccHHHHHHHHH

iiSSSSSSSSSSSSSSSSSS
k(13)

OO ;;vvvvvvvvv

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj k(23).

OOeeJJJJJJJJJ

jjTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

Por lo tanto la proposición sigue del Teorema III.28 y Observación III.29.

Observación III.32. Si a ∈ A3 es genérico no es difícil probar que el carcaj
separador de A[a] es

ke //// L′ L //// k′e.

III.4 Estructura de los levantamientos de B(V3)#kS3.

Para terminar el capítulo daremos algunas propiedades internas de las álge-
bras A[a] asumiendo que n = 3. Sean

χ =
∑
g∈S3

sgn(g)δg, y =
∑

(ij)∈O3
2

x(ij).

Es fácil ver que χ es un elemento de tipo grupo y que y ∈ P1,χ(A[a]).

Proposición III.33. Sea a ∈ A3. Entonces

(a) G(A[a]) = {1, χ}.
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(b) P1,χ(A[a]) = 〈1− χ, y〉.

(c) k〈χ, y〉 es isomorfa al álgebra de Hopf de Sweedler, recordar (I.12).

(d) Las subálgebras de Hopf de A[a] son kS3, k〈χ〉 y k〈χ, y〉.

(e) S2(a) = χaχ−1 para todo a ∈ A[a].

(f) El espacio de integrales a izquierda es 〈mtopδe〉; A[a] es unimodular.

(g) (A[a])
∗ es unimodular.

(h) A[a] no es un álgebra de Hopf cuasi-triangular.

Prueba. Dado que G(A[a]) ⊂ (A[a])0 = kS3 , (a) es inmediato.

(b) Dado que V3 = M((12), sgn) ∈ kS3
kS3YD, P1,χ(A[a])/〈1 − χ〉 es isomorfo

a la componente isotípica de tipo χ del cómodulo V3. Supongamos que
z =

∑
(ij)∈O3

2
λ(ij)x(ij) ∈ (V3)χ entonces

δ(z) =
∑

h∈G,(ij)∈O3
2

sgn(h)λ(ij)δh ⊗ xh−1(ij)h = χ⊗ z.

Evaluando con g ⊗ id para cualquer g ∈ S3, vemos que λ(ij) = λ(12) para
todo (ij) ∈ On2 . Entonces z = λ(12)y.

La prueba de (c) es ahora evidente.

(d) Sea A una subálgebra de Hopf de A[a]. Entonces A0 = A∩ (A[a])0 ⊆ kS3

por [47, Lemma 5.2.12]. Luego, A0 es k〈χ〉 ó kS3 . Si A0 = k〈χ〉, entonces A
es punteada sobre el grupo cíclico Z/2. Por lo tanto A es k〈χ〉 ó k〈χ, y〉 por
(b) y [53] ó [20]. Si A0 = kS3 entonces A es semisimple o igual a A[a] por
Teorema III.1

Para probar (e) notar que χx(ij)χ
−1 = −x(ij).

(f) sigue de la Subsecciónes III.2.1 y III.2.2. En efecto, sea Λ 6= 0 una
integral a izquierda de A[a]. Por Lema III.10, el elemento de tipo grupo
distinguido de (A[a])

∗ es ζh para algún h ∈ Sa3 . Luego, Λδh = ζh(δh)Λ = Λ.
Consideremos A[a] como un kS3-módulo vía la acción adjunta a izquierda
ad`. Sean Λg ∈ (A[a])[g] tales que Λ =

∑
g∈S3

Λg. Entonces Λ = δeΛ =∑
s,t∈S3

ad δs(Λt)δs−1δh = Λh−1δh. Dado que Mh ' A[a]δh podemos usar los
lemas de las Subsecciones III.2.1 y III.2.2 para calcular Λ.

Así, si a es genérico entonces h = e por Teorema III.18. Dado que x(ij)Λ = 0
para todo (ij) ∈ S3, Λ = mtopδe por Lema III.12. Si a is sub-genérico
asumamos que a(12) 6= a(13) = a(23). Entonces Λ = Λeδe ó Λ(12)δ(12) por
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Teorema III.23. Dado que x(ij)Λ = 0 para todo (ij) ∈ S3, Λ = mtopδe por
los Lemas III.20 y III.22.

(g) Por (e), S4 = id. La fórmula de Radford para la antípoda y (f), fuerzan
a que el elemento de tipo grupo distinguido de A[a] sea central y por lo tanto
trivial. Entonces (A[a])

∗ es unimodular.

(h) Si existe R ∈ A[a] ⊗ A[a] tal que (A[a], R) es un álgebra de Hopf cuasi-
triangular entonces (A[a], R) tiene una única subálgebra de Hopf cuasi-trian-
gular minimal (AR, R) por [56]. Probaremos que una tal subálgebra no existe
usando (d) y por lo tanto A[a] no es cuasi-triangular.

Por [56, Prop. 2, Thm. 1] sabemos que existen subálgebras de Hopf H y
B de A[a] tales que AR = HB y H∗ cop ' B como álgebras de Hopf. Por
empezar, AR 6= A[a]. En efecto, el corradical de (A[a])

∗ es isomorfo a

• k6 si a = (0, 0, 0).

• k⊕M∗(5, k) si a es genérico por Teorema III.18.

• k2 ⊕M∗(4,k) if a es sub-genérico por Teorema III.23.

Dado que (A[a])0 ' kS3 , A[a] no puede ser isomorfa a (A[a])
∗ cop para ningún

a ∈ A3.

Por otro lado, claramente AR no puede ser kS3 . Dado que A[a] no es cocon-
mutativa, R no puede ser 1⊗1. Las estructuras cuasi-triangulares sobre k〈χ〉
y k〈χ, y〉 son bien conocidas, ver por ejemplo [56]. Por (d) resta descartar el
caso AR ⊆ k〈χ, y〉 con R = R0 +Rα donde

R0 =
1

2
(1⊗ 1 + 1⊗ χ+ χ⊗ 1− χ⊗ χ) y

Rα =
α

2
(y ⊗ y + y ⊗ χy + χy ⊗ χy − χy ⊗ y)

para algún α ∈ k. Dado que ∆(δg)
copR = R∆(δg) para todo g ∈ S3, se sigue

que

∆(δg)
copR0 = R0∆(δg) = ∆(δg)R0 en kS3 ;

pero esto no es posible porque R2
0 = 1⊗ 1 y kS3 no es coconmutativa.
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CAPÍTULO IV

ÁLGEBRAS DE HOPF DE DIMENSIÓN

16

En este capítulo terminamos la clasi�cación de las álgebras de Hopf de dimen-
sión 16 iniciada por [38] en el caso semisimple, por [21] en el caso punteado y
por [22] cuando el corradical es una subálgebra de Hopf pero no es contem-
plada en los casos anteriores. Probaremos que las álgebras de Hopf, y sus
duales, listadas en estos trabajos son todas las de dimensión 16 que existen.

Teorema IV.1 (Teorema de Clasi�cación en dimensión 16). Si H es un álgebra
de Hopf de dimensión 16 entonces H es isomorfa a una y sólo un álgebra de
Hopf que aparece en una de las siguientes listas.

1. Las álgebras de grupo de grupos de orden 16 y sus duales.

2. Las álgebras de Hopf semisimples listadas en [38, Thm. 1.2].

3. Las álgebras de Hopf punteadas listadas en [21, Sec. 2.5].

4. Las dos álgebras de Hopf 1 no semisimples, no punteadas cuyo corra-
dical es una subálgebra de Hopf listadas en [22, Thm. 5.1].

5. Los duales de las álgebras de Hopf punteadas listadas en [14, Sec. 4.2,
Table 2].

Prueba. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión 16. Si H es semisimple
entonces H es isomorfa a un álgebra de grupo o al dual de un álgebra de
grupo o a una de las álgebras de Hopf listadas en [38, Thm. 1.2]. Si H es
no semisimple y punteada entonces H es isomorfa a una de las álgebras de
Hopf dadas en [21, Section 2.5]. Si H es no semisimple y su corradical es
una subálgebra de Hopf, la cual no es un álgebra de grupo, entonces H es
isomorfa a una de las dos álgebras de Hopf dadas por [22, Thm. 5.1]. Si el
corradical de H no es una subálgebra de Hopf entonces H∗ es punteada por
Teorema IV.3.

1Estas álgebras son isomorfas a sus propios duales.
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El corradical de las álgebras clasi�cadas en los trabajos antes citados for-
man una subálgebra de Hopf. Cuando un álgebra de Hopf de dimensión 16
no satisface esta propiedad veremos que su corradical puede tener una de
seis posibles formas diferentes, donde la �forma� es descrita de acuerdo a la
siguiente de�nición.

De�nición IV.2. Un álgebra de Hopf H es de tipo (n1, n2, . . . , nt) si su cor-
radical es isomorfo a kn1 ⊕M∗(2, k)n2 ⊕ · · · ⊕M∗(t,k)nt .

El principal ingrediente para demostrar la exahustividad del Teorema de
Clasi�cación en dimensión 16 es el siguiente teorema. La prueba es hecha
caso por caso de acuerdo al tipo del álgebra de Hopf.

Teorema IV.3. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión 16. Si el corradical
de H no es una subálgebra de Hopf entonces H∗ es punteada.

Sea H como en el enunciado del Teorema IV.3. A continuación explicaremos
las líneas generales de la prueba de este teorema. El primer paso consiste en
describir la posible forma del corradical de H, esto lo hacemos en la Sección
IV.3. Resulta ser que H es de tipo (1, 2), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (4, 1) o (4, 2)
por Proposición IV.15.

En la Sección IV.4, una vez �jada la forma del corradical terminamos de
probar el Teorema IV.3: H no puede ser de tipo (1, 2) ni (4, 1) �por las
Proposiciones IV.20 y IV.21; y H∗ es punteada si H es de tipo (2, 1), (2, 2),
(2, 3) o (4, 2) � por las Proposiciones IV.25, IV.26 y IV.27. En estas proposi-
ciones nos valemos esencialmente de las subcoálgebras simples de H.

Más explícitamente, consideramos las subálgebras de Hopf generadas por
estas subcoálgebras y analizamos la acción de la antípoda y de los elementos
de tipo grupo de H sobre ellas. Lo cual nos permite usar los resultados de
la Sección IV.1 referido a álgebras de Hopf generadas por coálgebras simples
u obtenemos extensiones de álgebras de Hopf para las que existe una vasta
teoría que fue recordada en la Sección I.5. Por [54], las subálgebras de Hopf
de H son de dimensión 2, 4 ú 8. Las de dimensión 2 y 4 son bien conocidas,
son álgebras de grupo o álgebras de Sweedler � recordar la de�nición en
(I.12). Las de dimensión 8 serán recordadas en la Sección IV.2, éstas fueron
clasi�cadas por [58].

IV.1 Álgebras de Hopf generadas por coálgebras sim-
ples.

�tefan en [58] obtuvo algunos resultados aplicables a álgebras de Hopf ge-
neradas por coálgebras simples de dimensión 4 que le fueron útiles para la
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clasi�cación de álgebras de Hopf de dimensión ≤ 11. Natale en [48] dio una
importante consecuencia de uno de los resultados de �tefan y la utilizó para
clasi�car álgebras de Hopf de dimensión 12. Estos resultados se basan en
considerar el comportamiento del corradical de un álgebra de Hopf luego de
aplicarle un automor�smo de coálgebras. Este tipo de argumentos ha sido
utilizado en varios otras dimensiones [15, 17].

En esta sección presentamos más consecuencias de los resultados de [58, 48]
que nos servirán para la clasi�cación de álgebras de Hopf de dimensión 16
pero que se pueden emplear en otras dimensiones. Empezamos recordando
el siguiente teorema que nos sirve para probar los lemas posteriores.

Teorema IV.4. [58, Thm. 1.4. b)] Sea f un automor�smo de coálgebras de
C = M∗(2,k) de orden �nito n. Entonces existe una base de comatrices
{eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} de C y una raíz de la unidad ω tal que f(eij) = ωi−jeij
y ordω = n.

Lema IV.5. Sea π : H → K un mor�smo de álgebras de Hopf de dimensión
�nita tal que π(g) = 1 para algún g ∈ G(H), g 6= 1. Suponer que H = k〈1, C〉
con C una subcoálgebra simple de dimensión 4. Si una de las siguientes
condiciones vale:

• C es estable por Lg o Rg,

• C es estable por ad`(g) o adr(g) y g /∈ Z(H),

entonces π(H) ⊆ k[G(K)]. En particular, si π es un epimor�smo entonces
K es un álgebra de grupo.

Prueba. Supongamos que C es estable por Lg. En tal caso Lg|C 6= idC .
En efecto, si {eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} es una base de comatrices de C entonces
1 = e11S(e11) + e12S(e21). Si Lg|C = idC , multiplicando a ambos lados de la
igualdad obtenemos que g = 1 lo cual es una contradicción.

Dado que Lg|C es un automor�smo de coálgebras de C, por el Teorema
IV.4, existen ω ∈ k× con ord(ω) = ord(Lg|C) > 1 y una base de comatrices
{eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} de C tal que

Lg(eij) = geij = ωi−jeij .

Aplicando π en ambos lados de esta igualdad, obtenemos π(e12) = π(e21) =
0. Entonces π(e11), π(e22) ∈ G(K) y por lo tanto π(H) ⊆ k[G(K)].

La prueba con Rg, ad`(g) o adr(g) es similar. Notar que ad`(g)|C y adr(g)|C
no pueden ser idC puesto que g /∈ Z(H).
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Lema IV.6. Sea π : H → K un epimor�smo de álgebras de Hopf de di-
mensión �nita y asumir que K es no-semisimple. Suponer que H = k〈1, C〉
con C una subcoálgebra simple de dimensión 4 estable por S2

H . Entonces
ordS2

H = ordS2
K .

Prueba. Por IV.4, existen ω ∈ k con ord(ω) = ord(S2
H|C) y una base de

comatrices {eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} de C tal que

S2
H(eij) = ωi−jeij

Aplicando π en ambos lados de esta igualdad, obtenemos S2
K(π(eij)) =

ωi−jπ(eij). Entonces ω o ω−1 es un autovalor de S2
K . En efecto, π(e12) 6= 0

o π(e21) 6= 0 pues, si sucede lo contrario π(e11), π(e22) ∈ G(K) y K sería
semisimple, porque H es generada por C y 1 como álgebra. Entonces
ord(ω) = ord(S2

H|C) = ordS2
H divide a ordS2

K .

Finalmente (S2
K)ordS2

H = 1 dado que K∗ ↪→ H∗. Entonces ordS2
K divide a

ordS2
H y por lo tanto ordS2

K = ordS2
H

A continuación presentamos el resultado de Natale anunciado al principio
del capítulo, la de�nición de sucesión exacta central de Hopf es recordada en
De�nición I.13.

Proposición IV.7. [48, Prop. 1.3]. Sea H una álgebra Hopf no-semisimple
de dimensión �nita. Suponer que H es generada por una subcoálgebra simple
de dimensión 4 estable por la antípoda. Entonces H encaja en una sucesión

exacta central de álgebras de Hopf kG ı
↪→ H

π
� A, con G un grupo �nito y

A∗ un álgebra de Hopf punteada no-semisimple. �

Una consecuencia de esta proposición es

Teorema IV.8. Sea H un álgebra de Hopf no-semisimple tal que dimH es
impar o igual a paqb, con p, q números primos. Suponer que H es generada
por una subcoálgebra simple de dimensión 4 estable por la antípoda. Si

H0 = k[G(H)]⊕M∗(2, k) o G(H) ∩ Z(H) = 1

entonces H∗ es punteada.

Prueba. Por IV.7, H encaja en una sucesión exacta central kG
ı
↪→ H

π
� A,

con G un grupo �nito y A∗ un álgebra de Hopf punteada no-semisimple.

Notar que si G = 1 no hay nada que probar, pues en tal caso H = A.



IV.2. Álgebras de Hopf de dimensión 8 no semisimples 67

Supongamos que G 6= 1. Dado que |G| divide a dimH por [54], G es soluble
por el Teorema de Feit-Thompson en el caso dimH impar, y por el Teorema
de Burnside en el otro caso. Entonces kG tiene al menos un elemento de tipo
grupo no-trivial. Sea α ∈ G(kG) ⊆ G(H) no-trivial.

Si H0 = k[G(H)]⊕M∗(2, k) dado que Lα es un automor�smo de coálgebras
de H, Lα �ja aM∗(2,k). Como π(α) = 1, IV.5 implica que A es generada
por elementos de tipo grupo. En particular, A resulta ser semisimple lo cual
es una contradicción. Por lo tanto G = 1.

Si G(H) ∩ Z(H) = 1 entonces es inmediato que G = 1.

IV.2 Álgebras de Hopf de dimensión 8 no semisim-
ples.

A continuación damos la lista de las álgebras de Hopf punteadas de dimensión
8 [58]. Como álgebras, las presentamos con generadores y relaciones. La
comultiplicación es dada en termino de los generadores.

Sea i una raíz primitiva de la unidad de orden 4.

A2 := k〈g, x, y | g2 − 1 = x2 = y2 = gx+ xg = gy + yg = xy + yx = 0〉,
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x, ∆(y) = y ⊗ g + 1⊗ y.

A′4 := k〈g, x | g4 − 1 = x2 = gx+ xg = 0〉,
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x;

A′′4 := k〈g, x | g4 − 1 = x2 − g2 + 1 = gx+ xg = 0〉,
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x;

A′′′4,i := k〈g, x | g4 − 1 = x2 = gx− ixg = 0〉,
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g2 + 1⊗ x;

A2,2 := k〈g, h, x | g2 = h2 = 1, x2 = gx+ xg = hx+ xh = gh− hg = 0〉,
∆(g) = g ⊗ g, ∆(h) = h⊗ h, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x.

Observación IV.9. Como álgebras de Hopf: A2 ' (A2)∗, A′′′4,i ' A′′′4,−i '
(A′4)∗ y A2,2 ' (A2,2)∗ [58]. Además, examinando caso por caso todas estas
álgebras de Hopf tienen una subálgebra de Hopf isomorfa a T4(−1).

Por [58], A := (A′′4)∗ es la única álgebra de Hopf de dimensión 8 que no
es semisimple ni punteada; su corradical es A0 = k[C2] ⊕M∗(2, k) y A es
generada como álgebra porM∗(2,k). Luego calcularemos explícitamente la
multiplicación de los elementos de una base de comatrices deM∗(2, k). Para
esto, primero describimos las representaciones simples de A′′4.
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Sean g y x los generadores de A′′4.

Lema IV.10. Las representaciones simples de dimensión 1 de A′′4 son ε y

(IV.1) α : A′′4 7−→ k, α(g) 7→ −1, α(x) 7→ 0.

Salvo isomor�smos, la única representación simple de dimensión 2 de A′′4 es

(IV.2) ρ : A′′4 7−→M(2, k), ρ(g) 7→
(
i 0
0 −i

)
, ρ(x) 7→

(
0 2
−1 0

)
.

Prueba. Por simplicidad, si (V, %) es una representación simple de A′′4 es-
cribiremos a en vez de %(a) ∈ EndV .

Si dimV = 1, por las relaciones g4 = 1 y xg = −gx se sigue que g es una raíz
cuarta de 1 y x = 0. Luego g2 = 1 por la relación x2− g2 + 1 = 0. Entonces
g = 1 o g = −1. Estas opciones dan lugar a ε y α respectivamente.

Si dimV = 2, porque g4 = id, podemos elegir una base V que diagonalize a
g. Más aún los dos autovalores de g son distintos. En efecto, si fueran iguales
entonces x = 0 (porque xg = −gx) y tal representación no sería simple.

Sean ξ y η los autovalores de g, que son raices cuartas de 1. Entonces

(IV.3) xg =

(
ξx11 ηx12

ξx21 ηx22

)
=

(
−ξx11 −ξx12

−ηx21 −ηx22

)
= −gx,

por lo tanto x11 = x22 = 0. Más aún x12 6= 0 y x21 6= 0 porque la repre-
sentación es simple. Entonces η = −ξ. Luego

(IV.4) 0 =

(
x12x21 − ξ2 + 1 0

0 x12x21 − ξ2 + 1

)
.

por la relación 0 = x2 − g2 + id. Entonces ξ2 6= 1 dado que x12 6= 0 6= x21.
Por lo tanto ξ es una raíz primitiva de 1 de orden 4 y x12x21 = −2. Fijando
x12 = 2 y x21 = −1, obtenemos ρ.

Dado que (A′′4)∗0 = A0 = k[C2]⊕M∗(2,k), el lema queda demostrado.

Sea (k2, ρ) la representación de dimensión 2 dada por IV.10. Sean {Eij | 1 ≤
i, j ≤ 2} las funciones coordenadas deM(2, k). Entonces

EA := {eij := Eij ◦ ρ | 1 ≤ i, j ≤ 2}

es una base de comatrices de la subcoálgebra simple de dimensión 4 de A.
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Lema IV.11. Los elementos de EA satisfacen:

(IV.5) S(e11) = e22, S(e22) = e11, S(e12) = −ξe12, S(e21) = ξe21,

(IV.6) e2
11 = e2

22 = α, e2
12 = e2

21 = 0,

(IV.7) e11e22 = e22e11 = ε, e12e21 = e21e12 = 0,

(IV.8) e12e11 = ξe11e12, e21e11 = ξe11e21,

(IV.9) e12e22 = −ξe22e12, e21e22 = −ξe22e21.

En particular, obtenemos que:

(IV.10) ∆(e11e12) = e11e12 ⊗ ε+ α⊗ e11e12,

(IV.11) ∆(e11e21) = e11e21 ⊗ α+ ε⊗ e11e21,

es decir, e11e12 y e11e21 son casi-primitivos no-triviales de A.

Prueba. Dado que A = (A′′4)∗, la multiplicación de A es el producto de
convolución y la antípoda de A es S(a) = a ◦ S para todo a ∈ A con S la
antípoda de A′′4. Notar que {gnxm | 0 ≤ n ≤ 3, 0 ≤ m ≤ 1} es una base de
A′′4, S(g) = g−1 y S(x) = −xg−1 [58].

Por IV.10,

S(e11)(gn) = e11(S(gn)) = e11(g−n) = ξ−n = (−ξ)n = e22(gn) y

S(e11)(gnx) = e11(S(gnx)) = e11(−xg−n−1) = 0 = e22(gnx),

entonces S(e11) = e22. Similarmente, probamos que S(e22) = e11.

Claramente, S(e12)(gn) = S(e21)(gn) = 0 para todo n y por IV.10,

S(e12)(gnx) = e12(S(gnx)) = e12(−xg−n−1)

= −2(−ξ)−n−1 = −2ξξn = −ξe12(gnx).

Entonces S(e12) = −ξe12. Similarmente probamos que S(e21) = ξe21 y
(IV.5) queda demostrada.
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Dado que g es un elemento de tipo grupo e2
12(gn) = (e12(gn))2 = 0 y

e2
11(gn) = (e11(gn))2 = ξ2n = (−1)n = α(gn) para todo n.

Dado que x es un (1, g)-primitivo

e2
11(gnx) = e11(gnx)e11(gn+1) + e11(gn)e11(gnx) = 0 = α(gnx) y

e2
12(gnx) = e12(gnx)e12(gn+1) + e12(gn)e12(gnx) = 0 para todo n.

Por lo tanto e2
11 = α y e2

12 = 0. Similarmente probamos que e2
22 = α y

e2
21 = 0. Queda demostrado (IV.6).

Para demostrar (IV.7), primero probamos que e12e21 = 0 = e21e12 con cál-
culos similares a los anteriores. Luego usamos el axioma de la antípoda y
(IV.5) para probar que e11e22 = ε = e22e11.

(IV.9) sigue de (IV.5) y (IV.8). Entonces basta con probar (IV.8). Dado que
g ∈ G(A′′4), e11e12(gn) = e12e11(gn) = 0 y e11e21(gn) = e21e11(gn) = 0 para
todo n. Además

e11e12(gnx) = e11(gnx)e12(gn+1) + e11(gn)e12(gnx)

= e11(gn)e12(gnx) = ξnξn2 = (−1)n2;

e12e11(gnx) = e12(gnx)e11(gn+1) + e12(gn)e11(gnx)

= e12(gnx)e11(gn+1) = ξn2ξn+1 = (−1)n2ξ;

e11e21(gnx) = e11(gnx)e21(gn+1) + e11(gn)e21(gnx)

= e11(gn)e21(gnx) = −ξn(−ξ)n = −1;

e21e11(gnx) = e21(gnx)e11(gn+1) + e21(gn)e11(gnx)

= e21(gnx)e11(gn+1) = −(−ξ)nξn+1 = −ξ.

Entonces e12e11 = ξe11e12 y e21e11 = ξe11e21 como queríamos.

Usando (IV.6), (IV.7) y que ∆ es un mor�smo de álgebras, e11e12 y e11e21

resultan ser casi-primitivos. Además son no-triviales porque

(ε− α)(g) 6= 0 = e11e12(g) = e11e21(g).

Sea T la subálgebra de Hopf de A generada por α e y := e11e21; notar que
T ' T4(−1). Sea C2 = 〈c〉 el grupo cíclico de orden 2.



IV.3. La forma del corradical de un álgebra de Hopf de dimensión 16 71

Lema IV.12. (i) Si π : A → T4(−1) es un mor�smo de álgebras de Hopf
entonces π(A) ⊆ k[G(T4(−1))] y T ⊆ Acoπ.

(ii) Existe una sucesión exacta de álgebras de Hopf T
ı
↪→ A

ψ
� k[C2].

Prueba. (i) El único elemento de tipo grupo de orden 2 en A′′4 es central.
Entonces A′′4 no puede tener una subálgebra de Hopf isomorfa a T4(−1). Por
lo tanto π no puede ser un epimor�smo. Luego π(A) ⊆ k[G(T4(−1))].

Dado que k[G(T4(−1))] no tiene elementos nilpotentes, 0 = π(e12) = π(e21)
por (IV.6). Entonces π(e11), π(e22) ∈ G(T4(−1)) y por (IV.6), π(α) = 1.
Luego T ⊆ Acoπ.

(ii) Sea ψ : A → k[C2] el epimor�smo de álgebras de Hopf inducido por la
inclusión central k[g2] ↪→ A′′4. Luego (ii) sigue por lo anterior y I.14.

IV.3 La forma del corradical de un álgebra de Hopf
de dimensión 16.

La forma del corradical será descrita por la siguiente de�nición.

Observación IV.13. Si H es un álgebra de Hopf punteada y dimH = 16
entonces H∗ es punteada o de tipo (2, 1), (2, 2), (2, 3) o (4, 2) por [14, Section
4.2].

Observación IV.14. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple, no punteada
y dimH = 16. Si el corradical de H es una subálgebra de Hopf entonces
H∗ ' H y es de tipo (4, 1) por [22, Thm. 5.1].

Proposición IV.15. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión 16 tal que su
corradical no es una subálgebra de Hopf. Entonces H es de tipo: (1, 2), (2, 1),
(2, 2), (2, 3), (4, 1) o (4, 2).

Prueba. Por [54], |G(H)| divide a 16. Si G(H) = 1, entonces H debe ser de
tipo (1, 2) por [15, Prop. 7.1].

Supongamos que H es de tipo (|G(H)|, n2, n3) con |G(H)| > 1. Por [6,
Lemma 2.1], |G(H)| divide a dimH0 = |G(H)| + 4 · n2 + 9 · n3. Entonces
n3 = 0. Si |G(H)| = 2 entonces n2 ∈ {1, 2, 3}. Si |G(H)| = 4 entonces
n2 ∈ {1, 2}.

Luego daremos algunas propiedades de las álgebras de Hopf de dimensión 16
tales que su corradical no sea una subálgebra de Hopf. Antes recordemos un
resultado de Beattie y D sc lescu.
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Proposición IV.16. [15, Cor. 4.3]. Sea H un álgebra de Hopf no cosemi-
simple de dimensión �nita y H0 ' k[G(H)] ⊕M∗(n1, k) ⊕ · · · ⊕M∗(nt,k)
con 2 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nt. Si H no tiene casi-primitivos no triviales entonces

dimH > (1 + 2n1)|G(H)|+
t∑
i=1

n2
i . �

Lema IV.17. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión 16.

(i) Si H es de tipo (4, 1) o (4, 2) entonces H tiene una subálgebra de Hopf
punteada K de dimensión 8 tal que G(H) = G(K).

(ii) Si H es de tipo (2, 2) o (2, 3) entonces H tiene una subálgebra de Hopf
isomorfa a T4(−1).

(iii) Si H es de tipo (2, 1) y H∗ es no punteada entonces H tiene una subálge-
bra de Hopf isomorfa a A. En particular, esta contiene una subálgebra
de Hopf isomorfa a T4(−1).

(iv) Si H es de tipo (2, 2) o (2, 3) entonces G(H) ∩ Z(H) = 1. Si H es de
tipo (2, 1) y H∗ es no punteada entonces G(H) ∩ Z(H) = 1. Si H es
de tipo (4, 1) o (4, 2) entonces |G(H) ∩ Z(H)| ≤ 2.

Prueba. Si H es de tipo (2, 2), (2, 3), (4, 1) o (4, 2) entonces H tiene un casi-
primitivo no trivial. Pues de no ser así, podemos aplicar IV.16 y obtener
una contradicción. Sea K la subálgebra de Hopf de H generada por G(H)
y P(H). Por [47, Lemma 5.5.1], K es punteada y dimK > |G(H)|.

(i) Si |G(H)| = 4 entonces dimK = 8 por [54].

(ii) Si |G(H)| = 2 entonces K es isomorfa a T4(−1) o A2 por [54] y [58], cf.
Sección IV.2. Notar que A2 tiene una subálgebra de Hopf isomorfa a T4(−1)
por Observación IV.9.

Sea H como en (iii) y sea C la única subcoálgebra simple de H de dimensión
4. Entonces la subálgebra de Hopf K generada por C es isomorfa a A. En
efecto, dimK = 8 ó 16 por [54]. Si K = H entonces H∗ es punteada por
IV.8, lo cual contradice la hipótesis en (iii). Entonces dimK = 8 y K ' A
por [58].

Finalmente probaremos (iv). Si H es de tipo (2, 2), (2, 3) ó (2, 1) con H∗ no
punteada entonces Z(H) ∩G(H) = Z(H) ∩G(T4(−1)) = 1 por (ii) y (iii).
Si H es de tipo (4, 1) o (4, 2) entonces (iv) sigue de (i), cf. Sección IV.2.
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IV.4 Exahustividad del teorema de clasi�cación.

En las siguientes subsecciones demostraremos las proposiciones citadas en la
prueba anterior.

Notación IV.18. De ahora en adelante, H denotará un álgebra de Hopf de
dimensión 16 tal que su corradical no es una subálgebra de Hopf.

Notar que por IV.14, si H∗ no es punteada entonces el corradical de H∗ no
es una subálgebra de Hopf.

IV.4.1 H de tipo (1, 2).

Observación IV.19. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión �nita generada
por dos subcoálgebras simples C y D tal que S(C) = D. Entonces C y 1
generan H como un álgebra.

En efecto, la subálgebra A de H generada por C y 1 es una sub-biálgebra.
Entonces A es una subálgebra de Hopf porque dimH < ∞. Por lo tanto
D = S(C) ⊆ A.

Proposición IV.20. H no puede ser de tipo (1,2).

Prueba. Supongamos que H es de tipo (1, 2). Entonces H∗ no es cosemisim-
ple ni semisimple por [40]. Más aún, H∗ no es punteada por IV.13 ni su
corradical es una subálgebra de Hopf por IV.14. Entonces podemos por
aplicar IV.15 a H∗.

Sean C y D las subcoálgebras simples de dimensión 4 de H. Entonces S
permuta C con D. Si no es así consideremos la subálgebra de Hopf K de H
generada por C con S(C) = C. Si dimK = 8, K debería ser isomorfa a A o
semisimple por la clasi�cación de las álgebras de Hopf de dimensión 8 pero
en ambos casos 1 6= G(K) ⊆ G(H) = 1. Si K = H, H∗ debería ser punteada
por IV.8, una contradicción con el primer párrafo. Dado que S(C) = D, H
es generada por C y D como álgebra por [54]. Más aún, H = k〈C, 1〉 por
IV.19.

A�rmamos que S4 = id. En efecto, si G(H∗) = 1 es cierto por la fórmula de
Radford para S4. Si G(H∗) 6= 1 por IV.17, H∗ tiene una subálgebra de Hopf
K no cosemisimple con S4

K = idK . Considerando el epimor�smo de álgebras
de Hopf π : H → K∗ inducido por la inclusión K ↪→ H∗, nuestra a�rmación
sigue de IV.6.
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Ahora bien, si H es de tipo (1, 2) con S4 = id, [15, Prop. 5.3] a�rma que
H tiene una subcoálgebra simple de dimensión 4 estable por S. Lo cual ya
vimos que no podía suceder.

En resumen, si H es de tipo (1, 2), S no puede �jar ni intercambiar las dos
subcoálgebras simples que tiene. Por lo tanto una tal H no puede existir.

IV.4.2 H de tipo (4, 1).

Proposición IV.21. H no puede ser de tipo (4,1).

Prueba. Sea K la subálgebra de Hopf de H generada por C, la subcoálgebra
simple de H de dimensión 4. Notar que dimK 6= 16 pues en caso con-
trario H∗ sería punteada por IV.8, y esto no puede ser por IV.13. Entonces
dimK = 8. Claramente K no es punteada. Tampoco es cosemisimple pues
por la dimensión debería ser el corradical de H pero estamos asumiendo que
el corradical de H no es una subálgebra de Hopf. Por lo tanto K ' A.

Como G(A) = C2, existe g ∈ G(H)−G(K). Por ser única, C es estable por
los automor�smos de coálgebras Lg y S. Sea {eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} una base de
comatrices de C. Dado que ε(e11) = 1, tenemos que

g = gε(e11) = (ge11)S(e11) + (ge12)S(e21) ∈ K

lo cual es una contradicción. Entonces no H no puede ser de tipo (4, 1).

La proposición anterior nos permite enunciar un criterio que nos ayudara a
saber cuando H∗ es punteada. El argumento clave para la siguiente prueba
esta en [31, Thm. 2.1]. Sea g el generador del grupo cíclico C2 de orden 2.

Lema IV.22. Suponer que H encaja en una sucesión exacta de álgebras de

Hopf K
ı
↪→ H

π
� k[C2] con K∗ punteada. Entonces H∗ es punteada.

Prueba. Por la Sección I.5, H es isomorfa como álgebra a un producto
cruzado K#⇀,σk[C2]. La acción débil l(g) : K 7→ K, a 7→ (g ⇀ a) es
un isomor�smo de álgebras. En particular RadK es estable por l(g) y por
lo tanto RadK#⇀,σk[C2] es un ideal nilpotente C2-graduado. Esto im-
plica que RadK#⇀,σk[C2] ⊆ RadH. Entonces H/(RadK#⇀,σk[C2]) '
(K/RadK)#⇀,σk[C2] es un álgebra semisimple por [47, Thm. 7.4.2]. Luego
RadH ⊆ RadK#⇀,σk[C2], y entonces H/RadH ' (K/RadK)#⇀,σk[C2].

Terminaremos la prueba examinando la dimensión de (H∗)0. Dado queK∗ es
punteada, dim(K∗)0 = dim(K/RadK) = 2, 4 ó 8 y por lo tanto dim(H∗)0 =
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dim(H/RadH) = 4, 8 ó 16. Si dim(H∗)0 = 4, H∗ claramente es punteada.
Si dim(H∗)0 = 8, H∗ es punteada por IV.15, IV.14 y IV.21. Dado que H no
es semisimple, dim(H∗)0 6= 16.

IV.4.3 H de tipo (4, 2).

Durante esta subsección C y D serán dos subcoálgebras simples de H de
dimensión 4. A través de varios lemas probaremos que si H es de tipo (4, 2)
entonces H∗ es punteada. Primero calculemos el orden de S. Notar que S2

�ja a C y D.

Lema IV.23. Si H es de tipo (4, 2) entonces

ordS2
|C = ordS2

|D = 2 y ordS = 4.

Prueba. Sea K la subálgebra de Hopf punteada de H de dimensión 8 dada
por IV.17. (i). Entonces H = K⊕C⊕D es una suma directa de subespacios
vectoriales estables por S2. Dado que H y K no son semisimples, Tr(S2) =
Tr(S2

|K) = 0. Más aún, Tr(S2
|M∗(2,k)) ≥ 0 por [40, Lemma 3.2]. Por lo tanto

Tr(S2
|D) = Tr(S2

|C) = 0.

Sea {eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} una base de comatrices de C tal que S2(eij) = ωi−jeij
con ω ∈ k y ordω = ordS2

|C = n, cf. IV.4. Entonces

0 = Tr(S2
|C) = 2 + ω + ω−1

[multiplicando por ω] 0 = 1 + 2ω + ω2 = (1 + ω)2

Entonces ω = −1 y por lo tanto ordS2
|C = 2. Lo mismo vale para D en lugar

de C.

Finalmente, ordS = 4 dado que por [58], ordS|K = 4.

Lema IV.24. Sea H de tipo (4, 2). Suponer que existe 1 6= g ∈ G(H)∩Z(H)
y que H es generada por C y 1 como álgebra. Entonces H∗ es punteada.

Prueba. Por IV.17 (iv), el orden de g es 2. Entonces tenemos una sucesión

exacta de álgebras de Hopf k[C2]
ı
↪→ H

π
� K con K = H/k[C2]+H. Dado

que H no es semisimple, K tampoco lo es por [47, Thm. 7.4.2]. Si K
es punteada, entonces H∗ también lo es por IV.22. Si K no es punteada
entonces K ' A por la clasi�cación de [58], ver Subsección IV.2.

Supongamos que G(H) = 〈c〉 es un grupo cíclico de orden 4. Entonces
Lg = Lc2 = L2

c debe �jar a C y π(g) = 1 porque G(A) ∩ Z(A) = 1. Por
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IV.5, obtenemos una contradicción. Por lo tanto G(H) ' C2×C2. Entonces
H tiene una subálgebra de Hopf isomorfa a A2,2 por IV.17 (i) y [58].

Dado que A2,2 y A no son isomorfas, se sigue que π(A2,2) ⊆ T4(−1) ⊆ A.

Sea T4(−1)
ı
↪→ A

ψ
� k[C2] la sucesión exacta da en IV.12. Entonces ψ ◦ π :

H → k[C2] es un epimor�smo de álgebras de Hopf y A2,2 ⊆ Hco(ψ◦π).

Entonces A2,2
ı
↪→ H

ψ◦π
� k[C2] es una sucesión exacta de álgebras de Hopf

por I.14. Dado que A2,2 ' (A2,2)∗, el lema sigue de IV.22.

Proposición IV.25. Si H es de tipo (4, 2) entonces H∗ es punteada.

Prueba. Dividiremos la demostración en dos casos, de acuerdo a la acción
de S sobre {C,D}.

Caso 1: C y D son estable por S.

Sea K la subálgebra de Hopf de H generada por C. Primero, supongamos
que dimK = 8. Por IV.23 y [40], K no es semisimple y entonces K ' A.
Sea g ∈ G(H)−G(K). A�rmamos que K es una subálgebra de Hopf normal
y entonces H∗ es punteada por IV.22. En efecto, Lg no puede �jar a C pues
si no obtenemos una contradicción como en la prueba de IV.21. Entonces
Lg(C) = D y Lg(D) = C. Aplicando S a la segunda igualdad resulta que
Rg−1(D) = C. Entonces C y por lo tanto K son estables por ad`(g). Dado
que ord g < ∞, K también es estable por adr(g). Por [54], H es generada
como álgebra por K y g entonces K es normal como queríamos.

Ahora supongamos que K = H. Por IV.7, tenemos una sucesión exacta de

álgebras de Hopf de la forma kG ı
↪→ H

π
� A con G un grupo �nito y A∗

punteada pero no semisimple, entonces |G| 6= 8, 16. Más aún, |G| 6= 4 por
IV.17 (iv) y [58]. Si |G| = 2, entonces H∗ es punteada por IV.24. If |G| = 1,
H∗ es punteada porque H = A.

Caso 2: C y D son permutadas por S.

Notar que C y D generan H como álgebra por [54]. Entonces C y 1 también
lo hacen por IV.19.

Supongamos que H∗ no es punteada. Entonces, por IV.17, existe un epi-
mor�smo de álgebras de Hopf π : H � B donde podemos asumir que B es
isomorfa a T4(−1), A o A′′′4,i. En efecto, H∗ no puede ser de tipo (4, 1) por
IV.21. Si H∗ es de tipo (4, 2) entonces contiene una subálgebra de Hopf L
punteada de dimensión 8 isomorfa a A′4 = (A′′′4,i)∗ o A′′4 = A∗, o L contiene
una subálgebra de Hopf isomorfa a T4(−1), recordar IV.9. Finalmente, si
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H∗ es de tipo (2, n) entonces contiene una subálgebra de Hopf isomorfa a
T4(−1) por IV.17.

Primero asumamos que G(H) es cíclico generado por g; luego Lg2(C) = C.
Si ord(π(g)) ≤ 2 entonces π(g2) = 1 y por IV.5, π(H) ⊆ k[G(B)]; lo cual
es imposible porque π es un epimor�smo y B no es semisimple. Entonces
ord(π(g)) = 4. Dado que |G(T4(−1))| = |G(A)| = 2, B ' A′′′4,i y π(g)
genera a G(B). Ahora procedemos como en la prueba de [48, Lemma 2.7].
Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de B:

B+ := {b ∈ B | S2(b) = b} and B− := {b ∈ B | S2(b) = −b}.

Por la de�nición de A′′′4,i (ver Subsección IV.2), B+ = k[G(B)].

Sea {eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} la base de comatrices de C tal que S2(eij) =
(−1)i−jeij dada por IV.4. Entonces π(e11), π(e22) ∈ B+ = k[G(B)] y

∆(π(e11)) = π(e11)⊗ π(e11) + π(e12)⊗ π(e21) ∈ B+ ⊗B+.

Dado que π(e11)⊗ π(e11) ∈ B+ ⊗B+ entonces π(e12)⊗ π(e21) ∈ B+ ⊗B+.
Pero π(e12), π(e21) ∈ B−, por lo tanto π(e12) = 0 o π(e21) = 0 y entonces
π(e11), π(e22) ∈ G(B). Podemos asumir que π(e21) = 0. Sea n ∈ N tal que
π(gne11) = 1. Por las siguientes igualdades

∆(gne11) = gne11 ⊗ gne11 + gne12 ⊗ gne21,

∆(gne21) = gne21 ⊗ gne11 + gne22 ⊗ gne21,

vemos que 1, gne11, g
ne21 ∈ Hcoπ y entonces 3 ≤ dimHcoπ = 2 lo cual es

imposible (la igualdad anterior es por [57, Thm. 2.4]). LuegoH∗ es punteada
si G(H) ' C4.

Ahora asumamos que G(H) ' C2 × C2. Dado que G(B) es cíclico, existe
1 6= g ∈ G(H) tal que π(g) = 1. Por la siguiente deducción vemos que
ad`(g)(C) = C. Tenemos dos situaciones posibles:

(IV.12) Lg(C) = C ⇔ Lg(D) = D [y aplicando S]⇔ Rg(C) = C o

(IV.13) Lg(C) = D [y aplicando S]⇔ Rg(D) = C.

En cualquier caso obtenemos que ad`(g)(C) = C. Luego, si g ∈ Z(H)
entonces H∗ es punteada por IV.24. Si g /∈ Z(H) entonces H∗ es punteada
por IV.5. En ambos casos llegamos a una contradicción por supponer que
H∗ is punteada.
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IV.4.4 H de tipo (2, n).

En esta última subsección probaremos que si H es de tipo (2, 1), (2, 2) o
(2, 3) entonces H∗ es punteada.

Proposición IV.26. (i) Si H es de tipo (2, 2) y tiene una subcoálgebra simple
C de dimensión 4 estable por la antípoda entonces H∗ es punteada.

(ii) Si H es de tipo (2, 1) o (2, 3) entonces H∗ es punteada.

Prueba. SiH es de tipo (2, 1) o (2, 3), entonces tiene una subcoálgebra simple
de dimensión 4 estable por la antípoda. Esto es claro si H es de tipo (2, 1).
En el otro caso la a�rmación sigue del hecho que ordS es una potencia
de 2 por la fórmula de Radford para la antípoda. Denotemos con C a tal
subcoálgebra.

A continucación probaremos (i) y (ii) simultaneamente. Sea K la subál-
gebra de Hopf generada por C. Por [54], K = H o K ' A dado que K
no es punteada por construcción ni tampoco semisimple porque |G(K)| ≤
|G(H)| = 2.

Si K = H entonces H∗ es punteada por IV.8 y el lema queda demostrado.

Si K ' A asumamos que H∗ no es punteada. Dado que el corradical no es
una subálgebra de Hopf, H∗ debe ser de tipo (2, n) por IV.15, IV.20, IV.21
y IV.25. Entonces existe π : H → T4(−1), un epimor�smo de álgebras de
Hopf por IV.17. Consideremos la restricción de π a K ' A. Por IV.12 (i),
Kcoπ contiene una copia de T4(−1). Por I.14, Hcoπ ' T4(−1) y entonces H

encaja en una sucesión exacta de álgebras de Hopf: T4(−1)
ı
↪→ H

π
� T4(−1).

Pero de ser así H debería ser punteada por I.19. Por lo tanto H∗ debe ser
punteada como queríamos.

Proposición IV.27. Si H es de tipo (2, 2) entonces H∗ es punteada.

Prueba. Supongamos que H∗ no es punteada. Entonces H∗ también es de
tipo (2, 2) por IV.15, IV.20, IV.21, IV.25 y IV.26.

Sean C y D las dos subcoálgebras simples de H de dimensión 4. Por IV.26
(ii), S permuta ambas subcoálgebras y por [54], H es generada como álgebra
por ellas; en particular H también es generada por C y 1 por IV.19.

Dividiremos la prueba en varias a�rmaciones.

A�rmación 1. (i) Existe π : H � T4(−1) epimor�smo de álgebras de Hopf.

(ii) Si 1 6= g ∈ G(H) entonces π(g) 6= 1.
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(iii) S2 = ad`(g).

De hecho, (i) sigue de IV.17 (ii) aplicado a H∗. Usando (IV.12) y (IV.13),
vemos que ad`(g) �ja a C y D. Por IV.17 (iv), g /∈ Z(H) y dado que π es
un epimor�smo podemos usar IV.5 para probar (ii).

Probemos (iii). Por IV.4 existe una base de comatrices {eij | 1 ≤ i, j ≤ 2}
de C y ω ∈ k tal que gS2(eij)g = ωi−jeij . Aplicando π obtenemos

ωπ(e21) = π(gS2(e21)g) = π(g)S2(π(e21))π(g) = π(e21).

La última igualdad es por (ii) y la de�nición de la antípoda en T4(−1). Lo
mismo es cierto para e12 en lugar de e21. Luego, si ω 6= 1 entonces π(e12) =
π(e21) = 0 y por lo tanto π(H) ⊆ k[G(T4(−1))]. Lo que contradice el hecho
de que π es un epimor�smo. Entonces ω = 1 y (iii) queda demostrado.

En lo que sigue E := {eij | 1 ≤ i, j ≤ 2} denotará una base de comatrices de
C tal que S2(eij) = geijg = (−1)i−jeij ,que existe por IV.4. Entonces, como
en la prueba de [48, Lemma 2.7], los elementos de E satisfacen
(IV.14)

π(e12) =0 6= π(e21) ∈P(T4(−1)) o π(e21) =0 6= π(e12) ∈P(T4(−1)).

y

(IV.15) π(e11) = π(g) y π(e22) = 1 o π(e11) = 1 y π(e22) = π(g).

La siguiente a�rmación es inspirada por la prueba de [15, Prop. 5.3].

A�rmación 2. Si fij := S(eji) con 1 ≤ i, j ≤ 2 entonces

(IV.16) e11f22 = f22e11 = e22f11 = f11e22 = g y

(IV.17) e12f21 = f21e12 = e21f12 = f12e21 = 0.

En efecto, como en [15, Prop. 5.3], de�nimos

E11 := e11f22, E12 := e12f21, E21 := e21f12 y E22 = e22f11

F11 := f11e22, F12 := f12e21, F21 := f21e12 y F22 = f22e11.

Notar que, como en [15, Prop. 5.3], la coálgebra E generada por {Eij : 1 ≤
i, j ≤ 2} es estable por S. Analogamente, lo mismo vale para la subcoálgebra
F generada por {Fij : 1 ≤ i, j ≤ 2}. Dado que S permuta a C y D, dimE y
dimF son menores que 4. Además, ni 1 ∈ E ni 1 ∈ F . Pues, si podiéramos
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escribir 1 =
∑

ij aijEij con aij ∈ k obtenemos una contradicción al aplicar
π:

1 = π(1) =
∑
ij

aijπ(Eij) = (a11 + a22)π(g),

donde la última igualdad es por (IV.15) y (IV.14). De manera similar vemos
que 1 /∈ F .

Dado que E y F son coálgebras de tipo matricial de dimensión 1, 2 ó 3
podemos usar la caracterización de estas coálgebras -cf. [15, Thm. 2.1]- para
terminar de probar la a�rmación; recordar que k es algebraicamente cerrado.
Entonces dimE 6= 3 6= dimF puesto que en tal caso E y F deberían tener
más de dos elementos de tipo grupo pero 1 /∈ E ∪F . La dimensión tampoco
puede ser 2 dado que E y F deberían tener un (g, g)-primitivo. Entonces
E = F = k · g y por lo tanto (IV.16) y (IV.17) valen como queríamos.

A�rmación 3. Existe una subálgebra de Hopf de H isomorfa a A2 (recordar
Subsección IV.2).

En efecto, sea x := f11e12. Notar que x = −f21e22 porque 0 = ε(e12) =
f11e12 + f21e22. Entonces

∆(x) = ∆(f11)∆(e12)

= f11e11 ⊗ f11e12 + f12e11 ⊗ f21e12 + f11e12 ⊗ f11e22 + f12e12 ⊗ f21e22

= f11e11 ⊗ x+ f12e12 ⊗ 0 + x⊗ g + f12e12 ⊗ (−x) [por (IV.17) y (IV.16)]

= (f11e11 − f12e12)⊗ x+ x⊗ g
= 1⊗ x+ x⊗ g [por 1 = ε(f11) = m(id⊗S)∆(f11)].

Más aún, x 6= 0 puesto que f11 es invertible por (IV.16) y e12 6= 0.

Sea ahora y := f22e21. Notar que y = −f12e11 porque 0 = ε(e21) = f12e11 +
f22e21. Entonces

∆(y) = ∆(f22)∆(e21)

= f21e21 ⊗ f12e11 + f22e21 ⊗ f22e11 + f21e22 ⊗ f12e21 + f22e22 ⊗ f22e21

= f21e21 ⊗ (−y) + y ⊗ g + f21e22 ⊗ 0 + f22e22 ⊗ y [por (IV.16) y (IV.17)]

= (f22e22 − f21e21)⊗ y + y ⊗ g
= 1⊗ y + y ⊗ g [por 1 = ε(f22) = m(id⊗S)∆(f22)].

Más aún, y 6= 0 puesto que f22 es invertible por (IV.16) y e21 6= 0.

Finalmente, si {1−g, x, y} son linealmente independientes la a�rmación vale.
En efecto, la subálgebra de Hopf generada por {g, x, y} debe ser de dimensión
8 [54], y por la Subsección IV.2 debe ser isomorfa a A2.
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Probemos que {1 − g, x, y} son linealmente independientes. Sean a, b, c ∈ k
tal que 0 = a(1− g) + bx+ cy. Aplicando π, obtenemos que −a(1− π(g)) =
bπ(x) + cπ(y). Por la A�rmación 1 (ii), π(g) 6= 1 y por (IV.14) y (IV.15),
π(x) = 0 o π(y) = 0. Entonces 0 6= 1 − π(g) ∈ k[G(T4(−1))] y π(x) o π(y)
es un casi-primitivo no trivial. Por lo tanto a = 0 y b = 0 o c = 0. Pero si
b 6= 0 o c 6= 0, x = 0 o y = 0; una contradicción. Luego a = b = c = 0 y
{1− g, x, y} son linealmente independientes como queríamos.

Ahora estamos en condiciones de terminar de probar nuestra proposición.
Dado que A2 ' (A2)∗, la A�rmación 3 aplicada a H∗ nos dice que existe
Π : H → A2 un epimor�smo de álgebras de Hopf. Denotemos con ΠE a la
subcoálgebra de A2 generada por {Π(eij) : 1 ≤ i, j ≤ 2}. A continuación
encontraremos una contradicción al tratar de calcular la dimensión de ΠE .
Dado que (A2)0 ' C2, dim ΠE < 4 y por ser Π un epimor�smo, dim ΠE 6= 0.
Luego aplicamos [15, Thm. 2.1] a ΠE : si dim ΠE ≤ 2 entonces ΠE = π(C) ⊆
G(A2) y por lo tanto π(H) ⊆ k[G(A2)]; una contradicción. Si dim ΠE = 3,
ΠE es un espacio vectorial con base dos elementos de tipo grupo y un casi-
prmitivo. Entonces ΠE = Π(C) esta contenida en una subálgebra de Hopf
de A2 isomorfa a T4(−1). Por lo tanto Π no puede ser epimor�smo; una
contradicción.

Resumiendo, H∗ no puede tener una subálgebra de Hopf isomorfa a A2

contradiciendo la A�rmación 3. Por lo tanto H∗ debe ser punteada.
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