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Resumen

Esta tesis es una contribucién a la resolucién del problema propuesto por L.
Kaplansky en 1975: clasificar las dlgebras de Hopf de dimension finita sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 [37]. Aqui obtenemos
la clasificacién de dos familias de 4lgebras de Hopf, a saber:

e Las algebras de Hopf cuyo corradical es el dlgebra de funciones del
grupo simétrico en tres letras.

e Las algebras de Hopf de dimension 16.

Tan importante como estos resultados concretos, son las técnicas generales
que desarrollamos para llegar a ellos. Pues, daremos resultados que pueden
ser aplicados a la hora de clasificar algebras de Hopf cuyo corradical forma
una, subalgebra de Hopf, o bien a algebras de Hopf generadas por una codl-
gebra simple de dimensién 4 estable por la antipoda.

Esta tesis se basa en mis trabajos:

e Finite dimensional Hopf algebras over the dual group algebra of the
symmetric group in three letters. Junto a Nicolds Andruskiewitsch.
Aparecera en Commun. Algebra. Disponible en: arXiv:1010.5953v2.

e On a family of Hopf algebras of dimension 72. Junto a Nicolds An-
druskiewitsch. Aparecerda en Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin.
Disponible en: arXiv:1105.0394v1.

e Hopf algebras of dimension 16. Junto a Gaston Garcia. Algebr. Rep.
Theory 13 (2010), no. 4, 383-405. Disponible en: arXiv:1105.0394v1.

Palabras claves: HOPF ALGEBRAS, HOPF ALGEBRAS WITH CORAD-
ICAL A HOPF SUBALGEBRA, REPRESENTATION THEORY, HOPF
ALGEBRAS OF DIMENSION 16.
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INTRODUCCION

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. I. Kaplansky
[37] propuso en 1975 clasificar las algebras de Hopf de dimension finita sobre
k. Se consideran (y se han considerado) diversas familias de algebras de Hopf
para dividir este vasto problema, que de por si incluye a la clasificaciéon de
los grupos finitos. Una de estas aproximaciones es clasificar aquellas 4lgebras
de Hopf que tienen dimension igual a n, un nimero natural prefijado. Otra
manera, es agrupar las algebras de Hopf teniendo en cuenta su corradical, la
forma de éste y la subalgebra que genera. Esto tltimo se puede explicar con
el siguiente esquema.

Algebras de Hopf

(1) Semisimples.
(2) No Semisimples.

(2.1) El corradical es una subdalgebras de Hopf.
(2.1.1) Punteadas.
(2.1.1.1) Grupo abeliano.
(2.1.1.2) Grupo no abeliano.
(2.1.2) El corradical es conmutativo.
(2.1.3) Otras.
(2.2) Otras.

(2.2.1) Generadas por el corradical.

(2.2.2) Deformaciones de bosonizaciones de generadas por el corra-
dical.

También hay que decir, que al considerar todas las algebras de Hopf de
la misma dimensién, se suele dividir este conjunto de acuerdo al esquema
anterior.
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x Introduccién

Esta tesis es una contribucién a la resolucién del problema propuesto por
Kaplansky. Aqui clasificamos dos clases de algebras de Hopf, a saber: aque-
llas con corradical isomorfo al algebra de funciones sobre el grupo simétrico
S3 v las de dimensién 16ﬂ Pero tan importante como estos resultados con-
cretos, son las técnicas generales que desarrollamos para llegar a ellos. Pues
daremos resultados que pueden ser aplicados a la hora de clasificar algebras
de Hopf cuyo corradical forma una subdlgebra de Hopf, o bien a algebras
de Hopf generadas por coalgebras simples de dimensién 4 estables por la
antipoda.

Por otra parte, si lo monumental del problema de clasificar todas las algebras
de Hopf es abrumador, el hecho de conocer resultados generales, aunque
sean utiles solo para algunas familias, animan a, y dan senales de cémo,
seguir avanzando en la clasificacién y a su vez motivan nuevos interrogantes
por responder. Nos explayaremos méas en esto mientras explicamos cémo
llegamos a las dos clasificaciones antes anunciadas.

Algebras de Hopf con corradical k.

Sea H un &lgebra de Hopf cosemisimple y denotemos con §p a la familia
de algebras de Hopf cuyo corradical es una subalgebra de Hopf isomorfa a
H. Es bien conocido que si A € §g entonces el algebra de Hopf graduada
gr A asociada a A es isomorfa a R#H donde R = @,>0R" es un algebra de
Hopf trenzada en la categoria de médulos de Yetter-Drinfeld sobre H, que se
denota por ZYD. Més atin, R® =k y R! = P(R), los elementos primitivos
de R.

Una clase de algebras de Hopf trenzadas (graduadas, con las propiedades de
R) muy importante es la de las algebras de Nichols B(V) con V € EyD.
Répidamente hablando, B(V) es el cociente del algebra tensorial 7'(V') por el
méximo ideal de Hopf entre aquéllos generados por elementos homogéneos de
grado > 2. Andruskiewitsch y Scheneider [§] idearon el Método del Levante
para clasificar las algebras de Hopf en §p. Este consiste en:

1) Determinar los médulos de Yetter-Drinfeld V' sobre H tales que B(V) es
de dimensién finita, como asi también las relaciones que definen a B(V).

2) Levante: Determinar la estructura de todas las algebras de Hopf A € §g
tales que gr A ~ B(V)#H.

'Hasta diciembre de 2007, cuando terminamos el trabajo [33], 16 era la menor dimen-
si6n en donde no se conocia la clasificacion. Antes de [33], las dltimas publicaciénes que
se refieren al problema en esta dimension son del afio 2004 [15] 22].
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3) Generacion en grado 1: Decidir cuales algebras de Hopf A € Fy son
generadas por Ap, el primer término de la filtracion coradical.

Nosotros nos detendremos en el paso del Levante. Mostraremos que si A €
Sm, entonces gr A ~ B(V)#H siy solo si existe un epimorfismo de algebras
de Hopf ¢ : T(V)#H — A que satisface ciertas propiedades; para probar la
existencia de ¢ es esencial un resultado de [12]. Llamaremos a ¢ morfismo
levantador v a tal A un levantamiento.

Luego, si los generadores M del ideal definiendo a 9B(V') satisfacen cierta
compatibilidad con ¢, seremos capaces de obtener un conjunto de generado-
res del ideal definiendo a A, describiendo la imagen por ¢ de M. Cuando
H es el algebra de funciones k& sobre un grupo finito G' podremos hacer la
descripcion de ¢(M) de una forma méas detallada.

Con esto es que encontramos una nueva familia {A}aca, de dlgebra de
Hopf, parametrizadas por el conjunto

L . oy . =
A = {a = (agip)ipeoy €M+ Y agy = O}’
(i7)€03

y conteniendo todos los levantamientos de B(V,,)#kS» para n = 3,4,5. Ex-
plicitamente, para n > 3, sean OfF la clase de conjugaciéon de (12) en S, y
Vi, € E:Z YD con base (%())(ij)eop, accion - y coaccién § dadas por

On * ZT(iz) = On,(ij) T (ij) y o 0(xy) = Z sgn(h)dn @ Tp-1(35)n
heS,

para todo h € S, vy (ij) € OF; sgn denota la representacion signo de S,.
El grupo I',, :=k* x Aut(S,) actiaa sobre 2, via

(1, 0) > a = p(agyy)), pe k™, 0 € Aut(S,), acA,.
Entonces [a] € I'3\2l3 es la clase de a definida por esta accion.

Fijado a € 2,,, introducimos
(1) fij = Z (aij) — ag-1(3ij)g)9g € kS para todo (ij) € OF
9ESn
v luego, el ideal de Hopf Z, de T'(V,)#k5" generado por
)~ Fis

Rig) (k) 7= T @ (kt) T (k) L(i5)

Rig)iw) 7= T(ij) @ k) T T(k) T (k) + TGk) T (i)
para todo (ij), (kl), (ik) € OF con #{i,j, k,l} = 4. Finalmente,

Alq) s el algebra de Hopf cociente T (V) #K5 /T,
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Por otra parte, las algebras de Hopf punteadas fueron intensamente estu-
diadas usando el Método del Levante [10, [3], 5] 32]@ Ademaés, las categorias
ﬁg)ﬂ) y tg)}D son equivalente como categorias tensoriales. Entonces la
solucion de los pasos 1) y 3) del Método del Levante para H = kG puede ser
trasladada al caso H = k.

Por ejemplo, para G = S3 sabemos que

e V3 es el tinico V € ggyp tal que B(V) es de dimension finita por [5l
Thm. 4.5] y el ideal definiendo a B(V3) es generado por

90%12), 90%13), 16%23)7 Rasy2s) v Resyas) por [46].

e Sea R = ®,>0R" € 22)21) un algebra de Hopf trenzada de dimension
finita con R? =k y R'= P(R). Entonces R~%B(V3) [4, Thm. 2.1].

Esto nos ayudara a probar uno de nuestros principales aportes al problema
de clasificar algebras de Hopf.

Clasificacién de las algebras de Hopf con corradical k5.

El conjunto de clases de isomorfismo de dlgebras de Hopf de dimensidn finita,
no semisimples y cuyo corradical es kS3 estdn en correspondencia biyectiva
con I'3\RA3 mediante la asignacion Ajy «~ [a].

La mayor dificultad para probar lo anterior, y la razén por la cual no se puede
extender an =4 6 5, es demostrar que las 4lgebras .A[a] tienen la dimensién
correcta; podria suceder, en el peor de los casos, que el cociente Ap,) fuera
nulo. Para n = 3, eludimos esta dificultad de dos maneras: dando una base
de Ap,), usando el Lema del Diamante [18], y probando que las élgebras A,
son deformaciones por cociclos unas de otras, usando un resultado de [45]
Sin embargo, trabajamos actualmente en la extension de este tltimo método
a los casos n = 4,5, y también para otros grupos.

2Una de las familias mas amplia de algebras de Hopf clasificadas es la considerada en
[I0]: Fxr con I' un grupo abeliano finito con ordI' no divisible por 2,3,5 6 7.

3Kaplansky conjeturé que, salvo isomorfismos, existiria una cantidad finita de algebras
de Hopf de una misma dimensiéon. Varios contraejemplos fueron dados, sin ir mas lejos la
familia {A[5)} es uno de ellos. Masuoka [45] propuso reformular la conjetura de Kaplansky
asi: salvo deformaciones por cociclo, existe una cantidad finita de algebras de Hopf de una
misma dimensioén. Nuestra familia cumple con esta conjetura pero por [28] se sabe que es
falsa.
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La teoria de representaciones de cualquier algebra es importante por si sola.
En el caso de las algebras de Hopf con corradical k@, el interés por su teorfa
de representaciones aumenta si tenemos en cuenta el siguiente hecho. Al
ser k& un algebra semisimple y conmutativa podemos tratar de repetir el
fructifero método usado en la teoria de representaciones de dlgebras de Lie,
con k& cumpliendo el rol de subélgebra de Cartan. Ademés, es tentador creer
que esto ayude al estudio de las algebras de Nichols y, volviendo a nuestra
problema, a dilucidar cémo probar que A, tienen la dimension correcta
paran =46 5.

Con estas motivaciones nos abocamos al estudio de las representaciones de
Ala)- Llamamos mddulos de Verma a los Afy-médulos inducidos por los kS»-
modulos simples; recordar que de estos ultimos hay uno por cada g € S,.
Probaremos que dos moédulos de Verma M, y M} son isomorfos si g v h
estan en la misma clase con respecto a la siguiente relacién de equivalencia.

Sea n > 3 y fijemos a € 2,.; recordar las funciones f;; en Diremos que
g,h € S,, son a-enlazados, lo cual denotaremos g ~4 h, si ¢ = h, o bien
existen (imjm), - ., (41J1) € OF tales que

® g= (Zm]m) T (i1j1)h,

® fisj.((isfs)(is—14s—1) -+ - (i1j1)h) # 0 para todo 1 < s < m.

Para n = 3, calcularemos el reticulo de submoddulos de cada moédulo de
Verma y como consecuencia obtendremos, entre otras cosas, los médulos
simples de Ap,. Resulta que los médulos simples L, de Af, también estan
parametrizados (salvo isomorfismos) por la relacion de equivalencia ~5 y son
isomorfos al cociente

Ly~ Mg/-A[a] : <Mg[h] :h oa g)

para todo g € S3, donde M,[h] denota la componente isotipica de M, de peso
h € S con respecto a la accion restringida a kS3. El anterior isomorfismo
nos invita a intentar probar un resultado analogo para n > 4, lo cual esta en
progreso.

Algebras de Hopf de dimensién 16.

Hay muchos antecedentes de trabajos que abordan el problema de clasifi-
cacion de algebras de Hopf segtin su dimensién. Por ejemplo — en lo siguiente
Py g son nimeros primos y H un algebra de Hopf — el teorema de Kac-
Zhu [61] establece que si dim H = p entonces H es isomorfa a un &lgebra
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de grupo. S-H. Ng [49] probé que en dimensiéon p?, las tnicas élgebras de
Hopf son las algebras de grupo y las algebras de Taft, usando resultados
previos de [7, [44]. Se cree que si dim H = pq entonces H es semisimple y
por lo tanto seria isomorfa a un algebra de grupo o al dual de un &lgebra
de grupo por [35 27, 43]. Esta conjetura fue verificada para dim H = 14
en [15], dim H = 15 en [6] y para algunas familias de valores de p y ¢ en
[6, 15, 29, 50, [51), 52]. Para dimensién < 11 el problema fue resuelto por [60];
otra prueba fue dada por [58]. La clasificacién en dimension 12 fue hecha
por [30] en el caso semisimple y luego finalizada por [48] en el caso general.

Dimensién 16 fue durante varios anos la menor dimensiéon donde la clasifi-
cacién ain no estaba completa. Si se conocia la clasificacién de diferentes
subfamilias, a saber: [38| clasifico las semisimples, [21] las punteadas y [22]
aquellas no punteadas pero con corradical una subalgebra de Hopf.

Aqui probaremos que las dlgebras de Hopf listadas en estos trabajos, y sus
duales, son todas las de dimensién 16 que existen.

Teorema de Clasificacion en dimensién 16.

St H es un dlgebra de Hopf de dimensidn 16 entonces H es isomorfa a una
y solo un dlgebra de Hopf que aparece en una de las siguientes listas.

1. Las dlgebras de grupo de grupos de orden 16 y sus duales.
2. Las dlgebras de Hopf semisimples listadas en [38, Thm. 1.2].
3. Las dlgebras de Hopf punteadas listadas en [21], Sec. 2.5].

4. Las dos dlgebras de Hopr] no semusimples, no punteadas cuyo corra-
dical es una subdlgebra de Hopf listadas en [22, Thm. 5.1].

5. Los duales de las dlgebras de Hopf punteadas listadas en [1]], Sec. 4.2,
Table 2/.

El principal ingrediente para demostrar la exhaustividad del Teorema de
Clasificacién es el siguiente teorema.

Teorema. Sea H un dlgebra de Hopf de dimensidn 16. Si el corradical de H
no es una subdlgebra de Hopf entonces H* es punteada.

‘Estas algebras son isomorfas a sus propio dual.
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Sea H como en el enunciado anterior. Para probar este teorema primero
describiremos la posible forma del corradical de H. Luego, finalizaremos
la demostracion del teorema caso por caso, considerando las subalgebras de
Hopf generadas por las subcoélgebras simples del corradical y analizando la
acciéon de la antipoda y de los elementos de tipo grupo de H sobre ellas.

Es de resaltar la importancia en la prueba de las algebras de Hopf genera-
das por una coalgebra simple de dimension 4 estable por la antipoda. Su
importancia ya habia sido observado en los trabajos [48, 58] en donde estas
4lgebras empiezan a tomar protagonismo proveyendo de resultados generales
que ayudan a la clasificaciéon de algebras de Hopf. También es de resaltar el
trabajo [19] para el caso semisimple.

Aqui, obtendremos mas consecuencias de los principales resultados de [48],
58], que son utiles tanto para dimensiéon 16 como para otras dimensiones.
Prueba de esto es que algunos son utilizados en [17].

Seria interesante encontrar resultados andlogos considerando &dlgebras de
Hopf generadas por una codlgebra simple de dimensién > 4 estable por
la antipoda, o bien generadas por coalgebras simples permutadas por la an-
tipoda. Dicho sea de paso, este altimo ha sido el caso con mayor dificultad
al que nos hemos enfrentado a la hora de resolver el teorema anterior.

Ademas, este tipo de dlgebras resultan relevantes para la reciente propuesta
de [I]] de extender el Método del Levante a algebras de Hopf mas generales.

La tesis esta organizada como sigue. En el Capitulo [[| introducimos toda la
notacién y las nociones bésicas que se usaran a lo largo del trabajo.

En el Capitulo |[I] estudiamos las algebras de Hopf con corradical una sub-
algebra de Hopf. En el Capitulo damos la Clasificacién de las dlgebras
de Hopf con corradical k. También, estudiamos la estructura interna de
las &lgebras clasificadas (deformaciones por cociclos, subalgebras de Hopf,
integrales y estructura cuasi-tringualar) y estudiamos su teoria de repre-
sentaciones (modulos simples, modulos de Verma y tipo de representacion).

El Capitulo [[V]esta dedicado a la demostracién del Teorema de Clasificacién
en dimensién 16. Sin embargo, en la Seccidon obtenemos algunos resul-
tados generales para algebras de Hopf generadas por codlgebras simples.
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CAPITULO |

PRELIMINARES

En este capitulo fijaremos convenciones, notaciones y definiciones que uti-
lizaremos a lo largo de toda la tesis. También recordaremos resultados bien
conocidos sin dar la demostracion, los cuales usaremos en los capftulos pos-
teriores.

I.1 Convenciones y notacién.

A lo largo de la tesis k denotara un cuerpo algebraicamente cerrado de car-
acteristica 0 y k* serd el grupo multiplicativo de elementos no nulos. Todos
los espacios vectoriales, algebras y codlgebras seran sobre k.

Si V es un espacio vectorial, T'(V') denotara el algebra tensorial de V. Mien-
tras no haya confusion escribiremos aj - - - a, en lugar de a1 ® - - - ® a, para
ai,...,an € V. Si X es un conjunto, kX denotard el espacio vectorial con
base (z)zex. Si X C V, (X) denotara el subespacio vectorial generado por
X. El espacio vectorial dual a V es V* = Hom(V k). Siv e Vy f e V*,
usaremos indistintamente f(v) y (f,v) para la evaluacion candnica.

Sea A un &lgebra, es decir, un algebra asociativa y con unidad. Denotaremos
con m4 a la multiplicacién de A y con 14 a la unidad de A, si no hay lugar a
confusion omitiremos el subindice A. Si S es un subconjunto de A, (S) deno-
tara el ideal bilatero generado por Sy k(S) denotara la subélgebra generada
por S. Denotaremos con 4M, M4y aM4 a las categorias de A-modulos a
izquierda, a derecha y A-bimoédulos, respectivamente. Las representaciones
regulares a izquierda y derecha seran denotadas, respectivamente, por

L:A—EndA y R:A—EndA
a+—Lg(b) :==abVbe A a—>Rg(b) :=ba Vb € A.
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Sea C una codlgebra, es decir, un coalgebra coasociativa y con counidad.
Denotaremos con A¢ a la comultiplicacién de C'y con ¢ a la counidad de
C, si no hay lugar a confusién omitiremos el subindice C. Denotaremos con
M, MC y CMC a las categorias de C-comddulos a izquierda, a derecha y
C-bicomodulos, respectivamente. Las categorias cuyos objetos son modulos
y como6dulos a la vez seran denotadas de la manera natural.

Asumamos que (M, \) € “M 6 (M, p) € MY, entonces los coinvariantes (a
izquierda o a derecha) de M son

CAM ={meM:AXm)=1@m} 6 M’ ={meM:pm)=me1}.

Para coalgebras y como6dulos usaremos la notacidn de Sweedler pero omi-
tiendo el simbolo de sumatoria, esto es, A(z) = (1) ® 7(9) para todo x € C,
A(m) = m_1) @ m(g) y p(m) = mg) ® m(y) para todo m € M.

Una bidlgebra es un algebra H que ademés es una coalgebra tal que Ay y
e son morfismos de algebras.

Sean A un algebra y C una coalgebra. Recordamos que Hom(C, A) es un
grupo con el producto de convolucion *, esto es, f* g(z) = f(x1))g9(z(2))
para todo f,g € Hom(C, A), = € C; el elemento neutro es ecl4. Entonces,
un dlgebra de Hopf es una bialgebra H provista de una transformacién lineal
Sy tal que Sy xidy = idy *Sg = egly; Si se llama la antipoda de H, si
no hay lugar a confusion omitiremos el subindice H (resulta que Sy es un
antiendomorfismo de algebras). Nuestra principal referencia para algebras
de Hopf es [47].

Recordemos dos pares de acciones destacadas en la teorfa de algebras de
Hopf. Empecemos por las representaciones adjuntas a izquierda y derecha
las cuales son dadas, respectivamente, por

ady : H —End H
h +—— ady(h)(a) := hyaS(hey) Ya € H y
ad, : H°®» — End H
a +—ad,(h)(a) := S(h(y))ahs) Ya € H.

El otro par que nos interesa son las acciones — y <, a izquierda y a derecha
respectivamente, de H* sobre H dadas por

(I.l) a—h= h(1)<a,h(2)> y h—a= <Oé, h(1)>h(2) Vo€ H*)h € H.

Si G es un grupo kG denotaréd el algebra de grupo de G, e denotara el
elemento neutro de G y k& denotara el algebra de funciones sobre G. Ademéas
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(On)neq es la base de kC dual a la base de kG formada por los elementos del
grupo, es decir, d,(g) = 0,4, para todo g,h € G donde la tltima es la delta
de Kronecker. Recordar que kG y k¢ son algebras de Hopf duales mediante

1

Axc(9) =g @49, ec(9)=1 v Skcl9)=9g ",
Ao (0g) =D 0n @014, €a(0g) =0eg ¥ Sye(dy) =541 Vg€ G.
heG

Sean M € e M y g € G. Llamaremos componente isotipica de peso g de M
a Mlg] = d4- M. Ademaés, escribiremos

Supp M ={g€ G: Mgl #0} y M* =®4z.Mlg|.

Si X es un conjunto entonces Sy es el grupo de permutaciones sobre X y
Sp = S{l,...,n}'

.2 La filtracién corradical.

Sea C una coalgebra. El corradical Cy de C es la suma de todas las subcoal-
gebras simples de C. La filtracion corradical de C es la familia de subespacios
definida inductivamente por

Cp:=CoANCpr1 =AY C®Cy+Cp_12C)
para cada n > 1. Entonces
(1.2) CoCCny1, C=[JCn v A(Cy)C zn:ci ® Cri,
n>0 i=0
para todo n > 0 [47, Thm. 5.2.2].
La coalgebra graduada asociada a C' es
grC =@p>ogr"C  con g"C:=0C,/Cho1 Yn>0y C_1=0.
Denotaremos con G(C) al grupo de elementos tipo grupo de C. Como es
usual, para g, h € G(C),
Pyn(C)={z € C1]A(z) =g@x+x @ h}

es el espacio de elementos (g, h)-casi primitivos de C. Si C' es una bialgebra
y g = h =1, escribiremos simplemente P(C) en vez de P 1(C) y z € P(C)
se llama elemento primitivo.
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Una codlgebra E seréd llamada codlgebra de comatrices de rango n si tiene
una base (e;j)1<i j<n, llamada base de comatrices tal que la comultiplicacion
y la counidad son definidas por

n
Aleij) =Y en®@er; vy eley) =0y
k=1
para todo 1 < 4,j < n. Notar que la coalgebra M*(n,k) dual al algebra de
matrices de dimensién n? es una coalgebra de comatrices.

Es conocido que Py 4(C) N Cy = k(g — h). El siguiente lema es una gen-
eralizacion de esta igualdad (introduciendo definiciones apropiadas). En el
Capitulo usaremos el lema para encontrar deformaciones de un algebra
de Hopf con corradical una subélgebra de Hopf.

Lema I.1. Sean D =kg y E = (e;j]1 < 1,5 < n) codlgebras de comatrices
de rangos 1 y n, respectivamente. Si (x;)ly C D & E (suma directa de
codlgebras) son tales que

n
Alz) =2, @9+ Zeij ® zj,
J=1

. n .
entonces existen a1, ..., a, € k tales que x; = a;9 — ijl ajeij, 1 <i<n.
Prueba. Podemos escribir z; = a;g + ngtzl alest con a;, o € k para todo

1 <14,s,t <n. Ahora calculamos A(z;) de dos maneras:

n n
Az;) = A(aig + Z a’stest> =a;,g®g+ Z Qges @ ey y

s,t=1 s,t,l=1
n n n )
A(w;) = (az-g +> aztest) ©g+Y e ® (ajg + Y aitest)
s,t=1 j=1 s,t=1

n n n
=a;g®g+ Z agtest®g+2aje¢j ®g-+ Z aliei; ® es
s,t=1 7j=1 s,t,j=1

n n n
=aig®g+ Z gest @ g+ Z(at + ag)ei @ g + Z aleij © est.
st=1 t=1 stj=1
sF#£i

Entonces el segundo y tercer término son cero y por lo tanto o'y = 0y

o, = —ayg, para 1 < 4,5t <n, s #i. Luego z; = a;g + Zs,t:l aless =
n

a;g — Zt:1 A€t O
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1.3 Mdédulos de Yetter-Drinfeld.

Los modulos de Yetter-Drinfeld, en general, y las algebras de Hopf trenzadas,
en particular, son una importante pieza para la construcciéon de nuevas alge-
bras de Hopf y, por lo tanto, para su clasificacién. En esta seccién repasare-
mos algunos conocimientos referidos a estas nociones.

Empecemos por recordar brevemente que una categoria tensorial es una
coleccion (C,®,a,1,1,r) donde:

e C es una categoria y el producto tensorial ® : C xC — C es un bifuntor,
e [ es un objeto de C y

e apyw UR(VeW) = UV)oW, ly : V =1V yry : V = VeI,
con U,V y W objetos en C, son isomorfismos naturales.

Ademas, a debe satisfacer el azioma del “pentdgono®, mientras que [ y r
deben satisfacer el azioma del “tridngulo®, ver [39, Ch. XI, (2.6) y (2.9)].
Dicho réapidamente, el axioma del pentédgono dice que el producto tensorial
es “asociativo” y el axioma del tridngulo que I es una unidad para el producto
tensorial.

Ejemplo 1.1. Si H un algebra de Hopf entonces la categoria gM de H-
moédulos a izquierda y H-comoédulos a izquierda es una categorfa tensorial.
En efecto, si N, M € g./\/l entonces N ® M es el producto tensorial usual de
espacios vectoriales con accién y coaccion:

h-(m®n)=hq -mehg -n vy
(m @ n)1) ® (m @n) ) = m-1)n(-1) @ M(o)n()-
paratodone N,me M y h e H.

Las otras posibles categorias de mdédulos y com6dulos también son tensoriales
con estructuras andlogas a la antes descrita.

Una categoria tensorial (C,®,a,L, [, ) se dice trenzada si esta provista de un
isomorfismo natural

cvw VAW =WV, conV yW objetos de C,

que satisface el azioma del "hexdgono®, ver [39, Ch. XIII (1.3) y (1.4)].
Una consecuencia importante de la existencia de una trenza en C es que nos
permite definir la nocién de algebras de Hopf trenzadas, ver més adelante.
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FEjemplo 1.2. Un espacio vectorial trenzado es un par (V,c), donde V es un
espacio vectorial y ¢ € GL(V ® V) satisface la ecuacidn de trenzas:

(c®id)(id®c)(c®id) = (id ®c)(c ® id)(id ®c).

Un morfismo de espacios vectoriales trenzados L entre (V,c) y (U,¢) es un
mapa lineal L : V — U que satisface (L® L)oc=¢o (L ® L).

Ahora estamos en condiciones de introducir los objetos que le dan titulo a
esta seccion. A partir de ahora, y hasta el final de la seccion, H denotara
un algebra de Hopf de dimension finita.

Definicién 1.2. La categoria de mddulos de Yetter-Drinfeld 1£YD sobre H es
definida como sigue: M es un objeto de gyD si es un H-mdédulo a izquierda
y un H-comédulo a izquierda tal que, para todo he€ H y m € M:

(1.3) (h-m)1) @ (h-m)) = haym-1)S(hs)) ® hz) - m0)-

Los morfismos en gyD son los morfismos de H-modulo y H-comodulo. Esta
es una categoria trenzada con la trenza dada por:

(1.4) Cﬁ7N2M®N—>N®M, m®nl—>m(,1)‘n®m(0),

para todo M,NegyD,meMyneN.

Ejemplo 1.3. (H,ady, A) es un médulo de Yetter-Drinfeld sobre H.

Ejemplo 1.4. Si (1) = 1®1 entonces (k, €, ) es un modulo de Yetter-Drinfeld
sobre H.

Observacion 1.3. Sea D(H) el Doble de Drinfeld de H. Es bien conocido
que H es semisimple si y s6lo si D(H) lo es, cf. [47]. Por otro lado, 2YD
es equivalente como categoria trenzada a pz)M. Entonces, H semisimple
implica g)/D semisimple.

Sea (A,m, 1) un algebray n : k — A el morfismo lineal dado por (1) = 1. Si
A es un médulo de Yetter-Drinfeld sobre H y m y 1 son morfismos en 2D,
se dice que (A,m,1) es un dlgebra en YD. Andlogamente, una coslgebra
(C,A,e) se dice que es una codlgebra en BYD si C € BYD y Ay ¢ son
morfismos en f]yD.

Sean Ry S dos dlgebras en ZYD. Entonces R®S := R® S es un algebra
en g)/D con la multiplicacién definida por

Mrgs = (Mg ©mg) o (idg @c§ p ® idg)

y unidad 1 ® 1. Usando esta estructura se introduce la siguiente definicion.
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Definicién 1.4. Un dlgebra de Hopf trenzada en gyD es una b-upla (R, m, 1,
A, e,8), comunmente escribiremos simplemente R, tal que
e (R,m,1) es un algebra en YDy (R, A, ) es una codlgebra en ZYD.
e A:R— RRRye: R— kson morfismos de algebras.
e S es un morfismo en gyD que es una antipoda para R, esto es, el

inverso de idg respecto al producto de convolucién.

Si R = ®p>oR™ es graduada como bidlgebra y ademés, cada espacio de
elementos homogéneos R" es un submédulo de Yetter-Drinfeld diremos que
R un dlgebra de Hopf trenzada y graduada en gyl).

En la siguiente subseccién veremos un ejemplo primordial de 4lgebras de
Hopf trenzadas en gyD.

1.3.1 Algebras de Nichols.

Definicién 1.5. Sean V € gyD y R = ®p>oR" un élgebra de Hopf trenzada
y graduada en gyD. Se dice que R es el dlgebra de Nichols de V si satisface:
e RO=klyP(R)=R' ~V en BYD.

e R es generada por R'.
En tal caso, escribiremos B(V) := R.

El algebra de Nichols existe para todo V &€ g)ﬂD y es tnica salvo isomorfismo
[9. Prop. 2.2]. A continuacién veremos una manera de construirla, para mas
detalles ver por ejemplo [9, 9].

El algebra tensorial T'(V') admite una estructura de algebra de Hopf trenzada
vy graduada en g)}D con comultiplicacién, counidad y antipoda definidas,
para todo v € V, por:

Alv) =v@1+1®v, e(v)=0 y S(v) = —v,

y extendidas a todo T'(V') de manera que satisfaga la Definicion Por
ejemplo, si x,y € V entonces

A(zy) = (m@m) o (id@cfly ®id)(A(z) @ A(y)).



8 Capitulo I.  Preliminares

Denotemos con J (V) al ideal de Hopf en T'(V') maximo entre los generados
por elementos homogéneos de grado > 2. Entonces

B(V)=T(V)/T(V) es el algebra de Nichols de V.

Observacion 1.6. Sea H' un algebra de Hopf y supongamos que existe una
equivalencia de categorias trenzadas VU : gyD — gin. Entonces las &l-
gebras de Nichols B(V) € HYD y B(¥(V)) € YD son isomorfas como
algebras y coalgebras graduadas.

Este es un caso particular de la siguiente situacién. Primero notar que para
realizar la construcciéon anterior lo tmnico que utilizamos es la trenza C{j’,v-
No necesitamos de la H-acciéon ni de la H-coaccién sobre V', sino simple-
mente para definir la estructura de moédulo y comédulo sobre B(V). En-
tonces podemos considerar el algebra de Nichols B(W, cyy) de un espacio
vectorial trenzado (W, e ). Sean (U, cy) otro espacio vectorial trenzado y
L : (W,ew) — (U,cpy) un isomorfismo de espacios vectoriales trenzados.
Entonces L se extiende primero a un isomorfismo de algebras y coalgebras
graduadas entre T(W) y T(U) que ademds respeta la antipoda. Luego,
este ultimo da lugar a un isomorfismo de las mismas caracteristicas entre
B(W,ew) vy B(U, cy) por [4, Prop. 3.2.12|. Ver [4, Subsection 3.2| para mas
detalles.

1.3.2 Bosonizacion por un algebra de Hopf trenzada.

Las 4lgebras de Hopf trenzadas aparecen naturalmente en el contexto usual
de algebras de Hopf. Sea A un algebra de Hopf provista de morfismos de
algebras de Hopf:

(1.5) HSAS H talesque mor=idy.
El dlgebra de coinvariantes con respecto a 7 es
AT = {a € A|(id®7)A(a) = a® 1}.

Por [411, [55], A™ es un algebra de Hopf trenzada en £YD con la siguiente
estructura:

e La accion de H sobre A®™ es adgo (o simplemente ady).

e La coaccion de H sobre A7 es (m ®id) o A.

o AT es una subélgebra de A.

e La comultiplicacion es A geon (1) = 7y 0 T 0 S(r(9)) @1(3) Vr € A©T.
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e La antipoda es Sacon (1) = 1o m(r(1))Sa(r(a)) Vr € ACT.

Reciprocamente, si R es un algebra de Hopf trenzada en gyD podemos
construir una nueva algebra de Hopf en el sentido usual. La bosonizacidn
R#H de R por H [41],55] es el algebra de Hopf definida sobre R ® H como
sigue:

(r#h)(s#k) = r(hq) - 8)#h@)k,
Apgn(r#h) = ray#(re)nha) @ (re)o#he) v
Sryn(r#h) = Su(h)Su(r(-1))Sr(r())

paratodor,s € Ry h,k € H, donde r#s :=r®s. Notar que+: H - R#H,
hw— 1#hy m : R#H — H, r#h — &(r)h para todo r € R, h € H son
morfismos de algebras de Hopf que satisfacen ([.5]).

Es sabido por [41],55] que las construcciones anteriores son reciprocas, gracias
al siguiente isomorfismo de dlgebras de Hopf:

(1.6) ACTH#H — A, r#h — rh.

Nos interesa aplicar lo anterior en el contexto particular del Método del
Levante.

1.3.3 Método del levante.

De ahora en adelante suponemos que H es un algebra de Hopf cosemisimple
de dimension finita, y por ende semisimple. Sea A un &lgebra de Hopf tal
que su corradical es una subélgebra de Hopf isomorfa a H. Por [47, 5.2.8|,
la coélgebra graduada gr A asociada a A resulta ser una algebra de Hopf
graduada. Mas atn,

la proyecciéon m:gr A — H con ntcleo ®,~0gr™ Ay
la inclusién ¢ : H — gr A (recordar que gr’ A = Ag/A_1 = H)

satisfacen que 7o = idy como en (L.5).
Por lo tanto, R = (gr A)°™ = {a € gr A|(id ®7)A(a) = a® 1} es un algebra

de Hopf trenzada en gyD y gr A ~ R#H, como algebras de Hopf. Més atn,
si R" := RN gr™ A para todo n > 0 entonces por [§] vale que:

e R = @,>0R" es un dlgebra de Hopf trenzada y graduada en #Y)D.
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o gi" A= R"#H.
e Rg=R=klyV:=R'=P(R).

El médulo de Yetter-Drinfeld V' se llama la trenza infinitesimal de A. La
subdlgebra de R generada por la trenza infinitesimal es isomorfa al dlgebra
de Nichols B(V'). Més ain, en [11] fue demostrado que sidim A < coy H es
algebra de grupo de un grupo abeliano entonces R = B(V'). Esta afirmacion
fue conjeturada por Andruskiewitsch y Scheneider [9], lo que los condujo
también a idear el Método del Levante: una estrategia para clasificar las
algebras de Hopf tales que su corradical es una subélgebra de Hopf isomorfa
a un algebra de Hopf prefijada.

El Método del Levante consiste en:

1) Determinar los modulos de Yetter-Drinfeld V' sobre H tales que B(V) es
de dimension finita, como asi también las relaciones que definen a B(V).

2) Levante: Determinar la estructura de todas las algebras de Hopf A con
corradical una subélgebra de Hopf isomorfa a H y gr A ~ B(V)#H.

3) Genereacion en grado 1: Decidir cuales dlgebras de Hopf A, cuyo corra-
dical es una subalgebra de Hopf isomorfa a H, son generadas por Aj.

Notar que si A un algebra de Hopf cuyo corradical es una subélgebra de Hopf
isomorfa a H y R es definida como antes entonces A es generada por Aj si
y s6lo si R es generada por R!, lo cual es equivalente a R = B(R').

Definicion 1.7. Sean A un élgebra de Hopf con corradical una subélgebra
de Hopf isomorfa a Hy V € gyD. Diremos que A es un levantamiento de
B(V)#H sigrA~B(V)#H.

Nosotros utilizaremos este método en los Capitulos [ll] y [[TI| en donde supon-
dremos que H es el dlgebra de funciones de un grupo no abeliano.

I.3.4 Mddulos de Yetter-Drinfeld sobre el algebra de funciones de un
grupo.

Las categorias gin y gyD son equivalentes como categorias tensoriales de
la siguiente manera. Sean (h;) y (f;) bases duales de H y H*. Si V € EyD
entonces V' es un médulo de Yetter-Drinfeld sobre H* con accién y coaccién
definidas por:

(L7) fro=(S(f).v1)ve)y Av)= ZS*l(fi)mi.v, feH* veV.
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Esto da una equivalencia de categorfas entre 2YD y H.yD [4] 2.2.1].

Observacion 1.8. Si los pasos [1]) y |3) del Método del Levante son resueltos
para H entonces también son resueltos para H*.

Esto se sigue de la equivalencia de categorias trenzadas entre YD y egD
v el hecho de que el algebra de Nichols sélo depende de la trenza por la
Observacion [L6l

Nosotros aplicaremos la equivalencia de categorias dada antes en el caso par-
ticular en que H es el algebra de grupo kG de un grupo finito G. Por lo tanto
H* =Kk, el algebra de funciones sobre G. En este caso los médulos simples
de '}ggyp son bien conocidos, ver por ejemplo [4, Prop. 3.1.2]. Recordar
ademas que ﬁ;gyp es una categoria semisimple por la Observacion .

Si g € G denotamos con Oy a la clase de conjugacién de g y con Cg(g) al
centralizador de g.

Definicién 1.9. Fijemos g € G y (V,p) una representacion irreducible de
Ca(g). Entonces

M(g,p) := IndgG(g) V=kG ®c,q) V=kO;,0V

es un objeto de ]ﬂigyD. Explicitamente, la accién es inducida por la mul-
tiplicacién a izquierda en Gj; la coaccidén es dada por la restriccion de la
comultiplicacién Ag a Oy, tener en cuenta que Oy se identifica con G/Cq(g).

Sea Q un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de G. Por
[4 Prop. 3.1.2], M(g,p) es simple y cualquier médulo simple de ]ﬁigjﬂ) es
isomorfo a M (g, p) para un tnico g € Q y una unica clase de isomorfismos
[(V, p)] de representaciones irreducibles de C(g). Entonces, aplicando la
equivalencia categorica dada anteriormente, los modulos M(g, p) también

parametrizan los objetos simples de tg YD.

Recordar la notacién dada al final de la Seccién [[LJ1 Entonces
(1.8) Supp M (g, p) = Og—1 por (L7).

Dado que fﬁgyp es una categorfa semisimple, si M € %igyD entonces M|e]
v M* son submodulos de Yetter-Drinfeld de M tales que

(1.9) M = Mle] & M*.
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.4 La representacién inducida.

Sea B una subélgebra de un algebra A. Aqui recordaremos algunas hechos
bien conocidos referidos a las representaciones de A inducidas por aquéllas
de B, los cuales usaremos en la Seccion El A-mddulo inducido por el
B-moédulo a izquierda V es Ind’é V = A®p V. Inducir tiene las siguientes
propiedades:

e Propiedad universal: si W es un A-méduloy ¢ : V. — W es un mor-
fismo de B-mo6dulos entonces se extiende a un morfismo de A-médulos
D Indg V — W. Luego, existe un isomorfismo natural (llamado re-
ciprocidad de Frobenius): Homp(V, Res W) ~ Hom(Inda V, W). En
términos categéricos, inducir es adjunto a izquierda de la restricciéon.

e Cualquier A-moédulo simple de dimensién finita es el cociente de un
modulo inducido por un B-médulo simple.

En efecto, sean S un A-moédulo simple de dimension finita y T un B-
submodulo simple de S. Entoncs el morfismo inducido Ind4 T — S es un
epimorfismo.

e S5i B es semisimple entonces cualquier médulo inducido es proyectivo.

El funtor induccién, siendo adjunto a izquierda del funtor restriccion, preserva
proyectivos, y cualquier médulo sobre un algebra semisimple es proyectivo.

e Si A es libre como B-médulo a derecha, digamos A ~ BU)| entonces
Indj% V =BUD gpV =vV® como B-médulos, y a fortiori como espa-
cios vectoriales.

A continuacién resumimos estas propiedades basicas en el ambito de las
algebras de Hopf de dimension finita, donde la libertad sobre subalgebras de
Hopf es sabida por [564]. Ademaés, las algebras de Hopf de dimension finita
son 4lgebras de Frobenius, de donde se desprende que los médulos inyectivos
son proyectivos y viceversa.

Proposicién 1.10. Sean A un dlgebra de Hopf de dimension finita y B una
subdlgebra de Hopf semisimple. Entonces

dim T dim A

e S5i T es un B-mddulo simple entonces dim Indg T = .
dim B
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o Cualquier A-mddulo simple de dimension finita es el cociente de un
mddulo inducido por un B-mddulo simple.

o FEl mddulo inducido por un B-mddulo de dimension finita es inyectivo
y proyectivo. O

Una situacion optima para aplicar la Proposicién es cuando el corradical
de A es una subalgebra de Hopf; en este caso B = Ag es la mejor eleccion.
Es adecuado introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.11. Un mddulo de Verma de A es un médulo inducido por un
B-médulo simple.

Finalicemos por enumerar algunas generalidades aplicables a cualquier alge-
bras de Hopf A con corradical k¢ con G un grupo finito.

e Las representaciones simples de k% son {k, = k : g € G} donde f-1 = f(g)1
para todo f € k. Entonces todo A-modulo simple es el cociente del modulo
de Verma M, := Indyc k, para algin g € G.

e El ideal Ady es isomorfo a My y A ~ ©geaM,.

e Sea g € G tal que d,; es un idempotente primitivo de A. Dado que A
es Frobenius, M, ~ Ad, tiene un tnico submoédulo simple S y un tnico
submoédulo méximal N. Ademads M, es la cdpsula inyectiva de S'y la cubierta
proyectiva de My/N. Ver [23], (9.9)].

|.5 Extensiones de algebras de Hopf.

La exposicion en esta seccion esta basada en [2] y [47]. Nos interesa recordar
dos tipos de extensiones. Empecemos por la siguiente.

Definicién 1.12. Sean A C C una extensiéon de k-dlgebras y B un algebra de
Hopf. A C C es una B-extension hendida si: C es un B-comodulo dlgebra
(a derecha) via § con C°? = A y existe un morfismo v : B — C de B-
comddulos, invertible con respecto al producto de convolucién.

Es conocido que cualquier extensién hendida proviene de un producto cruzado
A#_. B, y a la inversa, cualquier producto cruzado es una extension hen-
dida [47, Thm. 7.2.2]. Aqui, —=: B® A — A es una accion débil (ver [2, Def.
2.0], [47, Def. 4.1.1]) y 0 : B® B — A es un 2-cociclo que satisface ciertas
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condiciones de compatibilidad. Con esto se puede definir una nueva estruc-
tura de dlgebra asociativa sobre A @ B. A esta nueva &algebra se la llama el
producto cruzado de A con By se denota A#B. La unidad de A#B es 1®1
y la multiplicacién es dada por:

(1.10) (a#b)(a'#b’):a(b(l) — a’)a(b(g), bl(l))#b(g))b/@), Va,a' € A, b,V € B,
donde a#b:=a®b. Ver [2 Section 2] o [47, Section 7] para mas detalles.

La otra definicién que queremos recordar es

Definicién 1.13. [2]. Una sucesion de algebras de Hopf A < C 5 B se dice
ezacta si:

(i) ¢ es un monomorfismo (en tal caso identificamos A con su imagen);
(ii) 7 es un epimorfismo;
(iii) m = e;
(iv) kerm = ATC (donde AT = kere);

(v) A= Ceom

En tal caso diremos que C' es una eztension de A por B. Una sucesion exacta
se dice central si A esté contenida en el centro de C.

El siguiente lema resume varios resultados conocidos y nos serd 1til para
encontrar sucesiones exactas.

Lema 1.14. Sean C y B dlgebras de Hopf de dimension finita y m: C — B
un epimorfismo de dlgebras de Hopf. Entonces dimC = dim C°°™ dim B.

Mads aiin, st A = C°T es una subdlgebra de Hopf entonces A &0l Bes
una sucesion exacta de dlgebras de Hopf.

Prueba. La igualdad de dimensiones es por [57, Thm. 2.4. (1.b)]. Més atn,
si A = CT entonces m 4 = €4 y por lo tanto ATC C kern. Por [57, Thm.
2.4. (2.a)], dim B = dim(C/A"C) y entonces ATC = ker7, lo que termina
de demostrar el lema. 0

La noci6n dual al producto cruzado A#_. , B fue estudiada en [2]. Sea B una
codalgebra y A un algebra de Hopf. Supongamos que p: B — B ® A es una
coaccion débil |2, Def. 2.10] — nociéon dual a la de accion débil. Si7: B —
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A® A es un morfismo lineal podemos definir una nueva comultiplicacién AT
sobre A?7#B = A® B como en [2, (2.15)], a saber

(L11)  AT(a#b) = > aqy7 (b)) #0(ba)i @ a7 (b)) p(be)) #bs)
ij

donde p : b+ >, p(b); @ p(b)! y T : b > 2 7(b); ® 7(b)7. Por |2, Prop.
2.16|, (APT#B, AT, e4 ® ep) es una coalgebra coasociativa si:

(€A X id)T(b) = EB(b)lA = (id ®5A)T(b)a
M pes(Aa ®id@T @id)(r ® p)Ap = (id ®@m e2)(id @A ®1d¥?)(r @ 7)AB,
me (1d*? @p @ id) (1 @ p)Ap = (id @m 4e2)(id @A 4 @ 1d®?)(p @ T)AB,

conm!'d, : A¥2@B®A%? - BRA®?, (a®@20b®d @2') — (b®ad @za’).

Sean Ay B 4lgebras de Hopf con un conjunto de datos (—, o, p, 7) como antes
y que ademas satisfacen las condiciones (i)-(v) de [2, Thm. 2.20]. Entonces
la multiplicacién v la comultiplicacién hacen de A”7# _. ,B una
bialgebra. Si, en adicion, AP7# _. ;B es un éalgebra de Hopf, (—,0,p,7) se
dice un dato de Hopf [2, Def. 2.26].

Ademés, si ¢ € Hom(B, A) es invertible con respecto al producto de con-
volucién y satisface ¢(1g) = 14 y €4 0 ¢ = ep entonces podemos definir un
nuevo dato de Hopf (¢ —, %o, p¢71,7¢71) de acuerdo a [2, Lemma 3.1.1].

Sucesiones exactas de dlgebras de Hopf de dimension finita son hendidas por
[67, Thm. 2.2]. Luego, por los resultados en [2, Subsection 3.2] tenemos lo
siguiente.

Teorema 1.15. Sean A y B dlgebras de Hopf de dimension finita.

(i) Sea A <s C' 5 B una sucesion ezacta de dlgebras de Hopf. Entonces
eziste un dato de Hopf (—,0,p,7) tal que C ~ APT#_. ;B como dlge-
bras de Hopf.

(11) Reciprocamente, si (—,0,p,7) es un dato de Hopf sobre A y B, en-
tonces 1(a) = a#l y w(a#b) = e(a)b son morfismos de dlgebras de
Hopf tales que A < APTH# B " B es una sucesion eracta de dlge-
bras de Hopf.

(11i) Sea ¢ : B — A un morfismo lineal invertible con respecto a la convolu-
cion tal que ¢(1p) =14 yeqo ¢ =ep. Entonces

77—4)

-1 41
AP’T#_\JB ~ Ap(b #¢A,¢0B

para cualquier dato de Hopf (—,0,p,T). O
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Notar que la ultima parte del teorema dice que A#o_. ¢,B ~ A#_. ;B como
extensiones hendidas.

I.5.1 Extensiones hendidas del algebra de Sweedler 7;(—1).

En general, para algebras de Hopf A y B, no es facil encontrar pares com-
patibles (—, o) que den lugar a productos cruzados A#_. ,B. Sin embargo,
la clasificacion dada por [26] y [42] nos da una manera de construir todos
los pares compatibles (—,c) cuando B es el algebra de Sweedler Ty(—1) de
dimension 4, cuya presentaciéon por generadores y relaciones es

Ty(-1) = k{g,xz | g* = 1,2% = 0,29 = —gx),

[L12
(L12) Alg)=9g®g vy Alx)=zg9+1®x.

Definicién 1.16. [26, Def. 2.4|, [42] Def. 3.1]. Sean A un algebra, F,D €
End(A), o € U(A) (las unidades de A) y B,y € A. La 5-upla ©® =
(F,D,«a, 3,7) se dice un dato Ty(—1)-hendido sobre A si satisface:

(D1) F(ad’) = F(a)F(d), (92) D(aa’) = aD(a’) + D(a)F(a’),

(93) F?(a)a = aa, (D4) (FD(a) + DF(a))a = va — F(a)y,
(95) D(a)y + D*(a)a = fa —afB, (D6)F(a)=a, (D7) D(B)=0,
(D8) D(a) = v = F(7), (D9) D(v) = 8- F(B),

para todo a,a’ € A.

Proposicion 1.17. [26, Thm. 2.3, Def. 2.4/, [42, Prop. 3.4]. Sea ® =
(F,D,«, B,v) un dato Ty(—1)-hendido sobre A. Entonces

(1) El mapa —: Ty(—1) ® A — A dado por
l—a=a,9g—a=F(a), z— a= D(a), (92) = a= FD(a)x
es una accion débil.

(ii) El mapa o : Ty(—1) @ Ty(—1) — A dado por

o |1 g T gz
1|1 1 0 0
g |1 o 0 0
v 0 7 | B |-F(
gr | 0| F(y) | F(B) | —af

es un 2-cociclo.
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(111) Cp = A#_. ;Ty(—1) es un dlgebra asociativa. O

Los datos Ty(—1)-hendidos clasifican las extensiones Ty(—1)-hendidas.

Teorema 1.18. [26, Cor. 2.5, Thm. 2.7/, [42, Prop. 3.4].

(i) Si A C C es una extension Ty(—1)-hendida entonces existe un dato
Tu(—1)-hendido © sobre A, tal que C' ~ Cyp.

(1)) Si ©® = (F,D,a,B,7) y © = (F',D',,p',v") son datos Ty(—1)-
hendidos sobre A, entonces Cp ~ Cgpr como Ty(—1)-extensiones si y
solo si existen elementos s € U(A) y t € A tales que para todo a € A:

(Col) F'(a) = sF(a)s™t, (Co2)D'(a) = (tF(a) + D(a) — at)s™ 1,
(Co3) ' = sF(s)a, (Cp4) B = B+ 1ty + (tF(t) + D(t))e,
(Cob5)y = sy + (tF(s) + D(s) + sF(t))a.

(11i)) S1 D = (F,D,a, B3,7) es un dato Ty(—1)-hendido sobre A, s € U(A) y
t € A entonces @' = (F', D', d/,8,7") definido por (Col) — (Cpb) es
un dato Ty(—1)-hendido sobre A. [

Mas atin, existe un mapa lineal ¢ : Ty(—1) — A tal que (?—, %) = (—,
o') dando el isomorfismo del item (7)), ver por ejemplo |2, Prop. 3.2.12].
Explicitamente:

(L13) o) =1, o(g)=s, ox)=t vy ¢gz)=sF()a

Supongamos ahora que A es un algebra de Hopf y que existen p y 7 tales
que (—,0,p,7) es un dato de Hopf, es decir, Cp = AP7#_. ;Ty(—1) es un
algebras de Hopf. Por lo tanto, si ¢ satisface €4 0 ¢ = e, (1) entonces

1 -1
Cor = APP T #o_. s,14(—1) es un élgebra de Hopf y el isomorfismo en
el item (%) es de algebras de Hopf por el Teorema ().

Mas adelante necesitaremos las siguientes propiedades de Ty(—1).

(T1) RadTy(—1)=k-xz &k -gr y hh/ =0 para todo h, ' € RadTy(—1).

(T2) U(Ty(—1)) = {a+bg+h|a,bck, a?~b>#0, hc RadTy(—1)} (sigue
de multiplicar por a — (bg + h) y usar que h?> =0y gh = —hg).

(T3) {t € Ty(—1) |2 =1} ={*1,+£9+h | h € RadTy(-1)}.
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(T4) Para todo h € k[G(Ty(—1))] existe s € k[G(Ty(—1))] tal que s> = h
(sigue de escribir las ecuaciones necesarias para encontrar s, dado que k
es algebraicamente cerrado de caracteristica cero, podemos resolverlas).

El recuento anterior nos servird para encontrar todas las posibles extensiones
de Ty(—1) por Ty(—1) salvo isomorfismos.

Lema 1.19. $i Ty(—1) <> H 5 Tu(—1) es una sucesion exacta de dlgebras
de Hopf entonces H ~ Ty(—1) @ Ty(—1).

Prueba. Por el Teorema [L15, H ~ Ty(—1)”7#_. ;Ty(—1) para algin dato
(—,0,p,7). En particular, T4y(—1) C H es una extension 74(—1)-hendida.
Entonces existe un dato T4(—1)-hendido ® = (F, D, «, 3,7) tal que, como
algebras, Ty(—1)#_ oTy(—1) ~ Cp.

Nuestro objetivo es cambiar el dato Ty(—1)-hendido ® inicial por otro equi-
valente pero mas apropiado usando el Teorema (73) y (I.13)) de tal manera
que ain tengamos una sucesion exacta de algebras de Hopf.

Por (D1) y (©3), F es un automorfismo de algebras de T;(—1). Entonces
F(g) = g + h para algin h € Rad Ty(—1) por (73). En realidad, F(g) =
g+ h. En efecto,

(I.14) (1#9)(9#1) = (9 — g)o(g, 1) ® g = F(9)#g,

la ultima igualdad es por Proposicién Si aplicamos m, el morfismo de
dlgebras de Hopf definido en Teorema [[.15] encontramos que (F(g)) = (g)
y entonces F(g) = g + h.

Sea s =g+ 2% t=0y¢: Ty(—1) — Tu(—1) como en ([13). Entonces
el automorfismo de &lgebras F’ correspondiente al nuevo dato hendido @’
equivalente a © satisface

(1.15) F'llg)=yg

por (Cpl); y atin tenemos una sucesion exacta de algebras de Hopf dado que
€7y(~1) © ¢ = €ry(—1)- Por simplicidad, llamaremos ® a D’.

Ahora hacemos un nuevo cambio de datos hendidos. Por (D3) con a = g,
tenemos que « € k[G(T4(—1))]. Méas aan, e(a) = 1; sigue de aplicarle 7 a

(1.16) (1#9)(1#g) = (9 — 1)o(g,9) ® 1 = a#l,

la ultima igualdad es por la Proposicién [[.17] Por (T4), podemos elegir
s € k[G(Ty(—-1))] tal que s> = a~!; notar que F(s) = s. Més atn, podemos
asumir que £(s) = 1 dado que (—s)> = a~!. Seant =0y ¢ : Ty(—1) —
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Ty(—1) es como en (I.13]). El nuevo dato hendido dado por el Teorema
(i) tiene

(L17) o =1, F'(g) =y,

por (Cpl) y (Co3); dado que eq,(—1)0d = e7,(—1), alin tenemos una sucesion
exacta de algebras de Hopf. Nuevamente, llamaremos © a ©'.

Ahora hacemos otro cambio de datos hendidos usando s = 1, t = §D(g) y
¢ : Tyu(—1) — Tu(—1) como en ([.13). Por (D2), D(1) = 0y por lo tanto
0 = ¢gD(g9)+D(g)g también por (D2). Entonces D(g) € Rad Ty(—1). Usando
(C»2), el nuevo dato hendido definido por (7i) (al cual atn llameremos
D) tiene

(L18) D(g) =0, F(g9) =g, a =1

y aln tenemos una sucesion exacta de algebras de Hopf; notar que F(t) €
RadTy(—1) dado que t € Rad Ty (—1).

Usando s =1yt = —%'y realizamos un nuevo cambio de datos. Notar que

0 =~g— gy por (D4) con a = g y (L.18). Entonces v € k[G(T4(—1))]. Mas
aun, £(vy) = 0; esto sigue de aplicar 7 a

(1.19) (1#g9)(1#z) = (9 = Do(g,z) @1+ (g = 1)o(g,1) @ gz
' = y#1 + 1#gz;

la altima igualdad es por [[.17 Por lo tanto el nuevo dato hendido tiene
(1.20) 7=0,F(9)=9,D(g)=0,a=1

por (Cpb); y ain tenemos una sucesion exacta de algebras de Hopf — notar
que F(y) = 1.

Este es el tltimo cambio que hacemos, usaremos s = g y t = 0. Dado que F
es un morfismo de algebras existen a,b € k tal que

FlRadTy(~1) = (Z 2) con respecto a la base {z, gx}.

Como a = 1, F?2 = id por (D3). Entoncesa =+1yb=00a=0y b= =+1.
Por (Cp1), el nuevo dato hendido tiene

(I.21) F =id, D(g) =
(122) F(g9)=g, F(z)=gz, D(g)=

0, =1 yvy=0 o
0, a=1 y~v=0.

En ambos casos, aiin tenemos una sucesion exacta de algebras de Hopf.
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Afirmamos que D = 0y 8 = 0. En efecto, en el caso , D =0por (D4)y
por (D5), B € k (el centro de Ty(—1)). En el caso ([.22), 0 = 2D(z)+D(z)gz
por (D2), entonces D(x)xg = xD(x). Si escribimos D(x) = ¢+ dg + h con
¢,d € ky h € RadTy(—1), entonces

(c+dg)rg=x(c+dg) =d=c=—d.

Por lo tanto D(z) = h € RadTy(—1). Méas atun, D(gz) = gD(z) porque
D(g) = 0. Ahora, usando que « = 1, v = 0 y F(h) = gh para todo
h € RadTy(—1), por (D4) se sigue que

0= FD(x)+ DF(x) = F(h) + D(gz) = gh+ gD(z) = gh + gh = 2gh.

De donde se desprende que D = 0 como queriamos. Ademas, 8 debe per-
tencer a k nuevamente por (95). En ambos casos, por Proposicion se
sigue que z — a = D(a) =0, o(z,1) =o(l,2) =2> =0y

(1.23) (I#z)(1#z) =0o(z,2) @1 = ® 1.

Aplicando 7, se sigue que 8 = 0 porque S € k.

&Y% % (&%
Sea F' el automorfismo de algebras dado por F(g) := g y F(z) = gx.
Entonces H debe ser isomorfo como algebra a Cp donde ® es uno de los
siguientes datos hendidos:

8%

Dy := (id, 0,1,0,0) 0 D :=(F,0,1,0,0).

A continuacién probaremos que

(1.24)  Rad(Ty(—1)) ® Ty(—1) 4+ Tu(—1) ® Rad(Ty(—1)) C Rad H.

Esto es inmediato cuando ® = ®( dado que H ~ Ty(—1) ® T4(—1) como
5%
algebras. Si ® = ©, por Proposicion [.17, H ~ Ty(—1)#_ ;T4(—1) con

ho hek[G(Ty(~1))]
gh  heRadTy(~1)

o(h 1) = e(h)e(l') Vh,h' € Ty(~1).

1—=h=h, géh—{ z—h=gx—h=0;

Computando explicitamente, vemos que RadTy(—1) ® Ty(—1) y Tu(—1) ®
Rad Ty(—1) son ideales nilpotentes de H. Es decir, (I.24]) vale.

Ahora bien, (I.24) implica que

dim(H")p < dim(H/(Rad(Ty(—1)) ® T4(—1) + Ta(—1) @ Rad(T4(—1)))) = 4.
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Por lo tanto, cualquier representacién simple de H es de dimensién 1, es decir,
H* es punteada. Més aun, dado que (Ty(—1))* ~ Ty(—1), H* también es
una extension de Ty(—1) por Ty(—1). Por lo tanto, (H*)* ~ H también es
punteada.

En resumen, H y H* son punteadas, los grupos G(H) y G(H*) tienen cardi-
nal < 4 y ambas tienen una subdlgebra de Sweedler normal. Inspeccionando
en la lista de las dlgebras de Hopf punteadas de dimensiéon 16 clasificadas en
[21], vemos que la tnica que satisface estas propiedades es Ty(—1) @ Ty(—1),
es decir, H es isomorfa a lo que queriamos. O
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cArPiTuLo Il

ALGEBRAS DE HOPF CON
CORRADICAL UNA SUBALGEBRA DE
HOPF

A lo largo de este capitulo H denotaré un algebra de Hopf de dimension finita
cosemisimple, y por ende semisimple. Aqui nos concentraremos en el paso

del Método del Levante, esto es, para V € YD tal que dimB(V) < oo

Determinar la estructura de las dlgebras de Hopf A con corradical
una subdlgebra de Hopf isomorfa a H y tal que gr A ~ B(V)#H.

Recordar que una tal A se llama un levantamiento de B(V)#H, Def. [.7

Para resolver este problema, primero veremos que los levantamientos de
B(V)#H son algebras de Hopf cocientes de T'(V)# H utilizando un resultado
de [12]. Luego, si los generadores del ideal que define al dlgebra de Nichols
B (V) satisfacen cierta compatibilidad, seremos capaces de dar también un
conjunto de generadores del ideal en T'(V')#H que define a un levantamiento
de B(V)#H.

En el caso en que el corradical es el algebra de funciones sobre un grupo
finito es posible ser mas explicitos en el lema que nos ayuda a encontrar
las relaciones que definen a un levantamiento. Haremos esto en la Seccién
y lo aplicaremos al caso particular de los grupos simétricos. Daremos
una familia de algebras de Hopf no semisimples con corradical el algebra de
funciones sobre el grupo simétrico S3. En el capitulo siguiente, veremos que
esta familia da la clasificacion de tales algebras de Hopf.

1.1 Paso del Levante.

En esta seccion A serd un algebra Hopf con corradical una subdlgebra de
Hopf H. Via la multiplicacion a izquierda y a derecha A € gMp. Por [12]

23
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Thm. 5.9.c)], existe una proyeccion de coalgebras H-bimdédulos
II:A— H tal que |y =idy .

Entonces A es un bim6dulo de Hopf sobre H — esto es, A € EMH — con las
coacciones inducidas por II, a saber:

pr = (I ®id)A v pr = (idQI)A.
Al igual que en [6], introducimos
Py = {a € AA(@) = pr(e) + pr(a)}.

Entonces Py = A; NkerII por [6, Lemma 1.1] y por lo tanto, Ay = H @ P,
como bimédulos de Hopf sobre H.

Notar que ademas (A1, ady g, pr) es un médulo de Yetter-Drinfeld sobre H.

Lema Il.1. Sean A y H dlgebras de Hopfy V € gyD. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes

(a) H es el corradical de A y 'V es la trenza infinitesimal de A.

(b) H es el corradical de A y eziste un isomorfismo v : VH#H — P; de
bimddulos de Hopf y de mddulos de Yetter-Drinfeld.

(c) Existe un morfismo ¢ : T(V)#H — A de dlgebras de Hopf tal que

(IL1)  Pykevypn - (k@ V)#H — Ay es un isomorfismo y ¢\ = id.

Prueba. [(a))=(b)| Por lo visto en la Subseccién Ai/H ~ V#H como
bimodulos de Hopf y médulos de Yetter-Drinfeld. Por otro lado, A1 = HH P,
entonces existe un isomorfismo v : V#H — P| como queremos.

[(B)=(d)| El morfismo ¢ : T(V)#H — A inducido por ¢(h) = h y ¢(v) =
~v(v#1) es un morfismo de édlgebras de Hopf que satisface (LL.1).

[(c)= ()] La restriccion ¢jwav)pn : (k@ V)#H — A; es un epimorfismo
de coalgebras entonces H = Ay por [47, Cor. 5.3.5] y gr A ~ R# H. Luego,
A1/Ag ~ V#H como bimddulos de Hopf sobre H y por lo tanto P(R) =
R~V en gyD como queriamos. O

Definicion 11.2. Un morfismo ¢ : T(V)#H — A de algebras de Hopf que
satisface (II.1)) y ademas es sobreyectivo sera llamado morfismo levantador
de A.

Notacion 11.3. Siguiendo con la notacién del Lema [[I.1], denotaremos con pg
y pv#H 2 las proyecciones de Ay sobre H y V#H dadas por el isomorfismo

O|(kepV)#H -
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El préximo resultado se puede leer como una correspondencia entre los levan-
tamientos de B(V)#H y cierta clase de ideales de Hopf en T'(V)#H. Notar
que, tanto en la siguiente proposicién como en el Lema y el Teorema
no es necesario asumir que la dimension del algebra de Nichols es finita.

Mantenemos la notacion del lema anterior.

Proposicion 11.4. Sean A y H dlgebras Hopf y V € gjﬂD. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(a) A es un levantamiento de B(V)#H.

(b) Eziste un morfismo levantador de A.

Prueba. [(a)=>(b)] ¢ es dada por Lema[[L.1] Por [8, Lemma 2.2] A es gener-
ada por A; y entonces ¢ es un epimorfismo acorde a la Definicion [[1.2]

[(b)=-(a)] Por Lema gr A~ R#H con P(R) = R' ~ V en 1YD. Porla
definicion de algebra de Nichols resta probar que V' genera a R como algebra
pero esto se desprende de que ¢ es un epimorfismo. ]

Definicion 11.5. Sean ¢ un morfismo levantador de A y M un submodulo de
Yetter-Drinfeld de T'(V'). Diremos que M es compatible con ¢ si

Ax(p(m)) = d(m) @ 1+ m_1 ® ¢p(mg) para todo m € M.

Notar que de la definicién se desprende inmediatamente que ¢(M) C A;.

Sea M € "M y {m;} una base de M. Claramente, podemos escribir la
coaccion en la base {m;} de la siguiente manera:

A(m;) = Zeij ®m;j con e;j € H para todo i, .
J
Entonces (e;;) es una subcoalgebra de H. Diremos que {e;;} son los ele-
mentos comatriciales asociados a M y la base {m;}. Notar que si M es un

como6dulo simple entonces (e;;) resulta ser una codlgebra de comatrices de
rango dim M con base de comatrices {e;;}, cf. Seccion

Si M es un médulo compatible con ¢ el siguiente lema nos ayuda a describir
la imagen ¢(M).

Lema I1.6. Sean ¢ un morfismo levantador de A, M C T'(V') compatible con
¢ y {ei;j} los elementos comatriciales asociados a M y {m;};_,. Entonces

(a) pvymr o P M — V es un morfismo en BYD.
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(b) Si como mddulos de Yetter-Drinfeld sobre H, M es simple y V =~
M?® ® P con s mdximo entonces existen A1, ..., As € k tales que

pvgm © ¢ = Aridy @ -+ & Asidy S0.

(c) Ezisten ay,...,a, € k tales que

-
(P © ¢)(m;) = ai — Zajeij para todo i1 =1,...;r.
j=1

(d) Sean ¢ un morfismo levantador de A" y © : A — A’ un isomorfismo

de dlgebras de Hopf. Si no existe v € V tal que h-v = e(h)v para todo
h € H, entonces © o (V) = ¢'(V).

Prueba. Por la Definicion , ¢(M) C Ay. Dado que pyypy o ¢pp es un
morfismo de bicomédulos sobre H, (pyum © ¢)(M) C V y entonces (a)
queda demostrado.

@ es un caso particular de @

Probaremos (|c)) en tres pasos. Primero supongamos que M es un H-comodulo
simple. Entonces (e;;) es una coalgebra de matrices de rango r. Por hipotesis

A((pr 0 ¢)(mi)) = (pr o ¢)(mi) @ 1+ _eij ® (p 0 ¢)(my)
J
por lo tanto (cf) sigue del Lema Ahora supongamos que M = ®;M; donde
cada M; es un H-comédulo simple con base {m!}. Entonces repetimos el
procedimiento anterior para cada base {mi} de M, luego sigue para la
base particular {m!};; de M. Finalmente, dado que £YD es una categorfa
semisimple sigue por un cambio de base.

@ Consideremos a A; como un H-comédulo a derecha via la coaccion in-
ducida por la proyeccion de coélgebras (e#idg) o © y a A} como un H-
comodulo a derecha via la coaccién inducida por la proyeccion de codlgebras
e#idy. Entonces © 4, es un morfismo de comodulos y tomando coinvarian-
tes vemos que © o ¢(V) C ¢'(V) @ kla. Ahora, consideremos a A; como
un H-moédulo a izquierda via ad; y a A} como un H-moédulo a izquierda via
adg0©. Entonces O, es un morfismo de médulos. Dado que H es semisim-
ple y por hipoétesis no existe v € V' tal que h - v = e(h)v para todo h € H,
resulta que © o ¢(V) C ¢'(V). O

Si M es compatible con ¢, por podemos considerar a ¢(m) como
elemento de (k & V)#H C T(V)#H para todo m € M. Usamos esta
identificacién en el siguiente teorema para describir al ideal que define el
levantamiento dado por ¢.
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Teorema I.7. Sean ¢ un morfismo levantador de A y M = @ ,M" un sub-

mddulo de Yetter-Drinfeld de T(V') graduado y compatible con ¢. Asumamos
que el ideal definiendo a B(V) es J = (M) con @~} M’ C ker ¢. Entonces

A~TV)#H/(m — ¢(m))men-

Prueba. Denotemos con I al ideal bildtero generado por @?Z_QIM “en T(V)
entonces el ideal bilatero generado por @?;;Mi en T(V)#H es Iy = I#H,
dado que @?;;M ¢ es un submodulo de Yetter-Drinfeld. Notar que I es un

coideal en T'(V) pues J = (M) y T(V) es una coalgebra graduada.

Luego, si tomamos m € M"™ C J existe m =) ,2;Qy; € f#® (T'(V)#H)+
(T(V)#H) ® Iy tal que

AT(V)#H(m) =m® 1 + m(,l) & m(o) + m
por ser J graduado. Entonces, por el Lema @ y vale que

(11.2)
Arygr(m — d(m)) = (m — ¢(m)) @ 1+ m_1) @ (m(o) — ¢(m)(g)) + M.

Afirmamos que el ideal I = (m—@(m))menr es un ideal de Hopf de T'(V')# H.
De hecho, acabamos de probar que I es un coideal y claramente esta con-
tenido en kere. Veamos que es invariante por la antipoda. Dado que
Susv)(J) = J = (M) y la antipoda respeta la graduacién, vemos que
S%(V)(@?:_QIMi) c I. Por lo tanto, ST(V)#H(T#) C T# Por otro lado, el
axioma de la antipoda dice que e(m) = Sy )xr(ma))me) =0 Vm € M™.

Luego, por (IL2),

Srvypa(m — ¢(m)) =
= =Sranpa(m—1))(me) — ¢(m) ) — ZST(V)#H(@’I)?/I €
1

€ (m— ¢(m))menn#H + Ly(T(V)#H) + (T(V)#H) Iy

dado que M™ es un submodulo de Yetter-Drinfeld. Entonces I es invariante
por la antipoda pues es generado por (m — ¢(m))meyn v @?;21MZ.

Ahora bien, claramente I C ker ¢ y entonces I N (k@ V)#H = 0. Luego, si
A" :=T(V)#H/I entonces A = H por [47, Cor. 5.3.5] y gr(A’) ~ R#H.
Dado que ¢ es un epimorfismo, R ~ T'(V')/J para un ideal J C J. Mas aun,
M C J por ladefinicion de I y entonces J = J. Entonces gr(A’) ~ B(V)#H
y por lo tanto ker ¢ = I como queremos. O
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11.2 Algebras de Hopf con corradical k©.

Sean G un grupo finito y A un &lgebra de Hopf con corradical isomorfo al
algebra de funciones sobre G. El hecho de que k& es un 4lgebra semisimple
conmutativa nos permitira describir la estructura de k-modulo de A y ser
mas especificos al momento de aplicarle el Lema[[I.6]a A. Haremos esto en el
caso particular G = S,,, obteniendo una nueva familia de algebras de Hopf.

Recordar que si M es un k“-moédulo entonces M[g] denota la componente
isotipica de peso g y Supp M := {g € G : M|[g] # 0}, cf. Seccion[[.1] Esto se
aplicara al n-ésimo término A,, de la filtracion corradical de A considerandolo
un k&-modulo via la accion adjunta a izquierda.

Tener en mente que para todo g, h € G vale que

ad dy(0n) = Gg.e0n ¥y A(Sy) =Y 0 ® -1y
teG

Lema I1.8. Sea A un dlgebra de Hopf con corradical k¢ y trenza infinitesimal
V = ®ic1M(gi, pi). Entonces
(a) Anlg]-Amlh] C Animlgh] para todon,m >0y g,h € G. En particular,
Anlg] € xeMye via la multiplicacion a izquierda y derecha por k&.

(b) Sizy € Anlgl, g € G, entonces 6y = x404-1;, para todo h € G.

(c) Sizg € Anlgl, g € G, entonces A(zy) = ZteG(y§®5t+5t®Z§,1gt)+w
con w € @, e iy (Ails] @ Anilt]) y yh, 2L € Anlg].

(d) Si g € G entonces S(Anlg]) = An[g™1].
(¢) (Supp A1)~ = Uje; Og, U {e}-
(f) Sidim A < oo entonces A = k©.

Prueba. Si xg € Aylg] y xp, € Ap[h] entonces

ad ds(zgzp) = Z ad 0 (zg) ad 0p—14(h) = 0 ghTgTh,
teG

dado que el tnico término no nulo ocurre cuando t = g y t~'s = h. Esto
implica (f)); en particular A,[g] es un k&-bimoodulo porque k& = Agle].

@ sigue por calculo explicito:

Ontg = 0swge(0-11) = ) ad 0s(2g)ds-1h = Tg0y-11-
seG seG
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Por ([.2), podemos escribir A(zy) = Z (vl ® 6 + 6 ® 2%) + w con

s,teG
ytzt e Aylslyw e @ (Ai[s] ® Ap—it]). Si w = w1 ® wy entonces
s,teG
1<i<n—1

W= Y SunS(p-1y) @addpy(we) € P Ails] @ A ilt].

foh,s,t€G ste@
1<i<n—1

Luego sigue de

Alzg) = Alad g(zg)) = Y 04y (0-14) @ ad 5p-15(5)
foh,s,teG
+ Y 650 S(p1) ® ad S p-1p(2h) + @
fyh,s,teG

= ) yiS(Gh-1g) @+ D 650 S(S(ps)-14) ® 2L + B
h,s,teG f,8,teG

= > addy(yl) @0+ > 618,145 @ 2L+ b

s,teG s,teG

=) U @6+ > @21y + b
teG teG

La prueba de @ es por computacion directa.

(€) Por Lema vemos que A; = k& @ V#kY como bimodulos de Hopf.
Entonces A [g] = V[g]#k®, g # e, and A;[e] = kD V [e]#k®, lo que implica

@ vor (3.

Finalmente probemos (f). Sea K la subalgebra generada por Ajle]; por
Aile] es una subcoalgebra y por @ es estable por la antipoda, entonces K
es una subalgebra de Hopf. Por (b) k% es una subalgebra de Hopf central
en K. Mas aun, existe una sucesion exacta de algebras de Hopf k& «— K —»
K/(k%)*K dado que dim A < oo, cf. [2]. Afirmamos que K/(k%)TK =k y
por lo tanto k¢ = K por [2]. En efecto, por lo anterior

Aile] =ké. ® (D ké) ® B con B =VI]e]#k".
t#e

Por Lema m, V#KE C kere y entonces Ai[e] Nkere = > ize ko ® B. Si
T, € B entonces A(xe) € A{RkE +k%® A = (BokY)® (k2 B)® (kY 9kY)
por . Luego, podemos escribir

Alwe) = (@040 @)+ Y beybs @03,

teG s,teG
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con us, vy € By bsy € k. Si calculamos (e ® id)A(z.) y (id®e)A(z.),
obtenemos que e = Ve + ) e be,s0s = Ue + Y bse ¥ por lo tanto ve =
Te = Ue Y bes = 0 = b para todo s € G. Entonces T, es un elemento
primitivo de K/(k%)*K, dado que dimA < oo, Zz = 0 y por lo tanto
nuestra afirmaciéon sigue. O

Queremos aplicar el Lema en el siguiente caso. Supongamos que
G actta en un conjunto X. Una familia {x;}iex con x; : G — k* tal
que x;(ht) = xei(h)x:i(t) para todo i € X, h,t € G se llama un 1-cociclo.
Entonces kX con base {m;};cx es un G-modulo via

g-m; = xi(g)mg; paratodo i€ X.

Usando (.7), kX es un k%-comodulo con elementos comatriciales {es,j} aso-
ciados a kX y {m,};ex dados por

(11.3) eij = Z djgiXi(g)0,-1 para todo i € X.
geG

Luego, en el caso en que el corradical es el dlgebra de funciones sobre un grupo

finito, podemos reformular el Lema de la siguiente manera. Recordar
G

(LI) que afirma que M = Me] & M* en {;VD.

Lema 11.9. Sean ¢ un morfismo levantador de A y M C T(V) compatible
con ¢. Asumamos que V]e] = 0. Entonces

(a) Qi< M* — ¢(V) es un morfismo en gzgyp.
(b) Si Supp M* N SuppV = ) entonces ¢y = 0.

(¢) Sea {m;}icx una base de Mle] tal que los elementos comatriciales {e;;}
son dados por (11.3). Entonces existe {a;};cx Ck tal que

¢(mi) = (ai — xi(9)agi)d,—1  para todo i € X.
gelG

Prueba. Dado que Ve] = 0, pyyn o ¢(Mle]) = 0y pypu © djarx = djarx-

Entonces @ sigue del Lema @ y @ sigue del Lema @

Por otro lado, py o \arie] = Piame) Y Pvan © ¢(M™) = 0. Entonces sigue

de Lema . O
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I1.3 Una nueva familia de algebras de Hopf.

Sea Oy la clase de conjugacion de (12) en S, y sea sgn : Cs,(12) — k
la restriccion de la representacion signo de S,. Consideremos el mddulo
Vo = M((12),sgn) € igz)ﬂ), cf. Definicion m Este tiene como base a
(2(ij)) (i)c0y en donde la accion y coaccién son dadas por

925 =sen(g)Tyupng1 ¥ O(T(s) = (i) @ 2335
para todo g € G y (ij) € Of. Usando (L.7), V, se convierte un modulo de
Yetter-Drinfeld sobre kS» con la siguiente estructura
8g-wj) = Og i ) ¥ Magp) = Y sen(h)oh © 21
heSy,

para todo g € G y (ij) € OF; en el lado derecho de la primera igualdad,
d4.(i) denota la delta de Kronecker.

Si n = 3,4,5, sabemos por [46, B6] que el algebra de Nichols B(V,,) es
cuadrética y de dimension finita. De hecho, el ideal 7, de T'(V;,) que define
a B(V,) es generado por

2
(I1.5) Rig)(kt) 7= (i) (kt) T (k1) (i5)
(1L.6) Rij)(ik) = T@j) (k) + Tk T (k) + T(w)Z(ij)

para (if), (kl), (ik) € O con #{i,j. k, 1} = 4.

Para n > 6, se define la aproximacion cuadrdtica B, del dlgebra de Nichols
como el cociente del algebra tensorial T'(V;,) por el ideal generado por (I1.4),

(IL.5) y (IL.6) para (ij), (kl), (ik) € OF con #{i, j, k,l} = 4.

A1n no se sabe si:

e B(V},) es quadratica, es decir, isomorfa a B,,;

e B(V,) es de dimension finita;

e ‘B, es de dimension finita.
Si se sabe que las tinicas algebras de Nichols que pueden ser de dimension
finita sobre S,, son B(V},) y otra también asociada a la clase de conjugacion

de (12), ver [3, Th. 1.1]|1_-I. Ademas, estas algebras de Nichols son equivalentes
por torcimiento [59].

!Si n = 4 hay un algebra de Nichols de dimension finita asociada a la clase de conju-
gacion de (1234). Si n =5 6 6 hay dos algebras de Nichols de las cuales no se sabe si son
de dimension finita.
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Habiendo introducido la notacién necesaria, ahora calcularemos los levanta-
mientos de B (V},)#k®» paran = 3,4, 5 usando lo que hicimos en las secciones
anteriores.

Consideremos el conjunto de parametros
= {a = (aGp)apeoy €K% 1 Y agy = 0}'
(ij)e0y
El grupo I';, :=k* x Aut(S,) actia en 2, via

(11.7) (1, 0) > a = u(agaj), we k™, 0 € Aut(S,), ac,.

Sea [a] € I\, la clase de a bajo esta accion. Denotemos también con > ala
accion por conjugacion de S, sobre sf mismo, asiﬂ Sn < {e} x Aut(S,) < T'y.
Sea S2 = {g € Sp|g>a = a} el grupo de isotropia de a.

Fijado a € 2,,, introducimos

(11.8) fii = ) (agij) — ag-1()9)0 € K7, (ij) € OF.

gESH

Definicién 11.10. Para cada a € 2, Ay es el dlgebra de Hopf cociente
T(V,)#k5" /T, donde Z, el ideal generado por (IL.5), (IL.6) y

(11.9) 2l — fijy
para todos (i), (kl), (ik) € OF tales que #{i, J, k,l} = 4; Z, es realmente un

ideal de Hopf por la Proposicién @

Atin no se sabe, para n = 4y 5, si efectivamente A, es un levantamiento de
B(V;,)#kS" | esto es, si tiene la dimension correcta. Podria suceder que para
algin a € Uy, en el peor de los casos, Ay fuera nula. Sin embargo, si n =3
sabemos que para todo a € A3 el algebra de Hopf A, es un levantamiento
de B(V3)#k53, ver el siguiente capitulo.

Proposicidn 11.11. Asumamos n = 3,4, 5.

(a) Alq) es un dlgebra de Hopf para todo a € Uy,.

(b) Si A es un levantamiento de B(V,,)#k5 entonces existe a € A, tal
que A >~ Ap.

2Es bien conocido que S, se identifica con el grupo de automorfismos interiores y que
este coincide con Aut S, excepto para n = 6.
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(c) Si Apa) es un levantamiento de B(V,,)#k5 entonces Apa) = Ap) 81y
sdlo si [a] = [b].

Prueba. @ No es dificil ver que

Alafy) =2l @1+ 3 @ Thagn
heSy,
Alfii) =Fii @1+ ) 0h® fr1(n-1(5)-
heS,,
Entonces J = <3:%Z.j) — fij : (ij) € OF) es un coideal. Dado que f;;(e) = 0,

J Ckerey S(J) C kS».J. Tampoco es dificil ver que lo mismo vale para el

coideal generado por (IL.5) y (IL.6) para todos (ij), (kl), (ik) € OF tales que
#{i,7,k,1} = 4. Entonces Z, es un ideal de Hopf y por lo tanto A, es un

algebra de Hopf cociente de T(Vn)#kSn.

(b) Por la Proposicién existe ¢ : T(Vy,)#kS* — A, un morfismo levan-
tador. Sea M el submoédulo de Yetter-Drinfeld de T'(V;,) que genera al ideal
Jn de relaciones de B(V,,), dado por (IL.4)), (IL5) y (I1.6). Entonces M es
compatible con ¢.

Por Lema @), ¢(M*) = 0. Por otro lado, Mle] = (x%ij)>(ij)€@5 y los
elementos comatriciales asociados a la base {22 .. };iycon son
(i) I (i5)€0;

el k) = D S(ik).glij)g—0g1-
geSH

Entonces, por Lema existe a € k% tal que

(Z)(x%ij)) = Z (a(ij) — agfl(ij)g)dg para todo (ij) € OF.
ge€SH

Notar que si reemplazamos a por a — Z(z‘j)eog aijy(1,..., 1) € Ay, entonces
la anterior igualdad atn vale. Entonces (b)) sigue del Teorema [IL.7]

Fijemos a € 2, tal que A, es un levantamiento de B(V,,)#kS. Sean
$a y ¢ los morfismos levantadores de B(V;,) a Afy) y App), respectivamente,
con b € 2, y sea © 1 A — Ay un isomorfismo de élgebras de Hopf.
Sea 6 el automorfismo de grupo de S, inducido por (Ops,)*. Entonces
O¢a(Vn) = ép(Vy,) por Lema (d). Mas atn, usando la accién adjunta
de k5 vemos que Oda(T(ijy) = H(ij)Pb(Togiz)) con p;) € kX para todo
(ij) € OF. Dado que © es un morfismo de coélgebras tiene que valer que
tj) = i para todo (ij) € Of. Por lo tanto a = (42,0)>b. Para la reciproca
basta notar que un tal morfismo © esta bien definido y da un isomorfismo
Apa] v App) para todos a, b € 2, con [a] = [b]. O
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CApiTULO 11T

ALGEBRAS DE HOPF CON
CORRADICAL k%

En este capitulo daremos la clasificaciéon de las algebras de Hopf no semisim-
ple de dimension finita con corradical k. La clasificacion es dada por la
familia {A[s) : a € A3} definida en el capitulo anterior, Definicion [I1.10} De
hecho, por la Proposicién s6lo resta probar que cada una de las alge-
bras de Hopf A[,) es efectivamente un levantamiento de B (V3)#k. Es mas,
veremos que resultan ser deformaciones por cociclos unas de otras.

Una vez comprobado lo anterior, nos abocaremos al estudio de la teorfa
de representaciones de las dlgebras Afy. Clasificaremos sus modulos simples
usando como herramienta los llamados médulos de Verma (imitando la teoria
de representaciones de las dlgebras de Lie), estos son, los modulos inducidos
por las representaciones simples de k3.

Ademdés, calcularemos el tipo de representacion de Ay v algunas propiedades
de su estructura interna.

A lo largo del capitulo conservaremos la notacion usada en la Seccion [[I.3]
Recordar que V3 = <$(ij)>(ij)eog € t;g YD con acciéon y coaccion

8g- %y = Ogin Ty Y Mzap) = Y sen(h)oh @ -1
heSs

para todo g € G vy (ij) € O3. Recordar también que para cada
3
acf; = {a = (aq2), a(13), a(23)) € kO : a(12) + a(13) + ae3) = 0}7
introdujimos

(IT1.1) fii =D _(agij) — ag-1(3)g)0g € k%2, (ij) € O3.
g€Ss

35
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Entonces Ay — ver Definicion [[T.10| - es el cociente T (V3)#kS3 /T, donde Z,
es el ideal generado por

(1I1.2) x%ij) — fij V(ij) € 03,
(I11.3) R(13)(23) '= T(13)T(23) T T(23)T(12) T T(12)T(13) Y
(111.4) R(93)(13) = Z(23)(13) + T(12)%(23) T T(13)Z(12)-

El siguiente teorema da la clasificacion deseada y es una consecuencia directa
de las Proposiciones [I1.11] y [IIL.4, Recordar que I's = k* x Aut(S3) actia

sobre s via (I1.7).

Teorema 111.1 (Clasificacién de las algebras de Hopf con corradical k53). EI
conjunto de clases de isomorfismos de dlgebras de Hopf no semisimples de
dimension finita con corradical kK53 estdn en correspondencia biyectiva con
['3\2U3 via la asignacion [a] e~ Ap). O

I11.1 Clasificaciéon de las algebras de Hopf con corra-
dical k.

Para demostrar que las algebras A, son deformaciones por cociclos unas
de otras usaremos el siguiente teorema debido a Masuoka [45]. Si K es una
subdlgebra de Hopf de un algebra de Hopf H y J es un ideal de Hopf de K
entonces el ideal bilatero (J) de H es de hecho un ideal de Hopf en H. En
lo que sigue 1! denota el mapa inverso de v con respecto al producto de
convolucion. Ver (L.1) para la definicion de las acciones — y «.

Teorema 1.2, [/5, Thm. 2/, [16, Thm. 8.4]. Supongamos que K es una
subdlgebra de Hopf de un dlgebra de Hopf H. Sean I,J ideales de Hopf de
K. Si existe ¢ : K — k un morfismo de dlgebras tal que

B

o H/(tp — 1) es un dlgebra no nula,
entonces H/ (¢ — I) es un objeto (H/(I), H/(J))-biGalois y por lo tanto las
dlgebras de Hopf cociente H/(I), H/(J) son monoidalmente Morita- Takeuchi

equivalentes. Si H/(I) y H/(J) son de dimension finita entonces H/(I) y
H/(J) son deformaciones por cociclo una de otra. O

Para aplicar el teorema de Masuoka necesitaremos el siguiente lema.
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Lema I11.3. Sea n € N. 5S¢ W es un espacio vectorial y U es un subespacio
vectorial de W™ entonces la subdlgebra de T(W) generada por U es isomorfa

a T(U).

Prueba. Es suficiente probar el lema para el caso U = W®™. Sea (z;);er una
base de W. Entonces B = {X; = x;, - - x;, : 1= (41, ...,4) € I"} forma una
base de W®". Dado que los X; son todos elementos homogéneos del mismo
grado en T'(W), s6lo tenemos que probar que {Xj, --- Xj, :i1,....0m € I"}
son linealmente independientes en T'(W) para todo m > 1. Ahora bien, esto
es cierto porque B es una base de monomios del mismo grado. O

Ahora estamos en condiciones de terminar la prueba del Teorema de clasi-
ficacion de las algebras de Hopf con corradical k3. Para probar que las 4l-
gebras Ay son efectivamente levantamientos usamos el Lema del Diamante
[18], sin embargo, el item () da una demostracion alternativa de este hecho.
El Lema del Diamante nos permite obtener una base de A[,] que utilizaremos
para calcular su teoria de representaciones, es por eso que lo usamos aqui.

Proposicion 1.4, (a) Si A es un dlgebra de Hopf no semisimple de di-
mension finita con corradical kK53 entonces A es un levantamiento de
B(V3)#k.

(b) Para todo a € A3, Ap) es un levantamiento de B (V) #kSs.

(c) Para todo a € A3, Ajy) es un dlgebra de Hopf monoidalmente Morita-
Takeuchi equivalente a B (V3)#kSs.

Prueba. @ Por lo desarrollado en la Subseccion , gr A ~ R#kSs con
V =R' ¢ ﬁ:g YD y B(V) es una subélgebra de Hopf trenzada de R por
[9, Prop. 2.2|. Por [5, Thm. 4.5] B(V3) es la tnica algebra de Nichols de
dimension finita en ﬂgg YD y por lo tanto la tnica de ﬁigg YD, ver Observacion
.8} Por lo tanto V ~ V3. Dado que B(V3) solo depende de la trenza de V

— ver Observacion [I.6|—, podemos deducir de [4, Thm. 2.1] que R = B(V3).

(b) Fijemos a € A3. Afirmamos que B = {zdy|z € B, g € Sz} es una base de
Afq) donde

L, L(13); L(13)T(12), T(13)F(12)%(13), L (13)L(12)T(23)T(12)>
(IIL5) B= L(23); L(12)T(13), L(12)T(23)%(12);
L(12), L(23)%(12), L(13)T(12)L(23)>
L(12)%(23)
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y por lo tanto @ queda demostrada. A continuacién, esbozamos la prueba
de nuestra afirmaciéon usando el Lema del Diamante [I8].

Para empezar necesitamos introducir mas relaciones que se desprenden de
(I11.2), (IIL.3) y (IIL.4). Escribiremos las relaciones de la forma R = f con
R un monomio de Afy) v f € kB. La nueva lista de relaciones es

1= Z (59, 5g5h = 5g,h5g7 6gm(ij) = x(ij)é(ij)g, x%m = fij,

g€Ss
L(13)T(23) = — L(23)T(12) — T(12)%(13)>
L(23)2(13) = — T(12)7(23) — T(13)L(12)>

(TI1.6) w(12)T(13)T12) =T(13)T12)T13) + T(23)(a(13) — A12));
(IIL.7) L(23)L(12)%(23) =L (12)F(23)L(12) — L(13) (a(23) - Cl(12)) y

(IIL.8) z(23)T(12)T(13) =T(13)T(12)T(23) + T(12)§2-
donde Q = f13((12)_) — fi13 € k5, es decir,

Q :(a(23) - a(13))(6(12) — 0e)

(I1L.9)
+ (a@3) — a(12))(613) — d(132)) + (a(2) — a(23))(d(23) — I(123))-

Fijado a € 23 consideremos el algebra KCq := T'(V3)#k% /Ja donde Ja
es el ideal generado por

(IIL10)  Ragesy, Resas) ¥ 2+ D 1309 (id) € O3.
gES3

Consideremos el modulo Mz = k5 con la accién regular a izquierda. En-
tonces M3 es un Ky-modulo con accién dada por

M(ij)g sl sgng = —1,
L(i5) Mg = . _
—ag-1(ij)g M(ij)g 51 sgng =1
En efecto, este es un Ky-médulo porque
On((i5) - mg) = On(Agiiisyg) = AgOn((i5)9)mij)g = Ag(ig)n(9)M(ig)g
= 2(ij) - (O(ij)n - my)
para cierto Ay, € k dado por la definicién de la acciéon. Ademaés,

By - (B - mg) = 9 ERE)ER TR si sgng = —1,
~ g 1(ik)g M) (ik)g si sgng =1
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v en cualquier caso tenemos que x?ij) TMg = —0g—1(;j)g Mg ¥
Rijy(ik) - Mg = Z g=1(st)g) (i) (ik)g = O-
(st)6(95

Sean ahora W = (R(13)(23), R(23)(13)> x%ij) : (ij) € O3) y K la subélgebra de

T(V3) generada por W; K es una subélgebra de Hopf trenzada porque W es
un submédulo de Yetter-Drinfeld contenido en P(T(V3)). Entonces K#kS
es una subalgebra de Hopf de T'(V3)#k. Por Lema [[11.3 m podemos definir
el morfismo de algebras 1) = i @ € : K#k% — k donde

Uriwig =0 si g # ey Vr(af,;) = —ag Y(ij) € O5.

Denotemos con J al ideal de K#kS3 generado por los generadores de K. En-
tonces 1 — J < 1 es el ideal generado por los generadores de Z,. Para ver

esto notar que S(W)[g] C (K#k%)[g '] y S(z (m) = hess 5h*1xi*1(ij)h'
Entonces, dado que 1~! = ¢ 0 S, nuestra afirmacién sigue de aplicar ¢ ®
id@y~' a (A®id)A(zf;) =

2 2 2
=2l @LOL+ D @, @1+ Y 5 ® 8 @ Th1h-15m
heSs h,g€S3

vya(A®id)A(z) =2®@1®14+2_1@20®@1+2 2@z 1 @rgparag#ey
x € Wlgl; notar también que z¢ € Wlg].

Por su parte, el ideal ¥~! — J es generado por

R(13)(23), Re23)13) v x?ij)_‘_zag*l(ij)g(sg v(ij) € 03,
g€S3

es decir, Ko = T(V3)#k> /(1p~1 — J). Finalmente, por la accién antes
definida sabemos que Ka # 0y A[y resulta ser monoidalmente Morita-
Takeuchi equivalente a B(V3)#kS por Teorema [II1.2 O

I11.2 Teoria de representaciones de los levantamientos
de B(V3)#k,

En esta seccion clasificaremos las representaciones simples de las algebras
A[a)- Con este fin daremos el reticulo de submoédulos de cada médulo de
Verma de Ajy — los modulos inducidos por los kSs-moédulos simples, Defini-
cién Luego, encontraremos los médulos simples como cocientes de los
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modulos de Verma. Aqui haremos uso de las generalidades enumeradas en
la Seccion [[4

Para describir los médulos simples, dividiremos el trabajo considerando tres
diferentes casos que dependen de la forma del parametro a € 2s.

Definicién 111.6. Decimos que el parametro a € 3 es genérico cuando una
de las siguientes condiciones equivalentes valen.

(a) ajy # aq) para todo (ij) # (ki) € OF.
(b) a(ijy # ans(ij) para todo (ij) € O, h € S, — Cs, (i)
(c) fij(h) # 0 para todo (ij) € Of, h € S;, — Cs, (ij)-

Prueba. [()=()| es claro dado que (ij) # h> (ij) por la hipotesis sobre
h. [(b)= ()] sigue del hecho de que cualquier (kl) # (ij) es de la forma

(kl) = h> (ij) para algan h ¢ st [(B)<(d)] dado (ij), tenemos que
{h €S, : G(ij) = ahb(ij)} = {h eSy: fw(h) = 0};

luego, uno de estos conjuntos es Cs, (ij) si y so6lo si el otro lo es. O
Entonces, los tres casos diferentes son:

® a(13) = a(12) = a(23)- En este caso, no hay nada que hacer. En efecto,
Ala) resulta ser la bosonizacion B(V3)#k> y entonces los modulos
simples de A, se obtienen de los médulos simples de k53 haciendo
actuar al algebra de Nichols B(V3) trivialmente.

® a(13) = a(12) 0 a(23) = a(12) 0 a(13) = a(23) pero no todos iguales. Salvo
isomorfismo, cf. (lL.7)), podemos asumir que a1y # a(13) = a(3). Para
abreviar, diremos que a es sub-genérico.

e a genérico.

Sin embargo hay algunos hechos que podemos probar con mayor generali-
dad, incluso considerando n # 3. Para dar con ellos introducimos la siguiente
definicion.

Definicién 111.6. Sea n > 3 y fijemos a € 2,. Diremos que g,h € S, son
a-enlazados, lo cual denotaremos g ~a h, si g = h, o bien existen (imjm),
.., (i171) € OF tales que
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¢ g= (Zm]m) T (iljl)f%
 fij ((isjs)(is—1js—1) - - - (i1j1)h) # 0 para todo 1 < s < m.

Por la definicion ([1.8) de fi; € kS es claro que
(IT1.11) fij(ts) = fij(S) vt € Cs, (ij), sE€S,.

En particular, f;;,(h) # 0. Ademés, afirmamos que ~4 es una relaciéon de
equivalencia. En efecto, si g ~a h entonces h = (i151) -+ (imJm)g ¥

fisjo(isgs) (is1ds1) -+ (imdm)9) = fioj ((Gs-14s-1) -+~ (G1j1)h)

(L.1T) o .
= fisjo ((isJs)(is—1Js-1) -+ (i1j1)h) # 0,
i.e., h ~5 ¢g. De manera similar, vemos que si ¢ ~5 h vy h ~a z entonces

g ~a z.

En Definicién A[q) fue introducida como un cociente de T’ (Vo) #kS y
salvo para n = 3, no conocemos la dimensién de A[,. Pero asumiendo que
la proyeccion canoénica T'(Vy,)#kSn — Alq) es inyectiva cuando se restringe a
kS —resumiremos esto, diciendo que kS es una subalgebra de .A[a]f podemos
enunciar algunas propiedades de sus modulos; notar que de asumir esto, k5
resulta ser el corradical de A, por [47, Cor. 5.3.5].

Observacién 111.7. Asumir que kS» es una subalgebra de Apa v sea M un
Ajaj-modulo. Entonces

(a) Si (ij) € Oy satisface fij(h) # 0 entonces p(z(;;)) : M[h] — M[(ij)h] es

un isomorfismo

(b) Si g ~a h €S, entonces p(2(;,.j,.)) © - © p(2a,j,)) * M[h] = Mlg] es
un isomorfismo.

Prueba. p(x(j)) : M[h] — M](ij)h] es inyectiva y p(z(;;)) : M[Gj)h] — M|[h]
es sobreyectiva por ([1.9). Intercambiando los roles de h y (ij)h obtenemos

(). Ahora (b) sigue de (al). O

Esta observacién es particularmente ttil para comparar los médulos de Verma
de A[a], recordar que estos son los moédulos M, inducidos por los kS»-modulos
unidimensionales k, = k[g] para todo g € S,,.

Proposicion I1.8. Asumir que dim Ajy < oo y kS es una subdlgebra de
Apa- 51 g y h son a-enlazados, entonces los mddulos de Verma My y My
son isomorfos.
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Prueba. El médulo de Verma M, es generado por my = 1 ®ys, 1 € Mph).
Por Observacion [, existe m € My[g] tal que M), = Afg - m. Por
lo tanto, existe un epimorfismo M, — Mj, e intercambiando los roles de g
y h, también existe un epimorfismo My — M. Dado que dim Ap, < oo,
Mg >~ Mh. O

Lema I11.9. Si a es genérico entonces g ~a h para todo g,h € S,, — {e}. Si
ademds k5 es una subdlgebra de Ala) entonces

(a) dim Apy) < oo implica que los mddulos de Verma My y My, son isomor-
fos para todo g,h € S,, — {e}.

(b) Si M es un Ap-mddulo entonces dim M[h] = dim M[g] para todo
g,h €Sy, —{e}. Luego dim M = (n! — 1) dim M|(i7)] + dim Me].

(c) Si M es simple y n =3 entonces dim M[h] < 1 para todo h € S3—{e}.
Prueba. Sea (ij) € S,y g € S, —{e}.

e Si g = (ik) entonces g ~a (ij), dado que (ik) = (jk)(i7)(jk) v a es
génerico.

e Si g = (kl) con #{i,j,l,k} = 4 entonces (ij) ~a (ik) y (ik) ~a (kl),
luego (ij) ~a (k).

e Sig = (i1ig---1i,) es un r-ciclo entonces g = (i14,)(i1i2 - - - ip—1). Luego
g ~a (i7) por induccion en 7.

e Sea g = g1 gm el producto de ciclos disjuntos g1, . .., gm con m > 2;
digamos g1 = (i1 4y), g2 = (ir41 - - ir+s) y denotemos z = g3 - - - g
Entonces g = (i1ir41)(i1 - irys)z y 2 € Cs, (irir41). Luego gy (ij)
son a-enlazados por induccién en m.

Ahora @ sigue de la Proposicion [IIL§[ y @ de la Observacion [IIL.7L Si
n =3y M es simple entonces dim Ap = 72 > (dim M)? > 25(dim M (12)])
y la daltima afirmacion sigue. O

La caracterizacion de todas las representaciones de dimensién uno de A
no es dificil. Sea = la relacion de equivalencia en OF dada por (ij) = (ki)
si y solo si ag;) = agy). Sea Of = [[,crCs la particion asociada a ~. Si
h € S,, entonces

(I11.12)  fij(h) = 0Y(ij) € OF <& h'Csh=CsVs€T <& heS?

recordar que S2 = {g € S, |g>a = a} donde la accion > es dada por (IL.7)).
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Lema 111.10. Asumir que kS es una subdlgebra de Apa) y sea h € S, En-
tonces ky, es un Apg-mddulo con accion dada por el morfismo de dlgebras

(IML13) ¢t A — k, 2 =0, (i) €0y y frf(h), fek™.

Mds ain, todas las representaciones unidimensionales de A}y son de esla
forma.

Prueba. Claramente, ¢y, satisface las relaciones de T'(V,,)#k>", y (IL.6));
(LL9) vale porque h cumple con (IIL.12). Ahora, sea M un Ajy-moédulo de
dimension 1. Entonces M = M [h] para algin h; luego f;j(h) = 0 para todo
(ij) € Of por Observacion [[IL7] O

Hasta aqui hemos trabajado con la mayor generalidad posible. Ahora nos
concentraremos en el caso n = 3 pero para un a € 23 arbitrario.

Sea ¢ un morfismo levantador de Af,). En la demostracién de la Proposicion
[11.4] dimos una base de A, de la forma

B = {zd4lx € B, g € S3} con B = ¢({base de B(V3)}), ver (IIL3).

Dado que My = Ay ®ys; kg = B(V3) ® §4 para todo g, la imagen BdeB
en M, resulta ser una base. También por la demostracién de la Proposicién
[IEI, conocemos explicitamente las relaciones de A, y de los monomios de

B. Entonces podemos describir la accion de A, sobre My usando B.

Empecemos notando que ¢(f-x) = ad f(¢(x)) paratodo f € k33 y x € T(V3).
Entonces, dado que los elementos en B son homogéneos, para todo x € B
existe g, € S3 tal que x € Ajg)[9.] = T'(V3)[gz]. Luego en M, vale que

(IIL1.14)
= f(gz9)r®1 paratodo z € B.

Supongamos ahora que T = x(; ;) ---T(;,5,) € B con (i1j1),..., (itji) € O3.
Si Y = Z(injy) - - - T(iyj,) — ObSErvar que y no necesariamente pertenece a B —
entonces

L(irjr) = T ®1= x%@jjl)x(izjz) o Liygy) ®l= filjly ®1= filjl (gyg) y® 1.

Denotemos con m;;). . (rs) @ la clase de () ... 2.5 en My y por simplifi-
cacion definimos miop 1= Mm13)(12)(23)(12)- Ayudados por las anteriores igual-
dades y las relaciones descritas en la Proposicion [[T1.4] obtenemos las sigu-
ientes formulas, las cuales detallan la accion de A, sobre M.
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foma = f(g)ma, f ek,
I meg)..rs) = UG-+ (8)9) Mig)...(rs)» f ek,
T(i5) - M1 = M35, (ij) € (93;
(i) - M(ij) = fu( )mi, (ij) € O3;
T(13) " M23) = —M23)(12) — M(12)(13)
T(13) * M(12) = M(13)(12);
L(23) * M(13) = —M(12)(23) — M(13)(12)>
T(23) * M(12) = M(23)(12);
T(12) * M(13) = M(12)(13);
T(12) - M(23) = M(12)(23);
r(13) - mas)12) = f13((12)g) m(12),
L(13) - M(12)(13) = MM(13)(12)(13)s
T(13) - M(23)(12) = —M(13)(12)(13) — f13((23)9) M(23)
L(13) * M (12)(23) = T(13)(12)(23)}
T(23) - M(13)(12) — —M(12)(23)(12) — J12(g )m(13
T(23) - M(12)(13) = M(13)(12)(23) T 2(9)M(12)>
T(23) - M(23)(12) = f23((12)g)m(12),
T(23) - M(12)(23) = M(12)(23)(12) — M(13)f23((13)),
T(12)  M(13)(12) = M(13)(12)(13) T M(23)[13((23)),
T(12) - M12)13) = f12((13)g)m13),
T(12) * My(23)(12) = MM(12)(23)(12)>
T(12) - M(12)(23) = f12((23)9) M (23);
m3yi2)13) = f13((12)(13)9) m(12)(13)
mM(12)(23)(12) = Thop>
“m3)12)(23) = f13((12)(23)9) Mm(12)(23)
m(13)(12)(13) = Mrop — (f129 + (a(13) — a12)) f23)(9)m1,
m12)(23)(12) = f12(9)m(12)(23) + (a(12) - a(23))m(13)(12),
mas)12)23) = f23((23)(12)9)m12)(13) — 29)M(23)(12)
“mas)12)13) = (f13(g )+f12(23))m(13 12)+f12((23)) M (12) (23).
m12)23)(12) = f12((23)(12)9) M (23)(12),
m(13)(12)(23) = top+(f13((23 ) f23— f12((13)_) f13) (g)ma;
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(TIT1.46)  x(13) - Mop = f13(9) M(12)(23)(12)5
(IIL47)  2(23) - Muop = f23(9)ma3)12)(13) + (f13((23)) fa3 + Qf12)(9)m(23),
(IIL.48) (19 - Mitop = — f12(g)my 13)(12 3)

+(f13((23)) f23((12)__) — f12((23)__) f13((12)__))(9)m(12);

Para terminar con las generalidades y antes de trabajar en los casos genéricos
y sub-genéricos, hacemos notar que las componentes isotipicas del médulo
de Verma M, respecto de k% son
(T11.49)
Mele] = (m1, mrop), Me[(12)] = (m12), M(13)(12)(23))
M[(13)] = (mqa), ma2)23)12))>  Mel(23)] = (my23), M(13)(12)(13))

3)
Me[(123)] = (m(3)(12), M2)23))> Me[(132)] = (m12)(13), M(23)(12))-

Luego, si g,h € S3 v (ij) € O3, por (IL.14) y ([IL.16)) tenemos que

(IT1.50) Mgy[h] = Mc[hg™"],
(I11.51) (ig) - Mylh] C My[Gj)h).

También es conveniente introducir la siguiente notaciéon:

(HI.52) Mgoc = f13< 23 >f23( 13 )m1 — Mtop,
(I11.53) Mo = M(13)(12)(13) + J13((23))m(23)-

111.2.1 Caso a € 23 genérico.

En esta subseccién asumimos que a € 23 es genérico. Para determinar
los A[g-médulos simples basta determinar los submédulos maximales de los
moédulos de Verma de Ap,. El Lema @ nos reduce a considerar sélo
los médulos de Verma M, y M, para algin g # e fijo. Nosotros elegimos
g = (13)(23); para agilizar la exposicién escribiremos los elementos de S3 como
producto de trasposiciones.

Empecemos por la siguiente observacion. Sea M un Ap-moédulo ciclico
generado por v € M[(13)(23)]. Por (IIL51)) y actuando por los monomios en
nuestra base de A[a], vemos que

M{(23)(13)] = (z(13)T(23) * ¥V, T(23)T(12) * ¥, T(12)T(13) * V)-

Este espacio peso es # 0 por Lema [[11.9 @, y una aplicacién mas de este
lema da el siguiente resultado.
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Observacion HL11. Sea M € 4, M ciclico generado por v € M{(13)(23)]. Si
dim M [(23)(13)] = 1 entonces

M[23)] = (z(13) - v), Mle] = (z12)T(23) * v, T(13)T(12) * V),
(IIL54)  M[(12)] = (z(23) - v), M[(13)] = (z(12) - v),
M[(13)(23)] = (v), M[(23)(13)] = (z(13)T(23) " V)-

Luego, cualquier moédulo ciclico como en la observacién es de dimensién 5,
6 6 7. Mas atn, existe un médulo L = L(3)(23) ciclico simple con base
{vgle # g € S3} y accion definida por

Vi sl sgng =1,
(I11.55) vg € Llg], L(ig) " Vg = F.])g i =
fz](g)v(ij)g si sgng = —1.

Sea k. como en el Lema [[II.10} Veremos que L y k. son los tinicos mo6dulos
simples de Al

El médulo de Verma M, se proyecta sobre el médulo simple k.. El nucleo
de esta proyecciéon resulta ser

Ne = Apa) - (Me[h] : h #a e)
= -A[a} : [(13)(23)] = g~3(13)(23)Me[9] D <mtop>~
Lema 111.12. Los submddulos de M, son
<mtop> g A[a} " v _,C«_ Ne g Me

para cualquier v € M,[(13)(23)]—0. Los submddulos Ajg-v y Aja)-u coinciden
siy s6lo siv € (u). Los cocientes Afa) - v/(Miop) § Ne/Aja) - v s0n isomorfos
a L; por su parte, Mc/Ne y (miop) son isomorfos a ke.

Prueba. Por ([I1.47), (II1.46) y (II1.48), tenemos que x(;j) - Miop = 0 para
todo (ij) € O3. Sean

v = Am(93)(12) + HM(12)(13) € M,[(13)(23)] — 0,
w = pm(12)(23) + (1L — A)masz)az) € M.[(23)(13)].

Usando las formulas ([II.19) a (TI1.45), vemos que (13)Z(23) - v, T(23)T(12) V¥
T(12)7(13) - v son miltiplos no nulos de w. Esto es, dim(Ajy - v)[(23)(13)] = 1.
Ademds, x(19)T(23) - V= —UMitop ¥ T(13)T(12) * U = AMMrop. Entonces

{U, T(23) vV, (12) "V, T(13) " VU, W, mtop}
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es una base de Ay - v por Observacion [[TT.1T

Sea ahora N un submoédulo (propio, no trivial) de Mc. Si N # (mep)
entonces existe v € N[(13)(23)] — 0. Luego Ay - v es un submddulo de
N y Nle] = (miop) porque my; € M[e] y dim M[e] = 2. Por lo tanto
N = Ap - N[(13)(23)]. O

Es conveniente introducir ahora los siguiente A[y-médulos que usaremos en
la Seccion [IL3

Definicion 111.13. Sea t € A3. Denotamos con Wi (L, k.) al Ala-modulo con
base {wy : g € S3} y accién dada por

0 si g =e,

wg € We(L,ke)lg), @) - wg = Wiig)g S? 97 6.3.’ sgng = 1,
fii(@wigg  sig# (i) y sgng = -1,
by we si g = (i)

La buena definiciéon de Wy sigue del siguiente lema. Recordar que un médulo
M se dice que es una extension de T por S si M encaja en una sucesion exacta
de médulos 0 - S - M — T — 0.

Lema I11.14. Sean t,t € As.

(a) Sit=(0,0,0) entonces Wy(L,ke) ~ k. & L.

(b) Sit #(0,0,0) entonces existe v € M,[(13)(23)] — 0 tal que Wy (L, k) ~
A - v-

(c) Sive M[(13)(23)] — 0 entonces existe t # (0,0,0) tal que Wy (L, k) ~
A - v.

(d) Wi(L,ke) es una extension de L por K.

(e) We(L,ke) ~ W;(L,k.) si y solo si t = ut with u € k*.
Prueba. (@) es inmediato. Si probamos (b)) entonces (d) sigue del Lema
MILI12
(b) Llamemos w13)23) = ta3)ym23)(12) — ta2)Maz)as) € Me[(13)(23)] — 0,

W(23) = T(13) ~ W(13)(23), W(13) = L(12) - W(13)(23), W(12) = L(23) - W(13)(23)>
1
W(23)(13) = mx(Q?,)w(lz) “W13)(23) Y We = Mop-
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Por la prueba del LemallT1.12]y (I11.7), vemos que Wy (L, ke) =~ Afa)-w(13)(23)-

sigue de la prueba del Lema |[11.12

(€) Sea {wy : g € S3} la base de Wy(L,k.) dada en la Definicion [[T1.13] Sea
F o Wi(L,ke) — Wi (L, k) un isomorfismo de Ajy-médulos. En particular,
F es un isomorfismo de kS3-modulos y entonces existe g € k™ para todo g €
S3 tal que F(wy) = pgy. Ademas, F' induce un automorfismo de L. Dado

que L es simple (cf. Teorema |I11.18), g = pr, para todo g # e. Por otro
lado, F(z ;) - w(ij)) = (5 - F(w(j)) y entonces t = %‘E. Reciprocamente,
F esta bien definida para todo pe v pur tales que p = ’;—’; O

El médulo de Verma M y3)(23) se proyecta sobre el médulo simple L. El
nucleo de esta proyeccién resulta ser

N13)(23) = Apa] - M13)(23)le] = M13)(23)[e] S Apa) - Misoc-
Recordar la definicion de mgoc en ([11.52)).
Lema I11.15. Los submddulos de M13)(23) son
Apa) - Misoc & A - v © Nagy(e3) & M(13)(23)

para todo v € M13)23)[e] — 0. Los submddulos Ap) - v y Apa) - u coinciden
siy s6lo siv € (u). Los cocientes A - v/ Afa) - Msoc Y N13)(23)/ Aja] - v 507
1somorfos a Ke; por su parte M(13)(23)/N(13)(23) Y Ala] - Msoc s0m isomorfos a
L.

Prueba. Sea v = Ami + pumiop € M13)(23)[(13)(23)] =0y N = Ay -v. Usando
las formulas ([IL.19) a (III.45) vemos que

T(12)T(13) * U = AMy12)(13) — Mfls((23))2m(23)(12) y
T(23)T(12) - v = pf23((13))*mi2yaz) + (A + 21f13((23)) f23((13))) m23)(12)-

Luego, dim N[(23)(13)] = 1 si y s6lo si A + pf13((23)) f23((13)) = 0, esto es si
y s6lo si v € (meoc) — 0. En tal caso,

{U, T(23) "V, (12) "V, T(13) U, T(12)T(13) 'U}
es una base de A[a] - Msoc por la Observacion [[I1.11

Sea ahora N un submodulo arbitrario de My3)(23). Si dim N[(13)(23)] = 2
entonces N = M(y3)(23) Si dim N[(13)(23)] = 0 entonces N C M;3)(23)[€] por
Lema . Pero esto no es posible dado que ker x 13y Nker z(93) Nker z(19) =
0, lo cual es comprobado usando las formulas (III.19) a (III.48). Resta el
caso dim N[(13)(23)] = 1. Por el argumento del comienzo de la demostracion
el lema sigue. O
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Es conveniente introducir ahora los siguiente Ajy-mo6dulos que usaremos en
la Seccion |LIL.3] Estos estan bien definidos gracias al lema posterior.

Definicién 111.16. Sea t € 3. Denotamos con Wy(ke, L) al Ap,-médulo con
base {wy : g € S3} y accion dada por

(i)W (ig) si g =e,
wg € Wt(k(ivL)[g]a L) - Wg = fl]( )w(m si g 7& ey sgng = 17
W(ij)g si sgng = —1.

Lema I11.17. Sean t,t € As.

(a) Sit=(0,0,0) entonces Wy(ke, L) ~ L k..

(b) Sit#(0,0,0) entonces existe v € M13)(23)[e] — O tal que Wi(ke, L) ~
Apg) - v

(c) Siv € Mus)23)le] — 0 entonces existe t # (0,0,0) tal que Wy(ke, L) ~
Ap) - v

(d) Wi(ke, L) es una extension de k. por L.

(e) Wi(ke, L) =~ Wy(ke, L) si y sdlo sit = put con p € k.
Prueba. (@) es inmediato. Si probamos (b)) entonces (d) sigue del Lema
MLI5

@ Llamemos W(13)(23) = Msoc S M(13)(23)[(13)(23)]1

_ Ts) " W(as)(23) _ T(2) " Was)(23) L(23) - ( 3)(23)

W) = f13((13)(23)) > Has) = f12((13)(23)) SEEE f23((13)(23))

W(23)(13) = T(23)T(12) " W(13)(23) ¥ We = —t12yM(13)(12) + t(13yM(12)(23) # O-
Usando las formulas (III.19) a (IIL.45), no es dificil ver que Wy(ke, L) =~
Apa) - We.

(c) sigue usando las formulas (II1.19)) a (III.45)).

La prueba de @ es similar a la del Lema [[11.14] @ ]

Teorema 111.18. Sea a € A3 genérico. Salvo isomorfismo ke y L son los
tinicos Aja-mddulos simples.

Mds ain M, es la cubierta proyectiva, y la cipsula inyectiva, de ke; por su
parte, M13y23) €s la cubierta proyectiva, y la capsula inyectiva, de L.
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Prueba. La primera afirmacion sigue de la Proposicion y los Lemas
[I1.9] (a)), [[IL.12] y [I1.15] Entonces, un conjunto de idempotentes ortogonales
primitivos tiene a lo sumo 6 elementos [23], (6.8)]. Dado que {J, : g € S3}
son idempotentes ortogonales, también resultan ser primitivos. Por lo tanto,
Me y M13)(23) son las cubiertas proyectivas, y las capsulas inyectivas, de ke
y L, respectivamente por 23} (9.9)], ver pagina [13] O

111.2.2 Caso a € 23 sub-generico.

En esta subseccion a € 23 es sub-genérico con a(19) # a(13) = a(23). Entonces
las clases de equivalencia de Sg determinadas por ~, son

{e}, {(12)} y {(13),(23), (13)(23), (23)(13)}.

En efecto,

e ¢y (12) estan en el grupo de isotropia S§.

e (13) = (23)(12)(23) con f12( 23)) = a2y —aa3) #0y
f23((12)(23)) = a(a3) — a(12) # 0.

e (123) = (13)(23) con f13((23)) = aq13) — aq1z) # 0.

e (132) = (23)(13) con fo3((13)) = a(23) — A(12) # 0.

Para determinar los Af-moédulos simples, procedemos como en la subsec-
cién anterior; i.e., es suficiente determinar los submodulos maximales de los

modulos de Verma M, M2y and My3)(23), ver Proposicion [I11.8]

Sea M un Ap,-modulo ciclico generado por v € M[(13)(23)]. Al igual que
antes, podemos describir los espacios pesos de M. Por (II1.51) y actuando
por los monomios en nuestra base de Ay}, vemos que

M{(23)(13)] = (z(13)T(23) * ¥, T(23)T(12) * ¥, T(12)T(13) * V)-

Este espacio peso es # 0 por la Observacion [II1.7) aplicada a (13)(23) ~a
(23)(13), y una aplicacién méas de esta observacion nos da el siguiente resul-
tado.

Observacion I11.19. Sea M € 4, M ciclico generado por v € M|(13)(23)]. Si
dim M[(23)(13)] = 1 entonces

(I11.56) M{[(23)(13)] = (z)z13) - V), M[(13)] = (z(12) - V),
M[12)] = (223 - v, (Zaz)Ta2ZA3)) - V), M[(23)] = (2(13) - V),
M

Mle] = (z3)T13) - v, (T(12)T(23)) - v, T(13)T(12) - v), M[(13)(23)] = (v).
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Existe un moédulo L = L1323 ciclico simple con la accion definida sobre la
base {0(13)7 V(23), V(13)(23)s U(23)(13)} por

0 si g = (i)
(IIL57) vy € Llg], () - vg =  M(ij)g si g # (ij), sgng = —1,
fij(@)mjg si sgng=1.

Sean k(1) v ke como en Lema [I1I.10} Probaremos que L, k(12) y ke son los
tinicos médulos simples de Afy).-

El médulo de Verma M, se proyecta sobre el médulo simple k.. El nicleo
de esta proyeccién resulta ser

Ne = Aja) - (Me[h] : h ta €) = Oy, (13)(23)Melg] © Me[(12)] © (Mitop)-

Lema 11.20. El reticulo de submddulos (propios, no triviales) de M, es dibu-
jado en (IIL.58)), donde v y w satisfacen

Me[(13)(23)] = (v, m(23)(12)) M[(12)] =(w, m(13)(12)(23))-

Los submddulos Ajg) - v (resp. Aja-w) y Aja) - v1 (resp. Aja) - w1) coinciden
st y solo si v € (v1) (resp. w € (wi)).Las etiquetas de las flechas indican el
cociente del submddulo mds grande por el mds chico.

(I1L.58)
% \
Aja) - M, Afa) - Me[(12)]
\ y
L ka2)

Ap - v M (13)(12)(23), M (23)(12)) Apa] - w

/ m
Al -
L

L

-A[a] M (13)(12)(23)

M

mtop

Prueba. Sean

v = Am(a3)(12) + HM(12)(13) € M.[(13)(23)] — O,
= pm2)23) + (1 — A)masz)z) € M.[(23)(13)].

s3]
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Usando las formulas ([I1.19) a (IIL45)) vemos cque x(23)T(12) v Y T(12)T(13) * v
son multiplos no nulos de 9. Esto es, dim(Ap) - v)[(23)(13)] = 1. Més atn,
T(12)T(23) * U = —HMtop Y T(13)T(12) * U = AMop; POT SU parte X(3) - v y
(T(13)T(12)T(13)) * v son miltiplos no nulos de pm(i3)(12)(23)- Por la Obser-
vacion obtenemos una base para Ap, - v, a saber:

(I1L.59) {/Uv T(12) * U, T(13) * Uy U, Miop, Mm(ls)(lz)(23)};

si p = 0 obviamos el iltimo vector.

Por (L.47), (IIL.46) y (IIL48), 2(;;)-mtop = 0 para todo (ij) € O3. Entonces

Ala) " Mtop = (Maop) ¥ Apa) 1 = Apg) -1 = Me,

si u € Mc[e] es linealmente independiente con myep. Por (LI1.39)), (II1.42)) y
(LILA45), =55 - m3y12)(23) = —0a12)((i))mrop para todo (ij) € O3. Entonces

Ala] - m13)12)(23) = (Mirop, M(13)(12)(23))-

Por (TIL.18), (TIL.20) y ([IL.22),

(i) - M2y = 0a3) () m3)12) + 023 () M(23)(12), Para todo (ij) € O3.

Entonces
Ala] - w = Apa) - m23)(12) ® (w)

por ([I1.59)) y Observacion [[11.7}, si w € M,[(12)] es linealmente independiente
COIL T (13)(12)(23)"

Sea ahora N un submoddulo (propio, no trivial) de M, distinto a (mtop).
Llamemos N = Apa) - N[(12)] + Apg) - N[(13)(23)]. Entonces Nlg] = Nlg| para
todo g # e por Observacion Por el argumento del comienzo de la
demostracion, (miep) C N. Entonces N[e] = (miop) = Nle] pues en caso
contrario N = M,. Por lo tanto N = N . Para finalizar, tenemos que
calcular los submoédulos de M, generado por los subespacios homogéneos
M.[(12)] & M,[(13)(23)]; esto sigue usando el argumento del comienzo de la
demostracion. O

El modulo de Verma M 3)(23) se proyecta sobre el modulo simple L. El
ntlcleo de esta proyecciéon resulta ser

Nasy2s) = Aja] - (M(sy23)[h] : b #a (13)(23))
= M13)(23)e] ® M(13)(23)[(12)] & AJa] - Msoc-
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Lema IIl.21. EI reticulo de submddulos (propios, no triviales) de M13)(23)

€S
y

Ala) - M(13)(23) [ Ala) - M(13)(23)[(12)]

N(13)(23)

/

k(12)

ke k(12

\

.Aa] v (Mo, m(12)(23)) Afa) - w

\ k(12)
k(12)
A[ ] * Mo Ala] - M(12)(23)
m /
A[a Msoc

Aqui v y w satisfacen M(13y(23)le] = (v,m12)(23)), M(13)(23)[(12)] = (w, o).
Los submddulos Ay v (resp. Ap)-w) y Aja) - v1 (resp. Apg) - w1) coinciden
sty sdlo si v € (v1) (resp. w € (w1)). Las etiquetas de las flechas indican el
cociente del submddulo mds grande por el mds chico.

Prueba. Sea u = Amq + pmiop € M(13)(23)[(13)(23)] — 0. Usando las féormulas
(III.19) a (LII.45) vemos que

T(12)T(13) - U = AMmi2)a3) — 1f13(23))°ms)a2) ¥
T3 T(12) - U = (1f23((13)° Mz a3) + (A + 21f13((23)) f23((13)) ) m(a3)(12)-

Luego, dim N[(23)(13)] = 1 si y s6lo si A+ pf13((23)) f23((13)) = 0, esto es si
y s6lo si u € (mgoc) — 0. Por Observacion [I11.19

-A[a] * Msoc = <msoo L(12) * Msoc, L(13) * Msoc, L(12)L(13) msoc>

Y Aja) - u = Apa) - m1 = Mi3)(23), Sy u € M(13)(23)[(13)(23)] es linealmente
independiente con msgoc.

Por las formulas (IL.19) a (TIL48)), si u € (M13)(23)[e] © M(13(23)[(12)]) \ 0,
entonces 0 # ((13) - U, T(23) - u) C Afq) - Msoc- Luego, por Observacion |I11.7

A[a] * Mgoc C A[a] - U.

Ademds, si v y w satisfacen M13)(23)[e] = (v, m(12)23)) ¥ M13)(23)[(12)] =
(w, me) entonces

<33(12) ) =(mo) Y <55(12) w) = <m(12)(23)>'
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Sea ahora N un submédulo (propio, no trivial) de My3)(23) distinto a A -
Msoc. Llamamos N = Apa) - Nle] + Apa) - N[(12)]. Entonces Nlg] = NIg]
para g = e, (12) por Observacion [IL.7] Por el argumento del comienzo de
la demostracion, Ajg) - msoc C N. Entonces @y, (13)(23) N [9] = Afa] - Msoc =

@gwa(lg)(%)N[g} pues en caso contrario N = M(;3)(23). Por lo tanto N = N.
Para finalizar, debemos calcular los submoédulos de M(i3)(23) generados por
los subespacios homogéneos M(13)(23[(12)] © M(13)(23)[e]; esto sigue usando
el argumento del comienzo de la demostracién. 0

El mo6dulo de Verma M(9) se proyecta sobre el modulo simple k(9. El
nucleo de esta proyecciéon resulta ser

N(12) - A[a} . <M(12) [h] . h '//a (12)) - A[a] . (M(12) [(13)(23)] D M(12) [6])
= Bgma(13)23)M(12)[9] & M(12)[e] & (Mrop)-

Lema 111.22. El reticulo de submddulos (propios, no triviales) de My3) es

Naa)

Aja) - M(12)[(13)(23)]

L

Ay - v Apa) - (M(13)(12)(23) Mo) Aa) - w

L

Ala] - M(13)(12)(23)

(Mitop)

Aqui v y w satisfacen M(12)[(13)(23)] = (v,m0), M(19)[e] = (w, m(13)12)(23))-
Los submddulos Ajg) - v (resp. Aja-w) y Aja) - v1 (resp. Ala) - w1) coinciden
siy sélo si v € (v1) (resp. w € (wi)). Las etiquetas de las flechas indican el
cociente del submddulo mds grande por el mds chico.

Prueba. Sea v = Amya3)+pums)12)(13) € M(12)[(13)(23)]\0. Por Observacion



I11.2. Teoria de representaciones de los levantamientos de B (V3)#kS 55

[11.19| y usando las féormulas ([1I.19) a (II1.48) vemos

(Afa) - 0)[(13)(23)] = (v),
(Apa) - 0)[13)] = ((f13((23)) 1 — A)m12)(23) — f13((23))Mm(13)(12))
(IT1.60)  (Aja) - )[(23)] = ((f13((23)) 1t — A)m(12)(13) — M23)(12))>
(Apa) - )[(23)13)] = ((f13((23)) e — A) f23((13))m(13) + Am(12)23)12))»
(Afa) - 0)[(12)] = (mtop) ¥
(Apa) - v)e] = ((f13((23)) 1 — A)m13)(12)(23) ) -

Por (T.47)), (TIL46) y (TILA4S), 2(;;) - miop = 0 para todo (ij) € O3. Entonces

A[a] * Miop = <mtop> y A[a] u = A[a] -my = M.,

siu € M(12)[(12)] es linelamente independiente con mqop. Por (I11.39)), (II1.42)
y 11145, x(ij)-m(13)(12)(23) = —5(12)((ij))mtop para todo (7/]) S O% Entonces

Aja] - m13)(12)(23) = (Mop, M (13)(12)(23)) -
Por (IIL.18), ([IL20) y (IIL22),

T(i5) - M(12) = 013) ()M 13)(12) + I(23) (1)) (23)(12) Para todo (ij) € 03.

Entonces

.A[a} W = A[a] c Mo D <w)
por (LIL.60) y Observacion [I11.7) si w € M(;2)[e] es linealmente independiente
COLL M (13)(12)(23)-

Sea ahora N submodulo (propio, no trivial) de M9 distinto a (mep). Lla-

mamos N = Apa) - Nle] + A - N[(13)(23)].  Entonces Nlg] = N|g] para
todo g # (12) por Observacién L7 Por el argumento del comienzo de la
demostracion, (miwp) C N. Entonces N[(12)] = (miop) = N[(12)] pues en
caso contrario N = M(9y. Por lo tanto N = N. Para finalizar tenemos que
calcular los submodulos de M5y generados por los subespacios homogéneos
de M19)[(13)(23)] @ M(12)[e]; esto sigue usando el argumento del comienzo de
la demostracién. O

Como una consecuencia, obtenemos los moédulos simples en el caso sub-
genérico. La prueba del siguiente teorema es similar a la del Teorema [[I1.1§

Teorema 111.23. Sea a € A3 sub-genérico con a(ig) # a(13) = a(z3). Salvo
isomorfismo Ke, K12y y L son los inicos Ajg-mddulos simples.

Mds aiin, M, es la cubierta proyectiva, y la cdpsula inyectiva, de ke; M)
es la cubierta proyectiva, y la cdpsula inyectiva, de K1),y M13)23) €s la
cubierta proyectiva, y la cipsula inyectiva, de L.
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Prueba. La primera afirmacion sigue de la Proposicion y de los Lemas

111.20} [IT1.21] y |I11.22]

Entonces, un conjunto de idempotentes ortogonales primitivos tiene a lo
sumo 6 elementos [23, (6.8)]. Dado que {J, : ¢ € S3} son idempotentes
ortogonales, también resultan ser primitivos. Por lo tanto, M., M(g) vy
M 13)(23) son las cubiertas proyectivas, y las cdpsulas inyectivas, de ke, k(2
y L, respectivamente por [23, (9.9)], ver pagina [L3] O]

I11.3 Tipo de representaciéon de los levantamientos de
B (V3)#kSs,

En esta seccion asumimos que n = 3. Queremos determinar los A, -moédulos
que son extensiones de mdédulos simples. El siguiente lema nos reduce a
considerar s6lo submodulos de los médulos de Verma de Ay Asi, dividimos
nuevamente el trabajo en tres casos al igual que en la seccién anterior y
hacemos uso de todos los lemas alli demostrados.

Lema I11.24. Sea a € A3 no nulo. Sea M una extension de T por S, dos
Ala)-mddulos simples. Entonces M ~ S @® T como Ajg-mddulos, o bien M
es un submddulo indescomponible del mddulo de Verma Mg, siendo Mg la
cdpsula inyectiva de S.

Prueba. Empecemos notando que si existe un submédulo propio N de M
distinto a S, entonces M ~ S @& T como Ajy-modulos. En efecto, N NS
debe ser 0 0 S dado que S es simple. Sea 7 como en (III.61). Dado que T es
simple, my : N — T resulta un epimorfismo. Por lo tanto M ~ S & T pues
dim N =dim(N N S) +dim7.

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

(I11.61) 0 S—>M-">T 0

Vr v
v
2O

Mg

Entonces M ~ S @ T como Ajy-modulos o f es inyectiva. Si f es inyectiva
entonces M resulta ser indescomponible por los Lemas [[I[.12] y [[II.15] en el
caso genérico, y por los Lemas [[T1.20] [[TT.21] y [[TT.22] en el caso sub-genérico.

O

Recordar los modulos Wi(L,ke) v Wi(ke, L) en las Definiciones [II1.13] y

MII.16] Los siguientes resultados siguen de los Lemas [[IT.12] [[TT.15] [[TT.20]
[11.21] y [[11.22] junto con el Lema [[1I.24]
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Lema I11.25. Sean a € A3 genérico y M una extension de T por S, dos
Aja)-mddulos simples.

(a) Si S ~T entonces M ~ S & S.

(b) SiS~k.yT~L entonces M ~ Wy(L,ke) para algin t € As.

(c) SiS~LyT~ke entonces M ~ Wy(ke, L) para algin t € Us. O
Lema 111.26. Sean a € 23 sub-genérico con aga) # a3y = a3y y M una
extension de T por S, dos A[a}—mo’dulos stmples.

(a) Si S ~T entonces M ~ S @ S.

(b) Si S ~keyT ~kag entonces M =~ Ap) - m(13)(12)(23) C Me-

(c) SiS>~kug y T ~ke entonces M =~ Apy) - m(13)12)(23) C M(12)-

(d) SiS~keyT>~L entonces M = Aja) - m(23y(12) C Me.

(e) SiS~1LyT~ke entonces M =~ Apy) - m(12)(23) C M(13)(23)-

(f) Si S ~kpg yT =L entonces M = Apy) - mo C M(1g).

(9) SiS~LyT ~Kkqg entonces M = Aja - mo C M(13)(23)- O
Lema I11.27. Sean k, y kj representaciones simples unidimensionales de
Al0,0,0) ¥ M una extension de ky, por kg.

(a) Sisgng =sgnh entonces M ~k, & ky,.

(b) Sisgng # sgnh y M # ky, @ ky, entonces g = (st)h para un inico
(st) € O3 y M tiene una base {wg, wy} tal que (wy) ~ky como Ap-
mddulos, wy, € M[h] y xijwn = (i), (st)Wg-

Prueba. M = M([g] & M[h] como k%-médulos y M[g] ~ ky como Ap-

modulos. Dado que z;;) - M[h] C M[(ij)h] el lema queda demostrado O

Como una consecuencia de los lemas antes probados, mostraremos que el
tipo de representacién de A no es finito para todo a € 3. Para esto
también necesitamos recordar algunos hechos bien conocidos.

Sean R un élgebra y {51, ..., S¢} una lista completa de R-mo6dulos simples no
isomorfos. El carcaj separador de R es construido como sigue. El conjunto de
vértices es {S1, ..., St, S}, ..., Si} v escribimos dim Ext}h(S;, S;) flechas desde
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S; a SJ’», cf. 13 p. 350]. Denotemos con I'g al grafo que subyace al carcaj
separador de R.

Una caracterizaciéon de las &lgebras hereditarias de tipo de representacién
finito o manso es bien conocido, ver por ejemplo [25]. Como una conse-
cuencia se obtiene el siguente resultado bien conocido. Si R es de tipo de
representacion finito entonces lo siguiente es el Teorema D de [24] o el Teo-
rema X.2.6 de [13]. La prueba dada en [I3] se adapta inmediatamente al
caso en que R es de tipo de representacién tame.

Teorema 111.28. Sea R un dlgebra de dimension finita tal que el cuadrado
de su radical es cero. Entonces R es de tipo de representacion finito (resp.
tame) si y solo si T'r es union disjunta de diagramas de Dynkin finitos (resp.
afines). O

Para usar el teorema anterior es 1til saber que

Observacion 111.29. Si v es el radical de R entonces el carcaj separador de R
es igual al carcaj separador R/t*, ver por ejemplo [34, Lemma 4.5].

Combinando el Corolario VI.1.5 y la Proposicién VI.1.6 de [13] obtenemos
que

Proposicidn 111.30. Sean R un dlgebra de artin, x un cardinal infinito y
asumir que existen x modulos indescomponibles no isomorfos del mismo
largo. Entonces el tipo de representacion de R no es finito. O

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado antes anunciado.

Proposicion 11.31. Ay ) es de tipo de representacion salvaje. Sia € 3
es no nulo, entonces el tipo de representacion de Ay no es finito.

Prueba. Si a € A3 es genérico, podemos aplicar la Proposicién [[11.30| por

Lema y Lema . Entonces el tipo de representacion de A, no es

finito.

Sea a € sz sub-genérico 6 a = (0,...,0). Entonces dim Exth[a] (T,S) =0si
S ~ T por Lemas [[T1.26| y [IT11.27, y dim Exth[a] (T,S) =1 en caso contrario.
En efecto, supongamos que a(j2y # a(13) = a(23), S = ke y T' >~ L. Por Lema
[11.21] y Teorema [[I1.23, L admite una resolucion proyectiva de la forma

ee — P2 —_ Me & M(12) i> M(13)(23) — L — O,
donde F' es definido por Fjy,(m1) = vy ﬂM<l2)(m1) = w; aqui v y w

satisfacen M(13)(23) [6} = <v,m(12)(23)>, M(lg)(23)[(12)] = <w,mo>. Entonces

1o/ o
0— HOHlA[a] (M(13)(23),ke) *0> HOHl_A[a] (Me D M(12),ke) *1>
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y Ext}‘l[a] (L,k.) = ker9d;/Imdy. Dado que Mj es generado por m; €
My[h] para todo h € Ss, Hom 4, (M13)(23),ke) = 0y dim Hom 4 (M, ®
M12),ke) = 1. Por Lema , sabemos que existe una extensién no trivial
de L por k. y por lo tanto dim Extb[a] (L,ke) = 1 por ser no nula. Para otros
Sy T,y paraa=(0,0,0), la prueba es similar.

Entonces el carcaj separador de Ap, es

| |

L <—kag) —k,

A en el caso sub-genércio

y para a = (0,...,0) es

/ e \ b
ki12) }k?xkba 4 kf1)(23) k(os)(13)
k(13)(23) k(23)(13) k(13) k(23)-

Por lo tanto la proposicion sigue del Teorema [[T1.28]y Observacion [[T1.29] [

Observacion 111.32. Si a € 3 es genérico no es dificil probar que el carcaj
separador de Ap,) es

ke —= L/ L——=Kk..

111.4 Estructura de los levantamientos de B(V3)#k".

Para terminar el capitulo daremos algunas propiedades internas de las alge-
bras A[, asumiendo que n = 3. Sean

X=>_sen(9)d, y= > )

9€S3 (ij)€03
Es facil ver que x es un elemento de tipo grupo y que y € 7717X(A[a]).

Proposicion 111.33. Sea a € 3. Entonces

(¢) G(A@) = {1, x}-
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(0) P1x(Ap) = (1= x,v)-

(c) k{x,y) es isomorfa al dlgebra de Hopf de Sweedler, recordar (1.12]).
(d) Las subdlgebras de Hopf de Aja) son kS, k(x) v kix,v).

(e) §%(a) = xax™! para todo a € Ap).

(f) El espacio de integrales a izquierda es (Miopde); Afa) €s unimodular.
(9) (A@)* es unimodular.

(h) Aja) no es un dlgebra de Hopf cuasi-triangular.

Prueba. Dado que G(Aja)) C (Aja))o = kS, (fa) es inmediato.

(b) Dado que V3 = M((12),sgn) € gzjﬂ), P1x(Aja))/(1 — x) es isomorfo
a la componente isotipica de tipo x del comodulo V3. Supongamos que

2= 2ijeos AipTis) € (V3)x entonces

0(z) = Z Sgn(h))\(z’j)5h & Tp-1(5)h = X D 2.
heG,(if)e0O3

Evaluando con g ® id para cualquer g € S3, vemos que Ay = A(12) para
todo (ij) € Oy. Entonces z = A(19)y.

La prueba de es ahora evidente.

(d) Sea A una subalgebra de Hopf de Af,. Entonces Ag = AN (Ajaj)o € KkSs
por [47, Lemma 5.2.12]. Luego, Ag es k(x) 6 k3. Si Ag = k(x), entonces A
es punteada sobre el grupo ciclico Z/2. Por lo tanto A es k(x) 6 k(x,y) por
[®) v [53] 6 [20]. Si Ao = k® entonces A es semisimple o igual a Ala) POT
Teorema [T

Para probar notar que Xa:(ij)x_l = —Z(ij)

({) sigue de la Subsecciones [[1.2.1] y [I[.2.2] En efecto, sea A # 0 una
integral a izquierda de Apj. Por Lema el elemento de tipo grupo
distinguido de (A[a))* es (; para algin h € S5. Luego, Adp = (x(0n)A = A.
Consideremos Af, como un kS3-moédulo via la accion adjunta a izquierda
adg. Sean Ay € (Ap)[g] tales que A = > ¢ Ay Entonces A = §.A =
Zs,tesg ad 05(At)6s-10p = Ajp—10p. Dado que My, == Apq)05 podemos usar los
lemas de las Subsecciones [[I1.2.1] y [[T1.2.2] para calcular A.

Asi, si a es genérico entonces h = e por Teorema[[I1.18] Dado que z(;;A = 0
111.12]

para todo (ij) € Sz, A = myepde por Lema Si a is sub-genérico
asumamos que (i) # a(13) = a(z3)- Entonces A = Acde 6 A(12)0(12) por
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Teorema [I11.23) Dado que z(;;)A = 0 para todo (ij) € S3, A = myopde por
los Lemas [[11.20] y [[11.22

Por @, S* =id. La férmula de Radford para la antipoda y @, fuerzan
a que el elemento de tipo grupo distinguido de Ay sea central y por lo tanto
trivial. Entonces (Ajy))* es unimodular.

Si existe R € A ® Apg) tal que (Ap), ) es un dlgebra de Hopf cuasi-
triangular entonces (A[a], R) tiene una tnica subalgebra de Hopf cuasi-trian-
gular minimal (Ag, R) por [56]. Probaremos que una tal subalgebra no existe
usando @ y por lo tanto A, no es cuasi-triangular.

Por [56, Prop. 2, Thm. 1] sabemos que existen subalgebras de Hopf H y
B de A, tales que Ag = HB y H*“°P ~ B como algebras de Hopf. Por
empezar, Ag # Apa)- En efecto, el corradical de (Afy))* es isomorfo a

o kS sia=(0,0,0).
o kd M*(5,k) si a es genérico por Teorema [I11.18
e k? @ M*(4,k) if a es sub-genérico por Teorema [I11.23

Dado que (Aja))o =~ kSs, Aja) no puede ser isomorfa a (Af))* “°P para ningtn
a € As.

Por otro lado, claramente A no puede ser k5. Dado que A[q) DO es cocon-
mutativa, R no puede ser 1®1. Las estructuras cuasi-triangulares sobre k(x)
vy k(x, y) son bien conocidas, ver por ejemplo [56]. Por (d)) resta descartar el
caso Ar C k(x,y) con R = Ry + R, donde

1
R0:§(1®1+1®x+x®1—x®x)y

8
Ra:§(y®y+y®xy+xy®xy—xy®y)

para algin a € k. Dado que A(d,)°PR = RA(dy) para todo g € Ss, se sigue
que

A(8g)*PRo = RoA() = A(dg)Ro  en k™

pero esto no es posible porque RZ =1® 1y kS8 no es coconmutativa. O
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CAPITULO IV

ALGEBRAS DE HOPF DE DIMENSION
16

En este capitulo terminamos la clasificaciéon de las 4lgebras de Hopf de dimen-
sién 16 iniciada por [38] en el caso semisimple, por [21] en el caso punteado y
por [22] cuando el corradical es una subalgebra de Hopf pero no es contem-
plada en los casos anteriores. Probaremos que las algebras de Hopf, y sus
duales, listadas en estos trabajos son todas las de dimensién 16 que existen.

Teorema IV.1 (Teorema de Clasificacién en dimensién 16). Si H es un dlgebra
de Hopf de dimension 16 entonces H es isomorfa a una y sélo un dlgebra de
Hopf que aparece en una de las siquientes listas.

1. Las dlgebras de grupo de grupos de orden 16 y sus duales.
Las dlgebras de Hopf semisimples listadas en [38, Thm. 1.2].

Las dlgebras de Hopf punteadas listadas en [21, Sec. 2.5].

e e

Las dos dlgebras de Hopf[] no semisimples, no punteadas cuyo corra-
dical es una subdlgebra de Hopf listadas en [22, Thm. 5.1].

5. Los duales de las dlgebras de Hopf punteadas listadas en [1]), Sec. 4.2,
Table 2.

Prueba. Sea H un algebra de Hopf de dimension 16. Si H es semisimple
entonces H es isomorfa a un algebra de grupo o al dual de un algebra de
grupo o a una de las algebras de Hopf listadas en [38, Thm. 1.2]. Si H es
no semisimple y punteada entonces H es isomorfa a una de las algebras de
Hopf dadas en [21) Section 2.5]. Si H es no semisimple y su corradical es
una subélgebra de Hopf, la cual no es un algebra de grupo, entonces H es
isomorfa a una de las dos édlgebras de Hopf dadas por [22, Thm. 5.1]. Si el
corradical de H no es una subdlgebra de Hopf entonces H* es punteada por
Teorema V.3 O

!Estas algebras son isomorfas a sus propios duales.

63
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El corradical de las algebras clasificadas en los trabajos antes citados for-
man una subalgebra de Hopf. Cuando un algebra de Hopf de dimension 16
no satisface esta propiedad veremos que su corradical puede tener una de
seis posibles formas diferentes, donde la "forma” es descrita de acuerdo a la
siguiente definicién.

Definicion IV.2. Un algebra de Hopf H es de tipo (n1,ng,...,n:) si su cor-
radical es isomorfo a k™ & M*(2,k)" & --- & M*(t,k)™.

El principal ingrediente para demostrar la exahustividad del Teorema de
Clasificaciéon en dimensiéon 16 es el siguiente teorema. La prueba es hecha
caso por caso de acuerdo al tipo del algebra de Hopf.

Teorema IV.3. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension 16. Si el corradical
de H no es una subdlgebra de Hopf entonces H* es punteada.

Sea H como en el enunciado del Teorema[[V.3] A continuacién explicaremos
las lineas generales de la prueba de este teorema. El primer paso consiste en
describir la posible forma del corradical de H, esto lo hacemos en la Seccion
[[V.3] Resulta ser que H es de tipo (1,2), (2,1), (2,2), (2,3), (4,1) o (4,2)
por Proposicion [[V.15]

En la Secciéon [V.4] una vez fijada la forma del corradical terminamos de
probar el Teorema [[V.3} H no puede ser de tipo (1,2) ni (4,1) —por las
Proposiciones [V.20] y y H* es punteada si H es de tipo (2,1), (2,2),
(2,3) o (4,2) — por las Proposiciones [IV.25] [[V.26|y [[V.27, En estas proposi-
ciones nos valemos esencialmente de las subcoalgebras simples de H.

Mas explicitamente, consideramos las subalgebras de Hopf generadas por
estas subcoélgebras y analizamos la accién de la antipoda y de los elementos
de tipo grupo de H sobre ellas. Lo cual nos permite usar los resultados de
la Seccion referido a algebras de Hopf generadas por codlgebras simples
u obtenemos extensiones de algebras de Hopf para las que existe una vasta
teoria que fue recordada en la Seccién Por [54], las subalgebras de Hopf
de H son de dimensién 2, 4 t 8. Las de dimensién 2 y 4 son bien conocidas,
son algebras de grupo o algebras de Sweedler — recordar la definicién en
. Las de dimensién 8 seran recordadas en la Seccion éstas fueron
clasificadas por [58].

IV.1 Algebras de Hopf generadas por coalgebras sim-
ples.

Stefan en [58] obtuvo algunos resultados aplicables a algebras de Hopf ge-
neradas por coalgebras simples de dimensién 4 que le fueron ttiles para la
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clasificacion de algebras de Hopf de dimensién < 11. Natale en [48] dio una
importante consecuencia de uno de los resultados de Stefan y la utilizé para
clasificar algebras de Hopf de dimensién 12. Estos resultados se basan en
considerar el comportamiento del corradical de un algebra de Hopf luego de
aplicarle un automorfismo de codlgebras. Este tipo de argumentos ha sido
utilizado en varios otras dimensiones [15], [17].

En esta seccién presentamos mas consecuencias de los resultados de [58] (48]
que nos serviran para la clasificacién de algebras de Hopf de dimensién 16
pero que se pueden emplear en otras dimensiones. Empezamos recordando
el siguiente teorema que nos sirve para probar los lemas posteriores.

Teorema IV.4. [58, Thm. 1.4. b)] Sea f un automorfismo de codlgebras de
C = M*(2,k) de orden finito n. FEntonces existe una base de comatrices
{e;j | 1 <i,j <2} de C y una raiz de la unidad w tal que f(e;;) = w' ey
yordw = n. Ol

Lema IV.5. Sea m: H — K un morfismo de dlgebras de Hopf de dimension
finita tal que w(g) = 1 para algin g € G(H), g # 1. Suponer que H =k(1,C)
con C una subcodlgebra simple de dimension 4. Si una de las siguientes
condiciones vale:

o C es estable por Ly o Ry,

o C es estable por ady(g) o ad,(g9) y g ¢ Z(H),

entonces m(H) C k[G(K)]. En particular, si m es un epimorfismo entonces
K es un dlgebra de grupo.

Prueba. Supongamos que C' es estable por Ly. En tal caso Lgc # idc.
En efecto, si {e;; | 1 < 4,5 < 2} es una base de comatrices de C' entonces
1 =e11S(e11) +e2S(e21). Si Lyje = ide, multiplicando a ambos lados de la
igualdad obtenemos que g = 1 lo cual es una contradiccién.

Dado que Ly es un automorfismo de codlgebras de C, por el Teorema
[V.4] existen w € k* con ord(w) = ord(Lg ) > 1 y una base de comatrices
{eij | 1 <14,5 <2} de C tal que

Ly(eij) = geij = w' ey
Aplicando 7 en ambos lados de esta igualdad, obtenemos 7(ej2) = m(ea1) =

0. Entonces m(e11), m(e22) € G(K) y por lo tanto n(H) C k[G(K)].

La prueba con Ry, ady(g) o ad,(g) es similar. Notar que ad,(g)c y ad-(9)|c
no pueden ser ide puesto que g ¢ Z(H). O
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Lema IV.6. Sea m : H — K un epimorfismo de dlgebras de Hopf de di-
mension finita y asumir que K es no-semisimple. Suponer que H =k(1,C)
con. C' una subcodlgebra simple de dimension 4 estable por 512{. Entonces
ord S%I = ord SIQ(,

Prueba. Por , existen w € k con ord(w) = ord(S?ﬂC) y una base de
comatrices {e;; | 1 <i,5 <2} de C tal que

St(eij) = w' e

Aplicando 7 en ambos lados de esta igualdad, obtenemos S%(m(e;j)) =
w7 (e;;). Entonces w o w™! es un autovalor de S%. En efecto, m(e1s) # 0
o m(e21) # 0 pues, si sucede lo contrario 7(e11),m(e22) € G(K) y K seria
semisimple, porque H es generada por C' y 1 como &lgebra. Entonces
ord(w) = ord(S%”C) = ord $% divide a ord S%.

Finalmente (S%)°rd St =1 dado que K* < H*. Entonces ord 52 divide a
ord S%{ y por lo tanto ord S%( = ord S%{ O

A continuacion presentamos el resultado de Natale anunciado al principio
del capitulo, la definicién de sucesion exacta central de Hopf es recordada en
Definicion [[131

Proposicién IV.7. [/8, Prop. 1.3]. Sea H una dlgebra Hopf no-semisimple
de dimension finita. Suponer que H es generada por una subcodlgebra simple
de dimension 4 estable por la antipoda. Entonces H encaja en una sucesion

ezacta central de dlgebras de Hopf k& SN & s A, con G un grupo finito y
A* un dlgebra de Hopf punteada no-semisimple. [
Una consecuencia de esta proposicién es

Teorema IV.8. Sea H un dlgebra de Hopf no-semisimple tal que dim H es
mmpar o igual a paqb, con p,q numeros primos. Suponer que H es generada
por una subcodlgebra simple de dimension 4 estable por la antipoda. Si

Hy=k[GH)|®o M*(2,k) o GH)NZ(H)=1
entonces H* es punteada.

Prueba. Por m, H encaja en una sucesion exacta central k¢ < H 5 A,
con G un grupo finito y A* un algebra de Hopf punteada no-semisimple.

Notar que si G = 1 no hay nada que probar, pues en tal caso H = A.
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Supongamos que G # 1. Dado que |G| divide a dim H por [54], G es soluble
por el Teorema de Feit-Thompson en el caso dim H impar, y por el Teorema
de Burnside en el otro caso. Entonces k& tiene al menos un elemento de tipo
grupo no-trivial. Sea a € G(k%) C G(H) no-trivial.

Si Hy = k|G(H)] ® M*(2,k) dado que L, es un automorfismo de coalgebras
de H, L, fija a M*(2,k). Como 7(«) = 1, implica que A es generada
por elementos de tipo grupo. En particular, A resulta ser semisimple lo cual
es una contradicciéon. Por lo tanto G = 1.

Si G(H)N Z(H) = 1 entonces es inmediato que G = 1. O

IV.2 Algebras de Hopf de dimensién 8 no semisim-
ples.

A continuacién damos la lista de las dlgebras de Hopf punteadas de dimension
8 [58]. Como &lgebras, las presentamos con generadores y relaciones. La
comultiplicacién es dada en termino de los generadores.

Sea ¢ una raiz primitiva de la unidad de orden 4.
A= k{gz,y|g® —1=a?=y* =ga+xg=gy+yg=zy+yz=0),
Alg)=9g®g, Alx)=zg9+1z, Aly)=yxg9+1®y.

hi=k{g,z| gt —1=2> =gz +29=0),
Alg)=g®g, Alx)=r0g+1®u;

i=klgalg'—1=a—g"+1=gz+ag=0),
Alg)=9g®g9, Alz)=2®g9+1®;

n

4. :k‘<g,[1}|g4_1:$2:gx_zxg:0>7
Alg)=g®yg, Al@)=20¢*+1xu;

Aso i =k{g,h,z | > =h?>=1, 2% = g + 29 = hx + zh = gh — hg = 0),
Alg)=g®g, Ah)=h®h, Al@)=z®@g+lxuz.
Observacion TV.9. Como algebras de Hopf: Ay =~ (Ag)*, AJ; ~ A} ; ~
(A))*y Az >~ (A22)* [58]. Ademas, examinando caso por caso todas estas
algebras de Hopf tienen una subalgebra de Hopf isomorfa a Ty(—1).

Por [58], A := (A})* es la tnica algebra de Hopf de dimensién 8 que no
es semisimple ni punteada; su corradical es Ay = k[C2] ® M*(2,k) y A es
generada como algebra por M*(2,k). Luego calcularemos explicitamente la
multiplicacion de los elementos de una base de comatrices de M*(2,k). Para
esto, primero describimos las representaciones simples de AJ.
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Sean g y x los generadores de A/.

Lema IV.10. Las representaciones simples de dimension 1 de Al son ¢ y
(IV.1) a: Al —k  alg)— -1, a(x)—0.

Salvo isomorfismos, la inica representacion simple de dimension 2 de Al es

v2) im0 o) (o %) s (O 0)

Prueba. Por simplicidad, si (V, g) es una representacion simple de A es-
cribiremos a en vez de p(a) € End V.

Si dim V' = 1, por las relaciones g* = 1 y 2g = — g se sigue que g es una raiz
cuarta de 1 y z = 0. Luego ¢g? = 1 por la relacién 22 — g? + 1 = 0. Entonces
g =10 g= —1. Estas opciones dan lugar a € y « respectivamente.

Si dimV = 2, porque ¢g* = id, podemos elegir una base V que diagonalize a
g. Més ain los dos autovalores de g son distintos. En efecto, si fueran iguales
entonces = 0 (porque xg = —gx) y tal representacion no seria simple.

Sean £ y n los autovalores de g, que son raices cuartas de 1. Entonces

(IV.3) 2g = (59511 771712> _ (-55511 —5£U12> ~ g

Exa1 M2 —NT21  —NT2

por lo tanto x17 = x9o = 0. Mas alin x12 # 0 y x21 # 0 porque la repre-

sentacion es simple. Entonces n = —¢£. Luego
T1owo1 — &2+ 1 0
V4 0= .
( ) ( 0 Tr12x21 — 52 +1
por la relacion 0 = 22 — g% +id. Entonces &2 # 1 dado que x12 # 0 # x91.
Por lo tanto &£ es una rafz primitiva de 1 de orden 4 y 12291 = —2. Fijando
T12 = 2y w91 = —1, obtenemos p.

Dado que (A})j = Ao = k[Cs] & M*(2,k), el lema queda demostrado. O

Sea (k?, p) la representacién de dimensién 2 dada por|[IV.10l Sean {E;; | 1 <
i,7 < 2} las funciones coordenadas de M(2, k). Entonces

gA::{eij ::EijOpHSi,jSQ}

es una base de comatrices de la subcodlgebra simple de dimensién 4 de A.
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Lema IV.11. Los elementos de E4 satisfacen:

(IV.5)  S(e1) = ez, S(ex) =e11, S(ei2) = —eia, S(ear) = Eean,

(IV.6) el =e3=a, efy=¢3 =0,
(IV.7) €11€22 = ex2€11 = €, €12€21 = €g1€12 = 0,
(IV.8) eigerr = eriez, egienn = eriea,
(IV.9) e12e22 = —eane12, €a1622 = —Eeaneal.

En particular, obtenemos que:

(IV.lO) A(enelg) =e11€12 Q@ e+ aQ er1e1a,

(TV.11) A(enegl) =e11€21 Q@+ ®eqenn,

es decir, e11€12 Y €11€21 Son casi-primitivos no-triviales de A.

Prueba. Dado que A = (A))*, la multiplicacion de A es el producto de

convolucion y la antipoda de A es S(a) = ao S para todo a € A con S la

antipoda de AJ. Notar que {¢"z™ | 0 < n < 3,0 <m < 1} es una base de
1, S(9) =97y S(x) = —xg~" [B8].

Por [IV.10]

S(e11)(g") = en(S(g")) = enl(g™™) =" = (=§)" =en(d") vy
S(en)(g"z) = enn(S(g"x)) = enn(—zg"') = 0 = exa(g"x),

entonces S(ej1) = ega. Similarmente, probamos que S(ez2) = e1;.
Claramente, S(e12)(g") = S(e21)(¢g™) = 0 para todo n y por

S(e12)(g"x) = e12(S(g"x)) = era(—xg™" ")
—2(=&) 7" = —2¢¢" = —Lera(g"2).

Entonces S(ej2) = —&ejz. Similarmente probamos que S(e21) = eoa1 y
(IV.5)) queda demostrada.



70 Capitulo IV. Algebras de Hopf de dimension 16

Dado que g es un elemento de tipo grupo e3,(g") = (e12(9"))* =0y

e31(g") = (e11(g™))? = €™ = (—=1)" = a(g") para todo n.

Dado que z es un (1, g)-primitivo

n n

2)ern(g"h) + enn(gM)ern(¢"z) =0 = a(g"z) ¥
z)e1a(g" ) + e12(g™)e12(g"x) = 0 para todo n.

et (g"z) = e11(y

1a(g"r) = e1z(g”

(&

Por lo tanto e}, = a y €2, = 0. Similarmente probamos que €3, = a y

e3, = 0. Queda demostrado (IV.6).

Para demostrar (IV.7)), primero probamos que ej2eg; = 0 = egjej2 con cal-
culos similares a los anteriores. Luego usamos el axioma de la antipoda y

(IV.5) para probar que ej1ea2 = € = egzeq;.

(IV.9) sigue de (IV.5) y (IV.8). Entonces basta con probar (IV.8)). Dado que
g € G(A)), ene1z(g") = erzenn(9") = 0y enean(g”) = earenn(g”) = 0 para
todo n. Ademas

erre12(g"z) = e11(g"x)e1n (9" + e11(g™)e1n (g x)

= e11(9")e12(g 36) §¢m2 = (-1)"2;
enzern(g"r) = ern(g"x)ern (¢") + e1a(g"ern (¢"x)

= e1a(g"z)er1 (g"th) = £m2e"H = (—1)"2¢;
ere2(g’z) =e

"ea(g"x) = =" (=E)"
"r)en (") + ear (g™ )en (9" x)

"r)en (gt = —(—5)"57”rl = —¢.

= €11

g

g

g

g

g"x)ean (9" + e (g™ )ear (9" )
g )=
ez1e11(g"z) = e21(g

g

(
(
(
(
11(
(
(
= e21(

Entonces €12€11 = 6611612 Yy €e21€11 = 6611621 como queriamos.

Usando (IV.6), (IV.7) y que A es un morfismo de dlgebras, ej1€12 y e11€91

resultan ser casi-primitivos. Ademads son no-triviales porque

(e —a)(g) # 0 =errera(g) = erreai(yg).

Sea T la subdlgebra de Hopf de A generada por «a e y := ej1es1; notar que
T ~Ty(—1). Sea Cy = (c) el grupo ciclico de orden 2.
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Lema IV.12. (i) Si7: A — Ty(—1) es un morfismo de dlgebras de Hopf
entonces m(A) Ck[G(Tu(—1))] y T C A°T.

(0
(ii) Bxiste una sucesion ezacta de dlgebras de Hopf T < A — K[Cy).

Prueba. (i) El tnico elemento de tipo grupo de orden 2 en AJ es central.
Entonces A} no puede tener una subalgebra de Hopf isomorfa a Ty(—1). Por
lo tanto 7 no puede ser un epimorfismo. Luego 7(A) C k[G(T4(-1))].

Dado que k[G(T4(—1))] no tiene elementos nilpotentes, 0 = m(e12) = m(e21)

) 1
por (IV.6). Entonces m(e11),m(e22) € G(Ta(—1)) y por (IV.6), m(a) = 1.
Luego T' C AT,

(7) Sea ¢ : A — k[C3] el epimorfismo de algebras de Hopf inducido por la
inclusion central k[g?] < Aj. Luego (i) sigue por lo anterior y O

IV.3 La forma del corradical de un algebra de Hopf
de dimensién 16.

La forma del corradical ser& descrita por la siguiente definicién.

Observacion 1V.13. Si H es un algebra de Hopf punteada y dim H = 16
entonces H* es punteada o de tipo (2,1), (2,2), (2,3) o (4,2) por [14], Section
4.2].

Observacion 1V.14. Sea H un algebra de Hopf no semisimple, no punteada

v dim H = 16. Si el corradical de H es una subélgebra de Hopf entonces
H* ~ H y es de tipo (4,1) por [22, Thm. 5.1].

Proposicion IV.15. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension 16 tal que su
corradical no es una subdlgebra de Hopf. Entonces H es de tipo: (1,2), (2,1),
(2,2), (2,3), (4,1) 0 (4,2).

Prueba. Por [54], |G(H)| divide a 16. Si G(H) = 1, entonces H debe ser de
tipo (1,2) por [15, Prop. 7.1].

Supongamos que H es de tipo (|G(H)|,n2,n3) con |G(H)| > 1. Por [6]
Lemma 2.1, |G(H)| divide a dim Hy = |G(H)| +4 - n2 + 9 - n3. Entonces
ns = 0. Si |G(H)| = 2 entonces ny € {1,2,3}. Si |G(H)| = 4 entonces
ng € {1,2}. O

Luego daremos algunas propiedades de las dlgebras de Hopf de dimensién 16
tales que su corradical no sea una subalgebra de Hopf. Antes recordemos un
resultado de Beattie y Dascalescu.
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Proposicion IV.16. [13, Cor. 4.3]. Sea H un dlgebra de Hopf no cosemi-
simple de dimension finita y Hy ~ k[G(H)] ® M*(n1,k) @ - -+ & M*(n, k)
con2<ny <---<ny. 5t H no tiene casi-primitivos no triviales entonces

dim H > (1 + 2n,)|G(H |—|—Zn O
Lema IV.17. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension 16.

(1) Si H es de tipo (4,1) o (4,2) entonces H tiene una subdlgebra de Hopf
punteada K de dimension 8 tal que G(H) = G(K).

(11) Si H es de tipo (2,2) o (2,3) entonces H tiene una subdlgebra de Hopf
isomorfa a Ty(—1).

(i11) Si H es de tipo (2,1) y H* es no punteada entonces H tiene una subdlge-
bra de Hopf isomorfa a A. En particular, esta contiene una subdlgebra
de Hopf isomorfa a Ty(—1).

(iv) Si H es de tipo (2,2) o (2,3) entonces G(H)NZ(H) =1. Si H es de
tipo (2,1) y H* es no punteada entonces G(H) N Z(H) = 1. Si H es
de tipo (4,1) o0 (4,2) entonces |G(H)N Z(H)| < 2.

Prueba. Si H es de tipo (2,2), (2,3), (4,1) o (4,2) entonces H tiene un casi-
primitivo no trivial. Pues de no ser asi, podemos aplicar y obtener
una contradiccién. Sea K la subalgebra de Hopf de H generada por G(H)
y P(H). Por [47, Lemma 5.5.1], K es punteada y dim K > |G(H)|.

(1) Si |G(H)| = 4 entonces dim K = 8 por [54].

(ii) Si |G(H)| = 2 entonces K es isomorfa a Ty(—1) o Ag por [54] y [58], cf.
Seccion [[V.2] Notar que Ajg tiene una subalgebra de Hopf isomorfa a Ty(—1)
por Observacion [[V.9]

Sea H como en (i77) y sea C' la unica subcoalgebra simple de H de dimension
4. Entonces la subdlgebra de Hopf K generada por C es isomorfa a A. En
efecto, dim K = 8 6 16 por [54]. Si K = H entonces H* es punteada por
V.8 lo cual contradice la hipétesis en (i77). Entonces dimK =8y K ~ A
por [58].

Finalmente probaremos (iv). Si H es de tipo (2,2), (2,3) 6 (2,1) con H* no
punteada entonces Z(H) NG(H) = Z(H) N G(Ty(—1)) = 1 por (ii) y (iii).
Si H es de tipo (4,1) o (4,2) entonces (iv) sigue de (i), cf. Seccion O
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IVV.4 Exahustividad del teorema de clasificacién.

En las siguientes subsecciones demostraremos las proposiciones citadas en la
prueba anterior.

Notacion IV.18. De ahora en adelante, H denotard un &dlgebra de Hopf de
dimension 16 tal que su corradical no es una subdlgebra de Hopf.

Notar que por [IV.14} si H* no es punteada entonces el corradical de H* no
es una subélgebra de Hopf.

IV.4.1 H de tipo (1,2).

Observacion 1V.19. Sea H un algebra de Hopf de dimension finita generada
por dos subcodlgebras simples C'y D tal que S(C) = D. Entonces C' y 1
generan H como un &lgebra.

En efecto, la subalgebra A de H generada por C' y 1 es una sub-bidlgebra.
Entonces A es una subalgebra de Hopf porque dim H < oco. Por lo tanto
D=5(C)CA.

Proposicion 1V.20. H no puede ser de tipo (1,2).

Prueba. Supongamos que H es de tipo (1,2). Entonces H* no es cosemisim-
ple ni semisimple por [40]. Méas atn, H* no es punteada por [[V.13| ni su
corradical es una subalgebra de Hopf por [IV.14] Entonces podemos por

aplicar [lV.15(a H*.

Sean C'y D las subcoalgebras simples de dimensién 4 de H. Entonces S
permuta C' con D. Si no es asi consideremos la subalgebra de Hopf K de H
generada por C con §(C) = C. Sidim K = 8, K deberia ser isomorfa a A o
semisimple por la clasificacién de las dlgebras de Hopf de dimensién 8 pero
en ambos casos 1 # G(K) C G(H) = 1. Si K = H, H* deberia ser punteada
por [[V.§ una contradiccién con el primer parrafo. Dado que S(C) = D, H
es generada por C'y D como algebra por [54]. Més aun, H = k(C, 1) por
V.19

Afirmamos que S* = id. En efecto, si G(H*) = 1 es cierto por la férmula de
Radford para S*. Si G(H*) # 1 por H* tiene una subéalgebra de Hopf
K no cosemisimple con S}l( = idg. Considerando el epimorfismo de algebras
de Hopf 7 : H — K™ inducido por la inclusion K < H*, nuestra afirmaci6n

sigue de [[V.6
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Ahora bien, si H es de tipo (1,2) con S* = id, [15, Prop. 5.3] afirma que
H tiene una subcodlgebra simple de dimensién 4 estable por S. Lo cual ya
vimos que no podia suceder.

En resumen, si H es de tipo (1,2), S no puede fijar ni intercambiar las dos
subcodlgebras simples que tiene. Por lo tanto una tal H no puede existir. [J

IV.4.2 H de tipo (4,1).
Proposicion 1V.21. H no puede ser de tipo (4,1).

Prueba. Sea K la subdalgebra de Hopf de H generada por C, la subcoalgebra
simple de H de dimensién 4. Notar que dim K # 16 pues en caso con-
trario H* serfa punteada por [[V.8] y esto no puede ser por Entonces
dim K = 8. Claramente K no es punteada. Tampoco es cosemisimple pues
por la dimension deberfa ser el corradical de H pero estamos asumiendo que
el corradical de H no es una subalgebra de Hopf. Por lo tanto K ~ A.

Como G(A) = Cy, existe g € G(H) — G(K). Por ser tnica, C es estable por
los automorfismos de coalgebras Ly y S. Sea {e;; | 1 <4,j < 2} una base de
comatrices de C. Dado que £(e11) = 1, tenemos que

g = ge(en) = (gen)S(en1) + (ge12)S(ean) € K

lo cual es una contradiccion. Entonces no H no puede ser de tipo (4,1). O

La proposicién anterior nos permite enunciar un criterio que nos ayudara a
saber cuando H* es punteada. El argumento clave para la siguiente prueba
esta en [3I, Thm. 2.1|. Sea g el generador del grupo ciclico Cy de orden 2.

Lema IV.22. Suponer que H encaja en una sucesidn exacta de dlgebras de
Hopf K S 4 S k[Co] con K* punteada. Entonces H* es punteada.

Prueba. Por la Seccion [L3] H es isomorfa como algebra a un producto
cruzado K#_. ;k[C5]. La accion débil I(g) : K — K,a — (g — a) es
un isomorfismo de algebras. En particular Rad K es estable por I(g) y por
lo tanto Rad K#_. ;k[C5] es un ideal nilpotente Cy-graduado. Esto im-
plica que Rad K#_. ;k[Co] € Rad H. Entonces H/(Rad K#_. ;k[C5]) ~
(K/Rad K)#=zk[C>] es un éalgebra semisimple por [47, Thm. 7.4.2]. Luego
Rad H C Rad K#_. ;k[C3], y entonces H/ Rad H ~ (K/Rad K)#=z5k[C>].

Terminaremos la prueba examinando la dimension de (H*)o. Dado que K* es
punteada, dim(K™*)p = dim(K/Rad K) = 2,4 6 8 y por lo tanto dim(H*)g =
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dim(H/Rad H) = 4,8 6 16. Si dim(H"*)p = 4, H* claramente es punteada.
Si dim(H*)o = 8, H* es punteada por [[V.15] [V.14]y [V.21] Dado que H no
es semisimple, dim(H*)y # 16. O

IV.4.3 H de tipo (4,2).

Durante esta subsecciéon C' y D seran dos subcodlgebras simples de H de
dimension 4. A traves de varios lemas probaremos que si H es de tipo (4, 2)
entonces H* es punteada. Primero calculemos el orden de S. Notar que S?
fijaaCyD.

Lema IV.23. Si H es de tipo (4,2) entonces

ordSﬁC = ordSlzD =2y ordS = 4.

Prueba. Sea K la subalgebra de Hopf punteada de H de dimensién 8 dada
por[IV.17 (7). Entonces H = K ®C @ D es una suma, directa de subespacios
vectoriales estables por S2. Dado que H y K no son semisimples, Tr(S?) =
Tr(SlzK) = 0. Mas ain, Tlr(S|2/\/l*(2 ]k)) > 0 por |40, Lemma 3.2]. Por lo tanto
Tr(SlzD) = Tr(SfC) =0.

Sea {e;; | 1 <i,j < 2} una base de comatrices de C tal que S?(e;;) = w' ™ Je;;
con w € ky ordw = ord 8‘20 =n, cf. . Entonces

0= Tr(S‘QC) =24+ wtw?
[multiplicando por w| 0=1+2w+w?=(1+w)?

Entonces w = —1 y por lo tanto ord 8‘20 = 2. Lo mismo vale para D en lugar
de C.
Finalmente, ord § = 4 dado que por [58], ord S| = 4. O

Lema 1V.24. Sea H de tipo (4,2). Suponer que existe 1 # g € G(H)NZ(H)
y que H es generada por C y 1 como dlgebra. Entonces H* es punteada.

Prueba. Por [IV.17| (iv), el orden de g es 2. Entonces tenemos una sucesion

exacta de slgebras de Hopf k[Cy] < H 5 K con K = H/k[Cs]TH. Dado
que H no es semisimple, K tampoco lo es por 47, Thm. 7.4.2]. Si K
es punteada, entonces H* también lo es por Si K no es punteada
entonces K ~ A por la clasificacién de [58], ver Subseccién [[V.2]

Supongamos que G(H) = (c) es un grupo ciclico de orden 4. Entonces
Ly = L2 = L? debe fijar a C y 7(g) = 1 porque G(A) N Z(A) = 1. Por
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TV.5] obtenemos una contradiccion. Por lo tanto G(H) ~ Cy x Cy. Entonces
H tiene una subalgebra de Hopf isomorfa a A2 por [IV.17| (i) v [58].

Dado que Az y A no son isomorfas, se sigue que m(Asz2) C Ty(—1) C A.

Sea Ty(—1) <> A % k[C2] la sucesion exacta da en [IV.12| Entonces ¢ o7 :
H — k[C5] es un epimorfismo de 4lgebras de Hopf y Ass C Heo(or)

o .
Entonces Az N S k[C5] es una sucesion exacta de algebras de Hopf

por Dado que Ag2 =~ (A22)*, el lema sigue de [[V.22 O

Proposicion 1V.25. Si H es de tipo (4,2) entonces H* es punteada.

Prueba. Dividiremos la demostraciéon en dos casos, de acuerdo a la accién

de S sobre {C, D}.

Caso 1: C y D son estable por S.

Sea K la subalgebra de Hopf de H generada por C. Primero, supongamos
que dim K = 8. Por y [40], K no es semisimple y entonces K ~ A.
Sea g € G(H)—G(K). Afirmamos que K es una subélgebra de Hopf normal
y entonces H* es punteada por . En efecto, Ly no puede fijar a C' pues
si no obtenemos una contradiccion como en la prueba de Entonces
Ly(C) =Dy Ly(D) = C. Aplicando S a la segunda igualdad resulta que
R,-1(D) = C. Entonces C'y por lo tanto K son estables por ad,(g). Dado
que ord g < oo, K también es estable por ad,(g). Por [54], H es generada

como algebra por K y g entonces K es normal como querfamos.

Ahora supongamos que K = H. Por [[V.7] tenemos una sucesion exacta de

algebras de Hopf de la forma k& <s H 5 Acon G un grupo finito y A*
punteada pero no semisimple, entonces |G| # 8,16. Méas ain, |G| # 4 por
(iv) y [58]. Si |G| = 2, entonces H* es punteada por [[V.24] If |G| = 1,
H* es punteada porque H = A.

Caso 2: C y D son permutadas por S.

Notar que C'y D generan H como algebra por [54]. Entonces C'y 1 también
lo hacen por

Supongamos que H* no es punteada. Entonces, por existe un epi-
morfismo de algebras de Hopf 7 : H — B donde podemos asumir que B es
isomorfa a Ty(—1), A o AY.. En efecto, H* no puede ser de tipo (4,1) por
[V.21] Si H* es de tipo (4, 2) entonces contiene una subalgebra de Hopf L
punteada de dimension 8 isomorfa a A} = (A};)* o Aj = A*, o L contiene

una subalgebra de Hopf isomorfa a Ty(—1), recordar Finalmente, si
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H* es de tipo (2,n) entonces contiene una subélgebra de Hopf isomorfa a

T4(—1) por IV.17]

Primero asumamos que G(H) es ciclico generado por g; luego L,2(C) = C.
Si ord(m(g)) < 2 entonces 7(g?) = 1 y por m(H) C k[G(B)]; lo cual
es imposible porque 7 es un epimorfismo y B no es semisimple. Entonces
ord(r(g)) = 4. Dado que |G(Ty(~1))| = |G(A)| = 2, B ~ A, y m(g)
genera a G(B). Ahora procedemos como en la prueba de [48, Lemma 2.7].
Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de B:

BT :={bec B|S*0b)=0b} and B :={bc B|S*b)=—b}.
Por la definicion de AY; (ver Subseccion [IV.2)), B* = k[G(B)].

Sea {e;; | 1 < i,j < 2} la base de comatrices de C tal que S%(e;;) =
(—1)"Je;; dada por Entonces m(e11), m(ea2) € BT =Kk[G(B)] y

A(m(e11)) = m(e11) @ m(err) + w(er2) @ mw(ear) € BT @ BT.

Dado que 7(e11) @ m(e11) € BT @ BT entonces 7(ej2) @ m(eo) € BT @ B™.
Pero 7(e12),m(e21) € B™, por lo tanto m(ej2) = 0 o 7(e21) = 0 y entonces
m(e11), m(e22) € G(B). Podemos asumir que m(e21) = 0. Sea n € N tal que
7(g™e11) = 1. Por las siguientes igualdades

A(g"e11) = g"e11 ® g"e11 + g"e12 ® g"ean,
A(g"ez1) = g"ea1 ® g"e11 + g"exr ® g"ean,
vemos que 1,g"eq1,9"%es1 € H®™ y entonces 3 < dim H®™ = 2 lo cual es

imposible (la igualdad anterior es por [57, Thm. 2.4]). Luego H* es punteada
si G(H) ~ Cy.

Ahora asumamos que G(H) ~ Cy x Co. Dado que G(B) es ciclico, existe
1 # g € G(H) tal que w(g) = 1. Por la siguiente deduccién vemos que
ady(g)(C) = C. Tenemos dos situaciones posibles:

(IV.12) Ly(C)=C & Ly(D) = Dy aplicando S| & Ry(C)=C o

(IV.13) Ly(C) = Dy aplicando S| < Ry(D) = C.

En cualquier caso obtenemos que ady(g)(C) = C. Luego, si g € Z(H)
entonces H* es punteada por [[V.24] Si g ¢ Z(H) entonces H* es punteada
por [V.5] En ambos casos llegamos a una contradiccién por supponer que
H* is punteada.

O
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IV.4.4 H de tipo (2,n).

En esta altima subseccion probaremos que si H es de tipo (2,1), (2,2) o
(2,3) entonces H* es punteada.

Proposicion IV.26. (i) Si H es de tipo (2,2) y tiene una subcodlgebra simple
C de dimension 4 estable por la antipoda entonces H* es punteada.

(i1) Si H es de tipo (2,1) 0 (2,3) entonces H* es punteada.

Prueba. Si H es de tipo (2,1) o (2, 3), entonces tiene una subcodalgebra simple
de dimensién 4 estable por la antipoda. Esto es claro si H es de tipo (2,1).
En el otro caso la afirmacion sigue del hecho que ordS es una potencia
de 2 por la formula de Radford para la antipoda. Denotemos con C' a tal
subcodlgebra.

A continucacién probaremos (i) y (i¢) simultaneamente. Sea K la subal-
gebra de Hopf generada por C. Por [54], K = H o K ~ A dado que K
no es punteada por construcciéon ni tampoco semisimple porque |G(K)| <
GH)| =2.

Si K = H entonces H* es punteada por y el lema queda demostrado.

Si K ~ A asumamos que H* no es punteada. Dado que el corradical no es
una subalgebra de Hopf, H* debe ser de tipo (2,n) por [[V.15] [[V.20] [[V.21]
y [[V.25] Entonces existe m : H — Ty(—1), un epimorfismo de algebras de

Hopf por [IV.17} Consideremos la restriccion de m a K ~ A. Por [IV.12 (i),
K™ contiene una copia de Ty(—1). Por|l.14] H®™ ~ T,(—1) y entonces H

encaja en una sucesion exacta de dlgebras de Hopf: Ty(—1) <> H 5 Tu(—1).
Pero de ser asi H deberia ser punteada por Por lo tanto H* debe ser
punteada como queriamos. O

Proposicién IV.27. Si H es de tipo (2,2) entonces H* es punteada.

Prueba. Supongamos que H* no es punteada. Entonces H* también es de
tipo (2,2) por [IV.15] [IV.20 [IV.21], [[V.25|y [[V.26]

Sean C'y D las dos subcoalgebras simples de H de dimensién 4. Por
(ii), S permuta ambas subcoélgebras y por [64], H es generada como élgebra
por ellas; en particular H también es generada por C' y 1 por[IV.19]

Dividiremos la prueba en varias afirmaciones.

Afirmacion 1. (i) Eziste m: H — Ty(—1) epimorfismo de dlgebras de Hopf.

(ii) Si 1 # g € G(H) entonces m(g) # 1.



1V.4. Exahustividad del teorema de clasificacién 79

(ii3) S? = ady(g).

De hecho, (i) sigue de [[V.17| (i) aplicado a H*. Usando (IV.12) y (IV.13)),

vemos que ady(g) fijaa C' 'y D. Por[IV.17| (iv), g ¢ Z(H) y dado que 7 es
un epimorfismo podemos usar para probar (7).

Probemos (iii). Por existe una base de comatrices {e;; | 1 < 1,5 < 2}
de C'y w € k tal que gS?(e;5)g = w'Je;j. Aplicando 7 obtenemos

wm(ear) = W(gsg(ezl)g) = W(9)52(7T(€21))7T(9) = m(e21)-

La ultima igualdad es por (i) y la definicion de la antipoda en Ty(—1). Lo
mismo es cierto para ejz en lugar de eg;. Luego, si w # 1 entonces m(eja) =
m(e21) = 0y por lo tanto w(H) C k[G(T4(—1))]. Lo que contradice el hecho
de que 7 es un epimorfismo. Entonces w = 1y (#i¢) queda demostrado.

En lo que sigue £ := {e;; | 1 < 1,5 < 2} denotaré una base de comatrices de
C tal que S?(e;;) = geijg = (—1)"Je;j,que existe por Entonces, como
en la prueba de [48, Lemma 2.7], los elementos de & satisfacen
(IV.14)

(e12) =0 # m(ea1) €P(Tu(-1)) o m(e21) =0 # w(e12) €P(Ta(—1)).

y

(IV.15) 7['(611) = 7['(9) y 7T<€22) =1lo 7T(€11) =1 y 71'(622) = 7r(g).
La siguiente afirmacion es inspirada por la prueba de [15, Prop. 5.3].
Afirmacion 2. Si fij == S(ej;) con 1 <1,j <2 entonces

(IV.16) e11f22 = fazenn = exfu1 = fuie2 =9 y

(IV.17) e12f21 = far€12 = €21 fi12 = fi2e21 = 0.

En efecto, como en [I5, Prop. 5.3|, definimos
Eq1 := e11f22, Ei2 := e12fo1, Eo1 := e21fi12 y Eoo = eaa f11

Fi1 := fiiess, Fi2 := fi2e21, Fo1 := fare12 y Fao = foseqn.

Notar que, como en [I5, Prop. 5.3], la coalgebra E generada por {E;; : 1 <
i,7 < 2} es estable por §. Analogamente, lo mismo vale para la subcoalgebra
F generada por {Fj; : 1 <1i,j <2}. Dado que S permutaa C'y D, dimE y
dim F' son menores que 4. Ademés, ni 1 € E ni 1 € F. Pues, si podiéramos
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escribir 1 = Eij ai; E;j con a;; € k obtenemos una contradicciéon al aplicar
e

1=n(1) = ZaijW(Eij) = (a1 + az2)7(g),
ij

donde la altima igualdad es por ([V.15) y (IV.14). De manera similar vemos
que 1 ¢ F.

Dado que E y F son coalgebras de tipo matricial de dimensién 1, 2 6 3
podemos usar la caracterizacion de estas coalgebras -cf. [15, Thm. 2.1]- para
terminar de probar la afirmacion; recordar que k es algebraicamente cerrado.
Entonces dim E # 3 # dim F' puesto que en tal caso F y F' deberian tener
mas de dos elementos de tipo grupo pero 1 ¢ EUF. La dimensiéon tampoco
puede ser 2 dado que E y F' deberfan tener un (g, g)-primitivo. Entonces
E=F =k-gy por lo tanto (IV.16) y (IV.17) valen como queriamos.

Afirmacion 3. Existe una subdlgebra de Hopf de H isomorfa a Ay (recordar

Subseccion .

En efecto, sea x := fi1e12. Notar que x = — fajegy porque 0 = £(ej2) =
fiie12 + fore22. Entonces

A(z) = A(f11)A(er2)

= fiie11 ® fiieis + fioe11 ® fore12 + fiie1a ® fiieas + fi2e12 ® for1€99

= fuien1 @z + fi2e12 @0+ 2 @ g + frze12 ® (—z) [por (IV.17) y (IV.16)]
= (fuienn — fizen2) @z +2r®g

=lx+zr®g [por 1 =ce(f11) = m(id ®S)A(f11)].

Mas aun, x # 0 puesto que f11 es invertible por ({[V.16)) y e # 0.

Sea ahora y := fagea;. Notar que y = — fiae11 porque 0 = e(ea1) = fr2e11 +
fooeo1. Entonces

A(y) = A(f22)Alea)

= fa1e21 ® fi2e11 + faze21 @ foze11 + fore22 ® fraea1 + fazeon @ fazen

= fa121 @ (—y) + Yy ® g + fare22 ® 0 + fageqo @ y [por (IV.16) y (IV.17)]
= (fo2e22 — fo121) @y +y®g

=1Qy+y®g [por 1= ¢&(f22) = m(id ®S)A(fa2)].

Mas atn, y # 0 puesto que fa2 es invertible por (IV.16]) y e # 0.

Finalmente, si {1—g, x,y} son linealmente independientes la afirmacion vale.
En efecto, la subalgebra de Hopf generada por {g, z, y} debe ser de dimension
8 [54], y por la Subsecciéon debe ser isomorfa a Aj.
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Probemos que {1 — g, x,y} son linealmente independientes. Sean a,b,c € k
tal que 0 = a(1 — g) + bz + cy. Aplicando 7, obtenemos que —a(1 —n(g)) =
brr(z) + cm(y). Por la Afirmacion [1] (4i), 7(g) # 1 y por (IV.14) y (IV.15),
m(x) =00 w(y) = 0. Entonces 0 # 1 — 7(g) € k[G(Tx(—-1))] y 7(z) o 7(y)
es un casi-primitivo no trivial. Por lo tanto a =0y b =00 ¢ = 0. Pero si
b#00c#0,xz =00y = 0; una contradiccion. Luego a =b=c =0y
{1 — g,x,y} son linealmente independientes como queriamos.

Ahora estamos en condiciones de terminar de probar nuestra proposicion.
Dado que Az ~ (A2)*, la Afirmacion 3| aplicada a H* nos dice que existe
IT: H— Ay un epimorfismo de algebras de Hopf. Denotemos con IIE a la
subcodlgebra de Ay generada por {II(e;;) : 1 < 4,57 < 2}. A continuacion
encontraremos una contradiccion al tratar de calcular la dimension de IIE.
Dado que (Asg)g ~ Co, dimIIE < 4 y por ser II un epimorfismo, dim IIE # 0.
Luego aplicamos [I5, Thm. 2.1] a II€: si dim 1€ < 2 entonces [I€ = 7(C) C
G(A2) v por lo tanto m(H) C k[G(A2)]; una contradiccion. Si dimIIE = 3,
IT€ es un espacio vectorial con base dos elementos de tipo grupo y un casi-
prmitivo. Entonces II€ = II(C') esta contenida en una subélgebra de Hopf
de Ay isomorfa a Ty(—1). Por lo tanto II no puede ser epimorfismo; una
contradiccion.

Resumiendo, H* no puede tener una subdlgebra de Hopf isomorfa a As
contradiciendo la Afirmacién 3| Por lo tanto H* debe ser punteada. O
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