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Resumen

Por el Teorema de Ado se sabe que toda algebra de Lie g de dimension finita sobre un cuerpo k
de caracteristica cero admite una representacion fiel de dimensién finita. Esto da origen al problema
de calcular

p(g) = min{dim V' : (7, V) es una representacion fiel de g}.

En general, no es sencillo de resolver este problema para un algebra de Lie g dada y tampoco lo es

obtener cotas 6ptimas para (g) con g dentro de alguna familia dada.

Los principales aportes de esta tesis son los siguientes resultados:

- Sea g un algebra de Lie k-pasos nilpotente tal que 3(g) C [g, g] entonces

{ cuh dimgw < (o). 1)

Ademas, si g es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente y a una subélgebra abeliana de g de codi-
mension d tal que 3(g) C a entonces p(g) < dimj(g) +d+ 1.

Como una consecuencia de la ecuacion (1) se obtiene que si gi es el algebra de Lie k-pasos
nilpotente sobre un cuerpo k definida

0 A1z A1z ... Arpyr
0 Aoz ... A4

Ok = - : tAjje My(k)paral <i<j<k+1
0 Aki.c+1
0

entonces u(gr) = (k+ 1)a.

- Segin la clasificaciéon de las algebras de Lie nilpotentes complejas de dimensién 6 dada por De
Graaf (ver |Gr|), el valor de u es

Clasificacion de De Graaf w(g) | pnir(g)
L6719(6) con € 75 0 4 4
Le3, Lea, Les, Les 4 )
Le1, Le2, Les, Le,7, Le,10, Le,11,

Le,12, Le,13, L6,19(0), Le20, Le21(€) | 5 5
Le22(€), L6 23, Le24(€), Lo 25, L 26

Le o 5 6
Le,14, L6 15, Le,16, Le17, Le1s 6 6

donde fipi(g) = min{dimV : (7, V) es una nilrepresentacion fiel de g}.



- Sea b, el algebra de Lie de Heisenberg sobre un cuerpo k de dimensiéon 2m + 1. Definimos el
algebra de Lie b, ; como el k-espacio vectorial

bimp = bm @ K[t]/(p)

con la estructura de algebra de Lie dada por [X ® a,Y ® b] = [X,Y]® ab con X,Y € b, y
a,b € k[t]/(p). Entonces para todo m € N y todo polinomio no nulo p € k[t] se tiene que

p1(bm @ K[t]/(p)) = mdegp + {2 degp}
(ver [CaRol).
- Sean r € Ny L(r) el algebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r generadores. Entonces
a) si r > 4 entonces 2 + {2 @-‘ <p(L(r) <r+ 5] +1;

b) sir =1,2,3 entonces u(L(r)) = 2r — 1.

Palabras Claves: algebra de Lie, representacion fiel, nilrepresentaciéon fiel, minima dimension,
Teorema de Ado.

2010 Mathematics subject Clasification: 15A03, 15A18, 17B10, 17B30, 17B70
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Introduccion

Antecedentes y relevancia del problema

En este trabajo estudiamos representaciones fieles de minima dimensién de algebras de Lie
nilpotentes sobre un cuerpo k de caracteristica cero. Especificamente tratamos de obtener cotas o
dar el valor de

w(g) = min{dim V" : (m, V') es una representacion fiel de g}.

Este es un invariante que es finito por el Teorema de Ado y dificil de calcular en general, y en
particular para algebras de Lie nilpotentes y solubles.

Una importante aplicacion de la funciéon p es que sirve para dar una respuesta a una famosa
pregunta de J. Milnor (ver [Mi|) sTodo grupo de Lie soluble simplemente conexo actia simple y
transitivamente por transformaciones afines sobre R™ para algin n € N2 En 1995, Y. Benoist (|Be])
di6 la primera respuesta negativa a la pregunta de Milnor. Para ello Benoist construy6 un algebra
de Lie nilpotente g de dimension 11 tal que u(g) > 12.

Por otra parte el problema es computacionalmente importante pues varios algoritmos utilizados
para obtener informacion de un algebra de Lie dada, dependen de tener una representaciéon fiel
de ella de dimension pequena. Ademas, hay una conexion estrecha entre el problema de encontrar
representaciones fieles de algebras de Lie nilpotentes y el problema de encontrar representaciones
fieles de grupos discretos nilpotentes.

Un objetivo ambicioso sobre este tema es obtener un polinomio p € k|t] tal que para toda algebra
de Lie g

u(g) < p(dimg).

Algunos resultados parciales que sugieren la existencia de tal polinomio p son los siguientes. Si el
centro de g es trivial, por la representaciéon adjunta, se tiene que que

p(g) < dimg,

en particular si g es un algebra de Lie simple (ver [BM]). Por otra parte, Reed mostré que en el
caso de g un algebra de Lie k-pasos nilpotente se tiene

p(g) <1+ (dimg)*

(ver |R|), para ello us6 la construccion de Birkhoff de una representacion fiel de g por cociente del
algebra universal envolvente de g. Si g admite una estructura afin entonces

w(g) <1+ dimg.



Algunos otros resultados sobre u(g) son:

Sea g un algebra de Lie abeliana de dimension n > 1 entonces p(g) = [2v/n — 1] (ver [M], [S]).

Sean n(n,k) y t(n,k) las algebras de Lie de matrices triangulares superior estricta y triangu-
lares superior, repectivamente, sobre un cuerpo k de caracteristica cero entonces u(t(n,k)) =

w(n(n,k)) =n.

Sea b, el algebra de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1 sobre un cuerpo k de caracteristica
cero entonces p(hy,) =m + 2 (ver |B2]).

La siguiente tabla contiene los valores de p para las algebras de Lie simples sobre C (ver [BM]),

g dim g n(g) g dimg 11(9)
Ap,n>1 | (n+1)2-1 n+1 FEg 78 27
By 10 4 E; 133 56
B,,n>3 2n? +n 2n + 1 Ex 248 248
Cn,n>3 2n? +n n Fy 52 26
D,,n>4 22 —n 2n Go 14 7

Sea g =11 ®---® I, un algebra de Lie semisimple sobre C e I; ideales simples de g, entonces
1(g) = 2iy uls).
Seag=1I @ --® I &Cun algebra de Lie reductiva sobre C e I; ideales simples de g, entonces

1(g) = p(g’) + p(C="). Donde p(C") = [2y/I—r —1] sil —r > 1y u(C'"") = 0 en otro caso
(ver [BM]).

Sea g un &lgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de caracteristica cero, entonces
p1(g) < 1+ (dimg)* (ver [R]).

Sea g un algebra de Lie nilpotente que satisface alguna de las siguientes condiciones:

a) dimg < 8.
b) g es k-pasos nilpotente con k < 4 (ver [Sc|).

c) g es Z-graduada con enteros positivos (ver |[B1]).
Entonces u(g) < dimg + 1.

Sea g un algebra de Lie filiforme sobre un cuerpo k de caracteristica cero entonces p(g) > dimg
(ver |B1]). Mas aun si 1 < rank(g) < 2 entonces dimg < pu(g) < dimg+ 1 (ver 2.4.2).

Existe un algebra de Lie g nilpotente de dimension n = 11 tal que p(g) > dimg + 1 (ver [Be]).

Segun la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes de dimension 5 dada por De Graaf (ver

il



CAPITULO 0. INTRODUCCION

[Gr]), el valor de p es (ver [BNT])

Clasificacion de De Graaf | p(g) | pnir(g)
Lsa 4 1
Ls. 4 5
L7, Ls g 5 5
Ls3s, L5, Ls s <6 4
L579 <6 )

Estructura de la tesis

Esta tesis esta dividida en 6 capitulos. En el Capitulo 1 hacemos un breve repaso de la teoria de
representaciones, presentamos los teoremas basicos, algunos de ellos con demostracién, e introduci-
mos ejemplos de algebras de Lie que serén ttiles para el desarrollo de los siguientes capitulos. Este
capitulo incluye una breve introduccién al concepto de algebras de Lie de corrientes y repasamos
algunas propiedades bésicas de estas algebras de Lie.

El Capitulo 2 contiene las definiciones de las funciones p y pni, ejemplos y propiedades de p,
ademéas damos algunos resultados que se conocen en la teoria y presentamos la demostracion de
algunos de ellos. Para los casos en los que se necesitan resultados que no se encuentran en esta tesis
damos la cita correspondiente. Ademas investigamos la relacion que existe entre las estructuras
afines y la funcién u. Para ello damos las definiciones basicas, algunas propiedades y finalmente
damos una breve introducciéon de estructuras afines sobre algebras de Lie filiformes.

El Capitulo 3 esté dividido principalmente en dos partes, cotas superiores y cotas inferiores. En
la primera de ellas se prueban los siguientes teoremas:

Teorema 1. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de caracteristica cero tal
que 3(g) C [g,9]. Entonces

{ 2% dimgw < u(g).

Este teorema es 1til para demostrar lo siguiente:

Teorema 2. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y sea
0 A2 A13 ... Aig4
0 Az ... Agpqa
ok = . : tAjj e My(k) paral <i<j<k+1

0 Agk+1
0

el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente entonces u(gx) = (k+ 1)a.

En la segunda parte, por medio de representaciones inducidas, construimos representaciones fieles
para g un algebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensién finita y probamos el siguiente teorema:

Teorema 3. Sean g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo k de
caracteristica cero y 3(g) el centro de g. Sea a una subdlgebra de Lie abeliana de g de codimension
d tal que 3(g) C a entonces

p(g) < dimj(g) +d+1.

il



En el Capitulo 4, usando la clasificacién dada por De Graaf (ver |Gr|) para las algebras de Lie
nilpotentes de dimension 6, calculamos una representaciéon fiel de matrices. En cada caso damos
ademas una nilrepresentacion fiel de dimensién minima y en esta direccién probamos el siguiente
teorema:

Teorema 4. Segin la clasificacion de las algebras de Lie nilpotentes complejas de dimension 6 dada
por De Graaf, el valor de p es

Clasificacion de De Graaf w(g) | pnir(g)
L6’19(6) con e 75 0 4 4
Le3s, Lea, Les, Leg 4 5
Lg, Le2, Les, L6, Le10, L6,

Le,12, Le 13, Le19(0), Le20, Le21(€) | 5 5
Le22(€), Le2s, Le2a(€), Lo 2s, Le 26

Le o 5 6
Le,14, Le,15, Le,16, Le,17, Le,18 6 6

En el capitulo 5 dado un cuerpo k de caracteristica cero, k[t] el anillo de polinomios en una
variable, p € k[t] un polinomio no nulo y d = deg(p). Sabemos que k[t]/(p) es un 4lgebra asociativa,
conmutativa con unidad y que dimkl[t]/(p) = d. Sea b,, el algebra de Lie de Heisenberg sobre k de
dimensién 2m + 1. Definimos el algebra de Lie b, ;, como el k-espacio vectorial

hm,p = bm @ k[t]/(p)

con la estructura de algebra de Lie dada por [X ® a,Y ® b] = [X,Y] ® ab con X, Y € b, y
a,b € k[t]/(p). Este capitulo esta dedicado a la demostracion del siguiente teorema:

Teorema 5. Sean k un cuerpo de caracteristica cero, K[t] el dlgebra de polinomios y b, el dlgebra
de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1. Entonces para todo m € N y todo polinomio no nulo
p € K[t] se tiene

1 (bm @ Kk[t]/(p)) = mdegp + {2 degpw :

La prueba esta dividida en dos partes. En la primera de ellas, construimos para cada a,b € N
tales que ab > degp una nilrepresentacion fiel 7,5 de dimension mdegp + a + b. Obtenemos asi,
una familia de nilrepresentaciones fieles entre las cuales hay una de dimensién

mdegp + [2 degp—‘

En la segunda parte, probamos que
1(Bmp) > mdegp + {2@} .

En el Capitulo 6 dado un cuerpo k de caracteristica cero y r € N. El algebra de Lie 2-pasos
nilpotente libre de rango r sobre k es £(r) = V@ A2V, donde V es un espacio vectorial de dimensién
r sobre k. Este capitulo esta dedicado a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 6. Seanr € N y L(r) el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r generadores. Entonces

v



CAPITULO 0. INTRODUCCION

a) sir >4 entonces 2 + [2 T(’"Ql)-‘ <up(L(r) <r-+ (%1 +1;
b) sir=1,2,3 entonces p(L(r)) = 2r — 1.

La prueba esta dividida en dos partes. En la primera de ellas, probamos que p(L(r)) > 2 +

[2 w-‘ . En la segunda parte construimos para cada a,b € N una nilrepresentacion fiel 7, de

dimensién a + b + 2. Obtenemos asi, una familia de nilrepresentaciones fieles entre las cuales hay
una de dimensién 7 + [5] +1







Capitulo 1

Representaciones fieles de algebras de Lie

En este capitulo repasaremos el concepto de representacion fiel de un algebra de Lie, el Teorema
de Ado y el Teorema de Iwasawa, estos son resultados centrales en la teoria de representaciones de
un algebra de Lie g de dimensién finita. En §1.2 presentamos una demostracion del Teorema de Ado
(ver [J1]). En §1.3 demostraremos una version del Teorema de Ado llamado Teorema de Embeding
de Birkhoff (ver |Bi]), recordamos el Teorema de Zassenhaus y probamos que éste implica que la
parte semisimple y la parte nilpotente de una representacién de un algebra de Lie nilpontente son
también reprentaciones. Finalmente probamos que bajo ciertas condiciones, dada una representaciéon
fiel (7, V') de un algebra de Lie nilpotente de dimension finita, la parte nilpotente (7w, V') de (w,V)
define una nilrepresentacion fiel de g, ademéas damos una pequena introduccién sobre algebras de
Lie de corrientes. Estos resultados son de importancia para el desarrollo de los siguientes capitulos.

1.1. Resultados basicos de la teoria de algebra de Lie

1.1.1. Representaciones de algebras de Lie

Definiciéon 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Una representacion (m,V') de un
algebra de Lie g en V' es un homomorfismo de algebras de Lie 7w : g — gl(V'). Mas aun, si para cada
X € g, m(X) es un endomorfismo nilpotente diremos que (7, V') es una nilrepresentacion de g.

La dimension de una representacion (m, V') de un algebra de Lie g es dim V.

A continuacién daremos algunos sencillos ejemplos de representaciones de algebras de Lie que
seran tutiles para los proximos capitulos.

Ejemplos 1.1.2. (1) Sea b,, el algebra de Lie de Heisenberg de dimenaién 2m + 1. Una base para
b es B={X1,...,Xm, Y1,..., Y, Z} tal que

[Xi,Yi| =2

1



1.1. RESULTADOS BASICOS DE LA TEORIA DE ALGEBRA DE LIE

y cero en otro caso. Una representacion (m,,k™*2) de b, esta dada por

0 1 ... Tm =

m m Al
T, <inX¢+Zin;+zZ> = 0
i=1 i=1

m+2
(2) Sea g un algebra de Lie, por la identidad de Jacobi la aplicacion

ad : g — gl(g)
X —adX)(Y)=[X,Y],

es una representacion de g. Esta representacion recibe el nombre de representacion adjunta de g
y ker(ad) = 3(g). Méas atn, si g es un algebra de Lie nilpotente es facil ver que la representacion
adjunta es una nilrepresentaciéon de g.

(3) Sea g un éalgebra de Lie y sean (w1, V}), (m2,Va2) representaciones de g. Es facil ver que la
aplicacion 7 : g — gl(V1 @ V2) con valores 7(X)(v1,v2) = (m1(X)vy, m2(X)v2) es una nueva
representacion de g en V; @ Va. En este caso ker(m) = ker(my) N ker(ms).

(4) Sean g1, go algebras de Lie y sean (71, V1), (w2, Va) representaciones de g1, go respectivamente.
La aplicacion m @ 7o : g1 @ g2 — gl(V1 @ V2) con valores

(m1 & 72) (X1, X2)(v1, v2) = (m1(X1)(v1), m2(X2)(v2))
es una representacion del algebra de Lie gy @ go.

(5) Sea g un algebra de Lie y sean (w1, V1), (72, V) representaciones de g. Entonces m ®@ o : g —
gl(V4 ® V3) con valores

(71'1 ® 7T2)(X)(U1 X UQ) = 7T1(X)’U1 Rvo+11 ® 7T2(X)’L)2
es una representacion de g.

Definicién 1.1.3. Sea g un algebra de Lie, una representacion (7, V') de g es irreducible si V' tiene
dos subespacios (X )-invariante para todo X € g, el subespacio nulo y V. Una representacion (, V)
es completamente reducible si existen subespacios V; de V tales que V=V, ®--- @&V, y para todo
X € g, Vi es m(X)-invariante.

Definicién 1.1.4. Sean g un algebra de Lie (71, V}) y (w2, V2) representaciones de g. Diremos que
(m1, V1) y (72, V) son representaciones equivalentes si existe un isomorfismo lineal ¢ : V; — V5 tal
que mo(X) o p = pom(X) para todo X € g.

Tres importantes resultados de la teoria de algebras de Lie son el Teorema de Engel, Teorema
de Lie y el Teorema de Leuvi, dado que estos teoremas no son centrales en el desarrollo de esta tesis
no daremos sus respectivas pruebas (ver [K]).

Teorema 1.1.5. (Engel) Sean V # 0 un espacio vectorial de dimension finita sobre k y g un dlgebra
de Lie de endomorfismos nilpotentes de V. Entonces

2



CAPITULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ALGEBRAS DE LIE

a) g es un dlgebra de Lie nilpotente,
b) existe 0 #v €V tal que X (v) =0 para todo X € g,

c) existe una base B de V tal que para todo X € g la matriz asociada en la base B es triangular
superior estricta.

Teorema 1.1.6. (Lie) Sean g un dlgebra de Lie soluble y V' un espacio vectorial de dimension finita
sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero y sea (w, V') una representacion de
g. Entonces eziste 0 £ v € V tal que para todo X € g, 7(X)v = Axv.

Como sabemos si k no es de caracteristica cero, en general el Teorema de Lie es falso. Por
ejemplo, sea k un cuerpo de caracteristica 2 y sea g el algebra de Lie sobre k generada por X =
(98) , Y =(39), es facil ver que g es un algebra de Lie soluble pues [X,Y] = X. Ademas, dado
que char (k) = 2, el polinomio caracteristico de X es P(z) = 22 +1 = (2 +1)2. Por lo tanto el valor
propio de X es A = 1 y el espacio propio asociado esta generado por vy = (1), es facil ver que vy
no es vector propio de Y.

Corolario 1.1.7. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita soluble. Entonces existe una cadena
de ideales g; de g de dimg; =7 tales que 0 =go C g1 C---Cgn =g .

Teorema 1.1.8. (Levi) Sean g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo k de car-
acteristica cero y R el radical de g. Entonces existe una subdlgebra de Lie i semisimple de g tal
que

g=hdR.

1.1.2. Algebra Universal Envolvente de un algebra de Lie

Sean g un algebra de Lie y T'(g) el algebra tensorial de g. Sea I el ideal de T'(g) generado por
{XY -YoX-[X,Y]: XY €g}.

Definicion 1.1.9. Sea g un élgebra de Lie, el dlgebra universal envolvente de g es el algebra
asociativa con unidad

Dado que U(g) es un algebra asociativa es facil ver que tiene una estructura de algebra de Lie.

Sea ¢ : g — T(g) la aplicaciéon canodnica de g en T(g). A partir de ¢ podemos definir una
transformacion lineal de g a U(g) como 7 o ¢ donde 7 es la proyeccioén al cociente de T'(g) en U(g).

Proposicion 1.1.10. Sean g un dlgebra de Lie y U(g) el dlgebra universal envolvente de g. Entonces

la transformacion lineal mo v : g — U(g) es un homorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion. Dado que 7 o ¢ es una transformacion lineal, falta probar que (wo¢)[X,Y] = [(7 o
L)(X), (mo)(Y)] para todo X,Y € g. Sean X,Y € g entonces

(mo)[X,Y] =7([X,Y])

w



1.2. TEOREMA DE ADO-IWASAWA

O

U(g) es él algebra de Lie asociativa sobre k libre generada por g (visto como espacio vectorial
sobre k). Esta algebra de Lie es descripta por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt ([K]).

Teorema 1.1.11. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Sean g un dlgebra de Lie y B = {X1, ..., Xy} una base
de g. Entonces el conjunto de todos los monomios X{' ... X" con ji > 0, es una base de Ul(g).

El algebra de Lie g actta sobre el dlgebra universal U(g) por multiplicacion a izquierda, esto da
un mapeo de g en End(U(g)). Es facil verificar que este mapeo es un homomorfismo de algebras de
Lie, es decir, una representacion de g en U(g), ademas esta accion es fiel ya que U(g) es un algebra
con unidad.

1.1.3. Extension del cuerpo de base

Sea g un algebra de Lie sobre un cuerpo k y K una extension de k. Consideremos el K-espacio
vectorial g ®, K para darle una estructura de algebra de Lie sobre el cuerpo K a partir de la
estructura de g.

Se puede ver que el mapeo 4-lineal f : gx K xgx K — g®i K dado por f(X,a,Y,b) = [X,Y]®ab
para todo X,Y € gy a,b € K, induce un mapeo k-bilineal que llamaremos

[lk: (@@ K)x (g®K) > g® K
(X®a,Y®b)— [X,Y]®ab .

Ademas se puede ver que | | es K-bilineal y que g® K con el corchete dado por [ |k es un algebra
de Lie sobre K.

La k-algebra de Lie que resulta de restringir los escalares a k en la K-algebra de Lie g ®y K sera
denotada por (g ®x K)k. Un caso especial de este tipo de élgebra de Lie es cuando consideramos
k =R, K = Cy g es un édlgebra de Lie sobre R. El algebra de Lie compleja que resulta de considerar
g ® C es llamada la complexificacion de g. En el caso en que g es un algebra de Lie compleja y gg es
un algebra de Lie real tal que gg, el adlgebra de Lie g mirada sobre R, esta relacionada como espacio
vectorial sobre R por gg = go @ igo diremos que gg es la forma real del algebra de Lie compleja g.

1.2. Teorema de Ado-Iwasawa
Definiciéon 1.2.1. Una representacion (m, V') de un algebra de Lie g es fiel si 7 es inyectiva.

El problema de la existencia de una representaciéon fiel de dimensién finita para un algebra
de Lie g de dimensién finita sobre un cuerpo k, fue resuelto por Ado-Iwasawa. En el caso en que
char(k) = 0 el teorema es conocido como Teorema de Ado, si char(k) # 0 el teorema se conoce
como el Teorema de Iwasawa.

Teorema 1.2.2. (Teorema de Ado) Sea g un dlgebra de Lie sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado de dimension finita. Entonces existe una representacion fiel de dimension finita de g.
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CAPITULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ALGEBRAS DE LIE

El Teorema de Ado es dificil de demostrar en general, pero es sencillo en algunos casos par-
ticulares. Por ejemplo, si tomamos la representacién adjunta de g sabemos que el nucleo de esta
representacion es el centro 3(g), en este caso el Teorema de Ado es sencillo para las algebras de Lie
semisimples por ejemplo.

Pero la representacion adjunta claramente no es suficiente para probar el Teorema de Ado. Sin
embargo esta da una importante reduccién en la demostracion, es decir el problema se reduce a
demostrar que cualquier algebra de Lie g tiene una representacion de dimension finita (p, V') que es
fiel sobre 3(g). Dado que si tenemos una representacion con estas caracteristicas podemos tomar la
representacion (ad @p, g @ V') la cual es fiel sobre g.

En [J1] se puede ver una demostracion del Teorema de Ado que es esencialmente una simplifi-
cacién de una prueba dada por Harish-Chandra. Nosotros daremos un breve resumen de la misma,
y para ello citaremos algunos resultados previos.

Proposicion 1.2.3. ([J1]) Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo k de car-
acteristica cero. Sean R y N el radical y el nilradical respectivamente de g. Entonces [R, N] C N.

Teorema 1.2.4. Sean g un dlgebra de Lie de dimension finita, R y N el radical y nilradical respec-
tiwamente de g. Sea b un ideal de g entonces el radical y nilradical de b son Ry = RNb y Ny = NNb
respectivamente.

Demostracion. Es claro que RN b es un ideal soluble de h entonces R Nbh C Ry. Por otra parte
Ry/(b N R) es un ideal soluble de h/(h N R), ademas h/(h N R) es un algebra de Lie isomorfa a
(h+ R)/R que a su vez es un ideal de g/R. Dado que g/R es un algebra de Lie semisimple entonces
(h+ R)/R es un algebra de Lie semisimple por lo tanto h/(h N R) es un algebra de Lie semisimple.
Luego Ry/(h N R) es un éalgebra de Lie semisimple entonces Ry C hN R,

Por la Proposicion 1.2.3 sabemos que [g,R] C N y por lo probado anteriormente Ry, C R
entonces [g, Ry] € N Nh C Ny. Luego [g, Ny] C Ny lo que implica que Ny es un ideal nilpotente en
g entonces Ny € N Nh. Es claro que N Nh C Ny, por lo tanto Ny = N N h. 0

Teorema 1.2.5. [J1] Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo k de caracteristica
cero tal que g = h @ g1 donde b es un ideal soluble de g y g1 una subdlgebra de Lie de g. Sea (p, V1)
una representacion de dimension finita de by tal que p(Z) es un endomorfismo nilpotente para todo
Z € Ny. Entonces existe (m, Vo) una representacion de dimension finita de g tal que

a) Sim(X) =0 para todo X € b entonces p(X) = 0.

b) Sea X = Z+Y con Z € N, Y € g1 tal que ad |y (Y) es nilpotente entonces m(X) es un
endomorfismo nilpotente.

Demostracion. (del Teorema de Ado) Sea ad : g — gl(g) la representacion adjunta de g. El ker ad =
3(g) entonces si 3(g) = 0 tenemos que (ad, g) es una representacion fiel de g. Falta ver que ocurre si

3(g) # 0.

Supongamos que 3(g) # 0 entonces sera suficiente probar que existe una representacion (7, V)
de dimension finita de g tal que (7 [5g),V) sea fiel. Ya que de esta manera la representacion
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(T @ ad,V @ g) es fiel ya que

ker(7 @ ad) = ker 7 N 3(g)
=ker T |y
=0

por lo tanto (7 @ ad,V @ g) es una representacion fiel de dimension finita de g.

Sea Ry N el radical y nilradical de g respectivamente. Es facil ver que N/3(g) es un algebra
de Lie soluble, luego por el Cororlario 1.1.7 existe No = 3(g) € Ny C --- C N = N donde
cada N; es un ideal en N;y1y dim N;41 = N; + 1. Sea n = dim 3(g) entonces existe un espacio
vectorial V1 de dimensién n + 1 tal que existe una transformacion lineal T’ nilpotente y T™ # 0.
Entonces {T,..., 7™} C End(V}) es un conjunto conmutativo y linealmente independiente. Luego
existe una nilrepresentacion fiel de 3(g) en k{7\,...,T"} de dimensién n + 1. Por otra parte N; es
un ideal nilpotente para cada i =0,...,k ya que N es un ideal nilpotente de g y Ni11 = N; & N;t1
tal que dim N;y; = 1. Aplicando el Teorema 1.2.5 para cada ¢ = 0,...,k vemos que existe una
representacion de dimension finita (p, V1) de dimension finita de NV tal que (p [4g), V1) es fiel.

Es facil ver que R/N es un algebra de Lie soluble de dimension finita, luego de la misma forma
que N/3(g), existe Rp = N C Ry C --- C Ry = R donde cada R; es un ideal en R; en Riy1 y
la dim R;41 = dim R; + 1. Entonces R;11 = R; ® EZ tal que dim }Nﬁl = 1, de la misma forma que
para la cadena {N;}, existe una representacion (p, V2) de R a partir de (p, V1) tal que (p |;q), V2)
es fiel. Por el Teorema de Levi g = R @ g1 tal que g1 es una subélgebra de Lie de g. Aplicando
nuevamente el Teorema 1.2.5, a partir de la representacion (p, Va) obtenemos una representacion
(m, V) de dimension finita de g tal que (7 [54), V') es una representacion fiel de dimension finita. [

Observacion 1.2.6. La representacion (m @ ad, V @ g) que se obtiene en el Teorema de Ado es tal
que ((m @ ad) |n,V @ g) es una nilrepresentacion fiel de dimension finita de N.

1.3. Nilrepresentaciones fieles

Sea g un algebra de Lie de dimensién finita sobre un cuerpo k. Si g no es nilpotente entonces no
existe ninguna nilrepresentacion fiel de g, por el Teorema de Engel.

Por el Teorema de Embeding de Birkhoff, toda algebra de Lie g nilpotente de dimension finita
sobre un cuerpo k de caracteristica cero admite una nilrepresentacion fiel de dimensioén finita. En
esta seccidén daremos una prueba del Teorema Birkhoff y mostraremos que, bajo ciertas hipdtesis,
dada una representacion fiel de g de dimension finita, se puede obtener una nilrepresentacion fiel de
g de la misma dimension.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Embeding de Birkhoff) Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente
de dimension n sobre un cuerpo de caracteristica cero. Entonces existe una nilrepresentacion fiel
(7, V) de g tal que tal que dimV < 1+n +n? +--. +nk.

Este teorema es una version constructiva del Teorema de Ado, que es valido para algebras de
Lie nilpotentes de dimension finita y es el caso de particular interés de esta tesis. Para la prueba del
teorema necesitaremos algunas definiciones y resultados previos que enunciamos a continuacion.
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CAPITULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ALGEBRAS DE LIE

Sean g un algebra de Lie k-pasos nilpotente y B = {X1, Xa,..., X,,} una base de g donde los
primeros n; vectores generan g¢~!, los primeros ngy vectores generan g2 y asi sucesivamente. Sean

={X*=X{"... X3 : a; € Ng} la base de U(g) dada por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt y la funcion o : U(g) — Ny definida por

n
o(X;) =méx{t+1:X; €g'} o(X{'X3? .. X)) = Zozjo(Xj)

0 (Z caXO‘> = min{o(X%) : ¢q # 0} 0(1) =0, 0(0) = occ.

Ejemplo 1.3.2. Sean g = b, el dlgebra de Lie de Heisenberg de dimensiéon 2m + 1y B =
{Z,X1,..., Xm, Y1,..., Y}

0Z)=2 o(X;)=o0(Y;) =1 o(Z°X,Y?) =7

Lema 1.3.3. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo de caracteristica cero.
Entonces

oW1+ -+ W,) > min{fo(W1),...,0(W;)},
0(W1 . WT) > O(Wl) —+ -+ O(WT)

para todo W; € Ul(g).

Demostracion. La primera ecuacién es inmediata para 7 = 2, luego por induccién sobre r se tiene
el resultado deseado. La prueba de la segunda ecuacién es por induccién y la reducimos al caso en
que r = 2y W; son elementos homogéneos de U(g). Pues si W1 =3 ;ca X, Wa =3 5 ; dgX?
con X% XP € By tenemos que

o(WiWa) = 0> caX® D daXP)=0( Y cadgX*X")
acl ped acl,ped
> min{o(X°X") : (o, B8) € I x J}
> min{o(X®) 4+ o(X?) : (o, 8) € I x J}  es valido para monomios
= min{o(X?) : a € I} + min{o(X?): g € J}
= o(W1) + o(W3).

Sean Wy, Wy elementos homogéneos de U(g), es decir W; = X% con a; = (a1, .., 50) € Z7}.
Si W1 W5 es un monomio ordenado X? con 8 = (g +agi,...,a1, + agy), entonces
n
o(W1Ws) = Zﬁj (X7) = (a1, + azj)o(X7)
= 7j=1

= Z(Z ai jo(X7))

i=1 j=1

= Z o(W;)  por definicion.
i=1
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Supongamos que W1Ws no es un monomio ordenado. Para probar la ecuacién anterior dare-
mos la siguiente definicion; sea W = X ... X% con o = (a1,...,n) € Z7, definimos
_ T n L
d=23 1> j—1q; como el grado de W.

Haremos induccién sobre d, para el caso d = 1 es claro que se verifica. Asumamos que la
ecuacién es valida si 1 < d < N y WiWs un monomio de grado N. Dado que W1 W5 es un monomio
no ordenado, tenemos que W1 Wy = X1 X2 donde X*! = W/Xi,Xai’ = XjW" con j < i.

Si o(X;) = miy o(X;) = my entonces [X;, X;] = > c;aX; € g™t Es decir o(X;) >
m; +m; = o(X;) + o(Xj) si ¢ # 0. Ademas

WiWy = W' X, X)W + W X; X, W
_ Z CZW/XZW// + W/XJXZWN
lel
Es facil ver que el valor de d para cada término del primer sumando es menor que N. Por hipdtesis
inductiva y dado que o(X®1) = o(W') + o(X;) por definicion de o, tenemos

’

oW X W) > o(W') 4 o(X;) + o(W")
= (o(X) = o(X;)) + o(X)) + (o(X*?) — o(X;))
> o(W7) + o(Wa).

entonces, por la primera ecuacion del lema

o(W1Ws) = min{o(W X; X;W"), Y " o(W' X, W)}
lel

2
> min {O(W/XinWN), > O(Wi)} :
=1

Aplicando este procedimiento a W/XinW” repetidas veces se puede verificar que el término
Z?zl o(W;) se preserva y asi la desigualdad nos queda

2
o(W,Ws) > min {o(xﬁ), Z O(W,-)} :

Pero o(X?) = > j=1Bjo(X;) = o(W1) + o(W2), luego o(W1W2) > o(W1) + o(Wa). O

Lema 1.3.4. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimension n sobre un cuerpo de carac-
teristica cero y sea

U™(g) ={W € U(g) : o(W) = m}

m € N ym < n. Entonces U™(g) es un ideal de U(g) de codimension menor o igual que 1 4+ n +
n2+__.+nm71.

Demostracion. Por la primera ecuacion del Lema 1.3.3, U™ (g) es cerrado bajo la suma. Ademés, por
la segunda ecuacion del mismo lema, para todo W € U(g), W1 € U™(g) tenemos que WW; € U™(g),
del mismo modo para W;W. Por lo tanto, U™ (g) es un ideal de U(g).

Debemos probar que la codimensién de U™(g) es menor o igual que 1+n™ 1. Sea By = {X® =
X1 X3 oy € No} la base de U(g) obtenida anteriormente y By, = {X® : o(X®) > m} C By.
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Veamos que B,, es una base de U™ (g), sea W = > ¢, X € U™(g), por la primera ecuacion del
Lema 1.3.3, o(WW) > m. Luego, By, es un generador de U™ (g) entonces la codimension de U™(g) es
#{X*:0(X?*) < m}. Es claro, por la definicién de o, que

#{Xa:o(Xa)<m}§#{(a1,...,an)eZﬁ:Zaigm—l}

i=1

y dado que # {(041, co ) €L YT L <mo— 1} < Z;”:_Ol n’, obtenemos lo que queriamos
#{X:0(X) <m} < YTt nd. O

Demostracion. (Teorema 1.3.1) Sea p : U(g) — End(U(g)) con valores p(W;1)Wsy = Wi W5 para todo
Wy, Wy € U(g). Es facil verificar que p es una representacion del algebra de Lie U(g). Sea m € N,
por el Lema 1.3.4, U™(g) es un ideal de U(g), por lo tanto U™ (g) es un subespacio invariante por
p(W) para todo W € U(g).

Sea V. = U(g)/U™(g). Por la observacion anterior y por el Lema 1.3.4, podemos definir una
representacion de dimension finita del algebra de Lie U(g). Dicha representacion la llamaremos
p : U(g) — End(V) con valores p(W)v = p(W)v para todo W € U(g),v € U(g). Ademés, por el
Lema 1.3.4, V es un espacio vectorial de dimension finita.

Dado que g es una subdlgebra de Lie de U(g), es claro que (m = p|_, V') es una representacion
del algebra de Lie g.

Es claro que U(g)® D U*!(g) para todo i € Z. Sean V; = U’(g)/U™(g) subespacios de V para
1 =20,...,m, entonces

V=WoVi>---DVp_1 DV, =0.

Por la segunda ecuacion del Lema 1.3.3, es fécil ver que m(X)V; C Vi1 para todo i =0,...,m — 1.
Sea B = {71,U2...,Us} una base de V tal que los primeros m; vectores generan a V;,,_1, los primeros

0
00 =
mg vectores generan a Vi, o y asi sucesivamente. Entonces [7(X)]5 = <: . ) € n(s,k) para

00 .. 0
todo X € g, por lo tanto 7 es una nilrepresentacion de g.

Sim>k+1,gNnU™(g) =0, entonces para todo X € g, 7(X)1 = X # 0. Por lo tanto 7 es una
nilrepresentacion fiel de g. O

Observacion 1.3.5. Se puede ver que para n > 2
n i1
. n ' (n+1
i=1

para cada j = 2,...,k. Luego #{(al,...,an)EZQ:Z?ZIaZ-Sk} = 1+n+2§:2w.
Ademas
ko i1 1 k_1 k
ltn+> 2 (;H ):7;_1 +n2n <1+nk.

Jj=2

Por lo tanto la dimensiéon de la nilrepresentacién obtenida en el Teorema 1.3.1 es menor o igual a
1+ n*, esta mejora a la cota del Teorema 1.3.1 fue dada por [R].
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Teorema 1.3.6. (Teorema de Zassenhaus) Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre
un cuerpo k algebraicamente cerrado y sea g una subdlgebra de Lie nilpotente de gl(V'). Entonces
existen Vo, Vi, ..., V, subespacios de V tales que

V=WweWVie --aV,.

donde V; es g-invariante. Ademds, para cada X € g, X |y,= A\ xI + N;j(X) tal que N;y(X) es un
operador nilpotente para todo .

La prueba del Teorema de Zassenhaus no la realizaremos dado que no es de importancia en el
desarrollo de esta tesis, para ello se puede consultar [J1].

Observacion 1.3.7. Sean V un k-espacio vectorial de dimension finita y K una extension de k.
Sean g un algebra de Lie de dimension finita sobre k y (7, V') una representacion fiel de g. Es facil
ver que la aplicacion 7 ® id : g® K — gl(V) ® K es un homomorfismo inyectivo de élgebras de Lie
sobre K, donde g ® K y gl(V) ® K tienen la estructura de algebra de Lie sobre K dada en §1.1.3.
Maés atn, es facil ver que el algebra de Lie gl(V) ® K es isomorfa al algebra de Lie gl(V ® K) sobre
K. Por lo tanto, a partir de la representacion fiel (w, V') existe una representacion fiel (7,V ® K)
de g ® K definida por 7(X ® a)(v ®b) = m(X)(v) ® ba para todo X € g,a,b € K. Ademéas 7 es una
aplicacion k-lineal, luego (7, V ® K) es una representacion fiel del algebra de Lie (g ® K)y.

Teorema 1.3.8. Sean g un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo k de
caracteristica cero y sea (7w, V') una representacion de g de dimension finita. Para cada X € g sean
ws(X) y nn(X) respectivamente las partes semisimple y nilpotente de w(X). Entonces (wg,V) y
(7N, V') son representaciones de g, mds ain mg(g') = 0.

Demostracion. Debemos demostrar que mg y 7y son lineales y preservan el corchete. Para ello
consideremos primero que k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Es claro que 7(g) es una subélgebra de Lie nilpotente de gl(V'). Por el Teorema de Zassenhaus
(ver §1.3.6) V' se puede descomponer como V =V, @ V) @ --- @ V,.. Donde cada V; es un subespacio
de V tal que

m(X)WVi Vi w(X) [vi=75:(X) + 7vi(X)

para todo X € gy mn;(X) es un endomorfismo nilpotente, mg;(X) = A;(X)I; con I; la trans-
formacion identidad en V; y A;(X) € k para todo i = 0,...,7. Como 7g(X) y 7n(X) son res-
pectivamente las partes semisimple y nilpotente de 7(X), obtenemos que ws(X) |v,= 7s;(X) y
7N (X) |v;= mni(X). Por lo tanto, para probar que mg es lineal y preserva el corchete, basta ver

que cada mg; lo hace. Por el Teorema de Lie, existe una base B; = {v;,...,v;,} de V; tal que
Ai(X)
Ai(X)
[m:(X)]B, = ) para todo X € g. Es claro que m;(X)v;; = \i(X)v;, para todo
0o .
Ai(X)
X € g, luego

)\Z(CLX + Y)Uil = TF(CZX + Y)Uil
= (an(X) + 7(Y)) vy,
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CAPITULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ALGEBRAS DE LIE

paratodo X,Y € g,a € k. Entonces \A; es una funcional lineal por lo tanto 7g; es una transformaciéon
lineal para cada i. Ademaés, A\; es una representacion de g sobre k para todo ¢, pues

M([X Yo, = m([X,Y])vg,
= (m(X)mi(Y) — m(Y)mi(X))vi,
= (A(XONY) = N(Y)Ni(X))vy,
=0

= (X)), Mi(Y)]vi,

Por lo tanto, mg; es una representacion de g y 7g;([g,9]) = 0 para cada i. Entonces mg es repre-
sentacion tal que

ms([g,9]) = 0. (1.1)

Falta probar que my es representaciéon. Como 7wy = m — wg es claro que wy es lineal. Por lo
tanto basta probar que cada mwpy; preserva el corchete. Dado que 7g; es multiplo de I; tenemos que

[ (X), ms;(Y)] = 0 para todo X,Y € g. Luego,

i ([ X, Y]) = mi([X, Y]) — 754 ([X, Y])
= [m(X),m(Y)] por la ecuacion (2,1)
= [mni(X) + s (X), i (V) + 7g(Y)]
= [mni(X), T (V).

Por lo tanto my; es una representacion de g.

Si k no es algebraicamente cerrado, consideremos k su clausura algebraica. Sea V = V @k y sea
(m, V) la representacion de g = g ®y k obtenida a partir de la representacion (7, V). Sean Tg y T
las representaciones obtenidas en el caso en que el cuerpo es algebraicamente cerrado.

Dada una base B = {v1,...,v,} de V se sabe que B={v1®1,...,v, ® 1} es una base de V.
Si X = X ® 1 entonces [7(X)]p = [7(X)]5 para todo X € g, luego

[ms(X)] + [7n (X)]B = [Ts(X)l5 + [Tn (X)]5-

Se sabe que si mg(X) es una transformacion semisimple entonces [rg(X)|p es diagonalizable so-
bre k, a su vez [Tg(X)]5 es diagonalizable sobre k. Mas atn, [y (X)|p y [n(X)]5 son matrices
nilpotentes. Dado que la descomposicién es tinica entonces

[ms(X)s = [Ts(X)lg v [*n(X)]p = [Tn(X)l5

Por lo tanto (7g, V) y (mn, V') son representaciones de dimension finita de g en V' y por definicion
de my obtenemos que (7, V) es una nilrepresentacion de g. Ademés, como g’ = g’ @k y T5(g') =0
entonces mg(g’) = 0. O

Definicion 1.3.9. Sea g un algebra de Lie nilpotente de dimension finita y (7, V') una representacion
de dimensién finita de g. Llamaremos parte semisimple y nilpotente de 7 a las representaciones
(s, V) y (mn, V) obtenidas en el Teorema 1.3.8 respectivamente.

Teorema 1.3.10. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo k de
caracteristica cero tal que 3(g) C g'. Sea (m,V) una representacion fiel de g de dimension finita y
sea (N, V) la parte nilpotente de (w,V'). Entonces (mn, V') es una nilrepresentacion fiel de g.
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Demostracion. La representacion (my, V) dada en el Teorema 1.3.8 es una nilrepresentacion. Por
lo tanto nos falta probar que 7y es inyectiva. Sea mn(Xo) = 0,

m([Xo, X]) = 7n([Xo, X]) + ms([Xo, X])
= [mn(Xo), 7N (X)) + ms([Xo, X])
=0 pues 75(g’) =0

para todo X € g. Como 7 es un representacion fiel de g entonces [Xo, X] = 0, es decir Xy € 3(g).
Dado que 3(g) C ¢ y 7ms(g’) = 0 obtenemos 7g(Xy) = 0. Por lo tanto m(Xy) = 0 entonces
Xo=0. Ul

Sea g un algebra de Lie nilpotente de dimension finita. La condicion 3(g) C [g, g] de la proposicion
anterior es importante para que la nilrepresentacion (7, V') sea fiel. Por ejemplo, g = k es un algebra
de Lie abeliana sobre k entonces 3(g) = gy [g,9] =0y 7 : g — gl(2,k) tal que 7(1) = I es una
representacion fiel de g. Pero en este caso my = 0.

1.4. Algebras de Lie de corrientes

Dada un &lgebra de Lie g y A un algebra asociativa y conmutativa, se puede definir en g ® A
un corchete de la siguiente manera

X ®a,Yb=[X,Y]®ab VXY €g, a,bc A.

En la Proposicion 1.4.1, probaremos que este corchete define una estructura de algebra de Lie en
g ® A. Esta algebra de Lie es conocida como el dlgebra de Lie de corrientes asociada a gy A.

Las algebras de Lie de corrientes aparecen al considerar algebras de funciones sobre alguna
variedad con valores en un algebra de Lie. El estudio de estas algebras de Lie tienen origen en diversos
e importantes problemas provenientes, generalmente, de la fisica y la geometria. Por ejemplo en los
trabajos [He|, [LR], [Ro],|GoR], etc., se estudian problemas asociados a deformaciones de algebras;
en [CM], |[FL] se estudia la teoria de representaciones de algebras de corrientes asociadas a algebras
de Lie semisimples, y problemas con origen en la geometria son considerados por los trabajos [FGT],
[T], [Z], etc.

Esta secciéon esta dedicada a demostrar propiedades basicas de estas algebras de Lie.

1.4.1. Propiedades basicas

Esta primera proposicion muestra que el corchete definido anteriormente en g ® A da una es-
tructura de algebra de Lie sobre k.

Proposicion 1.4.1. Sean g un dlgebra de Lie y A un dlgebra asociativa y conmutativa. Entonces
g® A es un dlgebra de Lie sobre k con corchete

X®aY®b=[X,Y]®ab VX,YEg, abe A

12



CAPITULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ALGEBRAS DE LIE

Demostracion. Utilizando la propiedad universal del producto tensorial se puede probar, sin difi-
cultad, que el corchete dado por la proposicion esta bien definido y es bilineal en g ® A.

Verifiquemos que [Z, Z] = 0 para todo Z € g ® A, por la antisimetria del corchete en g y dado
que A es conmutativa tenemos

X ®a,Yb=-Y®bX®a. (1.2)

Sea Z € g ® A entonces existen X; € g, a; € A tal que Z = Y, X; ® a;. Por la linealidad del
corchete definido en g ® A tenemos que

12,20 =) X, X;] © aiay

i=1 j=1
r—1 r r o 1—1

= Z Z [Xi,Xj] ® a;a; + ZZ[X“XJ] X a;a;j
i=1 j=it1 i=2 j=1

reordenando el segundo témino de la suma, usando (1.2) y el hecho que A es un 4lgebra conmutativa
obtenemos [Z, Z] = 0.

Falta probar la identidad de Jacobi, para ello es suficiente verificar que
X®a,[YRbZRc]|+[Z2@c¢[X®a,Y R +[Y®b,[Z®@c,X®al]]=0

para todo X,Y,Z € g, a,b,c € a. Por definicion de [,] en g ® A tenemos que

(X ®a,[Y®bZ&c]]=[X,]Y,Z]] ®a(bc) (1.3)

Z®eX©aY e =7 [X, Y] ® ) .

Y ©b,[Z @ X ©a] = [, X]) @ bco) (15)
si sumamos (1.3), (1.4) y (1.5), dado que A es un algebra asociativa y conmutativa y por la identidad
de Jacobi obtenemos ([ X, [Y, Z]] + [Z,[X, Y]] + [Y, [Z, X]]) ® abc = 0. O

Es claro, que si A, B, C son algebras asociativas y conmutativas tales que A ~ B & C, entonces
el algebra de Lie g® A es isomorfa al algebra de Lie (g ® B) ® (g ® C). Ademas, si I es un ideal de
A entonces g ® I es un ideal de g ® A. Luego, es facil ver que el algebra de Lie (g® A)/(g® I) es
isomorfa al algebra de Lie g ® A/I.

Combinando estas dos observaciones con el Teorema chino del resto obtenemos el siguiente
teorema,

Teorema 1.4.2. Sean g un dlgebra de Lie y A un dlgebra asociativa con unidad y conmutativa.
Sean I,..., I, ideales de A tales que I; + I; = A para todo i # j. Entonces

g® (A/ N L) ~ (g0 A/L) @ @ (g© A/LL).

Corolario 1.4.3. Sea g un dlgebra de Lie sobre un cuerpo k y p(t) = (t — by)® ... (t — by)% € k[t
con b; distintos. Entonces g ® k[t]/(p) ~ L, g @ k[t]/ (t%).

13



1.4. ALGEBRAS DE LIE DE CORRIENTES

Demostracion. Sean A = k[t]/(p) e I; = ((t — b;)%) para todo i = 1,...,q. Se puede ver que A es
un algebra asociativa con unidad y conmutativa y que I; es un ideal de A para todoi =1,...,¢q
luego por el Teorema 1.4.2

q
g @ k[t)/(p) ~ @ g @ K[t]/((t = b)"). (1.6)
i=1
Dado que el algebra k[t]/((t — b;)%) es isomorfa al dlgebra k[t]/(¢%) la ecuacion (1.6), dice que

g @ K[1]/(p) =~ P s @ k[t]/ (t"). (1.7)
=1
O

Si p no es de la forma anterior, consideremos K una extension de k que contenga las raices de p.
Es decir, p = (t —b1)™ ... (t — b;)% con b; € K distintos y como (g ®x k[t]/(p)) ®k K es un algebra
de Lie sobre K isomorfa a g ®y K[t]/(p) obtenemos

(s @k k[t]/(p)) ®x K =~ @g@K[t]/((t—bndf)- (1.8)

Del mismo modo que en (1.7), obtenemos a partir de (1.8) que

q
(g @k K[t]/(p)) @x K ~ P g e K[t]/(t%). (1.9)
i=1
Observacion 1.4.4. Si A es un algebra asociativa y conmutativa con unidad podemos pensar
a k dentro de A mediante la identificacion f : k — A definida por f(k) = kl4 por lo tanto
podemos pensar que M(n,k) C M(n, A). El algebra M (n,A) es el algebra de Lie gl(n, A) con el
corchete definido por [A, B] = AB — BA para todo A, B € M(n, A). De este modo se puede ver a
gl(n,k) C gl(n, A) y, si g es una subélgebra de Lie de gl(n, k), podemos ver al A-mo6dulo generado
por g dentro de gl(n, A). Concluimos esta seccion demostrando el siguiente Teorema.

Teorema 1.4.5. Sea A un dlgebra asociativa y conmutativa con unidad y sea g una subdlgebra de
Lie de gl(n,k). Si ga es el A-mddulo generado por g en gl(n, A), entonces g4 es un dlgebra de Lie
sobre k isomorfa a el dlgebra de Lie g ®y A.

Para su prueba necesitaremos dos resultados previos,

Proposicion 1.4.6. Sean A un dlgebra asociativa con unidad, M un A-mddulo libre con base B y
My el espacio vectorial generado por B sobre k. Si B’ es una base de My entonces B’ es una base

del A-modulo M.

Demostracion. Como B’ es un conjunto generador de My entonces B C kB’, por lo tanto B’ es un
conjunto generador de M como A-mddulo.

Veamos que B’ es linealmente independiente en el A-mo6dulo M. Sea J un conjunto finito de
indices tal que v} € B’ para todo j € J y

Zajv; =0 (1.10)

j€J
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CAPITULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ALGEBRAS DE LIE

con aj € A. Dado que B es una base de My, para cada j € J existen tnicos k;; € k tal que

U;' = Z kijvi s (1.11)

iEIj

con v; € B para todo i € I;, e I; un conjunto finito de indices. Sea m = max{i € I; : V j € J}, sin

klj

kaj
pérdida de generalidad, podemos suponer que J = {1,...,n}. Entonces las columnas ,J son

Ko
linealmente independientes sobre k, para todo j = 1,...,n, pues B’ es k-linealmente independiente

ki1 k12 ... kin
ko1 ka2 ... kon

en My. Luego la matriz C' = tiene rango n sobre k. Entonces, dado que k C A,

kT;Ll km2 oo kmn
el rango de C' es n sobre A es decir que las columnas de C' son linealmente independientes sobre A.
Por lo tanto, la ecuacion (1.10) tiene solucion trivial. O

Es sabido que V) ®) A es un A-modulo a derecha pues A es un A-modulo a derecha. Ademés,
A es un A-modulo a izquierda, pero no siempre es cierto que Vg ®x A es un A-moédulo a izquierda.
Dado que k C 3(A), se puede verificar que la aplicacion - : A x (Vy @, A) — Vp ®x A tal que
b-v®a=v®ba para todo a,b € A, v € V|, define una estructura de A-médulo a izquierda en
Vo ® A.

Proposicion 1.4.7. Sean A un dlgebra asociativa con unidad y M un A-mddulo a izquierda libre
con base B. Sea My el espacio vectorial generado por B sobre k, Vo un subespacio de Mgy y V
el A-mddulo a izquierda generado por Vy. Entonces Vo @i A es isomorfo a V. como A-mddulo a
1zquierda.

Demostracion. Sea F : Vo @ A — V tal que F(v ® a) = av para todo a € A,v € V. Se puede
ver facilmente que F' es un homomorfismo suryectivo de A-moédulos a izquierda. Veamos que F' es
inyectiva, sea B una base de Vo, por el Proposicion 1.4.6 B es una base de V como A-médulo. Luego
cada u € V, ® A se puede escribir de manera tnica como u = Z:e Vi @ a; con v; € E, a; € Ae
I un conjunto finito de indices. Entonces, si u € ker F' tenemos que 0 = F'(u) = Y., a;v;. Por lo
tanto a; = 0 para todo¢t=1,...,r. ]

Demostracion del Teorema 1.4.5. Por la Proposiciéon 1.4.1, g ® A es un &lgebra de Lie sobre k.
Dado que g4 es el A-mddulo generado por g y k C A, por la observacion anterior, podemos pensar
a g C glin,A). Ademés, es claro que g4 es un éalgebra de Lie sobre k pues g es un algebra de Lie
sobre k.

Por la Proposicion 1.4.7, g®i A y ga son A-moddulos a izquierda isomorfos un isomorfismo entre
elloses F': g®r A — ga tal que X ® a = aX para todo X € g,a € A.

Nos falta ver que F' es un homomorfismo de &algebras de Lie sobre k. Para ello es suficiente
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probar que F([X ® a,Y ®b]) = [F(X ® a), F(Y ® b)] para todo X,Y € g ,a,b € A. Entonces

F(X®a,Y ®b)) =F(X,Y]®ab)

=ab[X,Y]

— ab(XY — Y X)

— (@X)(BY) - (BY)(aX)
aX,bY]

=
= [F(X ®a), F(Y ®b)].

como queriamos demostrar. O
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Capitulo 2

La funciéon pu

En la secciéon §2.1 damos la definicion de las funciones p y i, ejemplos y propiedades de las
mismas. En la seccién §2.2 presentamos una sintesis de los resultados que se conocen sobre p y la
seccion §2.3 contiene las demostraciones de alguno de ellos. En los casos donde la prueba necesita
contenidos que no se encuentran en esta tesis, daremos la cita correspondiente. En la seccién §2.4
investigamos la relaciéon que existe entre las estructuras afines y la funciéon p. Para esto primero
hacemos una breve introduccién sobre estructura afin de un algebra de Lie y finalmente en la
subseccion §2.4.2 introducimos dos resultados relacionados con las estructuras afines sobre élgebras
de Lie filiformes.

2.1. Definicion de p, p,; y ejemplos

Sea g un algebra de Lie de dimensén finita sobre un cuerpo k. Por el Teorema de Ado-lwasawa
existe una representacion fiel de dimension finita de g. Un problema nada sencillo es, dada un
algebra de Lie g de dimensién finita encontrar una representacion fiel de g de dimensién minima.
Esto motiva la siguiente definicién;

Definicién 2.1.1. Sea g un algebra de Lie de dimensén finita sobre un cuerpo k. Sea
(g, k) = min{dim V" : (7, V') es una representacion fiel de g}.

Observacion 2.1.2. Para simplificar notacion llamaremos p(g) := u(g, k) salvo que fuera necesario
identificar el cuerpo sobre el cual se esta definida el algeba de Lie.

Es facil probar que la funcién p es invariante bajo isomorfismos de élgebras de Lie.

Ejemplo 2.1.3. (1) Sea sl(n,k) el algebra de Lie lineal especial. Veamos que

p(sl(n,k)) = n.

Probemos por el absurdo, si u(sl(n,k)) = d < n entonces existe una representacion fiel (m,V)
de sl(n,k) tal que dimV = d. Luego d> < n? — 1 y como dimsl(n,k) = n? — 1 obtenemos que
d? = n? — 1. Pero esto es una contradiccién dado que no existen dos naturales cuyos cuadrados
sean consecutivos. Por lo tanto u(sl(n,k)) = n.
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2.1. DEFINICION DE 4, un, Y EJEMPLOS

(2) Sea t(n,k) el algebra de Lie de matrices triangulares superiores sobre un cuerpo k algebraica-

~—

mente cerrado. Por el Teorema de Lie, es facil ver que p(t(n,k)) =n

Sea g una subalgebra de Lie de gl(3,k) generada por X = <é g §) Y = (§ § é) Z = <
entonces [X,Y] =Y, [X,Z] = Z, [Y,Z] = 0. Es claro que g es

3(g) = 0.

Veamos que u(g) = 3, si u(g) = 2 existe una subdlgebra de Lie g soluble de dimension 3 de
gl(2,k) isomorfa a g. Dado que dimgl(2,k) =4y I ¢ g, pues 3(g) = 0, tenemos que

gl(2,k) =k{I} @g.

Es facil ver que 3(gl(2,k)) = k{I} y g un ideal de g. Dado que gl(2,k)" C ¢, gl(2,k) es soluble.
Esto es una contradiccion, pues s[(2, k) es una subélgebra de Lie simple de gl(2, k), por lo tanto
n(g) = 3.

Sea s0(3, C) el lgebra de Lie ortogonal y B = { X1, X2, X3} una base tal que X; = (

00
89).

000
b

un algebra de Lie soluble y

0
0
-1

oo

)7X2:

0
0 g 0 :
( 100), X5 = (71 0 8). Sea 7 : 50(3,C) — gl(2,C) con los siguientes valores en B

w35 2) -4 ) -0 )

Es facil verificar que 7 es una representacion fiel de so(3,C), por lo tanto p(so(3,C)) = 2. En
realidad, 7 establece un isomorfismo entre so(3,C) y s((2,C).

0
0
-1

[es]eslen)]
oo

Sea s0(3,R) el algebra de Lie ortogonal y B = { X1, X2, X3} una base tal que X; = (

001 010
(0 00),X3:(7100).
-100 000

Veamos que p(s0(3,R)) = 3. Si pu(s0(3,R)) = 2 entonces s0(3,R) es isomorfa a una subélgebra
de Lie g de dimension 3 de gl(2,R). Al igual que en el Ejemplo 2.1.3(3) podemos concluir
que gl(2,R) = RI @ g. Entonces, sl(2,R) = g, pues sl(2,R) = gl(2,R)’ C g, luego s0(3,R) es
isomorfa a sl(2,R). Es facil verificar que para ningin X € so(3,R), ad(X) es diagonalizable. Lo
que contradice el hecho que s0(3,R) sea isomorfa a s[(2,R), por lo tanto u(so(3,R)) = 3.

)7X2:

El invariante p depende del cuerpo sobre el cual esta definida el dlgebra de Lie.

Ejemplo 2.1.4. Sea k un cuerpo de caracteristica 2 y h el algebra de Lie de Heisenberg sobre k
de dimensién 3. Se puede ver que b es isomorfa al adlgebra de Lie sl(2,k) luego u(h1) = 2.

Otro resultado que muestra la dependencia de u y del cuerpo es la siguiente proposicion

Proposicion 2.1.5. Sean g un dlgebra de Lie de dimension finita sobre k y K una extension de k.
Sea g ® K el dlgebra de Lie sobre K con la estructura dada en §1.1.3 y sea (g ® K)y el dlgebra de
Lie g @ K pensada con escalares en k. Entonces

e @ K) < u(g);
p((g®@ K)x) < p(g @ K) dimy K.
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Demostracion. Dada una representacion fiel (7, V') de dimension finita de g, vimos en la observacion
de §1.3.7 que se puede obtener una representacion fiel (7,V @ K) de g ® K sobre K entonces

(g

® K) < pu(g). A su vez, vimos que la aplicacion 7 restringida a k es una representacion de

(g ® K)x y dado que T es inyectiva obtenemos, de esta forma, una representacion fiel de (g ® K)y.
Por lo tanto p((g ® K)x) < p(g ® K) dimy K. O

Ejemplo 2.1.6. (1) Un ejemplo donde las desigualdades son estrictas es cuando k =R, K =C y

g =50(3,R). Como g® K =50(3,R) ® C =s0(3,C), tenemos que

2 =p(s0(3,R) ® C) < u(s0(3,R)) =3
(ver Ejemplos 4 y 5 mas arriba). Por otra parte, sea B = {X1, X2, X3} la base de s0(3,C) dada
en la seccion anterior, es facil ver que una representacion fiel del algebra de Lie (s0(3,R) ® C)r

es de la forma
1 —T4 T2—T6 —T1 —I3—Z5
7T(X) — —T2—Te T4  —T3F+T5 1 7

\/5 1 r3+Ts5 —T4 T2—T6
T3—Ts —T1 —T2—Z6 T4

para todo X = z1 X1 + 2o Xo+ 23 X3+ 24(1X1) +25(iX2) + 26(1X3) € (s0(3,R) ® C)r. Entonces
w((s0(3,R) ® C)r) < 4 por lo tanto

p((s0(3,R) @ C)r) <2 x 2 = p(s0(3,C))dimr C < 3 x 2 = p(s0(3,R)) dimg C.

Sean h1(R) y h1(C) = h1(R) ®g C el algebra de Lie de Heisenberg de dimension 3 sobre R
y C respectivamente. Sea B = {X1,Y7,Z} una base de h;(C) tal que [X1,Y1] = Z y cero en
otro caso, entonces una base de h;(C)gr es Br = {X1,iX1,Y1,iY1,Z,iZ}. Sean X = 21X; +
x2(iX1) +y1 Y1 +y2(1Y2) +21Z + 22(i2) tales que x1, 22, y1,Y2, 21, 22 € Ry m: b1 (C)r — gl(5,R)

definida por
0x1 x2 21 29
00 0 vy w2
m(X)=100 0 <y |,
00 O
00 O

es facil ver que (7, R®) es una nilrepresentacion fiel de h1(C)g, en el siguiente capitulo veremos
una generalizacion de este resultado. Por lo tanto

1(h1(Cr) <5 <3 x 2= p(h1(C)) dimg C = p(h1(C)) dimp C.

Una base del algebra de Lie sl(2,C)r = (s(2,R) ®r C)r es {E,F,H,1E,iF,iH}. Sean X =
r1E4xoF +x3H 4+ x4(iFE) +x5(iF) + 26(iH) tal que z; € Ry 7 : s1(2,C)r — gl(4,R) definida

por
T3 T1 —Tg —T4
0= (38w w).
T5 —Tg T2 —I3
Es facil ver que (m,R*) es una representacion fiel de sl(2, C)g, luego u(sl(2,C)g) < 4. Ademas,
s[(2,C)r @R C es isomorfa al algebra de Lie sl(2,C) @ sl(2,C) sobre C. Por los puntos 2.1.5) y
1f)
4 =2p(sl(2,C)) = pu(sl(2,C)r ®r C) < p(sl(2,C)r) < 4.

Por lo tanto
4= p(sl(2,C)r) = p(sl(2,C)) dimg C = pu(sl(2,R) dimg C

La funcién u tiene dos propiedades sencillas pero necesarias mencionarlas. Una de ellas es que

w es una funcién monoétona;
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Proposicion 2.1.7. Sean g un dlgebra de Lie y g1 una subdlgebra de g. Entonces pu(g1) < u(g).

Otra de las propiedades es que la funciéon u es subaditiva;
Proposicion 2.1.8. Sean g1 y g2 dlgebras de Lie. Entonces (g1 @ g2) < p(g1) + n(g2).

Ejemplo 2.1.9. (1) sea g un algebra de Lie abeliana de dimension 5 sobre k. Entonces g es isomorfa
a

kekokaokak
Veamos una representacion fiel de g, sea B = {X1,..., X5} una base de g y (7,k?) definida por
I 0 Tro I3
> 0 x1 x4 =5
" Z_; B =10 0 a0
- 0 0 0 x
entonces u(g) <4 < S0_ u(k) = 5.

(2) Sean sy g algebras de Lie sobre C tal que s semisimple y [g, g] = g entonces u(gbs) = p(g)+u(s)
(ver [BM]).
Dado que sl(2,C)r ® C = s5l(2,C) & s((2,C) la ecuacion anterior nos da que

p(sl(2,C)gr ® C) = 2u(sl(2,C)) = 4.

En el caso de tener un &lgebra de Lie g nilpotente de dimensién finita sobre un cuerpo de
caracteristica cero podemos definir, por el Teorema de Embeding de Birkhoff (ver §1.3.1), que
existe un nilrepresentacion fiel de g de dimensién finita.

Definicion 2.1.10. Sea g un algebra de Lie nilpotente de dimension finita, sobre un cuerpo de
caracteristica cero. Sea

tnit(g) = min{dim V' : (7, V') es una nilrepresentacion fiel de g}.

De la misma forma que para p, es facil ver que py,;; es invariante bajo isomorfismo de algebras de
Lie. Por la definicion de pi,,(g), es claro que pu(g) < pini(g). Un sencillo ejemplo donde u(g) < pini(g)
es g =k, en este caso u(g) =1y pni(g) = 2.

En el caso en que g sea un algebra de Lie nilpotente y 3(g) C g’, por el Teorema 1.3.10, es facil
ver que (@) = finit(9)-
Una propiedad que relaciona a p y g, y seréd atil en el Capitulo 4, es la siguiente;

Proposicion 2.1.11. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente tal que 3(g) C [g,g]. Entonces u(g @ k) =
M’ml(G)

Demostracion. Sea my;; : g — gl(V') una nilrepresentacion fiel de g. Definimos 7 : gk — gl(V) tal
que (X + a) = mpi(X) + al donde I es el endomorfismo identidad. Es facil ver que (7, V') es una
representacion de g @ k ya que (7, V') es una representacion de g.

Veamos que es fiel, para ello supongamos que (X +a) = 0 para todo X € g entonces m,;;(X) =
—al. Dado que m,;;(X) es un endomorfismo nilpotente esto implica que a = 0. Luego X = 0 ya que
(7nit, V') es fiel. Por lo tanto (7, V') es una representacion fiel de g & k.

Falta ver que pn(g) < pu(g@k). Como g es una subalgebra de Lie de gk entonces u(g) < u(gdk)
y por el Teorema 1.3.10 se sigue que pn;(g) = p(g). O
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2.2,

Sintesis de algunos resultados sobre p

En esta secciéon haremos una sintesis de algunos resultados que se conocen sobre u. La proxima
seccidn contiene las demostraciones de alguno de ellos. En casos excepcionales, en donde la prueba
necesita contenidos que no se encuentran en esta tesis, daremos solamente la cita correspondiente.

1. u(g) para ciertas algebras de Lie

a)

e)

Sea g un éalgebra de Lie abeliana de dimension n > 1 entonces pu(g) = [2\/n —1|. Este
resultado es una consecuencia del siguiente Teorema de Schur.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Schur) Sean Ai,..., A, matrices linealmente independientes
que conmutan de orden n sobre un cuerpo k. Entonces
2
n
< | — 1.

Una familia de matrices linealmente independientes que conmutan de orden d con el méximo
ntmero de matrices posible es § = {E;; : 1 <@ <[d/2], [d/2]+1 < j < d}U{I}. Una simple
prueba de este teorema se puede ver en |M].

Sea g un algebra de Lie tal que 3(g) = 0 entonces u(g ® k) = u(g) (ver §2.3(1)).

Sean n(n, k) y t(n,k) las algebras de Lie de matrices triangulares superior estricta y triangu-
lares superior repectivamente sobre un cuerpo k de caracteristica cero, entonces p(t(n,k)) =
u(n(n,k)) =n (ver §2.3(2)).

En el Ejemplo 2.1.3.(2) vimos que si k es algebraicamente cerrado p(t(n,k)) = n. Este resul-
tado es vélido atin para cuerpos arbitrarios de caracteristica cero, para probarlo sera necesaria
el Teorema 1.3.10.

Sea by, el algebra de Lie de Heisenberg de dimension 2m + 1 sobre un cuerpo de caracteristica
cero, entonces p(h,,) = m + 2 y una representacion fiel de dimension m + 2 es my, : by, —
gl(m + 2,k) definida por

0 x1 Tm 2

m m Y1

Tm <Z viXi+ Y yYi+ zZ) = 0 :
i=1 i=1 Ym

0

La demostracion de que u(h,,) > m + 2 se encuentra en §2.3.

La siguiente tabla contiene los valores de p(g) para g un algebra de Lie simple sobre C,

g dim g 1(g) g dim g 1(g)
Ay,n>1 | (n+1)2-1 n+1 Fs 78 27
By 10 4 E; 133 56
B,,n>3 2n? +n 2n +1 Ey 248 248
Cn,n>3 2n? +n 2n Fy 52 26
D, ,n>4 2n? —n 2n Go 14 7

21



2.3. DEMOSTRACIONES

f)

g)

2. C
a)

b)

c)

(ver [BM]).

Sea g =11 @ ---& I, un algebra de Lie semisimple sobre C e I; ideales simples de g entonces
(g) = 321y u(I;) (ver [BMY).

Sea h,,(C) el algebra de Lie de Heisenberg sobre C de dimension 2m + 1 y sea b, (C)gr el
algebra de Lie h,,(C) sobre R, entonces u(h,,(C)r) = 2m + 3. Cf. resultado 2.e).

Demostracion. Si h,(C) es el algebra de Lie de Heisenberg sobre R de dimension 2m + 1,
es facil ver que h,,(R) ®g R[t]/(t? + 1) es un dlgebra de Lie real isomorfa a b,,(C)g. En
el siguiente capitulo probaremos que (b, (R) ®r R[t]/(#? + 1)) = 2m + 3, por lo tanto
1(hm(C)r) = 2m + 3. O

Sea g un algebra de Lie filiforme tal que satisface alguna de las siguientes condiciones:
i) ¢’ abeliana.
ii) dimg < 10.

Entonces p(g) = dimg (ver [B2]).

En el caso de las algebras de Lie nilpotentes de dimensiéon menor o igual a 5 el valor de iy,
y en algunos casos el valor de p y en otros cotas para p fueron dados (ver [BNT))

otas para u(g) de ciertas algebras de Lie g

Seag=1®---@®I ®C! un algebra de Lie reductiva sobre C e I; ideales simples de g,
entonces £1(g) < p(g’) + p(C7"). Donde p(C") = [2v/1—r —1] sil—r>1y pu(C"") =0
en otro caso.

Sea g un algebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo de caracteristica cero, entonces
w(g) < 1+ (dimg)*, ver observacion después de la prueba del Teorema §1.3.1.

Sea g un algebra de Lie nilpotente que satisface alguna de las siguientes condiciones:
i) dimg < 8.

ii) g es k-pasos nilpotente con k < 4 (ver [Sc]).

iii) g es Z-graduada con enteros positivos (ver [B1]).

Entonces p(g) < dimg + 1.

d) Sea g un algebra de Lie filiforme sobre un cuerpo de caracteristica cero entonces p(g) > dim g.

2.3.

1.

Mas atn si 1 < rank(g) < 2 entonces
dimg < u(g) < dimg+ 1.

Existe un algebra de Lie nilpotente g de dimension n = 11 tal que p(g) > dimg+1 (ver [Be]).

Demostraciones

b) Sin pérdida de generalidad podemos pensar a g como una subéalgebra de Lie de gk entonces

p(g) < p(g ©k).
Veamos que u(g @ k) < u(g). Sean (m,V) una representacion de fiel de g e I € gl(V) el
operador identidad. Como 3(g) = 0 tenemos que I ¢ 7(g), definimos

m:gdk — gl(V)
(X,a) —»m(X)+al .
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Es facil ver que (71, V') es una representacion de g @ k y, dado que I ¢ w(g), (71, V) es una
representacion es fiel. Entonces p(g @ k) < u(g).

Probaremos primero que pu(n(n,k)) = n. Dado que una representacion fiel de n(n, k) es la
identidad tenemos que p(n(n, k)) < n.

Sea (m, V) una representacion fiel de n(n,k) y supongamos que dimV = d < n. Por el
Teorema 1.3.10 podemos suponer que (7, V') es una nilrepresentacion fiel de n(n,k), pues
es un algebra de Lie nilpotente y 3(n(n,k)) = k{E1,}. Luego, por el Teorema de Engel (ver
§1.1.5), n(n, k) es isomorfa a una subélgebra de Lie de n(d, k). Entonces

n(n —1) < dd—1)
2 - 2 7

esto es una contradicciéon dado que d < n.
Nos falta probar que u(t(n,k)) = n. De la misma forma que para el caso n(n, k), podemos
concluir que p(t(n,k)) < n.

Sea (7, V') una representacion fiel de t(n, k). Como t(n, k)" = n(n, k) entonces ( V) es

|n n
(n,k)
una ](5[)1(?8(311(301()]1 ii(fl (1(3 ll(n,k), pOI 10 taIltO dlIIl [/ > n.

Para probar que u(h,,) > m + 2 usaremos los siguientes resultados,

Lema 2.3.1. Sean V un espacio vectorial de dimension finita y F una forma bilineal no
degenerada de V tal que V1 es un subespacio de V', F-isotropico. Entonces dimV; < w.

Una sencilla prueba de este lema se puede consultar en [GHW] (ver §2.1.3).

Proposicion 2.3.2. Sea g una subdlgebra de Lie abeliana de b, tal que Z ¢ g. Entonces
dimg < m.

Demostracion. Es claro que 3(hy) Ng = {0} pues 3(hn) = k{Z}. Entonces existe un sube-
spacio U de b, tal que b, = g@U D3(hy). Sean W = g@U y F : W x W — k la aplicacion
tal que para todo X, Y € W, [X,Y] = F(X,Y)Z. Es facil verificar que F' es una forma bi-
lineal. Veamos que es no degenerada, sea Xy € W tal que para todo X € W, F(Xy, X) =0
es decir [Xy, X] = 0. Por lo tanto [Xo,v] = 0 para todo v € b, pues v = X + kZ para
algin k € k y X € W. Luego Xy € 3(bh,,) entonces Xo = 0 y como g es una subéalgebra de
Lie abeliana de b,,, es claro que es un subespacio F-isotréopico de W. Por lo tanto, por el
Lema 2.3.1, dimg < 4% — O

A continuaciéon probaremos que p(h,,) > m + 2.

Sea (, V) una representacion fiel de b,, de dimension finita. Veamos que dimV > m + 2.
Dado que b, es una subélgebra de Lie nilpotente y b, = 3(b,,), por la Proposicion 1.3.10,
podemos considerar a (m,V) como una nilrepresentacion fiel. Sean 0 # v € V tal que

m(Z)v#0y

F,:b,—-V
X —mX)v.

Como (7, V') es una representacion, es facil verificar que F, es una transformacion lineal y
ker F,, es una subalgebra de Lie de b,,. Por la eleccion de v, es claro que ker F,, N3(h,,) = 0.
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Entonces [ker F,, ker F,,] = 0, es decir que ker F,, es una subalgebra de Lie abeliana de b,,.
Ademas,

dim b,,, = dim ker F, 4+ dim im F;,
2m + 1 = dimker F, + dimim F,.

Entonces dim V' > dimim(F,) > m + 1 pues, por la Proposicion 2.3.2 dim ker F;, < m.
Veamos que v ¢ im(F,), para ello supongamos lo contrario. Es decir, existe Xo € b, tal
que F,(Xo) = v, por lo tanto m(Xo)v = v # 0. Pero esto contradice el hecho que (7, V') es
una nilrepresentacion, entonces v ¢ im F,. Luego dim V' > dimim(F,) +1 > m + 2.

2.4. Estructuras afines y la funcién u

En esta seccion investigaremos la relacién que existe entre las estructuras afines y la funcion
p. Tal relacion tiene su inicio en la famosa conjetura de Auslander: Una variedad afin completa
compacta es finitamente cubierta por cocientes de grupos de Lie solubles con estructuras afin invari-
ante a izquierda. En este contexto Milnor pregunté: Qué grupos de Lie admiten una estructura afin
completa invariante a izquierda. Esta pregunta es particularmente dificil de responder para grupos
de Lie nilpotentes. Existe mucha evidencia que estos grupos de Lie admiten una estructura afin
invariante a izquierda. Milnor conjeturo que esto era cierto atin para los grupos de Lie solubles.
Finalmente, en 1995 Benoist di6 una respuesta negativa a la conjetura de Milnor construyendo un
algebra de Lie filiforme de dimension 11 la cual no admite una estructura afin (ver |Be|). Mas tarde
Grunewald y Burde (ver [BG], [B1], |[B3]) construyeron familias de algebras de Lie que contradicen
la conjetura de Milnor.

Es sabido que si un grupo G admite una estructura afin invariante a izquierda entonces el dlgebra
de Lie g asociada al grupo de Lie G admite una representacion fiel de dimensién dimg + 1, una
prueba estd dada por el Lema 2.4.1. Luego, una manera de hallar contraejemplos a la conjetura de
Milnor es encontrar algebras de Lie que no admitan representaciones de dimensién menor o igual
que dim g + 1. Es decir,

w(g) > dimg+ 1.

Lema 2.4.1. Sea g un dlgebra de Lie que admite una estructura afin entonces p(g) < dimg+ 1.

Antes de la demostracion daremos unos resultados previos.

Definicion 2.4.2. Una conexion V sobre una variedad M es afin si

Vixtgy = fVx +9gVy
Vx(fY)=fVxY + X(f)Y

para todo X,Y € X(M), f,g € C>*(M).

Definicion 2.4.3. Sea G un grupo de Lie y V una conexion afin sobre G. Se dice que V es invariante
a izquierda si para toda traslacion a izquierda L, se tiene que

(Vyz, Y)Yl = vy
para todo X,Y € X(G).
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Una conexioén sobre un grupo de Lie G es invariante a izquierda si y solamente si las traslaciones
a izquierda son mapeos afines. Recordemos que la torsion T' y la curvatura R de una conexiéon afin
V son los tensores definidos por

T(X,Y) = VXy — VYX — [X,Y];
R(X,)Y)=VxVy —VyVx — v[X,Y]-

En este trabajo consideraremos conexiones afines invariante a izquierda de torsiéon y curvatura
nula.

Sea (G, V) un grupo de Lie afin y g el 4dlgebra de Lie de G. Dado que el operador V es invariante
a izquierda, este induce un mapeo bilineal sobre g, denotado por de la misma forma que el operador
V. En este caso el mapeo bilineal V esta caracterizado por las propiedades dadas en la siguiente
definicion. En este caso diremos que el dlgebra de Lie g con tal mapeo V es afin.

Definicién 2.4.4. Un mapeo bilineal V : g X g — g que satisface;
VxY - VyX =[X,Y];
VxVy = VyVx =Vixy]
se llama una estructura afin sobre g.

Definicion 2.4.5. Una estructura afin sobre g es completa si los endomorfismos ¢ x : g — g definido
por ¥x(Y) =Y + Vy X son biyectivos para todo X € g.

Un ejemplo de un édlgebra que admite una estructura afin son las algebras de Lie p-pasos nilpo-
tente con p < 3 (ver [Sc|).

Demostracion. (del Lema 2.4.1) Sea V una estructura afin sobre el éalgebra de Lie g. Definimos
m: g — gl(g @ k) dada por 7(X)(Y,t) = (VxY + tX,0). Es facil verificar que (7, g @ k) es una
representacion fiel de g de dimension dim g + 1. Por lo tanto u(g) < dimg+ 1. O

Por el Lema 2.4.1; para dar contraejemplos a la conjetura de Milnor es necesario encontrar
algebras de Lie nilpotentes de dimension finita tal que u(g) > dimg + 1.

Proposicion 2.4.6. Sea g un dlgebra de Lie que admite una derivacion regular. Entonces g admite
una estructura afin.

Demostracion. Sea T' € Der(g) una derivacion regular de g. Sea V : g x g — g definido por
VxY = (Tt oad(X)oT)(Y)
para todo X, Y € g. Es facil ver que V define una estructura afin sobre g. O

Proposicion 2.4.7. Sea g un dlgebra de Lie nilpotente tal que [g,g] admite una derivacion T
reqular. Entonces g admite una estructura afin.
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Demostracion. Sea T € End(g) tal que T I T-1 Sea V:gxg— g definido por
VxY =Toad(X)oT(Y)

para todo X,Y € g. Es facil ver que V define una estructura afin sobre g. O

Por el Lema 2.4.1 sabemos que las distintas clases de algebras de Lie presentadas en las proposi-
ciones anteriores son tales que pu(g) < dimg+ 1.

2.4.1. Algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes

Sea g un algebra de Lie. Consideremos una subélgebra abeliana maximal t € Derg que consiste
de endomorfismos semisimples, esta subalgebra es llamada un toro de g. La dimensién comun de
todos los toros se llama el rango de g y lo denotaremos con rank(g).

Un 4lgebra de Lie de rango cero se dice ser caracteristicamente nilpotente, es decir, un algebra
de Lie tal que todas sus derivaciones son endomorfismos nilpotentes se dice ser caracteristicamente
nilpotente.

El siguiente teorema muestra la relacion que existe entre las algebras Lie de rank(g) > 1y las
Z-graduadas.

Teorema 2.4.8. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita de rank(g) > 1. Entonces g admite
una Z-graduacion.

Para probar este teorema primero introduciremos unos resultados previos.

Lema 2.4.9. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita y T € Der(g) tal que T es un endomor-
fismo semisimple con autovalores enteros. Entonces g es Z-graduada.

Demostracion. Sean A1, ..., A\ € Z valores propios de T tal que A\; < --- < A\ y sean g1,..., gk los
subespacios propios de T" asociados a Ag, ..., A\ respectivamente, por lo tanto g =g, & --- D gi.

Veamos que g es un algebra de Lie graduada, cuya graduacion estéd dada por los espacios propios
gi- Sean X; € g; y X; € g; luego
T[Xi, X;j] = [T(Xq), X;] + [Xi, T(X;)]
Ail X, X] 4+ A[XG, X

entonces T'[X;, X;] = (A + Aj)[Xi, X;]. Luego [X;, X;| € girj, por lo tanto g es un &algebra de Lie
Z-graduada. O

Lema 2.4.10. Sea g un dlgebra de Lie de dimension n tal que el rank(g) > 1. Entonces existe
T € Der(g) semisimple con autovalores enteros.

Demostracion. Como el rank(g) > 1 entonces existe una derivaciéon no nula D semisimple de g.
Sean A\ < --- < A; valores propios de D y sean g1, ..., gr los subespacios propios de D asociados
a Aq,..., A\ respectivamente. Sean B; una base de vectores propios de g; para cada ¢ = 1,...,k
entonces B = UleBi es una base de vectores propios de g.
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Definamos la transformacion lineal F' : g — g tal que F(X) = ;X paracada X € g;i =1,...,k.
Para que F' sea una derivacién semisimple de g basta ver que

FIX,Y]=[F(X), Y]+ [X, F(Y)] (2.1)
para cada X,Y € B.
Sean X € B;,Y € Bj

1) si [X,Y] = 0 entonces F' cumple la ecuacion (2.1),
2) si [X,Y] # 0 entonces [X, Y] € gi; luego F verifica la ecuacion (2.1) siy solo si p; + 1 = flitj.

Por lo tanto para que F' sea una derivacién es suficiente pedir que p; + p; = pi4; cada vez que

Ai +Aj = Aiqj, dado que D es una derivacion semisimple de g. Es decir que basta que pq,. .., u
cumplan el mismo sistema lineal homogéneo que cumplen Aq, ..., A; cuya matriz asociada A esta
formada por los vectores filas e; + e; — e;4;, donde es = (0,...,0,1,0,...,0).
~——
s—1
Dado que A tiene coeficientes en QQ y admite al menos una solucion no trivial, que son Ay, ..., Ag,
entonces también admite una solucién entera no trivial. Luego eligiendo los valores p1, ..., ur que

sean una solucién entera no trivial, resulta que F' es una derivacién con valores propios enteros. [

Demostracion. (del Teorema 2.4.8) Por los Lemas 2.4.10 y 2.4.9 se sigue la demostracion del teorema.
O

2.4.2. Estructuras afines sobre algebras de Lie filiformes

En esta subsecciéon estamos interesados en enunciar dos resultados sobre dlgebras de Lie filiformes
caracteristicamente nilpotentes que muestran en cierto sentido la dificultad al obtener contraejem-
plos a la conjetura de Milnor dentro de las algebras de Lie filiformes.

Se puede ver que el rango de un algebra de Lie g nilpotente es menor o igual que la codimension
de [g,g], ya que g es un algebra generada por cualquier subespacio de g complementario a [g, g].
Luego el rango de un algebra de Lie filiforme es menor o igual a 2. Por otra parte las algebras de
Lie filiformes de rango 1 y 2 son tales que admiten una estructura afin (ver [GoK]). Dicho de otra
manera toda algebra de Lie filiforme no afin es caracteristicamente nilpotente.

Ahora daremos una introducciéon a la variedad £" de corchetes de algebras de Lie. Sea V un
espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo k y sea B?(V) el espacio de todos los mapeos
bilineales V x V' — V. Un corchete de &lgebra de Lie sobre V es un elemento u de B%(V) que
satisface las siguientes condiciones polinomiales:

- u(X,Y) +u(Y,X) = 0;
- uw(uw(X,Y), Z) +u(u(Y,2), X))+ u(u(Z,X),Y)=0.

para todo X, Y, Z € V. Dada una base de V' un corchete de algebra de Lie es definida por el conjunto
de constantes de estructuras {cfj} en el espacio Kk’ que satisfacen las siguientes condiciones;

n
k k k1 kol kol
k=1
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El subconjunto £™ de corchetes de dlgebras de Lie en el espacio k™" esta definido por el sistema de
ecuaciones polinomiales dado en (2.2), entonces £" es una variedad algebraica afin.

Los corchetes de algebras de Lie de clase de nilpotencia < p definen una subvariedad cerrada
N, en £". La clase de nilpotencia de un algebra de Lie de dimension n es siempre menor o igual
que n — 1 por lo tanto N7'_; es el conjunto de todos los corchetes de algebras de Lie nilpotente de
dimensién n. Denotaremos por N" a esta variedad y la llamaremos la variedad de las algebras de
Lie nilpotentes de dimensién n. Un subconjunto de 01" que nos resulta importante en esta seccién
es la variedad de algebras de Lie filiformes que denotaremos por §".

La variedad £" tiene naturalmente la topologia de Zariski, la variedad §™ resulta ser un abierto
Zariski en la variedad 1.

Como vimos en un principio la clase de algebras de Lie filiformes no afines esta incluido en la
clase de algebras de Lie caracteristicamente nilpotentes de la misma dimensién. Un resultado sobre
estas algebras es (ver [Gol] y [K1]):

Teorema 7. Toda componente irreducible de la variedad de corchete de dlgebras de Lie filiformes
™ de dimension m € N con m > 8 contiene un abierto Zariski cuyos elementos son corchetes de
dlgebras de Lie caracteristicamente nilpotentes.

Otro resultado obtenido para las algebras de Lie filiforme (ver [K2|)

Teorema 8. Para todo m € N, m # 1( méd 5), la variedad " contiene un abierto Zariski no
vacio cuyos elementos son corchetes de dlgebras de Lie afines.

Es decir que el conjunto de los corchetes de algebras de Lie filiformes afines de dimensioén finita
cuyos elementos son algebras de Lie caracteristicamente nilpotente es un abierto denso en £". Esto
muestra la dificultad al obtener contraejemplos a la conjetura de Milnor dentro de las algebras de
Lie filiformes.
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Capitulo 3

Cotas de 1 de algebras de Lie nilpotentes

Por el Teorema de Ado-Iwasawa se sabe que toda algebra de Lie g de dimension finita admite
una representacion fiel de dimensién finita. Es decir que toda algebra de Lie g de dimensién finita
puede ser embebida en el algebra de Lie gl(V') donde V es un espacio vectorial de dimension finita.
De esta forma dim g < (dim V)? lo cual nos dice que

Vdimg < p(g).

Por otra parte si g es un algebra de Lie tal que 3(g) = 0 la representaciéon adjunta es una repre-
sentacion fiel de g luego u(g) < dim g. Por lo tanto

Vdimg < p(g) < dimg si 3(g) =0.

En el caso en que g es un algebra de Lie soluble, por el Teorema de Lie, para toda representacion
(m,V) de g existe una base B de V tal que [7(X)]p € tgimv. Es decir que la dim g < M

por lo tanto
V2dimg < u(g) + 1.

En particular si g es un algebra de Lie nilpotente tenemos que /2dim g < p(g) + 1. Pero esta cota
se puede mejorar por el Teorema 1.3.10 para las algebras de Lie nilpotentes tales que 3(g) C [g, g],
dado que toda representacion fiel (7, V') se puede obtener una nilrepresentacion fiel (7w, V). Luego
por el Teorema de Engel existe una base B de V tal que [7n(X)]p € ngimy para todo X € g

(9)(u(g)—1)

entonces dimg < £ 5 por lo tanto

V2dimg < u(g).

En la secciéon §3.1 presentamos una serie de resultados que son tutiles para dar una cota inferior
para p de un algebra de Lie g k-pasos nilpotente y que son necesarios para probar los siguientes
teoremas:

Teorema. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de caracteristica cero tal
que 3(g) C [g,9]. Entonces

{ 2% dimgw < u(g).
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Teorema. Sea g; es el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de caracteristica cero

definida
0 A2 Agz .. Argpa
0 A2z ... Agpy1

gk = . . tAjj e Mg(k) paral1 <i<j<k+1
0 Apht
0
entonces pu(gr) = (k+ 1)a.

En la seccion §3.2, por medio de representaciones inducidas, construimos nilrepresentaciones
fieles para g un algebra de Lie 2-pasos nilpotente, la cual es 1til para demostrar el siguiente teorema:

Teorema. Sean g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo k de
caracteristica cero y 3(g) el centro de g. Sea a una subdlgebra de Lie abeliana de g de codimension
d tal que 3(g) C a entonces

p(g) < dimz(g) +d+1

3.1. Una cota inferior para pu
Esta seccion mostraremos el siguiente teorema relacionado con las algebras de Lie k-pasos nilpo-
tente.

Teorema 3.1.1. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de caracteristica cero
tal que 3(g) C [g,9]. Entonces

1
{ 2kzdimg-‘ < u(g).

En particular si g es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente tal que 3(g) C [g, g]

Vv3dimg < u(g).

3.1.1. Obtenciéon de una cota inferior

Los siguientes resultados seran importantes a la hora de obtener resultados relacionados con las
algebras de Lie y su valor de p, las demostraciones de algunos de ellos se encuentran en el apéndice
al final del capitulo. Mas atn algunos de estos resultados pueden verse en [CaRo].

Ademas se puede ver que
min{a+0b:a,b € N,ab>d} = {2\/;1-‘ . (3.1)

Teorema 3.1.2. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimension finita. Sea
T un subespacio no nulo de operadores nilpotentes de End(V') que conmutan. Entonces existe un
conjunto linealmente independiente B = {v1,...,vs} CV y una descomposicion T =T, @ --- & T
tales que las aplicaciones F; : T — V definida por F;(T) = T (v;) satisfacen

(1) Fi|z; es inyectiva para todo i =1...s;
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(2) 7; C ker Fj para todo 1 <i < j <'s;

(3) T,V Cim Fj|7, para todo 1 <i < j <s,

Mads ain, dado {T",...,Tq} C T existe vy tal que Tj(v1) # 0 para todo i. Ademds, sea {Tl, .. ,fr}
una base de Ty. Entonces el conjunto {T1(v1),..., T (v1),v1,...,vs} es linealmente independiente.
Demostracion. Ver apéndice [

Corolario 3.1.3. Sea V' un espacio vectorial finito dimensional y sea ¥ un subespacio abeliano no
nulo de End(V') de operadores nilpotente. Entonces

dim V' > [2v/dim T].

Demostracion. Por la condicion (3) del Teorema 3.1.2la dim %;V < dimim Fy |g, y por (1) dim%; <
dimim F} |¢, para todo j =1,...,s. Por lo tanto, como T =%; @ --- & T obtenemos que dim T <
sdim ¥ donde dim ¥ = dimim F} |¢,= dimim F}. Luego dim ¥ < sdimim F entonces, por (3.1)

[2\/dimﬂ < s+ dimim F .

Veamos que im F} N k{vy,...,vs} = 0. Sea v € im Fy Nk{vy,...,vs} entonces existe T €
Tvyai,...as €k tales que

S
T(Ul) = Zaivi .
i=1
Sean ig = max{i =1,...,s:a; # 0} y T;, € T;, entonces por (2) obtenemos que
TioT(Ul) = aioTio (Uio)'

Como ¥ es un subespacio de endomorfismos que conmutan, se tiene que 0 = a;,T;,(v;,) pero esto

contradice que F} |z, es inyectiva y que a;, # 0. Por lo tanto im Fy N k{vy,...,vs} = 0, luego
dimV > s + dimim F} con lo cual por (3.1) tenemos que dim V' > {2\/ dim T-‘. O

Lema 3.1.4. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo k. Sean T1 y %o
subespacios de End(V'). Entonces existe vi € V' tal que

(1) dim%1v; = max{dimTv:v € V} y;
(2) dim Tyv; = max{dim Tov : v € V'}.

Demostracion. Ver apéndice ]

Proposicion 3.1.5. Sean k un cuerpo infinito, V. un espacio vectorial sobre k de dimension fini-

ta. Sean ¥ un subespacio de operadores nilpotentes de End(V') y T’ un subespacio de ¥ tal que TX' =

T y [X,%] C T’ Entonces existe un conjunto linealmente independiente B = {v1, ..., g, Vg11,...,0s} C
V' y una descomposicion

y aplicaciones F; : T — V definidas por F;(T) = T(oy) tal que F; |z y F; verifican las condiciones
1),2) y 3) del Teorema 3.1.2. Mds ain
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(4) L CZ; para todo it =1,...,s;
(5) T;%v; € F'v; para todo 1 <i < j<s.

Ademds, sean W' =k{v1,...,vg9} y W =k{v1,...,05,0941,...,0s}. Entonces

TnNW =0 y TuuNnW =0.

Demostracion. La demostracion la haremos por induccién sobre la dimensién de V. Por el Lema
3.1.4 existe v € V tal que dimTv; = max{dim%v : v € V} y dimT'v; = max{dimT'v : v € V'}.
Sea Fy : ¥ — V una aplicacion lineal tal que Fy(T) = T(v1) y F| = F |, las aplicaciones Fy y F}
son como las del Teorema 3.1.2. Sean T = ker Fy y T = ker F| y sean ¥ y %] un complemento
directo de T y T respectivamente en T y ¥'. Por hipotesis inductiva existe {va, ..., vs,..., 094} CV
linealmente independiente y una descomposicion

y aplicaciones F; : € — V definidas por F;(T) = T(«;) tal que F; |v y F; que verifican las
condiciones. Es claro que {vq,ve,...,vs,...,v¢} y la descomposicion

T=%0--0%Tyd--- 0%, y ¥=F 00T,

verifican (1), (2) y (4) trivialmente. Para probar (3) debemos hacer lo mismo que en la demostracion
del Teorema 3.1.2 aplicado a la funcion F, FY respectivamente. Veamos (5). SeaT € T; y ¥; con 1 <
1< j < s tal que

(ToH)(v;) = (HoT)(v;) + [H, T)(v;)
= [H,T](v;) por (2)
€ T'(v;) por hipotesis

Vamos a probar que T(v1) "W/ =0. Sean T € Ty ay,...,ay € k tal que

s/
T(v1) = Zaivi.
i=1

Seaig =méx{i=1,...,5 1 a; #0} y T;, € T;, entonces T'T(v1) = a;, T"(v;,) entonces a;,T" (vi,) =
0 pero esto contradice el hecho que a;, # 0 y la condicion (1). Por lo tanto (v1) N W' = 0. La
prueba que ¥'(v1) N W = 0 es analoga a la anterior. O

Como primer resultado que se obtiene del Teorema 3.1.2 relacionado con las algebras de Lie
abelianas es el valor de ;. El valor de p para las dlgebras de Lie abelianas se obtiene a partir del
Teorema de Schur (ver Teorema 2.2.1)

Teorema 3.1.6. Sea a un dlgebra de Lie abeliana de dimension finita sobre k. Entonces

tn(a) = {2\/dim aw .
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Demostracion. Por el Corolario 3.1.3 se tiene que pp;(a) > [2vdima]. Vamos a obtener una

nilrepresentaciéon fiel de a de dimension {2\/ dim a—‘. Sean a = L\/ dim aJ yb = h déri“m ] -‘ Por

lo tanto ab > dim a luego por (3.1) a +b > [2\/dim aw.

Sea
a=k{Ej;:1<i<ayb<j<a+b}C Mypk)

Es facil ver que a es un algebra de Lie abeliana de matrices nilpotentes de tamano a+b de dimensién
ab. Como ab > dima se tiene que dima > dim a entonces existe una nilrepresentacion fiel de a de

dimensién {2\/ dim a—‘. Por lo tanto p(g) = {2\/ dim a—‘. O
Otro resultado relacionado con las élgebras de Lie de dimension finita sobre un cuerpo k es el
siguiente teorema:

Teorema 3.1.7. Sea g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension finita y (w,V') una nil-
representacion fiel de g. Entonces existen a,b,m € N tales que

- dimg < ab+m(b+a);
-dimV >a4+b+m;

- dim3(g) < bm.

Antes de hacer la demostraciéon del Teorema 3.1.7 vamos a establecer algunas notaciones y
observaciones que seran ttiles para la prueba del mismo.

Sean g un algebra de Lie 2-pasos nilpotente y (7, V') una nilrepresentacion fiel de g. Apliquemos
la Proposicion 3.1.5 a w(g) v a 7(3(g)) respectivamente, donde 3(g) es el centro de g.

Para simplificar la notaciéon llamaremos g := 7(g) y 3(g) := 7(3(g)), por la Proposiciéon 3.1.5
existe una descomposicion de g y 3(g) tal que

g=01D Dy D---Dgs vy 38)=51D - Diy

Sea {T7,...,T},T1,...,T,} una base de g1 tal que {77,...,T}} es una base de 31, esto lo podemos
hacer dado que 31 C g;. Entonces por (1) de la Proposiciéon 3.1.5

{Tl/<v1)7 EER) Té(vl)vTI(v1)7 cee 7Ta(7}1)}
es una base de gq(v1) tal que {77](v1),...,T;(v1)} es una base de 31(v1). Sea
B={T{(v1),...,Ty(v1), Ti(v1), ..., Tu(v1),01, .., Vs, W1, ..., Wy} (3.2)

una base de V, veamos la forma de [X]p para todo X € g.

Si X1 € g1 entonces

(Xi]p =
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Si X; € g; entonces

0 Aj, Ajs Ay
_ |0 0 Ay Ay
Kle=1o0 o 0 o
0 0 0 0
para todo ¢ = 2,...,s’. Tal que la primera columna de Ailg y A§3 es nula por la Proposicién 3.1.5,

mas atin si X; € 3 entonces por (1) de la Proposicién 3.1.5 tenemos que A%y y Abs son matrices
nulas.

Si X; € g; entonces

0 A, 0 4,
o 00 ay
0 0 0 0

para todoi=s"+1,...,s.

Observacion 3.1.8. Dado que g = g1 @ --- @ go @ --- D gs, existen tnicos X; € g; tal que
X=X1+ -+ X, para todo X € g.

Lema 3.1.9. Sean g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente y (m,V') una nilrepresentacion fiel de g.
Sea Ajz = Al + -+ Afé y Ay = A‘;jH + -+ Af parai=1,2 yj = 2,4 donde Aﬁj es el bloque
de la matriz de [X{|p para todo t = 1,...,s;. Entonces la aplicacion H : g — k(bta)x(atm) definida
por
Az A1z Au
H(X)=
0 ( 0  Ags Aoy

es una aplicacion lineal inyectiva.

Demostracion. Como (m, V') es una representacion entonces es facil ver que H es una aplicacion
lineal.

Veamos que H es inyectiva. Sea B = {T7(v1),..., To(v1), Thi(v1), .., Tp(v1),v1, ..., Vg, W1, ..., Wi }
una base como la dada en (3.2) de V .y X = X1 +---+ X, € g tal que H(X) = 0. En particular
A3 =0y Agz = 0 entonces

A+ A% =0

para i = 1,2. Entonces por la forma de [X]p tenemos que X;(v1) = 0 luego, por la Proposicion

3.1.5 obtenemos que X7 = 0. De la misma forma se puede ver que X; = 0 para todo i = 1,...,s'
por lo tanto X = Xy 1+ -+ X,. Como H(X) =0, A;3 =0y por la ecuacion (3.3) tenemos que
[X]p = 0 entonces X = 0. Por lo tanto H es una aplicacion lineal inyectiva. O

Demostracion. (del Teorema 3.1.7) Para simplificar la notacion sea g := 7(g) y 3 := 7w(3(g)). Por el
Lema 3.1.9 existe una aplicacion lineal inyectiva H : g — k(tT@)*(@+m) definida por

(A2 Az An
H(X)_<0 Agz Aoy

luego dimg < ab+ m(b+a),dimV > a+b+my bm > dimj(g). O
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Corolario 3.1.10. Sea g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo
k de caracteristica cero tal que 3(g) C [g,9]. Entonces

[m} < u(g)-

Demostracion. Sea (m,V') una representacion fiel de g. Por el Teorema 1.3.10 existe (m,;;, V) una
nilrepresentacion fiel de g, es decir p(g) = pni(g). Luego, por el Teorema 3.1.7,

dimg <méx{ab+m(b+a):dimV >a+b+mybm >dimjs(g)}

por lo tanto [v/3dimg] < x(g). O

Daremos una extensiéon de la Proposicién 3.1.5, la demostraciéon es analoga a la dada para la
Proposicion 3.1.5.

Proposiciéon 3.1.11. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre k. Sean T% C ... C
T2 C T C T subespacios de endomorfismos nilpotentes de End(V). Entonces existe un conjunto
{1, Vs Vst 1y o3 Usy g5+ 5 Vsig1, - .-, Ust © V' linealmente independiente y una descomposi-
cion

para cada m = 0,...,k, donde T° = X, y aplicaciones F; : T — V definidas por Fy(T) = T(v;) tal
que F; |gxm y F; verifican las condiciones 1),2) y 3) del Teorema 3.1.2. Mds ain

(4) " C T para todoi=1,...,s ym=1,...,k;

(4) Si [Tm™,Tm2] C T™MFM2 entonces T;”liz-”%i C Tmtm2y. para todo 1 < i < j < s.

Ademds, si [T, T"2] =0 con my < meg entonces

Ty ﬂk{Ul, .. .,’Umz} =0.

A partir de la Proposiciéon 3.1.11 obtenemos el siguiente resultado relacionado con las algebras
de Lie nilpotentes y su valor de p.

Teorema 3.1.12. Sean g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimension finita y (7,V) una
nilrepresentacion fiel de g. Entonces existen ag, . ..,ax_1,m € N tales que

. k—2
- dimg < 3 "gaj(aj41 + - +ag—1) +m(ag+ -+ ag-1)
- dimV > z;:ol a; +m

Para la demostracion de este teorema primero vamos a establecer algunas notaciones y resultados
previos.

Sea g un algebra de Lie k-pasos nilpotente de dimension finita y (7, V') una nilrepresentacion
fiel de g. Aplicaremos la Proposicion 3.1.12 a 7(g’) donde g* = [g, g*!].

Para simplificar la notacién llamaremos g’ := m(g’) para cadai =0, ...,k — 1 por la Proposicion
3.1.11 existe una descomposicion ' ‘ ‘
g=09 Dy
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paratodoi=0,...,k— 1, sea a; = dimg’i/gzﬁl.
Sea {T1,...,T,} una base de g; tal que los primeros Z?Zl a; elementos forman una base de g{.
Entonces

{Tl(vl), e ,Ta(vl)}

es una base de g1 (v1) tal que {71 (v1), ... Iy, (v1)} es una base de g{ para todo j =0,...,k—1.
i=1

i

Como g(vi) Nk{vi,...,vs,_,} = 0 entonces existe una base de V'

B ={Ti(v1),...,Ta(v1),v1,. .., Vs, ,W1,..., Wy} (3.4)

Veamos la forma de [X]p para todo X € g.

Si X, € g1
Ail AiQ ... A%kﬂ Aikﬁ
Az Azy o Ay Adjio
[(Xilp = : L. : :
1411;;:1 f?llcz e ‘Lllllckﬂ 1?11%4&
Allc+11 Allc+12 EE Allc+1k+1 Allc+1k+2
Ak+21 Ak+22 ce Ak+2k+l Ak+2k+2
Si X; € g; entonces
0 A, A’13 e Allk+1 AZ‘UCJr2
0 0 Ay ... Asz—i—l A22k+2
7 1
0 0 0 ... Ay Ay
Xls=|: ¢ i
0 0 0 A1 Akrro
0 O 0 0 0
0 O 0 0 0
paratodoi=2,...,55_1.
Si X; € g; entonces
0 Al Aig 0 Aik 42
0 0 Ay ... 0 A’zk 42
0 O 0 ... 0 A5,
[Xils = T S (3.5)
0 0 0 0 Al
0 0 0 0 0
0 O 0 0 0

para todot=s_1+1,...,s.

Sean a = Zi':ol a; yb= 25;12 a; + Sp_1 +n.

Lema 3.1.13. Sean g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimension finita y (7, V') una nilrepre-
sentacion fiel de g. Sean A, 11y = D55, Ain(k“) Y Amn =354 Al para todom = 1,..., k,n =
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2,...,k+2yn#k+1. Entonces la aplicacion H : g — k**® definida por

Ay Al
0 Al
HX)=| 0 0
0 0

es una aplicacion lineal inyectiva.

J
A1k+1

J
A2k+1

J
A3k+1

J
Akk+1

J
A1k+2

La demostracion de este lema es analoga a la del Lema 3.1.9.

Demostracion. (del Teorema 3.1.12) Para simplificar la notacién definiremos g° := m(g). Por el
Lema 3.1.13 existe una aplicacion lineal H : g — k®*? definida por

Ay Al
0 Agg
H(X) = 0 0
0 0

tal que a = Zf:_ol a; y b= Zi:f a; + sg—1 +n donde a; = dim g /g!

A
A
A

J
1k+1
J
2k+1
J
3k+1

J
Akk+1

J
Al.k+2
J
A2k+2
J
A3k+2
J
Akk+2

1 para todo i = 0,...,k — 1.

Luego dimg < Z?;g aj (ajy1+ - +ag—1)+m(ap+---+ag—q) y dimV > Zi:ol a; +m. O

Corolario 3.1.14. Sea g un dlgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimension finita sobre un cuerpo
k de caracteristica cero tal que 3(g) C [g,9]. Entonces

1
{ okt dimgwéu(g)-

Demostracion. Sea (m,V') una representacion fiel de g. Por el Teorema 1.3.10 existe (my,;;, V) una
nilrepresentacion fiel de g, es decir u(g) = pni(g). Entonces, por el Teorema 3.1.12,

k—2 k—1
dim g < méx Zaj(aj+1—I—---—i—ak,l)—i—m(ao—i—"-—i—ak,l):dimVZZai—i—m ,
j=0 i=0

es facil ver que dimg < %kiﬂ(dim V)2. Por lo tanto [\/2’“]‘;1 dim g-‘ < u(g). O

Teorema 3.1.15. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y sea

0 A2 A1z ... At
0 Az .. Agpqa
o = tAjje My(k) paral <i<j<k+1
0 Akt
0

el dlgebra de Lie k-pasos nilpotente entonces pu(gx) = (k+ 1)a.
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Demostracion. Es facil ver que 3(gx) C [gk, 9] entonces por el Corolario 3.1.14

E+1 .
u(ng{ 2= dungkw

k+1(k+ 1)k
= W kaaﬂ

> (k+1)a

Por la definicion de gy es claro que p(gr) < (k + 1)a. Por lo tanto u(gi) = (k + 1)a. O

3.2. Una cota superior para u

Sea g un algebra de Lie 2-pasos nilpotente. Para obtener una cota superior de p(g) usaremos
representaciones inducidas.

Burde para algebras de Lie g 2-pasos nilpotente obtuvo que pu(g) < dimg + 1. En esta seccion
damos una mejora de dicha cota en el caso de un algebra de Lie 2-pasos nilpotente y obtenemos el
siguiente teorema

Teorema 3.2.1. Sean g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension finita sobre k y 3(g) el
centro de g. Sea a una subdlgebra de Lie abeliana de g de codimension d tal que 3(g) C a entonces

p(g) < dimj(g) +d+ 1.

En particular, p(g) < dimg.

3.2.1. Representaciones inducidas

Dada un algebra de Lie g y h una subélgebra de Lie de g. Sea (p, W) una representacion de b.
Se puede ver que W es un U (h)-moddulo a izquierda a partir de la representacion (p, W) cuya accion
esta dada por la siguiente aplicaciéon

= Uh)xW —-W

tal que h' ... hYs — w = p(h1)* o --- o p(hs)* (w) donde {hi,...,hs} es una base del algebra
de Lie h y aq,...,as € N. Por otra parte U(g) es un U(h)-modulo a derecha, luego podemos
definir V' = U(g) ®@y(y) W. Como U(g) es un U(g)-mddulo a izquierda entonces V' es un U(g)-
modulo a izquierda. Por lo tanto existe una representacion (m, V') de g que se obtiene a partir de la
representacion (p, W) de b, diremos que (m, V') es la representacion de g inducida por p.

3.2.2. Obtencion de una cota superior

Sea g un algebra de Lie 2-pasos nilpotente y v un complemento directo de 3(g), es decir, g =
v @ 3(g) vy sea p: 3(g) — gl(V) una representacion fiel de 3(g) tal que V tiene una base B =
{vi,..., 04,01, ..., v} con la propiedad

38



CAPITULO 3. COTAS DE p DE ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES

- p(Z)vi =0;

- p(Z); € k{vy,...,v.}.

para todo Z € 3(g). Entonces existe una subalgebra de Lie abeliana de gl(a + b)

5C {(8 6‘) :AeM(a,b)}

que es isomorfa a 3(g). Por lo tanto dim 3(g) < ab.

Sean V, = kfvi,...,va} y Vo = k{v],...,v;} entonces V =V, @V}, y sean a una subélgebra
abeliana de g tal que 3(g) C a y ¢’ un complemento directo de 3(g) en a. Definimos la aplicacion
lineal p: a — gl(V, @ V}) tal que

5(A):{S(A) :363(9) ‘

Como a es una subalgebra abeliana entonces (p, V) es una representacion de a. Consideramos
(7,U(8) ®u(a) Vap) la representacion inducida en g obtenida a partir de a dada por p. Se puede
probar que el espacio vectorial U(g) @y (q) Vayp es isomorfo al espacio vectorial S(g/a) ® Vo p.

Lema 3.2.2. Sea g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente. Sean B = {X1,...,X,,} una base de g y
{XT*... X5 : o; € N} la base de PBW de $A(g) obtenida a partir de B. Entonces

J—1
XGXP X = XXX Y e X X XS X, X
k=1

para todo j =1,...,n.

Demostracion. Primero probaremos por induccién que
XjX{ = XPXG + aXP X, X] (3.6)

Es claro que para a = 1 se tiene la ecuaciéon (3.6).Supongamos que vale para o € N entonces
X;X& = X0X; + aX? HX;, X;). Luego
X; X0 = X, X0 X,
= (X8X; +aX? YX;, Xi)X;  por hipotesis inductiva
= X' X;X; + aX'[X;,X;] como g es 2-pasos nilpotente
= XX, 4+ a XX, X

Por la ecuacién (3.6) y dado que g es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente obtenemos que

j—1
XXM X = XXX Y e XL XXX, X
k=1
para todo j =1,...,n. O
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Proposicion 3.2.3. Sea g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente y a una subdlgebra de Lie de g de
codimension d tal que 3(g) C a. Entonces el subespacio

W = @>28"(g/a) @ Vop @ St(g/a) @V,

es g-invariante de codimension a + (d + 1)b.

Demostracion. Sea B = {Xi,...,Xq4,...,Xn} una base de g tal que los altimos n — d vectores
forman una base de a. Entonces {X{" ... X% : o; € Ny} es una base de S (g/a).

Seaw =X{"...XJ"®@veWyX;e B, por la ecuacion (3.6)

j—1
Xjw = (Xf“ XXX Y XXX ..ng[Xj,Xk]> Qv
k=1
luego
j—1
Xjw= X" L XOPXOT XS 0o+ Y XL XXX @ (X, X .
k=1

Por lo tanto si a1 + -+ - +aq > 1 entonces X;.w € W. Luego W es un espacio vectorial g-invariante.
O

Teorema 3.2.4. Sean g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente y a una subdlgebra de Lie abeliana de
g de codimension d tal que 3(g) C a entonces

p(g) <minf{a+b(d+1):ab> dimj(g)}.

Demostracion. Sea (p,V, ) la representacion de a, dada anteriormente y (7, U(g) ® V,p) la repre-
sentacién inducida de g por a. Por la Proposicién 3.2.3 sabemos que

W = @>28"(g/a) @ Vop @ St (g/a) @V,

es un subespacio de U(g) ® Vg es g-invariante. Sea 7 : g — gl((U(g) ® Vap)/W) la representacion
cociente. Falta ver que (7, (U(g) ® V,p)/W) sea fiel, para ello es suficiente ver que (7 |5, (U(g) ®
Vap)/W) es una representacion fiel ya que g es un algebra de Lie nilpotente. Como (p, V) es
una representacion fiel de 3(g) entonces existe v € Vg, tal que m(2)(1 ® v) # 0. Por lo tanto (7 |5
,(U(g)®@Vap)/W) es una representacion fiel de 3(g), luego (m, (U(g)®Va,5)/W) es una representacion
fiel de g. Entonces

p(g) <min{a+b(d+1):ab>dimj(g)}.

O

Corolario 3.2.5. Sean g un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension finita sobre k y a una
subdlgebra de Lie abeliana de g de codimension d tal que 3 C a entonces

dimj(g) +d+1 si dimj(g) < 4(d+1)

o= bmﬁ([“&“ﬂﬂ{ didmﬁg)J:l) L) ot e
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Demostracion. Por el Teorema 3.2.4 p(g) < min{a + b(d+ 1) : ab > dim 3(g)}.

- Sidimj(g) < 4(d+ 1) consideremos b =1y a = dim 3(g). Entonces

min{a +b(d+ 1) : ab > dim3(g)} < d+ 1 4 dim3(g);

- sidim3(g) > 4(d+1) en este caso escribimos a dim 3(g) = k*(d+1)+6 tal que 6 = 0, ..., 2k(d+1),

ya que dim 3(g) € N. Luego L digﬂg)J = k entonces
Fhm]j’(g)w —k(d+ 1)+ m . (3.7)

2
Seam =0,...,2k tal que m(d+1) <§ < (m+1)(d+ 1) entonces m = Ldlgﬁg)J - { dlgﬂg)J .

Por la ecuacion (3.7) dado que k > 1 tenemos que

Fhmkﬁ(gw <k(d+ 1)+ (m+1)(d+1).

Sean b = { (WJ (d+1)ya= {dimT“’(g)w entonces

1u(g) = min{a + b(d+1) : ab> dim3(g)} < [dim?ﬂ(ﬂ N { dim 3(g)

b d+1 J(d“)
oy 8

< [2v/dim3(@)(@+1)| + (m+1)(d+1)

O

Demostracion. (del Teorema 3.2.1) Por el Corolario 3.2.5 tenemos que p(g) < dimj(g) +d + 1 si
dim3(g) < 4(d+1) y en el caso en que dim 3(g) > 4(d+1) sabemos que p(g) < {2 dim 3(g)(d + 1)—‘ +

([dimz(g)J _ { fi’lrflﬁ(ﬁl)r) (d+1).
d+1 d+1
Veamos que dimj(g) +d+ 1> 2k(d+1) + (%1
dimj(g) +d+1— <2k(d+ 1) + m-D =

wian+[2]) 2
E(d4+1)+m(d+1)+d+1—2k(d+1) —m(d+1) — (d+1) = (k* — 2k)(d + 1)
=k(k—2)(d+1)
>0.

E(d+1)+6+d+1-—

Por lo tanto p(g) < dim3(g) + (d + 1). O
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Ejemplos 3.2.6. 1. Sea b, el dlgebra de Lie de Heisenberg. Una base de b, es
B = {le"'aXmaYb"'7YMaZ}

tal que [X;,Y;] = Z y cero en otro caso. Sea a el algebra de Lie abeliana generada por {Y1,...,Y,,, Z}.
Entonces d = dim(h,,/a) = m, luego por el Corolario 3.2.5 tenemos que

phm) <m+14+1=m+2.
Donde m + 2 es el valor de p(hy,) (ver 2.2(1d)).

2. Sea L(r) el algebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r-generadores. Sea a la subélgebra de Lie
abeliana de £(r) generada por 3(£(r)) U{X} donde X € £(r) no nulo. Entonces d = r — 1, luego
p(L(r)) < diml, (en el capitulo 6 daremos una mejor cota para pu(L(r)) que es mucho menor a
este).

3.3. Apéndice: resultados de algebra lineal

En esta seccién probaremos el Teorema 3.1.2; para ello usaremos algunos resultados previos que
demostramos a continuaciéon. En esta tesis se ha asumido casi siempre que k es de caracteristica
cero, pero en esta seccion basta asumir que k es infinito.

Proposicion 3.3.1. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimension finita y
F un subespacio no nulo de End(V'). St {T1,T5,...,T,} € F yr = max{dimFv : v € V} entonces
existe v1 € V tal que r = dim Fuy y T;(v1) # 0 para todo i =1,...,q.

Demostracion. La prueba la haremos por induccion en la cantidad de elementos de {11, T, ..., T,}.
Sea v’ € V tal que r = dim Fv/, es claro que el lema se verifica para el caso ¢ = 0.

Sea {T1,...,Ty,Ty+1} € F, por hipotesis inductiva existe vg € V tal que r = dimFuvg y
Ti(vo) # 0 paratodoi =1,...,q. Si Ty41(vp) # 0 tomamos v = vg. Supongamos que Ty41(vg) = 0,
dado que Ty1 # 0 existe v € V tal que Ty41(v”) # 0. Sea B = {T1(vo), - .., Tp(vp)} una base de
Fuoy Ar lamatriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores {T1 (vo+t"), ..., Tp(vo+tv")}
en una base de V. Para t = 0 la matriz A4; tiene un menor, A; de orden r, con determinante no nulo.
Sea P(t) = det(A), existen a lo sumo deg(P) valores de ¢ € k tal que P(¢) = 0. Dado que T; son
transformaciones lineales, podemos pensar a las coordenadas de T;(vg + tv”) como polinomios de
grado menor o igual a uno, donde alguna de dichas coordenadas es distinta de cero pues T;(vg) # 0.
Sea P;(t) una de las posibles coordenadas no nulas de Tj(vg 4 tv”) y sea Q(t) = (PPoPy ... Py)(t).
Como @ es un polinomio distinto de cero existe ¢ € k tal que Q(¢') # 0, por lo tanto P(t') #0 y
P;(t") # 0 para todo 4. Es decir dim F(vg + t'v") > r y T;(vo + t'v") # 0 para todo i = 1,...,q. Por
la eleccion de r tenemos que dim F(vg + tov”) =1y Tgt1(vo + t'0") # 0. O

Proposicion 3.3.2. Sean k un cuerpo infinito, V' un espacio vectorial sobre k de dimension finita
y T un subespacio no nulo de End(V'). Entonces existe un conjunto linealmente independiente B =
{vi,...,vs} CV y una descomposicion T =T, @ --- B Ty con T; # 0 y tales que las aplicaciones
F;: T — V definida por F;(T) = T(v;) satisfacen

(1) Fi|z; es inyectiva para todo i =1...s;
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(2) 7; C ker Fj para todo 1 <i < j <'s;

(3) T;V Cim Fi|7; para todo 1 <1i < j <s.
Mads ain, dado {T",...,Tq} C T se puede elegir v1 tal que Tj(vi) # 0 para todoi=1,...,q.

Demostracion. Sea r = max{dim7v : v € V'}. Por el Proposicion 3.3.1, existe v; € V tal que para
cada i, T;(v1) # 0 y r = dim Fuv;. Para la prueba procederemos por inducciéon en la dimension de
7T.Siladim7 =1, tomamos B = {v1} y 71 = 7 entonces ker F; = 0 pues T7(v1) # 0. Por lo tanto
la condicion (1) es trivial y las condiciones (2) y (3) son vacias. Supéngase que el teorema es valido
para todo subespacio no nulo de End(V') de dimension menor que dim 7.

Sea Fy : T — V definido por Fi(T) = T(v1) y T’ = ker Fy. Como T; ¢ T', tenemos dim 7’ <
dim 7. Aplicando la hipétesis inductiva a 7, existe un conjunto linealmente independiente B’ =
{vg,...,vs} CV y una descomposicion 7' = To & - - - & T tales que

(1') Fj|z; es inyectiva para todo i = 2...s;
(2') T; C ker F; para todo 2 < i < j <s;

(3") T,V C im Fj|7, paratodo 2 <i < j <s.

Veamos que v; ¢ kB’. Si v; € kB’ entonces existen a; € k no todos nulos tal que v; = Z§:2 a;v;.
Sea jo = méax{j : a;j # 0} y 0 # T € Tj,, si aplicamos T a la ecuacién anterior obtenemos
T(v) = ;0:2 a;T (vj). Por la definicion de 7’ y la condicion (2) tendriamos T'(vj,) = 0, lo cual
contradice (1’). Por lo tanto B = {v1,va,...,vs} C V es un conjunto linealmente independiente.
Sea 77 un complemento directo de 7, es claro que se verifican las condiciones (1) y (2) y que la
dim 77 = r pues

dim7 = dimker F} + dimim F} = dim 7’ + r.

Para probar (3) basta ver que T'v € im Fy para todo T" € T' y v € V. Sea {T1,...,T,}

una base de 77, veamos que {T’v’, Tlvl, . ,Trvl} es un conjunto linealmente dependiente. Por la

eleccion de vy, el conjunto {T’(Ul + '), T (v1 4+ ), ..., Tp(v1 + tv’)} es linealmente dependiente

para todo t € k. Dado que T"v; = 0, tenemos que
B = {T’(v’),ﬁ(vl + ), .. To(vr + tv')}

es linealmente dependiente para todo ¢t € k™. Sea A; la matriz cuyas columnas son las coordenadas
de los vectores de B’ en alguna base de V. Como B’ es linealmente dependiente para todo t € k*
entonces todo menor de A; tiene determinante nulo para t € k*. Veamos que todo menor de
Ap tiene determinante nulo. Sea M; un menor de A; y P(t) = det(M;). Por hipotesis P(t) = 0
para todo ¢t € k* y k es infinito entonces P(0) = 0, es decir det(Mp) = 0. Esto implica que
{T", fwl, ... ,ﬁnvl} es un conjunto linealmente dependiente. O

Teorema 3.3.3. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimension finita. Sea
T un subespacio no nulo de operadores nilpotentes de End(V') que conmutan. Entonces existe un
conjunto linealmente independiente B = {v1,...,vs} CV y una descomposicion T =T, @ --- ® T
tales que las aplicaciones F; : T — V definida por F;(T) = T'(v;) satisfacen
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(1) Fi|z; es inyectiva para todo i =1...s;
(2) 7; Cker Fj para todo 1 <i < j<s;
(3) 7,V C im F|7, para todo 1 <i < j <s,

Mads ain, dado {T1,..., Ty} C 7T existe vy tal que Tj(v1) # 0 para todo i. Ademds, sea {Ty,....T,}
una base de Ty. Entonces el conjunto {T1(v1),...,T-(v1),v1,...,vs} es linealmente independiente.

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.2 nos falta ver que el conjunto B= {Tvl(vl), ce T, (v1),v1,...,0s}
sea linealmente independiente. Sea s > 2 y sean a;, b; € k tal que

Z aiﬁ(vl) + Z bjUj =0. (3.8)
i=1 j=1

Sea 0 # T € T, si aplicamos T a la ecuacion (3.8) obtenemos S7_, a;TT;(v1) + > 5=1bTv; = 0.
Como 7 es una familia conmutativa y por (2) nos queda bsT'(vs) = 0. Luego por (1), bs = 0. Si
repetimos este procedimiento de manera decreciente con 7' € 7; y j = 2,..., s tenemos que b; = 0.
Es decir, la ecuacion (3.8) tiene la siguiente forma

> " aiTi(v1) + byvy =0 (3.9)
=1

Veamos que b; = 0. Dado que 7 es una familia conmutativa de operadores nilpotentes » ;_; aiﬁ es
nilpotente, ademés por (1), T'(v1) # 0. Luego, si aplicamos T' € 77 a la ecuaciéon anterior nos queda
que (371 ai;T;)T(v1) + b1 T (v1) = 0. Por lo tanto by = 0, es decir

T
0= ZaiTi(vl) =0
i=1
r ~
= aT)(v) .

i=1
Como > 7, a;Ti € T por (1), Y7, a; Ty = 0. Luego a; = 0 para todo i, pues {fl,fg,...,fr} es
una base de 7;. Cuando s = 1 la prueba se deduce a partir de la ecuacion (3.9). O
Lema 3.3.4. Sean T C End(k") y r = méx{dim Tv : v € k"}. Entonces

W ={wek":dimTw =r}

es un abierto denso de k™.

Demostracion. Veamos primero que W es un abierto de k™. Sea w € W entonces dimTw = r.
Sean {T71,...,Ty} una base de X, t = (t1,...,tn) y wy = (f1wy, ..., thwy). Sea A; la matriz cuyas
columnas estan formadas por las coordenadas de los vectores T;(wy) en alguna base de k™ y sea A,
un menor de orden r x r tal que det(A, 1) # 0, con 1 = (1,...,1). Definimos la funciéon F': k" — k
tal que F'(t) = det(A, ;). Dado que F es una funcién continua y F'(1) # 0. Existe un entorno abierto
U de w tal que U C W. Por lo tanto W es un conjunto abierto en k”.
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Falta ver qque W es un conjunto denso en k™. Sea U un abierto tal que U N W = () entonces
det(A,+) = 0 para todo ¢t € U. Como det(A,+) es un polinomio en k™ entonces det(4,;) = 0 para
todo t € k™. Pero esto contradice la hipotesis que W # (). Por lo tanto W es un conjunto denso en

k™. O
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Capitulo 4

Algebras de Lie nilpotentes de dimensién
<6

Diversas clasificaciones de algebras de Lie nilpotentes de dimensiéon menor o igual que 6 existen
en la literatura. Por ejemplo la realizada por Morozov (ver [Mo]) sobre un cuerpo de caracteristica
0, por Beck y Kolman (ver [BK]) sobre R, por Seeley (ver [See|), por Gong (ver [Gol|) sobre cuerpo
algebraicamente cerrado, por De Graaf (ver |Gr]) sobre un cuerpo de caracteristica distinta de dos,
etc. En el caso de algebras de Lie de dimensiéon menor o igual que 5 una clasificaciéon fue dada por
Dixmier(ver [Dix|). La clasificacion de estas algebras de Lie son en términos de los corchetes en una
base conveniente.

En este capitulo calculamos una representacion de dimensién minima, segtn la lista de De Graaf,
del algebra de Lie L; ; de dimensién ¢ con 4 menor o igual a 6 sobre un cuerpo de caracteristica cero.
En el caso de las algebras de Lie nilpotnetes de dimensién 6 el cuerpo es algebraicamente cerrado.
Damos ademas una nilprepresentacion fiel de dimensiéon minima de L; ; para ¢ menor o igual a 6.

Demostramos los siguientes teremas:

Teorema. Segin la clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimension menor o iqual a 4
dada por De Graaf, el valor de u es

‘ Clasificacion de
Dim- | pe Graaf 1(8) | tnit(9)

I | L 1 2

2 Loq 2 3

3 Lo 3 3
L3y 3 4

y Lyo 3 4
Lyq, Ly 4 4

Teorema. Segin la clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimension 5 dada por De
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Graaf, el valor de p es

Clastficacion de De Graaf | pu(g) | pni(g)
Lss, Lsa, Lss, Lss 4 4
Ls1, Lso 4 5
Lsg, Ls7, Lsg 5 5

Teorema. Segin la clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotentes complejas de dimension 6 dada
por De Graaf, el valor de u es

Clasificacion de De Graaf w(g) | pnir(g)
Lg,19(€) cone#0 4 4
L¢3, Lea, Les, Leg 4 5
Le1, Le2, Les, Lo, Le,10, Lo,

Le,12, Le,13, L6,19(0), Le20, Le21(€) | & 5
Le22(€), Le,23, Le24(€), Lo 25, L6 26

Le g ) 6
Le 4, Lo s, Leje, Lei7, Les 6 6
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4.1. Representacion minima de algebras de Lie nilpotentes de dim
<6

A lo largo de esta seccién denotaremos por a, el dlgebra de Lie abeliana de dimension i. Sea

B ={A4;,...,A,} una base de a,.

En el caso de las algebras de Lie sin factor abeliano, una base para el centro de las mismas sera
{Z1,...,Zpy} salvo que se indique lo contrario.

Las siguientes algebras de Lie nilpotentes de dimensién menor o igual que 6 son las siguientes,
cabe destacar que la notacion que usaremos es la establecida por De Graaf (ver [Gr]).

Algebras de Lie nilpotentes de dimension 1
Li1=m

Algebras de Lie nilpotentes de dimension 2
Loy =as

Algebras de Lie nilpotentes de dimension 3

L31=a3

L3o : [X1, X2] = Z (algebra de Lie de Heisenberg).
Algebras de Lie nilpotentes de dimension 4

Ly1 = a4

Lyp=L32®ay
Ly3: [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Z algebra de Lie filiforme.

Teorema 4.1.1. Segun la clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimension menor o
tgual a 4 dada por De Graaf, el valor de p es

Clasificacion de
Dim- | pe Graaf 1(8) | tnir(9)

T | Lia 1 2

2 | Loy 2 3

5 | Las 3 3
L3q 3 4

y Lyo 3 4
Lsq, Ly 4 4

Demostracion. g = Ly es claro que p(L11) = 1y ppit(L1,1) = 2. Una nilrepresentacion fiel de

L; 1 de dimension 2 es
0 a
Tnit(A) = <0 01> :
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g = Lo 1: Por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 tenemos que p(La1) =2y pini(L21) = 3,
respectivamente. Una representacion fiel y una nilrepresentacion fiel de Lo 1 de dimension 2 y 3
son

a a 0 al ag
s = (0 ) ma = [0 0 o
! 0 0 0

g = L31: Por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 (1(L31) = 3 ¥ pni(L3,1) = 4 respectivamente.
Una representacion fiel y una nilrepresentacion fiel de L3 1 de dimensién 3 y 4 son

0 O ay az

a0 a 00 0 as
T(A)=|(0 a1 a3| ; mau(4) = 00 0 0
00 a 00 0 0

g = L3 2: Por el Teorema 1.3.10 (L3 2) = pini(Ls2) y dado que dim L3 o = 3 entonces fini(L3z2) >
3. Una nilrepresentacion fiel de dimension 3 de L3 2 es

0 =1 =z
ﬂ'm-l(X) = 0 0 xI9
0 0 O

g = L4 1: Por Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 p1(L41) =4y pinit(La1) = 4, respectivamente.
Una nilrepresentacion fiel de dimension 4 de Ly es

0 0 al a

0 0 a3 a
mi(A) =14 03 o4

00 0 O

g = L42: Como L3 es una subalgebra de Lie de L4 entonces 3 < p1(Ly2). Por otra parte, dado
que dimng = 3 entonces 4 < fi,;(L42). Una representacion fiel y una nilrepresentacion fiel de Ly o
de dimensién 3 y 4, respectivamente son

oz . 0 1 2z a1
1 1

0 0 a9 O

TX)=(0 a = maX)=|, o 3

00 @ 00 0 0

g = Ly 3: Por el Teorema 1.3.10, p(L43) = pinir(La3). Es facil ver que Ly 3 es un élgebra de Lie
filiforme, luego por 2.2(1h) tenemos que (L4 3) = 4. Una nilrepresentacion fiel de dimension 4 de
L473 es

0 1 0 =z

0 0 x1 =«
Tnsl (X) = 0 0 01 xz

0 0 0 O
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Algebras de Lie nilpotentes de dimension 5

L5, = as

Lso=L3o®ay

Lss=1Liz®a

L5y [X1,Xo] =Z,[X3, X4 =2

Lss: [X1,Xo] = X3, [ X1, X3] = Z,[ X0, X4y| =27

Lsg : [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, [ X1, X4] = Z,[ X2, X3] = Z
Ls7: [ X1, X2 = X3, [ X1, X3] = X4, [X1,X4] =2

Lsg: [X1,X0] = 21, [ X1, X3] = Z»

Lsg : [ X1, Xo] = X3, [X1, X3] = 71, [Xo, X3] = Z

0 ai2 a13 aia

Lema 4.1.2. Sea A = (8 8 623 “24> € ny(k) tal que a1z # 0 6 a3 # 0 6 azq # 0. Entonces

0 asa
00 0 O
dim QentM(k) (A) < 4.

Z12 T13 T14

9 was ”324) € Cent,, (1) (A) entonces [A, X] = 0. Por lo tanto tenemos
0

0 34

0
Demostracion. Sea X = <8
0 0 0

la siguientes ecuaciones

a12T23 — a3x12 =0
(23734 — a34w23 = 0
(12724 + 13734 — A24T12 — a34713 = 0.

Por hipotesis y por las ecuaciones anteriores se puede ver que dim Cent,, () (A) < 4. O

Teorema 4.1.3. Segin la clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotentes de dimension 5 dada por
De Graaf, el valor de i es

Clasificacion de De Graaf | u(g) | pni(9)
Ls3, Lsa, Lss, Lsg 4 4
Lsq1, Lss 4 5
Lss, Ls7, Lsg 5 5

Observacion 4.1.4. Parte de los resultados del Teorema 4.1.1 y el Teorema 4.1.3 se pueden en-
contrar ademas en [BNT]

Demostracion. Dado que dim Ls; = 5 tenemos que fin(Ls;) > 4 para todoi=1,...,9.

g = L5 1: Por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 p1(L51) =4y pni(Ls1) = 5 respectivamente.
Una representacion fiel y una nilrepresentacion fiel de Ls 1 de dimensiéon 4 y 5 respectivamente es

0 0 O ap az

a0 ay a 00 0 a3 ay
Ay =0 @ e (A =10 0 0 a5 0
00 a0 0000 0

00 0 a 000 0 0
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g = L5 2: Sea a la subalgebra de Lie abeliana de Ls 2 generada por {Xs, Z1, A;, A2} entonces por
el Teorema 2.2.1 p(a) =4y p(a) < p(Ls2). Una representacion fiel de dimension 4 de Ls o es

ag r1 z O
0 a; X9 0
0 0 a1 O
0 0 0 a9

m(X) =

Ahora probaremos que fini(Ls2) = 5. Para ello supongamos que p,i(Ls2) = 4 entonces ex-

iste h subalgebra de ny tal que b es isomorfa a Lss. Por el Lema 4.1.2 tenemos que 3(h) =

k{FE13, F14, Ea4}. Sea X ¢ 3(b) entonces X = ajoFE12 + agsEos + asaFsq + Z con Z € 3(h), luego
0 0 z13 Zz4

X — Z = a19E1 + a3 Fa3 + a3y F34 conmuta con Z = 8 8 8 2(2)4 para todo Z¢ 3(h). Es
00 0 O
decir [a12E12 + a93Fo3 + asqFsy, Z] = 0 entonces a19294 — (134513 = 0 para todo 224, 513 € k. Por
00 z13 14
lo tanto a13 = az4 = 0. Luego X = (8 0 *2s 1(2)4) para todo X € b, lo que implica que dim b = 4.
00 0 O

Pero esto contradice que b sea isomorfa a Ls o, por lo tanto 5 < fip;1(L52). Una nilrepresentacion
fiel de dimensioén 5 de L5 o es

0 21 2z a1 as
0 0 zo 0 O
Ta(X)=10 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O

g = Ls3: Como Ly3 es una subélgebra de Lie de Ls3 entonces 4 = pu(Ls3) < p(Ls3). Una
nilrepresentacion fiel de dimension 4 de L5 3 es

0 21 x3+aq —2z

0 O T —x3+a
Tnil (X) = 0 0 02 :‘31,1 !

0 0 0 0

Por lo tanto fini(Ls3) = u(Ls3) = 4.

Las siguientes algebras de Lie son tales que 3(Ls;) C [Ls,, Ls;] para todo i = 4,...,9. Luego por
el Teorema 1.3.10 se tiene que finii(Ls;) = p(Ls;).

Una nilrepresentacion fiel de Ls; para i = 4, 5,8 de dimension 4 es

g=1Lsy
0 1 x3 =z
0O 0 0 =z
mi(X) =10 o a;i
0O 0 0 O
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g=1Lss
0 7 —x4 =z
0 0 =z x3
7Tnil()() = 0 0 0 To
0 O 0 0
g=1Lsg
0 r1T 21 22
0 0 x9 «x
Wnil(X) = 0 0 02 03
0O 0 0 O

g = L5 9: Supongamos que fin;(Ls9) = 4 entonces existe una subélgebra de Lie h de ny isomorfa
a Lsg. Luego 2 = dim h” < dimn) lo cual es una contradiccion por lo tanto 5 < fin(Ls9). Una
nilrepresentacion fiel de L5 g de dimension 5 es

0 O %1‘2 —%.7}3 Z9
0 0 T 0 zZ1
Tat(X)=10 0 0 1 3
00 O 0 )
0 0 O 0 0

Es facil ver que Ls ¢ y Ls 7 son algebras de Lie filiformes de dimension 5 ya que son algebras de Lie
4-pasos nilpotente, luego por 2.2.(1h) se sabe que fin;i(Ls6) = ftni(Ls7) = 5. Una nilrepresentacion
fiel de dimensioén 5 de L5 ; para ¢ = 6,7 respectivamente es

0 x1 %xg —%1‘3 z 0O zr 0 0 =z
0 0 I 0 T4 0 0 I 0 Ty
Ta(X)=10 0 0 1 x3 Tat(X)=10 0 0 =z z3
0 O 0 0 To 0 0 0 0 =z
0 O 0 0 0 O 0 0 0 o0
O]
Algebras de Lie nilpotentes de dimension 6
Le1 = ag Les=Lss @y Le7=Ls7®m
Lgo = L3o @ ag Les = Lss @ ay Leg = Lsg @ a;
Le3 = Ly3 @ az Leg = Lsg @ ay Leg = Lsg ® ay
Lejo: [X1, X0 = X3, [X1,X3] =2, [X4,X5] =2
L1 : [X1, X0 = X3, [X1,X3] =Xy, [X1,X4]| =2, [ X0, X3] =7, [X0,X5] =7
Lejo: [X1,X0) = X3, [X1,X3] =Xy, [X1,Xy] =2, [X0,X5] =7
L3 : [Xl,Xg] = X3, [Xl,X;g] = X5, [XQ,X4] = X5, [Xl,Xg,] =7, [Xg,Xéd =7

L s ¢ [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, [X1, X4] = X5, [ X0, X3] = X5 ,[X0, X5] = 7 ,[X3, X4] =
-7
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Le,5 ¢ [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, [ X1, Xu] = X5, [ X0, X3] = X5, [ X1, X5] =2, [ X0, X4| =2
Le 6 : [ X1, Xo| = X3, [ X1, X3] = Xy, [ X1, X4] = X5, [ X0, X5] =7, [ X3, Xy| =2

Le a7 : [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, [X1, X4] = X5, [ X1, X5] =2, [ X0, X3] =2

Leg : [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Xy, [ X0, X4] = X5, [ X1, X5] =2

Le19(e) : [ X1, Xo] = Xy, [ X1, X3] = X5, [Xo, Xy] = Z,[X3, X5] = Z.
Isomorfismo: Lg 19(€) = Lg,19(6) si y solamente si existe o € k* tal que § = aZe.
Le 2o : [ X1, Xo] = Xy, [ X1, X3] = X5, [ X1, X5] = Z,[ X0, Xy] = Z

L6,21(€) : [Xla X2] = X37 [X1>X3] = X47 [X27X3] = X5a [X17X4] = Z7 [X27 X5] =eZ.
Isomorfismo: Lg 21(€) = Lg 21(8) si y solamente si existe a € k* tal que § = a’e.
Le22(e€) : [ X1, Xo] = 71, [ X1, X3]| = 22, [Xo, Xy] = €23, [X3, Xu] = Z1.

Isomorfismo: Lg 22(€) = Lg22(6) si y solamente si existe o € k* tal que § = o’e.
Leo3 : [ X1, Xo] = X3,[X1, X3] = Z1, [ X1, Xu] = 2o, [ X0, X4] = 24

Lepa(e) : [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Z1, [ X1, Xy] = €22, [ X2, X3] = Z9, [Xo, X4] = Z4.
Isomorfismo: Lg 24(€) = L 24(8) si y solamente si existe a € k* tal que § = a’e.
Le o5 : [ X1, Xo] = X3, [ X1, X3] = Z1, [ X1, X4] = 2>

Le o6 : [ X1, Xo] = Z1,[ X1, X3] = Zo, [ X2, X3] = Z3

Lema 4.1.5. Hm’l(L&Q) > 6.

Demostracion. Es facil ver que Lg g es un éalgebra de Lie 3-pasos nilpotente y 3(L¢g) = ng.
Supongamos que fi,i(Leg) = b entonces existe una subalgebra g de ns de dimension 6 isomorfa
a Lg g cuyo centro es g”. Sea {Z1,Z2} C n5 base de g“. Luego existen z1, 29, 23,721, 22, 23 € k tales
que
Z1 = z1E14 + 2995 + 23E15
Zy =Z1Ew + Z2E9s + Z3E15

Sin pérdida de generalidad podemos pensar que Z7, Z5 pueden ser escritos en alguna de las siguientes
formas;

a) Z1 = Eiu+23F15 Zy = FEos+Z3E15 0
b) Zl = E14 Z2 = E15 l6)
C) Zl = E25 ZQ = E15.

Supongamos que estamos en el caso (a). Entonces g es una subalgebra de Lie de

13 T14 T15

T23 T24 XT25
0 T34 I35 | 1T € k
0 0 0
0 0 0

O O O O O
o O O O O

Pero esto es una contradiccion ya que g es 3-pasos nilpotente.
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Si estamos en el caso (b) entonces g es una subélgebra de Lie de

12 X13 T14 T15

0

0 0 @23 724 w25

0 O 0 x34 z35 | : Tij € k
0 O 0 0 0

0 O 0 0 0

Dado que g es un algebra de Lie isomorfa a Lgg existe A € g tal que Cent(A)g = g. Sea
0 a2 a3 a1s ais
0 0 ags ax ags
A=1]10 0 0 ass ass | € g entonces [A, X| = 0 para todo X € g. Luego las ecuaciones que
o 0 o0 o0 O
0o 0 o0 o0 0

obtenemos son

aipwo3 — r12a23 =0 (1)
ag3r3s — ro3a34 =0 (2)
az3r3s — ro3a3s =0 (3)
a12724 + 13734 — T12a24 — T13034 = 0 (4)
a1225 + a13T35 — T12a25 — T13a35 = 0 (5)

Es facil ver que si a12 # 0y ags # 0 entonces dim Centy(A) < 4, lo cual es una contradiccion. Si
az3 = 0 se puede ver que g es una subalgebra de Lie de

0 212 713 T4 @15
0 0 0 To24 T25
0 O 0 x34 z35 | : Tij € k
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Entonces g es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente lo cual contradice el hecho que Lg g es un algebra
de Lie 3-pasos nilpotente. En el caso que ajo2 = 0 se puede ver que g es una subélgebra de Lie de

T3 T14 T15

T93 T4 W25
0 34 w35
0 0 0
0 0 0

o O O O O
O O O O O

Entonces es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente lo cual contradice el hecho que Lg g es un algebra
de Lie 3-pasos nilpotente. Por lo tanto 6 < pun(Le9). ]

Teorema 4.1.6. Segin la clasificacion de las dlgebras de Lie nilpotentes complejas de dimension 6
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dada por De Graaf, el valor de p es

Demostracion. Comenzaremos probando que

Clasificacion de De Graaf w(g) | pnir(g)
Lg19(€) cone#0 4 4
Le3s, Lea, Les, Leg 4 5
Le1, Le2, Les, Lo, Le,10, Lo,
Le 12, Le13, Le,19(0), Le 20, Le21(€) 5 5
Le22(€), L3, Le2a(€), Lo 2s, Le 26
Le.y 5 6
Le14, Le s, Le,16, Le17, Le,1s 6 6

1(L6.19(¢)) = pnit( Lo 19)(€) = {4 o7

5 sie=0

ya que nos sera util para méas adelante.

Es facil ver que 3(Le19(€)) C [Le19(€), Le19(€)] para todo € € k. Entonces p(Lgi9(€)) =

tnit(Le,19(€)), por el Teorema 1.3.10.

Si e =0, se puede ver que dim 3(Lg,19(0)) = 2 y dim Lg 19(0) = 6 entonces 5 < pii1(L19(0)). Una

nilrepresentacion fiel de dimension 5 de Lg 19(0) es

0 X1
0 0
Tnit(X) = [0 0
0 0
0 O

Si e = —1, veamos que Lg19(—1) es isomorfa a ny. Sea {Y7,..

)

8008 3008 308 8

_ _ _ — (000

Y= 0000 Yo = 0001 Ys = 000 —1 Y, = 00 0
0000 0000 0

10
)
00

00 O

T4

x
0
0
0

L5

x3
0
0
0

00

z
0

—I9

0
0

00-10

00

0 -1

000 O

00

0

0

., Y5} una base de ny donde

0000
Ye= {0000
0000

y sea F': Lg19(—1) — ny la funcion lineal tal que F(X;) =Y; paratodoi=1,...,5y F(Z) = Ys.
Es facil ver que F' es un isomorfismo de algebras de Lie, luego Lg 19(—1) es isomorfa a ny. Por lo
tanto Lg 19(—1) es un algebra de Lie isomorfa a ny luego p(Lg 19(—1)) = 4. Ademés como Lg 19(€)
es un algebra de Lie isomorfa a Lg19(—1) para todo € # 0 tenemos que p(Lg 19(€)) = 4 para todo

e # 0.

Luego, dado que Lg; y Lg ; son algebras de Lie isomorfas si y solamente si i = j y dim Lg; = 6

entonces 5 < p,:1(Le ;) para todo i # 19.

g = L¢1 es el lgebra de Lie abeliana de dimesion 6. Entonces por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema
3.1.6 tenemos que (Lg,1) = pnit(Le,1) = 5. Una nilrepresentacion fiel de Lg 1 de dimension 5 es

0

Tl (A) =

o O O O
O O O O O

ay az
a4 a5
0 O
0 O
0 O

as
ag
0
0
0

56



CAPITULO 4. ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES DE DIMENSION < 6

g = Lg 2. Para probar que 5 < u(Lg2) usaremos el Teorema de Zassenhauss (ver Teorema 1.3.6).
Sea (m, V) una representacion fiel de Lgo entonces existen Vi,...,V, subespacios vectoriales no
nulos de V tal que

V=vi® ---®Vs 7(Ly)V; CV; para todo i y m(Le2)Vi = Nl + N;.

Como L3 es una subalgebra de Lie de Lg2 y (m, V) es una representacion fiel existe v € V' tal
que Z(v) # 0. Por lo tanto (7 |,,,V;) es una representacion fiel de Lg2 para algin i = 1,...,s
entonces por Teorema 4.1.1 dim V; > 3, sin pérdida supongamos que ¢ = 1.

Si s > 3 entonces dimV > 5.

Si s = 2 entonces V = V1 @ V. Existe a subalgebra de Lie abeliana tal que dima > 2, anLg2 =0
y

- (7 |a, V2) es una representacion fiel 6

- (7 |a, V1) es una representacion fiel.

Si (7 |4, V2) es una representacion fiel entonces dim Vo > 2, luego dimV' > 5. Si (7 |4, V1) es una
representacion fiel tenemos que (7 |, ,@a, V1) s una representacion fiel de L3z @ a = Ls 3 luego
por el Teorema 4.1.3 4 < dim V;. Por lo tanto 5 < dim V.

Si s = 1 entonces 7(X) = AMX)I + N(X). Como Z € [Lg2, L¢2] tenemos que A\(Z) = 0 por lo
tanto (N |, ,, V1) es una nilrepresentacion fiel de L .

Veamos que existe {A1, A2} C a3 linealmente independiente tal que N(A;) # 0 para i = 1,2.
Supongamos lo contrario, es decir N(A;) = 0 entonces, como (7, V') es fiel, \(A1)] # 0y A(A2)I #
0 luego existe A = A\(A2)A1 — A(A1)Az € Lo tal que m(A) = 0 lo cual es un absurdo ya que (m, V)
es una representacion fiel de L.

Por lo probado anteriormente podemos suponer que existen {4, A2} linealmente independiente
tales que N(A1) # 0y N(A2) # 0y [A1,As] = 0. Por lo tanto (N |1, ,ak{A,,4,), V1) €5 una
nilrepresentacion fiel de Lz o @ k{A1, A2} es isomorfa a el algebra de Lie Lg 2 entonces 5 < dim V;.

Una nilrepresentacion fiel Lg o de dimension 5 es

0 0 0 ap az

0 0 =1 2z asg
Tnil (X) = 0 0 0 xT9 0 s

00 0 0 O

00 0 0 O

por lo tanto 5 = u(LG,Q) = ,um‘l(Lm)-

g = Lg3: Como dimj(Le3) = 3 entonces 4 < pu(Lg3) y una representacion fiel de dimension 4 de
L6,3 es

as x1 T3+ ai -2z
- 0 ao X9 —x3 + a
F(X) - 0 0 as I
0 O 0 as
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Como k{Xg, X3,Z, A1, A2} es una subalgebra de Lie abeliana de L¢3 entonces por el Teorema
3.1.6 tenemos que 5 < fip(Le3) y una nilrepresentacion fiel de dimension 5 de Lg 3 es

0 21 z3+ a1 —2z as
0 O X9 —z3+a; O
ﬂ'ml(X) = 0 O 0 T 0
0 O 0 0 0
0 0 0 0 0

g = L¢,; parai=4,...,9. Dado que Lg; = Ls; @ k y por el Teorema 2.1.11, p(L¢;) = pinir(Ls,i)
y ademés por lo probado para el dlgebra de Lie Lg 19(€) tenemos que 5 < pini1(Le ;).

Para cada 7 = 1,...,8 daremos una nilrepresentacion de dimension 5 de Lg; y para el algebra de
Lie Lg g damos una nilrepresentacion fiel de dimension 6. Luego por el Lema 4.1.5 tenemos que

nit(Le,9) = 6.

Lg,a
o T . 0 1 292 2z a1
1 1 2
00 0 x3 O
rx)y=|°% @ 0 @ Ta(X)=10 0 0 a4 0
00 a1 m 00 0 0 0
00 0 a 00 0 0 0
Le 5
0 17 —x4 2z a1
a2 00 =z a3 0
x)=| 0 @ w ma(X)=10 0 0 23 0
00 a1 00 0 0 0
00 0 @ 00 0 0 0
Les
0 1 329 x4+ a -3z
0 0 x T3 —2x4 + a1
ﬂ'm‘l(X): 0 O 0 ) —XI3 .
00 0 0 1
00 0 0 0
Le 7
0 z1 0 x4+4+aq -3z
0 0 =z T3 —2z4 + a1
ﬂ—nil(X): 0 O 0 o —XI3 .
00 0 0 T
0 0 0 0 0
Lg g
0 r1 21 22 Qi
@I A 2 0 0 x2 23 O
Ax)= |0 @z oo ma(X)=]10 0 0 0 0
00 a0 00 0 0 0
00 0 a 00 0 0 0
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Le g
0 0 Yoo —Lloa 2 a
1 _ L2 S43 2 1
a0 372 —573 2 00 z; 0 2z 0
0 om0z 00 0 =z a3 0
m(X)=10 0 a r1 X3 Tnit(X) = 00 0 0 2y 0
8 8 8 ‘61 “22 00 0 0 0 0
! 00 0 0 0 0

Las siguientes algebras de Lie son tales que 3(Lg;) C [L¢s, Le;] para todo ¢ = 10,...,26.
Entonces por el Teorema 1.3.10, p(L¢;) = pnir(Le;) para todo i = 10,...,26. Ademas, Lg19(€) no
es isomorfa a Lg; para todo i # 19 y € # 0 por lo tanto 5 < u(Lg,;) para todo i # 19.

Una nilrepresentacion fiel de dimensiéon 5 de Lg; para todo ¢« = 10,11, 12,13, 20, 23, 25, 26 es

L 10
0 7 0 x4 =z
0 0 I 0 €T3
7Tm'l(X) =10 0 0 0 )
0 0 0 0 x5
0 0 0 0 O
Le 11
0 =1 292 —x5 =2
0 0 X1 I Xq
(X)=10 0 0 x1 a3
0 0 O 0 2
0 0 O 0 0
Le 12
0 v 0 —x5 =z
0 O I 0 T4
m(X)=10 0 0 =z a3]|.
0 0 O 0 2
0 0 O 0 0
L¢3
0 1 —x4 0 z
0 0 I —T4 Iy
m(z)=10 0 O x] X3
0 0 0 0 2
0 0 0 0 0
Lg 20
0 v 0 x4 =z
0 0 r1 I2 Is5
Wnil(X) = 0 O 0 0 T3
0 0 0 0 —zo
0 0 0 O 0
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Lg 23
0 Tr1 —T4 Z2 Z1
0 O ol 0 I3
7(X)=10 0 0 x1 =z
0 O 0 0 O
0 O 0 0 O
Lg 25
0 Tr1 X3 221 Z9
0 0 x2 x3 x4
n(X)=(0 0 0 -z O
0 0 O 0 0
0 0 0 0 0
Le 26
0 0 T 2 Z9
0 O T2 0 z3
7T(X) = 0 0 0 Tro I3
00 0 0 O
00 0 0 O
Es facil ver que Lg ; es un algebra de Lie 5-pasos nilpotente para todo ¢ = 14, ..., 18 por lo tanto

es un algebra de Lie filiforme de dimension 6. Por 2.2(1h), p(Le;) = 6 para todo i = 14,...,18.
Una nilrepresentacién fiel de dimension 6 es

Le 14
0
0
0
0
0
Le 15
0
0
0
7"-nil()() = 0
0
0
Le 16
0
0
0
7Tnil(‘Xv) = 0
0
0

=
)

O O O OO

8
i

o O O O O

N[ =

oo oo os

0 0
b2 —day
X1 0
0 I
0 0
0 0
0 —lxy
U
242 243
T1 0
0 T
0 0
0 0
by -
0 0
I 0
0 1
0 0
0 0

L5
T4
T3
T2

L5
T4
T3
T2

60



CAPITULO 4. ALGEBRAS DE LIE NILPOTENTES DE DIMENSION < 6

Le,17
0 =1 O %xg —5T3 %
0 O 1 0 0 T5
o 0 O 0 1 0 T4
maX) =10 0 0 0
0O 0 O 0 0 T2
0O 0 O 0 0 0
Le 18
Oz 0 0 0 =z
0 O Tl 0 0 I5
. 0 0 0 I 0 T4
itX)=10 0 0 0 =
0O 0 0 0 0 =z
0O 0 0 0 0 o0
Leo1(€): Sea B={Xy,...,X5,Z} C ns donde
411 ¢ TR b
X1:<00H—1> X2:<0002—1> X3—<000(1J—:2>
0000 1 000 0 —e 0000 0
0000 0 000 0 O 0000 O

000 —2 3et+3 0000 —e—3
000 0 -2 — 0000 O
0000 O Z=10000 0 .
0000 O 0000 O
000 0 0000 O

Es claro que B es un subconjunto de ns linealmente independiente. Sea m¢ : Lg21(€) — gl(5) la
aplicacion lineal tal que 7.(X;) = X; y 7e(Z) = Z. Es facil ver que (7, k>) es una nilrepresentacion
fiel de Lg21(€) parae =0y — 1.

L 22(€): Para todo € € k una nilrepresentacion fiel de dimension 5 es

0 Tr1 T4 21 Z9
0 0 0 Tro2 I3
m(X)e=10 0 0 =3 exo
0 0 0 0 O
0o 0 0 0 O

L 24(€): Para probar que p(Lg24(€)) = 5 vamos a separar en dos casos
e=0
Sea B = {Yl,YQ,Yg,Ygl,Zl,ZQ} Cng tal que

00100 0100 O 00000
00100 0010 O 00011
Xi=|0001 1| Xe=|0001 —-1|] X4=[0 0 0 0 0
00000 0000 O 00000
00000 0000 O 00000
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s

I
oo oo
coc oo

00

1
0
0
0

0

o O O o

0

O O O O O

o O o O

0

o O o=

0

o O O O =

N
I

O O O O O

O O O O O

O O O OO

o O O O
o

Es claro que B es un subconjunto linealmente independiente de ns. Sea 7 : Lg,24(0) — gl(5) la apli-
cacion lineal tal que 7.(X;) = X; y me(Z;) = Z;. Es facil ver que (r, k>) es una nilrepresentacion
fiel de L6,24(0). Por lo tanto Mnil(L67Q4(0)) = 5.

e=1.

>

et

Il
cocoocoo
co oo

o O O O
o O o O

0 0

o O = O

0

O O O OO

o O O O

0

o O O O

O O O OO

o O o O

0

O O O+~ O

o O O O

0

O O O OO

O O = O O

o O O O o

o O o o

0

O O O OO

o O O O

0

O O O OO

O O O OO
O O O WO

O O O O =

Es claro que B es un subconjunto linealmente independiente de ns. Sea m. : Lg24(1) — gl(5)
la aplicacion lineal tal que 7.(X;) = X; y 7(Z;) = Z;. Es facil ver que (7, k) es una nilrepre-
sentacion fiel de Lg 24(1) por lo tanto funi(Le24(1)) = 5. El algebra de Lie Lg 24(1) es isomorfa a
L 24(€) para todo € # 0 entonces fin;i(Le24(€)) = 5 para todo € € k.
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Capitulo 5

ALCs asociadas al algebra de Lie de
Heisenberg

Este capitulo esta dedicado a demostrar el siguiente teorema:

Teorema.Sean k un cuerpo de caracteristica cero, k[t] el dlgebra de polinomios y by, el dlgebra de
Lie de Heisenberg de dimension 2m+1. Entonces para todo m € N y todo polinomio no nulo p € K[t]
se tiene

1 (bm @ K[t]/(p)) = mdegp + [2 degp] :

Para ello en la seccion §5.1 damos una breve introducciéon sobre las dlgebras de Lie de corrientes
(ALCs) asociadas al algebra de Lie de Heisenberg b, ,,. La seccion §5.2 esta dedicada a construir para
cada par de nimeros naturales a,b € N tales que ab < deg p, donde p € k[t], una nilrepresentacion
fiel m,p de dimension md 4 a + b. En la seccion §5.3, usando resultados obtenidos en el Capitulo
3, demostramos que la cota inferior de p(hyy,,p) es md + [2\/@]. Finalmente, en la seccion §5.4
damos una nilrepresentacion fiel de @ff:lhm que no es equivalente a la nilrepresentacion fiel que se
obtiene a partir de la nilrepresentacion 7, dada en la seccién §5.2 con a = L\/&J yb= (%W

Parte de los resultados de este capitulo fueron publicados en [CaRo].

5.1. El algebra de Lie b,

Sean k un cuerpo de caracteristica cero, k[t] el anillo de polinomios en una variable, p € k[¢] un
polinomio no nulo y d = deg(p). Sabemos que k[t]/(p) es un &lgebra asociativa, conmutativa con
unidad y que dimk[t]/(p) = d. Sea b, el algebra de Lie de Heisenberg sobre k de dimension 2m + 1.
Definimos el algebra de Lie b, ;, como el k-espacio vectorial

hm,p = bm ® k[t]/(p)

con la estructura de algebra de Lie dada por [X ® a,Y ® b] = [X,Y] ® ab con X,Y € b, y
a,b € k[t]/(p) (ver detalles abajo en §1.4). Es claro que dim b, , = (2m + 1)d.

Las k-algebras de Lie b, son las dlgebras de Lie de corrientes polinomiales en una variable
asociadas al algebra de Lie de Heisenberg bh,,. En la §1.4 presentamos una breve introduccién al
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tema de algebras Lie de corrientes. El conjunto de k-&lgebras de Lie b,,;, constituye una amplia
familia de algebras de Lie 2-pasos nilpotentes que contiene, a su vez, dos subfamilias que queremos
destacar:

Algebras de Lie corrientes truncadas de Heisenberg. Estas son las correspondientes al caso en que
p = t", n € N. Las k-algebras de Lie de g ® k[t]/(t") son conocidas como las dlgebras de Lie de
corrientes truncadas asociadas a g, estas algebras de Lie aparecen ligadas a las Strong Macdonald
Conjetures. Algunas referencias que tratan estos temas son por ejemplo [FGT|, [HW], [Ku], [Mac],
[T], etc.

Algebras de Lie de Heisenberg sobre extensiones finitas de k. Estas son las correspondientes al caso
en que p es un polinomio irreducible. En este caso K, = k[t]/(p) es un cuerpo que es una extension
finita de k y b, ® K, es también una Kp-algebra de Lie (ver §1.1.3) isomorfa al algebra de Lie
de Heisenberg sobre el cuerpo K. Por lo tanto la familia de k-dlgebras de Lie b,,, contiene las
k-algebras de Lie que resultan de restringir los escalares a k en algebras de Lie de Heisenberg sobre
extensiones finitas de k.

A continuaciéon introduciremos algunos conceptos basicos del élgebra de Lie b,,;, que seran
usados a lo largo de este capitulo.

Definicion 5.1.1. Sea p € k[t] no nulo y m € N, definimos el algebra de Lie de corriente by,
asociada al algebra de Lie de Heisenberg b,,, como el producto tensorial b, ® k[t]/(p).
Es claro que by, es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimension (2m+1)d con d = deg(p).

Una base de b, se puede obtener de la siguiente forma: Sea {1,t,...,t¥"1} la base de k[t]/(p)
y By = {X1,..., X, Y1,...,Y0, Z} tal que [X;,Y;] = Z y cero en otro caso. Denotemos por
X! =X, 0t,Y! =Y,®t/,27 = Z®t). Por lo tanto una base para b, es

B={X/,Y/,Z7:1<i<m;0<j<d-1} (5.1)

es facil verificar que [XZh,YTJ] =ZMisih4+j<d—1,r=1iycerosii#r.

Veamos que 3(hmp) = k{Zj 3 =0,...,d— 1}. Es claro, por la definicién del corchete, que
k{Z7:j=0,...,d =1} C3(bmp). Sea

—1 m m
Z= Z (Z zij X + Zyijf + ZjZ]) € 3(bm.p)
=1

j=0 \i=1

’ “ i

tal que x5, vij, 2; € k, es facil ver que 0 = [Z Y] = Z;.l;(l) :cionj para cada i, por lo tanto z;,; = 0
para todo j. Del mismo modo 0 = [Z, X])] = Z?;(l) Yio; 27, es decir y;,; = 0 para todo j. Entonces
Z=Y10%52€k{Z:j=0,...,d—1}.

5.2. Nilrepresentaciones fieles de b,

5.2.1. Una primera representacion de b,,,

Una manera natural de obtener representaciones fieles de las algebras de Lie de corrientes g ® A
es la siguiente: Sean (7, V}) una representacion fiel de g y (p, V2) una representacion inyectiva de A,
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es decir p es una aplicacion k-lineal y p(ab) = p(a)p(b) para todo a,b € A. Entonces la aplicacion
T®p:g®A— gl(Vi ®Va) definida por (7 ® p)(X ® a) = 7(X) ® p(a) es una representacion fiel
del algebra de Lie g ® A. Por lo tanto

(g ® A) < p(g) dimy A,
observar que 2.2(2.1.5) es un caso particular de esta desigualdad.

Si (m, V) es una nilrepresentacion fiel de g entonces (7 ® p, V1 ® V2) en una nilrepresentacion fiel
del algebra de Lie g ® A. Esto nos permite construir una primera nilrepresentacion fiel de by, 5, a
partir de la nilrepresentacion fiel

0 =1 ... xm =z

m m Y1

Tm (inXmLZinﬂrzZ) = 0 :
i=1 i=1 Ym

0

m-+2

de by, descrita en 2.3(1d) y la representacion p : k[t]/(p) — End(k%, k) definida por p(t/) = Pg, con

0 1 0
PO = 0 h ) (52)
. 1
—ap —ai ... —aq—1

la matriz en forma racional de p. Es facil ver que p es la dual de la representacion regular de k[t]/(p)
y por lo tanto es una representacion inyectiva de k[t]/(p). Por otra parte, para cada j =0,...,d—1,

la representacion matricial de (m,, ® p) <Z:i1 l‘inij + > yin;j + szj> en términos de la base

canodnica del producto tensorial es

0 11Pg mmPg Zng
y1 Py

ymPg
0

Por lo tanto hemos construido una representacion fiel de b, , de dimension (m + 2)d = md + 2d.

5.2.2. Las representaciones 7,; de b,,,

Para comenzar, observemos que la acciéon de 7, ® p se puede expresar de la siguiente manera.

Para cada i = 1,...,m, sean A;, B;, P las siguientes matrices de orden (m + 2)d
0 0“1“0 0 0 0 0 0 0 0
0 Po

o L)

|
I
<)
<)
S
&l
<.
Il
<)
S
~
ol
Il
S
S

0 Py
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donde I es la matriz identidad de orden m + 2. La representacion matricial de 7, ® p en términos
de la base canénica del producto tensorial esta dada por

(Tm ® p)(X; ® q) = Aiq(P) (i ®p)(Y; ® q) = q(P)B;  (mm ® p)(Z @ q) = A1q(P)Bu,

es decir (m;, ® p)(Xf) = 4,7, (T ® P)(Y;J) = pjgi, (Tm ® p)(Z27) = A4, P B, para todo
t=1,....my j=0,...,d — 1. Como ya dijimos, estas representaciones son fieles de dimensién
(m + 2)d = md + 2d, bastante mayor que (b, p).

A continuacion construiremos una familia {7, ;} de nilrepresentaciones fieles donde los paramet-
ros a y b son naturales arbitrarios que cumplen ab > d. La representacion 7, tendra dimension
md + a + by dado que

min{a+b:a,beN, ab>d} = {2\/8] (5.3)
obtendremos una nilrepresentacién fiel de dimensién igual a la establecida por el Teorema 77.

Fijamos a,b € N tales que ab > d definimos la matriz A de orden a x d y la matriz B de orden
d x b por

1, sii=yj; 1, sii=d—(b—j)a;
0, en otro caso; 0, en otro caso.
1 00
Por ejemplo, si d > a tenemos A = < DL :> y en particular sid =6, a =2y b =3
10 0
——
a d—a
000
100
000
obtenemos B =
010
000
001
Para cada i =1,...,m sean
tamaﬁoa{o 0“14“0 0 0 0 0 0 0 0
K 7
- B
A, =1lo 0 0 B,=1|o 0 B m+2 P= o 0
— bloques .
0 [ 7
0 0 0 0 0 0 0 0 0

m+2 bloques
donde las matrices A y B estan ubicadas en el (i 4+ 1)-ésimo bloque de A; y B; respectivamente.
Las matrices A;, B; y P son de orden md+a+b .
Ahora definimos 7g 4 : hmp — gl(md 4+ a + b, k) la aplicacion dada por

Tab(Xi ® q) = Aiq(P)  7ap(Yi®q) = q(P)B; map(Z ®q) = A1 q(P) By; (5.5)

Observar la analogia con m, ® p. Queremos probar que m,; es una nilrepresentacion fiel del
algebra de Lie b, ;. No es dificil ver que es representacion, pero la inyectividad es més delicada. El
siguiente lema es crucial y refleja la propiedad fundamental que tienen las matrices A y B elegidas
en (5.4).
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Lema 5.2.1. Sea q € k[t] no nulo tal que Aq(Py)B = 0 entonces q € (p).

Demostracion. Es claro que G = {q € k[t] : Aq(Py)B = 0} es un subgrupo de k|t] con respecto a la
suma y que (p) C G (por ser p polinomio minimal de Fp).

Debemos probar que (p) 2 G. Sean ¢ € G y f,r € k[t] tales que ¢ = fp+1r con degr < d. Dado
que (p) € G y G es subgrupo de k[t] obtenemos que r € G. Probemos que » = 0. Sea n = degr y
Ty, el coeficiente correspondiente al monomio de grado n.

Es facil ver que

; 1 sis=Il+j
(B))s = , / (5.6)
0 sis#l+j

para todo 1 <[ < d — j. Por la ecuaciéon (5.6) y por la definicion de A y B tenemos que

1 sil+j=d—(b—s)a

. . (5.7)
0 sil+j#d—(b—s)a

m%mm—{

para todo 1 <1 < d— j, recordemos que 1 <[ <ay1l<s<bporel orden de la matriz APgB.

Probaremos luego que para j = n existen ly, so tales que lg +n =d — (b — sp)a con 1 <y <
min{a,d —n} y 1 < 59 < b. Bajo esta condicion y por la ecuacion (5.7) obtenemos

1 sij=n

APIB), o =
(AF B)io.so {0 sij=0,...,n—1

entonces 0 = (Ar(FPy)B)iy,so = rn- Luego r = 0y por lo tanto ¢ = fp como querfamos probar.

Veamos que para j = n existen [y, so tales que lp +n =d — (b — sp)a con 1 < lp < min{a,d —
n} y 1 < sy <b. Para esto es suficiente probar que existe tg = 0,...,b—1 tal que 1 < d—n—tpa < a.
Sea tg = [dTT” — ﬂ es claro que tg > 0. Como d < ab entonces L%J <b-—1, luego L%J <bh-1
para todon =0,...,d — 1. Se puede probar que para todo x,y € N tenemos que {% — 1—‘ < VT_IJ’

en particular [dTT” — ﬂ < L%J Por lo tanto

sean so =b—1tgylg=d—n — tpa. ]

Observacion Si Aq(Py) = 0 o q(Py)B = 0 entonces Aq(Py)B = 0, por lo tanto por el lema anterior
q € (p)-
Teorema 5.2.2. Sean a,b € N tales que ab > d y map : bmyp — glimd + a + b,k) la aplicacion

definida en (5.5). Entonces m, es una nilrepresentacion fiel del dlgebra de Lie by, .

Demostracion. Veamos primero que 7,5 es una representaciéon. Por la definicién de las matrices
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A;, B; y P es facil ver que A;q(P)B; = A1q(P)B; para todo i =1,...,m y para todo q. Luego
Tap([Xi @V, Vi @ t7']) =m0 (Z @ t717)
— Alpj+le1
= A, PIt)' B,
= A, P7H' B; — P/ B A; P
= [Fap(Xi @), map (Vi@ t)]

para todo j,j = 0,...,d =1y ma([X; @, Yy ® tj/]) =0sii# 4. Porlo tanto (mgp, k™) es
una representacion del algebra de Lie b, ;, y es facil verificar que es una nilrepresentacion de b, .

Veamos que 7, es inyectiva. Sea W € by, p, v 25,95, 25 € k tal que

m m
W=2 Xi@pia(t)+ ) Yi@piy(t) + Z®ps(t),
=1 =1

por la ecuacion (5.5), mapy(W) = >0 Aipie(P) + >0 piy(P)Bi + Aip.(P)Bi. Si map(W) = 0,
por la definiciéon de A;, B; vy P obtenemos que

Ap; 2 (Po) = piy(Po)B = Ap.(Py)B =0

para todo i. Luego por el Lema 5.2.1 y la observacién de dicho lema obtenemos que p; , = p;y =
p- = 0 para cada 7. Por lo tanto 7, es una nilrepresentacion fiel. O

Corolario 5.2.3. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y sea p € Kk[t] un polinomio no nulo de
grado d. Entonces, para todo m € N

1(hmp) < md+ {2\/&—‘ .

Demostracion. Por el teorema anterior para cada a,b € N tales que ab > d tenemos que
t(hmp) <md+a+b.

Por la ecuacion (5.3), p(hm.,p) < md + [2\/&1 O

5.3. Cota inferior de p(h, )

Sip=(t—b)%...(t—0by)% €k[t] con b; €k distintos entonces, por la ecuacién (1.7)

p(a @klt]/(p) = p <@9 ® k[t]/(tdi)> : (5.8)
i=1

Si p no es de la forma anterior y K una extension de k que contenga las raices de p, por la ecuacion
(1.9) y 2.2(2.1.5) tenemos que

r=1

(g @xklt]/(p) = 1 <@ g Ok K[t]/(td")> : (5.9)
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En particular si g = b,,, para obtener una cota inferior de (b, ) es suficiente conocer una cota

inferior de p (DZ_; by i k[t]/(t%)).

Tomemos p, = t% y by . = by @1kt ]/(pr) el algebra de Lie de corriente truncada de Heisenberg
de dimension (2m + 1)d,.. Sea B, = {X] YJ Zi:1<i<my0<j<d, } la base de by p, con la
propiedad

A A
0 en otro caso
Llamemos XJ, = (0,...,X7,...,0) , Y/, = (0,...,Y/,...,0) , Zl = (0,...,27,...,0) donde
q c;grd q coord. q cggrd.

XJ Y] ZJ estan ubicados en la r-ésima coordenada de XZ] T,Y;]T, 7} respectivamente y sea B =

{x/ 1Y Zii1<r<gq,1<i<m, 0<j< dr} la base de @7_; himp, obtenida a partir de
B,.. Es facil Veriﬁcar que una base del centro es {Zﬂ 1<r<q,0<5< dr}.

Observacion. En lo que resta de este capitulo consideraremos a k como un cuerpo de caracteristica
cero, salvo mencién alguna.

Teorema 5.3.1. i (m,V) es una representacion fiel de @I_, bm.p, entonces

dimV > md + [2\/3‘ ,

q
cond=7>3"1_,d,. En particular p (@ hm7p7‘> > md + {2\/ﬂ .

r=1

Para la prueba de este teorema daremos algunos resultados previos.

Lema 5.3.2. Sea X € @7_ bimyp, y X ¢ 3 entonces existe Y € @I_; hmp, tal que [X,Y] = Z&~1
para alginr=1,...,q.

t,r? e, =1 zr

Demostracion. Seanal ,b! ¢l € k tales que X = 37 1Zd e (Zm al XZJ +>0 ”XZ] +07Z‘7)

2,77 T

(o b, # 0) para algin i,j. Sean j/ = min{j : a{r #0}eY = aj—leiFl*j/ entonces [X,Y] =

Dado que no todos los a’ b son simultaneamente nulos, pues X ¢ 3, existe r tal que ai’r #£ 0

2,7

zdr=1, O

Lema 5.3.3. Sean g una subdlgebra de Lie de @!_ by p, tal que Z4=1 ¢ g para todor =1,...,q
entonces
dimg < md+dimgnNj;

cond=>1_,d,

Demostracion. Sea 30 = gN 3, es claro que Z% ! ¢ 30 para todo r. Sean 3 un complemento directo
de 30 en 3 es decir 3 = 3 @ 30 y una funcional lineal o : 3 — k tal que «a |;,= 0y a(Z3 1) # 0.
Sean gp un complemento directo de 3o en g y g un complemento directo de ®I_ b, 4., es decir
9=00D30 Y DI, bmp, =9 go D 30 D3 respectivamente. Definamos V =gD go y

B:VxV -k
(X,Y) = o([X,Y])
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es claro que B es una funcion bilineal sobre k. Veamos que B es no degenerada, sea 0 # X € V, por
el Lema 5.3.2 existe Y € @I_, b4, tal que [X,Y] = Z% 1 para algtin 7. Entonces existe Y € V
tal que [X,Y] = Z% 1 luego B(X,Y) # 0. Es decir, B es una forma bilineal no degenerada.

Veamos que gg es B-isotropico. Sean X,Y € go, dado que g es un algebra de Lie y 3 =
(B by, D1 bmp,| tenemos que [X,Y] € gNj = 30. Por lo tanto B(X,Y) = 0 para to-
do X,Y € go.

Por lo tanto, B es una forma bilineal no degenerada y gg es un subespacio B-isotrépico de V
entonces dim gg < w = md, luego dimg < md + dim g N 3. OJ

Demostracion. (Teorema 5.3.1.) Por el Teorema 1.3.10 podemos pensar a (m, V) como una nil-
representacion fiel de @?_; b p,. Sea 3 el centro de @I him,p,, entonces 7(3) es una familia de
endomorfismos nilpotentes de End(V') que conmutan. Més atn, como (m, V') es fiel, 7(Z) es no nulo
para todo Z € 3 en particular W(Zg’"_l). Luego por el Teorema 3.1.2, existen vectores linealmente
independientes {v1,...,vs} en V y una descomposicion 3 = 31 @ --- @ 35 tal que W(Z,Elrl)vl # 0.
Sea

q
F:@hm,pr—ﬂ/

r=1

X — m(X)v,

dado que 7 es una representacion es claro que F' es una aplicacion lineal y ker F' es una subalgebra
de Lie de @!_; by p,. Como F(ZﬁlT_l) # 0 para todo r, por el Lema 5.3.3, tenemos que

dimim F' 4+ dimker F N3 > (m + 1)d. (5.10)
cond=>31_d,.

Sea W = k{vi,...,vs}, siguiendo los pasos de la prueba del Teorema 3.1.2 se puede ver que
W Nim F = 0. Como consecuencia dim V' > dimim F' + s luego por la ecuacion (6.9)

dimV +dimker FN3 > (m+1)d+ s. (5.11)

Dado que F|; : 3 — V coincide con la aplicacion Fy del Teorema 3.1.2 tenemos que d <
sdim(im F'|;). Luego por la ecuacion (5.3)

{2\/&] < s+ dim (im FJ;). (5.12)

Combinando las ecuaciones (6.8) y (5.12) con d = dim3 = dimker F' N 3 + dim(im F|;) nos queda
que dimV > md + [2\/(71—‘ O

Teorema 5.3.4. Sea k un cuerpo de caracteristica cero y sea p € Kk[t] un polinomio no nulo de
grado d. Entonces, para todo m € N

,u(f)mm) =md + [2\/2‘ .

Demostracion. Si k es un cuerpo que contiene todas la raices de p entonces por la ecuacion (5.8)
y el Teorema 5.3.1, pu(hpmp) > md + [2\/&1 Si k no contiene todas las raices de p, consideremos
K una extension de k que contenga las raices de p. Por la ecuacion (5.9) y el Teorema 5.3.1,
u(bm,p) > md+ {2\/&} Luego por el Corolario 5.2.3 obtenemos ,u(bmm) =md + {2\/&—‘ O
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5.4. Representaciones fieles de dimensién minima de @©¢_b,,

5.4.1. p(®%_,h,,) y una nilrepresentacion fiel de minima dimension

En esta seccién calcularemos el valor de u(@gzlhm) para todo m € k y daremos una nilrepre-
sentacion fiel de ®%_; by,.

Corolario 5.4.1. (del Teorema 5.3.4) Sea k un cuerpo infinito. Sea m,d € N entonces

(S 1b,m) = md + {2@1 .

Demostracion. Sea « € k, se puede ver que §,, ~ by, ® (f_[tl). Luego, como k es un cuerpo infinito,

existen aq,...,aq € k distintos tales que

k[t k[t
Bf—1bm = b ® (t_[(]ll) D Db ® (t_[(]ld)
Sea p(t) = (t — 1) ... (t — ayg), por el Corolario 1.4.3,
ki) _ o k]
luego homp =~ @41 b, Por lo tanto pu(®_1hm) = p(hmp)- O
Ahora describimos una nilrepresentacion fiel de @¢_,b,,. Sea {X1,..., X, Y1,...,Ym, Z} una

base de b, tal que [X;,Y;] = Z y cero en otro caso. Entonces una base para @lehm es {Xi;,Yi;, Z; :
i=1,...,myj=1,...,r} tales que

Xij= (0,...,Xi,....0) Y= (0,....Y;,....0) Zj= (0,...,Z,....,0)

en la j-ésima coordenada en la j-ésima coordenada en la j-ésima coordenada

Sean a = [\/&J y b= (%] Definimos las matrices

Yi=E : Z,=E,

Xij = Ej— LEJ a,j+a+m(i—1) gy j+a+m(i—1),(§-|+a+md

a

de tamano a + md + b.
Sea Tap : B2 b — gl(a + md + b) la aplicacion lineal tal que

Tap(Xij) = Xig 7ap(Yij) = Y5 7ap(Z)) = Zj.
Es facil ver que (Ta,b,ka+md+b) es una nilrepresentacion fiel de ©%_,h,, y por la ecuacion (3.1)

tenemos que a + b = [2\/81, por lo tanto la dimensién de dicha representacion es la dada en el
Corolario 5.4.1.
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Ejemplos 5.4.2. Sea d =4y m = 1 entonces u(®;_,h1) = 8. Sean a = b = 2, la nilrepresentacion
fiel (72,2,k®) es la siguiente

0 0 11 0 13 0 Z1 z3
0 0 0 I12 0 T14 292 Z4
00 0 0 0 0 w1 O
00 O 0 0 0 w2 O
220=1050 0 0 0 0 0 s
00 O 0 0 0 0 wua
00 O 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0o 0 O

para todo X € @ﬁzlhl.

5.4.2. Representaciones fieles de ©¢_,h,, no equivalentes

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea p(t) =t — a. Un isomorfismo entre las algebras
de Lie by p y 69,‘%:1 b esta dado por la aplicacion H : b, , — @lehm tal que

H(X ®7) = (q(6)X,q(06)X,...,q(6¢ 1) X) (5.13)

En esta seccién probaremos que la nilrepresentacion (7,5, k@ +tmd+b) og no equivalente a la nilrep-

resentacién que se obtiene a partir de la representacion (m, p, k%t™440) de by, con a = |[d] y b=
[g} . Para esto es suficiente probar que existe X € by, p tal que dim 7q (X)) # dim(7, 30H)(X). Pues,
Si (Tap, kK4TMAH0) v (7, yo H 1 katmd+b) gon equivalentes entonces (7, 0 H, k3Tm4+0) y (7, 4, katmd+t)
son representaciones equivalentes de b, ,. Luego por la definicién 1.1.4 existe

©: ka+md+b _ ka+md+b

un isomorfismo lineal tal que para todo X € by, , se verifica que p o (7,5 0 H)(X) = mp(X) 0
@. Por lo tanto por ser ¢ un isomorfismo lineal mantiene invariante la dimension de ker(7,y o

H)(X)y kermyp(X).
Llamaremos 7, = 7,5 o H, recordemos que una base para b, , es
(XI Y7, 727 :i=1,...,m;j=0,...,d—1}.
Lema 5.4.3. Sean 0 # 0, tg,...,tq—1 € k distintos y

1 0 52 e §a-1 0
1 oty &3 L. syt s
1 0ty 83 ... s het s
D=11 o6t5 642 ... sl 5o
1 Staq 822 ... 8N sMe
Yo
n
Entonces existe una solucion Y = | Y2 | del sistema DY = 0 tal que yo yy; son distintos de cero
Ya

para algin j # 0.
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Demostracion. Consideremos el sistema AY = B donde

1 1 1 1 1

1t 2 a1 ta
A= '1 1' v B = 1

1 ta—l t?u 1 tZ:% tg 1

Dado que A es inversible ya que es la matriz de Vandermonde, el sistema anterior admite solucion

Yo
1
distinta de la trivial para todo B € k® de la forma anterior. Sea Yy = Y2 una solucién
Ya—1
de dicho sistema, veamos que yy # 0. Supongamos lo contrario, si yg = 0 entonces el sistema
AY = B se reduce al sistema A'Y’ = B el cual admite una solucién distinta de la trivial donde
1 | 1
TR R o y
A = . . ) . yY' = : . A partir de este sistema se obtiene un sistema
: : : 3 B
tar 2., ... to} Ya
1 1 1 1
tt Bt
homogéneo cuya matriz del sistema es C' = ] ) . . ) , este sistema admite
ta1 2, .0 01 o0

una solucién distinta de la trivial. Pero esto contradice el hecho que C' sea una matriz inversible ya
que es una matriz de Vandermonde, por lo tanto yg # 0.

Dado que los t; son todos distintos entre si existe un j = 1,...,a — 1 tal que y; # 0. Luego el
6*yo
0ty
vector Y = : es una solucion del sistema DY = 0. Donde 0% #0yexiste j =0,...,a—1
0Ya—1
-1
tal que 6% Jy; # 0. O

Lema 5.4.4. Eziste Y € by, tal que dimker7,,(Y) > md +a+1 y dimker 7, ,(Y) = md + a.
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Demostracion. Sea Y = %, ylej € Bum,p, calculemos 7, 5(Y).
@ .
Tab(Y) =D yiTap(Y7)
7=0

= " yj(rap o H) (YY)

§=0
= yiTan(0Y1, (61, .., (56T1))
§=0
a ' d
=30 (Y€ ot )
7=0 r=1
~Sue (e
7=0 r=1
d a '
-y (St | v
r=1 \j=0
Por la forma de la matriz Y1 ,_1 para todo r = 1,...,d, es facil ver que Tap(Y) es una matriz con
un tinico bloque de tamaiio d x b no nulo, luego md+a < dimker 7, (Y’). Llamemos Y1, al bloque
no nulo de la matriz Y ,_1 para todor =1,...,d y sea
~ d a B ~
Y= D wde ™ | Vi
r=1 \j=0

el bloque no nulo de 744(Y).

Sitomamos t, = " conr = 0,...,a—1en el Lema 5.4.3 se tiene que existe §*yo, 0y, 0yaer €
k tal que la primera columna de Y es nula. Por lo tanto dimker 7, ,(Y) > md +a +1

Veamos que se verifica que dimker 7, ;(Y") = md + a para el valor de Y obtenido anteriormente.
a .
Tap(Y) =D yimap(Y?)
§=0

a .
= ZyjP]Bl .
j=0

La matriz 7, 4(Y") tiene un tnico bloque posiblemente no nulo de tamano d x b entonces
dimker 74 4(Y') > md + a.

Sea Y el bloque de 7,;(Y’) no nulo, dicho bloque lo denotaremos por 37, este bloque se obtiene
realizando el producto de P/ B.
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1 sip+(b—qa+j=d
Es facil verificar que (P’B)p; =<1 op+(b—qa+j=2dyp+j>d ,luego

0 en otro caso

. Yd—p—(b—q)a si0<d —-—pP— (b - q)a <a
(P]B)pq = 3§ Y2d—p—(b—q)a si0<2d—p-— (b - Q)a <a .

0 en otro caso

Para demostrar que dimker 7, ;(Y’) = md + a es suficiente probar que Y tiene un menor de orden b
con determinante distinto de cero, es decir que el rango de Y es b. Por lo visto anteriormente, existe
un j =1,...,a — 1 tal que yp y y; son distintos de cero. Sip=d —a(b— s+ 1)+ (a — j) entonces

Y sig=-s
(Y)pg = { Yarj—(p—1)a Sig=1ys=10
0 en otro caso

para todo s = 2,...,b. Si p=d — a(b— 1) entonces

Yo sig=1
(Y)pg = ¥a siqg=2
0 en otro caso

Es decir Y tiene un menor de la forma

0 Yo 0 ... 0 O
0 y; 0 0 0
M= 0 0y 0 0
Ydyj—(b-19a 0 0 ... 0
tal que det(M) = yoy?_1 # 0 por el Lema 5.4.3. O

Teorema 5.4.5. Sea d € N y sean a = Vd, b = [g} Entonces las nilrepresentaciones fieles
(Tap, KATMY 4 (745, k3T™4HY) de by, o son equivalentes.

Demostracion. Por el Lema 5.4.4 existe Y € by, p no nulo tal que dimker7,,(Y) > md + a +
1y dimkerm,,(Y) = md+ a. Por lo tanto (7,4, k9740 y (7,4, k2T™4%b) son nilrepresentaciones
no equivalentes. ]
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Capitulo 6

El Algebra de Lie 2-pasos nilpotente libre
de rango r

El principal propoésito de este capitulo es obtener cotas ajustadas p(L(r)) para todo r € N. Es
decir, demostrar el siguiente teorema:

Teorema.Sean r € N y L(r) el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de v generadores. Entonces

- si T >4 se tiene que 2 + [2 T(TQ_I)—‘ <p(L(r) <r+ 5]+ 1
- sir=1,2,3 se tiene que pu(L(r)) = 2r — 1.

Para ello en la seccion §6.1 damos una breve introduccion sobre L(r) el éalgebra de Lie 2-
pasos nilpotente libre de rango r sobre k y demostramos que una cota inferior para p(L(r)) es

24 [2 T(Té_n—‘ . En la seccion §6.2 construimos para cada par de ntimeros naturales a,b € N tales

que a > b,2b > r y a > r — 1 una nilrepresentacion fiel 7,5 de dimension a + b + 2. De esta forma
obtendremos una familia de nilrepresentaciones fieles {7, } de L£(r) entre las cuales tendremos una
nilrepresentacion fiel de dimensioén r + (%W + 1.

6.1. Una cota inferior de u(L(r))

Sean k un cuerpo de caracteristica cero y » € N. El algebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de
rango 7 sobre k es L(r) = V @ A%V, donde V es un espacio vectorial de dimensiéon r sobre k. Los
tnicos corchetes de Lie no nulos son

2

[u,v] =uAv e /\V
para todo u,v € V. El centro de £(r) es 3(L(r)) = N> V. L(r) es el objeto libre en las algebras de
Lie 2-pasos nilpotente con r-generadores sobre k. Mas aiin, toda algebra de Lie 2-pasos nilpotente

es de la forma n = L(r)/W =V @ A\?V/W para algtn r, donde W es un subespacio de A? V.
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6.1. UNA COTA INFERIOR DE u(L(R))

Sea B, = {X1,...,X,,Z;; : 1 <i < j <r} una base de L(r) tal que
(X, X5 = Zij; . (6.1)

Donde {Z;; : 1 <i < j < r} es una base del centro de £(r) y llamaremos V), al espacio generado
por {X1,...,X,} de esta manera
L(r)=Vr®3(L(r)) -

Sea L(r — 1) la subalgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de rango r — 1 de £(r) cuya base esta
dada por B,_1 ={X1,...,X,1,Z;; : 1 <i<j<r—1}

Observacion 6.1.1. En lo que resta de esta seccion (m, V) sera una nilrepresentacion fiel de £(r)
salvo menciéon alguna.

Teorema 6.1.2. Sean r € N, r >4 y (m, V) una representacion fiel de L(r) entonces

dimV > 2 + {2 dimg(ﬁ(r)ﬂ .

En particular, pn(L(r)) > 2+ [2 dimg(ﬁ(r))—‘.

Para la prueba de este teorema daremos algunos resultados previos.

Lema 6.1.3. Seanr € N yr > 4. Sea B = {wi,...,wst1} una base de V tal que la matriz [7(X)|p
es de la forma

Tl
0 : * 0 0 0 * 0
Tyr—1
[W(X)]B - 0 0 * 0 [F(Z)]B = 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

para todo X = S\t X, Z € L(r—1) y

%lr
* * * 0 * * *
Zr—1r
[ﬂ—(errr)]B = * * B 7y [W(Z)]B g * * * 0
* * * 0 * * * 0
* * * 0 * * * 0
para todo Z = E::_ll ZirZir. Entonces existe it = 1,...,r — 1 tal que para todo 1 < m <n <r —1,

T(Zmn)V € k{ui}.

Observacion 6.1.4. En el lema anterior la notacién * en las matrices indica una matriz sobre la
cual no tenemos informacién alguna.
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Demostracion. Para simplificar la notacion llamaremos X a m(X) para todo X € L(r).

La demostracién la haremos por el absurdo, es decir, supongamos que paracadai=1,...,r—1
existe 1 < m < n <r—1tal que Z,,(v) = A(v)w; para todo v € V. Por la ecuaciéon (6.1)
Zn = [Xm, Xn] y por la forma de [X,,]p v [X,]p tenemos que

- X (wy) = 2;2—11 A ;Wi + Ay (W )Wy 5

- Xn(w) = Y0127 aniw; + an(wy)w,.
para todo k=7 +1,...,s. Entonces

Zmn(wk) = [Xma Xn] (wk) = Xan(wk) - XnXm(wk)

= ap(wg)Wm — am (wi)wy, pues X;(w;) = 0 para todo i,j =1,...,r—1
ademas Z,, (wg) = AM(wg)w; por hipdtesis . Luego
A (W) Wiy, — G (W)W, — AMwg)u; =0

paratodo k=7r+1,...,s.

Sim #iymn #ientonces apy(wy) = ap(wg) = Mwg) = 0 para todo k =r+1,...,s ya que
{wy, Wy, w;} es linealmente independiente, por lo tanto Z,,,(wg) = 0 para todo k =r +1,...,s.
Luego por la forma de [Z,,,]p tenemos que Z,,, = 0, lo que contradice el hecho que (7, V') es una
representacion fiel de £(r).

Supongamos que m =i y n # i entonces, como {w,,w;} es linealmente independiente, tenemos
que
am(wg) =0 (6.2)

paratodo k=7r+1,...,s.

Sea a : V — k la funcional lineal tal que a(v) = a, para todo v = Zji% ajw; € V. Luego
la ecuacion (6.2) la podemos escribir como a(X,,(wy)) = 0 para todo k =r +1,...,s. Como por

hipotesis esto es vélido para todoi =1,...,r—1y r > 4 entonces existe j # m tal que a(X;(wy)) =
(X (wy)) =0 para todo k =7 +1,...,s. Es decir X;(wy), Xpm(wi) € k{wr,...,w,—1}. Luego

Zmij(wr) = [Xm, Xj(wg)
== XmX](wk) - Xij(wk)
=0 por la forma de [X,,]5 .

Sea W = k{w,41,...,ws} entonces Z,,; |w= 0 por lo tanto Z,,; = 0, pero esto contradice el hecho
que (7, V') es una representacion fiel de £(r). Luego existe w; € B tal que Z,,,(v) # aw; para todo
1<m<n<r-1. O

Para los siguientes resultados denotaremos por Ej;; a una matriz cuadrada de orden s + 1 tal

que
1 sim=n
(Ez ')mn —
0 en otro caso
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Lema 6.1.5. Sean A € kr=2x(=2) ¢ ¢ k(s=)x(r=2) B ¢ k11 F g k(s=m)x1 F ¢ k(r=2)x(r=2)
B,D e k**(r=2) Geq

A * * 0
X == B E * 1
C F H 0
D * * 0
tal que X conmuta con las matrices a1, — Ei—1 41 para todo i = 2,...,r. Entonces A es una

matriz diagonal y B,C' y D son matrices nulas. Si ademds X es una matriz nilpotente que conmuta
con la matriz bE;_1, + cEp_1, — Ep_144 para todo @ = 2,5 —r y b # 0 entonces las matrices
A, E,F y H son matrices nulas, es decir, X es de la forma

0 * * 0
X = 0 0 * 1
0 0 0 0
0 * ¥ 0

Demostracion. Primero calculemos los productos X (aE;—1, — Ei—1,41) ¥ (aBi—1, — Ei—1r41)X,
X(aBi—1, — Eis1p41) = (0 ... 0 aX' X1 0 ...0) € kDX

paratodot=2,...,7y

aXy = Xri1 | o (s x(s+1)
—Ar4l

0
Por hipotesis X (aE;i—1, — Ei—1y+1) = (aFi—1, — Ei—1,41)X para todo ¢ = 2,...,r entonces

0 sir—1<m<Ssyl<n<r—-26m=rr+lyr4+2<n<séd
(X)mn = m=r,r+lyn=r—1

(X)mn  en otro caso
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es decir
A * * 0
X — 0 E * 1
0
0
0 N H 0
0 * * 0
*%x0..0
*%x0..0
. . * ok % ... %
donde A es una matriz diagonal y H =
Rk Lk

Si X es una matriz nilpotente, como A es diagonal, tenemos que A es una matriz nula y por la
ubicaciéon de la matriz £ podemos decir que E es una matriz nula. Por otra parte por la forma de
X obtenida anteriormente es facil ver que X (bE;—1, + cEp_1, — Ep—1,4i) = 0. Luego dado que
X ybEi1,+cE,1, — E,_1,+; conmutan entonces (bE;_1, + cEy,—1, — Ep—1,4:)X = 0 por lo

tanto
0

(bBi—1, + cBn_1, — En_1,40)X = : € KE+Dx(s+1)

es una matriz nula. Como b # 0 la fila X, es nula, luego la fila X, ;; es nula paratodoi = 2,...,s—r.
Por lo tanto X es de la forma deseada. O

Lema 6.1.6. Sean r,s € N tales que r < s <2r — 1 yr > 4. Sean (7w, V) una nilrepresentacion de
L(r) y B={wi,...,wst1} una base de V' con las siguientes propiedades

- para cada w € k{w,, ..., ws} existe Z € 3(L(r — 1)) tal que 7(Z)(w) # 0;

- [7(X)]B es de la forma

zo
0 : * 0 * * * 0

Ty
mX)s= [ o o | + o m(X,)]5 = R P R
0 0 0 0 * * * 0
0 0 0 0 * * * 0
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Z27r
0 0 * 0 * * * :
. Zp—1r
)= [ o o o o mDs= - -+ |
0 0 0 0 * * * 0
0 0 0 0 * * * 0

para todo Z € 3(L(r —1)) 6 Z = 21,21, y 7 = Z::_Ql Zir Zir;

- Zir(wr) #0 y

- existe myn tal que 2 <m <n <r—1yn(Zpy)(wg) =0 para todo k =r+1,...,s.

Entonces (m,V) no es una nilrepresentacion fiel de L(r).

Demostracion. Para simplificar la notacion llamaremos X a m(X) para todo X € L(r).

Supongamos que (m, V') es nilrepresentacion fiel y veamos que llegamos a una contradiccion.

Para esto mostraremos que existe una base B = {w1,...,wy_1, Wy, ..., Ws, wsy1} de V tal que
0 * * 0 0 0 * 0
[XT]E = 0 0 * 1 I:Xl]é = 0 0 a e1 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 * 0 0 0 0 0

donde e; = (1,0,...,0).

Observemos que la diferencia entre las bases By B de V es que en B hemos sustituido los
vectores Wy, . .., Ws POr Wy,...,Ws. Por la manera en que obtendremos los vectores w; sera facil ver
que la condiciéon (2) del enunciado se mantiene para todo X € L(r). Luego, como Z1; = [ X1, X|]
tenemos que el conjunto {[ZM] Bit=2,... ,r} es linealmente dependiente lo cual contradice que
(m, V) sea una nilrepresentacion fiel. Por lo tanto (7, V') es una nilrepresentacion no fiel de £(r).

s+1

Sea o : V — k la funcional lineal tal que « ( =1 ajwj) = ay—1. Paratodo k =1r,...,s y por

la forma de [X,,]B v [Xn]B tenemos que

- X (wi) = 3527 amjw; + a(Xon (wi))wp—1;

- X (wy) = Z;;% an,jw;j + Xy (wk))wr—1
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Como Zpy = [Xm, Xn] y por la condicién (4) de enunciado Z,,, (wg) = 0 paratodo k =r+1,...,s
tenemos que

[vaXn] (’Ujk) = Xan(wk) - XnXm(wk)
= o X (wg))um — (X (wg))un, pues Xi(uj) =0 parai=1,...,r—1,j=1,...,r—2,

entonces a( X (wg))wm—1 — a(Xp(wg))wn—1 = 0. Dado que {wp,—1,wn—_1} es linealmente indepen-
diente en V tenemos que

(X (wy)) = a(Xp(wg)) =0 (6.3)
para todo k = r+1,...,s. Sea W; = k{w,,...,ws} entonces por la ecuacion (6.3) tenemos que
o(Xm ) = (X [y) = 0.

Probaremos que (X (wg)) # 0 para algin k = r + 1,...,s. Supongamos que esto no ocurre,

es decir, (X7 |w,) = 0. Por la condiciéon (2) del enunciado tenemos que

0
0 * 0
0
[XI]B: 0 0|lao0... 0|0
0 0 0 0
0 0 0 0

donde a = o(X;(w,)).
Si a = 0 entonces X1 € 3(£(r)) lo cual es un absurdo. Luego a # 0, es decir, a(X;(w;,)) # 0.

Como hemos supuesto que (7, V') es una nilrepresentacion fiel de £(r) y por las condiciones
(2) v (4) del enunciado tenemos que Zp,,(wy) # 0. Ademas obtenemos que

0# Zmn(wl) = O‘(Xn(wr))wm—l - a(Xm(wr))wn—l-

Por lo tanto, por la condicion (2) del enunciado, Z,,,(v) = a(Xn(v))tm — (X (v))u, para todo
v € V. Por otra parte

Zlm(wk) = Xle(wk) - Xle(wk)

r—2 r—2

=X Z A, jwj + (X (wg) | wr—1) — X Z a1 jwj + (X (wg) | wr—1)
j=1 J=1

= —a(Xi(wg))wm—1 por la forma de [X1]z,

luego Z1,(v) = —a(X1(v))wp—1. Del mismo modo Zy,(wy) = —a (X1 (wg))wn—1, es decir Z1,(v) =
—a(X1(v))wy,—1. Por lo tanto existen a,b € V* tal que

Zmn = aZ1m + bZ1y

pero esto contradice que {Zyn, Z1m, Zin} es linealmente independiente. Esta contradiccion sale de
suponer que a(X1 |w,) = 0, por lo tanto existe k =7+ 1,...,s tal que a(X;(wy)) # 0.
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Sin pérdida de generalidad se puede suponer que k = r + 1, ya que de lo contrario podemos

reordenar el conjunto {wy41,...,ws} C B. Este cambio no modificaria la forma de [X]p para todo
X € L(r).

Ahora determinaremos la base B de V. Podemos modificar la base de Wi {wys1, Wryo, ..., Ws}
tal que a(X(wg)) = 0 para k =7+ 2,...,s. Por la condicion (1) del enunciado para w,42 existe

Z € 3(L(r—1)) tal que Z(wy42) # 0. Como 3(L(r)) = [L(r), L(r)] existe i = 2,...,r — 1 tal que
a(X;(Wyy2)) # 0. Supongamos ¢ = 2, es decir, a(Xo(wW,42)) # 0. Nuevamente modificamos la base
de Wy por {w] |, Wyi2, W, 5...,w,} tal que

a(Xi(wpyq)) #0, (Xo(Wri2)) #0 y
(X1 (Wrt2)) = a(X1(wy,)) = a(Xa(wy,)) = a(Xa(wl.y,)) = 0 para todo k =r+3,...,s.
Si seguimos con este procedimiento podemos suponer que existe {wy,1,...,ws} base de W tal
que

a(Xi—r(w)) #0 v o(Xi—p(wj)) =0 paratodoj#ii=r+1,...,s.

Sea B = {w1,..., W, Wyt1,...,Ws,Ws1} C V. Por la forma en que hemos obtenido B es claro
que es una base de V, ademaés se puede ver que

0 T;€; * 0
[X’L]EZ 0 0 a e 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0
~ 0 1 sii#1 ]
donde e; = ( 0,...,0 ,1,0,...,0), ;= |1 | ya; = “# paratodoi=1,...,s —r.
N—— 0 0 sii=1
(i—1) veces .
0

Dado que Z1; = [ X1, X;] entonces
[Z1ilg = —a(X1(w))Eim1r — Bic141
para todo i =2,...,r — 1y como Z;, = [X;, X,,] entonces
[Zinlg = —a(Xn(wr)) B, — a(Xi(wp))Epn—1p — En—1p4i

para todot=2,...,s —r.

Como el conjunto {Z1;, Zin} C 3(L(r)) tenemos que las matrices [Z1;]5 y [Zin] 5 conmutan con

B
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la matriz [X,]5. Entonces, por el Lema 6.1.5,

0 x x 0
(X5 = 0 0 * 1
0 0 0 0
0 « * 0

Dado que 7y, = [X1, X,] y por la forma de [Z;,]p dada en la condicion (2) del enunciado tenemos
que [X;]5 tiene la forma

0 * * 0
(X5 = 0 0 x 1
0 0 0 0
0 0 * 0
que es lo que queriamos probar. O

Lema 6.1.7. Sean r,s € N tales que r < s < 2r—1 yr > 4. Sean (w,V') una nilrepresentacion fiel
de L(r) y B={wi,...,wst1} una base de V' con las siguientes propiedades

- para cada w € k{w,, ..., ws} existe Z € 3(L(r — 1)) tal que 7(Z)(w) #0 y
- [7(X)]B es de la forma

T2
0 : * 0 * * * 0
Ty
[W(X)]B == 0 0 * 0 [W(Xr)]B = * * * 1
0 0 0 0 * * * 0
0 0 0 0 * * * 0

para todo X = Sl x X € L(r—1) y

Zop
0 0 * 0 * * * :
_ Zr—1r
[T‘—(Z)]B - 0 0 0 0 [W(Z)]B — * * * 0
0 0 0 0 * * * 0
0 0 0 0 * * * 0

para todo Z € 3(L(r —1)) 6 Z = 21,214 ¥y 7 = 22;21 Zir Ly
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Entonces existe ig = 71,...,5 tal que para cada 1 < m <n <r—1existek #igyk=r,...,s tal
que (L (wi)) (wy) # 0.

Demostracion. Para simplificar la notacion llamaremos X a (X)) para todo X € L(r).

La demostracion la haremos por el absurdo, es decir, supongamos que para cada ¢ = 7,...,s
existe 1 <m <n <r—1tal que Z,,(wg) =0paratodok #iy k=r,...,s.

Dado que (7, V') es una representacion fiel de £(r) y por la forma de [Z;,]p dada en la condicion
(2) del enunciado es facil ver que existe w;, € B con iy = r,...,s tal que Z1,(w;,) # 0. Entonces
existe 1 <m < n <r—1tal que Z,,(wg) =0 para todo k #igy k=r,...,s.

Sea o : V — k la funcional lineal tal que « (ng ajwj) = a,_1.

Veamos que podemos tomar m # 1. Supongamos lo contrario, es decir, para todo ig = r,...,s
tal que Zi,(wj,) # 0 existe 2 < n < r —1 tal que Z1,(wg) = 0 para todo k #igy k =1,...,s.
Luego

Zin(wy) = [ X1, Xp|(wr) = X1 X (w) — Xn X1 (wy)

r—2 r—2
=X Z an;wj + o Xp(wi))wr—1 | — X, Z ajwj + (X (wg))wr—1
j=1 j=1
= —a(Xi(wg))w,—1  por la forma de [X;]p
=0,
entonces a(X;(wg)) = 0 paratodo k #igy k =r,...,s. Por la condicion (2) del enunciado tenemos
que
0
0 * 0
0
[XI]B - 0 0 ae; 0
0 0 0 0
0 0 0 0

donde a = (X3 (wi,)) vy €, = (0,...,0,1,0,...0).
io—1 veces

Si a = 0 entonces X € 3(L(r — 1)), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto a # 0 es decir,
a(Xi(wi)) # 0.

Supongamos que existe i1 =7r,...,s y i1 # 1o tal que Z1,(w;,) # 0 entonces existe 2 <n <r—1
tal que Z15(wy) = 0 paratodo k # i1y k =r,...,s. Luego obtenemos que o (X1 (wg)) = 0 para todo
k#i1yk=nr,...,s. En particular a(X;(w;,)) = 0, pero esto contradice lo probado anteriormente.
Por lo tanto existe un tnico ig = r,...,s tal que Zi,(w;,) # 0 luego, por la forma de [Z1,]p dada
en la condicion (2) del enunciado, tenemos que

[ZI’I‘]B c k{Ej—l,io : ] = 2, ... ,T} . (6.4)

Como Zy; = [X1, Xj] para todo j = 2,...,7 — 1y por la forma de [X;]p, dada en la condicion (2)
del enunciado, se puede ver que [Z1]p = —a(X1(w;,))E;-1,, para todo j = 2,...,r — 1. Luego,
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por la ecuacion (6.4), el conjunto {Z1; : j = 2,...,r} es linealmente dependiente lo cual contradice
el hecho que (7, V') es una representacion fiel de £(r).

Por lo tanto existe ig =r,...,s tal que Z1,(w;,) #0y 2 <m <n <r—1tal que Zy,(wg) =0
paratodo k #£igy k=r,...,s.

Podemos suponer que ig = r ya que de caso contrario reordenamos el subconjunto {wy, ..., ws}
de B de tal forma que el primer elemento fuera wj,, este reordenamiento no modificaria la forma
de [X]p dada en la condicion (2) del enunciado para todo X € L(r).

Luego para ig = 7 existe 2 < m < n < r — 1 tal que Zn(w,) # 0y Zpn(wg) = 0 para todo
k=r-+1,...,s. Entonces, por el Lema 6.1.6, (7, V') es una nilrepresentacion no fiel de £(r) pero
esto contradice las hipétesis del enunciado. O

Lema 6.1.8. Sea (m, V) una nilrepresentacion fiel de L(r) y B una base de V tal que alguna de las
siguientes condiciones se verifican para todo X € L(r)

a. m(X) es como en el Lema 6.1.3;

b. 7(X) es como en el Lema 6.1.7.
Entonces existe (71, V1) una nilrepresentacion fiel de L(r — 1) tal que dimV = dim V; + 2.

Demostracion. Supongamos que estamos en el caso (a). Sea u; € B del Lema 6.1.3 y Vj =
V/(k{u;,v1}) y sea

m: L(r—1) — gl(V7)
X = 7m(X)(v),

es claro que

- dimV =dim Vi +2;

- (m1, V1) es una nilrepresentacion de L£(r — 1).

Falta probar que (1, V1) sea fiel, para ello es suficiente probar que (7, [5£(r—1)), V1) es fiel. Supong-

amos lo contrario, es decir, existe Z € 3(L£(r—1)) tal que para todo v € V; tenemos que 7(Z)(v) = 0.
Entonces 7(Z)V € k{u;,v1}, es decir w(Z)(v) = a(v)u; + A(v)vy, por la forma de [7(Z)]p tenemos
que 7(Z)(v) = a(v)u;, es decir A(v) = 0. Pero esto contradice el Lema 6.1.3, por lo tanto (7, V1)
es una nilrepresentacion fiel de L(r — 1).

Supongamos que estamos en el caso (b). Como (7, V') es una nilrepresentacion fiel de £(r) existe
wy € B tal que 7(Z1,)(wy) # 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que k£ = 1. Sea
Vi =k{u,...,up_1,w3,...,ws} entonces m(X)Vy C Vj para todo X € L(r —1). Sea

w1 L(r—1) — gl(V7)
X = 7(X)(v)

es claro que

- dimV =dimV; + 2;
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- (m1, V1) es una nilrepresentacion de L(r — 1).

Falta probar que (71, V1) es fiel, para ello es suficiente probar que (m; | s(c(r—1)), V1) es fiel. Sea
Z € 3(L(r — 1)) tal que m(Z)V; = 0 entonces 71(Z)(w;) = 0 para todo w; € B salvo wy ya que
m(Z)V # 0, es decir, m(Z)(w1) # 0. Ademas existen X,Y € L(r—1) tal que Z = [X,Y]. Sin pérdida
de generalidad podemos pensar a

r—1 r—1
X:ZJIZ'XZ‘ Y:Zini.
i=1 i=1

Seaiy =min{i € {1,...,7 =1} :2; #0} eto =min{i € {1,...,7 — 1} : y; # 0 y i # i1}, definimos
Xi1 = )(y)(i2 =Y Yy sea B = {X17~--7Xi1a---7Xi2;---aXr7Zij 1 <1< j < T'} tal que
Zi; = [Xi, X, en particular Z; ;, = Z. La base B’ tiene la particularidad que Zj,(w) # 0 y existe
Ziyi, € L(r —1) tal que Z; 4, (w1) # 0y Z; i, (wy) = 0 para todo wy, € B. Pero esto contradice el
Lema (6.1.7). Por lo tanto (71, V1) es una nilrepresentacion fiel de £(r — 1). O

Teorema 6.1.9. Sean r € N, r > 4 y (m, V) una representacion fiel de L(r) entonces

dimV > 2+ {2 dimg,(c(r))] ,
En particular, p(L(r)) > 2+ [2 7‘(7"2—1% '

Demostracion. Como 3(L(r)) = [L(r), L(r)], por el Teorema 1.3.10, podemos pensar que (m, V') es
una nilrepresentacion fiel de £(r). Entonces m(£(r)) es una familia de endomorfismos nilpotentes
que conmutan con 7(3(L(r))), ya que 3(L(r)) es el centro de L(r). Luego por la Proposicion 3.1.5,

existen vectores linealmente independientes {vi,...,vs,...,vs} y una descomposicion de L(r) =
Lrg @@ Lrsy3(L(r) =31(L(r) & & 55(L(r)).
Sea
F:L(r)—V
X — W(X)Ul 5

dado que 7 es una representacion de L£(r) es claro que F' es una aplicacion lineal y ker F' es una
subalgebra de Lie de £(r). El ker F' lo podemos escribir

ker F =ker FN3(L(r)) U

donde U es un complemento directo de ker F'N 3(L(r)) en el ker F' de dimension m.

Sea b el algebra de Lie de dimensién m generada por U de dimensiéon m, como ker F' es un
algebra de Lie entonces h es una subalgebra de Lie de ker F'.

Por la Proposicion 3.1.5, im F' Nk{vy,...,vs} = 0 entonces dim V' > im F' + s’. Por lo tanto
dim V + ker F [5z(y) +m > dim L(r) + 5",
entonces

dimV + ker F |,z () +m > dim V, + dim3(L(r)) + '
dimV > dimV, —m + dimim F' [z +5"
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Dado que F' [£¢r)): 3(£(r)) — V coincide con la aplicacion Fy [4z(-)) de la Proposiciéon 3.1.5
entonces dim 3(£(r)) < 8" dimim F' |5z, luego por la ecuacion (3.1)

{2 dimg(ﬁ(r)ﬂ < s dimim F [y -

Por lo tanto dim V' > dim V, — m + [2 dimg(ﬁ(r))—‘ .

- Sim <r — 2 entonces dimV, —m > 2, luego dimV > 2 4 [2 dim;,([,(r))-‘ .

- Sim =1 —1 entonces ker F' = L(r — 1) & 30, donde 30 C 3(L(r)) N ker F.

Probaremos que dimjg < 1. Sea B, = {Xl,...,XT_l,XT,Zij 1 < i < j < r} base de
L(r) y tal que B,—1 = {X1,...,X,-1,Z;5 : 1 <i < j <r—1} es una base de L(r — 1), luego
W(Xi)(111> = W(Zij)(vl) =0 para todo XZ', Zij € B,_1.

Sea Z7 € 3¢ entonces Z; = Zl§i<j§r—1 ai; Zij + Z;:ll b; Z;. Luego

r—1
0=m(Z1)(v1) = > bim(Zir)(v1),
=1

por lo tanto Z:;ll biZi € ker F.

Sea X = Z::_ll b;X; € L(r—1). Cambiamos la base B, y B,_1 por B, = {X{, Xo,..., X,—1,X,, Zi;}
y B, ={X{,Xo,...,X,_1,Z;;} tal que Z;; := [X;, Xj], en particular Z;,, = Z;. Supongamos que

existe Zy € 30 entonces Zs = Zl<i<j<7”—1 aij Zij + Z:;ll b, Z;y, de la misma forma que con Z; ten-

emos que Z::_Ql biZiy € ker F. Cambiamos nuevamente la base tomando X} = 22;21 b; X; donde
Zoy = 2z, por lo tanto podemos pensar que una base para 30 es {Zir,..., Zpr}.

Por la Proposicion 3.1.5 existe una base de
B = {Zp+1r(vl)7 ) Zr—lr(vl)a Xr(vl)a Wi, ..., Ws, vl}
tal que
1) imF = k{Zp+1r(Ul), PN erlr(vl), Xr(vl)};
2) ker FV CimF
Sea Z;, € ker F' entonces
0= Zir(v1) = [X;, Xp](v1) = Xi(Xr(v1)),

luego por (1) tenemos que X;im F' = 0 para todo i =1,...,p y por (2), X;(w;) € im F para todo
wj € B por lo tanto
Zii(wj) = X1.X;(wj) — X; X1 (w;) para todo wj € B
=0
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luego Z1;V = 0. Esto contradice el hecho que (7, V') es una representacion fiel, si i > 1. Por lo tanto
dim 30 < 1.

Como dijimos anteriormente B = {Zp41,(v1), ..., Zr—17(v1), Xy (v1), w1, ..., ws,v1 } es una base
de V, para p =0 6 1. En este caso la base B cumple las condiciones del Lema 6.1.3 6 Lema 6.1.7,
respectivamente. Luego por el Lema 6.1.8 dada (7, V) una nilrepresentacion fiel de L£(r) existe
(71, V1) una nilrepresentacion fiel de £(r — 1) tal que dim V' = 2 + dim V3.

Haciendo induccién sobre r tenemos que

dim Vi > 2 + [2\/dim5(£(r - 1))} .

Por otra parte dim3(L(r —1)) = %, es facil ver que 2+ [2 W—‘ > [2 T(rz_l)—‘ Por
lo tanto

dimV =2+dimV;

—1)(r—2
dimV > 242 + {2 (74)2(7“)}
>92 4 |72 M“ )
2
O

6.2. Nilrepresentaciones Fieles de L(r)

6.2.1. Una primera representacion de L£(r)

Sean k un cuerpo de caracteristica cero y » € N. El algebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de
rango r sobre k es £(r) = V & A%V, donde V es un espacio vectorial de dimensién r sobre k. Los
tnicos corchetes de Lie no nulos son [u,v] = uAv € A*V para todo u,v € V. El centro de L(r)
es /\2 V. L(r) es el objeto libre en las algebras de Lie 2-pasos nilpotente con r-generadores sobre
k. Mas atin, toda algebra de Lie 2-pasos nilpotente es de la forma n = L(r)/W = VPN V/W
para algin r, donde W es un subespacio de /\2 V. El grupo GL(V) acttia sobre V' y /\2 V, luego
actia sobre L£(r). A partir de esta accion L£(r) puede ser vista como el radical nilpotente de una
subalgebra parabolica de un algebra de Lie simple.

Vamos a describir una primera nilrepresentacion fiel de £(r), que denotaremos (.1, k* ™).
Sea B ={X1,...,X,,Z;; : 1 <i<j<r} una base de L(r) tal que [X;, X;| = Z;; y cero en otro
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caso. Entonces

r1 X1y ... 213 Z12 0
To |zop ... 223 0 -299
r3 |Z3r - .. 0 -2923 -Z13
0
zr |0 ... -23.-29p -Z1p
T (X) = 0 0 |z, ... z3 x9 =
0 0 0

para todo X = >0, x; X; + ZKKJ-Q zijZ;; € L(r). Por lo tanto tenemos una nilrepresentacion
fiel de £(r) de dimension 2r + 1.

6.2.2. Nuevas representaciones de L(r)

Para comenzar esta secciéon daremos algunas definiciones y probaremos unos resultados que seran
utiles para formar nuevas representaciones fieles del algebra de Lie £(r) para todo r € N.

Sean a,b,” € N talesque a >b,2b>rya>r—1ysean

X
- W= € M(2b,7): X € M(r,7) tal que X + X' =0 ;
0
Ay
Ay
- Uy, = | € M(2b,7): A; €V, p donde V, un subespacio de M(2,r) tal que dim V, = 2r—a.
Ap

Es facil ver que W y Uy, son subespacios de M (2b, 7).

Observacion 6.2.1. Un modo de escribir a Uy, es
Uy, =Vie- -9V

tal que V; es un subespacio vectorial de k{Ez(s,l)H’j ci=1,2;5 =1,...,r} isomorfo a V, para
todo s =1,...,by donde E,,, € M(2,r) tal que

1 sip=m;n=q

0 en otro caso

(Emn)pq = {

91



6.2. NILREPRESENTACIONES FIELES DE L(R)

A continuacion veamos la forma que tiene un elemento v € Uy,. Sean d = dim Vg, {v1,...,v4}
una base de V, y v € V,. Entonces existen \; € k tal que v = Zle vy Ademés, como v, € M(2,r)
existen ozgj € k tal que

2 r
— E E (2RI
'Ut — aijEZ].

i=1 j=1

para todot =1,...,d. Por lo tanto

r d
v = Z <Z )\to/{j) Eij .

i=1 j=1 \t=1

Sean
d
pij(T1,. .. 24) = Zafjxt € kl[zy,...,zq] .
t=1

Veamos como escribimos v € Uy, en funciéon de los polinomios p;;. Por la observacion anterior
existen vs € V; para cada s =1,...,b tales que

5:51%—52—}—'--4—517

d d d
= Z)\%vt +Z)\?vt+---—|—z>\§vt Ay €k, 0] €V
t=1 t=1 t=1

2 r d 2 T d 2 r d
S SO TS 96 9] 0 SIEA ENIEERED 9) o 92 204 v
i—1 j—1 \t=1 i=1 j—1 \t=1 i—1 j=1 \t=1
2 r 2 r I
=33 DAL ADEG + Y pi(A e AD By e+ > pi (A A B4y
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
2 r b
= ZZ (ZP@'(A? ce )\Z)EQ(S—1)+i,j) -
i—1 j—1 \s=1
Luego v en forma matricial tiene la forma
pui(A;) pz(A) pis(A) pra(y) pir(A})
p2i(N) p2a(A) pas(\) paa(A) p2r(A})
pi(X) p12(A)) pi3(A)) pua(X}) pir(A})
p21(A7) pa2(A7) pas(AY) pas(X}) p2r (A7)
v=| pu() p2(X) piz(X) pua() pie(N) | € M(2b,r) (6.5)
p21(N}) p2a(N}) paz(A}) pas(A}) p2r(A})
pi(A) pi2(AY) pis(N)) pua(X)) .. prr(AD)
p2(N) paa(N)) pas(N}) paa(ND) ... p2r(AD)

donde ppn (A7) = Dmn(A], A3, ..., A)) paratodo 1 <m <2y 1<n<r,

Supongamos ademas que v € W, es decir v € W N Uy, . Entonces las entradas de v verifican las
siguientes ecuaciones;
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- p12s—1(A]) = p2,2s(A]) = 0;

- P12s—1(A)) +p2,2s(A]) =0
para todo s =1,..., L%J y

- pii( M) +pj’,2(s—1)+i(>‘fv,@) =0

donde

) si j es impar ;

.
N ‘

si j es par

w\b

(') = )
paratodoj=28+1,--w7“y3:17'”7L%J_1y

- pij(Af, A5, ..., A5) = 0 para todo s = [5] +1,...,b;

- en el caso en que r es impar tenemos

N3

pl,r()\l’[ —|) = 07

5,

p2j(A;?') =0 paratodo j=1,...,r

Estas ecuaciones dan origen al sistema homogéneo A\ = 0 donde

Al

M(1, db)

y A es una matriz de orden (T(T—H) +7r(2b — r)) x db. Para dar una mejor descripcion de A vamos

a separar en dos casos r par y r impar.

A 0

0 B ) . donde A, es una matriz de orden L;LI) X ds y B es de

Si r es par entonces A = <
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orden 7(2b —r) x (b — %) La forma de cada una de estas matrices es;

donde la matriz

As =

para todo s =1, ...,

paratodoi=1,...,

Ay 0 0 0 0 0
0 Aq 0 0 0 0
0 0 As 0 0 0
0 0 0 Ay 0 0
0 0 0 0 A%
Az Aqp 0 0 0 0
Asg 0 A1 0 0 0
Azg 0 0 Ao 0 0
: 0
Arfl’r 0 0 0 0 A12 ’
0 Asg Az 0 0 0
0 Arg 0 Aszy 0 0
0 A1y 0 0 0 Asy
0 0 Arg Asg 0 0
0 0 A1, 0 0 Asg
0 0 0 0 Ar—l,r AT—3,T—2
0‘%,123—1 04%,225—1 ail,gs—l
Q3 95 Q3 95 Q3 9 € M(3,d)
1 1 2 2 d d
A 9s T Qo5 1 OF9g T Q50 4 Qf 95 T Q506
5y
0‘%,%—1 a%,?i—l ail,zi—l
a% 2i 0‘% 2i 0“21 2i
Agi—12i = 17 2" d € M(4,d)
042,12z‘—1 042,221‘—1 042,31‘—1
Qa1 9; a7 2 a7 2;
r—1y
B 0 0 0 0 0
0 B 0 0 0 O
0 0 B 0 0 0 EM(r(2b—r),d(b—g))
0 0 0 O 0 B
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donde
0‘%1 0‘%1 o1
0452 0452 Q9
04%3 04%3 Q13
0454 0‘%4 oy
04%5 04%5 0461l5
04%6 O‘%G O‘(216
g | g e o)
Qo) Qo). Aoy
0‘%1 04%1 Q91
0‘%2 0‘%2 19
0‘%3 04%3 045[3
O‘h 0‘%4 0‘%4
a%,r—l a%,r—l ag,r—l
Oéi,,, Oz%,r ail,r

Observacion 6.2.2. En particular si 2b = r entonces A = A,.

A—1 0 0
. . C D 0 .
Sir es impar A = 0 £ 0 donde A,_; es del tipo de A, cuando r es par de orden
0 0 B

(Tgl)T %d y B es del mismo tipo de la anterior matriz B de A en el caso par de orden r(2b —

X
r) x d (b— "t1). Las matrices C, D y E son de la forma

0 6o 0 o0 0 0 O 0
0 6o 0 o0 0 0 O 0
af, af, 0 0 0 0 0
oy, ag, 0 0.0 0 0 -
C = 0 0 a1y oy 0 0 0 EM(T+1,CZ >,
0 0 od ad 0 0 0 2
0 0 0 0 0 af od,
0 0 0 0 0 af a5,
a%r o aiT 1 )
a%,’,, DRI a(Qi,r, a%l DY a%l
all DR all a22 DY a22
D= al, ... o eEM(r+1.d) y E= : : € M(r—1,d).
1 d a%,rfl te ag,rfl
O1r—1 a1 r—1
En ambos casos el nimero de ecuaciones e incognitas del sistema A\ =0 es Ec := Lr; D (20 —

r) e In := db respectivamente.
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Lema 6.2.3. Para todo a,b,r € N tal que a < b;2b < r y 2r < a existe un subespacio V, de M(2,r)
de dimV, = 2r — a tal que Uy, "W = 0.

Demostracion. Es suficiente probar que para cada b € N tal que 2b > r existe un subespacio V,_1
tal que V,—1 N W = 0. Ya que por hipotesis a > r — 1 entonces dimV, < 2r — (r — 1) = r + 1 para
todo r € N. Por lo probado existe un espacio vectorial V,_1 de dimensién r+1 tal que V,_1NW =0,
sea V, un subespacio de V,_; de dimV, = 2r — a entonces V, "W = 0.

Para probar que V,_1 N W = 0, por las observaciones anteriores, es suficiente encontrar un
conjunto {ozgj i=1,27=1,...,ryt=1,...,r+ 1} tal que

1. el sistema homogéneo A\ = 0 tiene solucién trivial;

2. y el conjunto {v1,...,v,41} € V.1 es linealmente independiente, donde v, = Z?zl Z;zl ozijij
paratodot=1,...,r+ 1.

Supongamos que hemos probado (1), es decir, existe un conjunto {aﬁj =129 =1,...,ryt=
1,...,7 + 1} tal que A particularizando para estos valores tiene un menor A de orden I tal que
det(A) # 0. Sea

0= {{a%:izl,?;jzl,...,ryt: 1,...,7+1} : det(A) 750} # ()
entonces O es un abierto denso no vacio de k1% Ademas el conjunto

{afj:i=1,27=1,...,ryt=1,...,r+1}

tal que {v1,...,v4} es linealmente independiente es un abierto en kDb hor lo tanto existe {a;?j :
i=1,2,7=1,...,ryt=1,...,7+ 1} que verifican 1) y 2) simultdneamente.
Sea aj := (a}j,a?j,...,aﬁl) paratodoi=1,2y j=1,...,rysea{a;j:i=1,2;=1,...,r}

el siguiente conjunto particular;

0 sit#2s—1,2s
- Q125—1 = €251y 053125_1 = aiQS sit=2s—1,2s para todo s =1,... {%],
% sit=d
0 sit#2s—1,2s
- 25 = €25 Y oztms = 04?1,23 sit=2s—1,2s paratodos=1,... L%J,
% sit=d

tal que 0/1725 +04§,25—1 # 0 para t = 2s—1,2s. Por lo tanto o 25+ 25—1 = (aisfsl +a%f2;1_1)628_1 +

2s 2s
(% + ad%,_1)eas + €ry1.

Analicemos la forma que obtiene A al reemplazar estos valores de a;.

A . . .
En el caso r es par A = < OT B > y particularizando la submatriz A; de A, tenemos que
0 ... 1 0 ... 0
A;=1 0 ... 0 1 ... 0 y
25—1 25—1
0 ... oy +ayn 04%,825 +adheq - 1
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0 1 0 0
0 0 1 0
Aza-120 = 0 a352;£1 O‘%Esfl 0| € M(4,r+1)
0 al,sis al,SZS 0
para todo s =1,...,5.

Dado que A, es una matriz cuadrada podemos calcular el det(A,). Por la forma de las subma-
trices As, el det(A,) = det(A,) donde A, la obtenemos en dos pasos

- por la forma de A, al calcular el det(A,) podemos suprimir las 3Z-primeras filas (y las correspon-
2
dientes columnas) de A,;

- como nos interesa el valor absoluto del det(A4; ), reordenamos las columnas de manera conveniente
de la matriz que resulta del punto anterior y obtenemos la matriz A, que tiene la siguiente forma

AL 00 0
0 A2 0 0
A-| 0 0 A3 0
~T(.T—2)
0 0 O Ay
1 0 1 0
~. 0 1 0 1 r(r—2) ~.
donde Al = i itl g j+1 | € M(4,4). Por lo tanto el det(A4,) = [[,_{ det(A}).
Y
i azf,; a{,j ajl,i

Existen valores de afj tal que det(A%) # 0 entonces el det(A,) # 0 para ciertos valores de aﬁj.

Por otra parte cada submatriz B’ de la matriz B particularizada para los valores de a;; es de la

I 0
forma B’ = < B 1y > . donde I es la matriz identidad de orden r x r y
2
1
I=1| : | e M(r,1).
1

Es claro que B’ tiene un menor de orden r + 1 con determinante distinto de cero. Por otra parte
como B tiene b — § bloques de matrices B’ podemos concluir que B tiene un menor de orden
(r+1) (b — %) cuyo determinante es distinto de cero. Por lo probado anteriormente sabemos que
existen ciertos valores de o tal que A tiene un menor de orden @ +(r+1)(b-%) =(r+1)
cuyo determinante es distinto de cero.

A1

. Los valores de a;; serdn los siguientes

—
. . C
Si r es impar recordemos que A = 0
0

omyo
o oo

_ _ r+1.
- a1os-1 = €51 tal que s =1,...,57;

97



6.2. NILREPRESENTACIONES FIELES DE L(R)

- ap2s = eg, tal ques:l,...,%;
~1
- Q2 = 0/11,25661—1 + acll,Zsed
0 sit#2s—1,2s 0 sit#2s—1,2s
- gy = qaly, sit=2s—1,2s Yy abgeq = ab,, sit=2s—1,2s para todo s =
: sit=d : sit=d
1,..., 51, tal que of go+ b o, 1 # 0 parat =2s—1,2s. Por lo tanto a12s + ag 2.1 = (a%‘f{sl +

2s5—1 2s 2s
Q59— 1)€25—1 F (% + 5%, 1)e2s + €q.
Como primer paso para encontrar un menor de orden (r 4+ 1)b con determinante distinto de cero
primero vamos a permutar de cada bloque A7 _; de A,_; la r-ésima columna y la ubicaremos al
comienzo de la matriz D. Con este cambio la matriz A particularizada para los valores de a;; nos
quedaria

A1 0 0
C D 0
0 E 0
0 0 B
Donde
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 abtt 0 0 0 0
a_| o 0 0 0 0 0 EM(T+1,TM>,
0 0 0 ajft 0 0 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ag !
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0O 0 0 0 0 0 0 of ahft
1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
ah, 0 0 aly o}, 0 0 0 0 0 0
| o 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 €M<r+17,,a+1+7“—1>,
0 of, 0 0 0 a} o 0 0 0 0 2
: 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 o, 0 0 0 0 a2y ofyt 0
0 0 aly a3, 0 0 0 0 00
0 00 1 0 0 0 0 00
0 0 0 0 a ol 0 0 00 X
: 0
00 0 0 0 ag?, a3k 00
0 00 0 0 0 0 1 00
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Lo primero que debemos observar es que la matriz A,_; tiene la forma de la matriz A, cuando

r es par. Luego el det(A,_1) # 0 para ceirtos valores de af-j.

E
filas y columnas obtenemos la siguiente matriz

. (D - : .
FEn la submatriz ( = ) eM (2r, r+1+4 ’";21) si realizamos las permutaciones convenientes de

0o ... 0 1 0

0 ... 0 ab aif! oY
e ~ 0 0 1

Cy ... 0 0 0 donde C; = -1 i i+1
. Qg 0 al.ii-ll
: N 0 al. ()[7' !

0 ... Cra 0 : :

2

Por lo tanto, por lo probado en el caso par vemos que A,_1 tiene un menor de orden (r—21)r con de-
terminante distinto de cero y B tiene un menor de orden (r+1) (b — %) con determinante distinto

0 ... 0 1 0

0 ... 0 ab ahft
de cero. Ademés podemos encontrar valores de a’;fj tal que la matriz Cro. 0 0 0

0 ... Coa 0

2

tenga un menor de orden %(r — 1) + 2 cuyo determinante sea distinto de cero. Por lo tanto A tiene
un menor de orden @ +(r+1)(b— =)+ 3(r — 1) +2 = (r + 1)b con determinante distinto
de cero. Por lo tanto el sistema AX = 0 tiene solucion trivial para ciertos valores de a;;. [

Es importante notar que el Lema 6.2.3 es falso en el caso en que a < r — 1. Por ejemplo si
r=8,b=4ya= 6 entonces d = 10. Luego el nimero de ecuaciones es £ = 24 y el ntimero de
incognitas es I = 28 por lo tanto el sistema A\ = 0 tiene infinitas soluciones, es decir Uy, NW # 0.

En este caso vemos que E < I pero para asegurarnos que esto no ocurra es suficiente pedir que
ab > (;) Pero esto no es suficiente para asegurar que la conclusion del Lema 6.2.3 sea verdadero.
Ya que sia < r— 1y r par tenemos que

I:db:(2r—a)b>(r—l—l)b>(r+1)g

pues d = 2r —a > r + 1. Entonces si 7 es par tenemos que d5 > 5(r + 1) es decir que en la matriz

A de
A 0
A= "
(v 5)

podemos encontrar a lo sumo un menor de orden 5(r + 1) cuyo determinante sea distinto de cero y
dado que la cantidad de columnas de B es d(b—75) entonces A tiene como maximo podemos conseguir
un menor de orden £ (r+1)+d(b— %) con determinante distinto de cero, pero §(r+1)+d(b—5) < I
luego el sistema AX = 0 tiene infinitas soluciones.

A continuacion construiremos una familia {7, } de nilrepresentaciones fieles de £(r) donde a,b
son niimeros naturales que verifican las condiciones iniciales. La representacion 7, j, tendrd dimensién
a+ b+ 2y para ciertos valores de a, b obtendremos una nilrepresentacién fiel de dimensién igual a
la establecida en el Teorema ?77.
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Fijamos a,b € N tales que a > b,2b > r y a > r — 1. Por el Lema 6.2.3 existe un subespacio V,
de M(2,r) de dimension 2r — a, sea {Ay,..., A,} una base de V;-.

Sea A una matriz de M (a, 2r) con la propiedad que la i-ésima fila A; de A es tal que los primeros
2-elementos es la primera columna de A;, los 2-elementos siguientes es la segunda columna de A; y
asi sucesivamente.

Ahora vamos a obtener r—matrices a partir de A de tamafio a X 2r de la siguiente forma;

11 11 11
aj; @z Qg Ggp ayy, Qg
A =
afy aj;  afy a3y af, a3,
A Ao Ar
Sea
1
I=|-- - - eM@br)
0

1 0
donde ( > es la matriz identidad de tamafo r X r y <

1
(20 —r) x 7.
A partir de la matriz I obtendremos el conjunto {Bi,..., B} C M(2,b) donde

.. O) es la matriz nula de tamaifo

E sl s es impar
B, = 1[5] ' P
EQ% si s es par .

para todo s = 1,...,r. Es claro que el conjunto {Bj,...,B,} C M(2,b) es linealmente independi-
ente.

Sea {X1,...,X,} € M(a+ b+ 2) donde cada X; es de la forma

0 A; 0
Xi = 0 0 B;
0 0 0
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por lo tanto

0 0 AZB] — AJBZ
[Xi, X;] = 0 0 0
0 0 0
Como {B4y,...,B;} es linealmente independiente entonces {Xj,..., X, } es linealmente independi-
ente, llamaremos Z;; := [X;, Xj].

Ahora definimos mqy, : L(r) — gl(a + b+ 2,k) la aplicacion dada por
Tap(Xi) = Xs map(Zij) = Zij. (6.6)
No es dificil probar que 7, es una representacion, lo méas delicado es la inyectividad.
Teorema 6.2.4. Sean a,b,r € N tales que a > b,20 >r ya>r—1ym,p: L(r) — glla+b+2,k)

la aplicacion definida en (6.6). Entonces ma, es una nilrepresentacion fiel del dlgebra de Lie L(r).

Demostracion. Por lo comentado anteriormente es facil ver que (Wa,b,k“*'b”) es una nilrepre-
sentacion. Falta probar que es fiel, para esto es suficiente ver que el conjunto {Z;; : 1 <i < j <r}
es linealmente independiente. Supongamos que no es asi, recordemos que Z;; = [X;, X;], entonces

existen x;; € k tal que > i 2;;[X;, X;] = 0. Esto es lo mismo que
T
ininBj - l’ijAjBi = 0. (67)
1<J
Sea Tjj 1= —xj; y Tjj = x;;. Luego la ecuacion (6.7) se puede escribir como

r—1 r
> A D FB; | =0

i=1 i
Sean B; := > j4iTijBj € M(2,b) y Ef la p-ésima columna de B, luego la ecuacion anterior se
puede escribir como
s
ZAZ-Ef =0 paratodop=1,...,b. (6.8)
i=1
Sean
A=(A4 Ay ... A)eM(2r) y B=(B' B> ... IB%b) € M(2r,b)
tal que la p-ésima columna de B esta formada de la siguiente forma
By
D
|
BY
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Luego la ecuacion (6.8) se puede escribir

ABP = 0 (6.9)
para todop =1,...,b, es decir el espacio columna de B esta contenido en el complemento ortogonal
del espacio fila de A.

Por otra parte sean
B = (1@1%1 B2 ... IPI%T) € M(2b,r)
donde .
o
BP=| *
.b
By
paracadap=1,...,7y
0 r12 T13 ... T1p 0 X192 13 N ALY
o1 0 x93 ... xo —x12 0 To3 ... Xop
X — =
Trl XTy2 Xpz ... 0 —x1, —Top —X3 ... O

es decir X es una matriz antisimétrica, luego BX € W. Veamos que BX € Uy, y asi llegaremos a
un absurdo ya que W N Uy, = 0. Para ello veamos a la matriz BX de la siguiente forma

Bf BY ... B!
oo | BB B
BB .. B
donde cada submatriz
(Ef BY ... E,&’) € M(2,r) (6.10)
para cada p =1,...,b. A la matriz de (6.10) la podemos escribir como
By
o | %
B
Por (6.9) tenemos que BP esta ortogonal a A paratodoi=1,...ay p=1,...,p. Entonces
(Ef Eg E?) €V paratodop=1,...,b

es decir BX € Uy,, lo cual contradice el hecho que W N Uy, = 0. Por lo tanto el conjunto
{Zij:1§i<j§7“}

es linealmente independiente, es decir (7,5, V') es una nilprepresentacion fiel de L£(r). O

102



CAPITULO 6. EL ALGEBRA DE LIE 2-PASOS NILPOTENTE LIBRE DE RANGO R

Corolario 6.2.5. Sean a,b,r € N tales que a > b;b > 2r ya > r — 1. Sea L(r) el dlgebra de Lie
2-pasos nilpotente libre con r-generadores. Entonces

w(L(r)) <a+b+2.

Teorema 6.2.6. Sea r € N y L(r) el dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r-generadores. Si
r >4 entonces
r

24+ {2 ’"“’;ﬂ < u(Llr) <7+ H +1.

2

Demostracion. Por el Teorema 6.1.9 tenemos la desigualdad de la izquierda y tomando a = r —
T

lyb= [51 en el Corolario 6.2.5 obtenemos la desigualdad de la derecha. O
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