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Resumen

Por el Teorema de Ado se sabe que toda álgebra de Lie g de dimensión finita sobre un cuerpo k
de característica cero admite una representación fiel de dimensión finita. Esto da origen al problema
de calcular

µ(g) = mı́n{dimV : (π, V ) es una representación fiel de g}.
En general, no es sencillo de resolver este problema para un álgebra de Lie g dada y tampoco lo es
obtener cotas óptimas para µ(g) con g dentro de alguna familia dada.

Los principales aportes de esta tesis son los siguientes resultados:

- Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente tal que z(g) ⊆ [g, g] entonces⌈√
2
k + 1
k

dim g

⌉
≤ µ(g). (1)

Además, si g es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente y a una subálgebra abeliana de g de codi-
mensión d tal que z(g) ⊆ a entonces µ(g) ≤ dim z(g) + d+ 1.

Como una consecuencia de la ecuación (1) se obtiene que si gk es el álgebra de Lie k-pasos
nilpotente sobre un cuerpo k definida

gk =




0 A12 A13 ... A1k+1

0 A23 ... A2k+1

. . .
...

0 Akk+1

0

 : Aij ∈Ma(k) para 1 ≤ i < j ≤ k + 1


entonces µ(gk) = (k + 1)a.

- Según la clasificación de las algebras de Lie nilpotentes complejas de dimensión 6 dada por De
Graaf (ver [Gr]), el valor de µ es

Clasificación de De Graaf µ(g) µnil(g)
L6,19(ε) con ε 6= 0 4 4
L6,3, L6,4, L6,5, L6,8 4 5
L6,1, L6,2, L6,6, L6,7, L6,10, L6,11,

5 5L6,12, L6,13, L6,19(0), L6,20, L6,21(ε)
L6,22(ε), L6,23, L6,24(ε), L6,25, L6,26

L6,9 5 6
L6,14, L6,15, L6,16, L6,17, L6,18 6 6

donde µnil(g) = mı́n{dimV : (π, V ) es una nilrepresentación fiel de g}.



- Sea hm el álgebra de Lie de Heisenberg sobre un cuerpo k de dimensión 2m + 1. Definimos el
álgebra de Lie hm,p como el k-espacio vectorial

hm,p = hm ⊗ k[t]/(p)

con la estructura de álgebra de Lie dada por [X ⊗ a, Y ⊗ b] = [X,Y ] ⊗ ab con X,Y ∈ hm y
a, b ∈ k[t]/(p). Entonces para todo m ∈ N y todo polinomio no nulo p ∈ k[t] se tiene que

µ
(
hm ⊗ k[t]/(p)

)
= m deg p+

⌈
2
√

deg p
⌉

(ver [CaRo]).

- Sean r ∈ N y L(r) el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r generadores. Entonces

a) si r ≥ 4 entonces 2 +
⌈

2
√

r(r−1)
2

⌉
≤ µ(L(r)) ≤ r +

⌈
r
2

⌉
+ 1;

b) si r = 1, 2, 3 entonces µ(L(r)) = 2r − 1.

Palabras Claves: álgebra de Lie, representación fiel, nilrepresentación fiel, mínima dimensión,
Teorema de Ado.

2010 Mathematics subject Clasification: 15A03, 15A18, 17B10, 17B30, 17B70
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Introducción

Antecedentes y relevancia del problema

En este trabajo estudiamos representaciones fieles de mínima dimensión de álgebras de Lie
nilpotentes sobre un cuerpo k de característica cero. Específicamente tratamos de obtener cotas o
dar el valor de

µ(g) = mı́n{dimV : (π, V ) es una representación fiel de g}.

Este es un invariante que es finito por el Teorema de Ado y difícil de calcular en general, y en
particular para álgebras de Lie nilpotentes y solubles.

Una importante aplicación de la función µ es que sirve para dar una respuesta a una famosa
pregunta de J. Milnor (ver [Mi]) ¿Todo grupo de Lie soluble simplemente conexo actúa simple y
transitivamente por transformaciones afines sobre Rn para algún n ∈ N? En 1995, Y. Benoist ([Be])
dió la primera respuesta negativa a la pregunta de Milnor. Para ello Benoist construyó un álgebra
de Lie nilpotente g de dimensión 11 tal que µ(g) > 12.

Por otra parte el problema es computacionalmente importante pues varios algoritmos utilizados
para obtener información de un álgebra de Lie dada, dependen de tener una representación fiel
de ella de dimensión pequeña. Además, hay una conexión estrecha entre el problema de encontrar
representaciones fieles de álgebras de Lie nilpotentes y el problema de encontrar representaciones
fieles de grupos discretos nilpotentes.

Un objetivo ambicioso sobre este tema es obtener un polinomio p ∈ k[t] tal que para toda álgebra
de Lie g

µ(g) ≤ p(dim g).

Algunos resultados parciales que sugieren la existencia de tal polinomio p son los siguientes. Si el
centro de g es trivial, por la representación adjunta, se tiene que que

µ(g) ≤ dim g,

en particular si g es un álgebra de Lie simple (ver [BM]). Por otra parte, Reed mostró que en el
caso de g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente se tiene

µ(g) ≤ 1 + (dim g)k

(ver [R]), para ello usó la construcción de Birkhoff de una representación fiel de g por cociente del
álgebra universal envolvente de g. Si g admite una estructura afín entonces

µ(g) ≤ 1 + dim g.



Algunos otros resultados sobre µ(g) son:

- Sea g un álgebra de Lie abeliana de dimensión n > 1 entonces µ(g) =
⌈
2
√
n− 1

⌉
(ver [M], [S]).

- Sean n(n, k) y t(n, k) las álgebras de Lie de matrices triangulares superior estricta y triangu-
lares superior, repectivamente, sobre un cuerpo k de característica cero entonces µ(t(n, k)) =
µ(n(n, k)) = n.

- Sea hm el álgebra de Lie de Heisenberg de dimensión 2m+ 1 sobre un cuerpo k de característica
cero entonces µ(hm) = m+ 2 (ver [B2]).

- La siguiente tabla contiene los valores de µ para las álgebras de Lie simples sobre C (ver [BM]),

g dim g µ(g)

Dn , n ≥ 4

Cn , n ≥ 3

Bn , n ≥ 3
B2

An , n ≥ 1

2n2 − n

2n2 + n

2n2 + n

10

(n+ 1)2 − 1

2n

2n

2n+ 1
4

n+ 1

g dim g µ(g)

G2

F4

E8

E7

E6

14

52

248
133

78

7

26

248
56

27

- Sea g = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir un álgebra de Lie semisimple sobre C e Ii ideales simples de g, entonces
µ(g) =

∑r
i=1 µ(Ii).

Sea g = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir ⊕Cl un álgebra de Lie reductiva sobre C e Ii ideales simples de g, entonces
µ(g) = µ(g′) + µ(Cl−r). Donde µ(Cl−r) =

⌈
2
√
l − r − 1

⌉
si l − r > 1 y µ(Cl−r) = 0 en otro caso

(ver [BM]).

- Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de característica cero, entonces
µ(g) ≤ 1 + (dim g)k (ver [R]).

- Sea g un álgebra de Lie nilpotente que satisface alguna de las siguientes condiciones:

a) dim g < 8.

b) g es k-pasos nilpotente con k < 4 (ver [Sc]).

c) g es Z-graduada con enteros positivos (ver [B1]).

Entonces µ(g) ≤ dim g + 1.

- Sea g un álgebra de Lie filiforme sobre un cuerpo k de característica cero entonces µ(g) ≥ dim g

(ver [B1]). Más aún si 1 ≤ rank(g) ≤ 2 entonces dim g ≤ µ(g) ≤ dim g + 1 (ver 2.4.2).

Existe un álgebra de Lie g nilpotente de dimensión n = 11 tal que µ(g) > dim g + 1 (ver [Be]).

- Según la clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 5 dada por De Graaf (ver

ii



CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

[Gr]), el valor de µ es (ver [BNT])

Clasificación de De Graaf µ(g) µnil(g)
L5,4 4 4
L5,1 4 5
L5,7, L5,6 5 5
L5,3, L5,5, L5,8 ≤ 6 4
L5,9 ≤ 6 5

Estructura de la tesis

Esta tesis está dividida en 6 capítulos. En el Capítulo 1 hacemos un breve repaso de la teoría de
representaciones, presentamos los teoremas básicos, algunos de ellos con demostración, e introduci-
mos ejemplos de álgebras de Lie que serán útiles para el desarrollo de los siguientes capítulos. Este
capítulo incluye una breve introducción al concepto de álgebras de Lie de corrientes y repasamos
algunas propiedades básicas de estas álgebras de Lie.

El Capítulo 2 contiene las definiciones de las funciones µ y µnil, ejemplos y propiedades de µ,
además damos algunos resultados que se conocen en la teoría y presentamos la demostración de
algunos de ellos. Para los casos en los que se necesitan resultados que no se encuentran en esta tesis
damos la cita correspondiente. Además investigamos la relación que existe entre las estructuras
afines y la función µ. Para ello damos las definiciones básicas, algunas propiedades y finalmente
damos una breve introducción de estructuras afines sobre álgebras de Lie filiformes.

El Capítulo 3 está dividido principalmente en dos partes, cotas superiores y cotas inferiores. En
la primera de ellas se prueban los siguientes teoremas:

Teorema 1. Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de característica cero tal
que z(g) ⊆ [g, g]. Entonces ⌈√

2
k + 1
k

dim g

⌉
≤ µ(g).

Este teorema es útil para demostrar lo siguiente:

Teorema 2. Sea k un cuerpo de característica cero y sea

gk =




0 A12 A13 ... A1k+1

0 A23 ... A2k+1

...
...

0 Akk+1

0

 : Aij ∈Ma(k) para 1 ≤ i < j ≤ k + 1


el álgebra de Lie k-pasos nilpotente entonces µ(gk) = (k + 1)a.

En la segunda parte, por medio de representaciones inducidas, construimos representaciones fieles
para g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión finita y probamos el siguiente teorema:

Teorema 3. Sean g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión finita sobre un cuerpo k de
característica cero y z(g) el centro de g. Sea a una subálgebra de Lie abeliana de g de codimensión
d tal que z(g) ⊆ a entonces

µ(g) ≤ dim z(g) + d+ 1.

iii



En el Capítulo 4, usando la clasificación dada por De Graaf (ver [Gr]) para las álgebras de Lie
nilpotentes de dimensión 6, calculamos una representación fiel de matrices. En cada caso damos
además una nilrepresentación fiel de dimensión mínima y en esta dirección probamos el siguiente
teorema:

Teorema 4. Según la clasificación de las algebras de Lie nilpotentes complejas de dimensión 6 dada
por De Graaf, el valor de µ es

Clasificación de De Graaf µ(g) µnil(g)
L6,19(ε) con ε 6= 0 4 4
L6,3, L6,4, L6,5, L6,8 4 5
L6,1, L6,2, L6,6, L6,7, L6,10, L6,11,

5 5L6,12, L6,13, L6,19(0), L6,20, L6,21(ε)
L6,22(ε), L6,23, L6,24(ε), L6,25, L6,26

L6,9 5 6
L6,14, L6,15, L6,16, L6,17, L6,18 6 6

En el capítulo 5 dado un cuerpo k de característica cero, k[t] el anillo de polinomios en una
variable, p ∈ k[t] un polinomio no nulo y d = deg(p). Sabemos que k[t]/(p) es un álgebra asociativa,
conmutativa con unidad y que dim k[t]/(p) = d. Sea hm el álgebra de Lie de Heisenberg sobre k de
dimensión 2m+ 1. Definimos el álgebra de Lie hm,p como el k-espacio vectorial

hm,p = hm ⊗ k[t]/(p)

con la estructura de álgebra de Lie dada por [X ⊗ a, Y ⊗ b] = [X,Y ] ⊗ ab con X,Y ∈ hm y
a, b ∈ k[t]/(p). Este capítulo está dedicado a la demostración del siguiente teorema:

Teorema 5. Sean k un cuerpo de característica cero, k[t] el álgebra de polinomios y hm el álgebra
de Lie de Heisenberg de dimensión 2m + 1. Entonces para todo m ∈ N y todo polinomio no nulo
p ∈ k[t] se tiene

µ
(
hm ⊗ k[t]/(p)

)
= m deg p+

⌈
2
√

deg p
⌉
.

La prueba está dividida en dos partes. En la primera de ellas, construimos para cada a, b ∈ N
tales que ab ≥ deg p una nilrepresentación fiel πa,b de dimensión m deg p + a + b. Obtenemos así,
una familia de nilrepresentaciones fieles entre las cuales hay una de dimensión

m deg p+
⌈
2
√

deg p
⌉

En la segunda parte, probamos que

µ(hm,p) ≥ mdeg p+
⌈
2
√

deg p
⌉
.

En el Capítulo 6 dado un cuerpo k de característica cero y r ∈ N. El álgebra de Lie 2-pasos
nilpotente libre de rango r sobre k es L(r) = V ⊕∧2V , donde V es un espacio vectorial de dimensión
r sobre k. Este capítulo esta dedicado a demostrar el siguiente teorema:

Teorema 6. Sean r ∈ N y L(r) el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r generadores. Entonces

iv



CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN

a) si r ≥ 4 entonces 2 +
⌈

2
√

r(r−1)
2

⌉
≤ µ(L(r)) ≤ r +

⌈
r
2

⌉
+ 1;

b) si r = 1, 2, 3 entonces µ(L(r)) = 2r − 1.

La prueba está dividida en dos partes. En la primera de ellas, probamos que µ(L(r)) ≥ 2 +⌈
2
√

r(r−1)
2

⌉
. En la segunda parte construimos para cada a, b ∈ N una nilrepresentación fiel πa,b de

dimensión a + b + 2. Obtenemos así, una familia de nilrepresentaciones fieles entre las cuales hay
una de dimensión r +

⌈
r
2

⌉
+ 1

v





Capítulo 1

Representaciones fieles de álgebras de Lie

En este capítulo repasaremos el concepto de representación fiel de un álgebra de Lie, el Teorema
de Ado y el Teorema de Iwasawa, estos son resultados centrales en la teoría de representaciones de
un álgebra de Lie g de dimensión finita. En §1.2 presentamos una demostración del Teorema de Ado
(ver [J1]). En §1.3 demostraremos una versión del Teorema de Ado llamado Teorema de Embeding
de Birkhoff (ver [Bi]), recordamos el Teorema de Zassenhaus y probamos que éste implica que la
parte semisimple y la parte nilpotente de una representación de un álgebra de Lie nilpontente son
también reprentaciones. Finalmente probamos que bajo ciertas condiciones, dada una representación
fiel (π, V ) de un álgebra de Lie nilpotente de dimensión finita, la parte nilpotente (πN , V ) de (π, V )
define una nilrepresentación fiel de g, además damos una pequeña introducción sobre álgebras de
Lie de corrientes. Estos resultados son de importancia para el desarrollo de los siguientes capítulos.

1.1. Resultados básicos de la teoría de álgebra de Lie

1.1.1. Representaciones de álgebras de Lie

Definición 1.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Una representación (π, V ) de un
álgebra de Lie g en V es un homomorfismo de álgebras de Lie π : g→ gl(V ). Más aún, si para cada
X ∈ g, π(X) es un endomorfismo nilpotente diremos que (π, V ) es una nilrepresentación de g.

La dimensión de una representación (π, V ) de un álgebra de Lie g es dimV .

A continuación daremos algunos sencillos ejemplos de representaciones de álgebras de Lie que
serán útiles para los próximos capítulos.

Ejemplos 1.1.2. (1) Sea hm el álgebra de Lie de Heisenberg de dimenaión 2m+ 1. Una base para
hm es B = {X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Ym, Z} tal que

[Xi, Yi] = Z

1



1.1. RESULTADOS BÁSICOS DE LA TEORÍA DE ÁLGEBRA DE LIE

y cero en otro caso. Una representación (πm, km+2) de hm esta dada por

πm

(
m∑
i=1

xiXi +
m∑
i=1

yiYi + zZ

)
=


0 x1 . . . xm z

y1

0
...
ym
0


︸ ︷︷ ︸

m+2

(2) Sea g un álgebra de Lie, por la identidad de Jacobi la aplicación

ad : g→ gl(g)
X 7→ ad(X)(Y ) = [X,Y ] ,

es una representación de g. Esta representación recibe el nombre de representación adjunta de g

y ker(ad) = z(g). Más aún, si g es un álgebra de Lie nilpotente es fácil ver que la representación
adjunta es una nilrepresentación de g.

(3) Sea g un álgebra de Lie y sean (π1, V1), (π2, V2) representaciones de g. Es fácil ver que la
aplicación π : g −→ gl(V1 ⊕ V2) con valores π(X)(v1, v2) = (π1(X)v1, π2(X)v2) es una nueva
representación de g en V1 ⊕ V2. En este caso ker(π) = ker(π1) ∩ ker(π2).

(4) Sean g1, g2 álgebras de Lie y sean (π1, V1), (π2, V2) representaciones de g1, g2 respectivamente.
La aplicación π1 ⊕ π2 : g1 ⊕ g2 → gl(V1 ⊕ V2) con valores

(π1 ⊕ π2)(X1, X2)(v1, v2) = (π1(X1)(v1), π2(X2)(v2))

es una representación del álgebra de Lie g1 ⊕ g2.

(5) Sea g un álgebra de Lie y sean (π1, V1), (π2, V2) representaciones de g. Entonces π1 ⊗ π2 : g →
gl(V1 ⊗ V2) con valores

(π1 ⊗ π2)(X)(v1 ⊗ v2) = π1(X)v1 ⊗ v2 + v1 ⊗ π2(X)v2

es una representación de g.

Definición 1.1.3. Sea g un álgebra de Lie, una representación (π, V ) de g es irreducible si V tiene
dos subespacios π(X)-invariante para todo X ∈ g, el subespacio nulo y V . Una representación (π, V )
es completamente reducible si existen subespacios Vi de V tales que V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr y para todo
X ∈ g, Vi es π(X)-invariante.

Definición 1.1.4. Sean g un álgebra de Lie (π1, V1) y (π2, V2) representaciones de g. Diremos que
(π1, V1) y (π2, V2) son representaciones equivalentes si existe un isomorfismo lineal ϕ : V1 → V2 tal
que π2(X) ◦ ϕ = ϕ ◦ π1(X) para todo X ∈ g.

Tres importantes resultados de la teoría de álgebras de Lie son el Teorema de Engel, Teorema
de Lie y el Teorema de Levi, dado que estos teoremas no son centrales en el desarrollo de esta tesis
no daremos sus respectivas pruebas (ver [K]).

Teorema 1.1.5. (Engel) Sean V 6= 0 un espacio vectorial de dimensión finita sobre k y g un álgebra
de Lie de endomorfismos nilpotentes de V . Entonces

2



CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ÁLGEBRAS DE LIE

a) g es un álgebra de Lie nilpotente,

b) existe 0 6= v ∈ V tal que X(v) = 0 para todo X ∈ g,

c) existe una base B de V tal que para todo X ∈ g la matriz asociada en la base B es triangular
superior estricta.

Teorema 1.1.6. (Lie) Sean g un álgebra de Lie soluble y V un espacio vectorial de dimensión finita
sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de característica cero y sea (π, V ) una representación de
g. Entonces existe 0 6= v ∈ V tal que para todo X ∈ g, π(X)v = λXv.

Como sabemos si k no es de característica cero, en general el Teorema de Lie es falso. Por
ejemplo, sea k un cuerpo de característica 2 y sea g el álgebra de Lie sobre k generada por X =
( 0 1

1 0 ) , Y = ( 0 0
0 1 ), es fácil ver que g es un álgebra de Lie soluble pues [X,Y ] = X. Además, dado

que char(k) = 2, el polinomio característico de X es P (x) = x2 + 1 = (x+ 1)2. Por lo tanto el valor
propio de X es λ = 1 y el espacio propio asociado está generado por v1 = ( 1

1 ), es fácil ver que v1
no es vector propio de Y .

Corolario 1.1.7. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita soluble. Entonces existe una cadena
de ideales gi de g de dim gi = i tales que 0 = g0 ⊂ g1 ⊂ · · · ⊂ gn = g .

Teorema 1.1.8. (Levi) Sean g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo k de car-
acterística cero y R el radical de g. Entonces existe una subálgebra de Lie h semisimple de g tal
que

g = h⊕R .

1.1.2. Álgebra Universal Envolvente de un álgebra de Lie

Sean g un álgebra de Lie y T (g) el álgebra tensorial de g. Sea I el ideal de T (g) generado por

{X ⊗ Y − Y ⊗X − [X,Y ] : X,Y ∈ g}.

Definición 1.1.9. Sea g un álgebra de Lie, el álgebra universal envolvente de g es el álgebra
asociativa con unidad

U(g) = T (g)/I.

Dado que U(g) es un álgebra asociativa es fácil ver que tiene una estructura de álgebra de Lie.

Sea ι : g → T (g) la aplicación canónica de g en T (g). A partir de ι podemos definir una
transformación lineal de g a U(g) como π ◦ ι donde π es la proyección al cociente de T (g) en U(g).

Proposición 1.1.10. Sean g un álgebra de Lie y U(g) el álgebra universal envolvente de g. Entonces
la transformación lineal π ◦ ι : g→ U(g) es un homorfismo de álgebras de Lie.

Demostración. Dado que π ◦ ι es una transformación lineal, falta probar que (π ◦ ι)[X,Y ] = [(π ◦
ι)(X), (π ◦ ι)(Y )] para todo X,Y ∈ g. Sean X,Y ∈ g entonces

(π ◦ ι)[X,Y ] = π(ι[X,Y ])

= [X,Y ]

= X Y − Y X

= [(π ◦ ι)(X), (π ◦ ι)(Y )] .
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1.2. TEOREMA DE ADO-IWASAWA

U(g) es él álgebra de Lie asociativa sobre k libre generada por g (visto como espacio vectorial
sobre k). Esta álgebra de Lie es descripta por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt ([K]).

Teorema 1.1.11. (Poincaré-Birkhoff-Witt) Sean g un álgebra de Lie y B = {X1, . . . , Xn} una base
de g. Entonces el conjunto de todos los monomios Xj1

1 . . . Xjn
n con jk ≥ 0, es una base de U(g).

El álgebra de Lie g actúa sobre el álgebra universal U(g) por multiplicación a izquierda, esto da
un mapeo de g en End(U(g)). Es fácil verificar que este mapeo es un homomorfismo de álgebras de
Lie, es decir, una representación de g en U(g), además esta acción es fiel ya que U(g) es un álgebra
con unidad.

1.1.3. Extensión del cuerpo de base

Sea g un álgebra de Lie sobre un cuerpo k y K una extensión de k. Consideremos el K-espacio
vectorial g ⊗k K para darle una estructura de álgebra de Lie sobre el cuerpo K a partir de la
estructura de g.

Se puede ver que el mapeo 4-lineal f : g×K×g×K → g⊗kK dado por f(X, a, Y, b) = [X,Y ]⊗ab
para todo X,Y ∈ g y a, b ∈ K, induce un mapeo k-bilineal que llamaremos

[ ]K : (g⊗K)× (g⊗K)→ g⊗K
(X ⊗ a, Y ⊗ b) 7→ [X,Y ]⊗ ab .

Además se puede ver que [ ]K es K-bilineal y que g⊗K con el corchete dado por [ ]K es un álgebra
de Lie sobre K.

La k-álgebra de Lie que resulta de restringir los escalares a k en la K-álgebra de Lie g⊗kK será
denotada por (g ⊗k K)k. Un caso especial de este tipo de álgebra de Lie es cuando consideramos
k = R,K = C y g es un álgebra de Lie sobre R. El álgebra de Lie compleja que resulta de considerar
g⊗C es llamada la complexificación de g. En el caso en que g es un álgebra de Lie compleja y g0 es
un álgebra de Lie real tal que gR, el álgebra de Lie g mirada sobre R, está relacionada como espacio
vectorial sobre R por gR = g0 ⊕ ig0 diremos que g0 es la forma real del álgebra de Lie compleja g.

1.2. Teorema de Ado-Iwasawa

Definición 1.2.1. Una representación (π, V ) de un álgebra de Lie g es fiel si π es inyectiva.

El problema de la existencia de una representación fiel de dimensión finita para un álgebra
de Lie g de dimensión finita sobre un cuerpo k, fue resuelto por Ado-Iwasawa. En el caso en que
char(k) = 0 el teorema es conocido como Teorema de Ado, si char(k) 6= 0 el teorema se conoce
como el Teorema de Iwasawa.

Teorema 1.2.2. (Teorema de Ado) Sea g un álgebra de Lie sobre un cuerpo k algebraicamente
cerrado de dimensión finita. Entonces existe una representación fiel de dimensión finita de g.
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CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ÁLGEBRAS DE LIE

El Teorema de Ado es difícil de demostrar en general, pero es sencillo en algunos casos par-
ticulares. Por ejemplo, si tomamos la representación adjunta de g sabemos que el núcleo de esta
representación es el centro z(g), en este caso el Teorema de Ado es sencillo para las álgebras de Lie
semisimples por ejemplo.

Pero la representación adjunta claramente no es suficiente para probar el Teorema de Ado. Sin
embargo esta da una importante reducción en la demostración, es decir el problema se reduce a
demostrar que cualquier álgebra de Lie g tiene una representación de dimensión finita (ρ, V ) que es
fiel sobre z(g). Dado que si tenemos una representación con estas características podemos tomar la
representación (ad⊕ρ, g⊕ V ) la cual es fiel sobre g.

En [J1] se puede ver una demostración del Teorema de Ado que es esencialmente una simplifi-
cación de una prueba dada por Harish-Chandra. Nosotros daremos un breve resumen de la misma
y para ello citaremos algunos resultados previos.

Proposición 1.2.3. ([J1]) Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo k de car-
acterística cero. Sean R y N el radical y el nilradical respectivamente de g. Entonces [R,N ] ⊆ N .

Teorema 1.2.4. Sean g un álgebra de Lie de dimensión finita, R y N el radical y nilradical respec-
tivamente de g. Sea h un ideal de g entonces el radical y nilradical de h son Rh = R∩h y Nh = N∩h

respectivamente.

Demostración. Es claro que R ∩ h es un ideal soluble de h entonces R ∩ h ⊆ Rh. Por otra parte
Rh/(h ∩ R) es un ideal soluble de h/(h ∩ R), además h/(h ∩ R) es un álgebra de Lie isomorfa a
(h +R)/R que a su vez es un ideal de g/R. Dado que g/R es un álgebra de Lie semisimple entonces
(h +R)/R es un álgebra de Lie semisimple por lo tanto h/(h ∩R) es un álgebra de Lie semisimple.
Luego Rh/(h ∩R) es un álgebra de Lie semisimple entonces Rh ⊆ h ∩R.

Por la Proposición 1.2.3 sabemos que [g, R] ⊆ N y por lo probado anteriormente Rh ⊆ R
entonces [g, Rh] ⊆ N ∩ h ⊆ Nh. Luego [g, Nh] ⊆ Nh lo que implica que Nh es un ideal nilpotente en
g entonces Nh ⊆ N ∩ h. Es claro que N ∩ h ⊆ Nh, por lo tanto Nh = N ∩ h.

Teorema 1.2.5. [J1] Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo k de característica
cero tal que g = h⊕ g1 donde h es un ideal soluble de g y g1 una subálgebra de Lie de g. Sea (ρ, V1)
una representación de dimensión finita de h tal que ρ(Z) es un endomorfismo nilpotente para todo
Z ∈ Nh. Entonces existe (π, V2) una representación de dimensión finita de g tal que

a) Si π(X) = 0 para todo X ∈ h entonces ρ(X) = 0.

b) Sea X = Z + Y con Z ∈ N,Y ∈ g1 tal que ad |h (Y ) es nilpotente entonces π(X) es un
endomorfismo nilpotente.

Demostración. (del Teorema de Ado) Sea ad : g→ gl(g) la representación adjunta de g. El ker ad =
z(g) entonces si z(g) = 0 tenemos que (ad, g) es una representación fiel de g. Falta ver que ocurre si
z(g) 6= 0.

Supongamos que z(g) 6= 0 entonces será suficiente probar que existe una representación (π̃, V )
de dimensión finita de g tal que (π̃ |z(g), V ) sea fiel. Ya que de esta manera la representación
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1.3. NILREPRESENTACIONES FIELES

(π̃ ⊕ ad, V ⊕ g) es fiel ya que

ker(π̃ ⊕ ad) = ker π̃ ∩ z(g)
= ker π̃ |z(g)
= 0

por lo tanto (π̃ ⊕ ad, V ⊕ g) es una representación fiel de dimensión finita de g.

Sea R y N el radical y nilradical de g respectivamente. Es fácil ver que N/z(g) es un álgebra
de Lie soluble, luego por el Cororlario 1.1.7 existe N0 = z(g) ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nk = N donde
cada Ni es un ideal en Ni+1 y dimNi+1 = Ni + 1. Sea n = dim z(g) entonces existe un espacio
vectorial V1 de dimensión n + 1 tal que existe una transformación lineal T nilpotente y Tn 6= 0.
Entonces {T, . . . , Tn} ⊆ End(V1) es un conjunto conmutativo y linealmente independiente. Luego
existe una nilrepresentación fiel de z(g) en k{T, . . . , Tn} de dimensión n + 1. Por otra parte Ni es
un ideal nilpotente para cada i = 0, . . . , k ya que N es un ideal nilpotente de g y Ni+1 = Ni⊕ Ñi+1

tal que dim Ñi+1 = 1. Aplicando el Teorema 1.2.5 para cada i = 0, . . . , k vemos que existe una
representación de dimensión finita (ρ, V1) de dimensión finita de N tal que (ρ |z(g), V1) es fiel.

Es fácil ver que R/N es un álgebra de Lie soluble de dimensión finita, luego de la misma forma
que N/z(g), existe R0 = N ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rs = R donde cada Ri es un ideal en Ri en Ri+1 y
la dimRi+1 = dimRi + 1. Entonces Ri+1 = Ri ⊕ R̃i tal que dim R̃i = 1, de la misma forma que
para la cadena {Ni}, existe una representación (ρ̃, V2) de R a partir de (ρ, V1) tal que (ρ̃ |z(g), V2)
es fiel. Por el Teorema de Levi g = R ⊕ g1 tal que g1 es una subálgebra de Lie de g. Aplicando
nuevamente el Teorema 1.2.5, a partir de la representación (ρ̃, V2) obtenemos una representación
(π, V ) de dimensión finita de g tal que (π |z(g), V ) es una representación fiel de dimensión finita.

Observación 1.2.6. La representación (π⊕ ad, V ⊕ g) que se obtiene en el Teorema de Ado es tal
que ((π ⊕ ad) |N , V ⊕ g) es una nilrepresentación fiel de dimensión finita de N .

1.3. Nilrepresentaciones fieles

Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo k. Si g no es nilpotente entonces no
existe ninguna nilrepresentación fiel de g, por el Teorema de Engel.

Por el Teorema de Embeding de Birkhoff, toda álgebra de Lie g nilpotente de dimensión finita
sobre un cuerpo k de característica cero admite una nilrepresentación fiel de dimensión finita. En
esta sección daremos una prueba del Teorema Birkhoff y mostraremos que, bajo ciertas hipótesis,
dada una representación fiel de g de dimensión finita, se puede obtener una nilrepresentación fiel de
g de la misma dimensión.

Teorema 1.3.1. (Teorema de Embeding de Birkhoff) Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente
de dimensión n sobre un cuerpo de característica cero. Entonces existe una nilrepresentación fiel
(π, V ) de g tal que tal que dimV ≤ 1 + n+ n2 + · · ·+ nk.

Este teorema es una versión constructiva del Teorema de Ado, que es válido para álgebras de
Lie nilpotentes de dimensión finita y es el caso de particular interés de esta tesis. Para la prueba del
teorema necesitaremos algunas definiciones y resultados previos que enunciamos a continuación.
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CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ÁLGEBRAS DE LIE

Sean g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente y B = {X1, X2, . . . , Xn} una base de g donde los
primeros n1 vectores generan gk−1, los primeros n2 vectores generan gk−2 y así sucesivamente. Sean
BU = {Xα = Xα1

1 . . . Xαn
n : αi ∈ N0} la base de U(g) dada por el Teorema de Poincaré-Birkhoff-

Witt y la función o : U(g)→ N0 definida por

o(Xj) = máx{t+ 1 : Xj ∈ gt} o(Xα1
1 Xα2

2 . . . Xαn
n ) =

n∑
j=1

αjo(Xj)

o

(∑
α

cαX
α

)
= mı́n{o(Xα) : cα 6= 0} o(1) = 0 , o(0) =∞.

Ejemplo 1.3.2. Sean g = hm el álgebra de Lie de Heisenberg de dimensión 2m + 1 y B =
{Z,X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Ym}

o(Z) = 2 o(Xi) = o(Yi) = 1 o(Z2X1Y
2
3 ) = 7

Lema 1.3.3. Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo de característica cero.
Entonces

o(W1 + · · ·+Wr) ≥ mı́n{o(W1), . . . , o(Wr)},
o(W1 . . .Wr) ≥ o(W1) + · · ·+ o(Wr)

para todo Wi ∈ U(g).

Demostración. La primera ecuación es inmediata para r = 2, luego por inducción sobre r se tiene
el resultado deseado. La prueba de la segunda ecuación es por inducción y la reducimos al caso en
que r = 2 y Wi son elementos homogéneos de U(g). Pues si W1 =

∑
α∈I cαX

α , W2 =
∑

β∈J dβX
β

con Xα, Xβ ∈ BU tenemos que

o(W1W2) = o(
∑
α∈I

cαX
α.
∑
β∈J

dβX
β) = o(

∑
α∈I,β∈J

cαdβX
αXβ)

≥ mı́n{o(XαXβ) : (α, β) ∈ I × J}
≥ mı́n{o(Xα) + o(Xβ) : (α, β) ∈ I × J} es válido para monomios

= mı́n{o(Xα) : α ∈ I}+ mı́n{o(Xβ) : β ∈ J}
= o(W1) + o(W2).

Sean W1,W2 elementos homogéneos de U(g), es decir Wi = Xαi con αi = (αi,1, . . . , αi,n) ∈ Zn+.
Si W1W2 es un monomio ordenado Xβ con β = (α1,1 + α2,1, . . . , α1,n + α2,n), entonces

o(W1W2) = o(Xβ) =
n∑
j=1

βjo(Xj) =
n∑
j=1

(α1,j + α2,j)o(Xj)

=
2∑
i=1

(
n∑
j=1

αi,jo(Xj))

=
2∑
i=1

o(Wi) por definición.
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Supongamos que W1W2 no es un monomio ordenado. Para probar la ecuación anterior dare-
mos la siguiente definición; sea W = Xα1 . . . Xαr con αi = (αi,1, . . . , αi,n) ∈ Zn+, definimos
d =

∑r
i=1

∑n
j=1 αi,j como el grado de W .

Haremos inducción sobre d, para el caso d = 1 es claro que se verifica. Asumamos que la
ecuación es válida si 1 ≤ d < N y W1W2 un monomio de grado N . Dado que W1W2 es un monomio
no ordenado, tenemos que W1W2 = Xα1Xα2 donde Xα1 = W

′
Xi, X

α2 = XjW
′′ con j < i.

Si o(Xi) = mi y o(Xi) = mj entonces [Xi, Xj ] =
∑

l∈I clXl ∈ gmi+mj . Es decir o(Xl) ≥
mi +mj = o(Xi) + o(Xj) si cl 6= 0. Además

W1W2 = W
′
[Xi, Xj ]W

′′
+W

′
XjXiW

′′

=
∑
l∈I

clW
′
XlW

′′
+W

′
XjXiW

′′
.

Es fácil ver que el valor de d para cada término del primer sumando es menor que N . Por hipótesis
inductiva y dado que o(Xα1) = o(W

′
) + o(Xi) por definición de o, tenemos

o(W
′
XlW

′′
) ≥ o(W ′

) + o(Xl) + o(W
′′
)

= (o(Xα1)− o(Xi)) + o(Xl) + (o(Xα2)− o(Xj))
≥ o(W1) + o(W2).

entonces, por la primera ecuación del lema

o(W1W2) ≥ mı́n{o(W ′
XjXiW

′′
),
∑
l∈I

o(W
′
XlW

′′
)}

≥ mı́n

{
o(W

′
XjXiW

′′
),

2∑
i=1

o(Wi)

}
.

Aplicando este procedimiento a W
′
XjXiW

′′ repetidas veces se puede verificar que el término∑2
i=1 o(Wi) se preserva y así la desigualdad nos queda

o(W1W2) ≥ mı́n

{
o(Xβ),

2∑
i=1

o(Wi)

}
.

Pero o(Xβ) =
∑n

j=1 βjo(Xj) = o(W1) + o(W2), luego o(W1W2) ≥ o(W1) + o(W2).

Lema 1.3.4. Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimensión n sobre un cuerpo de carac-
terística cero y sea

Um(g) = {W ∈ U(g) : o(W ) ≥ m}

m ∈ N y m ≤ n. Entonces Um(g) es un ideal de U(g) de codimensión menor o igual que 1 + n +
n2 + · · ·+ nm−1.

Demostración. Por la primera ecuación del Lema 1.3.3, Um(g) es cerrado bajo la suma. Además, por
la segunda ecuación del mismo lema, para todoW ∈ U(g),W1 ∈ Um(g) tenemos queWW1 ∈ Um(g),
del mismo modo para W1W . Por lo tanto, Um(g) es un ideal de U(g).

Debemos probar que la codimensión de Um(g) es menor o igual que 1+nm−1. Sea BU = {Xα =
Xα1

1 . . . Xαn
n : αi ∈ N0} la base de U(g) obtenida anteriormente y Bm = {Xα : o(Xα) ≥ m} ⊆ BU .
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CAPÍTULO 1. REPRESENTACIONES FIELES DE ÁLGEBRAS DE LIE

Veamos que Bm es una base de Um(g), sea W =
∑

α cαX
α ∈ Um(g), por la primera ecuación del

Lema 1.3.3, o(W ) ≥ m. Luego, Bm es un generador de Um(g) entonces la codimensión de Um(g) es
#{Xα : o(Xα) < m}. Es claro, por la definición de o, que

#{Xα : o(Xα) < m} ≤ #

{
(α1, . . . , αn) ∈ Zn+ :

n∑
i=1

αi ≤ m− 1

}

y dado que #
{

(α1, . . . , αn) ∈ Zn+ :
∑n

i=1 αi ≤ m− 1
}
≤
∑m−1

j=0 nj , obtenemos lo que queriamos
#{Xα : o(Xα) < m} ≤

∑m−1
j=0 nj .

Demostración. (Teorema 1.3.1) Sea ρ : U(g)→ End(U(g)) con valores ρ(W1)W2 = W1W2 para todo
W1,W2 ∈ U(g). Es fácil verificar que ρ es una representación del álgebra de Lie U(g). Sea m ∈ N,
por el Lema 1.3.4, Um(g) es un ideal de U(g), por lo tanto Um(g) es un subespacio invariante por
ρ(W ) para todo W ∈ U(g).

Sea V = U(g)/Um(g). Por la observación anterior y por el Lema 1.3.4, podemos definir una
representación de dimensión finita del álgebra de Lie U(g). Dicha representación la llamaremos
ρ̃ : U(g) → End(V ) con valores ρ̃(W )v = ρ(W )v para todo W ∈ U(g), v ∈ U(g). Además, por el
Lema 1.3.4, V es un espacio vectorial de dimensión finita.

Dado que g es una subálgebra de Lie de U(g), es claro que (π = ρ̃|g , V ) es una representación
del álgebra de Lie g.

Es claro que U(g)i ⊃ U i+1(g) para todo i ∈ Z+. Sean Vi = U i(g)/Um(g) subespacios de V para
i = 0, . . . ,m, entonces

V = V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vm−1 ⊃ Vm = 0.

Por la segunda ecuación del Lema 1.3.3, es fácil ver que π(X)Vi ⊆ Vi+1 para todo i = 0, . . . ,m− 1.
Sea B̃ = {v1, v2 . . . , vs} una base de V tal que los primerosm1 vectores generan a Vm−1, los primeros

m2 vectores generan a Vm−2 y así sucesivamente. Entonces [π(X)]
B̃

=

( 0
0 0 ∗
...

. . .
0 0 ... 0

)
∈ n(s, k) para

todo X ∈ g, por lo tanto π es una nilrepresentación de g.

Si m ≥ k+ 1, g∩Um(g) = 0, entonces para todo X ∈ g, π(X)1 = X 6= 0. Por lo tanto π es una
nilrepresentación fiel de g.

Observación 1.3.5. Se puede ver que para n > 2

#

{
(α1, . . . , αn) ∈ Zn+ :

n∑
i=1

αi = j

}
=
nj−1(n+ 1)

2

para cada j = 2, . . . , k. Luego #
{

(α1, . . . , αn) ∈ Zn+ :
∑n

i=1 αi ≤ k
}

= 1 + n +
∑k

j=2
nj−1(n+1)

2 .
Además

1 + n+
k∑
j=2

nj−1(n+ 1)
2

=
nk − 1
n− 1

+
n+ nk

2
≤ 1 + nk.

Por lo tanto la dimensión de la nilrepresentación obtenida en el Teorema 1.3.1 es menor o igual a
1 + nk, esta mejora a la cota del Teorema 1.3.1 fue dada por [R].
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Teorema 1.3.6. (Teorema de Zassenhaus) Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre
un cuerpo k algebraicamente cerrado y sea g una subálgebra de Lie nilpotente de gl(V ). Entonces
existen V0, V1, . . . , Vr subespacios de V tales que

V = V0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ Vr.

donde Vi es g-invariante. Además, para cada X ∈ g, X |Vi= λi,XI + Ni(X) tal que Ni(X) es un
operador nilpotente para todo i.

La prueba del Teorema de Zassenhaus no la realizaremos dado que no es de importancia en el
desarrollo de esta tesis, para ello se puede consultar [J1].

Observación 1.3.7. Sean V un k-espacio vectorial de dimensión finita y K una extensión de k.
Sean g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre k y (π, V ) una representación fiel de g. Es fácil
ver que la aplicación π ⊗ id : g⊗K → gl(V )⊗K es un homomorfismo inyectivo de álgebras de Lie
sobre K, donde g⊗K y gl(V )⊗K tienen la estructura de álgebra de Lie sobre K dada en §1.1.3.
Más aún, es fácil ver que el álgebra de Lie gl(V )⊗K es isomorfa al álgebra de Lie gl(V ⊗K) sobre
K. Por lo tanto, a partir de la representación fiel (π, V ) existe una representación fiel (π, V ⊗K)
de g⊗K definida por π(X ⊗ a)(v⊗ b) = π(X)(v)⊗ ba para todo X ∈ g, a, b ∈ K. Además π es una
aplicación k-lineal, luego (π, V ⊗K) es una representación fiel del álgebra de Lie (g⊗K)k.

Teorema 1.3.8. Sean g un álgebra de Lie nilpotente de dimensión finita sobre un cuerpo k de
característica cero y sea (π, V ) una representación de g de dimensión finita. Para cada X ∈ g sean
πS(X) y πN (X) respectivamente las partes semisimple y nilpotente de π(X). Entonces (πS , V ) y
(πN , V ) son representaciones de g, más aún πS(g′) = 0.

Demostración. Debemos demostrar que πS y πN son lineales y preservan el corchete. Para ello
consideremos primero que k es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Es claro que π(g) es una subálgebra de Lie nilpotente de gl(V ). Por el Teorema de Zassenhaus
(ver §1.3.6) V se puede descomponer como V = V0⊕V1⊕ · · · ⊕Vr. Donde cada Vi es un subespacio
de V tal que

π(X)Vi ⊆ Vi π(X) |Vi= πSi(X) + πNi(X)

para todo X ∈ g y πNi(X) es un endomorfismo nilpotente, πSi(X) = λi(X)Ii con Ii la trans-
formación identidad en Vi y λi(X) ∈ k para todo i = 0, . . . , r. Como πS(X) y πN (X) son res-
pectivamente las partes semisimple y nilpotente de π(X), obtenemos que πS(X) |Vi= πSi(X) y
πN (X) |Vi= πNi(X). Por lo tanto, para probar que πS es lineal y preserva el corchete, basta ver
que cada πSi lo hace. Por el Teorema de Lie, existe una base Bi = {vi1 , . . . , vis} de Vi tal que

[πi(X)]Bi =

 λi(X)
λi(X) ∗

0
. . .

λi(X)

 para todo X ∈ g. Es claro que πi(X)vi1 = λi(X)vi1 para todo

X ∈ g, luego

λi(aX + Y )vi1 = π(aX + Y )vi1
= (aπ(X) + π(Y ))vi1
= (aλi(X) + λi(Y ))vi1

10
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para todo X,Y ∈ g, a ∈ k. Entonces λi es una funcional lineal por lo tanto πSi es una transformación
lineal para cada i. Además, λi es una representación de g sobre k para todo i, pues

λi([X,Y ])vi1 = πi([X,Y ])vi1
= (πi(X)πi(Y )− πi(Y )πi(X))vi1
= (λi(X)λi(Y )− λi(Y )λi(X))vi1
= 0
= [λi(X), λi(Y )]vi1 .

Por lo tanto, πSi es una representación de g y πSi([g, g]) = 0 para cada i. Entonces πS es repre-
sentación tal que

πS([g, g]) = 0. (1.1)

Falta probar que πN es representación. Como πN = π − πS es claro que πN es lineal. Por lo
tanto basta probar que cada πNi preserva el corchete. Dado que πSi es múltiplo de Ii tenemos que
[πNi(X), πSi(Y )] = 0 para todo X,Y ∈ g. Luego,

πNi([X,Y ]) = πi([X,Y ])− πSi([X,Y ])
= [πi(X), πi(Y )] por la ecuación (2,1)
= [πNi(X) + πSi(X), πNi(Y ) + πSi(Y )]
= [πNi(X), πNi(Y )].

Por lo tanto πNi es una representación de g.

Si k no es algebraicamente cerrado, consideremos k su clausura algebraica. Sea V = V ⊗k k y sea
(π, V ) la representación de g = g⊗k k obtenida a partir de la representación (π, V ). Sean πS y πN
las representaciones obtenidas en el caso en que el cuerpo es algebraicamente cerrado.

Dada una base B = {v1, . . . , vn} de V se sabe que B = {v1 ⊗ 1, . . . , vn ⊗ 1} es una base de V .
Si X = X ⊗ 1 entonces [π(X)]B = [π(X)]B para todo X ∈ g, luego

[πS(X)]B + [πN (X)]B = [πS(X)]B + [πN (X)]B.

Se sabe que si πS(X) es una transformación semisimple entonces [πS(X)]B es diagonalizable so-
bre k, a su vez [πS(X)]B es diagonalizable sobre k. Más aún, [πN (X)]B y [πN (X)]B son matrices
nilpotentes. Dado que la descomposición es única entonces

[πS(X)]B = [πS(X)]B y [πN (X)]B = [πN (X)]B.

Por lo tanto (πS , V ) y (πN , V ) son representaciones de dimensión finita de g en V y por definición
de πN obtenemos que (πN , V ) es una nilrepresentación de g. Además, como g′ = g′⊗k k y πS(g′) = 0
entonces πS(g′) = 0.

Definición 1.3.9. Sea g un álgebra de Lie nilpotente de dimensión finita y (π, V ) una representación
de dimensión finita de g. Llamaremos parte semisimple y nilpotente de π a las representaciones
(πS , V ) y (πN , V ) obtenidas en el Teorema 1.3.8 respectivamente.

Teorema 1.3.10. Sea g un álgebra de Lie nilpotente de dimensión finita sobre un cuerpo k de
característica cero tal que z(g) ⊆ g′. Sea (π, V ) una representación fiel de g de dimensión finita y
sea (N,V ) la parte nilpotente de (π, V ). Entonces (πN , V ) es una nilrepresentación fiel de g.
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Demostración. La representación (πN , V ) dada en el Teorema 1.3.8 es una nilrepresentación. Por
lo tanto nos falta probar que πN es inyectiva. Sea πN (X0) = 0,

π([X0, X]) = πN ([X0, X]) + πS([X0, X])
= [πN (X0), πN (X)] + πS([X0, X])
= 0 pues πS(g′) = 0

para todo X ∈ g. Como π es un representación fiel de g entonces [X0, X] = 0, es decir X0 ∈ z(g).
Dado que z(g) ⊆ g′ y πS(g′) = 0 obtenemos πS(X0) = 0. Por lo tanto π(X0) = 0 entonces
X0 = 0.

Sea g un álgebra de Lie nilpotente de dimensión finita. La condición z(g) ⊆ [g, g] de la proposición
anterior es importante para que la nilrepresentación (πN , V ) sea fiel. Por ejemplo, g = k es un álgebra
de Lie abeliana sobre k entonces z(g) = g y [g, g] = 0 y π : g → gl(2, k) tal que π(1) = I es una
representación fiel de g. Pero en este caso πN = 0.

1.4. Álgebras de Lie de corrientes

Dada un álgebra de Lie g y A un álgebra asociativa y conmutativa, se puede definir en g ⊗ A
un corchete de la siguiente manera

[X ⊗ a, Y ⊗ b] = [X,Y ]⊗ ab ∀ X,Y ∈ g, a, b ∈ A.

En la Proposición 1.4.1, probaremos que este corchete define una estructura de álgebra de Lie en
g⊗A. Esta álgebra de Lie es conocida como el álgebra de Lie de corrientes asociada a g y A.

Las álgebras de Lie de corrientes aparecen al considerar álgebras de funciones sobre alguna
variedad con valores en un álgebra de Lie. El estudio de estas álgebras de Lie tienen origen en diversos
e importantes problemas provenientes, generalmente, de la física y la geometría. Por ejemplo en los
trabajos [He], [LR], [Ro],[GoR], etc., se estudian problemas asociados a deformaciones de álgebras;
en [CM], [FL] se estudia la teoría de representaciones de álgebras de corrientes asociadas a álgebras
de Lie semisimples, y problemas con origen en la geometría son considerados por los trabajos [FGT],
[T], [Z], etc.

Esta sección está dedicada a demostrar propiedades básicas de estas álgebras de Lie.

1.4.1. Propiedades básicas

Esta primera proposición muestra que el corchete definido anteriormente en g ⊗ A da una es-
tructura de álgebra de Lie sobre k.

Proposición 1.4.1. Sean g un álgebra de Lie y A un álgebra asociativa y conmutativa. Entonces
g⊗A es un álgebra de Lie sobre k con corchete

[X ⊗ a, Y ⊗ b] = [X,Y ]⊗ ab ∀ X,Y ∈ g, a, b ∈ A.

12
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Demostración. Utilizando la propiedad universal del producto tensorial se puede probar, sin difi-
cultad, que el corchete dado por la proposición está bien definido y es bilineal en g⊗A.

Verifiquemos que [Z,Z] = 0 para todo Z ∈ g⊗ A, por la antisimetría del corchete en g y dado
que A es conmutativa tenemos

[X ⊗ a, Y ⊗ b] = −[Y ⊗ b,X ⊗ a]. (1.2)

Sea Z ∈ g ⊗ A entonces existen Xi ∈ g, ai ∈ A tal que Z =
∑r

i=1Xi ⊗ ai. Por la linealidad del
corchete definido en g⊗A tenemos que

[Z,Z] =
r∑
i=1

r∑
j=1

[Xi, Xj ]⊗ aiaj

=
r−1∑
i=1

r∑
j=i+1

[Xi, Xj ]⊗ aiaj +
r∑
i=2

i−1∑
j=1

[Xi, Xj ]⊗ aiaj ,

reordenando el segundo témino de la suma, usando (1.2) y el hecho que A es un álgebra conmutativa
obtenemos [Z,Z] = 0.

Falta probar la identidad de Jacobi, para ello es suficiente verificar que

[X ⊗ a, [Y ⊗ b, Z ⊗ c]] + [Z ⊗ c, [X ⊗ a, Y ⊗ b]] + [Y ⊗ b, [Z ⊗ c,X ⊗ a]] = 0

para todo X,Y, Z ∈ g, a, b, c ∈ a. Por definición de [, ] en g⊗A tenemos que

[X ⊗ a, [Y ⊗ b, Z ⊗ c]] = [X, [Y,Z]]⊗ a(bc) (1.3)
[Z ⊗ c, [X ⊗ a, Y ⊗ b]] = [Z, [X,Y ]]⊗ c(ab) (1.4)
[Y ⊗ b, [Z ⊗ c,X ⊗ a]] = [Y, [Z,X]]⊗ b(ca) (1.5)

si sumamos (1.3), (1.4) y (1.5), dado que A es un álgebra asociativa y conmutativa y por la identidad
de Jacobi obtenemos ([X, [Y,Z]] + [Z, [X,Y ]] + [Y, [Z,X]])⊗ abc = 0.

Es claro, que si A,B,C son álgebras asociativas y conmutativas tales que A ' B ⊕C, entonces
el álgebra de Lie g⊗A es isomorfa al álgebra de Lie (g⊗B)⊕ (g⊗C). Además, si I es un ideal de
A entonces g⊗ I es un ideal de g⊗ A. Luego, es fácil ver que el álgebra de Lie (g⊗ A)/(g⊗ I) es
isomorfa al álgebra de Lie g⊗A/I.

Combinando estas dos observaciones con el Teorema chino del resto obtenemos el siguiente
teorema,

Teorema 1.4.2. Sean g un álgebra de Lie y A un álgebra asociativa con unidad y conmutativa.
Sean I1, . . . , In ideales de A tales que Ii + Ij = A para todo i 6= j. Entonces

g⊗
(
A/ ∩ni=1 Ii

)
'
(
g⊗A/I1

)
⊕ · · · ⊕

(
g⊗A/In

)
.

Corolario 1.4.3. Sea g un álgebra de Lie sobre un cuerpo k y p(t) = (t− b1)d1 . . . (t− bq)dq ∈ k[t]
con bi distintos. Entonces g⊗ k[t]/(p) '

⊕q
i=1 g⊗ k[t]/

(
tdi
)
.
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Demostración. Sean A = k[t]/(p) e Ii = ((t − bi)di) para todo i = 1, . . . , q. Se puede ver que A es
un álgebra asociativa con unidad y conmutativa y que Ii es un ideal de A para todo i = 1, . . . , q
luego por el Teorema 1.4.2

g⊗ k[t]/(p) '
q⊕
i=1

g⊗ k[t]/
(
(t− bi)di

)
. (1.6)

Dado que el álgebra k[t]/
(
(t− bi)di

)
es isomorfa al álgebra k[t]/

(
tdi
)
la ecuación (1.6), dice que

g⊗ k[t]/(p) '
q⊕
i=1

g⊗ k[t]/
(
tdi
)
. (1.7)

Si p no es de la forma anterior, consideremos K una extensión de k que contenga las raíces de p.
Es decir, p = (t− b1)d1 . . . (t− br)dr con bi ∈ K distintos y como

(
g⊗k k[t]/(p)

)
⊗k K es un álgebra

de Lie sobre K isomorfa a g⊗k K[t]/(p) obtenemos

(
g⊗k k[t]/(p)

)
⊗k K '

q⊕
i=1

g⊗K[t]/
(
(t− bi)di

)
. (1.8)

Del mismo modo que en (1.7), obtenemos a partir de (1.8) que

(
g⊗k k[t]/(p)

)
⊗k K '

q⊕
i=1

g⊗K[t]/
(
tdi
)
. (1.9)

Observación 1.4.4. Si A es un álgebra asociativa y conmutativa con unidad podemos pensar
a k dentro de A mediante la identificación f : k → A definida por f(k) = k1A por lo tanto
podemos pensar que M(n, k) ⊆ M(n,A). El álgebra M(n,A) es el álgebra de Lie gl(n,A) con el
corchete definido por [A,B] = AB − BA para todo A,B ∈ M(n,A). De este modo se puede ver a
gl(n, k) ⊂ gl(n,A) y, si g es una subálgebra de Lie de gl(n, k), podemos ver al A-módulo generado
por g dentro de gl(n,A). Concluimos esta sección demostrando el siguiente Teorema.

Teorema 1.4.5. Sea A un álgebra asociativa y conmutativa con unidad y sea g una subálgebra de
Lie de gl(n, k). Si gA es el A-módulo generado por g en gl(n,A), entonces gA es un álgebra de Lie
sobre k isomorfa a el álgebra de Lie g⊗k A.

Para su prueba necesitaremos dos resultados previos,

Proposición 1.4.6. Sean A un álgebra asociativa con unidad, M un A-módulo libre con base B y
M0 el espacio vectorial generado por B sobre k. Si B′ es una base de M0 entonces B′ es una base
del A-módulo M .

Demostración. Como B′ es un conjunto generador de M0 entonces B ⊆ kB′, por lo tanto B′ es un
conjunto generador de M como A-módulo.

Veamos que B′ es linealmente independiente en el A-módulo M . Sea J un conjunto finito de
índices tal que v′j ∈ B′ para todo j ∈ J y ∑

j∈J
ajv
′
j = 0 (1.10)
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con aj ∈ A. Dado que B es una base de M0, para cada j ∈ J existen únicos kij ∈ k tal que

v′j =
∑
i∈Ij

kijvi , (1.11)

con vi ∈ B para todo i ∈ Ij , e Ij un conjunto finito de índices. Sea m = máx{i ∈ Ij : ∀ j ∈ J}, sin

pérdida de generalidad, podemos suponer que J = {1, . . . , n}. Entonces las columnas

 k1j

k2j

...
kmj

 son

linealmente independientes sobre k, para todo j = 1, . . . , n, pues B′ es k-linealmente independiente

en M0. Luego la matriz C =

 k11 k12 ... k1n
k21 k22 ... k2n

...
km1 km2 ... kmn

 tiene rango n sobre k. Entonces, dado que k ⊆ A,

el rango de C es n sobre A es decir que las columnas de C son linealmente independientes sobre A.
Por lo tanto, la ecuación (1.10) tiene solución trivial.

Es sabido que V0 ⊗k A es un A-módulo a derecha pues A es un A-módulo a derecha. Además,
A es un A-módulo a izquierda, pero no siempre es cierto que V0 ⊗k A es un A-módulo a izquierda.
Dado que k ⊆ z(A), se puede verificar que la aplicación · : A × (V0 ⊗k A) → V0 ⊗k A tal que
b · v ⊗ a = v ⊗ ba para todo a, b ∈ A , v ∈ V0, define una estructura de A-módulo a izquierda en
V0 ⊗A.

Proposición 1.4.7. Sean A un álgebra asociativa con unidad y M un A-módulo a izquierda libre
con base B. Sea M0 el espacio vectorial generado por B sobre k, V0 un subespacio de M0 y V
el A-módulo a izquierda generado por V0. Entonces V0 ⊗k A es isomorfo a V como A-módulo a
izquierda.

Demostración. Sea F : V0 ⊗k A → V tal que F (v ⊗ a) = av para todo a ∈ A, v ∈ V . Se puede
ver fácilmente que F es un homomorfismo suryectivo de A-módulos a izquierda. Veamos que F es
inyectiva, sea B̃ una base de V0, por el Proposición 1.4.6 B̃ es una base de V como A-módulo. Luego
cada u ∈ Vo ⊗k A se puede escribir de manera única como u =

∑r
i∈I vi ⊗ ai con vi ∈ B̃, ai ∈ A e

I un conjunto finito de índices. Entonces, si u ∈ kerF tenemos que 0 = F (u) =
∑r

i=1 aivi. Por lo
tanto ai = 0 para todo i = 1, . . . , r.

Demostración del Teorema 1.4.5. Por la Proposición 1.4.1, g ⊗k A es un álgebra de Lie sobre k.
Dado que gA es el A-módulo generado por g y k ⊆ A, por la observación anterior, podemos pensar
a g ⊆ gl(n,A). Además, es claro que gA es un álgebra de Lie sobre k pues g es un álgebra de Lie
sobre k.

Por la Proposición 1.4.7, g⊗kA y gA son A-módulos a izquierda isomorfos un isomorfismo entre
ellos es F : g⊗k A→ gA tal que X ⊗ a = aX para todo X ∈ g, a ∈ A.

Nos falta ver que F es un homomorfismo de álgebras de Lie sobre k. Para ello es suficiente
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probar que F ([X ⊗ a, Y ⊗ b]) = [F (X ⊗ a), F (Y ⊗ b)] para todo X,Y ∈ g , a, b ∈ A. Entonces

F ([X ⊗ a, Y ⊗ b]) = F ([X,Y ]⊗ ab)
= ab[X,Y ]
= ab(XY − Y X)
= (aX)(bY )− (bY )(aX)
= [aX, bY ]
= [F (X ⊗ a), F (Y ⊗ b)].

como queríamos demostrar.
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Capítulo 2

La función µ

En la sección §2.1 damos la definición de las funciones µ y µnil, ejemplos y propiedades de las
mismas. En la sección §2.2 presentamos una síntesis de los resultados que se conocen sobre µ y la
sección §2.3 contiene las demostraciones de alguno de ellos. En los casos donde la prueba necesita
contenidos que no se encuentran en esta tesis, daremos la cita correspondiente. En la sección §2.4
investigamos la relación que existe entre las estructuras afines y la función µ. Para esto primero
hacemos una breve introducción sobre estructura afín de un álgebra de Lie y finalmente en la
subsección §2.4.2 introducimos dos resultados relacionados con las estructuras afines sobre álgebras
de Lie filiformes.

2.1. Definición de µ, µnil y ejemplos

Sea g un álgebra de Lie de dimensón finita sobre un cuerpo k. Por el Teorema de Ado-Iwasawa
existe una representación fiel de dimensión finita de g. Un problema nada sencillo es, dada un
álgebra de Lie g de dimensión finita encontrar una representación fiel de g de dimensión mínima.
Esto motiva la siguiente definición;

Definición 2.1.1. Sea g un álgebra de Lie de dimensón finita sobre un cuerpo k. Sea

µ(g, k) = mı́n{dimV : (π, V ) es una representación fiel de g}.

Observación 2.1.2. Para simplificar notación llamaremos µ(g) := µ(g, k) salvo que fuera necesario
identificar el cuerpo sobre el cual se esta definida el álgeba de Lie.

Es fácil probar que la función µ es invariante bajo isomorfismos de álgebras de Lie.

Ejemplo 2.1.3. (1) Sea sl(n, k) el álgebra de Lie lineal especial. Veamos que

µ(sl(n, k)) = n.

Probemos por el absurdo, si µ(sl(n, k)) = d < n entonces existe una representación fiel (π, V )
de sl(n, k) tal que dimV = d. Luego d2 ≤ n2 − 1 y como dim sl(n, k) = n2 − 1 obtenemos que
d2 = n2 − 1. Pero esto es una contradicción dado que no existen dos naturales cuyos cuadrados
sean consecutivos. Por lo tanto µ(sl(n, k)) = n.
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(2) Sea t(n, k) el álgebra de Lie de matrices triangulares superiores sobre un cuerpo k algebraica-
mente cerrado. Por el Teorema de Lie, es fácil ver que µ(t(n, k)) = n.

(3) Sea g una subálgebra de Lie de gl(3, k) generada por X =
(

1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
, Y =

(
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)
, Z =

(
0 0 0
0 0 1
0 0 0

)
,

entonces [X,Y ] = Y, [X,Z] = Z, [Y, Z] = 0. Es claro que g es un álgebra de Lie soluble y
z(g) = 0.

Veamos que µ(g) = 3, si µ(g) = 2 existe una subálgebra de Lie g̃ soluble de dimensión 3 de
gl(2, k) isomorfa a g. Dado que dim gl(2, k) = 4 y I /∈ g̃, pues z(g) = 0, tenemos que

gl(2, k) = k{I} ⊕ g̃.

Es fácil ver que z(gl(2, k)) = k{I} y g̃ un ideal de g. Dado que gl(2, k)′ ⊆ g̃′, gl(2, k) es soluble.
Esto es una contradicción, pues sl(2, k) es una subálgebra de Lie simple de gl(2, k), por lo tanto
µ(g) = 3.

(4) Sea so(3,C) el álgebra de Lie ortogonal yB = {X1, X2, X3} una base tal queX1 =
(

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
, X2 =(

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

)
, X3 =

(
0 1 0
−1 0 0
0 0 0

)
. Sea π : so(3,C)→ gl(2,C) con los siguientes valores en B

π(X1) =
1√
2

(
i 0
0 −i

)
π(X2) =

1√
2

(
0 1
−1 0

)
π(X3) =

1√
2

(
0 i
i 0

)
.

Es fácil verificar que π es una representación fiel de so(3,C), por lo tanto µ(so(3,C)) = 2. En
realidad, π establece un isomorfismo entre so(3,C) y sl(2,C).

(5) Sea so(3,R) el álgebra de Lie ortogonal yB = {X1, X2, X3} una base tal queX1 =
(

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
, X2 =(

0 0 1
0 0 0
−1 0 0

)
, X3 =

(
0 1 0
−1 0 0
0 0 0

)
.

Veamos que µ(so(3,R)) = 3. Si µ(so(3,R)) = 2 entonces so(3,R) es isomorfa a una subálgebra
de Lie g̃ de dimensión 3 de gl(2,R). Al igual que en el Ejemplo 2.1.3(3) podemos concluir
que gl(2,R) = RI ⊕ g̃. Entonces, sl(2,R) = g̃, pues sl(2,R) = gl(2,R)′ ⊆ g̃, luego so(3,R) es
isomorfa a sl(2,R). Es fácil verificar que para ningún X ∈ so(3,R), ad(X) es diagonalizable. Lo
que contradice el hecho que so(3,R) sea isomorfa a sl(2,R), por lo tanto µ(so(3,R)) = 3.

El invariante µ depende del cuerpo sobre el cual esta definida el álgebra de Lie.

Ejemplo 2.1.4. Sea k un cuerpo de característica 2 y h1 el álgebra de Lie de Heisenberg sobre k
de dimensión 3. Se puede ver que h1 es isomorfa al álgebra de Lie sl(2, k) luego µ(h1) = 2.

Otro resultado que muestra la dependencia de µ y del cuerpo es la siguiente proposición

Proposición 2.1.5. Sean g un álgebra de Lie de dimensión finita sobre k y K una extensión de k.
Sea g⊗K el álgebra de Lie sobre K con la estructura dada en §1.1.3 y sea (g⊗K)k el álgebra de
Lie g⊗K pensada con escalares en k. Entonces

µ(g⊗K) ≤ µ(g);

µ((g⊗K)k) ≤ µ(g⊗K) dimkK.
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Demostración. Dada una representación fiel (π, V ) de dimensión finita de g, vimos en la observación
de §1.3.7 que se puede obtener una representación fiel (π, V ⊗ K) de g ⊗ K sobre K entonces
µ(g ⊗ K) ≤ µ(g). A su vez, vimos que la aplicación π restringida a k es una representación de
(g⊗K)k y dado que π es inyectiva obtenemos, de esta forma, una representación fiel de (g⊗K)k.
Por lo tanto µ((g⊗K)k) ≤ µ(g⊗K) dimkK.

Ejemplo 2.1.6. (1) Un ejemplo donde las desigualdades son estrictas es cuando k = R, K = C y
g = so(3,R). Como g⊗K = so(3,R)⊗ C = so(3,C), tenemos que

2 = µ(so(3,R)⊗ C) < µ(so(3,R)) = 3

(ver Ejemplos 4 y 5 más arriba). Por otra parte, sea B = {X1, X2, X3} la base de so(3,C) dada
en la sección anterior, es fácil ver que una representación fiel del álgebra de Lie (so(3,R)⊗C)R
es de la forma

π(X) =
1√
2

( −x4 x2−x6 −x1 −x3−x5
−x2−x6 x4 −x3+x5 x1
x1 x3+x5 −x4 x2−x6

x3−x5 −x1 −x2−x6 x4

)
,

para todo X = x1X1 +x2X2 +x3X3 +x4(iX1)+x5(iX2)+x6(iX3) ∈ (so(3,R)⊗C)R. Entonces
µ((so(3,R)⊗ C)R) ≤ 4 por lo tanto

µ((so(3,R)⊗ C)R) ≤ 2× 2 = µ(so(3,C)) dimR C < 3× 2 = µ(so(3,R)) dimR C.

(2) Sean h1(R) y h1(C) = h1(R) ⊗R C el álgebra de Lie de Heisenberg de dimensión 3 sobre R
y C respectivamente. Sea B = {X1, Y1, Z} una base de h1(C) tal que [X1, Y1] = Z y cero en
otro caso, entonces una base de h1(C)R es BR = {X1, iX1, Y1, iY1, Z, iZ}. Sean X = x1X1 +
x2(iX1)+y1Y1 +y2(iY2)+z1Z+z2(iZ) tales que x1, x2, y1, y2, z1, z2 ∈ R y π : h1(C)R → gl(5,R)
definida por

π(X) =

( 0 x1 x2 z1 z2
0 0 0 y1 y2
0 0 0 −y2 y1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)
,

es fácil ver que (π,R5) es una nilrepresentación fiel de h1(C)R, en el siguiente capítulo veremos
una generalización de este resultado. Por lo tanto

µ(h1(C)R) ≤ 5 < 3× 2 = µ(h1(C)) dimR C = µ(h1(C)) dimR C.

(3) Una base del álgebra de Lie sl(2,C)R = (sl(2,R) ⊗R C)R es {E,F,H, iE, iF, iH}. Sean X =
x1E+x2F +x3H +x4(iE) +x5(iF ) +x6(iH) tal que xi ∈ R y π : sl(2,C)R → gl(4,R) definida
por

π(X) =
( x3 x1 −x6 −x4
x2 −x3 −x5 x6
x6 x4 x3 x1
x5 −x6 x2 −x3

)
.

Es fácil ver que (π,R4) es una representación fiel de sl(2,C)R, luego µ(sl(2,C)R) ≤ 4. Además,
sl(2,C)R ⊗R C es isomorfa al álgebra de Lie sl(2,C)⊕ sl(2,C) sobre C. Por los puntos 2.1.5) y
1f)

4 = 2µ(sl(2,C)) = µ(sl(2,C)R ⊗R C) ≤ µ(sl(2,C)R) ≤ 4.

Por lo tanto
4 = µ(sl(2,C)R) = µ(sl(2,C)) dimR C = µ(sl(2,R) dimR C

La función µ tiene dos propiedades sencillas pero necesarias mencionarlas. Una de ellas es que
µ es una función monótona;
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Proposición 2.1.7. Sean g un álgebra de Lie y g1 una subálgebra de g. Entonces µ(g1) ≤ µ(g).

Otra de las propiedades es que la función µ es subaditiva;

Proposición 2.1.8. Sean g1 y g2 álgebras de Lie. Entonces µ(g1 ⊕ g2) ≤ µ(g1) + µ(g2).

Ejemplo 2.1.9. (1) sea g un álgebra de Lie abeliana de dimensión 5 sobre k. Entonces g es isomorfa
a

k⊕ k⊕ k⊕ k⊕ k.

Veamos una representación fiel de g, sea B = {X1, . . . , X5} una base de g y (π, k4) definida por

π

(
5∑
i=1

xiXi

)
=


x1 0 x2 x3

0 x1 x4 x5

0 0 x1 0
0 0 0 x1


entonces µ(g) ≤ 4 <

∑5
i=1 µ(k) = 5.

(2) Sean s y g álgebras de Lie sobre C tal que s semisimple y [g, g] = g entonces µ(g⊕s) = µ(g)+µ(s)
(ver [BM]).
Dado que sl(2,C)R ⊗ C = sl(2,C)⊕ sl(2,C) la ecuación anterior nos da que

µ(sl(2,C)R ⊗ C) = 2µ(sl(2,C)) = 4.

En el caso de tener un álgebra de Lie g nilpotente de dimensión finita sobre un cuerpo de
característica cero podemos definir, por el Teorema de Embeding de Birkhoff (ver §1.3.1), que
existe un nilrepresentación fiel de g de dimensión finita.

Definición 2.1.10. Sea g un álgebra de Lie nilpotente de dimensión finita, sobre un cuerpo de
característica cero. Sea

µnil(g) = mı́n{dimV : (πN , V ) es una nilrepresentación fiel de g}.

De la misma forma que para µ, es fácil ver que µnil es invariante bajo isomorfismo de álgebras de
Lie. Por la definición de µnil(g), es claro que µ(g) ≤ µnil(g). Un sencillo ejemplo donde µ(g) < µnil(g)
es g = k, en este caso µ(g) = 1 y µnil(g) = 2.

En el caso en que g sea un álgebra de Lie nilpotente y z(g) ⊆ g′, por el Teorema 1.3.10, es fácil
ver que µ(g) = µnil(g).

Una propiedad que relaciona a µ y µnil, y será útil en el Capítulo 4, es la siguiente;

Proposición 2.1.11. Sea g un álgebra de Lie nilpotente tal que z(g) ⊆ [g, g]. Entonces µ(g⊕ k) =
µnil(g).

Demostración. Sea πnil : g→ gl(V ) una nilrepresentación fiel de g. Definimos π : g⊕ k→ gl(V ) tal
que π(X + a) = πnil(X) + aI donde I es el endomorfismo identidad. Es fácil ver que (π, V ) es una
representación de g⊕ k ya que (πnil, V ) es una representación de g.

Veamos que es fiel, para ello supongamos que π(X+a) = 0 para todo X ∈ g entonces πnil(X) =
−aI. Dado que πnil(X) es un endomorfismo nilpotente esto implica que a = 0. Luego X = 0 ya que
(πnil, V ) es fiel. Por lo tanto (π, V ) es una representación fiel de g⊕ k.

Falta ver que µnil(g) ≤ µ(g⊕k). Como g es una subálgebra de Lie de g⊕k entonces µ(g) ≤ µ(g⊕k)
y por el Teorema 1.3.10 se sigue que µnil(g) = µ(g).

20



CAPÍTULO 2. LA FUNCIÓN µ

2.2. Síntesis de algunos resultados sobre µ

En esta sección haremos una síntesis de algunos resultados que se conocen sobre µ. La próxima
sección contiene las demostraciones de alguno de ellos. En casos excepcionales, en donde la prueba
necesita contenidos que no se encuentran en esta tesis, daremos solamente la cita correspondiente.

1. µ(g) para ciertas álgebras de Lie

a) Sea g un álgebra de Lie abeliana de dimensión n > 1 entonces µ(g) =
⌈
2
√
n− 1

⌉
. Este

resultado es una consecuencia del siguiente Teorema de Schur.

Teorema 2.2.1. (Teorema de Schur) Sean A1, . . . , Aq matrices linealmente independientes
que conmutan de orden n sobre un cuerpo k. Entonces

q ≤
⌊
n2

4

⌋
+ 1.

Una familia de matrices linealmente independientes que conmutan de orden d con el máximo
número de matrices posible es F = {Eij : 1 ≤ i ≤ [d/2] , [d/2] + 1 ≤ j ≤ d}∪{I}. Una simple
prueba de este teorema se puede ver en [M].

b) Sea g un álgebra de Lie tal que z(g) = 0 entonces µ(g⊕ k) = µ(g) (ver §2.3(1)).
c) Sean n(n, k) y t(n, k) las álgebras de Lie de matrices triangulares superior estricta y triangu-

lares superior repectivamente sobre un cuerpo k de característica cero, entonces µ(t(n, k)) =
µ(n(n, k)) = n (ver §2.3(2)).
En el Ejemplo 2.1.3.(2) vimos que si k es álgebraicamente cerrado µ(t(n, k)) = n. Este resul-
tado es válido aún para cuerpos arbitrarios de característica cero, para probarlo será necesaria
el Teorema 1.3.10.

d) Sea hm el álgebra de Lie de Heisenberg de dimensión 2m+1 sobre un cuerpo de característica
cero, entonces µ(hm) = m + 2 y una representación fiel de dimensión m + 2 es πm : hm →
gl(m+ 2, k) definida por

πm

(
m∑
i=1

xiXi +
m∑
i=1

yiYi + zZ

)
=


0 x1 . . . xm z

y1

0
...
ym
0

 .

La demostración de que µ(hm) ≥ m+ 2 se encuentra en §2.3.
e) La siguiente tabla contiene los valores de µ(g) para g un álgebra de Lie simple sobre C,

g dim g µ(g)

Dn , n ≥ 4

Cn , n ≥ 3

Bn , n ≥ 3
B2

An , n ≥ 1

2n2 − n

2n2 + n

2n2 + n

10

(n+ 1)2 − 1

2n

2n

2n+ 1
4

n+ 1

g dim g µ(g)

G2

F4

E8

E7

E6

14

52

248
133

78

7

26

248
56

27
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(ver [BM]).
f) Sea g = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir un álgebra de Lie semisimple sobre C e Ii ideales simples de g entonces
µ(g) =

∑r
i=1 µ(Ii) (ver [BM]).

g) Sea hm(C) el álgebra de Lie de Heisenberg sobre C de dimensión 2m + 1 y sea hm(C)R el
álgebra de Lie hm(C) sobre R, entonces µ(hm(C)R) = 2m+ 3. Cf. resultado 2.e).

Demostración. Si hm(C) es el álgebra de Lie de Heisenberg sobre R de dimensión 2m + 1,
es fácil ver que hm(R) ⊗R R[t]/(t2 + 1) es un álgebra de Lie real isomorfa a hm(C)R. En
el siguiente capítulo probaremos que µ(hm(R) ⊗R R[t]/(t2 + 1)) = 2m + 3, por lo tanto
µ(hm(C)R) = 2m+ 3.

h) Sea g un álgebra de Lie filiforme tal que satisface alguna de las siguientes condiciones:
i) g′ abeliana.
ii) dim g < 10.

Entonces µ(g) = dim g (ver [B2]).
i) En el caso de las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión menor o igual a 5 el valor de µnil,

y en algunos casos el valor de µ y en otros cotas para µ fueron dados (ver [BNT])

2. Cotas para µ(g) de ciertas álgebras de Lie g

a) Sea g = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir ⊕ Cl un álgebra de Lie reductiva sobre C e Ii ideales simples de g,
entonces µ(g) ≤ µ(g′) + µ(Cl−r). Donde µ(Cl−r) =

⌈
2
√
l − r − 1

⌉
si l − r > 1 y µ(Cl−r) = 0

en otro caso.
b) Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo de característica cero, entonces

µ(g) ≤ 1 + (dim g)k, ver observación después de la prueba del Teorema §1.3.1.
c) Sea g un álgebra de Lie nilpotente que satisface alguna de las siguientes condiciones:

i) dim g < 8.
ii) g es k-pasos nilpotente con k < 4 (ver [Sc]).
iii) g es Z-graduada con enteros positivos (ver [B1]).
Entonces µ(g) ≤ dim g + 1.

d) Sea g un álgebra de Lie filiforme sobre un cuerpo de característica cero entonces µ(g) ≥ dim g.
Más aún si 1 ≤ rank(g) ≤ 2 entonces

dim g ≤ µ(g) ≤ dim g + 1.

Existe un álgebra de Lie nilpotente g de dimensión n = 11 tal que µ(g) > dim g+1 (ver [Be]).

2.3. Demostraciones

1. b) Sin pérdida de generalidad podemos pensar a g como una subálgebra de Lie de g⊕k entonces
µ(g) ≤ µ(g⊕ k).
Veamos que µ(g ⊕ k) ≤ µ(g). Sean (π, V ) una representación de fiel de g e I ∈ gl(V ) el
operador identidad. Como z(g) = 0 tenemos que I /∈ π(g), definimos

π1 : g⊕ k→ gl(V )
(X, a) 7→ π(X) + aI .
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Es fácil ver que (π1, V ) es una representación de g⊕ k y, dado que I /∈ π(g), (π1, V ) es una
representación es fiel. Entonces µ(g⊕ k) ≤ µ(g).

2. b) Probaremos primero que µ(n(n, k)) = n. Dado que una representación fiel de n(n, k) es la
identidad tenemos que µ(n(n, k)) ≤ n.
Sea (π, V ) una representación fiel de n(n, k) y supongamos que dimV = d < n. Por el
Teorema 1.3.10 podemos suponer que (π, V ) es una nilrepresentación fiel de n(n, k), pues
es un álgebra de Lie nilpotente y z(n(n, k)) = k{E1n}. Luego, por el Teorema de Engel (ver
§1.1.5), n(n, k) es isomorfa a una subálgebra de Lie de n(d, k). Entonces

n(n− 1)
2

≤ d(d− 1)
2

,

esto es una contradicción dado que d < n.
Nos falta probar que µ(t(n, k)) = n. De la misma forma que para el caso n(n, k), podemos
concluir que µ(t(n, k)) ≤ n.
Sea (π, V ) una representación fiel de t(n, k). Como t(n, k)′ = n(n, k) entonces (π|n(n,k)

, V ) es
una representación fiel de n(n, k), por lo tanto dimV ≥ n.

c) Para probar que µ(hm) ≥ m+ 2 usaremos los siguientes resultados,

Lema 2.3.1. Sean V un espacio vectorial de dimensión finita y F una forma bilineal no
degenerada de V tal que V1 es un subespacio de V , F -isotrópico. Entonces dimV1 ≤ dimV

2 .

Una sencilla prueba de este lema se puede consultar en [GHW] (ver §2.1.3).

Proposición 2.3.2. Sea g una subálgebra de Lie abeliana de hm tal que Z /∈ g. Entonces
dim g ≤ m.

Demostración. Es claro que z(hm) ∩ g = {0} pues z(hm) = k{Z}. Entonces existe un sube-
spacio U de hm tal que hm = g⊕U⊕z(hm). SeanW = g⊕U y F : W ×W → k la aplicación
tal que para todo X,Y ∈ W , [X,Y ] = F (X,Y )Z. Es fácil verificar que F es una forma bi-
lineal. Veamos que es no degenerada, sea X0 ∈W tal que para todo X ∈W , F (X0, X) = 0
es decir [X0, X] = 0. Por lo tanto [X0, v] = 0 para todo v ∈ hm pues v = X + kZ para
algún k ∈ k y X ∈ W . Luego X0 ∈ z(hm) entonces X0 = 0 y como g es una subálgebra de
Lie abeliana de hm, es claro que es un subespacio F -isotrópico de W . Por lo tanto, por el
Lema 2.3.1, dim g ≤ dimW

2 = m.

A continuación probaremos que µ(hm) ≥ m+ 2.
Sea (π, V ) una representación fiel de hm de dimensión finita. Veamos que dimV ≥ m + 2.
Dado que hm es una subálgebra de Lie nilpotente y h′m = z(hm), por la Proposición 1.3.10,
podemos considerar a (π, V ) como una nilrepresentación fiel. Sean 0 6= v ∈ V tal que
π(Z)v 6= 0 y

Fv : hm → V

X 7→ π(X)v .

Como (π, V ) es una representación, es fácil verificar que Fv es una transformación lineal y
kerFv es una subálgebra de Lie de hm. Por la elección de v, es claro que kerFv ∩ z(hm) = 0.
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Entonces [kerFv, kerFv] = 0, es decir que kerFv es una subálgebra de Lie abeliana de hm.
Además,

dim hm = dim kerFv + dim imFv

2m+ 1 = dim kerFv + dim imFv.

Entonces dimV ≥ dim im(Fv) ≥ m+ 1 pues, por la Proposición 2.3.2 dim kerFv ≤ m.
Veamos que v /∈ im(Fv), para ello supongamos lo contrario. Es decir, existe X0 ∈ hm tal
que Fv(X0) = v, por lo tanto π(X0)v = v 6= 0. Pero esto contradice el hecho que (π, V ) es
una nilrepresentación, entonces v /∈ imFv. Luego dimV ≥ dim im(Fv) + 1 ≥ m+ 2.

2.4. Estructuras afines y la función µ

En esta sección investigaremos la relación que existe entre las estructuras afines y la función
µ. Tal relación tiene su inicio en la famosa conjetura de Auslander: Una variedad afín completa
compacta es finitamente cubierta por cocientes de grupos de Lie solubles con estructuras afín invari-
ante a izquierda. En este contexto Milnor preguntó: Qué grupos de Lie admiten una estructura afín
completa invariante a izquierda. Esta pregunta es particularmente difícil de responder para grupos
de Lie nilpotentes. Existe mucha evidencia que estos grupos de Lie admiten una estructura afín
invariante a izquierda. Milnor conjeturo que esto era cierto aún para los grupos de Lie solubles.
Finalmente, en 1995 Benoist dió una respuesta negativa a la conjetura de Milnor construyendo un
álgebra de Lie filiforme de dimensión 11 la cual no admite una estructura afín (ver [Be]). Más tarde
Grunewald y Burde (ver [BG], [B1], [B3]) construyeron familias de álgebras de Lie que contradicen
la conjetura de Milnor.

Es sabido que si un grupo G admite una estructura afin invariante a izquierda entonces el álgebra
de Lie g asociada al grupo de Lie G admite una representación fiel de dimensión dim g + 1, una
prueba está dada por el Lema 2.4.1. Luego, una manera de hallar contraejemplos a la conjetura de
Milnor es encontrar álgebras de Lie que no admitan representaciones de dimensión menor o igual
que dim g + 1. Es decir,

µ(g) > dim g + 1.

Lema 2.4.1. Sea g un álgebra de Lie que admite una estructura afín entonces µ(g) ≤ dim g + 1.

Antes de la demostración daremos unos resultados previos.

Definición 2.4.2. Una conexión ∇ sobre una variedad M es afín si

∇fX+gY = f∇X + g∇Y
∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

para todo X,Y ∈ X(M), f, g ∈ C∞(M).

Definición 2.4.3. Sea G un grupo de Lie y∇ una conexión afín sobre G. Se dice que∇ es invariante
a izquierda si para toda traslación a izquierda Lg se tiene que

(∇XLgY
Lg)Lg−1 = ∇XY

para todo X,Y ∈ X(G).
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Una conexión sobre un grupo de Lie G es invariante a izquierda si y solamente si las traslaciones
a izquierda son mapeos afines. Recordemos que la torsión T y la curvatura R de una conexión afín
∇ son los tensores definidos por

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ];

R(X,Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ].

En este trabajo consideraremos conexiones afines invariante a izquierda de torsión y curvatura
nula.

Sea (G,∇) un grupo de Lie afín y g el álgebra de Lie de G. Dado que el operador ∇ es invariante
a izquierda, este induce un mapeo bilineal sobre g, denotado por de la misma forma que el operador
∇. En este caso el mapeo bilineal ∇ esta caracterizado por las propiedades dadas en la siguiente
definición. En este caso diremos que el álgebra de Lie g con tal mapeo ∇ es afín.

Definición 2.4.4. Un mapeo bilineal ∇ : g× g→ g que satisface;

∇XY −∇YX = [X,Y ];

∇X∇Y −∇Y∇X = ∇[X,Y ]

se llama una estructura afín sobre g.

Definición 2.4.5. Una estructura afín sobre g es completa si los endomorfismos ψX : g→ g definido
por ψX(Y ) = Y +∇YX son biyectivos para todo X ∈ g.

Un ejemplo de un álgebra que admite una estructura afín son las álgebras de Lie p-pasos nilpo-
tente con p ≤ 3 (ver [Sc]).

Demostración. (del Lema 2.4.1) Sea ∇ una estructura afín sobre el álgebra de Lie g. Definimos
π : g → gl(g ⊕ k) dada por π(X)(Y, t) = (∇XY + tX, 0). Es fácil verificar que (π, g ⊕ k) es una
representación fiel de g de dimensión dim g + 1. Por lo tanto µ(g) ≤ dim g + 1.

Por el Lema 2.4.1; para dar contraejemplos a la conjetura de Milnor es necesario encontrar
álgebras de Lie nilpotentes de dimensión finita tal que µ(g) > dim g + 1.

Proposición 2.4.6. Sea g un álgebra de Lie que admite una derivación regular. Entonces g admite
una estructura afín.

Demostración. Sea T ∈ Der(g) una derivación regular de g. Sea ∇ : g× g→ g definido por

∇XY = (T−1 ◦ ad(X) ◦ T )(Y )

para todo X,Y ∈ g. Es fácil ver que ∇ define una estructura afín sobre g.

Proposición 2.4.7. Sea g un álgebra de Lie nilpotente tal que [g, g] admite una derivación T
regular. Entonces g admite una estructura afín.
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Demostración. Sea T̃ ∈ End(g) tal que T̃ |[g,g]= T−1. Sea ∇ : g× g→ g definido por

∇XY = T̃ ◦ ad(X) ◦ T (Y )

para todo X,Y ∈ g. Es fácil ver que ∇ define una estructura afín sobre g.

Por el Lema 2.4.1 sabemos que las distintas clases de álgebras de Lie presentadas en las proposi-
ciones anteriores son tales que µ(g) ≤ dim g + 1.

2.4.1. Álgebras de Lie característicamente nilpotentes

Sea g un álgebra de Lie. Consideremos una subálgebra abeliana maximal t ∈ Derg que consiste
de endomorfismos semisimples, esta subálgebra es llamada un toro de g. La dimensión común de
todos los toros se llama el rango de g y lo denotaremos con rank(g).

Un álgebra de Lie de rango cero se dice ser característicamente nilpotente, es decir, un álgebra
de Lie tal que todas sus derivaciones son endomorfismos nilpotentes se dice ser característicamente
nilpotente.

El siguiente teorema muestra la relación que existe entre las álgebras Lie de rank(g) ≥ 1 y las
Z-graduadas.

Teorema 2.4.8. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita de rank(g) ≥ 1. Entonces g admite
una Z-graduación.

Para probar este teorema primero introduciremos unos resultados previos.

Lema 2.4.9. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita y T ∈ Der(g) tal que T es un endomor-
fismo semisimple con autovalores enteros. Entonces g es Z-graduada.

Demostración. Sean λ1, . . . , λk ∈ Z valores propios de T tal que λ1 < · · · < λk y sean g1, . . . , gk los
subespacios propios de T asociados a λ1, . . . , λk respectivamente, por lo tanto g = g1 ⊕ · · · ⊕ gk.

Veamos que g es un álgebra de Lie graduada, cuya graduación está dada por los espacios propios
gi. Sean Xi ∈ gi y Xj ∈ gj luego

T [Xi, Xj ] = [T (Xi), Xj ] + [Xi, T (Xj)]
= λi[Xi, Xj ] + λj [Xi, Xj ]

entonces T [Xi, Xj ] = (λi + λj)[Xi, Xj ]. Luego [Xi, Xj ] ∈ gi+j , por lo tanto g es un álgebra de Lie
Z-graduada.

Lema 2.4.10. Sea g un álgebra de Lie de dimensión n tal que el rank(g) ≥ 1. Entonces existe
T ∈ Der(g) semisimple con autovalores enteros.

Demostración. Como el rank(g) ≥ 1 entonces existe una derivación no nula D semisimple de g.
Sean λ1 < · · · < λk valores propios de D y sean g1, . . . , gk los subespacios propios de D asociados
a λ1, . . . , λk respectivamente. Sean Bi una base de vectores propios de gi para cada i = 1, . . . , k
entonces B = ∪ki=1Bi es una base de vectores propios de g.
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Definamos la transformación lineal F : g→ g tal que F (X) = µiX para cadaX ∈ gi i = 1, . . . , k.
Para que F sea una derivación semisimple de g basta ver que

F [X,Y ] = [F (X), Y ] + [X,F (Y )] (2.1)

para cada X,Y ∈ B.

Sean X ∈ Bi, Y ∈ Bj

1) si [X,Y ] = 0 entonces F cumple la ecuación (2.1),

2) si [X,Y ] 6= 0 entonces [X,Y ] ∈ gi+j luego F verifica la ecuación (2.1) si y sólo si µi +µj = µi+j .

Por lo tanto para que F sea una derivación es suficiente pedir que µi + µj = µi+j cada vez que
λi + λj = λi+j , dado que D es una derivación semisimple de g. Es decir que basta que µ1, . . . , µk
cumplan el mismo sistema lineal homogéneo que cumplen λ1, . . . , λk cuya matriz asociada A esta
formada por los vectores filas ei + ej − ei+j , donde es = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

s−1

, 1, 0, . . . , 0).

Dado que A tiene coeficientes en Q y admite al menos una solución no trivial, que son λ1, . . . , λk,
entonces también admite una solución entera no trivial. Luego eligiendo los valores µ1, . . . , µk que
sean una solución entera no trivial, resulta que F es una derivación con valores propios enteros.

Demostración. (del Teorema 2.4.8) Por los Lemas 2.4.10 y 2.4.9 se sigue la demostración del teorema.

2.4.2. Estructuras afines sobre álgebras de Lie filiformes

En esta subsección estamos interesados en enunciar dos resultados sobre álgebras de Lie filiformes
característicamente nilpotentes que muestran en cierto sentido la dificultad al obtener contraejem-
plos a la conjetura de Milnor dentro de las álgebras de Lie filiformes.

Se puede ver que el rango de un álgebra de Lie g nilpotente es menor o igual que la codimensión
de [g, g], ya que g es un álgebra generada por cualquier subespacio de g complementario a [g, g].
Luego el rango de un álgebra de Lie filiforme es menor o igual a 2. Por otra parte las álgebras de
Lie filiformes de rango 1 y 2 son tales que admiten una estructura afín (ver [GoK]). Dicho de otra
manera toda álgebra de Lie filiforme no afín es característicamente nilpotente.

Ahora daremos una introducción a la variedad Ln de corchetes de álgebras de Lie. Sea V un
espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo k y sea B2(V ) el espacio de todos los mapeos
bilineales V × V → V . Un corchete de álgebra de Lie sobre V es un elemento u de B2(V ) que
satisface las siguientes condiciones polinomiales:

- u(X,Y ) + u(Y,X) = 0;

- u(u(X,Y ), Z) + u(u(Y,Z), X) + u(u(Z,X), Y ) = 0.

para todo X,Y, Z ∈ V . Dada una base de V un corchete de álgebra de Lie es definida por el conjunto
de constantes de estructuras {ckij} en el espacio kn

3 que satisfacen las siguientes condiciones;

ckij + ckji = 0
n∑
k=1

(
ckijc

l
km + ckjmc

l
ki + ckmic

l
kj

)
= 0. (2.2)
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El subconjunto Ln de corchetes de álgebras de Lie en el espacio kn
3 esta definido por el sistema de

ecuaciones polinomiales dado en (2.2), entonces Ln es una variedad algebraica afin.

Los corchetes de álgebras de Lie de clase de nilpotencia ≤ p definen una subvariedad cerrada
Nn
p en Ln. La clase de nilpotencia de un álgebra de Lie de dimensión n es siempre menor o igual

que n− 1 por lo tanto Nn
n−1 es el conjunto de todos los corchetes de álgebras de Lie nilpotente de

dimensión n. Denotaremos por Nn a esta variedad y la llamaremos la variedad de las álgebras de
Lie nilpotentes de dimensión n. Un subconjunto de Nn que nos resulta importante en esta sección
es la variedad de álgebras de Lie filiformes que denotaremos por Fn.

La variedad Ln tiene naturalmente la topología de Zariski, la variedad Fn resulta ser un abierto
Zariski en la variedad Nn.

Como vimos en un principio la clase de álgebras de Lie filiformes no afines esta incluido en la
clase de álgebras de Lie característicamente nilpotentes de la misma dimensión. Un resultado sobre
estas álgebras es (ver [Go1] y [K1]):

Teorema 7. Toda componente irreducible de la variedad de corchete de álgebras de Lie filiformes
Fm de dimensión m ∈ N con m ≥ 8 contiene un abierto Zariski cuyos elementos son corchetes de
álgebras de Lie característicamente nilpotentes.

Otro resultado obtenido para las álgebras de Lie filiforme (ver [K2])

Teorema 8. Para todo m ∈ N, m 6= 1( mód 5), la variedad Fn contiene un abierto Zariski no
vacío cuyos elementos son corchetes de álgebras de Lie afines.

Es decir que el conjunto de los corchetes de álgebras de Lie filiformes afines de dimensión finita
cuyos elementos son álgebras de Lie característicamente nilpotente es un abierto denso en Ln. Esto
muestra la dificultad al obtener contraejemplos a la conjetura de Milnor dentro de las álgebras de
Lie filiformes.
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Capítulo 3

Cotas de µ de álgebras de Lie nilpotentes

Por el Teorema de Ado-Iwasawa se sabe que toda álgebra de Lie g de dimensión finita admite
una representación fiel de dimensión finita. Es decir que toda álgebra de Lie g de dimensión finita
puede ser embebida en el álgebra de Lie gl(V ) donde V es un espacio vectorial de dimensión finita.
De esta forma dim g ≤ (dimV )2 lo cual nos dice que√

dim g ≤ µ(g).

Por otra parte si g es un álgebra de Lie tal que z(g) = 0 la representación adjunta es una repre-
sentación fiel de g luego µ(g) ≤ dim g. Por lo tanto√

dim g ≤ µ(g) ≤ dim g si z(g) = 0.

En el caso en que g es un álgebra de Lie soluble, por el Teorema de Lie, para toda representación
(π, V ) de g existe una base B de V tal que [π(X)]B ∈ tdimV . Es decir que la dim g ≤ (dimV+1) dimV

2
por lo tanto √

2 dim g ≤ µ(g) + 1.

En particular si g es un álgebra de Lie nilpotente tenemos que
√

2 dim g ≤ µ(g) + 1. Pero esta cota
se puede mejorar por el Teorema 1.3.10 para las álgebras de Lie nilpotentes tales que z(g) ⊆ [g, g],
dado que toda representación fiel (π, V ) se puede obtener una nilrepresentación fiel (πN , V ). Luego
por el Teorema de Engel existe una base B de V tal que [πN (X)]B ∈ ndimV para todo X ∈ g

entonces dim g ≤ µ(g)(µ(g)−1)
2 por lo tanto√

2 dim g ≤ µ(g).

En la sección §3.1 presentamos una serie de resultados que son útiles para dar una cota inferior
para µ de un álgebra de Lie g k-pasos nilpotente y que son necesarios para probar los siguientes
teoremas:

Teorema. Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de característica cero tal
que z(g) ⊆ [g, g]. Entonces ⌈√

2
k + 1
k

dim g

⌉
≤ µ(g).
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Teorema. Sea gk es el álgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de característica cero
definida

gk =




0 A12 A13 ... A1k+1

0 A23 ... A2k+1

...
...

0 Akk+1

0

 : Aij ∈Ma(k) para 1 ≤ i < j ≤ k + 1


entonces µ(gk) = (k + 1)a.

En la sección §3.2, por medio de representaciones inducidas, construimos nilrepresentaciones
fieles para g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente, la cual es útil para demostrar el siguiente teorema:

Teorema. Sean g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión finita sobre un cuerpo k de
característica cero y z(g) el centro de g. Sea a una subálgebra de Lie abeliana de g de codimensión
d tal que z(g) ⊆ a entonces

µ(g) ≤ dim z(g) + d+ 1

3.1. Una cota inferior para µ

Esta sección mostraremos el siguiente teorema relacionado con las álgebras de Lie k-pasos nilpo-
tente.

Teorema 3.1.1. Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente sobre un cuerpo k de característica cero
tal que z(g) ⊆ [g, g]. Entonces ⌈√

2
k + 1
k

dim g

⌉
≤ µ(g).

En particular si g es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente tal que z(g) ⊆ [g, g]√
3 dim g ≤ µ(g).

3.1.1. Obtención de una cota inferior

Los siguientes resultados serán importantes a la hora de obtener resultados relacionados con las
álgebras de Lie y su valor de µ, las demostraciones de algunos de ellos se encuentran en el apéndice
al final del capítulo. Más aún algunos de estos resultados pueden verse en [CaRo].

Además se puede ver que

mı́n{a+ b : a, b ∈ N, ab ≥ d} =
⌈
2
√
d
⌉
. (3.1)

Teorema 3.1.2. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimensión finita. Sea
T un subespacio no nulo de operadores nilpotentes de End(V ) que conmutan. Entonces existe un
conjunto linealmente independiente B = {v1, . . . , vs} ⊂ V y una descomposición T = T1 ⊕ · · · ⊕ Ts
tales que las aplicaciones Fi : T → V definida por Fi(T ) = T (vi) satisfacen

(1) Fi|Ti es inyectiva para todo i = 1 . . . s;
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(2) Tj ⊂ kerFi para todo 1 ≤ i < j ≤ s;

(3) TjV ⊂ imFi|Ti para todo 1 ≤ i < j ≤ s,

Más aún, dado {T1, . . . , Tq} ⊆ T existe v1 tal que Ti(v1) 6= 0 para todo i. Además, sea {T̃1, . . . , T̃r}
una base de T1. Entonces el conjunto {T̃1(v1), . . . , T̃r(v1), v1, . . . , vs} es linealmente independiente.

Demostración. Ver apéndice

Corolario 3.1.3. Sea V un espacio vectorial finito dimensional y sea T un subespacio abeliano no
nulo de End(V ) de operadores nilpotente. Entonces

dimV ≥ d2
√

dim Te.

Demostración. Por la condición (3) del Teorema 3.1.2 la dim TjV ≤ dim imF1 |T1 y por (1) dim Tj ≤
dim imF1 |T1 para todo j = 1, . . . , s. Por lo tanto, como T = T1 ⊕ · · · ⊕Ts obtenemos que dim T ≤
s dim T1 donde dim T1 = dim imF1 |T1= dim imF1. Luego dim T ≤ s dim imF1 entonces, por (3.1)⌈

2
√

dim T
⌉
≤ s+ dim imF1 .

Veamos que imF1 ∩ k{v1, . . . , vs} = 0. Sea v ∈ imF1 ∩ k{v1, . . . , vs} entonces existe T ∈
T y a1, . . . as ∈ k tales que

T (v1) =
s∑
i=1

aivi .

Sean i0 = máx{i = 1, . . . , s : ai 6= 0} y Ti0 ∈ Ti0 entonces por (2) obtenemos que

Ti0T (v1) = ai0Ti0(vi0).

Como T es un subespacio de endomorfismos que conmutan, se tiene que 0 = ai0Ti0(vi0) pero esto
contradice que F1 |T1 es inyectiva y que ai0 6= 0. Por lo tanto imF1 ∩ k{v1, . . . , vs} = 0, luego
dimV ≥ s+ dim imF1 con lo cual por (3.1) tenemos que dimV ≥

⌈
2
√

dim T
⌉
.

Lema 3.1.4. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo k. Sean T1 y T2

subespacios de End(V ). Entonces existe v1 ∈ V tal que

(1) dim T1v1 = máx{dim T1v : v ∈ V } y;

(2) dim T2v1 = máx{dim T2v : v ∈ V }.

Demostración. Ver apéndice

Proposición 3.1.5. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimensión fini-
ta. Sean T un subespacio de operadores nilpotentes de End(V ) y T′ un subespacio de T tal que TT′ =
T′T y [T,T] ⊆ T′. Entonces existe un conjunto linealmente independiente B = {v1, . . . , vs′ , vs′+1, . . . , vs} ⊆
V y una descomposición

T = T1 ⊕ · · · ⊕ Ts′ ⊕ · · · ⊕ Ts y T′ = T′1 ⊕ · · · ⊕ T′s′

y aplicaciones Fi : T→ V definidas por Fi(T ) = T (αi) tal que Fi |T′ y Fi verifican las condiciones
1), 2) y 3) del Teorema 3.1.2. Más aún
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(4) T′i ⊆ Ti para todo i = 1, . . . , s;

(5) TjTivi ⊆ T′vi para todo 1 ≤ i < j ≤ s.

Además, sean W ′ = k{v1, . . . , vs′} y W = k{v1, . . . , vs′ , vs′+1, . . . , vs}. Entonces

Tv1 ∩W ′ = 0 y T′v1 ∩W = 0.

Demostración. La demostración la haremos por inducción sobre la dimensión de V . Por el Lema
3.1.4 existe v1 ∈ V tal que dim Tv1 = máx{dim Tv : v ∈ V } y dim T′v1 = máx{dim T′v : v ∈ V }.
Sea F1 : T→ V una aplicación lineal tal que F1(T ) = T (v1) y F ′1 = F1 |T′ , las aplicaciones F1 y F ′1
son como las del Teorema 3.1.2. Sean T̃ = kerF1 y T̃′ = kerF ′1 y sean T1 y T′1 un complemento
directo de T̃ y T̃′ respectivamente en T y T′. Por hipótesis inductiva existe {v2, . . . , vs, . . . , vs′} ⊆ V
linealmente independiente y una descomposición

T = T2 ⊕ · · · ⊕ Ts′ ⊕ · · · ⊕ Ts y T′ = T′2 ⊕ · · · ⊕ T′s′

y aplicaciones Fi : T → V definidas por Fi(T ) = T (αi) tal que Fi |T′ y Fi que verifican las
condiciones. Es claro que {v1, v2, . . . , vs, . . . , vs′} y la descomposición

T = T1 ⊕ · · · ⊕ Ts′ ⊕ · · · ⊕ Ts y T′ = T′1 ⊕ · · · ⊕ T′s′

verifican (1), (2) y (4) trivialmente. Para probar (3) debemos hacer lo mismo que en la demostración
del Teorema 3.1.2 aplicado a la función F1, F

′
1 respectivamente. Veamos (5). Sea T ∈ Tj y Ti con 1 ≤

i < j ≤ s tal que

(T ◦H)(vi) = (H ◦ T )(vi) + [H,T ](vi)
= [H,T ](vi) por (2)
∈ T′(vi) por hipótesis

Vamos a probar que T(v1) ∩W ′ = 0. Sean T ∈ T y a1, . . . , as′ ∈ k tal que

T (v1) =
s′∑
i=1

aivi.

Sea i0 = máx{i = 1, . . . , s′ : ai 6= 0} y Ti0 ∈ Ti0 entonces T ′T (v1) = ai0T
′(vi0) entonces ai0T ′(vi0) =

0 pero esto contradice el hecho que ai0 6= 0 y la condición (1). Por lo tanto T(v1) ∩W ′ = 0. La
prueba que T′(v1) ∩W = 0 es análoga a la anterior.

Como primer resultado que se obtiene del Teorema 3.1.2 relacionado con las álgebras de Lie
abelianas es el valor de µnil. El valor de µ para las álgebras de Lie abelianas se obtiene a partir del
Teorema de Schur (ver Teorema 2.2.1)

Teorema 3.1.6. Sea a un álgebra de Lie abeliana de dimensión finita sobre k. Entonces

µnil(a) =
⌈
2
√

dim a
⌉
.
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Demostración. Por el Corolario 3.1.3 se tiene que µnil(a) ≥ d2
√

dim ae. Vamos a obtener una

nilrepresentación fiel de a de dimensión
⌈
2
√

dim a
⌉
. Sean a =

⌊√
dim a

⌋
y b =

⌈
dim a

b
√

dim ac

⌉
. Por

lo tanto ab ≥ dim a luego por (3.1) a+ b ≥
⌈
2
√

dim a
⌉
.

Sea
ã = k {Eij : 1 ≤ i ≤ a y b ≤ j ≤ a+ b} ⊆Ma+b(k)

Es fácil ver que ã es un álgebra de Lie abeliana de matrices nilpotentes de tamaño a+b de dimensión
ab. Como ab ≥ dim a se tiene que dim ã ≥ dim a entonces existe una nilrepresentación fiel de a de
dimensión

⌈
2
√

dim a
⌉
. Por lo tanto µnil(g) =

⌈
2
√

dim a
⌉
.

Otro resultado relacionado con las álgebras de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo k es el
siguiente teorema:

Teorema 3.1.7. Sea g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión finita y (π, V ) una nil-
representación fiel de g. Entonces existen a, b,m ∈ N tales que

- dim g ≤ ab+m(b+ a);

- dimV ≥ a+ b+m;

- dim z(g) ≤ bm.

Antes de hacer la demostración del Teorema 3.1.7 vamos a establecer algunas notaciones y
observaciones que serán útiles para la prueba del mismo.

Sean g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente y (π, V ) una nilrepresentación fiel de g. Apliquemos
la Proposición 3.1.5 a π(g) y a π(z(g)) respectivamente, donde z(g) es el centro de g.

Para simplificar la notación llamaremos g := π(g) y z(g) := π(z(g)), por la Proposición 3.1.5
existe una descomposición de g y z(g) tal que

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gs′ ⊕ · · · ⊕ gs y z(g) = z1 ⊕ · · · ⊕ zs′

Sea {T ′1, . . . , T ′b, T1, . . . , Ta} una base de g1 tal que {T ′1, . . . , T ′b} es una base de z1, esto lo podemos
hacer dado que z1 ⊆ g1. Entonces por (1) de la Proposición 3.1.5

{T ′1(v1), . . . , T ′b(v1), T1(v1), . . . , Ta(v1)}

es una base de g1(v1) tal que {T ′1(v1), . . . , T ′b(v1)} es una base de z1(v1). Sea

B = {T ′1(v1), . . . , T ′b(v1), T1(v1), . . . , Ta(v1), v1, . . . , vs′ , w1, . . . , wn} (3.2)

una base de V , veamos la forma de [X]B para todo X ∈ g.

Si X1 ∈ g1 entonces

[X1]B =


A1

11 A1
12 A1

13 A1
14

A1
21 A1

22 A1
23 A1

24

A1
31 A1

32 A1
33 A1

34

A1
41 A1

42 A1
43 A1

44


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Si Xi ∈ gi entonces

[Xi]B =


0 Ai12 Ai13 Ai14

0 0 Ai23 Ai24

0 0 0 0
0 0 0 0


para todo i = 2, . . . , s′. Tal que la primera columna de Ai13 y Ai23 es nula por la Proposición 3.1.5,
más aún si Xi ∈ z entonces por (1) de la Proposición 3.1.5 tenemos que Ai12 y Ai23 son matrices
nulas.

Si Xi ∈ gi entonces

[Xi]B =


0 Ai12 0 Ai14

0 0 0 Ai24

0 0 0 0
0 0 0 0

 (3.3)

para todo i = s′ + 1, . . . , s.

Observación 3.1.8. Dado que g = g1 ⊕ · · · ⊕ gs′ ⊕ · · · ⊕ gs, existen únicos Xi ∈ gi tal que
X = X1 + · · ·+Xs para todo X ∈ g.

Lema 3.1.9. Sean g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente y (π, V ) una nilrepresentación fiel de g.
Sea Ai3 = A1

i3 + · · ·+ As
′
i3 y Aij = As

′+1
ij + · · ·+ Asij para i = 1, 2 y j = 2, 4 donde Atij es el bloque

de la matriz de [Xt]B para todo t = 1, . . . , s;. Entonces la aplicación H : g→ k(b+a)×(a+m) definida
por

H(X) =
(
A12 A13 A14

0 A23 A24

)
es una aplicación lineal inyectiva.

Demostración. Como (π, V ) es una representación entonces es fácil ver que H es una aplicación
lineal.

Veamos queH es inyectiva. SeaB = {T ′1(v1), . . . , T ′a(v1), T1(v1), . . . , Tb(v1), v1, . . . , vs′ , w1, . . . , wm}
una base como la dada en (3.2) de V y X = X1 + · · · + Xs ∈ g tal que H(X) = 0. En particular
A13 = 0 y A23 = 0 entonces

A1
i3 + · · ·+As

′
i3 = 0

para i = 1, 2. Entonces por la forma de [X]B tenemos que X1(v1) = 0 luego, por la Proposición
3.1.5 obtenemos que X1 = 0. De la misma forma se puede ver que Xi = 0 para todo i = 1, . . . , s′

por lo tanto X = Xs′+1 + · · ·+Xs. Como H(X) = 0, Ai3 = 0 y por la ecuación (3.3) tenemos que
[X]B = 0 entonces X = 0. Por lo tanto H es una aplicación lineal inyectiva.

Demostración. (del Teorema 3.1.7) Para simplificar la notación sea g := π(g) y z := π(z(g)). Por el
Lema 3.1.9 existe una aplicación lineal inyectiva H : g→ k(b+a)×(a+m) definida por

H(X) =
(
A12 A13 A14

0 A23 A24

)
luego dim g ≤ ab+m(b+ a),dimV ≥ a+ b+m y bm ≥ dim z(g).
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Corolario 3.1.10. Sea g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión finita sobre un cuerpo
k de característica cero tal que z(g) ⊆ [g, g]. Entonces⌈√

3 dim g
⌉
≤ µ(g).

Demostración. Sea (π, V ) una representación fiel de g. Por el Teorema 1.3.10 existe (πnil, V ) una
nilrepresentación fiel de g, es decir µ(g) = µnil(g). Luego, por el Teorema 3.1.7,

dim g ≤ máx {ab+m(b+ a) : dimV ≥ a+ b+m y bm ≥ dim z(g)}

por lo tanto
⌈√

3 dim g
⌉
≤ µ(g).

Daremos una extensión de la Proposición 3.1.5, la demostración es análoga a la dada para la
Proposición 3.1.5.

Proposición 3.1.11. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre k. Sean Tk ⊂ · · · ⊂
T2 ⊂ T1 ⊂ T subespacios de endomorfismos nilpotentes de End(V ). Entonces existe un conjunto
{v1, . . . , vsk

, vsk+1, . . . , vsk−1
, . . . , vs1+1, . . . , vs} ⊆ V linealmente independiente y una descomposi-

ción
Tm = Tm1 ⊕ · · · ⊕ Tmsm

para cada m = 0, . . . , k, donde T0 = T, y aplicaciones Fi : T → V definidas por Fi(T ) = T (vi) tal
que Fi |Tm y Fi verifican las condiciones 1), 2) y 3) del Teorema 3.1.2. Más aún

(4) Tmi ⊆ Tm−1
i para todo i = 1, . . . , s y m = 1, . . . , k;

(4) Si [Tm1 ,Tm2 ] ⊆ Tm1+m2 entonces Tm1
j Tm2

i vi ⊆ Tm1+m2vi para todo 1 ≤ i < j ≤ s.

Además, si [Tm1 ,Tm2 ] = 0 con m1 ≤ m2 entonces

Tm1v1 ∩ k{v1, . . . , vm2} = 0.

A partir de la Proposición 3.1.11 obtenemos el siguiente resultado relacionado con las álgebras
de Lie nilpotentes y su valor de µ.

Teorema 3.1.12. Sean g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimensión finita y (π, V ) una
nilrepresentación fiel de g. Entonces existen a0, . . . , ak−1,m ∈ N tales que

- dim g ≤
∑k−2

j=0 aj (aj+1 + · · ·+ ak−1) +m (a0 + · · ·+ ak−1)

- dimV ≥
∑k−1

i=0 ai +m

Para la demostración de este teorema primero vamos a establecer algunas notaciones y resultados
previos.

Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimensión finita y (π, V ) una nilrepresentación
fiel de g. Aplicaremos la Proposición 3.1.12 a π(gi) donde gi = [g, gi−1].

Para simplificar la notación llamaremos gi := π(gi) para cada i = 0, . . . , k−1 por la Proposición
3.1.11 existe una descomposición

gi = gi1 ⊕ · · · ⊕ gisi
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para todo i = 0, . . . , k − 1, sea ai = dim gi1/g
i+1
1 .

Sea {T1, . . . , Ta} una base de g1 tal que los primeros
∑j

i=1 ai elementos forman una base de g
j
1.

Entonces
{T1(v1), . . . , Ta(v1)}

es una base de g1(v1) tal que {T1(v1), . . . , T∑j
i=1 ai

(v1)} es una base de g
j
1 para todo j = 0, . . . , k−1.

Como g(v1) ∩ k{v1, . . . , vsk−1
} = 0 entonces existe una base de V

B = {T1(v1), . . . , Ta(v1), v1, . . . , vsk−1
, w1, . . . , wn}. (3.4)

Veamos la forma de [X]B para todo X ∈ g.

Si X1 ∈ g1

[X1]B =



A1
11 A1

12 . . . A1
1k+1 A1

1k+2

A1
21 A1

22 . . . A1
2k+1 A1

2k+2

A1
31 A1

32 . . . A1
3k+1 A1

2k+2
...

... . . .
...

...
A1
k1 A1

k2 . . . A1
kk+1 A1

kk+2

A1
k+11 A1

k+12 . . . A1
k+1k+1 A1

k+1k+2

A1
k+21 A1

k+22 . . . A1
k+2k+1 A1

k+2k+2


.

Si Xi ∈ gi entonces

[Xi]B =



0 Ai12 Ai13 . . . Ai1k+1 Ai1k+2

0 0 Ai23 . . . Ai2k+1 Ai2k+2

0 0 0 . . . Ai3k+1 Ai3k+2
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . Aikk+1 Aikk+2

0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0


para todo i = 2, . . . , sk−1.

Si Xi ∈ gi entonces

[Xi]B =



0 Ai12 Ai13 . . . 0 Ai1k+2

0 0 Ai23 . . . 0 Ai2k+2

0 0 0 . . . 0 Ai3k+2
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . 0 Aikk+2

0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0


(3.5)

para todo i = sk−1 + 1, . . . , s.

Sean a =
∑k−1

i=0 ai y b =
∑k−2

i=1 ai + sk−1 + n.

Lema 3.1.13. Sean g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimensión finita y (π, V ) una nilrepre-
sentación fiel de g. Sean Am(k+1) =

∑sk
j=1A

j
m(k+1) y Amn =

∑s
j=1A

j
mn para todo m = 1, . . . , k, n =
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2, . . . , k + 2 y n 6= k + 1. Entonces la aplicación H : g→ ka×b definida por

H(X) =


Aj12 Aj13 . . . Aj1k+1 Aj1k+2

0 Aj23 . . . Aj2k+1 Aj2k+2

0 0 . . . Aj3k+1 Aj3k+2
...

...
...

...
...

0 0 . . . Ajkk+1 Ajkk+2


es una aplicación lineal inyectiva.

La demostración de este lema es análoga a la del Lema 3.1.9.

Demostración. (del Teorema 3.1.12) Para simplificar la notación definiremos gi := π(gi). Por el
Lema 3.1.13 existe una aplicación lineal H : g→ ka×b definida por

H(X) =


Aj12 Aj13 . . . Aj1k+1 Aj1k+2

0 Aj23 . . . Aj2k+1 Aj2k+2

0 0 . . . Aj3k+1 Aj3k+2
...

...
...

...
...

0 0 . . . Ajkk+1 Ajkk+2


tal que a =

∑k−1
i=0 ai y b =

∑k−2
i=1 ai + sk−1 + n donde ai = dim gi1/g

i+1
1 para todo i = 0, . . . , k − 1.

Luego dim g ≤
∑k−2

j=0 aj (aj+1 + · · ·+ ak−1) +m (a0 + · · ·+ ak−1) y dimV ≥
∑k−1

i=0 ai +m.

Corolario 3.1.14. Sea g un álgebra de Lie k-pasos nilpotente de dimensión finita sobre un cuerpo
k de característica cero tal que z(g) ⊆ [g, g]. Entonces⌈√

2
k + 1
k

dim g

⌉
≤ µ(g).

Demostración. Sea (π, V ) una representación fiel de g. Por el Teorema 1.3.10 existe (πnil, V ) una
nilrepresentación fiel de g, es decir µ(g) = µnil(g). Entonces, por el Teorema 3.1.12,

dim g ≤ máx


k−2∑
j=0

aj (aj+1 + · · ·+ ak−1) +m (a0 + · · ·+ ak−1) : dimV ≥
k−1∑
i=0

ai +m

 ,

es fácil ver que dim g ≤ 1
2

k
k+1(dimV )2. Por lo tanto

⌈√
2k+1

k dim g

⌉
≤ µ(g).

Teorema 3.1.15. Sea k un cuerpo de característica cero y sea

gk =




0 A12 A13 ... A1k+1

0 A23 ... A2k+1

...
...

0 Akk+1

0

 : Aij ∈Ma(k) para 1 ≤ i < j ≤ k + 1


el álgebra de Lie k-pasos nilpotente entonces µ(gk) = (k + 1)a.
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Demostración. Es fácil ver que z(gk) ⊆ [gk, gk] entonces por el Corolario 3.1.14

µ(gk) ≥

⌈√
2
k + 1
k

dim gk

⌉

≥

⌈√
2
k + 1
k

(k + 1)k
2

a2

⌉
≥ (k + 1)a

Por la definición de gk es claro que µ(gk) ≤ (k + 1)a. Por lo tanto µ(gk) = (k + 1)a.

3.2. Una cota superior para µ

Sea g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente. Para obtener una cota superior de µ(g) usaremos
representaciones inducidas.

Burde para álgebras de Lie g 2-pasos nilpotente obtuvo que µ(g) ≤ dim g + 1. En esta sección
damos una mejora de dicha cota en el caso de un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente y obtenemos el
siguiente teorema

Teorema 3.2.1. Sean g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión finita sobre k y z(g) el
centro de g. Sea a una subálgebra de Lie abeliana de g de codimensión d tal que z(g) ⊆ a entonces

µ(g) ≤ dim z(g) + d+ 1.

En particular, µ(g) ≤ dim g.

3.2.1. Representaciones inducidas

Dada un álgebra de Lie g y h una subálgebra de Lie de g. Sea (ρ,W ) una representación de h.
Se puede ver que W es un U(h)-módulo a izquierda a partir de la representación (ρ,W ) cuya acción
esta dada por la siguiente aplicación

⇀: U(h)×W →W

tal que hα1
1 . . . hαs

s ⇀ w = ρ(h1)α1 ◦ · · · ◦ ρ(hs)αs(w) donde {h1, . . . , hs} es una base del álgebra
de Lie h y α1, . . . , αs ∈ N. Por otra parte U(g) es un U(h)-módulo a derecha, luego podemos
definir V = U(g) ⊗U(h) W . Como U(g) es un U(g)-módulo a izquierda entonces V es un U(g)-
módulo a izquierda. Por lo tanto existe una representación (π, V ) de g que se obtiene a partir de la
representación (ρ,W ) de h, diremos que (π, V ) es la representación de g inducida por ρ.

3.2.2. Obtención de una cota superior

Sea g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente y v un complemento directo de z(g), es decir, g =
v ⊕ z(g) y sea ρ : z(g) → gl(V ) una representación fiel de z(g) tal que V tiene una base B =
{v1, . . . , va, v′1, . . . , v′b} con la propiedad
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- ρ(Z)vi = 0;

- ρ(Z)v′i ∈ k{v1, . . . , va}.

para todo Z ∈ z(g). Entonces existe una subálgebra de Lie abeliana de gl(a+ b)

g̃ ⊆
{(

0 A
0 0

)
: A ∈M(a, b)

}
que es isomorfa a z(g). Por lo tanto dim z(g) ≤ ab.

Sean Va = k{v1, . . . , va} y Vb = k{v′1, . . . , v′b} entonces V = Va ⊕ Vb y sean a una subálgebra
abeliana de g tal que z(g) ⊆ a y a′ un complemento directo de z(g) en a. Definimos la aplicación
lineal ρ̃ : a→ gl(Va ⊕ Vb) tal que

ρ̃(A) =

{
ρ(A) si A ∈ z(g)
0 si a′

.

Como a es una subálgebra abeliana entonces (ρ̃, Va,b) es una representación de a. Consideramos
(π̃, U(g) ⊗U(a) Va,b) la representación inducida en g obtenida a partir de a dada por ρ̃. Se puede
probar que el espacio vectorial U(g)⊗U(a) Va,b es isomorfo al espacio vectorial S(g/a)⊗ Va,b.

Lema 3.2.2. Sea g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente. Sean B = {X1, . . . , Xn} una base de g y
{Xα1

1 . . . Xαn
n : αi ∈ N} la base de PBW de U(g) obtenida a partir de B. Entonces

XjX
α1
1 . . . X

αj−1

j−1 = Xα1
1 . . . X

αj−1

j−1 Xj +
j−1∑
k=1

αkX
α1
1 . . . Xαk−1

k . . . X
αj−1

j−1 [Xj , Xk]

para todo j = 1, . . . , n.

Demostración. Primero probaremos por inducción que

XjX
α
i = Xα

i Xj + αXα−1
i [Xj , Xi] (3.6)

Es claro que para α = 1 se tiene la ecuación (3.6).Supongamos que vale para α ∈ N entonces
XjX

α
i = Xα

i Xj + αXα−1
i [Xj , Xi]. Luego

XjX
α+1
i = XjX

α
i Xi

= (Xα
i Xj + αXα−1

i [Xj , Xi])Xi por hipótesis inductiva
= Xα

i XjXi + αXα
i [Xj , Xi] como g es 2-pasos nilpotente

= Xα+1
i Xj + αXα

i [Xj , Xi]

Por la ecuación (3.6) y dado que g es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente obtenemos que

XjX
α1
1 . . . X

αj−1

j−1 = Xα1
1 . . . X

αj−1

j−1 Xj +
j−1∑
k=1

αkX
α1
1 . . . Xαk−1

k . . . X
αj−1

j−1 [Xj , Xk]

para todo j = 1, . . . , n.
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Proposición 3.2.3. Sea g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente y a una subálgebra de Lie de g de
codimensión d tal que z(g) ⊆ a. Entonces el subespacio

W = ⊕k≥2Sk(g/a)⊗ Va,b ⊕ S1(g/a)⊗ Va

es g-invariante de codimensión a+ (d+ 1)b.

Demostración. Sea B = {X1, . . . , Xd, . . . , Xn} una base de g tal que los últimos n − d vectores
forman una base de a. Entonces {Xα1

1 . . . Xαd
d : αi ∈ N0} es una base de S (g/a).

Sea w = Xα1
1 . . . Xαd

d ⊗ v ∈W y Xj ∈ B, por la ecuación (3.6)

Xj .w =

(
Xα1

1 . . . X
αj−1

j−1 X
αj+1
j . . . Xαd

d +
j−1∑
k=1

αkX
α1
1 . . . Xαk−1

k . . . X
αj−1

j−1 . . . Xαd
d [Xj , Xk]

)
⊗ v

luego

Xj .w = Xα1
1 . . . X

αj−1

j−1 X
αj+1
j . . . Xαd

d ⊗ v +
j−1∑
k=1

αkX
α1
1 . . . Xαk−1

k . . . X
αj−1

j−1 . . . Xαd
d ⊗ [Xj , Xk].v.

Por lo tanto si α1 + · · ·+αd ≥ 1 entonces Xj .w ∈W . Luego W es un espacio vectorial g-invariante.

Teorema 3.2.4. Sean g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente y a una subálgebra de Lie abeliana de
g de codimensión d tal que z(g) ⊆ a entonces

µ(g) ≤ mı́n{a+ b(d+ 1) : ab ≥ dim z(g)}.

Demostración. Sea (ρ̃, Va,b) la representación de a, dada anteriormente y (π̃, U(g)⊗ Va,b) la repre-
sentación inducida de g por a. Por la Proposición 3.2.3 sabemos que

W = ⊕k≥2Sk(g/a)⊗ Va,b ⊕ S1(g/a)⊗ Va

es un subespacio de U(g)⊗ Va,b es g-invariante. Sea π : g→ gl((U(g)⊗ Va,b)/W ) la representación
cociente. Falta ver que (π, (U(g) ⊗ Va,b)/W ) sea fiel, para ello es suficiente ver que (π |z, (U(g) ⊗
Va,b)/W ) es una representación fiel ya que g es un álgebra de Lie nilpotente. Como (ρ, Va,b) es
una representación fiel de z(g) entonces existe v ∈ Va,b tal que π(Z)(1 ⊗ v) 6= 0. Por lo tanto (π |z
, (U(g)⊗Va,b)/W ) es una representación fiel de z(g), luego (π, (U(g)⊗Va,b)/W ) es una representación
fiel de g. Entonces

µ(g) ≤ mı́n{a+ b(d+ 1) : ab ≥ dim z(g)}.

Corolario 3.2.5. Sean g un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión finita sobre k y a una
subálgebra de Lie abeliana de g de codimensión d tal que z ⊆ a entonces

µ(g) ≤


dim z(g) + d+ 1 si dim z(g) < 4(d+ 1)⌈
2
√

dim z(g)(d+ 1)
⌉

+

(⌊
dim z(g)
d+1

⌋
−
⌊√

dim z(g)
d+1

⌋2

+ 1

)
(d+ 1) en otro caso

.
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Demostración. Por el Teorema 3.2.4 µ(g) ≤ mı́n{a+ b(d+ 1) : ab ≥ dim z(g)}.

- Si dim z(g) < 4(d+ 1) consideremos b = 1 y a = dim z(g). Entonces

mı́n {a+ b(d+ 1) : ab ≥ dim z(g)} ≤ d+ 1 + dim z(g);

- si dim z(g) ≥ 4(d+1) en este caso escribimos a dim z(g) = k2(d+1)+δ tal que δ = 0, . . . , 2k(d+1),

ya que dim z(g) ∈ N. Luego
⌊√

dim z(g)
d+1

⌋
= k entonces

⌈
dim z(g)

k

⌉
= k(d+ 1) +

⌈
δ

k

⌉
. (3.7)

Sea m = 0, . . . , 2k tal que m(d+ 1) ≤ δ < (m+ 1)(d+ 1) entonces m =
⌊

dim z(g)
d+1

⌋
−
⌊√

dim z(g)
d+1

⌋2

.

Por la ecuación (3.7) dado que k ≥ 1 tenemos que⌈
dim z(g)

k

⌉
≤ k(d+ 1) + (m+ 1)(d+ 1).

Sean b =
⌊√

dim z(g)
d+1

⌋
(d+ 1) y a =

⌈
dim z(g)

b

⌉
entonces

µ(g) = mı́n{a+ b(d+ 1) : ab ≥ dim z(g)} ≤
⌈

dim z(g)
b

⌉
+

⌊√
dim z(g)
d+ 1

⌋
(d+ 1)

≤ 2k(d+ 1) +
⌈
δ

k

⌉
≤
⌈
2
√

dim z(g)(d+ 1)
⌉

+ (m+ 1)(d+ 1)

Demostración. (del Teorema 3.2.1) Por el Corolario 3.2.5 tenemos que µ(g) ≤ dim z(g) + d + 1 si
dim z(g) < 4(d+1) y en el caso en que dim z(g) ≥ 4(d+1) sabemos que µ(g) ≤

⌈
2
√

dim z(g)(d+ 1)
⌉
+(⌊

dim z(g)
d+1

⌋
−
⌊√

dim z(g)
d+1

⌋2
)

(d+ 1).

Veamos que dim z(g) + d+ 1 ≥ 2k(d+ 1) +
⌈
δ
k

⌉
.

dim z(g) + d+ 1−
(

2k(d+ 1) +
⌈
δ

k

⌉)
=

k2(d+ 1) + δ + d+ 1−
(

2k(d+ 1) +
⌈
δ

k

⌉)
≥

k2(d+ 1) +m(d+ 1) + d+ 1− 2k(d+ 1)−m(d+ 1)− (d+ 1) = (k2 − 2k)(d+ 1)
= k(k − 2)(d+ 1)
≥ 0 .

Por lo tanto µ(g) ≤ dim z(g) + (d+ 1).
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Ejemplos 3.2.6. 1. Sea hm el álgebra de Lie de Heisenberg. Una base de hm es

B = {X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Ym, Z}

tal que [Xi, Yi] = Z y cero en otro caso. Sea a el álgebra de Lie abeliana generada por {Y1, . . . , Ym, Z}.
Entonces d = dim(hm/a) = m, luego por el Corolario 3.2.5 tenemos que

µ(hm) ≤ m+ 1 + 1 = m+ 2.

Donde m+ 2 es el valor de µ(hm) (ver 2.2(1d)).

2. Sea L(r) el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r-generadores. Sea a la subálgebra de Lie
abeliana de L(r) generada por z(L(r))∪{X} donde X ∈ L(r) no nulo. Entonces d = r−1, luego
µ(L(r)) ≤ dim lr (en el capítulo 6 daremos una mejor cota para µ(L(r)) que es mucho menor a
este).

3.3. Apéndice: resultados de álgebra lineal

En esta sección probaremos el Teorema 3.1.2, para ello usaremos algunos resultados previos que
demostramos a continuación. En esta tesis se ha asumido casi siempre que k es de característica
cero, pero en esta sección basta asumir que k es infinito.

Proposición 3.3.1. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimensión finita y
F un subespacio no nulo de End(V ). Si {T1, T2, . . . , Tq} ⊆ F y r = máx{dimFv : v ∈ V } entonces
existe v1 ∈ V tal que r = dimFv1 y Ti(v1) 6= 0 para todo i = 1, . . . , q.

Demostración. La prueba la haremos por inducción en la cantidad de elementos de {T1, T2, . . . , Tq}.
Sea v′ ∈ V tal que r = dimFv′, es claro que el lema se verifica para el caso q = 0.

Sea {T1, . . . , Tq, Tq+1} ⊆ F , por hipótesis inductiva existe v0 ∈ V tal que r = dimFv0 y
Ti(v0) 6= 0 para todo i = 1, . . . , q. Si Tq+1(v0) 6= 0 tomamos v1 = v0. Supongamos que Tq+1(v0) = 0,
dado que Tq+1 6= 0 existe v′′ ∈ V tal que Tq+1(v′′) 6= 0. Sea B = {T̃1(v0), . . . , T̃r(v0)} una base de
Fv0 y At la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores {T̃1(v0+tv′′), . . . , T̃r(v0+tv′′)}
en una base de V . Para t = 0 la matriz At tiene un menor, Ãt de orden r, con determinante no nulo.
Sea P (t) = det(Ãt), existen a lo sumo deg(P ) valores de t ∈ k tal que P (t) = 0. Dado que Ti son
transformaciones lineales, podemos pensar a las coordenadas de Ti(v0 + tv′′) como polinomios de
grado menor o igual a uno, donde alguna de dichas coordenadas es distinta de cero pues Ti(v0) 6= 0.
Sea Pi(t) una de las posibles coordenadas no nulas de Ti(v0 + tv′′) y sea Q(t) = (PP0P1 . . . Pq)(t).
Como Q es un polinomio distinto de cero existe t′ ∈ k tal que Q(t′) 6= 0, por lo tanto P (t′) 6= 0 y
Pi(t′) 6= 0 para todo i. Es decir dimF(v0 + t′v′′) ≥ r y Ti(v0 + t′v′′) 6= 0 para todo i = 1, . . . , q. Por
la elección de r tenemos que dimF(v0 + t0v

′′) = r y Tq+1(v0 + t′v′′) 6= 0.

Proposición 3.3.2. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimensión finita
y T un subespacio no nulo de End(V ). Entonces existe un conjunto linealmente independiente B =
{v1, . . . , vs} ⊂ V y una descomposición T = T1 ⊕ · · · ⊕ Ts con Ti 6= 0 y tales que las aplicaciones
Fi : T → V definida por Fi(T ) = T (vi) satisfacen

(1) Fi|Ti es inyectiva para todo i = 1 . . . s;
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(2) Tj ⊂ kerFi para todo 1 ≤ i < j ≤ s;

(3) TjV ⊂ imFi|Ti para todo 1 ≤ i < j ≤ s.

Más aún, dado {T1, . . . , Tq} ⊆ T se puede elegir v1 tal que Ti(v1) 6= 0 para todo i = 1, . . . , q.

Demostración. Sea r = máx{dim T v : v ∈ V }. Por el Proposición 3.3.1, existe v1 ∈ V tal que para
cada i, Ti(v1) 6= 0 y r = dimFv1. Para la prueba procederemos por inducción en la dimensión de
T . Si la dim T = 1, tomamos B = {v1} y T1 = T entonces kerF1 = 0 pues T1(v1) 6= 0. Por lo tanto
la condición (1) es trivial y las condiciones (2) y (3) son vacias. Supóngase que el teorema es válido
para todo subespacio no nulo de End(V ) de dimensión menor que dim T .

Sea F1 : T → V definido por F1(T ) = T (v1) y T ′ = kerF1. Como Ti /∈ T ′, tenemos dim T ′ <
dim T . Aplicando la hipótesis inductiva a T ′, existe un conjunto linealmente independiente B′ =
{v2, . . . , vs} ⊂ V y una descomposición T ′ = T2 ⊕ · · · ⊕ Ts tales que

(1′) Fi|Ti es inyectiva para todo i = 2 . . . s;

(2′) Tj ⊂ kerFi para todo 2 ≤ i < j ≤ s;

(3′) TjV ⊂ imFi|Ti para todo 2 ≤ i < j ≤ s.

Veamos que v1 /∈ kB′. Si v1 ∈ kB′ entonces existen aj ∈ k no todos nulos tal que v1 =
∑s

j=2 ajvj .
Sea j0 = máx{j : aj 6= 0} y 0 6= T ∈ Tj0 , si aplicamos T a la ecuación anterior obtenemos
T (v1) =

∑j0
j=2 ajT (vj). Por la definición de T ′ y la condición (2′) tendríamos T (vj0) = 0, lo cual

contradice (1’). Por lo tanto B = {v1, v2, . . . , vs} ⊂ V es un conjunto linealmente independiente.
Sea T1 un complemento directo de T ′, es claro que se verifican las condiciones (1) y (2) y que la
dim T1 = r pues

dim T = dim kerF1 + dim imF1 = dim T ′ + r.

Para probar (3) basta ver que T ′v′ ∈ imF1 para todo T ′ ∈ T ′ y v′ ∈ V . Sea {T̃1, . . . , T̃r}
una base de T1, veamos que

{
T ′v′, T̃1v1, . . . , T̃rv1

}
es un conjunto linealmente dependiente. Por la

elección de v1, el conjunto
{
T ′(v1 + tv′), T̃1(v1 + tv′), . . . , T̃r(v1 + tv′)

}
es linealmente dependiente

para todo t ∈ k. Dado que T ′v1 = 0, tenemos que

B′ =
{
T ′(v′), T̃1(v1 + tv′), . . . , T̃r(v1 + tv′)

}
es linealmente dependiente para todo t ∈ k×. Sea At la matriz cuyas columnas son las coordenadas
de los vectores de B′ en alguna base de V . Como B′ es linealmente dependiente para todo t ∈ k×

entonces todo menor de At tiene determinante nulo para t ∈ k×. Veamos que todo menor de
A0 tiene determinante nulo. Sea Mt un menor de At y P (t) = det(Mt). Por hipótesis P (t) = 0
para todo t ∈ k× y k es infinito entonces P (0) = 0, es decir det(M0) = 0. Esto implica que
{T ′v′, T̃1v1, . . . , T̃rv1} es un conjunto linealmente dependiente.

Teorema 3.3.3. Sean k un cuerpo infinito, V un espacio vectorial sobre k de dimensión finita. Sea
T un subespacio no nulo de operadores nilpotentes de End(V ) que conmutan. Entonces existe un
conjunto linealmente independiente B = {v1, . . . , vs} ⊂ V y una descomposición T = T1 ⊕ · · · ⊕ Ts
tales que las aplicaciones Fi : T → V definida por Fi(T ) = T (vi) satisfacen
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(1) Fi|Ti es inyectiva para todo i = 1 . . . s;

(2) Tj ⊂ kerFi para todo 1 ≤ i < j ≤ s;

(3) TjV ⊂ imFi|Ti para todo 1 ≤ i < j ≤ s,

Más aún, dado {T1, . . . , Tq} ⊆ T existe v1 tal que Ti(v1) 6= 0 para todo i. Además, sea {T̃1, . . . , T̃r}
una base de T1. Entonces el conjunto {T̃1(v1), . . . , T̃r(v1), v1, . . . , vs} es linealmente independiente.

Demostración. Por la Proposición 3.3.2 nos falta ver que el conjunto B̃ = {T̃1(v1), . . . , T̃r(v1), v1, . . . , vs}
sea linealmente independiente. Sea s ≥ 2 y sean ai, bj ∈ k tal que

r∑
i=1

aiT̃i(v1) +
s∑
j=1

bjvj = 0. (3.8)

Sea 0 6= T ∈ Ts, si aplicamos T a la ecuación (3.8) obtenemos
∑r

i=1 aiT T̃i(v1) +
∑s

j=1 bjTvj = 0.
Como T es una familia conmutativa y por (2) nos queda bsT (vs) = 0. Luego por (1), bs = 0. Si
repetimos este procedimiento de manera decreciente con T ∈ Tj y j = 2, . . . , s tenemos que bj = 0.
Es decir, la ecuación (3.8) tiene la siguiente forma

r∑
i=1

aiT̃i(v1) + b1v1 = 0 (3.9)

Veamos que b1 = 0. Dado que T es una familia conmutativa de operadores nilpotentes
∑r

i=1 aiT̃i es
nilpotente, además por (1), T (v1) 6= 0. Luego, si aplicamos T ∈ T1 a la ecuación anterior nos queda
que (

∑r
i=1 aiT̃i)T (v1) + b1T (v1) = 0. Por lo tanto b1 = 0, es decir

0 =
r∑
i=1

aiT̃i(v1) = 0

= (
r∑
i=1

aiT̃i)(v1) .

Como
∑r

i=1 aiT̃i ∈ T1 por (1),
∑r

i=1 aiT̃i = 0. Luego ai = 0 para todo i, pues {T̃1, T̃2, . . . , T̃r} es
una base de T1. Cuando s = 1 la prueba se deduce a partir de la ecuación (3.9).

Lema 3.3.4. Sean T ⊆ End(kn) y r = máx{dim Tv : v ∈ kn}. Entonces

W = {w ∈ kn : dim Tw = r}

es un abierto denso de kn.

Demostración. Veamos primero que W es un abierto de kn. Sea w ∈ W entonces dim Tw = r.
Sean {T1, . . . , Ta} una base de T, t = (t1, . . . , tn) y wt = (t1w1, . . . , tnwn). Sea At la matriz cuyas
columnas están formadas por las coordenadas de los vectores Ti(wt) en alguna base de kn y sea Ar
un menor de orden r× r tal que det(Ar,1) 6= 0, con 1 = (1, . . . , 1). Definimos la función F : kn → k
tal que F (t) = det(Ar,t). Dado que F es una función continua y F (1) 6= 0. Existe un entorno abierto
Ũ de w tal que Ũ ⊆W . Por lo tanto W es un conjunto abierto en kn.
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Falta ver qque W es un conjunto denso en kn. Sea U un abierto tal que U ∩W = ∅ entonces
det(Ar,t) = 0 para todo t ∈ U . Como det(Ar,t) es un polinomio en kn entonces det(Ar,t) = 0 para
todo t ∈ kn. Pero esto contradice la hipótesis que W 6= ∅. Por lo tanto W es un conjunto denso en
kn.
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Capítulo 4

Álgebras de Lie nilpotentes de dimensión
≤ 6

Diversas clasificaciones de álgebras de Lie nilpotentes de dimensión menor o igual que 6 existen
en la literatura. Por ejemplo la realizada por Morozov (ver [Mo]) sobre un cuerpo de característica
0, por Beck y Kolman (ver [BK]) sobre R, por Seeley (ver [See]), por Gong (ver [Go1]) sobre cuerpo
algebraicamente cerrado, por De Graaf (ver [Gr]) sobre un cuerpo de característica distinta de dos,
etc. En el caso de álgebras de Lie de dimensión menor o igual que 5 una clasificación fue dada por
Dixmier(ver [Dix]). La clasificación de estas álgebras de Lie son en términos de los corchetes en una
base conveniente.

En este capítulo calculamos una representación de dimensión mínima, según la lista de De Graaf,
del álgebra de Lie Li,j de dimensión i con i menor o igual a 6 sobre un cuerpo de característica cero.
En el caso de las álgebras de Lie nilpotnetes de dimensión 6 el cuerpo es algebraicamente cerrado.
Damos además una nilprepresentación fiel de dimensión mínima de Li,j para i menor o igual a 6.

Demostramos los siguientes teremas:

Teorema. Según la clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión menor o igual a 4
dada por De Graaf, el valor de µ es

Clasificación de
Dim. De Graaf µ(g) µnil(g)

1 L1,1 1 2
2 L2,1 2 3

3 L3,2 3 3
L3,1 3 4

4 L4,2 3 4
L4,1, L4,3 4 4

Teorema. Según la clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 5 dada por De

47



Graaf, el valor de µ es

Clasificación de De Graaf µ(g) µnil(g)
L5,3, L5,4, L5,5, L5,8 4 4
L5,1, L5,2 4 5
L5,6, L5,7, L5,9 5 5

Teorema. Según la clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes complejas de dimensión 6 dada
por De Graaf, el valor de µ es

Clasificación de De Graaf µ(g) µnil(g)
L6,19(ε) con ε 6= 0 4 4
L6,3, L6,4, L6,5, L6,8 4 5
L6,1, L6,2, L6,6, L6,7, L6,10, L6,11,

5 5L6,12, L6,13, L6,19(0), L6,20, L6,21(ε)
L6,22(ε), L6,23, L6,24(ε), L6,25, L6,26

L6,9 5 6
L6,14, L6,15, L6,16, L6,17, L6,18 6 6
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4.1. Representación mínima de álgebras de Lie nilpotentes de dim
≤ 6

A lo largo de esta sección denotaremos por an el álgebra de Lie abeliana de dimensión i. Sea
B = {A1, . . . , An} una base de an.

En el caso de las álgebras de Lie sin factor abeliano, una base para el centro de las mismas será
{Z1, . . . , Zm} salvo que se indique lo contrario.

Las siguientes álgebras de Lie nilpotentes de dimensión menor o igual que 6 son las siguientes,
cabe destacar que la notación que usaremos es la establecida por De Graaf (ver [Gr]).

Álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 1

L1,1 = a1

Álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 2

L2,1 = a2

Álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 3

L3,1 = a3

L3,2 : [X1, X2] = Z (álgebra de Lie de Heisenberg).

Álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 4

L4,1 = a4

L4,2 = L3,2 ⊕ a1

L4,3 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = Z álgebra de Lie filiforme.

Teorema 4.1.1. Según la clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión menor o
igual a 4 dada por De Graaf, el valor de µ es

Clasificación de
Dim. De Graaf µ(g) µnil(g)

1 L1,1 1 2
2 L2,1 2 3

3 L3,2 3 3
L3,1 3 4

4 L4,2 3 4
L4,1, L4,3 4 4

Demostración. g = L1,1 es claro que µ(L1,1) = 1 y µnil(L1,1) = 2. Una nilrepresentación fiel de
L1,1 de dimensión 2 es

πnil(A) =
(

0 a1

0 0

)
.
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g = L2,1: Por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 tenemos que µ(L2,1) = 2 y µnil(L2,1) = 3,
respectivamente. Una representación fiel y una nilrepresentación fiel de L2,1 de dimensión 2 y 3
son

π(A) =
(
a1 a2

0 a1

)
πnil(A) =

0 a1 a2

0 0 0
0 0 0

 .

g = L3,1: Por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 µ(L3,1) = 3 y µnil(L3,1) = 4 respectivamente.
Una representación fiel y una nilrepresentación fiel de L3,1 de dimensión 3 y 4 son

π(A) =

a1 0 a2

0 a1 a3

0 0 a1

 ; πnil(A) =


0 0 a1 a2

0 0 0 a3

0 0 0 0
0 0 0 0

 .

g = L3,2: Por el Teorema 1.3.10 µ(L3,2) = µnil(L3,2) y dado que dimL3,2 = 3 entonces µnil(L3,2) ≥
3. Una nilrepresentación fiel de dimensión 3 de L3,2 es

πnil(X) =

0 x1 z
0 0 x2

0 0 0

 .

g = L4,1: Por Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 µ(L4,1) = 4 y µnil(L4,1) = 4, respectivamente.
Una nilrepresentación fiel de dimensión 4 de L4,1 es

πnil(A) =


0 0 a1 a2

0 0 a3 a4

0 0 0 0
0 0 0 0

 .

g = L4,2: Como L3,2 es una subálgebra de Lie de L4,2 entonces 3 ≤ µ(L4,2). Por otra parte, dado
que dim n3 = 3 entonces 4 ≤ µnil(L4,2). Una representación fiel y una nilrepresentación fiel de L4,2

de dimensión 3 y 4, respectivamente son

π(X) =

a1 x1 z
0 a1 x2

0 0 a1

 πnil(X) =


0 x1 z a1

0 0 x2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

g = L4,3: Por el Teorema 1.3.10, µ(L4,3) = µnil(L4,3). Es fácil ver que L4,3 es un álgebra de Lie
filiforme, luego por 2.2(1h) tenemos que µ(L4,3) = 4. Una nilrepresentación fiel de dimensión 4 de
L4,3 es

πnil(X) =


0 x1 0 z
0 0 x1 x3

0 0 0 x2

0 0 0 0

 .
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Álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 5

L5,1 = a5

L5,2 = L3,2 ⊕ a2

L5,3 = L4,3 ⊕ a1

L5,4 : [X1, X2] = Z, [X3, X4] = Z

L5,5 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = Z, [X2, X4] = Z

L5,6 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = Z, [X2, X3] = Z

L5,7 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = Z

L5,8 : [X1, X2] = Z1, [X1, X3] = Z2

L5,9 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = Z1, [X2, X3] = Z2

Lema 4.1.2. Sea A =
( 0 a12 a13 a14

0 0 a23 a24
0 0 0 a34
0 0 0 0

)
∈ n4(k) tal que a12 6= 0 ó a23 6= 0 ó a34 6= 0. Entonces

dim Centn4(k)(A) ≤ 4.

Demostración. Sea X =
( 0 x12 x13 x14

0 0 x23 x24
0 0 0 x34
0 0 0 0

)
∈ Centn4(k)(A) entonces [A,X] = 0. Por lo tanto tenemos

la siguientes ecuaciones

a12x23 − a23x12 = 0
a23x34 − a34x23 = 0

a12x24 + a13x34 − a24x12 − a34x13 = 0.

Por hipótesis y por las ecuaciones anteriores se puede ver que dim Centn4(k)(A) ≤ 4.

Teorema 4.1.3. Según la clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 5 dada por
De Graaf, el valor de µ es

Clasificación de De Graaf µ(g) µnil(g)
L5,3, L5,4, L5,5, L5,8 4 4
L5,1, L5,2 4 5
L5,6, L5,7, L5,9 5 5

Observación 4.1.4. Parte de los resultados del Teorema 4.1.1 y el Teorema 4.1.3 se pueden en-
contrar además en [BNT]

Demostración. Dado que dimL5,i = 5 tenemos que µnil(L5,i) ≥ 4 para todo i = 1, . . . , 9.

g = L5,1: Por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema 3.1.6 µ(L5,1) = 4 y µnil(L5,1) = 5 respectivamente.
Una representación fiel y una nilrepresentación fiel de L5,1 de dimensión 4 y 5 respectivamente es

π(A) =


a1 0 a2 a3

0 a1 a4 a5

0 0 a1 0
0 0 0 a1

 πnil(A) =


0 0 0 a1 a2

0 0 0 a3 a4

0 0 0 a5 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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g = L5,2: Sea ã la subálgebra de Lie abeliana de L5,2 generada por {X2, Z1, A1, A2} entonces por
el Teorema 2.2.1 µ(ã) = 4 y µ(ã) ≤ µ(L5,2). Una representación fiel de dimensión 4 de L5,2 es

π(X) =


a1 x1 z 0
0 a1 x2 0
0 0 a1 0
0 0 0 a2

 .

Ahora probaremos que µnil(L5,2) = 5. Para ello supongamos que µnil(L5,2) = 4 entonces ex-
iste h subálgebra de n4 tal que h es isomorfa a L5,2. Por el Lema 4.1.2 tenemos que z(h) =
k{E13, E14, E24}. Sea X /∈ z(h) entonces X = a12E12 + a23E23 + a34E34 + Z con Z ∈ z(h), luego

X − Z = a12E12 + a23E23 + a34E34 conmuta con Z̃ =


0 0 z̃13 z̃14

0 0 0 z̃24

0 0 0 0
0 0 0 0

 para todo Z̃ ∈ z(h). Es

decir [a12E12 + a23E23 + a34E34, Z̃] = 0 entonces a12z̃24 − a34z̃13 = 0 para todo z̃24, z̃13 ∈ k. Por

lo tanto a12 = a34 = 0. Luego X =
(

0 0 x13 x14
0 0 x23 x24
0 0 0 0
0 0 0 0

)
para todo X ∈ h, lo que implica que dim h = 4.

Pero esto contradice que h sea isomorfa a L5,2, por lo tanto 5 ≤ µnil(L5,2). Una nilrepresentación
fiel de dimensión 5 de L5,2 es

πnil(X) =


0 x1 z a1 a2

0 0 x2 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

g = L5,3: Como L4,3 es una subálgebra de Lie de L5,3 entonces 4 = µ(L4,3) ≤ µ(L5,3). Una
nilrepresentación fiel de dimensión 4 de L5,3 es

πnil(X) =


0 x1 x3 + a1 −2z
0 0 x2 −x3 + a1

0 0 0 x1

0 0 0 0

 .

Por lo tanto µnil(L5,3) = µ(L5,3) = 4.

Las siguientes álgebras de Lie son tales que z(L5,i) ⊆ [L5,i, L5,i] para todo i = 4, . . . , 9. Luego por
el Teorema 1.3.10 se tiene que µnil(L5,i) = µ(L5,i).

Una nilrepresentación fiel de L5,i para i = 4, 5, 8 de dimensión 4 es

g = L5,4

πnil(X) =


0 x1 x3 z
0 0 0 x2

0 0 0 x4

0 0 0 0

 .
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g = L5,5

πnil(X) =


0 x1 −x4 z
0 0 x1 x3

0 0 0 x2

0 0 0 0

 .

g = L5,8

πnil(X) =


0 x1 z1 z2
0 0 x2 x3

0 0 0 0
0 0 0 0

 .

g = L5,9: Supongamos que µnil(L5,9) = 4 entonces existe una subálgebra de Lie h de n4 isomorfa
a L5,9. Luego 2 = dim h′′ ≤ dim n′′4 lo cual es una contradicción por lo tanto 5 ≤ µnil(L5,9). Una
nilrepresentación fiel de L5,9 de dimensión 5 es

πnil(X) =


0 0 1

2x2 −1
2x3 z2

0 0 x1 0 z1
0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0

 .

Es fácil ver que L5,6 y L5,7 son álgebras de Lie filiformes de dimensión 5 ya que son álgebras de Lie
4-pasos nilpotente, luego por 2.2.(1h) se sabe que µnil(L5,6) = µnil(L5,7) = 5. Una nilrepresentación
fiel de dimensión 5 de L5,i para i = 6, 7 respectivamente es

πnil(X) =


0 x1

1
2x2 −1

2x3 z
0 0 x1 0 x4

0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0

 πnil(X) =


0 x1 0 0 z
0 0 x1 0 x4

0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0

 .

Álgebras de Lie nilpotentes de dimensión 6

L6,1 = a6 L6,4 = L5,4 ⊕ a1 L6,7 = L5,7 ⊕ a1

L6,2 = L3,2 ⊕ a3 L6,5 = L5,5 ⊕ a1 L6,8 = L5,8 ⊕ a1

L6,3 = L4,3 ⊕ a2 L6,6 = L5,6 ⊕ a1 L6,9 = L5,9 ⊕ a1

L6,10 : [X1, X2] = X3 , [X1, X3] = Z , [X4, X5] = Z

L6,11 : [X1, X2] = X3 , [X1, X3] = X4 , [X1, X4] = Z , [X2, X3] = Z , [X2, X5] = Z

L6,12 : [X1, X2] = X3 , [X1, X3] = X4 , [X1, X4] = Z , [X2, X5] = Z

L6,13 : [X1, X2] = X3 , [X1, X3] = X5 , [X2, X4] = X5 , [X1, X5] = Z , [X3, X4] = Z

L6,14 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5, [X2, X3] = X5 , [X2, X5] = Z , [X3, X4] =
−Z
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L6,15 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5, [X2, X3] = X5 , [X1, X5] = Z , [X2, X4] = Z

L6,16 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5, [X2, X5] = Z , [X3, X4] = −Z
L6,17 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5, [X1, X5] = Z , [X2, X3] = Z

L6,18 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X1, X4] = X5, [X1, X5] = Z

L6,19(ε) : [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, [X2, X4] = Z, [X3, X5] = εZ.
Isomorfismo: L6,19(ε) ∼= L6,19(δ) si y solamente si existe α ∈ k∗ tal que δ = α2ε.
L6,20 : [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, [X1, X5] = Z, [X2, X4] = Z

L6,21(ε) : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5, [X1, X4] = Z, [X2, X5] = εZ.
Isomorfismo: L6,21(ε) ∼= L6,21(δ) si y solamente si existe α ∈ k∗ tal que δ = α2ε.
L6,22(ε) : [X1, X2] = Z1, [X1, X3] = Z2, [X2, X4] = εZ2, [X3, X4] = Z1.
Isomorfismo: L6,22(ε) ∼= L6,22(δ) si y solamente si existe α ∈ k∗ tal que δ = α2ε.
L6,23 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = Z1, [X1, X4] = Z2, [X2, X4] = Z1

L6,24(ε) : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = Z1, [X1, X4] = εZ2, [X2, X3] = Z2, [X2, X4] = Z1.
Isomorfismo: L6,24(ε) ∼= L6,24(δ) si y solamente si existe α ∈ k∗ tal que δ = α2ε.
L6,25 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = Z1, [X1, X4] = Z2

L6,26 : [X1, X2] = Z1, [X1, X3] = Z2, [X2, X3] = Z3

Lema 4.1.5. µnil(L6,9) ≥ 6.

Demostración. Es fácil ver que L6,9 es un álgebra de Lie 3-pasos nilpotente y z(L6,9) = L
′′
6,9.

Supongamos que µnil(L6,9) = 5 entonces existe una subálgebra g de n5 de dimensión 6 isomorfa
a L6,9 cuyo centro es g

′′ . Sea {Z1, Z2} ⊆ n5 base de g
′′ . Luego existen z1, z2, z3, z1, z2, z3 ∈ k tales

que

Z1 = z1E14 + z2E25 + z3E15

Z2 = z1E14 + z2E25 + z3E15

Sin pérdida de generalidad podemos pensar que Z1, Z2 pueden ser escritos en alguna de las siguientes
formas;

a) Z1 = E14 + z3E15 Z2 = E25 + z3E15 ó

b) Z1 = E14 Z2 = E15 ó

c) Z1 = E25 Z2 = E15.

Supongamos que estamos en el caso (a). Entonces g es una subálgebra de Lie de


0 0 x13 x14 x15

0 0 x23 x24 x25

0 0 0 x34 x35

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 : xij ∈ k

 .

Pero esto es una contradicción ya que g es 3-pasos nilpotente.
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Si estamos en el caso (b) entonces g es una subálgebra de Lie de




0 x12 x13 x14 x15

0 0 x23 x24 x25

0 0 0 x34 x35

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 : xij ∈ k

 .

Dado que g es un álgebra de Lie isomorfa a L6,9 existe A ∈ g tal que Cent(A)g = g. Sea

A =


0 a12 a13 a14 a15

0 0 a23 a24 a25

0 0 0 a34 a35

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ∈ g entonces [A,X] = 0 para todo X ∈ g. Luego las ecuaciones que

obtenemos son

a12x23 − x12a23 = 0 (1)
a23x34 − x23a34 = 0 (2)
a23x35 − x23a35 = 0 (3)

a12x24 + a13x34 − x12a24 − x13a34 = 0 (4)
a12x25 + a13x35 − x12a25 − x13a35 = 0 (5)

Es fácil ver que si a12 6= 0 y a23 6= 0 entonces dim Centg(A) ≤ 4, lo cual es una contradicción. Si
a23 = 0 se puede ver que g es una subálgebra de Lie de




0 x12 x13 x14 x15

0 0 0 x24 x25

0 0 0 x34 x35

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 : xij ∈ k

 .

Entonces g es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente lo cual contradice el hecho que L6,9 es un álgebra
de Lie 3-pasos nilpotente. En el caso que a12 = 0 se puede ver que g es una subálgebra de Lie de




0 0 x13 x14 x15

0 0 x23 x24 x25

0 0 0 x34 x35

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 .

Entonces es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente lo cual contradice el hecho que L6,9 es un álgebra
de Lie 3-pasos nilpotente. Por lo tanto 6 ≤ µnil(L6,9).

Teorema 4.1.6. Según la clasificación de las álgebras de Lie nilpotentes complejas de dimensión 6
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dada por De Graaf, el valor de µ es

Clasificación de De Graaf µ(g) µnil(g)
L6,19(ε) con ε 6= 0 4 4
L6,3, L6,4, L6,5, L6,8 4 5
L6,1, L6,2, L6,6, L6,7, L6,10, L6,11,

5 5L6,12, L6,13, L6,19(0), L6,20, L6,21(ε)
L6,22(ε), L6,23, L6,24(ε), L6,25, L6,26

L6,9 5 6
L6,14, L6,15, L6,16, L6,17, L6,18 6 6

Demostración. Comenzaremos probando que

µ(L6,19(ε)) = µnil(L6,19)(ε) =

{
4 si ε 6= 0
5 si ε = 0

ya que nos será útil para más adelante.

Es fácil ver que z(L6,19(ε)) ⊆ [L6,19(ε), L6,19(ε)] para todo ε ∈ k. Entonces µ(L6,19(ε)) =
µnil(L6,19(ε)), por el Teorema 1.3.10.

Si ε = 0, se puede ver que dim z(L6,19(0)) = 2 y dimL6,19(0) = 6 entonces 5 ≤ µnil(L19(0)). Una
nilrepresentación fiel de dimensión 5 de L6,19(0) es

πnil(X) =


0 x1 x4 x5 z
0 0 x2 x3 0
0 0 0 0 −x2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Si ε = −1, veamos que L6,19(−1) es isomorfa a n4. Sea {Y1, . . . , Y6} una base de n4 donde

Y1 =
(

0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
Y2 =

(
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

)
Y3 =

(
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

)
Y4 =

(
0 0 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

)
Y5 =

(
0 0 −1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

)
Y6 =

(
0 0 0 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
y sea F : L6,19(−1)→ n4 la función lineal tal que F (Xi) = Yi para todo i = 1, . . . , 5 y F (Z) = Y6.
Es fácil ver que F es un isomorfismo de álgebras de Lie, luego L6,19(−1) es isomorfa a n4. Por lo
tanto L6,19(−1) es un álgebra de Lie isomorfa a n4 luego µ(L6,19(−1)) = 4. Además como L6,19(ε)
es un álgebra de Lie isomorfa a L6,19(−1) para todo ε 6= 0 tenemos que µ(L6,19(ε)) = 4 para todo
ε 6= 0.

Luego, dado que L6,i y L6,j son álgebras de Lie isomorfas si y solamente si i = j y dimL6,i = 6
entonces 5 ≤ µnil(L6,i) para todo i 6= 19.

g = L6,1 es el álgebra de Lie abeliana de dimesión 6. Entonces por el Teorema 2.2.1 y por el Teorema
3.1.6 tenemos que µ(L6,1) = µnil(L6,1) = 5. Una nilrepresentación fiel de L6,1 de dimensión 5 es

πnil(A) =


0 0 a1 a2 a3

0 0 a4 a5 a6

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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g = L6,2. Para probar que 5 ≤ µ(L6,2) usaremos el Teorema de Zassenhauss (ver Teorema 1.3.6).
Sea (π, V ) una representación fiel de L6,2 entonces existen V1, . . . , Vs subespacios vectoriales no
nulos de V tal que

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs π(L2)Vi ⊆ Vi para todo i y π(L6,2)Vi = λiI +Ni.

Como L3,2 es una subálgebra de Lie de L6,2 y (π, V ) es una representación fiel existe v ∈ V tal
que Z(v) 6= 0. Por lo tanto (π |L3,2 , Vi) es una representación fiel de L6,2 para algún i = 1, . . . , s
entonces por Teorema 4.1.1 dimVi ≥ 3, sin pérdida supongamos que i = 1.

Si s ≥ 3 entonces dimV ≥ 5.

Si s = 2 entonces V = V1⊕V2. Existe a subálgebra de Lie abeliana tal que dim a ≥ 2, a∩L6,2 = 0
y

- (π |a, V2) es una representación fiel ó

- (π |a, V1) es una representación fiel.

Si (π |a, V2) es una representación fiel entonces dimV2 ≥ 2, luego dimV ≥ 5. Si (π |a, V1) es una
representación fiel tenemos que (π |L3,2⊕a, V1) es una representación fiel de L3,2 ⊕ a = L5,3 luego
por el Teorema 4.1.3 4 ≤ dimV1. Por lo tanto 5 ≤ dimV .

Si s = 1 entonces π(X) = λ(X)I + N(X). Como Z ∈ [L6,2, L6,2] tenemos que λ(Z) = 0 por lo
tanto (N |L3,2 , V1) es una nilrepresentación fiel de L3,2.

Veamos que existe {A1, A2} ⊆ a3 linealmente independiente tal que N(Ai) 6= 0 para i = 1, 2.
Supongamos lo contrario, es decir N(Ai) = 0 entonces, como (π, V ) es fiel, λ(A1)I 6= 0 y λ(A2)I 6=
0 luego existe A = λ(A2)A1 − λ(A1)A2 ∈ L2 tal que π(A) = 0 lo cual es un absurdo ya que (π, V )
es una representación fiel de L2.

Por lo probado anteriormente podemos suponer que existen {A1, A2} linealmente independiente
tales que N(A1) 6= 0 y N(A2) 6= 0 y [A1, A2] = 0. Por lo tanto (N |L3,2⊕k{A1,A2}, V1) es una
nilrepresentación fiel de L3,2⊕ k{A1, A2} es isomorfa a el álgebra de Lie L6,2 entonces 5 ≤ dimV1.

Una nilrepresentación fiel L6,2 de dimensión 5 es

πnil(X) =


0 0 0 a1 a2

0 0 x1 z a3

0 0 0 x2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

por lo tanto 5 = µ(L6,2) = µnil(L6,2).

g = L6,3: Como dim z(L6,3) = 3 entonces 4 ≤ µ(L6,3) y una representación fiel de dimensión 4 de
L6,3 es

π(X) =


a2 x1 x3 + a1 −2z
0 a2 x2 −x3 + a1

0 0 a2 x1

0 0 0 a2

 .
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Como k{X2, X3, Z,A1, A2} es una subálgebra de Lie abeliana de L6,3 entonces por el Teorema
3.1.6 tenemos que 5 ≤ µnil(L6,3) y una nilrepresentación fiel de dimensión 5 de L6,3 es

πnil(X) =


0 x1 x3 + a1 −2z a2

0 0 x2 −x3 + a1 0
0 0 0 x1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

g = L6,i para i = 4, . . . , 9. Dado que L6,i = L5,i ⊕ k y por el Teorema 2.1.11, µ(L6,i) = µnil(L5,i)
y además por lo probado para el álgebra de Lie L6,19(ε) tenemos que 5 ≤ µnil(L6,i).

Para cada i = 1, . . . , 8 daremos una nilrepresentación de dimensión 5 de L6,i y para el álgebra de
Lie L6,9 damos una nilrepresentación fiel de dimensión 6. Luego por el Lema 4.1.5 tenemos que
µnil(L6,9) = 6.

L6,4

π(X) =


a1 x1 x2 z
0 a1 0 x3

0 0 a1 x4

0 0 0 a1

 πnil(X) =


0 x1 x2 z a1

0 0 0 x3 0
0 0 0 x4 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


L6,5

π(X) =


a1 x1 −x4 z
0 a1 x1 x3

0 0 a1 x2

0 0 0 a1

 πnil(X) =


0 x1 −x4 z a1

0 0 x1 x3 0
0 0 0 x2 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

L6,6

πnil(X) =


0 x1 3x2 x4 + a1 −3z
0 0 x1 x3 −2x4 + a1

0 0 0 x2 −x3

0 0 0 0 x1

0 0 0 0 0

 .

L6,7

πnil(X) =


0 x1 0 x4 + a1 −3z
0 0 x1 x3 −2x4 + a1

0 0 0 x2 −x3

0 0 0 0 x1

0 0 0 0 0

 .

L6,8

π(X) =


a1 x1 z1 z2
0 a1 x2 x3

0 0 a1 0
0 0 0 a1

 πnil(X) =


0 x1 z1 z2 a1

0 0 x2 x3 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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L6,9

π(X) =


a1 0 1

2x2 −1
2x3 z2

0 a1 x1 0 z1
0 0 a1 x1 x3

0 0 0 a1 x2

0 0 0 0 a1

 πnil(X) =



0 0 1
2x2 −1

2x3 z2 a1

0 0 x1 0 z1 0
0 0 0 x1 x3 0
0 0 0 0 x2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Las siguientes álgebras de Lie son tales que z(L6,i) ⊆ [L6,i, L6,i] para todo i = 10, . . . , 26.

Entonces por el Teorema 1.3.10, µ(L6,i) = µnil(L6,i) para todo i = 10, . . . , 26. Además, L6,19(ε) no
es isomorfa a L6,i para todo i 6= 19 y ε 6= 0 por lo tanto 5 ≤ µ(L6,i) para todo i 6= 19.

Una nilrepresentación fiel de dimensión 5 de L6,i para todo i = 10, 11, 12, 13, 20, 23, 25, 26 es

L6,10

πnil(X) =


0 x1 0 x4 z
0 0 x1 0 x3

0 0 0 0 x2

0 0 0 0 x5

0 0 0 0 0

 .

L6,11

π(X) =


0 x1 x2 −x5 z
0 0 x1 x2 x4

0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0


L6,12

π(X) =


0 x1 0 −x5 z
0 0 x1 0 x4

0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0

 .

L6,13

π(x) =


0 x1 −x4 0 z
0 0 x1 −x4 x5

0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0

 .

L6,20

πnil(X) =


0 x1 0 x4 z
0 0 x1 x2 x5

0 0 0 0 x3

0 0 0 0 −x2

0 0 0 0 0

 .
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L6,23

π(X) =


0 x1 −x4 z2 z1
0 0 x1 0 x3

0 0 0 x1 x2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

L6,25

π(X) =


0 x1 x3 2z1 z2
0 0 x2 x3 x4

0 0 0 −x1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

L6,26

π(X) =


0 0 x1 z1 z2
0 0 x2 0 z3
0 0 0 x2 x3

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Es fácil ver que L6,i es un álgebra de Lie 5-pasos nilpotente para todo i = 14, . . . , 18 por lo tanto
es un álgebra de Lie filiforme de dimensión 6. Por 2.2(1h), µ(L6,i) = 6 para todo i = 14, . . . , 18.
Una nilrepresentación fiel de dimensión 6 es

L6,14

πnil(X) =



0 x2 −x3 0 0 z
0 0 x1

1
2x2 −1

2x3 x5

0 0 0 x1 0 x4

0 0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0 0

 .

L6,15

πnil(X) =



0 x1
1
2x2 0 −1

2x4 z
0 0 x1

1
2x2 −1

2x3 x5

0 0 0 x1 0 x4

0 0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0 0

 .

L6,16

πnil(X) =



0 1
2x2 −1

2x3
1
2x4 −1

2x5 z
0 0 x1 0 0 x5

0 0 0 x1 0 x4

0 0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0 0

 .
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L6,17

πnil(X) =



0 x1 0 1
2x2 −1

2x3 z
0 0 x1 0 0 x5

0 0 0 x1 0 x4

0 0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0 0

 .

L6,18

πnil(X) =



0 x1 0 0 0 z
0 0 x1 0 0 x5

0 0 0 x1 0 x4

0 0 0 0 x1 x3

0 0 0 0 0 x2

0 0 0 0 0 0

 .

L6,21(ε): Sea B = {X1, . . . , X5, Z} ⊆ n5 donde

X1 =

(
0 1 1 2 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

)
X2 =

( 0 0 −1 1 0
0 0 1 −1 1
0 0 0 2 −1
0 0 0 0 −ε
0 0 0 0 0

)
X3 =

( 0 0 1 2 −2ε−2
0 0 0 1 1−ε
0 0 0 0 −ε−2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

X4 =

(
0 0 0 0 −2ε−2
0 0 0 0 −ε−3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)
X5 =

(
0 0 0 −2 3ε+3
0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)
Z =

(
0 0 0 0 −ε−3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)
.

Es claro que B es un subconjunto de n5 linealmente independiente. Sea πε : L6,21(ε) → gl(5) la
aplicación lineal tal que πε(Xi) = Xi y πε(Z) = Z. Es fácil ver que (πε, k5) es una nilrepresentación
fiel de L6,21(ε) para ε = 0 y − 1.

L6,22(ε): Para todo ε ∈ k una nilrepresentación fiel de dimensión 5 es

π(X)ε =


0 x1 x4 z1 z2
0 0 0 x2 x3

0 0 0 x3 εx2

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

L6,24(ε): Para probar que µ(L6,24(ε)) = 5 vamos a separar en dos casos

ε = 0

Sea B = {X1, X2, X3, X4, Z1, Z2} ⊆ n5 tal que

X1 =


0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 X2 =


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 X4 =


0 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


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X3 =


0 0 −1 1 −1
0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 Z1 =


0 0 0 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 Z2 =


0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


Es claro que B es un subconjunto linealmente independiente de n5. Sea πε : L6,24(0)→ gl(5) la apli-
cación lineal tal que πε(Xi) = Xi y πε(Zi) = Zi. Es fácil ver que (πε, k5) es una nilrepresentación
fiel de L6,24(0). Por lo tanto µnil(L6,24(0)) = 5.

ε = 1.

Sea B = {X1, X2, X3, X4, Z1, Z2} ⊆ n5 tal que

X1 =


0 1 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 X2 =


0 −1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 X4 =


0 0 −1 0 0
0 0 0 0 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



X3 =


0 0 −1 0 0
0 0 0 1 −3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 Z1 =


0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 Z2 =


0 0 0 −1 4
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Es claro que B es un subconjunto linealmente independiente de n5. Sea πε : L6,24(1) → gl(5)
la aplicación lineal tal que πε(Xi) = Xi y πε(Zi) = Zi. Es fácil ver que (πε, k5) es una nilrepre-
sentación fiel de L6,24(1) por lo tanto µnil(L6,24(1)) = 5. El álgebra de Lie L6,24(1) es isomorfa a
L6,24(ε) para todo ε 6= 0 entonces µnil(L6,24(ε)) = 5 para todo ε ∈ k.
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Capítulo 5

ALCs asociadas al álgebra de Lie de
Heisenberg

Este capítulo esta dedicado a demostrar el siguiente teorema:

Teorema.Sean k un cuerpo de característica cero, k[t] el álgebra de polinomios y hm el álgebra de
Lie de Heisenberg de dimensión 2m+1. Entonces para todo m ∈ N y todo polinomio no nulo p ∈ k[t]
se tiene

µ
(
hm ⊗ k[t]/(p)

)
= m deg p+

⌈
2
√

deg p
⌉
.

Para ello en la sección §5.1 damos una breve introducción sobre las álgebras de Lie de corrientes
(ALCs) asociadas al álgebra de Lie de Heisenberg hm,p. La sección §5.2 esta dedicada a construir para
cada par de números naturales a, b ∈ N tales que ab ≤ deg p, donde p ∈ k[t], una nilrepresentación
fiel πa,b de dimensión md + a + b. En la sección §5.3, usando resultados obtenidos en el Capítulo
3, demostramos que la cota inferior de µ(hm,p) es md +

⌈
2
√

deg p
⌉
. Finalmente, en la sección §5.4

damos una nilrepresentación fiel de ⊕dr=1hm que no es equivalente a la nilrepresentación fiel que se
obtiene a partir de la nilrepresentación πa,b dada en la sección §5.2 con a = b

√
dc y b =

⌈
d
a

⌉
.

Parte de los resultados de este capítulo fueron publicados en [CaRo].

5.1. El álgebra de Lie hm,p

Sean k un cuerpo de característica cero, k[t] el anillo de polinomios en una variable, p ∈ k[t] un
polinomio no nulo y d = deg(p). Sabemos que k[t]/(p) es un álgebra asociativa, conmutativa con
unidad y que dim k[t]/(p) = d. Sea hm el álgebra de Lie de Heisenberg sobre k de dimensión 2m+1.
Definimos el álgebra de Lie hm,p como el k-espacio vectorial

hm,p = hm ⊗ k[t]/(p)

con la estructura de álgebra de Lie dada por [X ⊗ a, Y ⊗ b] = [X,Y ] ⊗ ab con X,Y ∈ hm y
a, b ∈ k[t]/(p) (ver detalles abajo en §1.4). Es claro que dim hm,p = (2m+ 1)d.

Las k-álgebras de Lie hm,p son las álgebras de Lie de corrientes polinomiales en una variable
asociadas al álgebra de Lie de Heisenberg hm. En la §1.4 presentamos una breve introducción al
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tema de álgebras Lie de corrientes. El conjunto de k-álgebras de Lie hm,p constituye una amplia
familia de álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes que contiene, a su vez, dos subfamilias que queremos
destacar:

Álgebras de Lie corrientes truncadas de Heisenberg. Estas son las correspondientes al caso en que
p = tn, n ∈ N. Las k-álgebras de Lie de g ⊗ k[t]/(tn) son conocidas como las álgebras de Lie de
corrientes truncadas asociadas a g, estas álgebras de Lie aparecen ligadas a las Strong Macdonald
Conjetures. Algunas referencias que tratan estos temas son por ejemplo [FGT], [HW], [Ku], [Mac],
[T], etc.

Álgebras de Lie de Heisenberg sobre extensiones finitas de k. Estas son las correspondientes al caso
en que p es un polinomio irreducible. En este caso Kp = k[t]/(p) es un cuerpo que es una extensión
finita de k y hm ⊗ Kp es también una Kp-algebra de Lie (ver §1.1.3) isomorfa al álgebra de Lie
de Heisenberg sobre el cuerpo Kp. Por lo tanto la familia de k-álgebras de Lie hm,p contiene las
k-álgebras de Lie que resultan de restringir los escalares a k en álgebras de Lie de Heisenberg sobre
extensiones finitas de k.

A continuación introduciremos algunos conceptos básicos del álgebra de Lie hm,p que serán
usados a lo largo de este capítulo.

Definición 5.1.1. Sea p ∈ k[t] no nulo y m ∈ N, definimos el álgebra de Lie de corriente hm,p
asociada al álgebra de Lie de Heisenberg hm como el producto tensorial hm ⊗ k[t]/(p).

Es claro que hm,p es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión (2m+1)d con d = deg(p).

Una base de hm,p se puede obtener de la siguiente forma: Sea {1, t, . . . , td−1} la base de k[t]/(p)
y Bm = {X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Ym, Z} tal que [Xi, Yi] = Z y cero en otro caso. Denotemos por
Xj
i = Xi ⊗ tj , Y j

i = Yi ⊗ tj , Zj = Z ⊗ tj . Por lo tanto una base para hm,p es

B =
{
Xj
i , Y

j
i , Z

j : 1 ≤ i ≤ m ; 0 ≤ j ≤ d− 1
}

(5.1)

es fácil verificar que [Xh
i , Y

j
r ] = Zh+j si h+ j ≤ d− 1, r = i y cero si i 6= r.

Veamos que z(hm,p) = k
{
Zj : j = 0, . . . , d − 1

}
. Es claro, por la definición del corchete, que

k
{
Zj : j = 0, . . . , d− 1

}
⊆ z(hm,p). Sea

Z =
d−1∑
j=0

(
m∑
i=1

xijX
j
i +

m∑
i=1

yijY
j
i + zjZ

j

)
∈ z(hm,p)

tal que xij , yij , zj ∈ k, es fácil ver que 0 = [Z, Y 0
i0

] =
∑d−1

j=0 xi0jZ
j para cada i0, por lo tanto xi0j = 0

para todo j. Del mismo modo 0 = [Z,X0
i0

] =
∑d−1

j=0 yi0jZ
j , es decir yi0j = 0 para todo j. Entonces

Z =
∑d−1

j=0 zjZ
j ∈ k

{
Zj : j = 0, . . . , d− 1

}
.

5.2. Nilrepresentaciones fieles de hm,p

5.2.1. Una primera representación de hm,p

Una manera natural de obtener representaciones fieles de las álgebras de Lie de corrientes g⊗A
es la siguiente: Sean (π, V1) una representación fiel de g y (ρ, V2) una representación inyectiva de A,
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es decir ρ es una aplicación k-lineal y ρ(ab) = ρ(a)ρ(b) para todo a, b ∈ A. Entonces la aplicación
π ⊗ ρ : g ⊗ A → gl(V1 ⊗ V2) definida por (π ⊗ ρ)(X ⊗ a) = π(X) ⊗ ρ(a) es una representación fiel
del álgebra de Lie g⊗A. Por lo tanto

µ(g⊗A) ≤ µ(g) dimkA,

observar que 2.2(2.1.5) es un caso particular de esta desigualdad.

Si (π, V ) es una nilrepresentación fiel de g entonces (π⊗ ρ, V1⊗V2) en una nilrepresentación fiel
del álgebra de Lie g ⊗ A. Esto nos permite construir una primera nilrepresentación fiel de hm,p, a
partir de la nilrepresentación fiel

πm

(
m∑
i=1

xiXi +
m∑
i=1

yiYi + zZ

)
=


0 x1 . . . xm z

y1

0
...
ym
0


︸ ︷︷ ︸

m+2

de hm descrita en 2.3(1d) y la representación ρ : k[t]/(p)→ End(kd, k) definida por ρ(tj) = P j0 , con

P0 =


0 1 0

0
. . .
. . . 1

−a0 −a1 ... −ad−1

 , (5.2)

la matriz en forma racional de p. Es fácil ver que ρ es la dual de la representación regular de k[t]/(p)
y por lo tanto es una representación inyectiva de k[t]/(p). Por otra parte, para cada j = 0, . . . , d−1,
la representación matricial de (πm ⊗ ρ)

(∑m
i=1 xijX

j
i +

∑m
i=1 yijY

j
i + zjZ

j
)
en términos de la base

canónica del producto tensorial es 
0 x1P

j
0 ... xmP

j
0 zjP

j
0

y1P
j
0

0
...

ymP
j
0

0

 .

Por lo tanto hemos construido una representación fiel de hm,p de dimensión (m+ 2)d = md+ 2d.

5.2.2. Las representaciones πa,b de hm,p

Para comenzar, observemos que la acción de πm ⊗ ρ se puede expresar de la siguiente manera.
Para cada i = 1, . . . ,m, sean Ai, Bi, P las siguientes matrices de orden (m+ 2)d

0 0 0

0 0 0

0 0 . . . I . . . 0 0

Ai =

0 0 0

0 0

0

.

.

.

I

.

.

.

0

0 0 0

Bi =

P0

P0

P0

0 0 0

0
. . .

0

0 0 0

P =
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donde I es la matriz identidad de orden m+ 2. La representación matricial de πm ⊗ ρ en términos
de la base canónica del producto tensorial está dada por

(πm ⊗ ρ)(Xi ⊗ q) = Aiq(P ) (πm ⊗ ρ)(Yi ⊗ q) = q(P )Bi (πm ⊗ ρ)(Z ⊗ q) = A1q(P )B1,

es decir (πm ⊗ ρ)(Xj
i ) = AiP

j
, (πm ⊗ ρ)(Y j

i ) = P
j
Bi, (πm ⊗ ρ)(Zj) = A1P

j
B1, para todo

i = 1, . . . ,m y j = 0, . . . , d − 1. Como ya dijimos, estas representaciones son fieles de dimensión
(m+ 2)d = md+ 2d, bastante mayor que µ(hm,p).

A continuación construiremos una familia {πa,b} de nilrepresentaciones fieles donde los parámet-
ros a y b son naturales arbitrarios que cumplen ab ≥ d. La representación πa,b tendrá dimensión
md+ a+ b y dado que

mı́n{a+ b : a, b ∈ N, ab ≥ d} =
⌈
2
√
d
⌉

(5.3)

obtendremos una nilrepresentación fiel de dimensión igual a la establecida por el Teorema ??.

Fijamos a, b ∈ N tales que ab ≥ d definimos la matriz A de orden a× d y la matriz B de orden
d× b por

Aij =

{
1, si i = j;
0, en otro caso;

Bij =

{
1, si i = d− (b− j)a;
0, en otro caso.

(5.4)

Por ejemplo, si d ≥ a tenemos A =
( 1

. . .
1︸ ︷︷ ︸

a

0 ··· 0
...
. . .

...
0 ··· 0︸ ︷︷ ︸
d−a

)
y en particular si d = 6, a = 2 y b = 3

obtenemos B =


0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

.

Para cada i = 1, . . . ,m sean

︸ ︷︷ ︸
m+2 bloques

0 0 0

0 0 0

0 0 . . . A . . . 0 0

Ai =

{
tamaño a


0 0 0

0 0

0

.

.

.

B

.

.

.

0

0 0 0

m + 2
bloques

Bi =

P0

P0

P0

0 0 0

0
. . .

0

0 0 0

P =

donde las matrices A y B están ubicadas en el (i + 1)-ésimo bloque de Ai y Bi respectivamente.
Las matrices Ai, Bi y P son de orden md+ a+ b .

Ahora definimos πa,b : hm,p → gl(md+ a+ b, k) la aplicación dada por

πa,b(Xi ⊗ q) = Ai q(P ) πa,b(Yi ⊗ q) = q(P )Bi πa,b(Z ⊗ q) = A1 q(P )B1; (5.5)

Observar la analogía con πm ⊗ ρ. Queremos probar que πa,b es una nilrepresentación fiel del
álgebra de Lie hm,p. No es difícil ver que es representación, pero la inyectividad es más delicada. El
siguiente lema es crucial y refleja la propiedad fundamental que tienen las matrices A y B elegidas
en (5.4).
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Lema 5.2.1. Sea q ∈ k[t] no nulo tal que Aq(P0)B = 0 entonces q ∈ (p).

Demostración. Es claro que G = {q ∈ k[t] : Aq(P0)B = 0} es un subgrupo de k[t] con respecto a la
suma y que (p) ⊆ G (por ser p polinomio minimal de P0).

Debemos probar que (p) ⊇ G. Sean q ∈ G y f, r ∈ k[t] tales que q = fp+ r con deg r < d. Dado
que (p) ⊆ G y G es subgrupo de k[t] obtenemos que r ∈ G. Probemos que r = 0. Sea n = deg r y
rn el coeficiente correspondiente al monomio de grado n.

Es fácil ver que

(P j0 )ls =

{
1 si s = l + j

0 si s 6= l + j
(5.6)

para todo 1 ≤ l ≤ d− j. Por la ecuación (5.6) y por la definición de A y B tenemos que

(AP j0B)l,s =

{
1 si l + j = d− (b− s)a
0 si l + j 6= d− (b− s)a

(5.7)

para todo 1 ≤ l ≤ d− j, recordemos que 1 ≤ l ≤ a y 1 ≤ s ≤ b por el orden de la matriz AP j0B.

Probaremos luego que para j = n existen l0, s0 tales que l0 + n = d − (b − s0)a con 1 ≤ l0 ≤
mı́n{a, d− n} y 1 ≤ s0 ≤ b. Bajo esta condición y por la ecuación (5.7) obtenemos

(AP j0B)l0,s0 =

{
1 si j = n

0 si j = 0, . . . , n− 1

entonces 0 = (Ar(P0)B)l0,s0 = rn. Luego r = 0 y por lo tanto q = fp como queríamos probar.

Veamos que para j = n existen l0, s0 tales que l0 + n = d − (b − s0)a con 1 ≤ l0 ≤ mı́n{a, d −
n} y 1 ≤ s0 ≤ b. Para esto es suficiente probar que existe t0 = 0, . . . , b−1 tal que 1 ≤ d−n−t0a ≤ a.
Sea t0 =

⌈
d−n
a − 1

⌉
es claro que t0 ≥ 0. Como d ≤ ab entonces

⌊
d−1
a

⌋
≤ b−1, luego

⌊
d−n−1

a

⌋
≤ b−1

para todo n = 0, . . . , d− 1. Se puede probar que para todo x, y ∈ N tenemos que
⌈
x
y − 1

⌉
≤
⌊
x−1
y

⌋
,

en particular
⌈
d−n
a − 1

⌉
≤
⌊
d−n−1

a

⌋
. Por lo tanto

d− n
a
− 1 ≤ t0 ≤

d− n− 1
a

,

sean s0 = b− t0 y l0 = d− n− t0a.

Observación Si Aq(P0) = 0 o q(P0)B = 0 entonces Aq(P0)B = 0, por lo tanto por el lema anterior
q ∈ (p).

Teorema 5.2.2. Sean a, b ∈ N tales que ab ≥ d y πa,b : hm,p → gl(md + a + b, k) la aplicación
definida en (5.5). Entonces πa,b es una nilrepresentación fiel del álgebra de Lie hm,p.

Demostración. Veamos primero que πa,b es una representación. Por la definición de las matrices
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Ai, Bi y P es fácil ver que Aiq(P )Bi = A1q(P )B1 para todo i = 1, . . . ,m y para todo q. Luego

πa,b
([
Xi ⊗ tj , Yi ⊗ tj

′])
= πa,b

(
Z ⊗ tj+j′

)
= A1P

j+j′B1

= AiP
j+j′Bi

= AiP
j+j′Bi − P j

′
BiAiP

j

=
[
πa,b
(
Xi ⊗ tj

)
, πa,b

(
Yi ⊗ tj

′)]
,

para todo j, j′ = 0, . . . , d− 1 y πa,b
([
Xi ⊗ tj , Yi′ ⊗ tj

′])
= 0 si i 6= i′. Por lo tanto

(
πa,b, kmd+a+b

)
es

una representación del álgebra de Lie hm,p y es fácil verificar que es una nilrepresentación de hm,p.

Veamos que πa,b es inyectiva. Sea W ∈ hm,p y xj , yj , zj ∈ k tal que

W =
m∑
i=1

Xi ⊗ pi,x(t) +
m∑
i=1

Yi ⊗ pi,y(t) + Z ⊗ pz(t),

por la ecuación (5.5), πa,b(W ) =
∑m

i=1Aipi,x(P ) +
∑m

i=1 pi,y(P )Bi + A1pz(P )B1. Si πa,b(W ) = 0,
por la definición de Ai, Bi y P obtenemos que

Api,x(P0) = pi,y(P0)B = Apz(P0)B = 0

para todo i. Luego por el Lema 5.2.1 y la observación de dicho lema obtenemos que pi,x = pi,y =
pz = 0 para cada i. Por lo tanto πa,b es una nilrepresentación fiel.

Corolario 5.2.3. Sea k un cuerpo de característica cero y sea p ∈ k[t] un polinomio no nulo de
grado d. Entonces, para todo m ∈ N

µ(hm,p) ≤ md+
⌈
2
√
d
⌉
.

Demostración. Por el teorema anterior para cada a, b ∈ N tales que ab ≥ d tenemos que

µ(hm,p) ≤ md+ a+ b.

Por la ecuación (5.3), µ(hm,p) ≤ md+
⌈
2
√
d
⌉
.

5.3. Cota inferior de µ(hm,p)

Si p = (t− b1)d1 . . . (t− bq)dq ∈ k[t] con bi ∈ k distintos entonces, por la ecuación (1.7)

µ
(
g⊗ k[t]/(p)

)
= µ

(
q⊕
i=1

g⊗ k[t]/
(
tdi
))

. (5.8)

Si p no es de la forma anterior y K una extensión de k que contenga las raíces de p, por la ecuación
(1.9) y 2.2(2.1.5) tenemos que

µ
(
g⊗k k[t]/(p)

)
≥ µ

(
q⊕
r=1

g⊗k K[t]/
(
tdr
))

. (5.9)
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En particular si g = hm para obtener una cota inferior de µ(hm,p) es suficiente conocer una cota
inferior de µ

(⊕q
r=1 hm ⊗k k[t]/

(
tdr
))
.

Tomemos pr = tdr y hm,pr = hm⊗kk[t]/(pr) el álgebra de Lie de corriente truncada de Heisenberg
de dimensión (2m+ 1)dr. Sea Br =

{
Xj
i , Y

j
i , Z

j : 1 ≤ i ≤ m y 0 ≤ j ≤ dr
}
la base de hm,pr con la

propiedad [
Xj
i , Y

j′

i′
]

=

{
Zj+j

′ si i = i′ y j + j′ < dr

0 en otro caso
.

Llamemos Xj
i,r =

(
0, . . . , Xj

i , . . . , 0
)︸ ︷︷ ︸

q coord.

, Y j
i,r =

(
0, . . . , Y j

i , . . . , 0
)︸ ︷︷ ︸

q coord.

, Zjr =
(
0, . . . , Zj , . . . , 0

)︸ ︷︷ ︸
q coord.

donde

Xj
i , Y

j
i , Z

j están ubicados en la r-ésima coordenada de Xj
i,r, Y

j
i,r, Z

j
r respectivamente y sea B ={

Xj
i,r, Y

j
i,r, Z

j
r : 1 ≤ r ≤ q , 1 ≤ i ≤ m , 0 ≤ j ≤ dr

}
la base de

⊕q
r=1 hm,pr obtenida a partir de

Br. Es fácil verificar que una base del centro es
{
Zjr : 1 ≤ r ≤ q , 0 ≤ j ≤ dr

}
.

Observación. En lo que resta de este capítulo consideraremos a k como un cuerpo de característica
cero, salvo mención alguna.

Teorema 5.3.1. Si (π, V ) es una representación fiel de
⊕q

r=1 hm,pr entonces

dimV ≥ md+
⌈
2
√
d
⌉
,

con d =
∑q

r=1 dr. En particular µ

(
q⊕
r=1

hm,pr

)
≥ md+

⌈
2
√
d
⌉
.

Para la prueba de este teorema daremos algunos resultados previos.

Lema 5.3.2. Sea X ∈
⊕q

r=1 hm,pr y X /∈ z entonces existe Y ∈
⊕q

r=1 hm,pr tal que [X,Y ] = Zdr−1
r

para algún r = 1, . . . , q.

Demostración. Sean aji,r, b
j
i,r, c

j
r ∈ k tales queX =

∑q
r=1

∑dr−1
j=0

(∑m
i=1 a

j
i,rX

j
i,r +

∑m
i=1 b

j
i,rX

j
i,r + cjrZ

j
r

)
.

Dado que no todos los aji,r, b
j
i,r son simultáneamente nulos, pues X /∈ z, existe r tal que aji,r 6= 0

(o bji,r 6= 0) para algún i, j. Sean j′ = mı́n{j : aji,r 6= 0} e Y = 1

aj
i,r

Xdr−1−j′
i,r entonces [X,Y ] =

Zdr−1
r .

Lema 5.3.3. Sean g una subálgebra de Lie de
⊕q

r=1 hm,pr tal que Zdr−1
r /∈ g para todo r = 1, . . . , q

entonces
dim g ≤ md+ dim g ∩ z

con d =
∑q

r=1 dr.

Demostración. Sea z0 = g ∩ z, es claro que Zdr−1
r /∈ z0 para todo r. Sean z̃ un complemento directo

de z0 en z es decir z = z̃ ⊕ z0 y una funcional lineal α : z → k tal que α |z0= 0 y α(Zdr−1
r ) 6= 0.

Sean g0 un complemento directo de z0 en g y g̃ un complemento directo de ⊕qr=1hm,dr , es decir
g = g0 ⊕ z0 y

⊕q
r=1 hm,pr = g̃⊕ g0 ⊕ z0 ⊕ z̃ respectivamente. Definamos V = g̃⊕ g0 y

B : V × V → k
(X,Y ) 7→ α([X,Y ]) ,
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es claro que B es una función bilineal sobre k. Veamos que B es no degenerada, sea 0 6= X ∈ V , por
el Lema 5.3.2 existe Y ∈ ⊕qr=1hm,dr tal que [X,Y ] = Zdr−1

r para algún r. Entonces existe Ỹ ∈ V
tal que [X, Ỹ ] = Zdr−1

r , luego B(X, Ỹ ) 6= 0. Es decir, B es una forma bilineal no degenerada.

Veamos que g0 es B-isotrópico. Sean X,Y ∈ g0, dado que g es un álgebra de Lie y z =[⊕q
r=1 hm,pr ,

⊕q
r=1 hm,pr

]
tenemos que [X,Y ] ∈ g ∩ z = z0. Por lo tanto B(X,Y ) = 0 para to-

do X,Y ∈ g0.

Por lo tanto, B es una forma bilineal no degenerada y g0 es un subespacio B-isotrópico de V
entonces dim g0 ≤ dimV

2 = md, luego dim g ≤ md+ dim g ∩ z.

Demostración. (Teorema 5.3.1.) Por el Teorema 1.3.10 podemos pensar a (π, V ) como una nil-
representación fiel de

⊕q
r=1 hm,pr . Sea z el centro de

⊕q
r=1 hm,pr , entonces π(z) es una familia de

endomorfismos nilpotentes de End(V ) que conmutan. Más aún, como (π, V ) es fiel, π(Z) es no nulo
para todo Z ∈ z en particular π

(
Zdr−1
r

)
. Luego por el Teorema 3.1.2, existen vectores linealmente

independientes {v1, . . . , vs} en V y una descomposición z = z1 ⊕ · · · ⊕ zs tal que π
(
Zdr−1
r

)
v1 6= 0.

Sea

F :
q⊕
r=1

hm,pr → V

X 7→ π(X)v1 ,

dado que π es una representación es claro que F es una aplicación lineal y kerF es una subálgebra
de Lie de

⊕q
r=1 hm,pr . Como F

(
Zdr−1
r

)
6= 0 para todo r, por el Lema 5.3.3, tenemos que

dim imF + dim kerF ∩ z ≥ (m+ 1)d. (5.10)

con d =
∑q

r=1 dr.

Sea W = k{v1, . . . , vs}, siguiendo los pasos de la prueba del Teorema 3.1.2 se puede ver que
W ∩ imF = 0. Como consecuencia dimV ≥ dim imF + s luego por la ecuación (6.9)

dimV + dim kerF ∩ z ≥ (m+ 1)d+ s. (5.11)

Dado que F |z : z −→ V coincide con la aplicación F1 del Teorema 3.1.2 tenemos que d ≤
s dim(imF |z). Luego por la ecuación (5.3)⌈

2
√
d
⌉
≤ s+ dim

(
imF |z

)
. (5.12)

Combinando las ecuaciones (6.8) y (5.12) con d = dim z = dim kerF ∩ z + dim(imF |z) nos queda
que dimV ≥ md+

⌈
2
√
d
⌉
.

Teorema 5.3.4. Sea k un cuerpo de característica cero y sea p ∈ k[t] un polinomio no nulo de
grado d. Entonces, para todo m ∈ N

µ
(
hm,p

)
= md+

⌈
2
√
d
⌉
.

Demostración. Si k es un cuerpo que contiene todas la raíces de p entonces por la ecuación (5.8)
y el Teorema 5.3.1, µ(hm,p) ≥ md +

⌈
2
√
d
⌉
. Si k no contiene todas las raíces de p, consideremos

K una extensión de k que contenga las raíces de p. Por la ecuación (5.9) y el Teorema 5.3.1,
µ
(
hm,p

)
≥ md+

⌈
2
√
d
⌉
. Luego por el Corolario 5.2.3 obtenemos µ

(
hm,p

)
= md+

⌈
2
√
d
⌉
.
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5.4. Representaciones fieles de dimensión mínima de ⊕dr=1hm

5.4.1. µ(⊕dr=1hm) y una nilrepresentación fiel de mínima dimensión

En esta sección calcularemos el valor de µ(⊕dr=1hm) para todo m ∈ k y daremos una nilrepre-
sentación fiel de ⊕dr=1hm.

Corolario 5.4.1. (del Teorema 5.3.4) Sea k un cuerpo infinito. Sea m, d ∈ N entonces

µ(⊕dr=1hm) = md+
⌈
2
√
d
⌉
.

Demostración. Sea α ∈ k, se puede ver que hm ' hm ⊗ k[t]
(t−α) . Luego, como k es un cuerpo infinito,

existen α1, . . . , αd ∈ k distintos tales que

⊕dr=1hm ' hm ⊗
k[t]

(t− α1)
⊕ · · · ⊕ hm ⊗

k[t]
(t− αd)

.

Sea p(t) = (t− α1) . . . (t− αd), por el Corolario 1.4.3,

hm,p = hm ⊗
k[t]
(p)
'

d⊕
r=1

hm ⊗
k[t]

(t− αr)

luego hm,p ' ⊕dr=1hm. Por lo tanto µ(⊕dr=1hm) = µ(hm,p).

Ahora describimos una nilrepresentación fiel de ⊕dr=1hm. Sea {X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Ym, Z} una
base de hm tal que [Xi, Yi] = Z y cero en otro caso. Entonces una base para ⊕dr=1hm es {Xij , Yij , Zj :
i = 1, . . . ,m y j = 1, . . . , r} tales que

Xij = (0, . . . , Xi, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
en la j-ésima coordenada

, Yij = (0, . . . , Yi, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
en la j-ésima coordenada

Zj = (0, . . . , Z, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
en la j-ésima coordenada

.

Sean a =
⌊√

d
⌋

y b =
⌈
d
a

⌉
. Definimos las matrices

Xij = Ej−b j−1
a ca,j+a+m(i−1) Y ij = Ej+a+m(i−1),d j

ae+a+md Zj = Ej−b j−1
a ca,d j

ae+a+md

de tamaño a+md+ b.

Sea τa,b : ⊕dr=1hm → gl(a+md+ b) la aplicación lineal tal que

τa,b(Xij) = Xij τa,b(Yij) = Y ij τa,b(Zj) = Zj .

Es fácil ver que (τa,b, ka+md+b) es una nilrepresentación fiel de ⊕dr=1hm y por la ecuación (3.1)
tenemos que a + b =

⌈
2
√
d
⌉
, por lo tanto la dimensión de dicha representación es la dada en el

Corolario 5.4.1.
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Ejemplos 5.4.2. Sea d = 4 y m = 1 entonces µ(⊕4
r=1h1) = 8. Sean a = b = 2, la nilrepresentación

fiel (τ2,2, k8) es la siguiente

τ2,2(X) =



0 0 x11 0 x13 0 z1 z3
0 0 0 x12 0 x14 z2 z4
0 0 0 0 0 0 y11 0
0 0 0 0 0 0 y12 0
0 0 0 0 0 0 0 y13

0 0 0 0 0 0 0 y14

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


para todo X ∈ ⊕4

r=1h1.

5.4.2. Representaciones fieles de ⊕dr=1hm no equivalentes

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y sea p(t) = td − a. Un isomorfismo entre las álgebras
de Lie hm,p y ⊕dr=1 hm esta dado por la aplicación H : hm,p → ⊕dr=1hm tal que

H(X ⊗ q) = (q(δ)X, q(δξ)X, . . . , q(δξd−1)X) (5.13)

En esta sección probaremos que la nilrepresentación (τa,b, ka+md+b) es no equivalente a la nilrep-
resentación que se obtiene a partir de la representación (πa,b, ka+md+b) de hm,p con a = bdc y b =⌈
d
a

⌉
. Para esto es suficiente probar que existeX ∈ hm,p tal que dimπa,b(X) 6= dim(τa,b◦H)(X). Pues,

si (τa,b, ka+md+b) y (πa,b◦H−1, ka+md+b) son equivalentes entonces (τa,b◦H, ka+md+b) y (πa,b, ka+md+b)
son representaciones equivalentes de hm,p. Luego por la definición 1.1.4 existe

ϕ : ka+md+b → ka+md+b

un isomorfismo lineal tal que para todo X ∈ hm,p se verifica que ϕ ◦ (τa,b ◦ H)(X) = πa,b(X) ◦
ϕ. Por lo tanto por ser ϕ un isomorfismo lineal mantiene invariante la dimensión de ker(τa,b ◦
H)(X) y kerπa,b(X).

Llamaremos τ̃a,b = τa,b ◦H, recordemos que una base para hm,p es

{Xj
i , Y

j
i , Z

j : i = 1, . . . ,m; j = 0, . . . , d− 1}.

Lema 5.4.3. Sean 0 6= δ, t0, . . . , ta−1 ∈ k distintos y

D =



1 δ δ2 . . . δa−1 δa

1 δt1 δ2t21 . . . δa−1ta−1
1 δata1

1 δt2 δ2t22 . . . δa−1ta−1
2 δata2

1 δt3 δ2t23 . . . δa−1ta−1
3 δata3

...
...

...
...

...
...

1 δta−1 δ2t2a−1 . . . δa−1ta−1
a−1 δataa−1


.

Entonces existe una solución Y =


y0

y1

y2
...
ya

 del sistema DY = 0 tal que y0 yyj son distintos de cero

para algún j 6= 0.
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Demostración. Consideremos el sistema AY = B donde

A =


1 1 1 . . . 1
1 t1 t21 . . . ta−1

1
...

...
...

...
...

1 ta−1 t2a−1 . . . ta−1
a−1

 y B =


1
ta1
...

taa−1

 .

Dado que A es inversible ya que es la matriz de Vandermonde, el sistema anterior admite solución

distinta de la trivial para todo B ∈ ka de la forma anterior. Sea Y0 =


y0

y1

y2
...

ya−1

 una solución

de dicho sistema, veamos que y0 6= 0. Supongamos lo contrario, si y0 = 0 entonces el sistema
AY = B se reduce al sistema A′Y ′ = B el cual admite una solución distinta de la trivial donde

A′ =


1 1 . . . 1
t1 t21 . . . ta−1

1
...

...
...

...
ta−1 t2a−1 . . . ta−1

a−1

 y Y ′ =

 y1
...

ya−1

 . A partir de este sistema se obtiene un sistema

homogéneo cuya matriz del sistema es C =


1 1 . . . 1 1
t1 t21 . . . ta−1

1 ta1
...

...
...

...
...

ta−1 t2a−1 . . . ta−1
a−1 taa−1

 , este sistema admite

una solución distinta de la trivial. Pero esto contradice el hecho que C sea una matriz inversible ya
que es una matriz de Vandermonde, por lo tanto y0 6= 0.

Dado que los ti son todos distintos entre si existe un j = 1, . . . , a − 1 tal que yj 6= 0. Luego el

vector Ỹ =


δay0

δa−1y1
...

δya−1

−1

 es una solución del sistema DỸ = 0. Donde δay0 6= 0 y existe j = 0, . . . , a−1

tal que δa−jyj 6= 0.

Lema 5.4.4. Existe Y ∈ hm,p tal que dim ker τ̃a,b(Y ) ≥ md+ a+ 1 y dim kerπa,b(Y ) = md+ a.
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Demostración. Sea Y =
∑a

j=0 yjY
j
1 ∈ hm,p, calculemos τ̃a,b(Y ).

τ̃a,b(Y ) =
a∑
j=0

yj τ̃a,b(Y
j
1 )

=
a∑
j=0

yj(τa,b ◦H)(Y j
1 )

=
a∑
j=0

yjτa,b(δjY1, (δξ)jY1, . . . , (δξd−1)jY1)

=
a∑
j=0

yjδ
j

(
d∑
r=1

ξr−1τa,b(Y1,r−1)

)

=
a∑
j=0

yjδ
j

(
d∑
r=1

ξr−1Y 1,r−1

)

=
d∑
r=1

 a∑
j=0

yjδ
jξr−1

Y 1,r−1 .

Por la forma de la matriz Y 1,r−1 para todo r = 1, . . . , d, es fácil ver que τ̃a,b(Y ) es una matriz con
un único bloque de tamaño d×b no nulo, luego md+a ≤ dim ker τ̃a,b(Y ). Llamemos Ỹ1,r−1 al bloque
no nulo de la matriz Y 1,r−1 para todo r = 1, . . . , d y sea

Ỹ =
d∑
r=1

 a∑
j=0

yjδ
jξr−1

 Ỹ1,r−1

el bloque no nulo de τ̃a,b(Y ).

Si tomamos tr = ξr con r = 0, . . . , a−1 en el Lema 5.4.3 se tiene que existe δay0, δ
a−1y1, . . . , δya−1 ∈

k tal que la primera columna de Ỹ es nula. Por lo tanto dim ker τ̃a,b(Y ) ≥ md+ a+ 1

Veamos que se verifica que dim kerπa,b(Y ) = md+a para el valor de Y obtenido anteriormente.

πa,b(Y ) =
a∑
j=0

yjπa,b(Y
j
1 )

=
a∑
j=0

yjP
jB1 .

La matriz πa,b(Y ) tiene un único bloque posiblemente no nulo de tamaño d× b entonces

dim kerπa,b(Y ) ≥ md+ a.

Sea Ỹ el bloque de πa,b(Y ) no nulo, dicho bloque lo denotaremos por Ỹ , este bloque se obtiene
realizando el producto de P̃ jB.
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Es fácil verificar que (P̃ jB)pq =


1 si p+ (b− q)a+ j = d

1 o p+ (b− q)a+ j = 2d y p+ j > d

0 en otro caso
, luego

(P̃ jB)pq =


yd−p−(b−q)a si 0 ≤ d− p− (b− q)a ≤ a
y2d−p−(b−q)a si 0 ≤ 2d− p− (b− q)a ≤ a
0 en otro caso

.

Para demostrar que dim kerπa,b(Y ) = md+ a es suficiente probar que Ỹ tiene un menor de orden b
con determinante distinto de cero, es decir que el rango de Ỹ es b. Por lo visto anteriormente, existe
un j = 1, . . . , a− 1 tal que y0 y yj son distintos de cero. Si p = d− a(b− s+ 1) + (a− j) entonces

(Ỹ )pq =


yj si q = s

yd+j−(b−1)a si q = 1 y s = b

0 en otro caso

para todo s = 2, . . . , b. Si p = d− a(b− 1) entonces

(Ỹ )pq =


y0 si q = 1
ya si q = 2
0 en otro caso

.

Es decir Ỹ tiene un menor de la forma

M =


y0 ya 0 . . . 0 0
0 yj 0 . . . 0 0
0 0 yj . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
yd+j−(b−1)a 0 0 . . . 0 yi


tal que det(M) = y0y

b−1
j 6= 0 por el Lema 5.4.3.

Teorema 5.4.5. Sea d ∈ N y sean a =
√
d, b =

⌈
d
a

⌉
. Entonces las nilrepresentaciones fieles

(τ̃a,b, ka+md+b) y (πa,b, ka+md+b) de hm,p no son equivalentes.

Demostración. Por el Lema 5.4.4 existe Y ∈ hm,p no nulo tal que dim ker τ̃a,b(Y ) ≥ md + a +
1 y dim kerπa,b(Y ) = md+ a. Por lo tanto (τ̃a,b, ka+md+b) y (πa,b, ka+md+b) son nilrepresentaciones
no equivalentes.
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Capítulo 6

El álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre
de rango r

El principal propósito de este capítulo es obtener cotas ajustadas µ(L(r)) para todo r ∈ N. Es
decir, demostrar el siguiente teorema:

Teorema.Sean r ∈ N y L(r) el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r generadores. Entonces

- si r ≥ 4 se tiene que 2 +
⌈

2
√

r(r−1)
2

⌉
≤ µ(L(r)) ≤ r +

⌈
r
2

⌉
+ 1;

- si r = 1, 2, 3 se tiene que µ(L(r)) = 2r − 1.

Para ello en la sección §6.1 damos una breve introducción sobre L(r) el álgebra de Lie 2-
pasos nilpotente libre de rango r sobre k y demostramos que una cota inferior para µ(L(r)) es

2 +
⌈

2
√

r(r−1)
2

⌉
. En la sección §6.2 construimos para cada par de números naturales a, b ∈ N tales

que a ≥ b, 2b ≥ r y a ≥ r − 1 una nilrepresentación fiel πa,b de dimensión a+ b+ 2. De esta forma
obtendremos una familia de nilrepresentaciones fieles {πa,b} de L(r) entre las cuales tendremos una
nilrepresentación fiel de dimensión r +

⌈
r
2

⌉
+ 1.

6.1. Una cota inferior de µ(L(r))

Sean k un cuerpo de característica cero y r ∈ N. El álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de
rango r sobre k es L(r) = V ⊕ ∧2V , donde V es un espacio vectorial de dimensión r sobre k. Los
únicos corchetes de Lie no nulos son

[u, v] = u ∧ v ∈
2∧
V

para todo u, v ∈ V . El centro de L(r) es z(L(r)) =
∧2 V . L(r) es el objeto libre en las álgebras de

Lie 2-pasos nilpotente con r-generadores sobre k. Más aún, toda álgebra de Lie 2-pasos nilpotente
es de la forma n = L(r)/W = V

⊕∧2 V/W para algún r, donde W es un subespacio de
∧2 V .
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Sea Br = {X1, . . . , Xr, Zij : 1 ≤ i < j ≤ r} una base de L(r) tal que

[Xi, Xj ] = Zij . (6.1)

Donde {Zij : 1 ≤ i < j ≤ r} es una base del centro de L(r) y llamaremos Vr al espacio generado
por {X1, . . . , Xr} de esta manera

L(r) = Vr ⊕ z(L(r)) .

Sea L(r− 1) la subálgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de rango r− 1 de L(r) cuya base esta
dada por Br−1 = {X1, . . . , Xr−1, Zij : 1 ≤ i < j ≤ r − 1}.

Observación 6.1.1. En lo que resta de esta sección (π, V ) será una nilrepresentación fiel de L(r)
salvo mención alguna.

Teorema 6.1.2. Sean r ∈ N, r ≥ 4 y (π, V ) una representación fiel de L(r) entonces

dimV ≥ 2 +
⌈
2
√

dim z(L(r))
⌉
.

En particular, µ(L(r)) ≥ 2 +
⌈
2
√

dim z(L(r))
⌉
.

Para la prueba de este teorema daremos algunos resultados previos.

Lema 6.1.3. Sean r ∈ N y r ≥ 4. Sea B = {w1, . . . , ws+1} una base de V tal que la matriz [π(X)]B
es de la forma

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

x1
.
.
.

xr−1

∗

∗

0

[π(X)]B =

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

0 ∗

0

0

[π(Z)]B =

para todo X =
∑r−1

i=1 xiXi, Z ∈ L(r − 1) y

∗

xr

0

∗ ∗

∗

∗

0∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗

0

[π(xrXr)]B =

∗

0

0

∗ ∗

∗

∗

0∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗

.

.

.

z1r

zr−1r

[π(Z)]B =

para todo Z =
∑r−1

i=1 zirZir. Entonces existe i = 1, . . . , r − 1 tal que para todo 1 ≤ m < n ≤ r − 1,
π(Zmn)V * k{ui}.

Observación 6.1.4. En el lema anterior la notación ∗ en las matrices indica una matriz sobre la
cual no tenemos información alguna.
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CAPÍTULO 6. EL ÁLGEBRA DE LIE 2-PASOS NILPOTENTE LIBRE DE RANGO R

Demostración. Para simplificar la notación llamaremos X a π(X) para todo X ∈ L(r).

La demostración la haremos por el absurdo, es decir, supongamos que para cada i = 1, . . . , r−1
existe 1 ≤ m < n ≤ r − 1 tal que Zmn(v) = λ(v)wi para todo v ∈ V . Por la ecuación (6.1)
Zmn = [Xm, Xn] y por la forma de [Xm]B y [Xn]B tenemos que

- Xm(wk) =
∑r−1

i=1 am,iwi + am(wk)wr;

- Xn(wk) =
∑r−1

i=1 an,iwi + an(wk)wr.

para todo k = r + 1, . . . , s. Entonces

Zmn(wk) = [Xm, Xn](wk) = XmXn(wk)−XnXm(wk)
= an(wk)wm − am(wk)wn pues Xi(wj) = 0 para todo i, j = 1, . . . , r − 1

además Zmn(wk) = λ(wk)wi por hipótesis . Luego

an(wk)wm − am(wk)wn − λ(wk)ui = 0

para todo k = r + 1, . . . , s.

Si m 6= i y n 6= i entonces am(wk) = an(wk) = λ(wk) = 0 para todo k = r + 1, . . . , s ya que
{wm, wn, wi} es linealmente independiente, por lo tanto Zmn(wk) = 0 para todo k = r + 1, . . . , s.
Luego por la forma de [Zmn]B tenemos que Zmn = 0, lo que contradice el hecho que (π, V ) es una
representación fiel de L(r).

Supongamos que m = i y n 6= i entonces, como {wn, wi} es linealmente independiente, tenemos
que

am(wk) = 0 (6.2)

para todo k = r + 1, . . . , s.

Sea α : V → k la funcional lineal tal que α(v) = ar para todo v =
∑s+1

j=1 ajwj ∈ V . Luego
la ecuación (6.2) la podemos escribir como α(Xm(wk)) = 0 para todo k = r + 1, . . . , s. Como por
hipótesis esto es válido para todo i = 1, . . . , r−1 y r ≥ 4 entonces existe j 6= m tal que α(Xj(wk)) =
α(Xm(wk)) = 0 para todo k = r + 1, . . . , s. Es decir Xj(wk), Xm(wk) ∈ k{w1, . . . , wr−1}. Luego

Zmj(wk) = [Xm, Xj ](wk)
= XmXj(wk)−XjXm(wk)
= 0 por la forma de [Xm]B .

Sea W = k{wr+1, . . . , ws} entonces Zmj |W= 0 por lo tanto Zmj = 0, pero esto contradice el hecho
que (π, V ) es una representación fiel de L(r). Luego existe wi ∈ B tal que Zmn(v) 6= awi para todo
1 ≤ m < n ≤ r − 1.

Para los siguientes resultados denotaremos por Eij a una matriz cuadrada de orden s + 1 tal
que

(Eij)mn =

{
1 si m = n

0 en otro caso
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Lema 6.1.5. Sean A ∈ k(r−2)×(r−2), C ∈ k(s−r)×(r−2), E ∈ k1×1, F ∈ k(s−r)×1, H ∈ k(r−2)×(r−2) y
B,D ∈ k1×(r−2). Sea

∗

1

0

B E

H

∗

0C F

A

D

∗ ∗

∗

0

X =

tal que X conmuta con las matrices aEi−1,r − Ei−1,r+1 para todo i = 2, . . . , r. Entonces A es una
matriz diagonal y B,C y D son matrices nulas. Si además X es una matriz nilpotente que conmuta
con la matriz bEi−1,r + cEn−1,r − En−1,r+i para todo i = 2, s − r y b 6= 0 entonces las matrices
A,E, F y H son matrices nulas, es decir, X es de la forma

∗

1

0

0 0

0

∗

00 0

0

0

∗ ∗

∗

0

X =

Demostración. Primero calculemos los productos X(aEi−1,r − Ei−1,r+1) y (aEi−1,r − Ei−1,r+1)X,

X(aEi−1,r − Ei−1,r+1) =
(
0 . . . 0 aXi−1 Xi−1 0 . . . 0

)
∈ k(s+1)×(s+1)

para todo i = 2, . . . , r y 

0
...
0

aXr −Xr+1

−Xr+1

0
...
0


∈ k(s+1)×(s+1)

Por hipótesis X(aEi−1,r − Ei−1,r+1) = (aEi−1,r − Ei−1,r+1)X para todo i = 2, . . . , r entonces

(X)mn =


0 si r − 1 ≤ m ≤ s y 1 ≤ n ≤ r − 2 ó m = r, r + 1 y r + 2 ≤ n ≤ s ó

m = r, r + 1 y n = r − 1
(X)mn en otro caso
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es decir

∗

1

0

0 E

H

∗

00

0
0
∗.
.
.
∗

A

0

∗ ∗

∗

0

X =

donde A es una matriz diagonal y H =

 ∗ ∗ 0 ... 0
∗ ∗ 0 ... 0
∗ ∗ ∗ ... ∗
...
...
...
...
...

∗ ∗ ∗ ... ∗

.
Si X es una matriz nilpotente, como A es diagonal, tenemos que A es una matriz nula y por la

ubicación de la matriz E podemos decir que E es una matriz nula. Por otra parte por la forma de
X obtenida anteriormente es fácil ver que X(bEi−1,r + cEn−1,r − En−1,r+i) = 0. Luego dado que
X y bEi−1,r + cEn−1,r − En−1,r+i conmutan entonces (bEi−1,r + cEn−1,r − En−1,r+i)X = 0 por lo
tanto

(bEi−1,r + cEn−1,r − En−1,r+i)X =



0
...
0
bXr

0
...
0

cXr −Xr+i

0
...
0



∈ k(s+1)×(s+1)

es una matriz nula. Como b 6= 0 la fila Xr es nula, luego la fila Xr+i es nula para todo i = 2, . . . , s−r.
Por lo tanto X es de la forma deseada.

Lema 6.1.6. Sean r, s ∈ N tales que r < s ≤ 2r − 1 y r ≥ 4. Sean (π, V ) una nilrepresentación de
L(r) y B = {w1, . . . , ws+1} una base de V con las siguientes propiedades

- para cada w ∈ k{wr, . . . , ws} existe Z ∈ z(L(r − 1)) tal que π(Z)(w) 6= 0;

- [π(X)]B es de la forma

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

x2
.
.
.

xr−1

∗

∗

0

[π(X)]B =

∗

1

0

∗ ∗

∗

∗

0∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗

0

[π(Xr)]B =
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para todo X =
∑r−1

i=1 xiX ∈ L(r − 1) y

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

0 ∗

0

0

[π(Z)]B =

∗

0

0

∗ ∗

∗

∗

0∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗

.

.

.

z2r

zr−1r

[π(Z̃)]B =

para todo Z ∈ z(L(r − 1)) ó Z = z1rZ1r y Z̃ =
∑r−1

i=2 zirZir;

- Z1r(wr) 6= 0 y

- existe m,n tal que 2 ≤ m < n ≤ r − 1 y π(Zmn)(wk) = 0 para todo k = r + 1, . . . , s.

Entonces (π, V ) no es una nilrepresentación fiel de L(r).

Demostración. Para simplificar la notación llamaremos X a π(X) para todo X ∈ L(r).

Supongamos que (π, V ) es nilrepresentación fiel y veamos que llegamos a una contradicción.
Para esto mostraremos que existe una base B̃ = {w1, . . . , wr−1, w̃r, . . . , w̃s, ws+1} de V tal que

0

1

0

0 0

0

∗

00 0

0

0

∗ ∗

∗

0

[Xr]B̃ =

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

0

a

∗

e1

0

[X1]
B̃

=

donde e1 = (1, 0, . . . , 0).

Observemos que la diferencia entre las bases B y B̃ de V es que en B hemos sustituido los
vectores wr, . . . , ws por w̃r, . . . , w̃s. Por la manera en que obtendremos los vectores w̃i será fácil ver
que la condición (2) del enunciado se mantiene para todo X ∈ L(r). Luego, como Z1i = [X1, Xi]
tenemos que el conjunto

{
[Z1i]B̃ : i = 2, . . . , r

}
es linealmente dependiente lo cual contradice que

(π, V ) sea una nilrepresentación fiel. Por lo tanto (π, V ) es una nilrepresentación no fiel de L(r).

Sea α : V → k la funcional lineal tal que α
(∑s+1

j=1 ajwj

)
= ar−1. Para todo k = r, . . . , s y por

la forma de [Xm]B y [Xn]B tenemos que

- Xm(wk) =
∑r−2

j=1 am,jwj + α(Xm(wk))wr−1;

- Xn(wk) =
∑r−2

j=1 an,jwj + α(Xn(wk))wr−1
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Como Zmn = [Xm, Xn] y por la condición (4) de enunciado Zmn(wk) = 0 para todo k = r+ 1, . . . , s
tenemos que

[Xm, Xn](wk) = XmXn(wk)−XnXm(wk)
= α(Xm(wk))um − α(Xn(wk))un pues Xi(uj) = 0 para i = 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , r − 2,

entonces α(Xm(wk))wm−1−α(Xn(wk))wn−1 = 0. Dado que {wm−1, wn−1} es linealmente indepen-
diente en V tenemos que

α(Xm(wk)) = α(Xn(wk)) = 0 (6.3)

para todo k = r + 1, . . . , s. Sea W1 = k{wr, . . . , ws} entonces por la ecuación (6.3) tenemos que
α(Xm |W1) = α(Xn |W1) = 0.

Probaremos que α(X1(wk)) 6= 0 para algún k = r + 1, . . . , s. Supongamos que esto no ocurre,
es decir, α(X1 |W1) = 0. Por la condición (2) del enunciado tenemos que

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

0
.
.
.

0

∗

. . .a 0 0

0

[X1]B =

donde a = α(X1(wr)).

Si a = 0 entonces X1 ∈ z(L(r)) lo cual es un absurdo. Luego a 6= 0, es decir, α(X1(wr)) 6= 0.

Como hemos supuesto que (π, V ) es una nilrepresentación fiel de L(r) y por las condiciones
(2) y (4) del enunciado tenemos que Zmn(wr) 6= 0. Además obtenemos que

0 6= Zmn(w1) = α(Xn(wr))wm−1 − α(Xm(wr))wn−1.

Por lo tanto, por la condición (2) del enunciado, Zmn(v) = α(Xn(v))um − α(Xm(v))un para todo
v ∈ V . Por otra parte

Z1m(wk) = X1Xm(wk)−XmX1(wk)

= X1

r−2∑
j=1

am,jwj + α(Xm(wk)

wr−1)−Xm

r−2∑
j=1

a1,jwj + α(Xm(wk)

wr−1)

= −α(X1(wk))wm−1 por la forma de [X1]B,

luego Z1m(v) = −α(X1(v))wm−1. Del mismo modo Z1n(wk) = −α(X1(wk))wn−1, es decir Z1n(v) =
−α(X1(v))wn−1. Por lo tanto existen a, b ∈ V ∗ tal que

Zmn = aZ1m + bZ1n

pero esto contradice que {Zmn, Z1m, Z1n} es linealmente independiente. Esta contradicción sale de
suponer que α(X1 |W1) = 0, por lo tanto existe k = r + 1, . . . , s tal que α(X1(wk)) 6= 0.
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Sin pérdida de generalidad se puede suponer que k = r + 1, ya que de lo contrario podemos
reordenar el conjunto {wr+1, . . . , ws} ⊂ B. Este cambio no modificaría la forma de [X]B para todo
X ∈ L(r).

Ahora determinaremos la base B̃ de V . Podemos modificar la base de W1; {wr+1, wr+2, . . . , ws}
tal que α(X1(wk)) = 0 para k = r + 2, . . . , s. Por la condición (1) del enunciado para wr+2 existe
Z ∈ z(L(r − 1)) tal que Z(w̃r+2) 6= 0. Como z(L(r)) = [L(r),L(r)] existe i = 2, . . . , r − 1 tal que
α(Xi(wr+2)) 6= 0. Supongamos i = 2, es decir, α(X2(wr+2)) 6= 0. Nuevamente modificamos la base
de W1 por {w′r+1, wr+2, w

′
r+3 . . . , w

′
s} tal que

α(X1(w′r+1)) 6= 0 , α(X2(wr+2)) 6= 0 y

α(X1(wr+2)) = α(X1(w′k)) = α(X2(w′k)) = α(X2(w′r+1)) = 0 para todo k = r + 3, . . . , s.

Si seguimos con este procedimiento podemos suponer que existe {w̃r+1, . . . , ws} base de W1 tal
que

α(Xi−r(w̃i)) 6= 0 y α(Xi−r(w̃j)) = 0 para todo j 6= i; i = r + 1, . . . , s .

Sea B̃ = {w1, . . . , wr, w̃r+1, . . . , ws, ws+1} ⊆ V . Por la forma en que hemos obtenido B̃ es claro
que es una base de V , además se puede ver que

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

xiẽi

a

∗

ei

0

[Xi]B̃ =

donde ei = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) veces

, 1, 0, . . . , 0), ẽi =


0
...
0
1
0
...
0

 y xi =

{
1 si i 6= 1
0 si i = 1

para todo i = 1, . . . , s− r.

Dado que Z1i = [X1, Xi] entonces

[Z1i]B̃ = −α(X1(wr))Ei−1,r − Ei−1,r+1

para todo i = 2, . . . , r − 1 y como Zin = [Xi, Xn] entonces

[Zin]
B̃

= −α(Xn(wr))Ei−1,r − α(Xi(wr))En−1,r − En−1,r+i

para todo i = 2, . . . , s− r.

Como el conjunto {Z1i, Zin} ⊆ z(L(r)) tenemos que las matrices [Z1i]B̃ y [Zin]
B̃

conmutan con
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la matriz [Xr]B̃. Entonces, por el Lema 6.1.5,

∗

1

0

0 0

0

∗

00 0

0

0

∗ ∗

∗

0

[Xr]B̃ =

Dado que Z1r = [X1, Xr] y por la forma de [Z1r]B dada en la condición (2) del enunciado tenemos
que [Xr]B̃ tiene la forma

0

1

0

0 0

0

∗

00 0

0

0

∗ ∗

∗

0

[Xr]B̃ =

que es lo que queríamos probar.

Lema 6.1.7. Sean r, s ∈ N tales que r < s ≤ 2r− 1 y r ≥ 4. Sean (π, V ) una nilrepresentación fiel
de L(r) y B = {w1, . . . , ws+1} una base de V con las siguientes propiedades

- para cada w ∈ k{wr, . . . , ws} existe Z ∈ z(L(r − 1)) tal que π(Z)(w) 6= 0 y

- [π(X)]B es de la forma

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

x2
.
.
.

xr−1

∗

∗

0

[π(X)]B =

∗

1

0

∗ ∗

∗

∗

0∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗

0

[π(Xr)]B =

para todo X =
∑r−1

i=1 xiX ∈ L(r − 1) y

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

0 ∗

0

0

[π(Z)]B =

∗

0

0

∗ ∗

∗

∗

0∗ ∗

∗

∗

∗ ∗

∗

.

.

.

z2r

zr−1r

[π(Z̃)]B =

para todo Z ∈ z(L(r − 1)) ó Z = z1rZ1r y Z̃ =
∑r−1

i=2 zirZir.
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Entonces existe i0 = r, . . . , s tal que para cada 1 ≤ m < n ≤ r − 1 existe k 6= i0 y k = r, . . . , s tal
que π(Zmn(wk))(wk) 6= 0.

Demostración. Para simplificar la notación llamaremos X a π(X) para todo X ∈ L(r).

La demostración la haremos por el absurdo, es decir, supongamos que para cada i = r, . . . , s
existe 1 ≤ m < n ≤ r − 1 tal que Zmn(wk) = 0 para todo k 6= i y k = r, . . . , s.

Dado que (π, V ) es una representación fiel de L(r) y por la forma de [Z1r]B dada en la condición
(2) del enunciado es fácil ver que existe wi0 ∈ B con i0 = r, . . . , s tal que Z1r(wi0) 6= 0. Entonces
existe 1 ≤ m < n ≤ r − 1 tal que Zmn(wk) = 0 para todo k 6= i0 y k = r, . . . , s.

Sea α : V → k la funcional lineal tal que α
(∑s+1

j=1 ajwj

)
= ar−1.

Veamos que podemos tomar m 6= 1. Supongamos lo contrario, es decir, para todo i0 = r, . . . , s
tal que Z1r(wi0) 6= 0 existe 2 ≤ n ≤ r − 1 tal que Z1n(wk) = 0 para todo k 6= i0 y k = r, . . . , s.
Luego

Z1n(wk) = [X1, Xn](wk) = X1Xn(wk)−XnX1(wk)

= X1

r−2∑
j=1

anjwj + α(Xn(wk))wr−1

−Xn

r−2∑
j=1

ajwj + α(X1(wk))wr−1


= −α(X1(wk))wn−1 por la forma de [X1]B
= 0 ,

entonces α(X1(wk)) = 0 para todo k 6= i0 y k = r, . . . , s. Por la condición (2) del enunciado tenemos
que

0

0

0

0 0

0

0

00 0

0

0

0
.
.
.

0

∗

aei0

0

[X1]B =

donde a = α(X1(wi0)) y ei0 = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i0−1 veces

, 1, 0, . . . 0).

Si a = 0 entonces X1 ∈ z(L(r − 1)), lo cual es una contradicción. Por lo tanto a 6= 0 es decir,
α(X1(wi0)) 6= 0.

Supongamos que existe i1 = r, . . . , s y i1 6= i0 tal que Z1r(wi1) 6= 0 entonces existe 2 ≤ ñ ≤ r−1
tal que Z1ñ(wk) = 0 para todo k 6= i1 y k = r, . . . , s. Luego obtenemos que α(X1(wk)) = 0 para todo
k 6= i1 y k = r, . . . , s. En particular α(X1(wi0)) = 0, pero esto contradice lo probado anteriormente.
Por lo tanto existe un único i0 = r, . . . , s tal que Z1r(wi0) 6= 0 luego, por la forma de [Z1r]B dada
en la condición (2) del enunciado, tenemos que

[Z1r]B ∈ k{Ej−1,i0 : j = 2, . . . , r} . (6.4)

Como Z1j = [X1, Xj ] para todo j = 2, . . . , r − 1 y por la forma de [Xj ]B, dada en la condición (2)
del enunciado, se puede ver que [Z1j ]B = −α(X1(wi0))Ej−1,i0 para todo j = 2, . . . , r − 1. Luego,
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por la ecuación (6.4), el conjunto {Z1j : j = 2, . . . , r} es linealmente dependiente lo cual contradice
el hecho que (π, V ) es una representación fiel de L(r).

Por lo tanto existe i0 = r, . . . , s tal que Z1r(wi0) 6= 0 y 2 ≤ m < n ≤ r− 1 tal que Zmn(wk) = 0
para todo k 6= i0 y k = r, . . . , s.

Podemos suponer que i0 = r ya que de caso contrario reordenamos el subconjunto {wr, . . . , ws}
de B de tal forma que el primer elemento fuera wi0 , este reordenamiento no modificaría la forma
de [X]B dada en la condición (2) del enunciado para todo X ∈ L(r).

Luego para i0 = r existe 2 ≤ m < n ≤ r − 1 tal que Zmn(wr) 6= 0 y Zmn(wk) = 0 para todo
k = r + 1, . . . , s. Entonces, por el Lema 6.1.6, (π, V ) es una nilrepresentación no fiel de L(r) pero
esto contradice las hipótesis del enunciado.

Lema 6.1.8. Sea (π, V ) una nilrepresentación fiel de L(r) y B una base de V tal que alguna de las
siguientes condiciones se verifican para todo X ∈ L(r)

a. π(X) es como en el Lema 6.1.3;

b. π(X) es como en el Lema 6.1.7.

Entonces existe (π1, V1) una nilrepresentación fiel de L(r − 1) tal que dimV = dimV1 + 2.

Demostración. Supongamos que estamos en el caso (a). Sea ui ∈ B del Lema 6.1.3 y V1 =
V/(k{ui, v1}) y sea

π1 : L(r − 1)→ gl(V1)

X 7→ π(X)(v) ,

es claro que

- dimV = dimV1 + 2;

- (π1, V1) es una nilrepresentación de L(r − 1).

Falta probar que (π1, V1) sea fiel, para ello es suficiente probar que (π1 |z(L(r−1)), V1) es fiel. Supong-
amos lo contrario, es decir, existe Z ∈ z(L(r−1)) tal que para todo v ∈ V1 tenemos que π(Z)(v) = 0.
Entonces π(Z)V ∈ k{ui, v1}, es decir π(Z)(v) = α(v)ui + λ(v)v1, por la forma de [π(Z)]B tenemos
que π(Z)(v) = α(v)ui, es decir λ(v) = 0. Pero esto contradice el Lema 6.1.3, por lo tanto (π1, V1)
es una nilrepresentación fiel de L(r − 1).

Supongamos que estamos en el caso (b). Como (π, V ) es una nilrepresentación fiel de L(r) existe
wk ∈ B tal que π(Z1r)(wk) 6= 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que k = 1. Sea
V1 = k{u1, . . . , ur−1, w2, . . . , ws} entonces π(X)V1 ⊆ V1 para todo X ∈ L(r − 1). Sea

π1 : L(r − 1)→ gl(V1)
X 7→ π(X)(v) ,

es claro que

- dimV = dimV1 + 2;
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- (π1, V1) es una nilrepresentación de L(r − 1).

Falta probar que (π1, V1) es fiel, para ello es suficiente probar que (π1 |z(L(r−1)), V1) es fiel. Sea
Z ∈ z(L(r − 1)) tal que π1(Z)V1 = 0 entonces π1(Z)(wj) = 0 para todo wj ∈ B salvo w1 ya que
π(Z)V 6= 0, es decir, π(Z)(w1) 6= 0. Además existen X,Y ∈ L(r−1) tal que Z = [X,Y ]. Sin pérdida
de generalidad podemos pensar a

X =
r−1∑
i=1

xiXi Y =
r−1∑
i=1

yiXi .

Sea i1 = mı́n{i ∈ {1, . . . , r − 1} : xi 6= 0} e i2 = mı́n{i ∈ {1, . . . , r − 1} : yi 6= 0 y i 6= i1}, definimos
Xi1 := X y Xi2 := Y y sea B′ = {X1, . . . , Xi1 , . . . , Xi2 , . . . , Xr, Zij : 1 ≤ i < j ≤ r} tal que
Zij = [Xi, Xj ], en particular Zi1i2 = Z. La base B′ tiene la particularidad que Z1r(w1) 6= 0 y existe
Zi1i2 ∈ L(r − 1) tal que Zi1i2(w1) 6= 0 y Zi1i2(wk) = 0 para todo wk ∈ B. Pero esto contradice el
Lema (6.1.7). Por lo tanto (π1, V1) es una nilrepresentación fiel de L(r − 1).

Teorema 6.1.9. Sean r ∈ N, r ≥ 4 y (π, V ) una representación fiel de L(r) entonces

dimV ≥ 2 +
⌈
2
√

dim z(L(r))
⌉
.

En particular, µ(L(r)) ≥ 2 +
⌈

2
√

r(r−1)
2

⌉
.

Demostración. Como z(L(r)) = [L(r),L(r)], por el Teorema 1.3.10, podemos pensar que (π, V ) es
una nilrepresentación fiel de L(r). Entonces π(L(r)) es una familia de endomorfismos nilpotentes
que conmutan con π(z(L(r))), ya que z(L(r)) es el centro de L(r). Luego por la Proposición 3.1.5,
existen vectores linealmente independientes {v1, . . . , vs′ , . . . , vs} y una descomposición de L(r) =
Lr,1 ⊕ · · · ⊕ Lr,s y z(L(r)) = z1(L(r))⊕ · · · ⊕ zs′(L(r)).

Sea

F : L(r)→ V

X 7→ π(X)v1 ,

dado que π es una representación de L(r) es claro que F es una aplicación lineal y kerF es una
subálgebra de Lie de L(r). El kerF lo podemos escribir

kerF = kerF ∩ z(L(r))⊕ U

donde U es un complemento directo de kerF ∩ z(L(r)) en el kerF de dimensión m.

Sea h el álgebra de Lie de dimensión m generada por U de dimensión m, como kerF es un
álgebra de Lie entonces h es una subálgebra de Lie de kerF .

Por la Proposición 3.1.5, imF ∩ k{v1, . . . , vs′} = 0 entonces dimV ≥ imF + s′. Por lo tanto

dimV + kerF |z(L(r)) +m ≥ dimL(r) + s′ ,

entonces

dimV + kerF |z(L(r)) +m ≥ dimVr + dim z(L(r)) + s′

dimV ≥ dimVr −m+ dim imF |z(L(r)) +s′ ,
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Dado que F |z(L(r)): z(L(r)) → V coincide con la aplicación F1 |z(L(r)) de la Proposición 3.1.5
entonces dim z(L(r)) ≤ s′ dim imF |z(L(r)), luego por la ecuación (3.1)⌈

2
√

dim z(L(r))
⌉
≤ s′ + dim imF |z(L(r)) .

Por lo tanto dimV ≥ dimVr −m+
⌈
2
√

dim z(L(r))
⌉
.

- Si m ≤ r − 2 entonces dimVr −m ≥ 2, luego dimV ≥ 2 +
⌈
2
√

dim z(L(r))
⌉
.

- Si m = r − 1 entonces kerF = L(r − 1)⊕ z0, donde z0 ⊆ z(L(r)) ∩ kerF .

Probaremos que dim z0 ≤ 1. Sea Br = {X1, . . . , Xr−1, Xr, Zij : 1 ≤ i < j ≤ r} base de
L(r) y tal que Br−1 = {X1, . . . , Xr−1, Zij : 1 ≤ i < j ≤ r − 1} es una base de L(r − 1), luego
π(Xi)(v1) = π(Zij)(v1) = 0 para todo Xi, Zij ∈ Br−1.

Sea Z1 ∈ z0 entonces Z1 =
∑

1≤i<j≤r−1 aijZij +
∑r−1

i=1 biZir. Luego

0 = π(Z1)(v1) =
r−1∑
i=1

biπ(Zir)(v1),

por lo tanto
∑r−1

i=1 biZir ∈ kerF .

SeaX ′1 =
∑r−1

i=1 biXi ∈ L(r−1). Cambiamos la baseBr y Br−1 porB′r = {X ′1, X2, . . . , Xr−1, Xr, Zij}
y B′r−1 = {X ′1, X2, . . . , Xr−1, Zij} tal que Zij := [Xi, Xj ], en particular Z1r = Z1. Supongamos que
existe Z2 ∈ z0 entonces Z2 =

∑
1≤i<j≤r−1 aijZij +

∑r−1
i=1 b

′
iZir, de la misma forma que con Z1 ten-

emos que
∑r−1

i=2 biZir ∈ kerF . Cambiamos nuevamente la base tomando X ′2 =
∑r−1

i=2 biXi donde
Z2r = z2, por lo tanto podemos pensar que una base para z0 es {Z1r, . . . , Zpr}.

Por la Proposición 3.1.5 existe una base de

B = {Zp+1r(v1), . . . , Zr−1r(v1), Xr(v1), w1, . . . , ws, v1}

tal que

1) imF = k{Zp+1r(v1), . . . , Zr−1r(v1), Xr(v1)};

2) kerF V ⊆ imF

Sea Zir ∈ kerF entonces

0 = Zir(v1) = [Xi, Xr](v1) = Xi(Xr(v1)),

luego por (1) tenemos que Xi imF = 0 para todo i = 1, . . . , p y por (2), Xi(wj) ∈ imF para todo
wj ∈ B por lo tanto

Z1i(wj) = X1Xi(wj)−XiX1(wj) para todo wj ∈ B
= 0
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luego Z1iV = 0. Esto contradice el hecho que (π, V ) es una representación fiel, si i > 1. Por lo tanto
dim z0 ≤ 1.

Como dijimos anteriormente B = {Zp+1r(v1), . . . , Zr−1r(v1), Xr(v1), w1, . . . , ws, v1} es una base
de V , para p = 0 ó 1. En este caso la base B cumple las condiciones del Lema 6.1.3 ó Lema 6.1.7,
respectivamente. Luego por el Lema 6.1.8 dada (π, V ) una nilrepresentación fiel de L(r) existe
(π1, V1) una nilrepresentación fiel de L(r − 1) tal que dimV = 2 + dimV1.

Haciendo inducción sobre r tenemos que

dimV1 ≥ 2 +
⌈
2
√

dim z(L(r − 1))
⌉
.

Por otra parte dim z(L(r− 1)) = (r−1)(r−2)
2 , es fácil ver que 2 +

⌈
2
√

(r−1)(r−2)
2

⌉
≥
⌈

2
√

r(r−1)
2

⌉
. Por

lo tanto

dimV = 2 + dimV1

dimV ≥ 2 + 2 +

⌈
2

√
(r − 1)(r − 2)

2

⌉

≥ 2 +

⌈
2

√
r(r − 1)

2

⌉
.

6.2. Nilrepresentaciones Fieles de L(r)

6.2.1. Una primera representación de L(r)

Sean k un cuerpo de característica cero y r ∈ N. El álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de
rango r sobre k es L(r) = V ⊕ ∧2V , donde V es un espacio vectorial de dimensión r sobre k. Los
únicos corchetes de Lie no nulos son [u, v] = u ∧ v ∈

∧2 V para todo u, v ∈ V . El centro de L(r)
es
∧2 V . L(r) es el objeto libre en las álgebras de Lie 2-pasos nilpotente con r-generadores sobre

k. Más aún, toda álgebra de Lie 2-pasos nilpotente es de la forma n = L(r)/W = V
⊕∧2 V/W

para algún r, donde W es un subespacio de
∧2 V . El grupo GL(V ) actúa sobre V y

∧2 V , luego
actúa sobre L(r). A partir de esta acción L(r) puede ser vista como el radical nilpotente de una
subálgebra parabólica de un álgebra de Lie simple.

Vamos a describir una primera nilrepresentación fiel de L(r), que denotaremos (πr,r,1, k2r+1).
Sea B = {X1, . . . , Xr, Zij : 1 ≤ i < j ≤ r} una base de L(r) tal que [Xi, Xj ] = Zij y cero en otro
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caso. Entonces

0

0

0

0 0

0

x1

x2

x3

...

xr

xr . . . x3 x2 x1

0
-z12

-z13

-z1r

z12

0
-z23

-z2r

z13

z23

0

-z3r

z1r
z2r
z3r

0

. . .

. . .

. . .

...

. . .

πr,r,1(X) =

para todo X =
∑r

i=1 xiXi +
∑

1≤i<j≤r zijZij ∈ L(r). Por lo tanto tenemos una nilrepresentación
fiel de L(r) de dimensión 2r + 1.

6.2.2. Nuevas representaciones de L(r)

Para comenzar esta sección daremos algunas definiciones y probaremos unos resultados que serán
útiles para formar nuevas representaciones fieles del álgebra de Lie L(r) para todo r ∈ N.

Sean a, b, r ∈ N tales que a ≥ b, 2b ≥ r y a ≥ r − 1 y sean

- W =


 X

0

 ∈M(2b, r) : X ∈M(r, r) tal que X +Xt = 0

 ;

- UVa =



A1

A2
...
Ab

 ∈M(2b, r) : Ai ∈ Va

 donde Va un subespacio deM(2, r) tal que dimVa = 2r−a.

Es fácil ver que W y UVa son subespacios de M(2b, r).

Observación 6.2.1. Un modo de escribir a UVa es

UVa = V1
a ⊕ · · · ⊕ Vba

tal que Vsa es un subespacio vectorial de k{E2(s−1)+i,j : i = 1, 2; j = 1, . . . , r} isomorfo a Va para
todo s = 1, . . . , b y donde Emn ∈M(2, r) tal que

(Emn)pq =

{
1 si p = m;n = q

0 en otro caso
.
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A continuación veamos la forma que tiene un elemento ṽ ∈ UVa . Sean d = dimVa, {v1, . . . , vd}
una base de Va y v ∈ Va. Entonces existen λt ∈ k tal que v =

∑d
t=1 λtvt. Además, como vt ∈M(2, r)

existen αtij ∈ k tal que

vt =
2∑
i=1

r∑
j=1

αtijEij .

para todo t = 1, . . . , d. Por lo tanto

v =
2∑
i=1

r∑
j=1

(
d∑
t=1

λtα
t
ij

)
Eij .

Sean

pij(x1, . . . , xd) :=
d∑
t=1

αtijxt ∈ k[x1, . . . , xd] .

Veamos como escribimos ṽ ∈ UVa en función de los polinomios pij . Por la observación anterior
existen ṽs ∈ Vsa para cada s = 1, . . . , b tales que

ṽ = ṽ1 + ṽ2 + · · ·+ ṽb

=
d∑
t=1

λ1
t vt +

d∑
t=1

λ2
t vt + · · ·+

d∑
t=1

λbtvt λy ∈ k, vst ∈ Vsa

=
2∑
i=1

r∑
j=1

(
d∑
t=1

λ1
tα

t
ij

)
Eij +

2∑
i=1

r∑
j=1

(
d∑
t=1

λ2
tα

t
ij

)
E2+i,j + · · ·+

2∑
i=1

r∑
j=1

(
d∑
t=1

λbtα
t
ij

)
E2(b−1)+i,j

=
2∑
i=1

r∑
j=1

pij(λ1
1, . . . , λ

1
d)Eij +

2∑
i=1

r∑
j=1

pij(λ2
1, . . . , λ

2
d)E2+i,j + · · ·+

2∑
i=1

r∑
j=1

pij(λb1, . . . , λ
b
d)E2(b−1)+i,j

=
2∑
i=1

r∑
j=1

(
b∑

s=1

pij(λs1, . . . , λ
s
d)E2(s−1)+i,j

)
.

Luego ṽ en forma matricial tiene la forma

ṽ =



p11(λ1
i ) p12(λ1

i ) p13(λ1
i ) p14(λ1

i ) . . . p1r(λ1
i )

p21(λ1
i ) p22(λ1

i ) p23(λ1
i ) p24(λ1

i ) . . . p2r(λ1
i )

p11(λ2
i ) p12(λ2

i ) p13(λ2
i ) p14(λ2

i ) . . . p1r(λ2
i )

p21(λ2
i ) p22(λ2

i ) p23(λ2
i ) p24(λ2

i ) . . . p2r(λ2
i )

p11(λ3
i ) p12(λ3

i ) p13(λ3
i ) p14(λ3

i ) . . . p1r(λ3
i )

p21(λ3
i ) p22(λ3

i ) p23(λ3
i ) p24(λ3

i ) . . . p2r(λ3
i )

...
...

p11(λbi) p12(λbi) p13(λbi) p14(λbi) . . . p1r(λbi)
p21(λbi) p22(λbi) p23(λbi) p24(λbi) . . . p2r(λbi)


∈M(2b, r) , (6.5)

donde pmn(λsi ) := pmn(λs1, λ
s
2, . . . , λ

s
d) para todo 1 ≤ m ≤ 2 y 1 ≤ n ≤ r.

Supongamos además que ṽ ∈W , es decir ṽ ∈W ∩ UVa . Entonces las entradas de ṽ verifican las
siguientes ecuaciones;
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- p1,2s−1(λsi ) = p2,2s(λsi ) = 0;

- p1,2s−1(λsi ) + p2,2s(λsi ) = 0

para todo s = 1, . . . ,
⌊
r
2

⌋
y

- pi,j(λsm) + pj′,2(s−1)+i(λs
′
m) = 0

donde

(j′, s′) =


(

1, j+1
2

)
si j es impar ;(

2, j2
)

si j es par

para todo j = 2s+ 1, . . . , r y s = 1, . . . ,
⌊
r
2

⌋
− 1 y

- pij(λs1, λs2, . . . , λsd) = 0 para todo s =
⌈
r
2

⌉
+ 1, . . . , b;

- en el caso en que r es impar tenemos

p1,r(λ
d r

2e
i ) = 0,

p2j(λ
d r

2e
1 ) = 0 para todo j = 1, . . . , r.

Estas ecuaciones dan origen al sistema homogéneo Aλ = 0 donde

λ =



λ1
1
...
λ1
d

λ2
1
...
λ2
d
...
λb1
...
λbd



∈M(1, db)

y A es una matriz de orden
(
r(r+1)

2 + r(2b− r)
)
× db. Para dar una mejor descripción de A vamos

a separar en dos casos r par y r impar.

Si r es par entonces A =
(
Ar 0
0 B

)
. donde Ar es una matriz de orden r(r+1)

2 × d r2 y B es de
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orden r(2b− r)×
(
b− r

2

)
. La forma de cada una de estas matrices es;

Ar =



A1 0 0 0 . . . 0 0
0 A2 0 0 . . . 0 0
0 0 A3 0 . . . 0 0
0 0 0 A4 . . . 0 0
...

...
...

0 0 0 0 . . . 0 A r
2

A34 A12 0 0 . . . 0 0
A56 0 A12 0 . . . 0 0
A78 0 0 A12 . . . 0 0
... . . . 0

...
Ar−1,r 0 0 0 . . . 0 A12

0 A56 A34 0 . . . 0 0
0 A78 0 A34 . . . 0 0
...
0 Ar−1,r 0 0 . . . 0 A34

0 0 A78 A56 . . . 0 0
...
0 0 Ar−1,r 0 . . . 0 A56
...
0 0 0 0 . . . Ar−1,r Ar−3,r−2



,

donde la matriz

As =

 α1
1,2s−1 α2

1,2s−1 . . . αd1,2s−1

α1
2,2s α2

2,2s . . . αd2,2s
α1

1,2s + α1
2,2s−1 α2

1,2s + α2
2,2s−1 . . . αd1,2s + αd2,2s−1

 ∈M(3, d)

para todo s = 1, . . . , r2 y

A2i−1,2i =


α1

1,2i−1 α2
1,2i−1 . . . αd1,2i−1

α1
2,2i α2

2,2i . . . αd2,2i
α1

2,2i−1 α2
2,2i−1 . . . αd2,2i−1

α1
1,2i α2

1,2i . . . αd1,2i

 ∈M(4, d)

para todo i = 1, . . . , r − 1 y

B =


B′ 0 0 0 . . . 0 0
0 B′ 0 0 . . . 0 0
0 0 B′ 0 . . . 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . 0 B′

 ∈M
(
r(2b− r), d

(
b− r

2

))
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donde

B′ =



α1
11 α2

11 . . . αd11

α1
22 α2

22 . . . αd22

α1
13 α2

13 . . . αd13

α1
24 α2

24 . . . αd24

α1
15 α2

15 . . . αd15

α1
26 α2

26 . . . αd26
... . . .

α1
1,r−1 α2

1,r−1 . . . αd1,r−1

α1
2r α2

2r . . . αd2r
α1

21 α2
21 . . . αd21

α1
12 α2

12 . . . αd12

α1
23 α2

23 . . . αd23

α1
14 α2

14 . . . αd14
... . . .

α1
2,r−1 α2

2,r−1 . . . αd2,r−1

α1
1,r α2

1,r . . . αd1,r



∈M(2r, d).

Observación 6.2.2. En particular si 2b = r entonces A = Ar.

Si r es impar A =


Ar−1 0 0
C D 0
0 E 0
0 0 B

 donde Ar−1 es del tipo de Ar cuando r es par de orden

(r−1)r
2 × r−1

2 d y B es del mismo tipo de la anterior matriz B de A en el caso par de orden r(2b −
r)× d

(
b− r+1

2

)
. Las matrices C,D y E son de la forma

C =



0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0
α1

1r . . . αd1r 0 . . . 0 0 0 . . . 0
α1

2r . . . αd2r 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 . . . 0 α1

1r . . . αd1r 0 0 . . . 0
0 . . . 0 α1

2r . . . αd2r 0 0 . . . 0
...

...
0 . . . 0 0 0 0 0 α1

1r . . . αd1r
0 . . . 0 0 0 0 0 α1

2r . . . αd2r


∈M

(
r + 1, d

r − 1
2

)
,

D =



α1
1r . . . αd1r
α1

2r . . . αd2r
α1

11 . . . αd11

α1
12 . . . αd12
...

...
α1

1,r−1 . . . αd1,r−1


∈M(r + 1, d) y E =


α1

21 . . . αd21

α1
22 . . . αd22
...

...
α1

2,r−1 . . . αd2,r−1

 ∈M(r − 1, d).

En ambos casos el número de ecuaciones e incógnitas del sistema Aλ = 0 es Ec := r(r+1)
2 + r(2b−

r) e In := db respectivamente.
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Lema 6.2.3. Para todo a, b, r ∈ N tal que a ≤ b; 2b ≤ r y 2r ≤ a existe un subespacio Va de M(2, r)
de dimVa = 2r − a tal que UVa ∩W = 0.

Demostración. Es suficiente probar que para cada b ∈ N tal que 2b ≥ r existe un subespacio Vr−1

tal que Vr−1 ∩W = 0. Ya que por hipótesis a ≥ r − 1 entonces dimVa ≤ 2r − (r − 1) = r + 1 para
todo r ∈ N. Por lo probado existe un espacio vectorial Vr−1 de dimensión r+1 tal que Vr−1∩W = 0,
sea Va un subespacio de Vr−1 de dimVa = 2r − a entonces Va ∩W = 0.

Para probar que Vr−1 ∩ W = 0, por las observaciones anteriores, es suficiente encontrar un
conjunto {αtij : i = 1, 2; j = 1, . . . , r y t = 1, . . . , r + 1} tal que

1. el sistema homogéneo Aλ = 0 tiene solución trivial;

2. y el conjunto {v1, . . . , vr+1} ⊆ Vr−1 es linealmente independiente, donde vt =
∑2

i=1

∑r
j=1 α

t
ijEij

para todo t = 1, . . . , r + 1.

Supongamos que hemos probado (1), es decir, existe un conjunto {αtij : i = 1, 2; j = 1, . . . , r y t =
1, . . . , r + 1} tal que A particularizando para estos valores tiene un menor A de orden I tal que
det(A) 6= 0. Sea

O =
{
{αtij : i = 1, 2; j = 1, . . . , r y t = 1, . . . , r + 1} : det(A) 6= 0

}
6= ∅

entonces O es un abierto denso no vacío de k(r+1)b. Además el conjunto

{αtij : i = 1, 2; j = 1, . . . , r y t = 1, . . . , r + 1}

tal que {v1, . . . , vd} es linealmente independiente es un abierto en k(r+1)b por lo tanto existe {αtij :
i = 1, 2; j = 1, . . . , r y t = 1, . . . , r + 1} que verifican 1) y 2) simultáneamente.

Sea αij := (α1
ij , α

2
ij , . . . , α

r+1
ij ) para todo i = 1, 2 y j = 1, . . . , r y sea {αij : i = 1, 2; j = 1, . . . , r}

el siguiente conjunto particular;

- α1,2s−1 = e2s−1 y αt2,2s−1 =


0 si t 6= 2s− 1, 2s
αt1,2s si t = 2s− 1, 2s
1
2 si t = d

para todo s = 1, . . .
⌈
r
2

⌉
;

- α2,2s = e2s y αt1,2s =


0 si t 6= 2s− 1, 2s
αt1,2s si t = 2s− 1, 2s
1
2 si t = d

para todo s = 1, . . .
⌊
r
2

⌋
;

tal que αt1,2s+αt2,2s−1 6= 0 para t = 2s−1, 2s. Por lo tanto α1,2s+α2,2s−1 = (α2s−1
1,2s +α2s−1

2,2s−1)e2s−1 +
(α2s

1,2s + α2s
2,2s−1)e2s + er+1.

Analicemos la forma que obtiene A al reemplazar estos valores de αij .

En el caso r es par A =
(
Ar 0
0 B

)
y particularizando la submatriz As de Ar tenemos que

As =

 0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 1 . . . 0
0 . . . α2s−1

1,2s + α2s−1
2,2s−1 α2s

1,2s + α2s
2,2s−1 . . . 1

 y
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A2s−1,2s =


0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 1 . . . 0
0 . . . α2s−1

2,2s−1 α2s
2,2s−1 . . . 0

0 . . . α2s−1
1,2s α2s

1,2s . . . 0

 ∈M(4, r + 1)

para todo s = 1, . . . , r2 .

Dado que Ar es una matriz cuadrada podemos calcular el det(Ar). Por la forma de las subma-
trices As, el det(Ar) = det(Ãr) donde Ãr la obtenemos en dos pasos

- por la forma de Ar al calcular el det(Ar) podemos suprimir las 3 r2 -primeras filas (y las correspon-
dientes columnas) de Ar;

- como nos interesa el valor absoluto del det(Ar), reordenamos las columnas de manera conveniente
de la matriz que resulta del punto anterior y obtenemos la matriz Ãr que tiene la siguiente forma

Ãr =


Ã1
r 0 0 . . . 0

0 Ã2
r 0 . . . 0

0 0 Ã3
r . . . 0

... . . .
...

0 0 0 . . . Ã
r(r−2)

8
r



donde Ãir =


1 0 1 0
0 1 0 1
αi2,i αi+1

2,i αj2,j αj+1
2,i

αi1,i αi+1
1,i αj1,j αj+1

1,i

 ∈ M(4, 4). Por lo tanto el det(Ar) =
∏ r(r−2)

8
i=1 det(Ãir).

Existen valores de αtij tal que det(Ãir) 6= 0 entonces el det(Ar) 6= 0 para ciertos valores de αtij .

Por otra parte cada submatriz B′ de la matriz B particularizada para los valores de αij es de la

forma B′ =
(

I 0
B̃ 1

2I

)
. donde I es la matriz identidad de orden r × r y

I =

 1
...
1

 ∈M(r, 1).

Es claro que B′ tiene un menor de orden r + 1 con determinante distinto de cero. Por otra parte
como B tiene b − r

2 bloques de matrices B′ podemos concluir que B tiene un menor de orden
(r + 1)

(
b− r

2

)
cuyo determinante es distinto de cero. Por lo probado anteriormente sabemos que

existen ciertos valores de αtij tal que A tiene un menor de orden (r+1)r
2 + (r + 1)

(
b− r

2

)
= (r + 1)b

cuyo determinante es distinto de cero.

Si r es impar recordemos que A =


Ar−1 0 0
C D 0
0 E 0
0 0 B

 . Los valores de αij serán los siguientes

- α1,2s−1 = e2s−1 tal que s = 1, . . . , r+1
2 ;
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- α2,2s = e2s tal que s = 1, . . . , r−1
2 ;

- α2,r = αd−1
1,2sed−1 + αd1,2sed

- αt1,2s =


0 si t 6= 2s− 1, 2s
αt1,2s si t = 2s− 1, 2s
1
2 si t = d

y αt2,2s−1 =


0 si t 6= 2s− 1, 2s
αt1,2s si t = 2s− 1, 2s
1
2 si t = d

para todo s =

1, . . . , r−1
2 , tal que αt1,2s +αt2,2s−1 6= 0 para t = 2s− 1, 2s. Por lo tanto α1,2s +α2,2s−1 = (α2s−1

1,2s +
α2s−1

2,2s−1)e2s−1 + (α2s
1,2s + α2s

2,2s−1)e2s + ed.

Como primer paso para encontrar un menor de orden (r + 1)b con determinante distinto de cero
primero vamos a permutar de cada bloque Asr−1 de Ar−1 la r-ésima columna y la ubicaremos al
comienzo de la matriz D. Con este cambio la matriz A particularizada para los valores de αij nos
quedaria 

Ar−1 0 0
C D 0
0 E 0
0 0 B

 .

Donde

C =



0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . αr+1

2r 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . αr+1

2r . . . 0 . . . 0
...

... . . .
... . . .

...
0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 . . . αr+1

2r


∈M

(
r + 1, r

r − 1
2

)
,

D =



0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 1 0
0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 αr2r αr+1

2r

1 0 . . . 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0
αr2r 0 . . . 0 α1

12 α2
12 0 0 . . . 0 0 0 0

0 1 . . . 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 0
0 αr2r . . . 0 0 0 α3

14 α4
14 . . . 0 0 0 0

...
... 0

0 0 . . . 1 0 0 0 0 . . . 1 0 0 0
0 0 . . . αr2r 0 0 0 0 . . . αr−2

1,r−1 αr−1
1,r−1 0 0


∈M

(
r + 1, r + 1 +

r − 1
2

)
,

E =



0 . . . 0 α1
21 α2

21 0 0 . . . 0 0 0 0
0 . . . 0 0 1 0 0 . . . 0 0 0 0
0 . . . 0 0 0 α3

23 α4
23 . . . 0 0 0 0

0 . . . 0 0 0 0 1 . . . 0 0 0 0
...

... 0
0 . . . 0 0 0 0 0 . . . αd−3

2,r−2 αd−2
2,r−1 0 0

0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 1 0 0


∈M

(
r − 1, r + 1 +

r − 1
2

)
.
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Lo primero que debemos observar es que la matriz Ar−1 tiene la forma de la matriz Ar cuando
r es par. Luego el det(Ar−1) 6= 0 para ceirtos valores de αtij .

En la submatriz
(
D

E

)
∈M

(
2r, r + 1 + r−1

2

)
si realizamos las permutaciones convenientes de

filas y columnas obtenemos la siguiente matriz
0 . . . 0 1 0
0 . . . 0 αr2r αr+1

2r

C̃1 . . . 0 0 0
...
0 . . . C̃ r−1

2
0

 donde C̃i =


1 1 0
0 0 1

αd−1
2r αi1i αi+1

1i+1

0 αi2i αi+1
2i

 .

Por lo tanto, por lo probado en el caso par vemos que Ar−1 tiene un menor de orden (r−1)r
2 con de-

terminante distinto de cero y B tiene un menor de orden (r+1)
(
b− r−1

2

)
con determinante distinto

de cero. Además podemos encontrar valores de αtij tal que la matriz


0 . . . 0 1 0
0 . . . 0 αr2r αr+1

2r

C̃1 . . . 0 0 0
...
0 . . . C̃ r−1

2
0


tenga un menor de orden 3

2(r − 1) + 2 cuyo determinante sea distinto de cero. Por lo tanto A tiene
un menor de orden (r−1)r

2 + (r + 1)
(
b− r+1

2

)
+ 3

2(r − 1) + 2 = (r + 1)b con determinante distinto
de cero. Por lo tanto el sistema Aλ = 0 tiene solución trivial para ciertos valores de αij .

Es importante notar que el Lema 6.2.3 es falso en el caso en que a ≤ r − 1. Por ejemplo si
r = 8, b = 4 y a = 6 entonces d = 10. Luego el número de ecuaciones es E = 24 y el número de
incógnitas es I = 28 por lo tanto el sistema Aλ = 0 tiene infinitas soluciones, es decir UVa ∩W 6= 0.

En este caso vemos que E ≤ I pero para asegurarnos que esto no ocurra es suficiente pedir que
ab ≥

(
r
2

)
. Pero esto no es suficiente para asegurar que la conclusión del Lema 6.2.3 sea verdadero.

Ya que si a < r − 1 y r par tenemos que

I = db = (2r − a)b > (r + 1)b > (r + 1)
r

2

pues d = 2r − a > r + 1. Entonces si r es par tenemos que d r2 >
r
2(r + 1) es decir que en la matriz

Ã de

A =
(
Ar 0
0 B

)
podemos encontrar a lo sumo un menor de orden r

2(r+ 1) cuyo determinante sea distinto de cero y
dado que la cantidad de columnas de B̃ es d(b− r

2) entonces A tiene como máximo podemos conseguir
un menor de orden r

2(r+1)+d(b− r
2) con determinante distinto de cero, pero r

2(r+1)+d(b− r
2) < I

luego el sistema Aλ = 0 tiene infinitas soluciones.

A continuación construiremos una familia {πa,b} de nilrepresentaciones fieles de L(r) donde a, b
son números naturales que verifican las condiciones iniciales. La representación πa,b tendrá dimensión
a+ b+ 2 y para ciertos valores de a, b obtendremos una nilrepresentación fiel de dimensión igual a
la establecida en el Teorema ??.
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Fijamos a, b ∈ N tales que a ≥ b, 2b ≥ r y a ≥ r − 1. Por el Lema 6.2.3 existe un subespacio Va
de M(2, r) de dimensión 2r − a, sea {Ã1, . . . , Ãa} una base de V⊥a .

Sea A una matriz deM(a, 2r) con la propiedad que la i-ésima fila Ai de A es tal que los primeros
2-elementos es la primera columna de Ãi, los 2-elementos siguientes es la segunda columna de Ãi y
así sucesivamente.

Ahora vamos a obtener r−matrices a partir de A de tamaño a× 2r de la siguiente forma;

A =
( a1

11 a
1
21

. . .
aa
11 a

a
21︸ ︷︷ ︸

A1

a1
12 a

1
22

. . .
aa
12 a

a
22︸ ︷︷ ︸

A2

. . .

a1
1r a

1
2r

. . .
aa
1r a

a
2r︸ ︷︷ ︸

Ar

)

Sea

I =


1
. . .

1
− − − − −

0
. . .

0

 ∈M(2b, r)

donde
(1

. . .
1

)
es la matriz identidad de tamaño r × r y

(0
. . .

0

)
es la matriz nula de tamaño

(2b− r)× r.

A partir de la matriz I obtendremos el conjunto {B1, . . . , Br} ⊂M(2, b) donde

Bs =

{
E1d s

2e si s es impar

E2 s
2

si s es par .

para todo s = 1, . . . , r. Es claro que el conjunto {B1, . . . , Br} ⊂ M(2, b) es linealmente independi-
ente.

Sea {X1, . . . , Xr} ⊆M(a+ b+ 2) donde cada Xi es de la forma

0 0

00 0

0 Ai 0

Bi
Xi =
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por lo tanto

0 0

00 0

0 0 AiBj −AjBi

0[Xi, Xj ] =

Como {B1, . . . , Br} es linealmente independiente entonces {X1, . . . , Xr} es linealmente independi-
ente, llamaremos Zij := [Xi, Xj ].

Ahora definimos πa,b : L(r)→ gl(a+ b+ 2, k) la aplicación dada por

πa,b(Xi) = Xi πa,b(Zij) = Zij . (6.6)

No es difícil probar que πa,b es una representación, lo más delicado es la inyectividad.

Teorema 6.2.4. Sean a, b, r ∈ N tales que a ≥ b, 2b ≥ r y a ≥ r− 1 y πa,b : L(r)→ gl(a+ b+ 2, k)
la aplicación definida en (6.6). Entonces πa,b es una nilrepresentación fiel del álgebra de Lie L(r).

Demostración. Por lo comentado anteriormente es fácil ver que (πa,b, ka+b+2) es una nilrepre-
sentación. Falta probar que es fiel, para esto es suficiente ver que el conjunto {Zij : 1 ≤ i < j ≤ r}
es linealmente independiente. Supongamos que no es asi, recordemos que Zij = [Xi, Xj ], entonces
existen xij ∈ k tal que

∑r
i<j xij [Xi, Xj ] = 0. Esto es lo mismo que

r∑
i<j

xijAiBj − xijAjBi = 0. (6.7)

Sea x̃ij := −xji y x̃ij := xij . Luego la ecuación (6.7) se puede escribir como

r−1∑
i=1

Ai

 r∑
j 6=i

x̃ijBj

 = 0

Sean B̃i :=
∑r

j 6=i x̃ijBj ∈ M(2, b) y B̃p
i la p-ésima columna de B̃i, luego la ecuación anterior se

puede escribir como
r∑
i=1

AiB̃
p
i = 0 para todo p = 1, . . . , b. (6.8)

Sean
A =

(
A1 A2 . . . Ar

)
∈M(a, 2r) y B =

(
B1 B2 . . . Bb

)
∈M(2r, b)

tal que la p-ésima columna de B esta formada de la siguiente forma

Bp =


B̃p

1

B̃p
2
...
B̃p
r

 .
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Luego la ecuación (6.8) se puede escribir

ABp = 0 (6.9)

para todo p = 1, . . . , b, es decir el espacio columna de B está contenido en el complemento ortogonal
del espacio fila de A.

Por otra parte sean
B̃ =

(
B̃1 B̃2 . . . B̃r

)
∈M(2b, r)

donde

B̃p =


B1
p

B2
p
...
Bb
p


para cada p = 1, . . . , r y

X =


0 x12 x13 . . . x1r

x21 0 x23 . . . x2r
...

xr1 xr2 xr3 . . . 0

 =


0 x12 x13 . . . x1r

−x12 0 x23 . . . x2r
...

−x1r −x2r −x3r . . . 0


es decir X es una matriz antisimétrica, luego B̃X ∈ W . Veamos que BX ∈ UVa y así llegaremos a
un absurdo ya que W ∩ UVa = 0. Para ello veamos a la matriz BX de la siguiente forma

BX =


B̃1

1 B̃1
2 . . . B̃1

r

B̃2
1 B̃2

2 . . . B̃2
r

...
...

B̃b
1 B̃b

2 . . . B̃b
r


donde cada submatriz (

B̃p
1 B̃p

2 . . . B̃p
r

)
∈M(2, r) (6.10)

para cada p = 1, . . . , b. A la matriz de (6.10) la podemos escribir como

Bp =


B̃p

1

B̃p
2
...
B̃p
r

 .

Por (6.9) tenemos que Bp esta ortogonal a Ãi para todo i = 1, . . . a y p = 1, . . . , p. Entonces(
B̃p

1 B̃p
2 . . . B̃p

r

)
∈ V para todo p = 1, . . . , b

es decir BX ∈ UVa , lo cual contradice el hecho que W ∩ UVa = 0. Por lo tanto el conjunto

{Zij : 1 ≤ i < j ≤ r}

es linealmente independiente, es decir (πa,b, V ) es una nilprepresentación fiel de L(r).
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Corolario 6.2.5. Sean a, b, r ∈ N tales que a ≥ b; b ≥ 2r y a ≥ r − 1. Sea L(r) el álgebra de Lie
2-pasos nilpotente libre con r-generadores. Entonces

µ(L(r)) ≤ a+ b+ 2.

Teorema 6.2.6. Sea r ∈ N y L(r) el álgebra de Lie 2-pasos nilpotente libre de r-generadores. Si
r ≥ 4 entonces

2 +

⌈
2

√
r(r − 1)

2

⌉
≤ µ(L(r)) ≤ r +

⌈r
2

⌉
+ 1 .

Demostración. Por el Teorema 6.1.9 tenemos la desigualdad de la izquierda y tomando a = r −
1 y b =

⌈
r
2

⌉
en el Corolario 6.2.5 obtenemos la desigualdad de la derecha.
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