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Resumen

En esta tesis se proponen dos tipos de aplicaciones biomédicas para las cuales hemos empleado
diferentes herramientas matemadticas y por lo cual el trabajo estd dividido en dos partes. En la
primera parte nos hemos abocado a la deteccidn de tumores y estimacién de pardmetros asociados
aregiones tumorales y en la segunda parte a la clasificacién de tumores a partir de datos de niveles
de expresion genética.

En la primer situacion el objetivo es estimar la localizacién, tamafio y pardmetros térmicos
asociados a un tumor utilizando como informacién perfiles de temperaturas medidos sobre la su-
perficie corporal. Desde el punto de vista matemdtico el estudio de estos problemas implica el
planteo de problemas inversos, su andlisis y el desarrollo de métodos numéricos para su resolucién.
En primera instancia, utilizamos ecuaciones en derivadas parciales para modelar la transferencia
de calor en tejidos vivos, mds precisamente consideramos la ecuacién de Pennes estacionaria con
condiciones de borde mixtas. Para esta ecuacién eliptica probamos la existencia y unicidad de la
solucién y para resolver este problema directo utilizamos un esquema de diferencias finitas de
segundo orden. Luego, para resolver los problemas inversos estos fueron reformulados como pro-
blemas de optimizacién y para resolver estos nuevos problemas presentamos dos metodologias
diferentes. La primera se basa en el uso del algoritmo Pattern Search para minimizar la funcién
costo. Este es un algoritmo de biisqueda directa que no hace uso de las derivadas y por ende es de
facil implementacién. La segunda metodologia que presentamos hace uso de la informacién que
provee la derivada de la funcidén a minimizar con respecto a las distintas variables a estimar. Para
calcular tal derivada, deberemos acudir al analisis de sensibilidad.

En la segunda parte del trabajo, el objetivo es desarrollar un algoritmo capaz de extraer, de una
gran base de datos, informacién que reside de manera implicita en estos. Dicha informacion es
previamente desconocida y puede resultar Util para describir el proceso o fendémeno que esté bajo
andlisis o estudio. En particular, aqui se aplica para la clasificacién de distintos tipos de tumo-
res usando como base de datos niveles de expresién genéticas. La metodologia que se propone
estd basada en tres pilares fundamentales: 1) la eliminacién de una distincién estricta entre datos
de entrenamiento y datos de prueba, mediante una asignacion de estos ultimos a las distintas clases,
en un espiritu del algoritmo Expectation-Maximization; 2) un procedimiento para la estimacion de
densidades que transforma la distribucion de probabilidad original en una distribuciéon Gaussiana
isotrépica y 3) una medida de la capacidad de agrupamiento asociada a un conjunto de variables,
medida que produce de manera natural en un procedimiento para la eleccién de variables. Esta
metodologia resulta particularmente (til en situaciones donde hay relativamente muy pocas obser-
vaciones correspondientes a un fenémeno que es descripto por medio de una gran de cantidad de
variables y del cual no se tiene un conocimiento a priori que permita asociar un subconjunto de
estas variables para realizar la clasificacién requerida.

De acuerdo a los resultados obtenidos podemos decir que las metodologias propuestas en
la primera parte pueden ser consideradas de potencial ayuda para localizar regiones tumorales,
principalmente melanomas nodulares, como asi también para estimar pardmetros relacionados
con estos. La misma conclusién vale para la metodologia empleada en la segunda parte a la hora
de realizar diagnéstico, prevencion y tratamiento de las enfermedades a partir del conocimiento de
los niveles de expresion genéticas del paciente.

Palabras Claves: Transferencia de calor, Problema Inverso, Optimizacién de formas, Estima-
cioén de densidad de probabilidad, Maxima verosimilitud, Teorema de Bayes.
Clasificacion matematica (MSC 2010): 35Q92, 45Q05, 62G07, 62H30.



Abstract

In this thesis we propose two main areas of study, so the work is divided into two parts. The
first one is related with tumor location and estimation of parameters related with tumor regions
and the second part is concerned with the development of an algorithm for tumor classification
from gene expression levels.

In the first situation the goal is to estimate position, size and thermal parameters of a tumor
using temperature profiles that have been measured on the top boundary of the domain using a
thermography camera. From the mathematical point of view the study of these problems imply to
pose and analyze inverse problems and also to develop numerical methods to solve it. In a first
stage, we use partial differential equations to model heat transfer in living tissue, more precisely
we consider the stationary Pennes equation with mixed boundary conditions. For this elliptical
equation we have proved existence and uniqueness of the solution and to solve this direct problem
a finite difference scheme of second order is considered. Then, to solve the inverse problems
these problems were reformulated as optimization problems and to solve these new problems two
different methodologies will be presented. The first one, is based on the use of the Patter Search
algorithm. This is a direct search algorithm, so it does not make use of derivatives and therefore
is very easy to implement. The second methodology that we present makes use of the information
provided by the derivative of the function to minimize with respect to the different variables to be
estimated. To calculate this derivative we consider some sensitivity analysis tools.

In the second part of the work, the goal is to build an algorithm capable to extract, from a
large database, useful information that resides implicitly. This information is previously unknown
and may be useful to describe the process or phenomenon that is under analysis or study. In par-
ticular, here we are interested in classify different types of tumors using gene expression levels.
The proposed methodology is based on three main ingredients: 1)the blurring of distinctions bet-
ween training and testing populations, through the soft assignment of the latter to classes, in an
expectation-maximization framework, 2) a procedure for density estimation through a descent
flow, that transforms the original distribution into an isotropic Gaussian distribution and 3) a mea-
sure of the clustering capability of a set of variables, which leads to an effective procedure for
variable selection. The methodology is particularly useful in situations where there are relatively
few observations for a phenomenon that is described by a large amount of variables, and no a
priori knowledge that strongly links a small subset of these variables to the classification sought.

According to the results obtained the methodologies proposed in the first part of this work
can be considered as a potential tool to locate tumor regions, like nodular melanomas, as well
as to estimate parameters associated with them that could be useful and important to study the
tumor evolution after a treatment procedure. The same conclusion applies to the methodology
developed in the second part in order to diagnose, prevent and treat different diseases based on
gene expression levels.

Key words: Heat transfer equations, Inverse problem, Shape optimization, Density estimation,
Maximum likelihood, Bayes’ Theorem.
Mathematics Subject Classification 2010: 35Q92, 45Q05, 62G07, 62H30.
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Capitulo 1

Introduccion

La interaccion entre la matematica y ciencias como la biologia y medicina no es reciente, sino
que ha existido desde hace décadas. Esta interaccion resulta beneficiosa para ambas partes; para
el matematico tratar de resolver los problemas que surgen en biologia puede implicar el desarrollo
de nuevas ideas, aplicaciones y teorias, mientras que para los bidlogos o médicos el modelado
matematico puede convertirse en una nueva herramienta y una poderosa poderosa técnica de expe-
rimentacién. Entre los acontecimientos que muestran los beneficios de esta interacciéon podemos
destacar, sin animo de ser exhaustivos, los siguientes:

e En la primera mitad del Siglo XIX, el botdnico escocés Robert Brown estudiaba el proceso
de fecundacién de una planta cuando percibié un movimiento oscilatorio extremadamente
répido y cambiante en los granos de polen cuando estos se encontraban suspendidos en agua.
Brown, en un principié pensé que se trataba de una manifestacion de vitalidad del polen,
pero luego corroboré que el mismo movimiento se daba en particulas de polvo, por lo tanto
esto anulaba su anterior hipétesis que el movimiento se debia a que el polen tenia vida. El
mismo no pudo dar una teoria que explicara el porque de este movimiento. Recién en 1905,
Einstein publicé la formalizacién y explicacion tedrica del mismo fenémeno. Dicha teoria
hoy es conocida como movimiento browniano y la formulacién matematica de Einstein es la
base de las teorfas matemadticas contemporédneas de difusidn y caminatas aleatorias y ademds
es de suma importancia en la teoria de la probabilidad.

e Uno de los pioneros en utilizar modelos matemadticos para describir el comportamiento de
las epidemias fue el matemaético, médico, naturalista y zo6logo escocés Ronald Ross, quien
ademads en 1902 fue galardonado con el Premio Nobel de Fisiologia y Medicina por demos-
trar que la malaria era contagiada por los mosquitos. Ross, en el afio 1911, formul6 un mo-
delo matematico sencillo como apoyo de su argumentacién que para erradicar el paludismo
era suficiente con disminuir la poblacién de mosquitos a un nivel bajo, sin necesariamente
extinguirla. Este modelo se basé en la hoy denominada ley de accién de masas, la cual esta-
blece que el nimero de contactos infecciosos por unidad de tiempo, es decir que producen
enfermedad, es proporcional al niimero total de contactos entre individuos infecciosos y sa-
nos. Con el paso de los afos se han desarrollados modelos més generales y complejos para
describir ciertas enfermedades infecciosas y a partir de esto modelos es posible predecir el
surgimiento de epidemias y sugerir entonces por ejemplo politicas de vacunacion.

e En 1952 los fisidlogos y biofisicos ingleses Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley
propusieron un modelo matematico que describe los mecanismos iénicos que subyacen en
la iniciacién y propagacion de los potenciales de accién en el axén gigante del calamar.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Consiste en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales que aproxima las
caracteristicas eléctricas de células excitables como las neuronas o los miocitos cardiacos.
Este trabajo es reconocido como un avance crucial para el entendimiento de la excitacion
nerviosa y fue realmente significativo en el desarrollo de las neurociencias de la segunda
mitad del Siglo XX. Por este trabajo Hodgkin y Huxley, recibieron el afio 1963, el Premio
Nobel en Fisiologia y Medicina.

Tal como dijimos, la interaccién matematica y biologia o medicina no es reciente. No obstante
esta interaccion se ha incrementado notoriamente en los dltimos afos. Son varios los factores que
han contribuido a que esto se lleve a cabo, entre los cuales se puede nombrar, por ejemplo, el alto
grado de desarrollo tecnoldgico que hace que hoy sea posible realizar experimentos y mediciones
antes inaccesibles y por lo tanto poder contar con grandes bases de datos e informacién, informa-
cion que resulta dificil de entender sin el uso de herramientas matematicas adecuadas. Otro factor,
también ligado al anterior, es el desarrollo computacional actual que permite hacer célculos y si-
mulaciones que afios atrds no eran posibles. Por dltimo, también hay que destacar el desarrollo de
herramientas y teorfas matemdticas que resultan de gran utilidad a la hora de analizar y estudiar
este tipo de fenémenos.

Los modelos matematicos son imprescindibles para el estudio, anélisis y comprension de di-
ferentes procesos y fendmenos que surgen en las ciencias médicas y bioldgicas. A partir de los
resultados y simulaciones obtenidas basadas en modelos matematicos es posible tener un me-
jor entendimiento del fendmeno analizado y también estos resultados pueden ser utilizados para
estimar parametros correspondientes al proceso en estudio o descubrir propiedades que no eran
evidentes desde la experimentacién. Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, el mode-
lado a partir de éstas, su resoluciéon numérica y la creacién de algoritmos son herramientas muy
utiles, entre las varias existentes, para realizar lo mencionado anteriormente.

En esta trabajo se proponen principalmente dos tipos de aplicaciones biomédicas para las
cuales hemos empleado diferentes herramientas matemadticas y por lo cual el trabajo esta dividido
en dos partes.

La primera parte estd relacionada con la deteccién de tumores y la estimacién de pardmetros
asociados a regiones tumorales. El objetivo es el desarrollo de una metodologia para estimar la
localizacién, tamafio y pardmetros térmicos asociados a un tumor, inmerso en el tejido corporal,
usando como informacioén perfiles de temperaturas medidas sobre la superficie corporal en la zona
préxima al tumor.

La relacién entre la temperatura del cuerpo humano y la aparicién de alguna enfermedad ha
sido estudiada desde hace varios afios. A grandes rasgos se puede decir que la temperatura cor-
poral y superficial de una persona estd principalmente controlada por la circulacién sanguinea, el
metabolismo local y el intercambio que se da entre la superficie corporal y el medio ambiente en el
que se encuentra la persona [15, 19, 21]. Cualquier anormalidad que exista dentro del organismo
humano que implique algin tipo de cambio en alguno de estos pardmetros puede producir varia-
ciones en la temperatura y en el flujo de calor existente en la superficie corporal. La particular
estructura interna que poseen los tumores y el proceso de angiogénesis originan un incremento de
la temperatura. Inflamacién, aumento de la actividad metabdlica, anormal morfologia de nuevos
vasos sanguineos y falta de respuesta a sefiales de homeostasis son algunas de las caracteristicas
que hacen que un tumor se comporte de manera anormal con respecto al tejido sano en términos
de produccidn y disipacidn de calor. Se ha determinado que la presencia de un tumor de mamas o
melanoma de piel (tumor maligno que deriva de la transformacién o proliferacién de los melano-
citos y que se encuentra predominantemente en la piel), produce un incremento de la temperatura
en las zonas que lo rodean y en la superficie corporal proxima a este [51, 52, 57, 67]. Por lo tanto,



la deteccion de un perfil de temperatura anormal sobre la piel puede indicar la presencia interna de
un tumor y esta informacién puede ser utilizada para predecir la localizacion y tamafio del tumor,
como asi también para determinar valores de pardmetros térmicos asociados a la regién tumoral.

Para modelar la transferencia de calor en tejidos humanos vamos a considerar la ecuacién
propuesta por Pennes en el afio 1948 [62] y que hoy es considerada como un pilar fundamental
en la mayoria de los estudios relacionados con aplicaciones a terapias térmicas. En el Capitulo 2
presentaremos en detalle esta ecuacién. Ademads, considerando condiciones de bordes mixtas, pro-
baremos la existencia y unicidad de su solucién y luego propondremos un esquema de diferencias
finitas de segundo orden para resolver este problema directo.

Existen varios estudios relacionados que utilizan como informacién mediciones realizadas so-
bre la superficie de un objeto para determinar caracteristicas internas de éste. Por ejemplo en Inge-
nierfa, ver [65], utilizan mediciones de temperaturas para detectar piezas defectuosas. La pieza, por
ejemplo metdlica, es calentada y luego su temperatura superficial es medida a través de una cimara
infrarroja. Imperfecciones tales como grietas internas o superficiales causan una distribucién no
uniforme de la temperatura y en consecuencia, pueden estas imperfecciones ser determinadas ha-
ciendo uso de imdgenes infrarrojas. En el 4mbito de la Medicina, en [60] estudian la clasificacién
de quemaduras en la piel. Debido a que el tipo de tratamiento a seguir varia de acuerdo al grado
de la lesién, es necesario saber con certeza la profundidad de la lesién para determinar el grado
de la quemadura. En este trabajo exploran el uso de la temperatura de superficie de la piel para la
determinacion de la profundidad de las quemaduras. En cuanto a la cantidad de trabajos relaciona-
dos con la deteccién de tumores y estimacién de pardmetros asociados a éstos, podemos decir que
no es tan significativa y entre los principales trabajos podemos citar a [56, 61]. Desde el punto de
vista matemdtico, estimar la localizacién y tamaifio o pardmetros térmicos asociados a una region
tumoral, inmersa en el tejido corporal, usando como informacién perfiles de temperaturas medi-
das sobre la superficie corporal, puede ser definido como un problema inverso. Dada informacién
sobre el borde, la idea es determinar donde esté localizado el tumor y cual es su tamafio o en caso
de conocer la localizacion del tumor la idea es poder determinar qué valor deben tener algunos de
los parametros fisioldgicos asociados a esta region.

En el Capitulo 3 se presentard con mas detalle la definicién de problema inverso y también
serdn explicados de manera detallada los problemas inversos que son de interés en este trabajo.
Luego de analizar la existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones para cada uno de los pro-
blemas inversos, nos enfocaremos en nuestro objetivo principal de desarrollar una metodologia
para resolver tales problemas. En el mismo Capitulo y luego de reformular los problemas inversos
como problemas de minimizacién, proponemos como primera metodologia la utilizacién del al-
goritmo Pattern Search [25, 76]. Este algoritmo pertenece a la clase de algoritmos de optimizacién
conocidos como algoritmos de bisqueda directa o también llamados de orden cero, ya que no hace
uso de las derivadas para encontrar el minimo deseado, lo cual lo convierte en un algoritmo de muy
facil implementacion. La utilizacién de algoritmos libre del cdlculo de derivadas ha sido también
propuesta en [61], quienes utilizan algoritmos del tipo genético y en [56] proponen utilizar redes
neuronales. La metodologia que aqui proponemos y la cual estd basada en el trabajo [1], es de mds
facil implementacién que las anteriores y sin embargo se obtienen excelentes resultados.

En el Capitulo 4 desarrollamos la segunda metodologia propuesta. Esta hace uso de la infor-
macién que provee la derivada del funcional a minimizar con respecto a las distintas variables a
estimar. Para calcular tal derivada, debemos acudir al andlisis de sensibilidad. El objetivo principal
del anélisis de sensibilidad es determinar de manera cuantitativa el cambio en el comportamiento
de un sistema cuando, de alguna manera, un conjunto de sus variables de control son modifica-
das. Primero introduciremos los conceptos bdsicos referidos a la sensibilidad al cambio de los
pardmetros y con esto podremos resolver el problema de la estimacién del valor de la fuente de
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calor metabdlico. Luego, para el problema particular de localizacién y estimacién del tamafio del
tumor, cuya variable de control es el dominio donde el problema estd definido, introduciremos al-
gunos de los conceptos relacionados con el andlisis al cambio de forma. El andlisis de sensibilidad
al cambio de forma tradicionalmente ha estado muy ligado a la mecénica de las estructuras exis-
tiendo varias aplicaciones [33, 66]. Sin embargo, como veremos en este trabajo, estas herramientas
pueden ser aplicadas en un problema relacionado a la medicina obteniendo excelentes resultados.
El célculo de la derivada de la funcién costo y su posterior uso permite obtener una metodologia
mas eficiente y la cual arroja, como mostraremos en varios ejemplos, mejores resultados que la
primer metodologia propuesta.

El célculo de la derivada del funcional costo y su posterior uso permitié obtener una metodo-
logia mas eficiente, la cual arrojo, de acuerdo a los ejemplos mostrados, mejores resultados que la
propuesta en el capitulo anterior.

La segunda parte del trabajo estd relacionada con el desarrollo de una metodologia destinada
a la clasificacién y agrupacion de datos. El objetivo principal es desarrollar un algoritmo capaz
de extraer, de una gran base de datos, informacién que reside de manera implicita en estos datos.
Dicha informacién es previamente desconocida y puede resultar util para describir o tomar deci-
siones sobre el proceso o fendmeno que esta bajo andlisis. En particular, aqui se aplicard para la
clasificacion de distintos tipos de tumores usando como informacién niveles de expresion genética
correspondientes a distintos pacientes.

El problema de hallar patrones dentro de un conjunto de datos ha sido de gran importancia y
de mucho éxito a lo largo de la historia. Por ejemplo, fue a partir de los datos de observaciones
planetarias que disponia el astrénomo Tycho Brahe, que a principios del Siglo XVII el astrénomo
Johannes Kepler elabord sus tres leyes para describir el movimiento de los planetas en 6rbitas alre-
dedor del Sol. Leyes que han resultado ser un pilar fundamental para el desarrollo de la mecanica
celeste. En la actualidad, por ejemplo, se cuenta con una gran cantidad de estaciones meteorolégi-
cas donde se realizan mediciones de diversas variables como velocidad del viento, radiacién solar,
concentracion de CO, en la atmosfera y temperatura sobre la superficie del mar, entre otras. Me-
diante el estudio de los fendmenos que ocurren en la atmdsfera, la meteorologia trata de predecir
el tiempo y todo tipo de variacion climatica. El conocimiento de las variaciones climaticas ha sido
siempre de suma importancia para el desarrollo de la agricultura, la navegacién y la vida en gene-
ral. En el ambito de la medicina, més precisamente en el drea de genética, un objetivo importante
es entender la relacién que existe entre la variacién que posee un ser humano en sus secuencia de
ADN vy la susceptibilidad que puede tener a cierto tipo de enfermedad. Es decir, como los cam-
bios en la secuencia de ADN de un individuo influyen en el riesgo de desarrollar enfermedades,
como por ejemplo el cincer. Esto es de suma importancia para ayudar a mejorar el diagnéstico,
prevencion y tratamiento de las enfermedades.

Podriamos decir que el campo de reconocimiento de patrones se refiere a la deteccién au-
tomadtica de regularidades existente en los datos mediante el uso de algoritmos numéricos y en
base a estas regularidades realizar acciones tales como la clasificacién o agrupamiento de datos.

Usualmente, en estos problemas se dispone de un conjunto de de datos {xi,...,x,} que es
denominado conjunto de entrenamiento o aprendizaje. Supongamos por ejemplo que estamos in-
teresados en diagnosticar si una persona padece o no una cierta enfermedad denominada “E”. En
este caso, podemos entonces suponer que el conjunto de datos lo componen valores de ciertos
andlisis clinicos que se les realizaron a distintos pacientes. Usualmente, la clase o etiqueta co-
rrespondiente a cada uno de los datos de entrenamiento son conocidas de antemano, es decir para
cada paciente es sabido si padece o no la enfermedad E. La idea es usar estos datos para ajustar los
pardmetros correspondientes a un modelo adaptativo de manera tal que cuando venga un nuevo
paciente, usando los valores que arrojaron sus andlisis, se pueda diagnosticar si este padece o no



la enfermedad.

El resultado de correr el algoritmo puede ser expresado como una funcion y(x), o sea para cada
entrada x tenemos como resultado un valor de salida y. La forma precisa de la funcién y(x) es de-
terminada durante una etapa de aprendizaje en la que los datos de aprendizaje son utilizados. Una
vez que el modelo es entrenado puede ser luego empleado para diagnosticar a un paciente nuevo.
A estos nuevos pacientes se los llama grupo de prueba. La capacidad del algoritmo para clasificar
correctamente las nuevas observaciones, las cuales difieren de las usadas durante el entrenamien-
to, se denomina generalizacién. En las aplicaciones resulta a veces muy dificil disponer de una
gran cantidad de datos de aprendizaje o a veces el problema puede ser que solo se dispone de una
muestra muy pequefia de una cierta clase, por lo cual la generalizacién es un objetivo esencial en
el reconocimiento de patrones.

Los problemas en los que las clases o etiquetas correspondientes a los datos del conjunto de
aprendizaje son conocidos de antemano se conocen como problemas de aprendizaje supervisado.
En el caso en que las nuevas observaciones pueden ser asignadas a un nimero finito de clases o
categorias, estos problemas son denominados problemas de clasificacion.

Otro tipo de problema se da cuando para el conjunto de datos de entrenamiento no se conocen
sus etiquetas. El objetivo en este tipo de problemas de aprendizaje no supervisado, consiste en
asignar las observaciones a distintos subconjuntos de manera tal que las observaciones en de cada
subgrupo posean propiedades similares o sean “cercanas” en algin sentido.

En el Capitulo 5 presentamos una metodologia destinada a resolver problemas de clasificacion
y agrupamiento de datos. La metodologia propuesta implica considerar las poblaciones de entre-
namiento y de prueba de manera casi indistinta. Este hecho resulta no sélo de utilidad desde el
punto de vista de poder unificar los procedimientos para clasificaciéon y agrupamiento de datos,
sino que ademds resulta de mucha utilidad para atenuar el problema de la dimensioén. Cuando se
estd trabajando con una muestra pequefia de datos de dimensién muy grande, de acuerdo a las
ideas que aqui proponemos, es posible considerar de manera indistinta tanto a los datos de entre-
namiento como a los de prueba y de esta forma contar con una inica poblacién de mayor volumen.
La metodologia estd basada en el espiritu del algoritmo Expectation-Maximization y uno de sus
pilares es la estimacién de densidades de probabilidad. Este procedimiento consiste en la trans-
formacién de las muestras a través de “flujos”, a muestras correspondientes a una distribucién
Gaussiana isotropica. En este contexto, las observaciones actian como marcadores que guian el
flujo. A medida que una observacion es claramente asignada a una clase, esta observacion comien-
za a cumplir un papel més activo en el flujo correspondiente a esa clase y por lo tanto actuar de
manera casi pasiva en el resto.

Cabe destacar, que de la metodologia propuesta se desprende un procedimiento destinado a la
seleccion de un conjunto de variables basado en la capacidad que estas poseen para particionar la
muestras en clases distintas.

Con el objetivo de demostrar el desempeiio de la metodologia propuesta, cerramos el Capitu-
lo 5 utilizdndola en dos ejemplos de aplicaciones médicas relacionados con la clasificacion de
tumores a partir de datos de niveles de expresidn genética.

Finalmente, en el Capitulo 6, se presentan las conclusiones y comentarios generales sobre el
presente trabajo. Ademads describimos brevemente la relacién entre las dos partes de este trabajo
y comentamos cémo la ideas y herramientas desarrolladas en la segunda parte pueden ser apli-
cadas para resolver los problemas inversos presentados en la primera parte utilizando un enfoque
Bayesiano.
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Capitulo 2

Localizacion de Tumores

2.1. Motivacion del problema

La temperatura corporal es un indicador de la salud de una persona. A grandes rasgos se puede
decir que la temperatura corporal y superficial de una persona estd principalmente controlada por
la circulacién sanguinea, el metabolismo local y el intercambio que se da entre la superficie corpo-
ral y el medio ambiente en el que se encuentra la persona [15, 19, 21]. Cualquier anormalidad que
exista dentro del organismo humano que implique algin tipo de cambio en alguno de estos pardme-
tros puede producir variaciones en la temperatura y en el flujo de calor existente en la superficie
corporal. La particular estructura interna que poseen los tumores y el proceso de angiogénesis pro-
ducen un incremento de la temperatura. Inflamacién, aumento de la actividad metabdlica, anormal
morfologia de nuevos vasos sanguineos y falta de respuesta a sefiales de homeostasis son algunas
de las caracteristicas que hacen que un tumor se comporte de manera anormal con respecto al
tejido sano en términos de produccién y disipacion de calor. Se ha determinado que la presencia
de un tumor de mamas o melanoma de piel (tumor maligno que deriva de la transformacién o
proliferacion de los melanocitos y se encuentra predominantemente en la piel), produce un incre-
mento de la temperatura en las zonas que lo rodean y en la superficie corporal préxima a éste
[51, 52,57, 67]. Por lo tanto, la deteccion de un perfil de temperatura anormal sobre la piel podria
indicar la presencia interna de un tumor y esta informacién puede ser utilizada para predecir la
localizacién y su tamafio, como asi también para determinar valores de parametros térmicos de la
regién tumoral. El conocimiento de estos datos resulta de gran utilidad para hacer un seguimiento
de la evolucion de un paciente luego de haber recibido algin tipo de tratamiento o terapia con el
fin de eliminar el tumor o intentar frenar su crecimiento.

En el diagndstico por medio de imagenes térmicas, se utilizan tecnologias capaces de medir
la radiacién infrarroja emitida por un cuerpo y asi obtener informacién sobre cualquier cambio
de temperatura que exista en su superficie. Una de estas tecnologias es la termografia. Este es
un método no invasivo, el cual consiste en medir, mediante el uso de una camara, la radiacién
infrarroja emitida por la superficie corporal del paciente. Los diferentes patrones de temperatura
no s6lo dependen de diferentes pardmetros como lo es el coeficiente de sensibilidad de la piel, sino
que también estin relacionados con cuestiones asociadas al proceso homeostatico y metabdlico,
como también la estructura y dindmica de los sistemas vascular y nervioso.

El uso de imédgenes termograficas en la medicina no es un fendmeno reciente sino que co-
menzo6 alrededor del afio 1950. Sin embargo, su impacto no fue mayor debido principalmente a
la complejidad, alto costo y escasa definicion y sensibilidad que tenian las cdmaras termograficas
de esa época. En la actualidad, los avances relacionados con la tecnologia infrarroja alientan el
uso de la cdmaras termograficas en el campo de la medicina como una herramienta no invasiva,

9
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de bajo costo y de alta precision. Un claro ejemplo de uso masivo de estas cdmaras se dio en
el afio 2009 cuando se desato la pandemia de gripe A HIN1 més conocida como gripe porcina.
Estas camaras fueron utilizadas en la mayoria de los aeropuertos internacionales con el objetivo
de detectar posibles personas que padecian la infeccion.

En [67] Santa Cruz et al. han estudiado mediante el uso de termografia la correlacién que
existe, en pacientes tratados con la terapia por captura neutronica en Boro (BNCT de sus siglas
en inglés), entre la reaccidon cutdnea aguda y la distribucion de dosis superficial que les fue su-
ministrada, con el objetivo de determinar un grado de tolerancia a las dosis suministradas y en
consecuencia optimizar el tratamiento por BNCT. En este trabajo también destacan la capacidad
que tienen las imagenes termograficas para observar distintos aspectos funcionales del tejido hu-
mano y concluyen que el uso de la termografia puede ser de gran ayuda para localizar zonas de
temperaturas anormales y con lo cual detectar nddulos de melanomas que son invisibles o dificles
de ver mediante imdgenes de tomografia computarizada. Mayores detalles sobre técnicas de de-
teccion de cancer de piel mediante el uso de imagenes infrarrojas pueden ser encontradas en el
libro de Diakides and Bronzino [27].

El objetivo de esta parte del trabajo es el desarrollo de una metodologia para estimar la locali-
zacién, tamafio y pardmetros térmicos asociados a una region tumoral, principalmente correspon-
diente a un melanoma maligno, inmersa en el tejido corporal, usando como informacién perfiles
de temperaturas medidas sobre la superficie corporal en la zona préxima al tumor. Desde el punto
de vista matematico, el problema a resolver puede ser definido como un problema inverso. Dada
informacidn sobre parte del borde del dominio, en este caso mediciones sobre la superficie corpo-
ral, la idea es determinar dénde debe estar localizado el tumor y su tamafio o en caso de conocer
la localizacién del tumor entonces determinar qué valor deben tener alguno de los pardmetros fi-
sioldgicos asociados a esta region, o sea en ambos casos determinar caracteristicas internas del
dominio. En el Capitulo 3 se presentard con mds detalle la definicién de problema inverso y serdn
explicados también detalladamente los problemas inversos que son de interés en este trabajo.

Luego de haber introducido algunos de los aspectos médicos sobre el cancer de piel y su
relacion con la temperatura del cuerpo, el plan para el resto de este Capitulo 2 es el siguiente. En
la préxima seccion describiremos la ecuacion diferencial propuesta para modelar la transferencia
de calor en el cuerpo humano y a continuacién, en la seccién 3, probamos la existencia y unicidad
de la solucién para este modelo propuesto. Luego, en la seccion 4 describimos el método numérico
utilizado para resolver el modelo de transferencia de calor previamente planteado y por dltimo en
la seccién 5 mostramos algunas simulaciones numéricas. Todos estos contenidos seran de suma
importancia en el Capitulo siguiente.

2.2. Modelo matematico.

En Agosto del afio 1948 Harry Pennes publica en la revista Journal of Applied Physiology
su trabajo “Analysis of tissue and arterial blood temperatures in the resting human forearm” [62].
En este trabajo analiza la distribucién de temperatura en el cuerpo humano, mas precisamente
considera el antebrazo humano como regién de estudio para realizar sus experimentos sobre trans-
ferencia térmica. Los resultados obtenidos en este trabajo y el modelo matemadtico alli propuesto
se han convertidos en un pilar fundamental en lo que respecta a transferencia de calor en tejidos
humanos. Este trabajo ha influenciado a un gran nimero de autores que han realizado estudios
relacionados con aplicaciones a terapias térmicas utilizando la ecuacién de Pennes como modelo.
Algunos ejemplos que podemos citar son [24, 56, 61].

La contribucién principal que realizé Pennes fue considerar la tasa de transferencia de calor
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existente entre la sangre y el tejido corporal como proporcional al producto de la tasa de perfusién’

por unidad de volumen de tejido y la diferencia entre la temperatura arterial y la temperatura del
tejido local, o sea:

/’lb = Gbpbcb(l — K)(Tb — u)

donde A, representa la tasa de transferencia de calor por unidad de volumen de tejido, G, es la
tasa de perfusion por unidad de volumen de tejido, p, es la densidad de la sangre, ¢, es el calor
especifico de la sangre, K es un factor que representa la falta de equilibrio térmico entre la sangre
y el tejido, 7, es la temperatura de sangre en arteria y u es la temperatura local del tejido.

Mas alld de que en un principio K sea tal que 0 < x < 1, en [62] y en la mayoria de los trabajos
se asume K = 0, como asi también considera que la temperatura arterial 7;, es constante.

La ecuacién propuesta incluye un término que representa la transferencia de calor por conduc-
cion a través del tejido y un término que representa la generacién de calor metabdlico. Estos dos
términos sumados al término que representa la transferencia de calor debida a la circulacién de
sangre dan lugar a la siguiente ecuacién de Pennes estacionaria:

—div(o(x)Vu(x)) +k(x)(u(x) = Tp) = q(x), x€QCR", n=2,3. (2.1)

donde © es el coeficiente de conductividad térmica, k = Gpppcp es el coeficiente de perfusion,
q es la fuente de calor metabdlico y 7, es la temperatura de la sangre que suponemos de valor
constante.

Q-w

"

Figura 2.1: Dominio 2 dimensional:  — ® tejido sano y ® regién tumoral.

Teniendo en cuenta el hecho de que los valores correspondientes a la conductividad, la perfu-
sién y la actividad metabdlica en la regién tumoral son significativamente mayores a los valores
encontrados en tejido sano [24, 61], vamos a modelar estos coeficientes como funciones continuas
a trozos. Asi por ejemplo, el coeficiente de conductividad térmica esta definido como:

(2.2)

donde ® representa la regioén tumoral y Q — o el tejido sano (ver Fig.1).

IPerfusién sanguinea: llevar oxigeno y nutrientes a un tejido por medio de la sangre.
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Las condiciones de contorno que adoptaremos varian en los diferentes bordes del dominio de
manera de describir en forma aproximada la realidad del fendmeno que estamos considerando. En
el borde inferior, el cual denotamos como I, suponemos una condicién Dirichlet no homogénea:

u(x) =Ty, xely.

Esto se debe a que este borde se encuentra inmerso en el cuerpo y por lo tanto suponemos que la
temperatura corporal interior es constante, mas precisamente de 37°.

En los laterales del dominio, la condicién de borde considerada es de tipo Neumann ho-
mogénea o de flujo cero, es decir:

—o(x) ag;x)

donde I'; denota los lados laterales del dominio para n = 2 y las caras laterales en el caso n = 3. El
motivo para considerar condiciones adiabdaticas en los laterales se debe a que suponemos que en
lugares lejos del centro del dominio, o mds precisamente alejados del centro de la regién tumoral,
la temperatura no es afectada por ninguna fuente de calor existente dentro o fuera del dominio, por
lo cual no existe un flujo de intercambio de calor.

Finalmente, en el borde superior del dominio, que representa la superficie corporal y deno-
tamos por I, suponemos la siguiente condicién convectiva o también conocida como Ley de
enfriamiento de Newton:

=0, xely,

—o(x) 5, = ou(x)—T,) xeTly,

donde « es el coeficiente de transferencia de calor y T, es la temperatura ambiente. Esta ecuacién
simula el intercambio de calor que se da entre el cuerpo y el medio ambiente.

Seria posible también considerar la evaporacion sobre la superficie de la piel, pero en este caso
se deberia considerar la evolucién temporal del problema debido a que el coeficiente de humedad
depende del tiempo.

Teniendo en cuenta todas las consideraciones anteriores el problema de borde que considera-
remos para modelar la transferencia de calor en tejidos vivos es el siguiente:

— div(o(x)Vu(x)) + k(xa)u(x) = q(x)+k(x)Tp, enQ,
—o(x) zg;x) = o(u(x)—T,), sobrely,
2l (2.3)
—o(x) an = 0, sobre Iy,
ulx) = Tp, sobre I'y,.

El modelo (2.3) recién presentado se enmarca dentro del conjunto de problemas elipticos con
condiciones de borde mixtas y coeficientes discontinuos. La existencia y unicidad de Ia solucién a
este problema seré tratada en la siguiente seccidn.

2.3. Existencia y unicidad de la solucion.

2.3.1. Conceptos basicos.

Para demostrar la existencia y unicidad de la solucién al problema (2.3) primero introducire-
mos los conceptos de derivada en sentido débil de una funcién, formulacién débil de una ecuacién
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diferencial y de solucién débil o generalizada. Estos conceptos son de suma importancia en la
teoria de ecuaciones diferenciales debido a varias razones. Por ejemplo, la idea de solucién gene-
ralizada permite estudiar ecuaciones diferenciales de la forma (2.1) donde los coeficientes no son
diferenciables y mds aun ni siquiera continuos, de manera tal que el lado izquierdo de la ecuacion
en un principio careceria de sentido. Este tipo de ecuaciones son halladas en un gran nimero de
problemas, tal es el caso en los problemas de transmision. Por otra parte, al plantear la formulacién
débil de un problema es posible aplicar herramientas y resultados bien establecidos correspondien-
tes a la teoria del Analisis Funcional, lo cual en varios casos facilita la tarea de decidir la existencia
de soluciones.

Para definir el concepto derivada en sentido débil recordemos previamente la definicién de los
siguientes espacios de funciones. Dado p > 1 un nimero real y  un subconjunto abierto de R”
podemos introducir los siguientes espacios de funciones

LP(Q) = {“Clases de funciones” u: Q — R / / lu(x)|Pdx < 400},
Q
L”(Q) = {“Clases de funciones” u: Q —R /3 C con |u(x)| <C ae.x € Q}.

Ambos espacios resultan Banach con las respectivas normas

Il = orras)

| ||z=(q) = Inf{C / |u(x)| <C ae. x€Q}.
Denotaremos por Lf ,.(&) al conjunto de funciones u definidas en Q y tales que para cada subcon-
junto abierto y acotado Q' C Q se tiene que u € L” ().

Por otra parte, dado un nimero k > 0 entero o k = oo, llamaremos C*(Q) al conjunto de fun-
ciones que tienen derivadas de orden < k continuas en Q y por CS(Q) nos referiremos al conjunto
de funciones en C¥(Q) que tienen soporte compacto.

Dadas funciones u € C!(Q) y ¢ € C*(Q) e integrando por partes tenemos que

/ Oy, ud dx = —/ udy, 0 dx+/ udcos(n,x;) ds
Q Q a0

donde 9,, denota la derivada con respecto a la variable x; y 1 la normal exterior. En el caso parti-
cular en que ¢ € Cy’(Q), la ecuacién anterior se reduce simplemente a

/axiuq)dx:—/uax,.(bdx.
Q Q

La integral sobre el borde desaparece ya que ¢ tiene soporte compacto en €2 con lo cual se anu-
la cerca de Q. De manera general, dado k un nimero entero positivo, funciones u € C¥(Q) y
¢ € C7(Q) y un multi-indice o = (a,...,0,) con o; € No y k= || = ¥} &, tenemos que

/aauq)dx:(—n‘“‘/ U 90 dx. (2.4)
Q Q

Basdndonos en esta dltima ecuacién (2.4), podemos ahora dar la definicién de derivada débil
o generalizada de una funcién. Notemos que para que el lado derecho de la ecuacion (2.4) tenga
sentido sélo basta pedir que u sea locamente integrable. Ahora, si u no estd en C¥(Q) la expresién
dout en el término izquierdo de la ecuacion carece de significado. Sin embargo, podemos resolver
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esta dificultad pidiendo que exista una funcién v que sea localmente integrable y tal que la férmula
(2.4) resulte valida reemplazando v por dgu.

Definicién: Dadas u,v € L} () y o un multi-indice. Se dice que v es la derivada o-ésima débil
de u si

/vq)dx:(—l)‘“‘/ Weddx VoECT(Q), 2.5)
Q Q
y decimos que dgu = v en sentido débil.

Observacion: en el caso en que la funcién u € C%l (Q), es decir que existan las derivadas usuales
de u de orden< ||, la a-ésima derivada en sentido débil de u es justamente la a-ésima derivada
de u en el sentido usual.

Definicion: Dado Q subconjunto abierto de R” denotamos por Wp"(Q) el espacio de Sobolev defi-
nido por
Wy ={uecLP(Q)/ duu € LP(Q) V || < k}. (2.6)

Cabe aclarar que las derivadas son en sentido débil. En el caso particular en que p =2 denotaremos
W;(Q) = H*(Q). Para nosotros el espacio de mayor interés serd

HY(Q)={ucl*(Q)/ o,ucl*(Q) Vi=1,...,n}.

Observemos que si u y v estan en H' (Q), podemos definir el siguiente producto escalar

(u,V)1(0) = /

uv+ Y Oyudyvdx. (2.7)
Q i=1

De esta manera el espacio H' (Q) resulta un espacio de Hilbert con la norma

1

[ullg1(q) == (/QuanZ(ax,.u)zdx) : (2.8)
i=1

Por dltimo, con H{ (©) vamos a representar el subespacio de H! (Q) definido como la clausura
de C3(Q) en H'(Q). Es decir, u € H'(Q) si y sélo si existen funciones u,, € C5(Q) tales que
uy — u en H'(Q). Otra manera de interpretar H} (Q), es pensar en la funciones u € H'(Q) tales
que u = 0 sobre dQ en el sentido de la traza, ver [29].

Para definir ahora los conceptos de formulacién débil de una ecuacion diferencial y solucién
generalizada analicemos el siguiente ejemplo.

Consideremos el problema de hallar Ia posicidon de equilibrio de una membrana eldstica ho-
mogénea, la cual estd sujeta a lo largo de su borde y que ademds estd expuesta a una fuerza externa
f, que por el momento consideramos continua en dQ. La ecuacion que modela este problema es
la siguiente:

Au = f, enQ,
{ u = 0, sobredQ. 2.9)

Si u € C?(Q)NCY(Q) satisface (2.9) se dice que u es una solucion cldsica de este problema.
Multiplicado (2.9) por ¢ € C7’(€2) e integrando en Q obtenemos

/QAuq)dx:/s;fq)dx,
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ecuacion que puede ser reescrita como

/Qiiiaiu(bdx:/gf(bdx.

Ahora, si integramos por partes y tenemos en cuenta el hecho que ¢ € Cy’(Q) obtenemos

_/anx,.uax,.q)dx:/gfq)dx.

Por lo tanto, tenemos que si u € C*(Q) NCY(Q) satisface (2.9) también satisface la ecuacién

—/Vu.Vq)dx:/fq)dx VoeCT(Q)
Q Q

Notemos que en esta dltima ecuacion sélo aparecen las derivadas de primer orden de la funcién
u'y que ademds esta ecuacion tiene sentido si en vez de considerar u € C*(Q) y tal que u = 0 punto
a punto, consideramos u € H{ (Q). Ademds teniendo en cuenta el hecho de que C’(Q) es denso
en H(} (Q), podemos entonces dar la siguiente definicion.

Definicién: Dada u € H}(Q), se dice que u es una solucién débil o generalizada del problema
(2.9) si

/—Vu.Vvdx:/fvdx Vv e HY(Q), (2.10)
Q Q

donde las derivadas se entienden en sentido débil.

Es claro entonces que con esta definicién toda solucién cldsica es a su vez solucién débil.
Reciprocamente si u € HZ (Q) satisface la identidad (2.10) para v € H}(Q) arbitraria, entonces u
satisface la ecuacion (2.9) para casi todo punto. Estos hechos reflejan que el concepto de solucién
generalizada de la ecuacion (2.9) es simplemente una extension del viejo concepto de solucién en
sentido clasico.

Observacion: En el ejemplo correspondiente a hallar el estado de equilibrio de la membrana,
sabemos que la energia potencial de la membrana estd dada por la integral

I(u)—A(éVu\z—i-uf) dx,

y el estado de equilibrio, de acuerdo al principio de Hamilton, estd determinado por la condicién
que en tal estado el funcional /(u) alcanza el menor valor posible comparado con todo estado
v € Hj (). Por lo tanto, en el estado de equilibrio u se tiene que

SI(M)Z/Q(VWVHV) dx=0 YveH\(Q). @.11)

Entonces, de acuerdo al principio de Hamilton, el problema de hallar la posicién de equilibrio de
la membrana se reduce a hallar la funcién « en el espacio H(} (Q) que satisface la identidad integral
(2.11). De esta manera podemos descartar el requerimiento extra, no inherente a la naturaleza
fisica del problema, que la solucién posea derivadas de orden dos veces mayor a las derivadas
que aparecen en la integral de la energia /(u). Este concepto mas amplio de solucion generalizada
permite entonces debilitar las condiciones sobre u y por lo tanto facilita la tarea de hallar una
solucién al problema en cuestion.
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De manera general, dado el siguiente problema de borde:

—Z (a,, aau.>+b(x)u — f(x), enQ,

ljl

Za,j ni = g(x), sobrel, (2.12)

i,j=1
u = 0, sobre I,

donde Q es un abierto acotado de R”, I',T” C 0Q abiertos disjuntos tales que 0Q = TUTI” y los
coeficientes a;;, b son acotados y medibles. Dada u € H},(Q), donde H},(€) son las funciones v
que pertenecen a H'(Q) y v = 0 sobre I en el sentido de la traza [29]. Decimos que u es una
solucién generalizada del problema (2.12) si satisface la identidad:

,

Esta ecuacién suele denominarse formulacién débil del problema (2.12).

Z a;j(x)0y;u0y,v + b(x )uvdx—/fvdx—i-/ x)vds VveHLQ). (2.13)
i,j=1

Notemos que el lado izquierdo de (2.13) define una forma bilineal a : H},(Q) x HL(Q) — R
dada por

/ Z a;j(x)0x;udy,v +b(x)uv dx,

ljl

mientras que en el lado derecho de la identidad tenemos la forma lineal [ : H},(Q) — R definida

por
I(v)= /fvdx+/ x)vds.

Por lo tanto, hallar la solucién en sentido débil correspondiente al problema (2.12) equivale a
hallar u € H}, (Q) tal que

a(u,v) =1(v) VveHL(Q).

Mediante la formulacidon débil de una ecuacién diferencial es posible apelar a la estructura del
espacio vectorial donde se hallan las posibles soluciones, por ejemplo los espacios de Sobolev W,
y utilizar distintas herramientas que facilitan la tarea de hallar la solucién buscada. Esta manera
de escribir el problema serd de utilidad en la proxima seccién y en capitulos posteriores.

2.3.2. Existencia y unicidad de la solucion.

En esta seccién probaremos la existencia y unicidad de la solucién al problema (2.3). Para esto
serd necesario utilizar uno de los resultados méas conocidos en la teoria del andlisis funcional y que
enunciamos a continuacion.

Teorema(Lax-Milgram): Sean 4 un espacio de Hilbert, a : ¥/ x %/ — R una forma bilineal tal
que

1. |a(u,v)| < Cllul|¢||v]l¢y Y u,v€ V (continua) y

2. a(u,u) > cllul|2, Vu,ve V (coercitiva),
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donde C; y C, son dos constantes positivas y / : %/ — R una forma lineal perteneciente al espacio
dual 7*. Entonces existe tnica u € ¥V tal que

a(u,v)=1I1(v), VYvev. (2.14)

Para hacer uso del resultado de este Teorema, debemos primero escribir la formulacién débil
del problema (2.3). De acuerdo a lo presentado en la seccién previa decimos que u € H'(Q) es
solucién débil de (2.3) si satisface la ecuacién

/(GVM.Vv—i—kuv) dx—/ 6(Vum) dF:/(q+ka)vdx VveHY(Q). (2.15)
Q a0 Q

Ahora como dQ =T, UT\UT7, y apelando a cada una de las condiciones de borde, la integral
sobre la frontera puede ser escrita como

/ o(Vum)vdll = —Oc/ (u—T,)vdl'+ | o(Vum)vdl.

oQ T, T,

El dltimo término en el lado derecho de la ecuacién aparece debido a la condicién de Dirichlet
no homogénea impuesta sobre I',. Sin embargo, podemos escribir nuestro problema como si es-
tuviésemos tratando con uno con condiciones de borde homogéneas sobre I',. En efecto, primero
definimos el siguiente espacio de Hilbert*:

V(Q)={uecH(Q): u=0sobre I}, (2.16)

y consideramos la siguiente forma bilineal y forma lineal definidas respectivamente por:

a(u,v) = /G(x)Vu.Vvdx—i—/k(x)uvdx—i—oc/ uvdrl,
Q Q JIy

Ilv) = /Q(q(x)—kk(x)Tb)vdx—FocTa l_.vdl“.

Luego, si up € H 1 (Q) es tal que up, = Tj, sobre ', en el sentido de la traza, tenemos que encontrar
una solucion de (2.3) se reduce a resolver el siguiente problema:

Hallar u € 7V (Q) tal que
a(u,v) =I(v) —a(up,v), VveV(Q).

ya que entonces la funcion i = u+ u;, es solucion débil de (2.3). En este trabajo tomaremos u, =T,
en Q, con lo cual finalmente la formulacién débil que nos interesa es la siguiente:

Hallar u € V(Q) tal que
a(u,v)=1(v), Vvev(Q),

donde

a(u,v) = /QG(x)Vu.Vvdx+/9k(x)uvdx—|—oc/r uvdrl, (2.17)

K

Iv) = I(v)—a(Ty,v) (2.18)
= /q(x)vdx—l—(x(Ta—Tb)/ vdrl.
Q Iy

2La ecuacién sobre I, vale en el sentido de la traza [29]
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Ya definidas la forma bilineal y forma lineal el paso siguiente es ver que éstas satisfacen la hipéte-
sis del Teorema de Lax-Milgram.

Primero veamos que la forma bilineal a : V' x ¥ — R definida por la ecuacién (2.17) es con-
tinua. Aplicando la desigualdad de Holder tenemos que

IN

ja(u,v)|

[ o1 9] 1991+l ] [1) dx+ | a1} o

< e1 (IVull iz 1VVl29) + 1l 2@) V@) + c2llulliz ) VIl2@q)-

N

donde ¢ y ¢, son constantes positivas independientes de u y v. Luego, por el Teorema de la Traza
[29], sabemos que
Vl2ea) < Clvlm@ VveH (Q),

con C constante positiva que no depende de v. Entonces, si aplicamos este resultado a los elementos
del subespacio () de H'(Q) y consideramos la norma que hereda de este espacio, obtenemos
que

lau,v)| < e (lully [Vllo + lullylIvile) + Ellull V] (2.19)
< Cllully [[V][-

De este resultado concluimos que a es continua. Para ver que es coercitiva, primero utilizamos la
desigualdad de Poincaré y luego usamos que la ecuacion es estrictamente eliptica, obteniendo

cllully < 5/vau\2dx (2.20)
< /Q(S(x)Vu.Vvdx
= a(u,u)—/gkuzdx—oc/ u?
< a(u,u) S

En la dltima desigualdad hemos usado el hecho que los coeficientes k y o son positivos.
Para ver que la forma lineal es continua, aplicamos nuevamente la desigualdad de Holder, el
Teorema de la Traza y la definicién de norma en V/(Q) obteniendo

1) < [l bdv+olTo=Ti] [ ] dr (2.21)
Ciivliz) + Cvll2 a0

Gs|[v[ly-

IANIA A

Entonces, de (2.19), (2.20) y (2.21) vemos que las hipétesis del teorema de Lax-Milgram son
validas, con lo cual podemos afirmar que el problema (2.3) admite solucién u € H'(Q) y esta
solucién es unica.

Observacién: por regularidad [29], la solucién positiva u € H'(Q) también pertenece al espacio
Wlif(Q) para todo p > 1y por lo tanto u € CIII;S‘(Q) para 0 < o < 1. Esto significa que para
todo subdominio Q' C Q' C Q, la funcién u tiene primera y segunda derivada en sentido débil

perteneciente a LP(Q) y més atin la derivada primera en el sentido usual resulta continua en Q'
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Para cerrar esta seccién queremos destacar que si u es la solucién del problema (2.3) y si
denotamos por u; = uq_g y por up = uj, entonces toda solucion de (2.3) es solucion del siguiente
problema:

—o1Auy+kiuy = q1+kTp, en Q— 0,
—Golug+kouo = qo+koTp, ena,
Uy = up, sobre d,
0
—0 % = —Goaa%, sobre o,
aﬂ (2.22)
uy
-0} E = o(u;—T,), sobrely,
0
—0] o 0, sobre I,
an
uy = Tp, sobre I',.

Este tipo de problema es conocido en la literatura como problema de transmisién y toma
su nombre debido justamente a las condiciones de transmision impuestas sobre la frontera 0.
Principalmente este tipo de formulacién corresponde a problemas fisicos en los que existen dos o
mas medios de diferentes caracteristicas, por ejemplo compuestos por diferentes sustancias.

2.4. Resolucion Numérica

En esta seccién presentamos y describimos brevemente el método de diferencias finitas, méto-
do numérico que emplearemos para resolver el problema de borde planteado en la seccién previa.

El método de diferencias finitas (MDF) se basa en aproximar una ecuacién diferencial o mds
precisamente la derivada de una funcién por una férmula algebraica. Esta férmula algebraica re-
presenta una discretizacion del cociente incremental por medio de una ecuacién en diferencias.

Para ser mds claro, consideremos f(x) una funcién n+ 1 veces derivable en el intervalo (a,b).
Por el Teorema de Taylor tenemos que para todo x € (a,b) y h suficientemente pequefio de manera
tal que x+ 1 € (a,b)

S, P ()
TRRT h2+”'+T

fx+h)=f(x)+ W'+ Ry(x+h),

donde n! denota el factorial de n 'y R, (x) es el resto o residuo, el cual representa la diferencia entre
el polinomio de Taylor de grado n y el valor original de la funcién. Ahora, si nos restringimos s6lo
a la derivada de primer orden de la funcién tenemos

flth)=fx)+f ()h+Ri(x+h),
lo cual es equivalente a

oy S = f(x)  Ri(x+h)
f(x) = P —

Por lo tanto, para & suficientemente pequefio, obtenemos

fleth) = fx)
f, (x) ~ h °
Esta dltima ecuacién nos servird como base para definir los distintos tipos de diferencias. Primero,

discretizamos el intervalo donde estd definida la funcién obteniendo asi una grilla determinada
por los puntos o nodos x;, con i =1,...,M y donde x; = a y xpy = b. Asumimos ademds que
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X; — xi—1 = h, es decir una grilla igualmente espaciada o equiespaciada. Definimos, para i =
2,...,M — 1, la diferencia hacia adelante o forward difference mediante la ecuacién

f(xiv1) = f(xi)
h

donde & es un punto perteneciente al intervalo (x;, x;+1). Del mismo modo definimos la diferencia
hacia atras o backward difference como:

i) — fxio1)
h

en este caso con & € (x;_1, x;). Por dltimo, definimos la diferencia central o simétrica mediante
la ecuacion:

1
D, f(xi) = = f'(x)+ Ef”@)ha (2.23)

D_f(x;) = =f'(x)— % " (&), (2.24)

, _ . 2
DOf(xi) _ f(xl+l)2hf(xll) _ f/(xi) + %f’"(i)- (2.25)

El error cometido al utilizar un método numérico puede definirse como la diferencia que existe
entre el valor exacto de la solucion analitica y el valor obtenido utilizando la aproximacién numéri-
ca. Hay dos fuentes de generacion de errores en el método de diferencias finitas y en general en
todo método numérico. La primera es la relacionada a los errores de redondeo debido a la pérdida
o falta de precision causada por la representacién decimal finita realizada por la computadora. La
otra fuente estd asociada con el error de truncamiento o discretizacion, el cual se puede definir co-
mo la diferencia entre al valor exacto y el valor obtenido utilizando diferencias finitas suponiendo
aritmética perfecta, es decir suponiendo que no existen errores de redondeo. Para ser mas precisos
si f’(x;) denota el valor exacto de la derivada en el punto x; y Df(x;) representa el valor calculado
utilizando diferencias finitas, el error de truncamiento es f’(x;) — Df(x;). Por lo tanto, de acuerdo
a las ecuaciones (2.23) y (2.24) tenemos que el error de truncamiento cometido usando diferencias
hacia adelante o hacia atras es proporcional al paso 4. En este caso se dice que el error es de primer
orden y se denota por O(h). Por su parte para el caso de diferencia central el error de truncamiento
resulta ser proporcional a %, o sea que para & pequefio se comete un error menor que en los casos
anteriores. En este caso se dice que el error es de segundo orden y se denota por O(h?).

Las férmulas de diferencias finitas para aproximar derivadas de mayor orden pueden ser obte-
nidas usando las férmulas para derivadas de menor orden. Por ejemplo, la formula de diferencia
central para aproximar una derivada de segundo orden f” esta dada por la siguiente expresion:

Dyf(v) = DuD_flx)=p, LS
Xit1) — 2] (i Xi_ , 2
_ Sl 2fh(2)+f( I)Zf(xf)+ilzfl ©).

Notemos que nuevamente la diferencia central resulta ser una aproximacién de segundo orden.

En el caso en que estemos tratando con una funcion de n variables, las derivadas parciales se
definen de manera anédloga. Para nuestra caso particular, si consideramos n = 2, la aproximacién
del Laplaciano de la funcién u(x,y) en el punto (x;,y;) estd dada por la férmula

Pu  Pu, o ulxie,y)) = 2u(xy;) Fulxiony) | wlyien) = 2u(x,y)) +ulxiyi-1)
a2 g ) i) = 2 * 2 -
(2.26)
Por simplicidad en la notacidn, a continuacién desarrollaremos la aproximacién mediante el

MDF del problema (2.22) para el caso n = 2, notando que para dimensién n = 3 se procede de
manera similar.
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Consideremos nuevamente una discretizacién del dominio en las direcciones x e y tal que
Ax = Ay = h y denotemos los puntos correspondientes a la direccién o eje x por i = 1,...,n,
mientras que a los del eje y los denotaremos por j = 1,...,n,. Con esta nueva notacion la ecuacion
(2.26) es simplemente:

(ai“ L P 4) = M 2uj it Wit 2y Ui
ox2  0dy? b h? h? ’

Usando diferencias centrales, la ecuacién diferencial definida en el interior del dominio resulta
ser:

(2.27)

(Ml T i j i Uije = 2 U
h? 2

ecuacién que puede ser reescrita, operaciones algebraicas mediante, como:

i )+ ki juij = qi,j+ ki j Ty,

h2
40, + ki j

G,‘,j

R ki Th). 2.28
u’y./ 4Gi,j+h2ki,j (ql7j+ i,] b) ( )

(i1, + i1+ Ui jor + i j-1) +

Una vez discretizada la ecuacion diferencial en el interior del dominio, debemos ahora apro-
ximar cada una de las condiciones impuestas en los bordes del dominio. Teniendo en cuenta que
las derivadas parciales en el Laplaciano fueron aproximadas por un esquema de diferencias finitas
de segundo orden, las correspondientes derivadas parciales en los bordes también serdn aproxima-
das por un esquema de segundo orden. Para realizar esto consideramos puntos de grilla ficticios
fuera del dominio y luego reemplazamos estos puntos en la ecuacién principal. A continuacién
describimos cada una de las condiciones de borde.

En primer lugar en el lateral izquierdo del dominio, el cual corresponde a los nodos coni =1,
tenemos la condicién de flujo cero:

du U j = Uo,j
S Y S8
ox ' 2h

por lo tanto ug ; = u> j, luego reemplazando esto en la ecuacion (2.28) y por simplicidad denotando
Bij=40;;+ hzk,; j» obtenemos:

=0, Jj=2,...,n,—1,

2

uyj= (u1 g1+ 2up jtuy o 1)+ 7(6]17j+k17ij) j=2,...,n,— 1. (2.29)
l3 1) B,
De manera similar, para la condicién impuesta en el lateral derecho, donde i = n,, tenemos:
Up,j = On,. 2l (um j+1 +2up,—1 g Ung j— 1) (2.30)
an J
2
(an,j"i_knr]Tb) j:2,...,ny—1.
B”xv]
Por otra parte, la condicién convectiva impuesta en el borde superior del dominio se traduce en:
Gi,ny 2hOCTa
Uin, 7&% S ho (204 g1+ Ui 1,0y + Ui 10y + Mo, ) (2.31)
h2
+ o= (Gin, +kin T i=2,...,n— 1.
Bi,ny +2ho (CIl,ny i,ny b) X

Finalmente, la condicién Dirichlet no homogénea correspondiente al borde inferior es simplemen-

te:
Uil ZTb iZZ,...,}’lx—l. (232)



22 CAPITULO 2. LOCALIZACION DE TUMORES

Una vez construida la aproximaciéon numérica del problema de borde, definimos la iteracién

u?j-’l =F(u j), donde F representa el lado derecho correspondiente a las ecuaciones (2.28-2.32).
Es decir, dado un valor inicial u? j» calculamos los valores de u;’_}rl en todo el dominio hasta que se

cumpla
mix (i, j) < e,
ij

donde e(i, j) es el error relativo en el nodo (i, j) definido por

n+1

i —ui;

e(i7j) =

iyl

y con € representamos el error de tolerancia deseado.

2.5. Ejemplos numéricos

Para mostrar el funcionamiento del método numérico propuesto en la seccion previa presenta-
mos aqui algunas soluciones numéricas de la ecuacion (2.3) con sus correspondientes condiciones
de borde. En todos los ejemplos, los siguientes valores para los coeficientes y pardmetros fisiol6gi-
cos son considerados [24, 56, 61]:

61 =0,5[W/m°C], ki = 1998,1[W /m® °C], Q1 = 4200[W /m?],
oy = 0,75[W /m °C], ko = 7992,4[W /m® °C], Q) = 42000[W /m?],
T, = 37 °C, T,=25°C, o= 10[W /m* °C].

donde W representa la unidad de potencia considerada en watts, m la unidad de longitud en metros
y °C representa la unidad de temperatura en grados Celsius.

En los ejemplos presentados a continuacién consideraremos # = 2 y un dominio de dimensio-
nes 0.09 x 0.03[m], mientras que el paso de la discretizacién es igual a 4 = 3 x 10~*[m].

En el primer ejemplo que mostramos, el centro del tumor se encuentra localizado en el punto
(0.045, 0.020) y el radio es igual a 0.005[m]|. En la Figura 2.2a podemos ver la distribucién de
temperatura sobre todo el dominio. Se observa que comienza a 37°C en el borde inferior del do-
minio y decrece debido a la condicién convectiva impuesta en la superficie corporal, pero presenta
un importante incremento en la regién donde se localiza el tumor. En la Figura 2.2b vemos el
perfil de temperatura sobre la superficie de la piel. Se observa una diferencia de temperatura de
aproximadamente 1°C entre la regién que esté situada encima del tumor y las regiones que se en-
cuentran distantes de éste. Esto concuerda con el hecho de que la presencia de un tumor altamente
vascularizado puede inducir un incremento de la temperatura en la superficie corporal.

En la Figura 2.3 presentamos otro ejemplo 2-dimensional. En este caso el tumor estd centrado
en el punto (0.03, 0.022) y su radio es igual a 0.004[m]. En la Figura 2.3a se observa la distribucién
de temperatura sobre todo el dominio, mientras que en la Figura 2.3b se muestra solamente el perfil
de temperatura en el borde superior que representa la superficie corporal. Nuevamente, podemos
ver un diferencia de casi 1°C entre la zona localizada inmediatamente sobre el tumor y zonas
alejadas.

Para el caso en dimensién 3, presentamos dos ejemplos que muestran los resultados utilizando
el método de resolucién propuesto. En ambos ejemplos las dimensiones del dominio asumidas
son 0.09 x 0.09 x 0.03 [m] y nuevamente un paso de discretizacién & = 3 x 10~*[m]. En el primer
ejemplo el centro es localizado en el punto (0.045, 0.045, 0.002) mientras que el radio es igual a
0.06 [m]. En la Figura 2.4 vemos el perfil de temperatura sobre la superficie corporal. Esta Figura
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revela una diferencia de aproximadamente 0.5°C entre areas sobre la region tumoral y areas sobre
tejido sano.

Por dltimo, la Figura 2.5 muestra otro ejemplo 3-dimensional. En este caso el centro del tumor
se halla en el punto (0.06, 0.06, 0.02) y el radio es 0.006 [m]. Nuevamente se nota el incremento
de temperatura en el area sobre la region tumoral.
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Capitulo 3

Localizacion de tumores y estimacion de
parametros: metodologia 1

3.1. Problemas Inversos

De acuerdo a Keller [47] podemos decir que dos problemas son inversos el uno del otro si
la formulacién de cada uno de estos requiere un conocimiento total o parcial del otro. General-
mente se acostumbra a llamar a uno de los dos problemas, usualmente el que ha sido estudiado
con anterioridad o con mayor detalle, el problema directo mientras que al otro se lo denomina el
problema inverso. A pesar de parecer esta una distincién un tanto arbitraria, en el caso en que el
problema matematico resulta ser la descripcion de algin fenémeno del mundo real, la distincion
entre directo e inverso resulta en la mayoria de los casos mds natural. Por ejemplo, si uno quiere
describir el comportamiento futuro de un sistema fisico, a partir del conocimiento del estado ac-
tual de este y de las leyes fisicas que lo gobiernan (incluyendo el conocimiento concreto de los
valores de parametros que resulten de relevancia), es claro llamar a este el problema directo, pues
conociendo las causas es posible averiguar el efecto. Ahora si el problema por ejemplo consiste
en identificar el valor de ciertos pardmetros fisicos a partir de observaciones de la evolucién del
sistema, es mas razonable llamar a éste el problema inverso, aqui nos interesa conocer cudl fue la
causa que provoco las consecuencias observadas.

Desde el punto de vista de las aplicaciones se podrian destacar dos motivaciones para estudiar
problemas inversos: la primera tiene que ver con el interés en conocer estados pasados o pardme-
tros del sistema fisico a partir de observaciones actuales. La segunda motivacidn estd relacionada
con el hecho de saber como influenciar un sistema de manera tal de conducirlo a un estado deseado
en el futuro. Se podria decir entonces que los problemas inversos estdn relacionados con el hecho
de determinar las causas que generan un efecto deseado u observado. A continuacién, a modo de
ejemplificar, exponemos brevemente algunos de los problemas inversos mas conocidos:

= Tomografia: es una técnica que permite el registro de imagenes correspondientes a un plano
0 a una seccién determinada de un objeto dado. El registro de las imadgenes estd basado en
los datos medidos al iluminar el objeto desde varias direcciones distintas. Esta técnica tuvo
un impacto muy grande cuando se la aplicé a la Medicina, ya que brindé a los médicos la
posibilidad de explorar el interior del cuerpo humano y distinguir diferentes drganos con
una gran precision y en cierta medida de una manera segura para el paciente, convirtiéndose
asi en una metodologia de diagndstico muy utilizada. Varias técnicas de imagenes han sido
empleadas también en ciencias como Arqueologia, Biologia, Geofisica, Oceanografia entre
otras [58, 68]. Desde el punto de vista matematico el objetivo en el problema de tomografia
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consiste en reconstruir una funcién f a partir del conocimiento de la integral

/dev

sobre una familia de variedades Y. El caso en que 7y representa rectas en R? es de suma
importancia pues modela la tomografia de rayos X. La unicidad en la reconstruccién de
la funcién f y una férmula explicita de reconstruccién fue dada por Radon en 1917 [64],
por ende muy a menudo este problema lleva su nombre. No obstante este problema recién
cobré importancia gracias a Cormak y Hounsfield quienes desarrollaron en los afios 60°,
basados en resoluciones numéricas y algoritmos de reconstruccion, la metodologia hoy co-
nocida como tomografia de rayos X. En el afio 1979 ellos recibieron el premio Nobel por
este trabajo.

Problemas espectrales: uno de los problemas espectrales mas conocido es el de “escuchar la
forma de un tambor”. Esto es, inferir informacién sobre la forma de un tambor escuchando
el sonido que este emite. Varias personas han puesto su atencion en este tipo de problemas,
podria decirse que uno de los primeros fue Sir Franz Arthur Shuster por el afio 1882, pero
fue recién por el afio 1950 que Bochner lo planteé de manera mds rigurosa y ya en el afio
1966 fue Marc Kac el que popularizé este problema con su bien conocido trabajo “Can one
hear the shape of a drum?” [43]. Desde el punto de vista matematico el tambor es concebido
como una membrana eldstica cuyo borde estd sujeto o atornillado. La pregunta se traduce
entonces en la siguiente: es posible determinar el dominio D a partir de los autovalores
A = Ay del problema de Dirichlet
{ —Au+lu = 0, enD, 31
u = 0, sobreadD. '

Los autovalores corresponden a las frecuencias de resonancia, por lo tanto {A; } pueden ser
interpretados como informacién ’exterior’ natural. Es claro que los autovalores no cambian
bajo la accidn de isometrias (rotaciones, traslaciones o reflexiones), por ende sélo la forma
de D puede ser determinada.

Adun antes de que el trabajo de Kac fuera publicado, John Milnor hall6é un contraejemplo.
El probé la existencia de un par de toros en R'® que tenfan los mismos autovalores pero
diferentes formas. Luego, Vigneras [80] también hall6 ejemplos de variedades compactas
n-dimensionales, n = 2,3 no isométricas pero con el mismo espectro. Mds recientemente,
ya en 1992 Grodon et al. [37] hallaron dos poligonos no isométricos pero si isoespectrales,
es decir con iguales autovalores, lo cual da una respuesta negativa a la pregunta de Kac en el
caso de dominios con bordes suaves a trozos. En la actualidad atin no es sabido que dominios
con bordes suaves pueden ser determinados a partir de su resonancia. Para resultados mas
recientes ver el trabajo de Osgood et al. [59].

Tomografia de impedancia eléctrica (TIE): es una técnica de diagndstico por imagenes que
consiste en inferir o recuperar la conductividad de una parte del cuerpo humano a través
de mediciones de voltajes que se realizan en la superficie corporal. Esta técnica es usual-
mente utilizada para el monitoreo del funcionamiento de los pulmones, deteccién de cincer
de mamas y localizacién de focos epilépticos entre otras aplicaciones [42]. Las primeras
experiencias médicas fueron detalladas en 1984 por David C. Barber y Brian H. Brown [9].
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Desde el punto de vista matematico la TIE consiste en recuperar el mapa o distribucién de
conductividad de un dominio © C R", a partir de mediciones de voltajes que resultan de apli-
car una o varias corrientes en la superficie del dominio. En la prictica se coloca un conjunto
de electrodos sobre el cuerpo del paciente. Luego una o varias corrientes ¢; , 1 < i < [,
son aplicadas en algunos de los electrodos y los correspondientes voltajes f;, 1 < i < I, son
medidos en los restantes puntos. Denotando por 6(x) la conductividad que se desea hallar,
el potencial u; es la solucién de la ecuacién

div(cVu;) = 0 enQ,

u (3.2)
G% = @; sobredQ.

La formulacién de este problema se atribuye al matematico Alberto Calderén [16] debido
a su trabajo “On a inverse boundary problem” publicado en el afio 1981 y hoy conocido
en la literatura como el “Problema inverso de Calderén”. En la actualidad existe una ex-
tensa investigacion desarrollada relacionada con la unicidad de la solucién del problema y
el desarrollo de algoritmos numéricos para su resolucién [6-8, 77]. Mds adelante daremos
mayores detalles de este problema.

En todos lo ejemplos presentados existe una diferencia fundamental entre el problema inverso
y el problema directo correspondiente que tiene que ver con el concepto de problema bien o mal
planteado. Hadamard [40] introdujo este concepto teniendo en cuenta que el modelo matemético
considerado para describir un fendmeno fisico debe poseer las propiedades de existencia, unici-
dad y estabilidad de la solucidn, o sea que el problema debe admitir solucidn, la solucién de este
debe ser tinica y ademds debe depender de los datos de manera continua. De no cumplirse alguna
de estas propiedades estariamos ante la presencia de un problema mal planteado. Mientras que
los problemas directos resultan ser bien planteados, en la mayoria de los casos y aqui en todos
los ejemplos presentados previamente, los problemas inversos son mal planteados en el sentido de
Hadamard. Desde el punto de vista matematico podria decirse que las tres propiedades tienen dife-
rentes grados de importancia. La primer propiedad, la cual trata sobre la existencia de la solucién
puede conseguirse extendiendo el espacio de soluciones, el concepto de distribucion o funcién
generalizada es un claro ejemplo de esto. Ahora, si el problema tiene mas de una solucidn, esto
puede deberse a falta informacién en el modelo propuesto y tal vez suposiciones adicionales sobre
la solucién lleven a la unicidad del problema o simplemente podra bastar con elegir la solucién
que resulte mds adecuada de acuerdo al fendmeno en estudio; por ejemplo, se podria escoger la
solucién de menor norma. Por dltimo, puede considerarse que el requisito de estabilidad es el mds
relevante desde el punto de vista de las aplicaciones. Si el problema carece de estabilidad entonces
el célculo de la solucién verdadera es practicamente imposible debido a que en las observaciones
de un fenémeno real siempre estaran contaminados con ruido o al realizar los cilculos numéricos
inevitablemente aparecerdn errores. Luego, si la solucién de un problema no depende de los datos
de manera continua, la solucién hallada puede distar bastante de la verdadera. Para conseguir la
estabilidad de un problema mal planteado hay que acudir a métodos de regularizacion, ya sea a
través de operadores, métodos iterativos, métodos continuos, mediante discretizacién o también en
este caso considerando informacién adicional. En este trabajo no nos hemos centrado en explorar
en detalle cada una de estas propiedades para los problemas inversos que aqui trataremos ya que el
interés principal es desarrollar algoritmos numéricos para su resolucion, sin embargo més adelante
haremos comentarios sobre cada uno de estos conceptos.

El estudio de los problemas inversos ha sido una de las dreas dentro de la matemdtica aplicada
que maés ha crecido en los ltimos afios. Las aplicaciones en el campo de los problemas inversos
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son muy variadas. Por ejemplo, en el area de ingenieria existen trabajos relacionados con el disefio
de equipos térmicos y problemas de transferencia de calor [69, 71], dentro del drea de diagndstico
por imdgenes podemos citar trabajos relacionados con la tomografia computarizada y la recons-
truccion de imdgenes [82]. Por ultimo en la biologia, los problemas inversos han sido de utilidad
para el estudio de dindmica de poblaciones [63].

3.2. Definicion de los problemas inversos.

De acuerdo a [51, 52, 57, 67], la presencia de un tumor induce el incremento de la perfusién
sanguinea local, la actividad metabdlica y esto trae como consecuencia un incremento de la tem-
peratura sobre la zona corporal que se encuentra sobre la regiéon tumoral. Con este hecho como
base, la idea es usar perfiles de temperaturas anormales sobre la superficie corporal de manera tal
de predecir la localizacién y tamafio del tumor como asi también estimar el valor de pardmetros
fisiol6gicos. Esto ha sido realizado considerando dos problemas inversos diferentes que serdn
explicados a continuacion.

3.2.1. Problema Inverso 1: Estimacion de la posicion y tamaio del tumor.

Este primer problema inverso estd asociado con la estimacion de la localizacién y tamaiio del
tumor suponiendo que todos los otros pardmetros son conocidos. Debido a que la motivacién de
este trabajo es la aplicacion de esta metodologia para tumores como melanomas nodulares o cancer
de mamas, suponemos entonces que el tumor tiene una forma esférica. Por lo tanto, para conocer
su localizacién y tamafio es necesario conocer el centro del tumor y su radio, éstos serdn entonces
los pardmetros geométricos a estimar. El problema que deseamos resolver es el siguiente:

= Conocido el valor de todos los parametros fisioldgicos, las temperaturas 7, y 7, y dado un
perfil de temperatura u,,, medido sobre I, el problema consiste en hallar ®* C € tal que la
solucién uq- al problema de borde (2.3) verifique ug: = ey, en L.

El ®* 6ptimo se alcanza cuando la funcién objetivo:
1
\I](O)) = lP((D’ M(D) = 5/1" (u(x) - Mexp)zdr (3.3)

se anula, esto significa que Y tiene un minimo en ®*.

La funcién costo () representa el error o diferencia entre un perfil de temperatura iy,
medido experimentalmente en la superficie corporal y la solucién numérica ug,, obtenida mediante
diferencias finitas, del problema de transferencia de calor considerando el subdominio ®. Cabe
observar que en el caso de dos dimensiones, hallar ® significa hallar una terna (x.,y.,R) que
determina el centro y radio del tumor, mientras que en 3 dimensiones deben hallarse los pardmetros
(xcayc?anR)-

Para este problema inverso vamos a suponer la existencia de la solucién. Es decir, que dado
un perfil de temperatura medido sobre la superficie corporal asumimos que existird al menos un
vector de pardmetros p = (x.,y.,R) tal que la solucién u del problema de borde (2.3), considerando
el tumor centrado en el punto (x,y.) y de radio R, es tal que u = u,,, sobre I';. Esta suposici6n es
vélida ya que aqui estamos utilizando datos artificiales o sintéticos.

Con respecto a la unicidad, sean ®; y ®; dos discos (bolas) en Q C R2(QCR?) y denotemos
por u; la solucién al problema (2.3) considerando ® = ;. El estudio de la unicidad se traduce en
responder la siguiente pregunta: Si u; = u, sobre [,
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Jpodemos garantizar entonces que ®; = 0?7

La respuesta a este interrogante, hasta donde nosotros sabemos, permanece abierta.

Notemos que el problema inverso que queremos resolver aqui tiene un enunciado muy similar
al problema de la TIE que hemos presentado en la seccidn anterior. Este dltimo problema consiste
en determinar las propiedades eléctricas de un medio a partir de mediciones de corriente y vol-
taje sobre el borde del medio. Para llevarlo a un caso més cercano al tipo del problema inverso
presentado en este trabajo, la TIE se puede formular de la siguiente manera: Dado un objeto cuya
conductividad eléctrica es 6 = 1 y siendo ® CC € una inclusidon desconocida de conductividad
6 =, tal que 0 < u # 1, el problema inverso de conductividad, con sélo una medicion, consiste
en determinar ® a partir de una tnica medicién del voltaje realizada sobre dQ y el cual es con-
secuencia de haber aplicado un cierto flujo de corriente conocido también sobre dQ. En términos
matematicos, si u denota el potencial electrostatico en Q, uno desea recuperar ® en la ecuacién

—div(1+(u—1)xe)Vu) = 0 enQ,

m
/uzO
Q

a partir del conocimiento del dato u = h sobre dQ. Con Y, denotamos la funcion caracteristica.
El problema de TIE ha sido estudiado desde hace varios anos atrds, mas precisamente a partir
del trabajo de Alberto P. Calder6n en el aio 1980, [16]. A partir de ese afio varios matematicos
reconocidos se han interesado en este problema y existe una extensa investigaciéon desarrollada
relacionada con la unicidad de la solucién del problema; no obstante en la mayoria de los trabajos
existentes se asume una cantidad infinita de mediciones sobre la frontera como asi también se
considera que las mediciones son realizadas en todo la frontera y no s6lo en parte de ésta [49, 72].
A continuacién listamos algunos de los resultados sobre unicidad del problema de conductividad
en el caso de una tnica medicion en la frontera.

En el afio 1989 Friedman e Isakov, suponiendo que Q es un dominio acotadoen R” (n = 2, 3)
y con frontera C!*! a trozos. Suponiendo ademds que la funcién g € L*(Q) es tal que g # 0, de
soporte compacto y contenido en un abierto Sy tal que [;u = 0, probaron en [34] que:

= g sobre dQ, (3.4)

Teorema(FI): Si 01, ®; son dos poliedros convexos tales que ®; C Q y ademads
diam ®; < dist(®;,0Q) (3.5)
Sea u; la solucién de (3.4) para ® = ®; y I'p un abierto no vacio en 0Q. Entonces, si u; = u, sobre

I'y debe pasar que ®; = .

Observacion: Si Q representa el semiplano el Teorema sigue siendo vélido si la condicion (3.5)
es descartada. Mds atin en el caso n = 2 el Teorema es valido si Q es un disco.

Luego en el afio 1996 Kang y Seo [44] probaron, considerando que  es un dominio acotado,
simplemente conexo en R? y con frontera Lipschitz, que la funcién g € L*(9Q) es tal que [, =0
y g # 0 sobre dQ, el siguiente resultado.

Teorema(KS1): Sean m;,®, discos en R? tales que ®; CC Q j = 1,2. Denotemos por u; las
soluciones del problema (3.4) para ® = ®;. Entonces, si u; = u; sobre 0Q debe ser ; = ;.

Finalmente en 1999 Kang y Seo [45], asumiendo Q C R? acotado y con frontera Lipschitz y
en este caso los subdominios ®; bolas en R3, demostraron que
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Teorema(KS2): Si u; son soluciones de (3.4) para ® = ®; j = 1,2, con g que satisface las mismas
condiciones del teorema anterior y tales que u; = u, sobre d€2, entonces ®; = ;.

Cabe senalar que por mas que el problema de TIE ha sido estudiado durante varios afios el
problema de unicidad con una Unica medicién permanece adn abierto para el caso de subdominios
suaves en dimensiones dos y tres. Mds atin, la unicidad para el caso de ® elipse o elipsoide también
es desconocida.

En cuanto a la estabilidad del problema podemos mencionar uno de los resultados para el caso
de TIE y que se asemeja al del problema inverso de la localizacién del tumor. En [46] Kang et al.
presentan resultados sobre la estabilidad y también sobre estimacidn del tamaiio de la inclusién ®
bajo la suposicion de una tinica medicion. En este trabajo presentaron cotas inferiores y superiores
para el tamafio de la inclusién ® en términos de la conductividad u y del dato en la frontera de Q,
esto para cualquier dimension y sin conocimiento a priori respecto a la forma de ®, no obstante
s impusieron ciertas hipétesis sobre la funcién g. Con respecto a la estabilidad, probaron que si
®; y ®; son dos discos en R2, si ademds el dato de Neumann g en (3.4) satisface las siguientes
dos condiciones:

= (N1) Existe un nimero positivo M tal que |g'(P) > M|, si |g(P) < M| para todo P € 0Q (g’
representa la derivada tangencial),

= (N2){PcdQ: g(P)>0}y{PecdQ: g(P) <0} son subconjuntos conexos y no vacios de
Q.

Por tltimo denotando h; = u; restringida a dQ y de manera similar sy = u, restringida a dQ,
entonces vale el siguiente resultado de estabilidad logaritmica:

;]
1A | < | log||h — hal| 1200 | P (3.6)
donde |®; Am;| es la medida de la diferencia simétrica de ®; y @, definida por
|AAB| = (AUB)\(ANB),

es decir los elementos que pertenecen a la unién de A y B 'y que no estdn en su interseccion. Por
su parte 3 es un nimero determinado por el dngulo entre d®; y d®; en los puntos de interseccion.
Posteriormente los mismos autores en [30], asumiendo las mismas hipdtesis para la funcién g,
mejoraron el resultado de estabilidad logaritmica por el siguiente que asegura estabilidad de tipo
Holder:

(01 A0 | < Cllh = hal|f- 50 (3.7

donde C es una constante que depende de las distancia de los discos ®; a la fronteradQy 0 < x < 1.
Mas resultados sobre estabilidad en el caso de una medicién pueden hallarse en [4, 5]

3.2.2. Problema Inverso 2: Estimacion de la fuente de calor metabdlico.

En este problema suponemos que la posicion y el tamafio del subdominio ® son conocidas,
como asi también el valor de todos los pardmetros fisioldgicos, salvo el valor correspondiente a la
fuente de calor metabdlico dentro de la regién tumoral, o sea el valor de gg.

= Conocido el valor de todos los parametros fisioldgicos, las temperaturas 7, y 7, y dado un
perfil de temperatura u,,, sobre I';, el problema consiste en hallar g, tal que la solucion ug;
al problema de borde (2.3) verifique Ugs = Uexp €N I.
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El valor de go 6ptimo se alcanza cuando la funcién objetivo:

1
W(qo) = P(uy,) = 3 /F (ttgy — Uexp)*dl (3.8)

se anula.

Similar al caso anterior, la funcién costo y(qo) representa el error o diferencia entre un perfil
de temperatura u,,, medido experimentalmente en la superficie corporal y el perfil correspondiente
a la solucion numérica u,, del problema de transferencia de calor considerando el valor gg como
la intensidad de la fuente de calor metabdlico en la regién tumoral.

Este problema es de particular interés ya que la estimacién de los valores de los pardmetros
térmicos relacionados con el tumor pueden resultar de utilidad e importancia a la hora de estudiar
la evolucion del tumor luego de que éste haya recibido algin tipo de tratamiento, como lo es en el
caso de BNCT [67]. La comparacion de la intensidad de la fuente de calor metabdlica dentro del
tumor, antes y luego de haber recibido el tratamiento, puede ser utilizada como una medida para
evaluar la efectividad del tratamiento recibido.

Para este problema inverso también vamos a suponer la existencia de una solucién. Es decir
que dado un perfil de temperatura u,,, medido sobre la superficie corporal asumimos que existira al
menos un valor ¢ tal que la solucién u del problema de borde (2.3) considerando la fuente de
calor metabdlico con intensidad igual a g;; dentro la regién tumoral, es tal que u = u,y, sobre I'.
Nuevamente esta suposicién es valida ya que aqui estamos utilizando datos sintéticos.

Sobre el interrogante de la unicidad en la solucién de este problema inverso, podemos probar
que la respuesta es afirmativa. En efecto, supongamos que u' con i = 1,2 son las soluciones del
problema (2.3) o equivalentemente del problema de transmisién

( —GlAuliﬂ—klu’i = q1+kiTp, en Q — o,
—0oAuy+kouy = qy+koTp, en o,
W= ul, sobre dw,
b du
—6, 8371 = —oo5, sobre 00, (3.9)
7618%1 = oa(uy—1T,), sobrely,
a 1
_Glalnl = 0, sobre 17,
{ = Ty, sobre I',.

O sea u' y u? son soluciones de problemas similares cuya tnica diferencia estd en el valor de la
fuente de calor metabdlico dentro de la region tumoral que hemos denotado por g;,. Asumiendo

que u' = u? sobre Iy queremos concluir que g} = g3.

Consideremos la funcién v = u} — u% definida en el dominio Q — ®. Tenemos que esta funcion

satisface la siguiente ecuacion diferencial
—61Av+kiv=0, en Q—O,
y ademas por hipdtesis sabemos que
v=0, sobre I' . (3.10)

Usando esta dltima ecuacion y apelando a las condiciones de borde que satisfacen u% y u% en la
frontera I’y tenemos que
v oul  du?

_— = — _— ) = 1— 2 = =
Glan Gl(an an) o(u; —uy) =ow =0, sobre T'. (3.11)
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Luego, tenemos que v satisface una ecuacién diferencial eliptica con coeficientes suaves (constan-

tes) en el dominio Q —®y que ademéds v=0= g—; sobre I's, luego por la propiedad de continuacién

de borde ! [74], podemos concluir que
v=0, en Q—O. (3.12)

Por otra parte, consideremos ahora la funcién ¥ = ué — u% definida en ®. Esta funcién satisface
la ecuacion diferencial

—Go AT+ ko = g — ¢, en . (3.13)

Ademas, usando el hecho de que 0 =v = u% — u% en QQ — ® y apelando a las condiciones de borde
que satisfacen ) y u3 en la frontera d tenemos que

up=ul =ut = uj, sobre do ,
oul  dul  d  duj
P i ria sobre 0 , (3.14)

lo cual equivale a decir que ¥ = 0 sobre la frontera dw. Por lo tanto ¥ satisface el problema de
borde

{—GoAﬁ—i-koﬁ =qy—q3, eno, (3.15)

v =0, sobre dm,

Ahora como q(l) y q(z) son constantes, podemos asumir que q(l) > q(z) y por el Lema de Hopf [29]
tenemos que

ov

— <0, sobreodw. (3.16)
on

lo cual contradice (3.14). También llegariamos a la misma contradiccion si suponemos q(l) < q(z).
Por lo tanto, es necesario que q(l) = q(z). Es decir que la intensidad interna de la fuente de calor
metabdlico tiene que ser la misma, resultado que implica la unicidad del problema inverso a tratar.

3.3. Resultados Numéricos.

En la seccién previa presentamos y planteamos los dos problemas inversos que resultan de
interés en este trabajo. Ambos problemas fueron planteados de manera tal que cada uno de ellos
consiste en hallar el minimo de una funcién costo Y. De este modo estos problemas inversos
pueden ser vistos como problemas de optimizacion. El objetivo es hallar un conjunto de pardmetros
que sea 6ptimo en el sentido que la solucién del problema de borde asociado a esa eleccién de
pardmetros sea la que minimice la funcidn costo. En resumen, ambos problemas a resolver pueden
escribirse como:

= Hallar p € A4 tal que

p =arg(min ¥(p,u,) ) (3.17)
peA

donde A ={pecR" : p<p<p, Lyu=fy,}

!Para aplicar esta propiedad es necesario que el dominio Q — @ sea un dominio Dini [74]
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La primera restriccion tiene que ver con las cotas inferiores y superiores que deben cumplir cada
uno de los pardmetros o variables, por ejemplo en el caso del problema inverso correspondiente
a estimar la intensidad de la fuente de calor metabdlico, debemos tener en cuenta que su valor
estd restringido a un cierto intervalo. La segunda restriccion es simplemente que se debe cumplir
cierta ecuacion de estado, en nuestro caso el problema (2.3).

En este capitulo para hallar el minimo de la funcién costo utilizaremos un algoritmo deno-
minado Pattern Search [25]. Este algoritmo pertenece a la clase de algoritmos de optimizacién
conocidos como algoritmos de busqueda directa o también llamados de orden cero, ya que no
hace uso de las derivadas para encontrar el minimo deseado, lo cual lo convierte en un algoritmo
de muy facil implementacion. Basicamente, el algoritmo consiste en lo siguiente: dado un punto
inicial, y una vez definidas bajo cierto criterio las direcciones de exploracion o patrén de bisque-
da, estas se utilizan para definir un conjunto finito de puntos factibles en los cuales se realiza la
evaluacion de la funcién F a minimizar. A partir de estos valores se elige el punto en el que se
alcanza el minimo valor observado y asi se define un nuevo punto “inicial” o iterando. Asi por
ejemplo en la k-€sima iteracion tenemos el iterando p; € 4 y un paso & > 0. Con estos datos se
definen de manera sucesiva los puntos p. = px + &d;, i € {1,2,...,n}, donde d; representan la
direcciones de busquedas, hasta encontrar un p tal que F(p) < F(px). Sino se llega a encontrar
p+ tal que F(py) < F(px), se reduce el paso & a su mitad y se continua con el proceso, si por el
contrario se hallé tal punto p, se definen 6y, 1 = & y prs1 = p. . Esta iteracion, descrita aqui en
forma breve y simplificada, se repite de manera sucesiva hasta que J; sea suficientemente pequefio
y por lo tanto no se produzcan cambios considerables en el valor que toma la funcién en el nuevo
iterando. Otra opcidn es parar el proceso una vez que el valor de la funcién F sea menor al de
cierto valor deseado de antemano. Mds detalles sobre este algoritmo asi como también resultados
sobre su convergencia pueden encontrarse en [53, 76].

En resumen, los pasos requeridos para resolver los distintos problemas de optimizacién ante-
riormente presentados son los siguientes:

e Dado un vector inicial de pardmetros p' (para el caso de localizacién p’ = (x',y', z, R'), mientras
que para la estimacion de intensidad del calor metabdlico p' = gj, )

1. Definir los pardmetros de diserio actuales como p = p'.

2. Generar la grilla y las funciones o, k y g correspondientes a la configuracion determinada
por p.

3. Resolver el problema de borde (2.3) para obtener el estado u.
4. Calcular el valor de la funcion costo .

5. Si el criterio de parada es alcanzado, dar como salida los pardmetros actuales como los de
optimo diserio y parar, sino continuar.

6. Actualizar p usando el algoritmo Pattern Search considerando el conjunto de restricciones.

7. Ira?2.

3.3.1. Resultados: PI 1 Estimacion de la posicion y tamaiio del tumor.

A continuacién presentamos algunos de los resultados obtenidos. Estos resultados muestran
que tanto para el caso en 2D como para el 3D es posible determinar los pardmetros buscados
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a partir de la los datos de la temperatura sobre el borde superior del dominio. Mds atin cuando
los datos de entrada fueron contaminados con 10 % de ruido aleatorio uniformemente distribuido,
los resultados obtenidos fueron muy buenos. En el caso en el que a los datos de entrada se les
sumé un 15% de ruido con distribucién uniforme también resultaron ser buenos. En todos los
ejemplos los valores correspondientes a los pardmetros y las dimensiones del dominio fueron
iguales a los valores expresados en la seccidn 2.5. Cabe sefialar que varias corridas del algoritmo
fueron realizadas utilizando diferentes condiciones iniciales aleatorias y en todos los casos los
resultados obtenidos fueron similares.

En la Figura 3.1 se muestra un ejemplo del funcionamiento de la metodologia propuesta para
el caso de 2 dimensiones. El objetivo es localizar un tumor centrado en el punto (0.029, 0.02)
y de radio igual a 0.005. En la Figura 3.1a, se puede ver en color verde el contorno del tumor
que deseamos hallar, en color azul se encuentra graficado el contorno del dato inicial considerado.
A su derecha, en la Figura 3.1, podemos ver la temperatura medida sobre el borde superior I'y
correspondiente a este tumor. Este perfil de temperatura serd utilizado como dato de entrada en
el problema inverso de hallar el tumor. Abajo a la izquierda, en la Figura 3.1c mostramos el
mismo perfil de temperatura pero al que se lo ha contaminado con 10 % de ruido con distribucién
uniforme. Por dltimo en la Figura 3.1d vemos nuevamente en color verde el contorno del tumor
objetivo, en rojo el contorno del tumor hallado considerando los datos de entrada sin ruido y por
ultimo en negro estd graficado el contorno del tumor hallado considerando los datos contaminados
con 10% de ruido. Los valores correspondientes se encuentran en ultima fila del Cuadro 3.1.
Vemos que utilizando la metodologia propuesta es posible determinar la localizacién del centro y
el valor del radio de la regién tumoral con una muy buena precision.

T T T T T
Objetivo
0025 nicial ||

°
2
Temperatura

L L L L L L L L L L L L L
0 0015 0.03 0.045 0.06 0075 0.09 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
X X

36.6 T T T T T T T T 0.03

i
Objetvo
—— Calculado SR
0.025- —— Calculado 10%R 7

0.02 -

> 0015

Temperatura

0.01 -

0.005

L L L L L L L L I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0 0015 003 0045 006 0075 0.09

Figura 3.1: (a)Contorno dato inicial (azul) y contorno del subdominio objetivo (verde).(b) Tem-
peratura sobre la frontera superficial I';. Este perfil de temperatura es utilizado como datos de
entrada. (¢) Datos de entrada contaminados con 10 % de ruido uniformemente distribuido. (d) Di-
ferencia entre el subdominio objetivo (verde), el subdominio hallado utilizando datos de entrada
sin ruido (rojo)y el subdominio hallado considerando datos de entrada contaminados con 10 % de
ruido (negro).
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En el Cuadro 3.1 se listan los resultados del problema inverso relacionado con la localizacién
del tumor en 2 dimensiones. Para el caso en que los datos de entrada no han sido contaminados
con ruido todos los resultados tienen un error menor al 5%. Cuando al perfil de temperatura se
le sumé 10 % de ruido uniformemente distribuido, los valores estimados tienen un error menor al
del 8 %. Por ultimo, cuando a los mismo datos de entradas se los contaminé con 15 % los valores
estimados presentaron un error menor al 12 %.

Datos originales Sin ruido 10 % de ruido 15 % de ruido
X y R X y R X y R X y R
0.040 | 0.020 | 0.003 | 0.0400 | 0.0209 | 0.0003 | 0.0403 | 0.0203 | 0.0029 | 0.0399 | 0.0215 | 0.0028
0.020 | 0.015 | 0.004 | 0.0206 | 0.0158 | 0.0039 | 0.0199 | 0.0162 | 0.0038 | 0.0195 | 0.0168 | 0.0045
0.029 | 0.020 | 0.005 | 0.0289 | 0.0204 | 0.0050 | 0.0290 | 0.0193 | 0.0051 | 0.0286 | 0.0204 | 0.0048

Cuadro 3.1: Estimacién del centro y radio del tumor en 2D. Las diferentes columnas muestran los resul-
tados obtenidos considerando los datos de entrada sin ruido y con 10% y 15 % de ruido uniformemente
distribuido respectivamente.

En el Cuadro 3.2 se pueden observar los resultados relacionados con el mismo problema inver-
so, pero en este caso en 3 dimensiones. Cabe aclarar que en este caso el algoritmo conlleva un
mayor costo computacional, no obstante los resultados siguen siendo muy buenos. Para el primer
ejemplo los errores en los valores estimados son menores al 5 % incluso cuando al perfil de tempe-
ratura sobre la superficie se lo contamind con 10% y 15 % de ruido uniformemente distribuido. En
el segundo ejemplo vemos que los errores en los valores estimados siguen siendo de este orden,
pero cuando se contaminaron los datos de entradas con 15 % los resultados también presentaron
un error del 15%.

Datos originales | Sin ruido 10 % ruido 15 % ruido Datos originales | Sin ruido 10 % ruido 15 % ruido
X 0.030 0.0301 0.0304 0.0298 X 0.020 0.0201 0.0198 0.0191
y 0.030 0.0300 0.0298 0.0303 y 0.015 0.0155 0.0156 0.0159
4 0.022 0.0221 0.0223 0.0231 z 0.019 0.0189 0.0179 0.0160
R 0.005 0.0050 0.0049 0.0048 R 0.006 0.0059 0.0063 0.0069

Cuadro 3.2: Estimacion del centro y radio del tumor en 3D. Las diferentes columnas muestran los resul-
tados obtenidos considerando los datos de entrada sin y con un ruido aleatorio del 10% y 15 % respectiva-
mente.

Observacion: Cabe sefialar que los muy buenos resultados obtenidos se deben en gran medida a
la fuerte restriccién impuesta sobre la clase de funciones para los coeficientes térmicos y para la
fuente de calor metabdlico. Desde el punto de vista matematico, suponer estas funciones como
continuas a trozos implica una reduccién notoria en la dimensién del conjunto de pardmetros
admisibles, que hemos denotado por A4 y donde consideramos la minimizacién del funcional costo.
De esta manera la minimizacién se realiza sobre un conjunto de dimension finita. Esto puede ser
interpretado como una regularizacién de problema mediante discretizacién [28].

3.3.2. Resultados: PI 2 Estimacion de la intensidad de la fuente de calor metabdélico.

Los resultados obtenidos para el problema de estimacion de la intensidad de la fuente de calor
metabdlico en el caso de 2 dimensiones se muestran en el Cuadro 3.3 Nuevamente, se puede
apreciar una gran similitud entre los datos originales y los estimados por el algoritmo. En todos
los casos los valores estimados tienen un error menor al 3 % comparados al del valor exacto.
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Datos originales | Sin ruido | 10% de ruido | 15% de ruido
q0 42000 42000 41881.17 42537.18
q0 37000 37000 37177.50 37632.90
q0 25000 25000 24891.71 25716.82

Cuadro 3.3: Estimacion de la intensidad del calor metabdlico dentro del tumor, caso 2D. En todos los
ejemplos el tumor fue centrado en el punto (0.045,0.02) y su radio igual a 0.005.

Finalmente, en el Cuadro 3.4 se presentan los resultados obtenidos para el problema de la
estimacién de la intensidad de la fuente metabdlica dentro de la regidén tumoral, para el caso de
3 dimensiones. En los ejemplos que se muestran todos los resultados presentan un error menor al
5 % comparados al valor exacto.

Recordemos que este problema es de interés debido a que el conocimiento de los valores de los
parametros térmicos relacionados con el tumor pueden ser de mucha utilidad e importantes para
poder estudiar la evolucién del tumor luego de que éste haya recibido algin tipo de tratamiento,
por ejemplo ver [67]. La comparacién de la intensidad de la fuente de calor metabdlica dentro
de la regién tumoral, antes y luego de haber recibido el tratamiento, podria ser utilizada también
como una medida para evaluar la efectividad del tratamiento recibido.

Datos originales | Sin ruido | 10% de ruido | 15% de ruido
q0 42000 42000 41690.09 40741.71
q0 37000 37000 37957.31 36675.37
q0 25000 25000 24609.03 26307.50

Cuadro 3.4: Estimacién de la intensidad del calor metabdlico dentro del tumor, caso 3D. En todos los
ejemplos el tumor fue centrado en el punto (0.045,0.045,0.015) y su radio igual a 0.005.
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3.4. Conclusion del capitulo

En este capitulo se presentd y desarrollé una metodologia simple para la estimacién de pardme-
tros relacionados con la posicién y tamafio del tumor, como asi también pardmetros fisiolégicos
asociados a la region tumoral. La idea fue utilizar mediciones de temperatura realizadas sobre la
superficie corporal, las que en la prictica pueden ser obtenidas mediante cAmaras termograficas
y a partir de esta informacidn detectar cualquier anormalidad que pueda existir en el interior del
cuerpo. Desde el punto de vista matemadtico los problemas a resolver pueden ser vistos como pro-
blemas inversos. Estos problemas fueron resueltos utilizando un método de diferencias finitas de
segundo orden en conjunto con el algoritmo de minimizacion Pattern Search. Este es un algoritmo
de busqueda directa que no hace uso de las derivadas y por ende es de facil implementacién. Los
resultados obtenidos demuestran la factibilidad de 1a metodologia propuesta. Atn en el caso cuan-
do 10% y 15 % de ruido fue adicionado a los datos de entrada la metodologia estima los diferentes
pardmetros con una muy buena precision tanto en el caso 2D como en el caso 3D.

Los buenos resultados obtenidos se deben en mayor medida a la fuerte restricciéon impuesta
sobre la clase de funciones para los coeficientes térmicos y para la fuente de calor metabdlico.

De acuerdo a los resultados esta metodologia puede ser considerada como una potencial ayu-
da para localizar regiones tumorales, en particular melanomas nodulares, como asi también para
estimar valores de pardmetros fisiolgicos relacionados con las regiones tumorales, valores que
podrian ser de utilidad para estudiar la evolucion de un tumor bajo tratamientos como por ejemplo
BNCT [67].
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Capitulo 4

Localizacion de tumores y estimacion de
parametros: metodologia 2

En este Capitulo presentaremos una segunda metodologia para resolver los problemas inversos
antes tratados. La metodologia que proponemos hace uso de la informacién que provee la derivada
del funcional a minimizar con respecto a las distintas variables a estimar. Para calcular tal deri-
vada, acudiremos a las ideas del anélisis de sensibilidad, ideas que introduciremos a continuacién
analizando un breve ejemplo.

4.1. Introduccion al Analisis de Sensibilidad.

Consideremos una viga de espesor variable e, representada por el intervalo [0, 1], la cual se
encuentra con ambos extremos empotrados y a la que ademas se le aplica una fuerza uniforme f.
La deformacion transversal u := u(e) de la viga es la solucién del siguiente problema de borde:

(Be*u"(x))" = f, en[0,1],
u(0) =u(1) =0, 4.1)

(Be*u")(0) = (Be*u")(1) =0,

donde B es una funcidn positiva que depende de las propiedades del material y la cual asumimos
conocida. Supongamos que disponemos de una cantidad fija de material y estamos interesados
en el disefio de una viga tal que su rigidez sea médxima, teniendo en cuenta la fuerza f que se
le aplicard y la cantidad de material que tenemos a nuestra disposicién. Este problema puede
traducirse en hallar una distribucién para el espesor e, de manera tal que la viga tenga un disefo
optimo en el sentido que su rigidez es la mdxima posible para esa cantidad de material. Para tal
fin, es necesario analizar como varia la flexién o deformacion de la viga de acuerdo a los cambios
que realicemos en la distribucién del espesor y como esto se ve reflejado en la rigidez de la viga.
Para medir como los cambios en el espesor se reflejan en la rigidez de la viga, vamos a considerar
el siguiente funcional:

Ju(e)) = /O ' fule)dx, 4.2)

donde u(e) es la solucién de (4.1). Este funcional, que representa energia externa de deformacion,
puede ser interpretado como una medida de la flexibilidad de la viga o también como una medida
“inversa” de su rigidez. Mientras mayor es la rigidez de la viga menor es el valor que toma el
funcional J. Por lo tanto, debemos hallar e* tal que

J(u(e®)) <J(u(e)), Veec A4,

39
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donde 4 representa el conjunto de espesores admisibles. En este ejemplo vemos como un pardme-
tro o mds precisamente un coeficiente del modelo que describe el sistema que estamos analizando,
resulta de fundamental importancia a la hora de obtener el disefio 6ptimo de este sistema. Tal como
dijimos antes, un cambio en la distribucién del espesor de la viga traerd como consecuencia un
cambio en el comportamiento de la deformacion de la viga y por ende en su rigidez.

El objetivo principal del andlisis de sensibilidad es determinar de manera cuantitativa el cam-
bio en el comportamiento de un sistema cuando, de alguna manera, un conjunto de sus variables
de control son modificadas.

En el ejemplo anterior la variable de disefio o control era un coeficiente de la ecuacién di-
ferencial, otra de las posibilidades es considerar la geometria del dominio 2, donde el sistema
esta definido, como la variable de disefio o control. Este caso es conocido como analisis de sensi-
bilidad al cambio de forma. Aqui el problema tipico es hallar la forma del dominio que es 6ptima
en el sentido que minimiza un funcional costo apropiado. En muchos casos, el funcional consi-
derado depende de la solucién de un problema de borde definido justamente en dominio variable.
Por ejemplo, en [32] se considera un problema inverso en el drea de acustica y cuyo objetivo es
hallar la forma de un objeto inmerso en un medio acustico. La forma 6ptima del objeto es la que
minimiza un funcional que mide la diferencia entre la sefal de scattering correspondiente a una
solucién de prueba y mediciones que contienen datos de la sefial real medida en ciertos puntos. La
sefal de scattering satisface la ecuacién de onda con condicidn de radiaciéon de Sommerfeld en el
infinito. Otro ejemplo que podemos mencionar estd relacionado con el disefio aerodindmico. Un
problema tipico es el de encontrar la forma 6ptima de la superficie de elevacién correspondiente
al ala de un avién. El funcional costo en este caso depende de las variables que representan el
flujo sobre la superficie del ala y estas variables son a su vez la solucién de un problema de flujo
que puede estar gobernado por la ecuacion de Euler o Navier-Stokes. En ingenieria mecdnica, la
aparicién y seguimiento del crecimiento de una fractura en un cuerpo eldstico puede ser interpre-
tado como un cambio en la forma del objeto y de esta manera es posible calcular la velocidad
de liberacién de energia. El funcional costo aqui es la energia potencial eldstica del sistema y el
problema variacional responde a una ecuacién de equilibrio del cuerpo eléstico [33, 66].

Lo que tienen en comiin todos los problemas anteriormente mencionados, es que pueden ser
planteados como problemas de optimizacion. El objetivo en estos problemas es hallar un conjunto
de pardmetros, llamados variables de disefio o de control, las cuales dan el valor 6ptimo de una
funcién costo apropiada que mide, de alguna manera, la eficiencia del sistema en estudio. A su
vez, el sistema estd gobernado por un problema de borde llamado problema directo o ecuacién
de estado y las variables de esta ecuacion fundamental son llamadas variables de estado. General-
mente la funcidn costo a minimizar depende de estas variables de estado. Por lo tanto, la ecuacién
de estado puede ser vista como una restriccion a la que esta sujeta la minimizacién del funcional
costo.

Si el problema es diferenciable, algoritmos basados en el cdlculo del gradiente son general-
mente utilizados para resolver estos problemas de optimizacién. Ademads del calculo del valor de
la funcién costo y de las restricciones, estos métodos requieren el cdlculo de las derivadas con
respecto a las variables de disefio. En este Capitulo utilizaremos herramientas del analisis de sen-
sibilidad para resolver los problemas inversos que hemos presentado en el Capitulo 3. Recordemos
que en la seccion 3.3 hemos reescrito ambos problemas inversos como problemas de optimizacion.
Por lo tanto, la idea aqui es calcular la derivada de los funcionales costo utilizando las técnicas de
andlisis de sensibilidad. Por simplicidad comenzaremos con el problema que hemos denominado
PI 2 y que consiste en hallar el valor correspondiente a la intensidad de la fuente de calor me-
tabolico dentro del tumor. En este caso la variable de disefo es la fuente de actividad metabdlica,
de manera tal que la sensibilidad est4 asociada a la variacién de un coeficiente o pardmetro de la
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ecuacion de estado. Luego, trataremos el problema de la localizacién de la region tumoral. En este
caso la variable de disefo es el dominio donde esté definido el problema, por lo tanto introducire-
mos el concepto de derivada de forma con el objetivo de calcular la derivada del funcional costo
con respecto al dominio.

4.2. Analisis de sensibilidad al cambio en los parametros.

Imaginemos estar estudiando un fenémeno que es modelado a través de una ecuacién diferen-
cial y supongamos que el conjunto de variables de disefio o control estd compuesto por pardmetros
o coeficientes que definen la ecuacién diferencial. Denotemos este conjunto de pardmetros de con-
trol por un vector p = (py,..., p4). De manera general, podemos plantear el problema como:

{ Hallar u), tal que (4.3)

ap(”wv) = lp(v)v Vve W(Q),

donde W (Q) es un espacio de Hilbert apropiado, a,(-,-) es una forma bilineal simétrica, coer-
citiva y continua, y /,(-) una forma lineal continua. Con el subindice p queremos enfatizar la
dependencia de a(-,-), [(-) y u en el vector de pardmetros o variables de disefio p.

Supongamos ademads que para este sistema tenemos un funcional costo Y, por ahora genérico,
que depende de los pardmetros p de manera explicita pero también de manera implicita a través
de la solucién del problema variacional (4.3). Por lo tanto tenemos

V(p) =" (p,up). (4.4)

El objetivo es encontrar un vector de parametros o variables de disefio p* € 4, donde A4 esta defi-
nido como el conjunto de variables de disefio admisibles, tal que:

v(p*) <w(p), VpeAa (4.5)

Observemos que resolver este problema conlleva a los siguientes: (i) existencia de un vector de va-
riables de disefio 6ptimo, (i) dar una caracterizacion de los posibles vectores de variables 6ptimos
y (iii) construccion de un algoritmo que calcule el o los vectores con las variables de disefio Opti-
mos. Estos dos tltimos problemas estdn estrechamente relacionados con el cdlculo de la derivada
de la aplicacion:

p—Vy(p) ER. (4.6)

Consideremos entonces, una perturbacion en el vector de pardmetros del tipo
pi=p+tV, teRT, 4.7)

donde V = (8p1,0p2,...,0,pm) yRT ={r €R : t > 0}.
Cabe sefialar que para una perturbacién suave mds general, apelando al desarrollo de Taylor
tenemos que

p(t) = p(0)+ p'(0)t + O(r*) = p+1V + O(£*)V,

y para el cdlculo de derivadas de primer orden los términos de O(#?) son despreciables, con lo cual
basta considerar una perturbacién del tipo (4.7).
Teniendo en cuenta esta perturbacion, la nueva respuesta del sistema es la solucion del siguien-
te problema:
Hallar u tal que
{ p+tV q ( 4. 8)

ap+tV(up+tV7V) = lp+tv(v), Vve W(Q)



42 CAPITULO 4. LOCALIZACION: METODOLOGIA 2

y el nuevo valor del funcional costo estd dado por
Y(p+tV)=¥(p+tV,upiv). (4.9)

Tenemos entonces, que la sensibilidad del funcional W, causada por una perturbacién en las
variables de disefo en la direccién V, esta dada por
y(p+1V) —y(p)

Y(p;V) =lim : (4.10)
t—0 t

si este limite existe. En el caso que este limite exista para todo campo V, lo llamaremos derivada
del funcional con respecto a las variables de disefio.

4.2.1. Una metodologia para calcular la derivada con respecto a las variables de
diseno.

En esta seccién mostramos como calcular la derivada con respecto a los pardmetros de disefio
(4.10) utilizando el denominado método adjunto. Asumiremos que todas las funciones y funciona-
les tienen la regularidad suficiente de manera tal que el desarrollo que presentamos tenga sentido.
Para un andlisis riguroso de estos temas puede verse [70].

De acuerdo a lo visto en la seccién previa la derivada de la funcién costo con respecto a las
variables de disefio, en la direccion de perturbacion V, estd dada por

dy

V(pV)=—(p+1V),.

Con el objetivo de simplificar la escritura vamos a adoptar la siguiente notacion:

a; (uh V) = dp+tv (uertV ) V)a (4.11)
Lv) = lv(v), (4.12)
Y(t,u) = Y(p+tViupw). (4.13)

Ladireccion V en la que se calcula la derivada serd clara a partir del contexto en el que estemos tra-
bajando. La situacién original se recupera cuando f = 0, obteniendo ug = u, y ¥(0,up) =¥ (p, u,).

Recordemos que en la seccion anterior remarcamos que el funcional costo depende de p, tanto
de manera explicita como de manera implicita a través de la solucién del problema variacional
(4.3), con lo cual tenemos que:

. d¥
W(psV) = d¥(p,up:V) = — - (tur)) - (4.14)

Ahora, si la funcién ¥ : R x W(Q) — R es derivable Fréchet, y por lo tanto Gateux, de acuerdo a
los resultados listados en el apéndice, tenemos que

d¥ d¥ d¥Y

Z(Iaul‘)\,:o = z(taup)h:o + z(p,ut)\,:m (415)

donde los términos derechos de esta ultima ecuacién estin definidos por:

d¥ Y -¥
)., = lim T 2O

— ¥ (p.uV). 4.16
o lim " (p,u;V) (4.16)

Notemos que hemos considerado u € W(Q) fija, es decir, esta es la derivada parcial de ¥ con
respecto a la primer variable p.
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Por otra parte, aplicando la regla de la cadena, tenemos:

d¥ ¥(p,u;) —¥(p,up) ¥

Z(pvut)‘;:():}l;n% t . E(p7upau)7 (417)

donde u es la variacién de la respuesta u, debida a la perturbacion V y la cual viene dada por el
limite

oW u
11m||% — ]| () = 0. (4.18)

t—0
Entonces, de acuerdo a las ecuaciones (4.15), (4.16) y (4.17) podemos reescribir la derivada
de la funcién costo con respecto a las variables de disefio como

. 0¥ .
Y(psV) =¥ (p,up:V) + o (pyupsit) (4.19)

Con lo cual, para obtener  necesitamos calcular i, ya que es el tnico término desconocido en
esta ecuacion. Para esto derivamos la ecuacidn de estado con respecto a ¢ y evaluamos en ¢t = 0:
d
— ilt V'V
‘t:O dt ( ’ )
De manera similar a lo realizado con la funcidn costo, podemos definir las siguiente derivadas
parciales de la forma bilineal y lineal:

d
Eat (e, v;V)

‘t:O °

ar(u,v)—a(u,v) d

! ; = i =— ;
a'(u,v;V) lim ; dz“f(”’v’v)":“
da, .o . a(u,v)—a(,y) .
a(u,v,u) = }1_%% =a(u,v),

vy e kW) —Iv) d
I'(v;V) = }g%f = Elz(V,V)\,zo-

Luego, asumiendo que estas derivadas son lineales y continuas en la direccién de la perturbacién
V, derivando la ecuacién de estado obtenemos

d d
Ea,(ut, viV)i, Elt(v;V)h:O,
d(up,v;V)+a(i,y) = I'(nV).
Para evitar el célculo de #, definimos la siguiente ecuacién adjunta [31]:
Hallar A tal que
¥ (4.20)

a(MA) = —g(p,up;i), Vie W Q)

La soluci6n de esta ecuacion, denotada por A, se denomina estado adjunto. Como la ecuacién es
vdlida para todo A € W(Q), en particular es valida si consideramos A = i y usando la simetria de
la forma bilineal y la ecuacion (4.20), tenemos:

¥ , ,
—E(p,ul,;u) =a(u,\) =I'(MV)—d (u,, V). 4.21)

Finalmente, reemplazando esta dltima expresion en (4.19) podemos expresar la derivada total de
la funcién costo como:

(P V) = (poups V) +d (up, V) =" (L), (4.22)

donde A es la solucién del problema adjunto (4.20). Por lo tanto, para calcular la derivada de la
funcién costo con respecto a los pardmetros de disefio utilizando el método adjunto, no es nece-
sario calcular #, sino que simplemente debemos resolver el problema original (4.3) y el problema
adjunto (4.20).
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4.3. Analisis de sensibilidad al cambio de forma

En esta seccidn presentamos los conceptos fundamentales para calcular la derivada con res-
pecto al cambio en la forma del dominio donde estd definido el problema que se esta estudiando.
Desde el punto de vista matemaético este caso es mds complejo que el de la sensibilidad al cam-
bio en los coeficientes que aparecen en la ecuacion diferencial. La presentacion serd desarrollada
siguiendo las ideas explicadas en la seccién previa.

Supongamos que el fendmeno o sistema que estamos estudiando estd gobernado por el si-
guiente problema:

(4.23)

Hallar ug € W(Q) tal que
ag(ug,v) =Ilo(v), Yve W(Q),

donde W () es un espacio de Hilbert apropiado, aq(-,-) es una forma bilineal simétrica, coer-
citiva y continua, y lo(-) una forma lineal continua. Con el subindice Q queremos enfatizar la
dependencia de a(-,-), [(-) y u en el dominio Q.

Al igual que en la seccién previa asumimos que para este sistema tenemos un funcional costo
Y que depende de Q2 de manera explicita y también de manera implicita a través de la solucién del
problema (4.23). Por lo tanto tenemos

W(Q) = ¥(Q, uq). (4.24)

El objetivo es encontrar un dominio Q* perteneciente a una familia 4 de dominios admisibles
tal que:
y(Q") <wy(Q), VQeA. (4.25)

Nuevamente, notemos que hallar un dominio 6ptimo implica los siguientes problemas: (i) existen-
cia de un dominio 6ptimo, (i) dar una caracterizacion de los dominios éptimos y (iii) construccion
de un algoritmo que calcule el o los dominios éptimos. Estos dos tltimos problemas estdn asocia-
dos con el célculo de la derivada de la aplicacién:

Q= y(Q)ER. (4.26)

Un inconveniente para definir tal derivada es que el conjunto A4 carece de una estructura de espacio
vectorial. Una manera de resolver esto es utilizar el método propuesto originalmente en [81] y
también desarrollado en [41], conocido en la literatura como “speed method”. La idea central del
método consiste en: dado un campo vectorial V : R” — R”", definir un mapa desde el dominio de
referencia  a un nuevo dominio perturbado de la siguiente manera

x=px)=x+1tV(x), reR". 4.27)

donde R = {r > 0}. En palabras, este método simula un transformacién gradual en la forma del
dominio de referencia, de acuerdo a una direccidn conocida V, a un dominio perturbado definido
por:

Q={xeR":IxcQ, x=p/(x)},

0Q, ={x, e R": Ix€9Q, x, = pi(x)}.

En esta nueva configuracién perturbada €, debemos considerar una nueva ecuacion de estado:

Hallar ug, € W() tal que
aq, (ug,,v) =lg,(v), Yve W),
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Aqui ug, es la respuesta del sistema en la nueva configuracién perturbada €, y el nuevo valor de
la funcién costo estd dado por

y() =¥(Q,ug,).

De esta forma, tenemos que la sensibilidad de y causada por una perturbacién del sistema en
la direccion del campo V es

I @28)
f—s
~ i ‘P(Q“”QJI‘T(Q’”, uo, € W(Q), ue W(Q). (429

Hay que resaltar que en la expresién de arriba los elementos u y ugq, pertenecen a espacios to-
poldgicos distintos. Una manera util de calcular (4.28) se obtiene utilizando el mapa definido en
la ecuacion (4.27) de manera tal de transformar todas las expresiones definidas en la configura-
cién €, a expresiones definidas en la configuracion de referencia . Por ejemplo, la solucién a la
ecuacion de estado serd ahora

Uy (x) = ug, (p:(x)) = ug, (x;), (4.30)

funcidn definida en el dominio de referencia Q, es decir u, € W(Q). Por su parte, la funcién costo
estd ahora definida por

Y(Q,t,u;) :=W(Q,ug,) =Yg, o p:(Q). (4.31)

La situacion original se recupera cuando ¢ = 0, obteniendo up = uq =: u'y ¥(Q,0,up) = ¥(Q,u).
Realizando el mismo cambio de variables la ecuacion de estado puede ser reescrita como:

{ Hallar u, € W(Q) tal que (4.32)

a;(up,v) =1Lv), Vve W),

donde a, : W(Q) x W(Q) — Ryl : W(Q)— R. Finalmente la sensibilidad de y causada por
una perturbacion del sistema en la direccién de V estd dada por
Y(Q,t,u) —V(Q,0,u)

(V) = }irré ; , u,u € W(Q). (4.33)

si este limite existe y lo llamaremos derivada de forma.

4.3.1. Una metodologia para calcular la derivada de forma.

Como vimos en la seccidn previa, el método propuesto en [81] conocido como “speed method”
puede ser interpretado de la siguiente manera. Dada una direccién de perturbacion V, la variable
de disefio Q esté controlada de manera dnica por el pardmetro t € R*. De esta manera la derivada
de forma de la funcién costo, en la direccidn del campo vectorial V, es simplemente

d
W(Q,V) = a‘l’(t,ut) ‘t:() . (434)

Notemos que no hemos escrito Q en el término derecho de ecuacion (4.34) ya que ahora todas
las expresiones estdn definidas en el dominio de referencia Q.
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4.3.1.A. Operaciones basicas de derivacion.

Para escribir en forma explicita la expresién para la derivada de forma (4.34) es necesario
utilizar ciertas operaciones bdsicas de derivacidn, las cuales serdn listadas a continuacion para
facilitar la lectura del trabajo.

Recordemos que el mapa que transforma el dominio de referencia Q en un dominio perturbado
€, estd dado por la ecuacién

3 = pilx) = x+1V (%),

donde V(x) es un campo vectorial suficientemente regular definido en un abierto que contiene al
conjunto Q. Este campo vectorial describe la velocidad de cada punto en el instante z. La derivada
de este mapa con respecto a un punto material x es:

Dp;(x) = (Id +tDV ) (x) =: F(x).

Utilizando esta ultima ecuacién y apelando a resultados conocidos, obtenemos las siguiente iden-
tidades:

o F ' =1d—tDV+0(t?) y porlo tanto F,_, = F_} = Id,

4
dt
4
dt

(F) =DV,

(F 1), =—DV,

‘t:0

e det(F,) =det(I+tDV) =1+t tr(DV)+ O(t?) = 1 +t div(V) + O(¢?),

o idet(F,)

” div(V),

|t:0 =
o det(F ") =det(Id —tDV + O(1*)) = 1 —t div(V) + O(t?),

d _
o S (de(F)

o dx; =det(F,)dx,

=—div(V),

li=0

o dI', = ||F;"||det(F,)dT,
d _
o ~(F M)z = —M.(DV)"n,

o I lder (), , = —n.(DV)0 + div(V) = dive(V).

Teniendo en cuenta los resultados listados arriba, a continuacién mostramos cémo derivar
funciones que pueden estar definidas por integrales en el dominio Q o integrales sobre su frontera
o parte de ésta, la que denotamos por I'.

Caso 1: Sea ¢ una funcién definida por

0= [ ot dx
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donde ¢ es una funcién suave definida en Q. Utilizando el mapa (4.27), tenemos la familia de
funcionales que dependen del pardmetro ¢ dada por

o = /Q[ ©q, (x;) dx;.

Denotando por @;(x) = (Qg, © p;)(x) = @g, (x+1V (x)), funcion definida en el dominio de referen-
cia £, tenemos la nueva familia

o = /Q 0, (x)det(F) dx.

Luego, la derivada de ¢, con respecto at, ent = 0y en la direcciéon V, estd dada por:
; d
o = (| otoden(r)an),,
d
= [ @ der(R)),, dx

= [ (@@ +o0) div(v) dx)

Caso 2: Sea ¢ una funcién definida por

0= [ Lwar

donde { es una funcion suave definida en I'. Nuevamente, mediante la aplicacién del mapa (4.27),
consideramos una familia de funciones que depende de ¢ definidas por

¢t = Ct(xt) L.
I

Transformando estas funciones al dominio de referencia €2, tenemos que la derivada de ¢, con
respecto at,ent =0y en la direcciéon V, estd dada por:

o = S([Lwdam)|E ] ar),,
= [ S de®)E ), dr

= [ (&) +80x) dive(v)) dr

4.3.1.B. Calculo de la derivada de forma.

Consideremos un funcional costo que dependa explicita e implicitamente del dominio €, el
caso mds general es del tipo

W(Q) = ¥(Q,uq) = /Q G (ua)dx + /F 9(ug) dT . (4.35)

Utilizando los resultados presentados anteriormente podemos calcular la derivada de forma (4.34)
para este funcional costo como mostramos a continuacion:

d
Y(QV) = 0 —¥(t,u) |i=0 (4.36)
= / (Gi(u;)det(F;)) dx—l—/ ], (uy)det(F)||F,~ n||)

dt
g u) div(V dx+/ u) divp(V)) dTU.
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Observemos que las funciones G, (u;) = G(t,u;) y % (u;) = J(¢,u,) dependen explicita e impli-
citamente de 7. Por lo tanto, de manera similar a lo realizado en la seccién (3.2.1) podemos escribir

G) = G+ (i, @37)
Ju) = ]’(u)+gi(u;u), (4.38)

donde # es la variacion de la respuesta u debida a la perturbacion V dada por el limite

Ifm | uy (x) — u(x)
t—0 t

—u(x;V) ||y =0, (4.39)

y la que usualmente se denomina derivada material.

Observemos que a partir de las ecuaciones (4.36), (4.37) y (4.38), al igual que para la derivada
con respecto a los parametros de disefio, obtenemos que la derivada con respecto a la forma puede
escribirse como

W(Q;V) =9 (0,u;V) + %\3(0, u;it). (4.40)

Nuevamente, para obtener \f es necesario conocer i#. Al igual que para el caso en que las
variables de disefio eran los coeficientes de la ecuacidon, derivamos la ecuacidén de estado con
respectoat,ent = 0:

41wy

d
—a (u,v;V)|_, = o

dt

Asumiendo que estas derivadas son lineales y continuas en la direccién de la perturbacion V tene-
mos que

‘r:() :

%a,(ut,v;V)‘rZO = %l;(v;V)\,ZO, (4.41)
d(u,v;V)+a(u,y) = I'(n;V). (4.42)
nuevamente, para evitar el cdlculo explicito de #, definimos la siguiente ecuacién adjunta:
Hallar A tal que
a(\ k) = —?::(o,u;m, ViewQ) . (443)

Como la ecuacién es vélida para todo A € W (Q), en particular es vdlida si consideramos A=y
usando la simetria de la forma bilineal y la ecuacién (4.42), obtenemos

¥ . . , ,

—a—(O,u;u) =a(u,\) =U'(MV)—a (u,M;V). (4.44)
u

Finalmente, reemplazando esta ultima expresion en (4.40) podemos expresar la derivada de la
funcién costo como:

Y(V) = (u;V)+d (u, V) = I'(A;V), (4.45)

donde u es solucién de (4.23) y A es solucién del problema adjunto (4.43).

Por lo tanto, para calcular la derivada de la funcién costo con respecto a cambios en la forma
del dominio, al utilizar el método adjunto no es necesario calcular i, sino que simplemente debe-
mos resolver la ecuacion de estado para u, la correspondiente ecuacién adjunta y luego evaluar las
expresiones ¥, a' y I'.
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Observacion: utilizar el método adjunto para evitar el calculo explicito de i es similar a emplear
el método de Lagrange. En efecto, consideremos la funcién costo (4.24) a la que le sumamos la
ecuacion de estado (4.23) como una restriccién, quedando asi definido el Lagrangiano:

L(Q,w,T) =¥(Q,T)+a(w,1)—I(1), (4.46)
Utilizando el mapa (4.27), tenemos la familia que depende del pardmetro ¢
LN(Q,wa, Tq,) = ¥(Q, wa,) +ag, (we,, Te,) —lo,(Ta,) -

Ahora, realizando el cambio de variables de manera tal que todas las expresiones queden definidas
en £, tenemos:
[4(W¢,T[> :lP(t,W[)—"at(Wt,'tt)—l[(Tt). (447)

Observemos que para w; = u; solucién de la ecuacién de estado, resulta
L (g, 1) = V(8 uy). (4.48)

Fijada una direccién de perturbaciéon V y asumiendo suficiente regularidad en cada uno de los
términos tenemos que la derivada de £, respecto a ¢, en t = 0, estd dada por:

. 0L oL
VY — £ (w1 . i
LwT,V)=L(wT,V)+ " (w, T3 W) + 3 (W, T;%). (4.49)

Donde, de acuerdo a la definicién del Lagrangiano (4.46), tenemos

%f(w,’c;‘t) = a(w1)—1(%), (4.50)
gj(w,t;w) = g‘fvl(o,w;w)m(w,r). 4.51)

Luego, si a estas dos tltimas ecuaciones las evaluamos en w = u solucion del problema (4.23) y
en T = A solucién del problema adjunto (4.69) obtenemos

aafw,x;x) = a(u,\)—I(A) =0, (4.52)
gi(u,k;u) _ %(0,u;d)+a(u,k):0. (4.53)

Por lo tanto, de (4.49), (4.52), (4.53) y (4.22) concluimos que
L(Qu,\V) = L'(u,\V)
= WY0,u;V)+durV)-I'(MV)
= Y(QV).

4.4. Resolucion del problema: PI 1

4.4.1. Calculo de la derivada de forma

A continuacion utilizaremos los resultados obtenidos en la seccidn previa para calcular la
derivada de forma para el caso de nuestro problema particular que hemos denominado PI 1 y que
consiste en estimar la localizacién y tamaiio de la regién tumoral.
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En términos matematicos, estamos interesados en hallar un subdominio ®* C Q, el cual repre-
senta la region tumoral dentro del cuerpo y sobre el cual asumimos que se encuentra alejado de
la frontera, esto es dist(Q,®") > € > 0. De esta tdltima suposicién vamos entonces a considerar
que dQ se mantiene fija durante todo el proceso, esto es dQ, = dQ,Vr € R y s6lo movimientos
dentro del dominio estdn permitidos. Asi, la diferencia entre Q y €, es simplemente la localizacién
y forma de los respectivos subdominios ® y ;. Uno puede imaginar que el dominio estd hecho
de un material maleable el cual se encuentra fijo en sus extremos pero pude ser deformado en su
interior. Con este propdsito consideraremos V tal que su soporte esté incluido en Q. Mds adelante
se dard una definicién exacta del campo vectorial V.

En nuestro problema la funcién costo a minimizar es:

1
Y(@) :=¥(uo) = 5 /F v(”m — Ugyp)?dT, (4.54)

y representa el error o diferencia entre un perfil de temperatura u,,, medido experimentalmente so-
bre la superficie corporal y la solucién ug, del problema de transferencia de calor 2.3 considerando
el subdominio ®. Cabe sefialar que hemos denotado u, en lugar de uq ya que para este problema
Q esta fijo, y por lo tanto u depende precisamente del subdominio ®. También, notemos que en
este caso la funcién costo W no depende de manera explicita en el dominio €, ya que su frontera
estd fija durante todo el proceso y por lo tanto el borde superior I'y es mantenido fijo durante todo
el proceso. De esta manera, la ecuacién (4.40) se reduce a

y(w;V)=du,\V)-1'(\V), (4.55)

entonces s6lo debemos calcular las expresiones @' (+,-) y '(+).
Para transformar las ecuaciones al dominio de referencia 2, hacemos uso del mapa

X =p(x) =x+1tV(x),

su jacobiano
Dp;(x) =1d +1tDV (x) =: F(x)

y de los resultados presentados en la seccion 4.3.1.
De acuerdo a las ecuaciones (2.17) y (2.18) tenemos que la forma bilineal y la forma lineal
quedan definidas por:

a(u,v;V) = /Q[GI(V”szl)-(VVthl)+k;uv]detF;dx—i—oc/r uvdetF;||F;~T| ar,

L(nV) = /thvdemdxw(ra—n)/rvdetEHE—THdr.

Luego, teniendo en cuenta las definiciones (4.20) y (4.20) las derivadas de estas expresiones
tiene la siguiente forma:

d
du,v;V) = / - [0/(VuF,").(VvF ") + kuv] det Fy },_ dx (4.56)
Q
d _
vo | o (@t T

d d
I(nV) = / L (qvdetR),  dx+a(T, — Ty) / S (detB|FT]), AT, (4.57)
adt r, dt
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d
Ahora, usando el hecho que supp(V) C €, tenemos que E(Ft) =DV =0y div(V) =0 sobre
0Q, con lo cual
d
[ WS @I T, =0, V() € V().
I

y entonces las expresiones (4.56) y (4.57) se transforman en:
d
du,v,V) = / E{[cs,(VuF;l ).(VvE ) + kuv] det F},_dx, (4.58)
Q
d
I'(wv) = / —(gqvdetF,),_,dx. (4.59)
Qdt -
Asumiendo que el mapa p; : Q — €, es ademas de regular, inyectivo y tal que
pt(o) = o = 0,
tenemos por ejemplo:

Gy SI x€w;

Gt(x):(cgtop,)(x):{ VteR" >0,

o Si xEQ—

donde my es el subdominio original incluido en Q. Por lo tanto, la conductividad G; es contante
con respecto a la variable ¢ y asi

d
£6,=0.
ar’

El mismo resultado es vélido para los coeficientes k; and g;. De esta manera las expresiones (4.58)
y (4.59) pueden ser reescritas como

d d
du,v;V) = / o—[(VuF, ").(VvF, ') detF]|,_ dx+ / kuv—(detF)|,_, dx, (4.60)
o dt = Q dt =
d
I'omv) = /qv—(detF,)M dx. (4.61)
Q  dt =
Finalmente, de las identidades listadas en la seccién 4.3.1.A , obtenemos:
d(u,v;V) = /G[—(VuDV).Vv—Vu.(VvDV)—l—Vu.Vv div(V)| dx (4.62)
Q
+/ kuv div(V) dx,
Q
I'(vv) = /qv div(V) dx. (4.63)
Q

Por lo tanto, de (4.55), (4.62) y (4.63), la derivada de forma de la funcién costo (4.54) estd dada
por:

Y(oV) — /Q S[— (VuDV).Vh — Vui.(VADV) + Vi. VA div(V)] dx (4.64)
—i—/gku?» div(V) dx—/gql div(V)dx ,

donde u es la solucién de (2.3) en el dominio de referencia y A es la solucién del correspondiente
problema adjunto (4.43).
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4.4.2. Resolucion numérica.

En esta parte discutimos la aproximacion numérica utilizada para calcular la derivada de forma
utilizando el método adjunto. Describiremos cada uno de los ingredientes necesarios para calcular
ésta derivada: la resolucion numérica del estado primitivo u y del estado adjunto A, la parametri-
zacion del subdominio ® y la definicién del campo vectorial V.

Tanto para el caso de resolver el problema (2.3) y asi obtener el estado u como el caso de
resolver su correspondiente problema adjunto y obtener A, hemos considerado un esquema de
diferencias finitas de segundo orden siguiendo las ideas presentadas en el Capitulo 2.

Nuevamente, motivados por el hecho de localizar melanomas nodulares, asumiremos que el
tumor tiene una forma esférica. Por lo tanto para predecir la posicién y tamaiio es necesario de-
terminar el centro y radio de la circunferencia. De esta manera, las variables de disefio para este
problema son la coordenada horizontal x. y la coordenada vertical y, que determinan el centro del
tumor como asi también el radio R del mismo. Desde el punto de vista matematico esta suposicion
sobre la forma del tumor implica una reduccién notable en la dimensién del conjunto de domi-
nios admisibles, A4, donde minimizaremos el funcional y. Bajo esta hipdtesis este conjunto queda
definido como:

A={0=B(x:,ye;R) 1x; <xe <Xuy Y1 <Ye <yu, 0<SR<R,}

donde B(x,y.;R) denota la circunferencia centrada en el punto (x.,y.) y de radio igual a R, los
valores x;, x, son cotas inferiores y superiores par la variable x y los mismos para y;, y, y R,

Para cada variable de disefio hemos definido un campo vectorial particular V en Q. Sin em-
bargo, todos los campos comparten el hecho de que han sido definidos por partes, tomando cierto
valor dentro del subdominio ® y por extension fuera de este ®. Hemos consideramos una exten-
sién en forma de anillo y también que el campo vectorial se anula fuera de éste (ver Figura 4.1).
De esta manera, tenemos que supp(V) C € como supusimos en la seccion previa. Para la variable
de disefio x, consideraremos el siguiente campo

Vint(xvy) si (X,y) 66;
V(x,y) = :
{Vext(xay) 1 (x,y)E.Q—(D,

donde Vi (x,y) = (1,0) para todos los puntos que estdn dentro de la circunferencia y V,,, es una

extension regular. En este trabajo hemos escogido construir la extension de cada campo vectorial
siguiendo las ideas que se presentan en [55] y que consideran la siguiente extension:

Vit (x y)< oy >
int\As . N R
dist((x,y),R)P
Vour (x,y) = 7 ((xy )Wg) , (4.65)

dist (x,3) R)P  dist((x,y), Rox)P

donde:

® x., y. denotan las coordenadas del centro de la regién tumoral ®, mientras que R denota su
radio,

e R,y es un nimero real a ser elegido y tal que 0 < R < Ry,

e dist ((x,y),R) denota la distancia del punto (x,y) € Q —® al borde de la circunferencia de
radio R,
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e dist ((x,y),Re.y) denota la distancia del punto (x,y) € Q — ® al borde de la circunferencia de
radio R,

e wi, wo y P son pardmetros a ser elegidos.

La funcién de los parametros wi, wy y B, es de controlar la regularidad del campo vectorial y
determinar que partes del dominio contribuyen significativamente en la expresion de V, para méas
detalles ver [33].

De manera similar, para la variable y. consideramos el siguiente campo vectorial:

Vixy) = {V,-m(x,y) si (x,y) €

Ve (X,y)  si (x,y) € Q— 0,

donde Vi (x,y) = (0,1) y V,y estd definido por (4.65). Finalmente para la dltima variable de
disefio, el radio R, el campo vectorial en el interior de la circunferencia es Vi, (x,y) = (*5<,25*)
mientras que V,,, también esta definido de acuerdo a la expresion (4.65).

Supp(V)

Figura 4.1: El campo vectorial Vj,; definido en la regién tumoral ® (regién en negro), es extendido
a un campo vectorial V definido en todo el dominio Q, pero tal que supp(V) C Q.

Luego de todas las consideraciones realizadas, el problema de hallar la localizacién y tamafio
del tumor puede ser planteado como el siguiente problema de optimizacion:

Minimizar y(x.,yc,R)
sujeto a
(xcawa) €eC

donde C es un conjunto cerrado y convexo en R? definido por
C={(xy,2) €R® 1y <x<x0, <y <y, u <2< 2}

Recordemos que la restriccion impuesta por la ecuacion de estado ha sido eliminada utilizando el
problema adjunto.

Para resolver el problema de optimizacién hemos implementado un método de gradiente para
problemas en conjuntos convexos siguiendo las ideas descritas en Birgin et al. [13]. A grandes
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rasgos, este algoritmo combina el método del gradiente proyectado [12] y agrega dos nuevas ca-
racteristicas. La primera, es que extiende las estrategias tipicas de globalizacion asociadas a estos
métodos al caso de linea de bisqueda no mondtona siguiendo el esquema desarrollado por Grip-
po et al. [38] para el método de Newton. En segundo lugar, también utiliza la eleccién del paso
introducida en 1988 por Barzilai y Borwein [10] y conocida como método espectral. Esta elec-
cion de paso requiere de un pequeiio trabajo computacional pero ayuda a acelerar notablemente la
convergencia de los métodos de gradiente.

En resumen, los pasos requeridos para resolver el problema de optimizacién de forma son los
siguientes:

= Dado un conjunto inicial de pardmetros py = (xo,0,Ro):

1. Definir los pardmetros de diserio actuales como p = py.

2. Generar la grilla y las funciones G, k y q correspondientes a la configuracion determinada
por p.

3. Resolver el problema de borde para conocer el estado u y resolver el problema adjunto para
conocer el estado adjunto \.

4. Calcular el valor de la funcion costo .

5. Si el criterio de parada es alcanzado, dar como salida los pardmetros actuales como los de
optimo disefio y parar, sino continuar.

6. Calcular las derivadas y(®; Vi), para k = 1,2,3.
7. Calcular el paso €, considerando el conjunto de restricciones, y actualizar p.

8. Ira?.

4.4.3. Resultados.

En esta parte del trabajo presentamos algunas simulaciones para mostrar el funcionamiento
del algoritmo a la hora de estimar la posicién y radio del tumor. En todos los casos los valores de
los pardmetros fisioldgicos fueron iguales a los considerados en la seccién 2.5. Las dimensiones
del dominio Q en todos los ejemplos que se presentan son 0,09 x 0,03[m]. El subconjunto cerrado
y convexo C considerado fue el poliedro [0.02, 0.08] x [0.01, 0.025] x [0, 0.007][m].

En la Figura 4.2 mostramos el resultado de la metodologia propuesta para el caso en que el
centro del tumor fue situado en el punto (0.06,0.02) y su radio se consideré igual a 0.006[m]. En
la Figura 4.2a esta graficada en color verde la frontera del subdominio objetivo ®, mientras que
en azul estd graficada la frontera correspondiente a un subdominio considerado como condicién
inicial. Este subdominio estd centrado en el punto (0.45,0.01) y su radio es igual a 0.003. A su
derecha, en la Figura 4.2b se muestra el perfil de temperatura medido sobre la frontera superior
del dominio y al que se le adicion6é 10 % de ruido uniformemente distribuido. Este perfil de tem-
peratura se utiliz6 como dato de entrada. Finalmente en 4.2c podemos ver la diferencia entre el
subdominio original y el subdominio que fue hallado por el algoritmo. Es claro que el subdomino
hallado se encuentra muy préximo al correcto, mas alla de haber contaminado el dato de entrada
con 10% de ruido aleatorio.

Cabe aclarar que en este ejemplo, como en los siguientes, el criterio de parada que adoptamos
fue una tolerancia para el valor de la funcién objetivo dada por ¥ < 10~7 o un niimero miximo
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Objetivo
— Inicial

Tenperature ° C

0.011 O

L L L L L L L L L L L L L
0 0.015 0.03 0.045 0.06 0.075 0.09 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
X X

0.03

T
Original

Calculado
0.025 Inicial 7

0.02 - q

> 0.015 T

0.005 b

L L L
0 0.015 0.03 0.045 0.06 0.075 0.09
X

Figura 4.2: (a)Subdominio inicial (azul) y subdominio objetivo (verde). (b)Datos de entrada con-
taminados con 10% de ruido aleatorio. (c) Diferencia entre el subdominio objetivo (verde) y el
subdominio hallado mediante la metodologia 2 (rojo).

de 500 iteraciones. Cuando los datos de entrada no fueron contaminados con ruido aleatorio el
algoritmo converge para casi todos los casos en a lo sumo 150 iteraciones.

En la Figura 4.3 se presenta otro ejemplo. En este caso, el tumor fue centrado en el punto
(0.029,0.02) y su radio igual a 0.005[m]. Nuevamente la condicidn inicial, graficada en azul en
la Figura 4.3a, fue centrada en el punto (0.45,0.01) y su radio igual a 0.003[m]. Cabe resaltar
que hemos corrido el algoritmo considerando diferentes condiciones iniciales y en todos los casos
los resultados obtenidos fueron similares. En este ejemplo también consideramos que los datos de
entrada estdn contaminados con 10 % de ruido aleatorio. En la Figura 4.3b podemos ver, graficado
en rojo, la frontera del tumor hallado usando la metodologia propuesta en este capitulo y en color
negro el borde correspondiente al tumor hallado utilizando la metodologia propuesta en el Capitu-
lo 3 utilizando el algoritmo Pattern Search. De acuerdo a este ejemplo y a los que se muestran
en el Cuadro 4.4.3, queda claro que utilizar la derivada de forma nos permite obtener los mismos
0 atn mejores resultados que los obtenidos utilizando la metodologia propuesta en el Capitulo
anterior, la cual hace uso del algoritmo Pattern Search. Ademas el hecho de calcular la derivada de
la funcién costo y el uso de esta informacién implica un menor tiempo computacional a la hora de
resolver estos problemas. En la Figura 4.3c las diferencias entre las dos metodologias se muestran
en mayor detalle.

Por ultimo, el Cuadro 4.4.3 muestra los resultados numéricos correspondientes a los ejemplos
anteriores y a casos similares. En total 4 ejemplos son presentados. Para cada uno de estos ejemplos
mostramos los resultados obtenidos en los casos en que los datos de entrada fueron considerados
sin ruido aleatorio y para el caso en el que se les sumé 10% y 15 % de ruido uniformemente dis-
tribuido. De estos ejemplos podemos ver que los errores en los valores estimados, incluso para los
casos en que los datos de entrada fueron contaminados con ruido aleatorio, son siempre menores
al 5 %. Por lo tanto, los resultados obtenidos para la estimacién de la posicién y tamaifio del tumor,
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0.03 0.03 T

%::g"ar;al Original
— Calculado-DF
0025 0025 — Calculado-PS
— Inicial

0.021 1 0.021

> 0.015- 1 > 0.015-

0.01p O 1 0.01F O

0.005f 1 0.005-

I I I I I I I I I I
0 0.015 0.03 0.045 0.06 0.075 0.09 0 0.015 0.03 0.045 0.06 0.075 0.09
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0.03 T T
Original
Calculado-DF
Calculado-PS
0.025 q

> 0.02 1

0.015F B

0.01 . . . . .
0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
X

Figura 4.3: (a) Subdominio inicial (azul) subdominio objetivo (verde). (b) Diferencia entre el do-
minio objetivo y el subdominio ® hallado utilizando Pattern Search (negro) y mediante el cdlculo
de la derivada de forma (rojo).(c) Zoom del resultado graficado en (b).

utilizando esta metodologia, mejoran los resultados obtenidos habiendo utilizado la metodologia
propuesta en el Capitulo anterior.

Datos originales Sin ruido 10 % de ruido 15 % de ruido
X y R X y R X y R X y R
0.04 | 0.022 | 0.004 | 0.0400 | 0.0218 | 0.0040 | 0.0401 | 0.0219 | 0.0039 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.029 | 0.02 | 0.005 | 0.0290 | 0.0199 | 0.0050 | 0.0290 | 0.0197 | 0.0051 | 0.0289 | 0.0203 | 0.0049
0.06 0.02 | 0.006 | 0.0599 | 0.0199 | 0.0060 | 0.0598 | 0.0203 | 0.0059 | 0.0600 | 0.0203 | 0.0059
0.07 0.016 | 0.007 | 0.0699 | 0.0158 | 0.0071 | 0.0701 | 0.0162 | 0.0069 | 0.0698 | 0.0159 | 0.0069

Cuadro 4.1: Estimacién del centro y radio del tumor en 2D. Las diferentes columnas muestran los
resultados obtenidos considerando los datos sin y con 10% y 15 % de ruido aleatorio respectiva-
mente.

4.5. Resolucion del problema: PI 2

4.5.1. Calculo de la derivada con respecto a la intensidad de calor metabélico g

En este problema asumimos conocida la posicion y tamafio del subdominio ® como asi tam-
bién el valor de todos los pardmetros fisiol6gicos, salvo el valor correspondiente a la fuente de
calor metabdlico dentro de la region tumoral, o sea el valor de gg. Recordemos entonces el proble-
ma inverso a resolver:
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= Conocido el valor de todos los pardmetros fisiologicos, las temperaturas 7, y T,, y de

57

un

perfil de temperatura u,y, sobre I';, el problema consiste en hallar g tal que la solucion ug;

al problema de borde (2.3) verifique Ugs = Uexp €N I.

El valor de g 6ptimo se alcanza cuando la funcién costo:

1
W(qo) = P(uy,) = 5 /F (ttgy — texp)>dT, (4.66)

se anula.

Similar al caso anterior, la funcién costo y(go) representa el error o diferencia entre un perfil
de temperatura u,,, medido experimentalmente en la superficie corporal y el perfil correspondiente
a la solucion numérica ug, del problema de transferencia de calor considerando el valor gg como la
intensidad de la fuente de calor metabdlico en la regién tumoral. Es claro entonces que la variable
de disefio en este problema es el coeficiente go. Para calcular la derivada del funcional (4.66)

utilizaremos los resultados presentados en la Seccién 4.2. De acuerdo a la expresion (4.22) la
derivada de la funcion costo con respecto a los pardmetros estd dada por
W(qo;V) =¥ (uo; V) +d (ug,; V) =I'(M; V) . (4.67)

Notemos que en nuestro caso la funcién costo (4.66) no depende explicitamente del pardmetro

qo por lo tanto sélo debemos calcular
W(qo;V) =d (uo, ;V) = I'(\; V),

donde la forma bilineal y lineal respectivamente, son las siguientes

ag,(u,v) = /QG()C)VM.VVdx-i—/gk(x)uvdx-i-oc/ uvdrl,

s

lpy(v) = /Qq(x)vdx—koc(Ta—Tb)/r‘vdF.

s

Ahora debido a que la forma bilineal no depende explicitamente del pardmetro go tenemos que
d (u,\;V) =0,

y s6lo debemos calcular

l/(V' V) — lim lt]o-i-tV (V) — lt]o (V)
’ t—0 t
Luego si escogemos V = 1, tenemos que

I'(v;1) = lim 7&(1}) —l)

t—0 t
[ @) - gy dx
= 1imZ2
t—0 t
/(qo+zV—q0)v dx
= limZ®
t—0 t
/th dx
= lim*2—
t—0 t

= /Vvdx
(0]

= /vdx.
®



58 CAPITULO 4. LOCALIZACION: METODOLOGIA 2

Con lo cual tenemos que la derivada del funcional costo (4.66) con respecto al pardmetro g, en la
direcciéon V =1, es

WaoV) =~ [ rax, (4.68)

donde A es la solucidn de la siguiente ecuacion adjunta

Hallar A tal que
4.
a(?»,v):—%j(uo;v), VveV(Q). (4.69)

En este caso particular tenemos que

oV
—a(uo;v) = —/ (Ugy — texp)v dT’,

aly) = / G(x)VA. Vv dx + / k() dx+ / Jo dT,
Q Q I
Por lo tanto, A es solucién de (4.69) si satisface la ecuacién

/ (G(x)VAVY+k(x)Av) dx+ / (O (ttgy — ttery))vdT =0, ¥v e V(Q).
Q Iy

La formulacién clasica de este problema es la siguiente:

([ — div(o(x)VA(x)) +k(x)A(x) = 0, en Q,
oA(x)
—o(x) 5 = OA+ (U —Uep), sobrely,
ax?x) (4.70)
G(x) o 0, sobre I,
Alx) = 0, sobre I'p.

4.5.2. Resolucion Numérica

Luego de todas las consideraciones realizadas, estimar la intensidad de la fuente de calor
metabdlico dentro de la region tumoral puede ser planteado como el siguiente problema de opti-
mizacion:

Minimizar v(qo)
sujeto a

qo € C

donde C es un intervalo cerrado en R definido por

C= {6]0 ER : gmin < qo < Qmax}-

Nuevamente, notemos que la restriccién impuesta por la ecuacién de estado ha sido eliminada
utilizando el problema adjunto.

Para resolver el problema de optimizacion, al igual que para el problema PI 1, hemos im-
plementado el método de gradiente para problemas en conjuntos convexos siguiendo las ideas
descritas en Birgin et al. [13].
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En resumen, los pasos requeridos para resolver el problema de estimacion del valor de la fuente
de calor metabdlico dentro de la regién tumoral son los siguientes:

= Dado un valor inicial gg:

1.

2.

Definir el pardmetro de diserio actual como p = qo.

Generar la grilla y las funciones G, k' y q correspondientes a la configuracion determinada
por p.

Resolver el problema de borde para conocer el estado u y resolver el problema adjunto para
conocer el estado adjunto \.

Calcular el valor de la funcion costo .

Si el criterio de parada es alcanzado, dar como salida el valor actual del pardmetro como
el de optimo diserio y parar, sino continuar.

Calcular la derivada con respecto al pardmetro p, en la direccion V = 1, \(qo; 1).
Calcular el paso €, considerando el conjunto de restricciones, y actualizar p.

Ira?2.

4.5.3. Resultados

Los resultados obtenidos para el problema de estimacion de la intensidad de la fuente de calor
metabdlico dentro de la regién tumoral en el caso de 2 dimensiones se muestran en el Cuadro 4.2.
Nuevamente, se puede apreciar una gran similitud entre los datos originales y los estimados por el
algoritmo. El error de los valores estimados en todos los ejemplos es siempre menor al 2 %.

Este problema es de nuestro particular interés ya que la estimacién de los valores de los
pardmetros térmicos relacionados con el tumor, pueden ser de mucha utilidad e importantes para
poder estudiar la evolucion del tumor luego de que éste haya recibido algin tipo de tratamiento o
terapia, como por ejemplo BNCT.

Datos originales | Sinruido | 10% de ruido | 15% de ruido
q0 42000 41999.5 41931.73 41886.53
q0 37000 36999.95 37230.41 37032.37
q0 25000 25000.04 24959.47 25068.69

Cuadro 4.2: Estimacién de la intensidad del calor metabélico dentro del tumor, caso 2D. En todos los
ejemplos el tumor fue centrado en el punto (0.045,0.02) y su radio igual a 0.005.
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4.6. Conclusion del capitulo

En este Capitulo hemos presentado otra alternativa para resolver los problemas inversos que
presentamos en el Capitulo anterior. La metodologia propuesta hace uso de la informacién que
provee la derivada de la funcion a minimizar con respecto a las distintas variables a estimar, motivo
por el cual presentamos los conceptos basicos del andlisis de sensibilidad: con respecto al cambio
de los pardmetros y con respecto al cambio de forma del dominio.

Para calcular las derivadas de las funciones costo hemos acudido en ambos casos al método
adjunto. Este método implica la resolucidon de una problema de borde adicional, de manera tal que
evitamos el cdlculo explicito de #. Vimos que este hecho es equivalente a emplear el método de
Lagrange.

Aunque tradicionalmente el andlisis de sensibilidad al cambio de forma ha estado muy ligado
a la mecénica de las estructuras, de acuerdo a lo presentado en este Capitulo, estas herramien-
tas pueden ser también aplicadas en problemas relacionados a la Medicina obteniendo excelente
resultados.

El célculo de la derivada del funcional costo y su posterior uso, permitié obtener una metodo-
logia més eficiente y la cual arrojd, de acuerdo a los ejemplos mostrados, mejores resultados que
la propuesta en el capitulo anterior. Ademds, cabe destacar que la utilizacion de esta metodologia
reduce enormemente el tiempo computacional y en cuanto al costo computacional s6lo es nece-
sario resolver un problema de borde similar a la ecuacién de estado original, por lo que hemos
utilizado el mismo esquema de diferencias finitas.
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4.7. Apéndice: Derivadas de Fréchet y Gateaux.

Consideremos una aplicacion F' : E — W, donde E' y W son espacios de Banach. Una forma
de estudiar el comportamiento de F' en un entorno de un punto x € E es restringir su dominio a
una dimensién, esto es analizar como se comporta F sobre cada recta que pasa por x. Con esta
idea introduciremos la nocién de derivada direccional que, como veremos luego, no es suficiente
para realizar un estudio completo sobre el comportamiento local de F pero es de gran utilidad para
establecer resultados parciales.

Definicion: Sean E y W espacios de Banach y F : E — W una aplicacién. Decimos que F tiene
derivada de Géateux en el punto x € E, en la direccién de v € E, si el limite
F(u+1tv)—F(u)

Ii 4.71
lim ; ; 4.71)

existe. En este caso, denotamos a este limite por dF (u;v) y tenemos que
d
dF (x;v) = —F(u+1tv)| . (4.72)
dt =0

Ademas si el limite existe para todo v € E decimos que F es Gateux diferenciable en x € E.
Observacion: Para cada punto x € E, la derivada de Gateaux define una funcion
dF (x;-) :E —W. (4.73)
Esta funcion tiene la propiedad de ser homogénea, o sea para todo escalar o vale
dF (x;aw) = odF (u;v). (4.74)

Sin embargo, esta funcién no es necesariamente aditiva, con lo cual la derivada de Gateaux puede
resultar que no sea lineal.

A continuacién daremos una definicién de diferenciabilidad mas fuerte que la anterior y para
ello centraremos nuestra atencién en las aplicaciones lineales y continuas entre espacios norma-
dos. Estas aplicaciones, ademds de respetar la estructura de espacio vectorial, poseen propiedades
(consecuencia de su continuidad) que facilitan su estudio. De este modo, si podemos aproximar lo-
calmente a F' en un punto x (tanto como se quiera) a una aplicacién lineal y continua, es de esperar
que en un entorno de x, F tenga un comportamiento andlogo al de la aplicacién en cuestion.

Definicion: Sean E y W espacios de Banach. Una funcién F : E — W se dice Fréchet diferenciable
en x € E si existe un operador lineal y acotado DF, : E — W tal que
o NF(x+v)—F(x) = DE)|lw _

Iim =0. (4.75)
V=0 Vil

Llamamos a la aplicacién lineal y acotada DF, : E — W la derivada de Fréchet de F en el punto
xek.
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Relacion entre la derivada de Gateaux y derivada de Fréchet: Sean F : E — W una funcién
Fréchet diferenciable en x € E' y v un elemento fijo de E. Sustituyendo v por ¢v en (4.75) tenemos

|F (x+1v) — F(x) — DE.(tv)||w

0 = lim (4.76)
o iz
_ h,mHF(x—Hv)—F(x)—tDFX(v)HW
t—0 lHVHE
. Flx+tv)—F(x
= 1im |,

por lo tanto F resulta Gateaux diferenciable en ese punto y ademas tenemos que DF,(v) = dF (x;v).
Sin embrago, no es valido que toda funcién Gateaux diferenciable resulte ser Fréchet diferenciable.
Ahora si F es Gateaux diferenciable en un abierto X C E, podemos asegurar que F' es también
Fréchet diferenciable, si la derivada de Gateaux es lineal y acotada en cada punto de X y ademads
la derivada de Gateaux resulta ser un mapa continuo de X — L(E,W).

A continuacién listamos dos propiedades que seran muy ttiles a lo largo del Capitulo 4.

Regla de la cadena: Sean E, W y U espacios de Banach y aplicaciones F : E - Wy G: W — U.
Si F es Fréchet diferenciable en x € E y G es Fréchet diferenciable en F(x) € W, entonces la
aplicaciéon Go F : E — U es Fréchet diferenciable en x y ademads vale

D(F o G)(x) = DG(F(x)) o DF (x). 4.77)

Derivadas parciales: Sean E, U y W espacios de Banach y F': O — W una funcién, donde O es
un conjunto abierto y no vacio de £ x W. Definimos la derivada parcial con respecto a la primer
variable en el punto (xg,yp) € O como la derivada en x( de la aplicacién x — F(x,yo) definida
en un entorno X de xp tal que X x Y resulta un entorno de (xp,yo) contenido en O. La derivada
parcial es denotada por DF&0 30" La derivada parcial con respecto a la segunda variable y, la cual

denotamos por DF(%CO vo)? S€ define de manera andloga. Considerando estas definiciones tenemos
los siguientes resultados:

(i) Si F es diferenciable Fréchet en el punto (xp,yo) entonces las derivadas parciales de F en
(x0,y0) existen y ademds

DF{y, y,)(v,u) = DF(l

X0,Y0

2

X0,Y0

V- (4.78)

(ii) Si (x,y) — DF(L‘y) y (x,y) — DF(%C ») son continuas en O entonces F es Fréchet diferenciable

y vale (4.78).
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Capitulo 5

Clasificacion y agrupamiento de datos
mediante estimacion de densidades

5.1. Motivacion del problema

Tal como mencionamos en la introduccién de este trabajo, el problema de hallar patrones
dentro de un conjunto de datos ha sido de gran importancia a lo largo de la historia. En el 4mbito
de la Medicina, mds precisamente en el drea de la genética, dimos como ejemplo la importancia
que existe en entender la relacién que hay entre la variacidn en las secuencias de ADN de un ser
humano y la susceptibilidad que éste puede tener a cierto tipo de enfermedad. Es decir, como los
cambios en la secuencia de ADN de un individuo influyen en el riesgo de desarrollar enfermedades
como por ejemplo el cancer. Esto es de suma importancia para ayudar a mejorar el diagnéstico,
prevencidn y tratamiento de las enfermedades.

En algunos problemas de clasificacion de datos s6lo un pequeiio nimero de variables bastan
para realizar la clasificacién. Por ejemplo, para el diagndstico clinico de ciertas enfermedades
infecciosas, a un paciente que padece la infeccién se lo puede detectar por la mera presencia de un
elevado ntimero de glébulos blancos en su sangre, mientras que pacientes que padecen una afec-
cién aguda en el higado pueden ser identificados midiendo los niveles de amonfaco en la sangre. Si
disponemos de un conjunto de datos de entrenamiento suficientemente grande, estas variables que
usamos para realizar la clasificacién pueden ser calibradas de manera tal que podamos clasificar
en forma sencilla una nueva muestra cuando ésta se presente.

La manera mas basica de realizar esto, seria elaborar una tabla con los rangos de valores que
pueden tomar las variables o combinaciones de ellas en cada una de la clases y a partir de estos
valores o de una funcién paramétrica de éstos (con pardmetros ajustados considerando los datos
de la poblacién de entrenamiento), decidir el resultado cuando disponemos de una nueva obser-
vacion. Otra manera mds elaborada de realizar la clasificacion es estimando la funcién densidad
de probabilidad en el espacio de caracteristicas asociada a cada clase. Luego, utilizando estas fun-
ciones podemos inferir la probabilidad de que la nueva muestra pertenezca a cada una de estas
clases [14].

Sin embargo, la combinacién de que sélo sean necesarios un nimero pequefio de variables
para realizar la clasificacion y disponer de una poblacién de aprendizaje suficientemente grande,
no es lo mds usual. Esto es lo que sucede cuando se analizan fendémenos un tanto excepcionales
como por ejemplo una enfermedad atipica o cuando realizar mediciones puede resultar muy dificil
y costoso o cuando las causas fundamentales que determinan cierto fenémeno (y que posibilitan
realizar la clasificacion a partir de un nimero pequeiio variables) no son bien entendidas, situacién
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que suele darse al estudiar sistemas complejos como el cuerpo humano, el clima de nuestro planeta
o los mercados financieros. De todas maneras, la tecnologia actual nos ofrece una posibilidad de
compensar esta falta de entendimiento del problema ya que hoy es posible tener informacién de no
s6lo una decena de variables sino de una decena de miles de variables relacionadas con el problema
y por ende con la clasificacién buscada. Por ejemplo, en el drea de la Medicina es posible tener
el nivel de expresion asociado a miles de genes de un paciente, también hoy podemos obtener
datos de la temperatura de la superficie del mar alrededor de todo el mundo, etc. Este hecho nos
hace pensar que es entonces posible equilibrar, con la cantidad de datos a nuestra disposicion, el
desconocimiento que tenemos sobre las causas del fendmeno y que determinan la clasificacion.

Sin embargo existe un problema. Consideremos, por ejemplo el procedimiento mds simple
de elaborar una tabla. Dado que el nimero de entradas necesarias para elaborar la tabla crece
exponencialmente con la dimensidn del espacio de las variables o caracteristicas, el tamafio de la
poblacién de aprendizaje que necesitamos para confeccionar la tabla se convierte de pronto en algo
impensado (necesitarifamos millones de los pacientes, de mediciones de temperatura mensuales
promedio, etc). En la construccién de una férmula paramétrica, esto se traduce en el problema de
sobreajuste: siempre es posible encontrar un conjunto de pardmetros que proporcionen un ajuste
perfecto para los datos de la poblacién de entrenamiento, sin embargo los resultados para las
nuevas muestras pueden carecer de sentido (Pensemos en el caso sencillo de un ajuste polinomial.
Dados n puntos podemos hallar un polinomio de grado menor o igual a n que pase exactamente por
estos puntos, sin embargo si el orden del polinomio es grande éste oscilard mucho y la estimacién
en puntos cercanos a los del conjunto de aprendizaje distard seguramente bastante de la correcta ).

De la misma manera, para el caso de estimacién de densidades de probabilidades, uno necesita
un nimero m de observaciones de entrenamiento que crece exponencialmente con la dimensién
n del espacio donde estas se encuentran, esta es la llamada “maldicién de la dimensién” [11].
A modo de ejemplo consideremos la situacién cuando m < n. Debido a que todos los puntos de
entrenamiento yacen en un hiperplano de dimensioén m, éstos no nos proporcionan ningin tipo de
informacién sobre cémo estimar las densidades de probabilidades fuera de este hiperplano. Luego,
cuando dispongamos de una nueva muestra, esta muestra casi con probabilidad uno no estara con-
tenida en el hiperplano. ;Cémo podemos entonces decir algo sensato acerca de su probabilidad?
El punto crucial es que al estar trabajando en un espacio de grandes dimensiones, seguramente
la nuevas observaciones estardn “lejos” de las observaciones pertenecientes al conjunto de entre-
namiento y por lo tanto el valor de las densidades estimadas no serdn en esos puntos del todo
correctas.

Este problema puede parecer en un principio muy dificil de superar, sin embargo veremos
que existe la posibilidad de solucionarlo. Dado que no entendemos bien las causas fundamenta-
les del fenémeno en estudio y por ende decidir cuales son las variables basicas para realizar la
clasificacion, hemos decidido recolectar mds informacién (mds variables). ;Puede esta informa-
cién adicional perjudicarnos? Imaginemos que un médico intenta diagnosticar la enfermedad de
un paciente y que sélo a partir de los sintomas no logra identificar cudl es el tipo de afeccién que
tiene este paciente. Luego, si el médico recibe andlisis clinicos que le aportan mds informacién
sobre el estado del paciente, no parece 16gico que los descarte por el s6lo hecho de que sea mds
informacién que tiene que manejar y esto lo pueda confundir. Es evidente que si hay un problema,
éste problema no es la disponibilidad de mas informacién adicional, sino en nuestra manera de
manejar esta informacién. En este capitulo proponemos sobrepasar este inconveniente a través de
una metodologia general para la clasificacion y agrupamiento de datos.

El principio bdsico de esta metodologia es sencillo. Dijimos que nos preocupa que los puntos
de prueba pueden estar muy lejos de las observaciones pertenecientes a la clase de entrenamiento
y por lo tanto en estos puntos las densidades estdn vagamente estimadas. Sin embargo, debemos
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tener en cuenta que en realidad si disponemos de informacién localizada en los puntos u obser-
vaciones de prueba, la informacién la aportan justamente los mismos puntos. No sabemos a cudl
clase pertenece cada observacion de prueba (este es justamente el problema de clasificacién que
nos interesa resolver), pero al menos sabemos que cada observacion pertenece a una de las cla-
ses. La idea es utilizar esta informacién de manera de generar un procedimiento de clasificacién
que resulte robusto. Este enfoque de utilizar datos no etiquetados para el procedimiento de cla-
sificacion es clave en aprendizaje semisupervisado [18]. La metodologia que aqui propondremos
implica considerar las poblaciones de entrenamiento y de prueba de manera casi indistinta y este
hecho permite poder unificar los procedimientos para clasificacién y agrupamiento de datos, este
dltimo caso se da cuando directamente no disponemos de una clase de entrenamiento.

La metodologia esta basada en el espiritu del algoritmo Expectation-Maximization (EM) [23]
y unos de sus pilares es la estimacién de densidades, para lo cual usamos las ideas desarrolladas en
[73]. Este procedimiento consiste en transformar, por medio de “flujos”, las muestras correspon-
dientes a las p clases distintas a muestras correspondientes a una distribucién Gaussiana isotrépica.
En este contexto, las observaciones actian como marcadores que guian los flujos marcando el des-
censo de la divergencia de Kullback-Leibleir [50]. Todas las observaciones guian los p flujos, pero
a medida que una observacion es claramente asignada a una clase, esta observaciéon comienza a
cumplir un papel mds activo en el flujo correspondiente a esa clase, y por lo tanto actiia de manera
casi pasiva en el resto.

Muchas de las ideas aqui expuestas tienen puntos en comun con temas en la literatura. Nuestra
contribucioén no sélo proporciona novedosos ingredientes, sino también un nuevo enfoque de uni-
ficar los problemas de clasificacién y agrupamiento de datos y una metodologia para realizar esto.
Un papel central es desempeiiado por el algoritmo EM, pero aqui en el contexto de clasificacién y
agrupamiento. El procedimiento para la estimacién de las densidades a partir de flujos de normali-
zacion fue desarrollado originalmente en [73], pero comparte algunas ideas con las desarrolladas
en [20]. La seleccion de variables es un campo de gran interés y estudio (ver [39] para una revision
general). Basdndonos en medir la capacidad que posee cada variable o un grupo de variables para
particionar la muestras en clases distintas, proponemos un procedimiento destinado a la seleccién
de un conjunto de variables. Estas ideas tienen relacién con algunas provenientes de la teoria de
la informacién [26]. Nuestro principal innovacién es el uso de flujos suave y graduales, como una
técnica de agrupamiento.

La estructura de este Capitulo 5 es la siguiente. Luego de esta introduccién y motivacioén del
problema, en la seccidon 2 presentamos la definicion precisa de los problemas de clasificacion y
agrupamiento, describimos nuestro enfoque de unificar estos problemas y presentamos la ideas
para realizar clasificacién y agrupamiento en el espiritu del algoritmo EM. En la seccién 3, des-
cribimos brevemente los conceptos para estimar densidades de probabilidades desarrollados en
[73] y presentamos mds detalladamente el algoritmo propuesto para realizar clasificacién y agru-
pamiento. Luego, en la seccidén 4, proponemos el procedimiento para la eleccioén de un conjunto de
variables, el cual se desprende de las ideas presentadas en las secciones anteriores. En la seccion
5, con el objetivo de ilustrar el desempeio de la metodologia propuesta, presentamos los resulta-
dos obtenidos al aplicarla a dos conjuntos de datos disponibles en la literatura [36, 48], ambos
relacionados con el diagndstico de tumores a partir de niveles de expresion genética. Finalmente,
en la seccién 6, cerramos este capitulo con algunos comentarios y conclusiones.

5.2. Clasificacion y Agrupamiento: una vison unificada

Los problemas de agrupamiento y clasificacién de datos pueden definirse de la siguiente forma:
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» Agrupamiento de datos: dada una matriz Z € R™™, correspondiente a m observaciones z/
de n variables z;, el objetivo es particionar las observaciones en p subconjuntos o grupos
disjuntos (clusters), cada uno con “rasgos caracteristicos”.

= Clasificacién: Dada una matriz X, que contiene m observaciones x/ (de entrenamiento o
aprendizaje), las cuales estdn particionadas en clases distintas Cy,1 < k < p, y dada una
nueva observacion y/ (de prueba), el objetivo es asignar esta nueva observacién a la clase
con la cual posee mds “caracteristicas en comun”. En algunos casos, ademds es posible
disponer de antemano de algiin tipo de informacién sobre la nueva observacion que haga
suponer que esta est€ mds proxima a una clase particular. Usualmente esta informacion a
priori se denota por ni y representa la probabilidad, antes de observar cualquier tipo de
caracteristica, de que la j—é&sima muestra pertenezca a la k—ésima clase.

Este dltimo problema, el de clasificacién, puede ser generalizado y suavizado o debilitado,
disminuyendo las pretensiones tanto en la respuesta buscada como asi también en la informacién
inicial requerida. Esto es, en lugar de asignar la nueva observacion a una Unica clase, se podria
simplemente querer conocer la probabilidad pi que esta observacién y/ pertenezca a la clase Cy
y de igual forma para el conjunto de entrenamiento una opcion seria la de s6lo disponer de las
probabilidades p,]( que x/ esté en Cy. De manera similar, para el problema de agrupamiento, se
pueden disminuir las pretensiones y dar como respuesta una particion en la cual cada observacion
7/ tenga una probabilidad pi de pertenecer al cluster Cy.

De esta manera, es claro que ambos problemas pueden ahora ser planteados bajo una visién
unificada: dada X, matriz que contiene m observaciones x/ de n variables x; y para un subconjunto
Jirain de estas observaciones las probabilidades p,]( que la observacion x/ esté en la clase Cy, el
objetivo es conocer las correspondientes probabilidades pi para el resto de las observaciones x/,
con j € Ji.5. De acuerdo a esta vision unificada la dnica diferencia entre los dos problemas, es que
para agrupamiento, J;,4i, €S vacio.

Cabe mencionar que las versiones “originales” de cada problema se recuperan si las proba-
bilidades pi son cero o uno para clasificacion y para el caso de clustering eligiendo como regla

asignar la observacién x/ a la clase C con maxima pi.

5.2.1. Clasificacion y Agrupamiento mediante estimacion de densidades

En la seccién anterior hablamos de clasificar y agrupar datos de acuerdo a “rasgos comunes”.
La pregunta que surge entonces es: ;cOmo caracterizar los “rasgos comunes” que definen cada
clase C?

La manera mds natural y general, es hacerlo a través de una funcién de densidad de probabili-
dad px(x), que especifique cudn probable es encontrar un conjunto de observaciones en la clase Cy.
Asi, dadas cada una de las densidades p;(x), 1a probabilidad de la clase C; dado que se observé x/,
puede ser calculada usando la formula de Bayes:

mpi(x)

— (5.1)
X, TyPq(x7)

pr=
Este valor nos dice la probabilidad de que la clase Cy contenga a la observacion x/.
Supongamos tener un algoritmo para estimar densidades de probabilidad de manera tal que da-

do un conjunto de m observaciones y/ de n variables, produce una estimacién de la densidad p(y).
La manera clésica en que la estimacién de densidades de probabilidad es utilizada en problemas
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de clasificacion de datos, consiste en estimar las densidades py(x) a partir de los datos de entrena-
miento y luego se aplica (5.1) a cada observacion x; (de prueba), para inferir la probabilidad que
esta pertenezca a cada clase Cy.

El procedimiento antes mencionado no tiene en cuenta toda la informacién que tenemos a
nuestra disposicién. Esto genera un problema cuando y como es usualmente el caso, se tiene una
poblacién de entrenamiento relativamente pequefia, comparada a la cantidad de variables que tie-
ne cada observacion. (Por ejemplo, en el diagndsticos médico basado en el andlisis de niveles de
expresion genética mediante el uso de microarray, uno puede contar con el nivel de expresién
correspondiente a miles de genes para cada uno de los individuos de una poblacién, sin embargo
puede pasar que esta poblacién la compongan a lo sumo cientos de pacientes). Asi, en los procedi-
mientos clasicos, como por ejemplo regresion lineal, se puede caer en el problema de sobreajuste
de datos: con tanta cantidad de variables a disposicién uno puede realizar un ajuste perfecto en los
datos de entrenamiento aunque seguramente obtendrd muy malos resultados en los datos de prue-
ba. En el contexto de estimacion de densidades este problema se conoce como “under-sampling”,
es decir uno necesita estimar un densidad de probabilidad en un espacio de dimensiéon muy gran-
de a partir de escasas 0 muy pocas observaciones. Al estar trabajando en un espacio de grandes
dimensiones, seguramente las nuevas observaciones estardn “lejos” de las observaciones pertene-
cientes al conjunto de entrenamiento y por lo tanto les serd asignada una probabilidad demasiado
pequeiia, atin en la clase a la cual realmente pertenece.

El interrogante que surge entonces es: ;cémo solucionar este problema?. Dijimos que el pro-
blema surge debido a que las densidades de probabilidad estimadas en algunas o en todas las clases
pueden estar escasamente resueltas en los puntos de prueba y esto es debido a la falta de puntos de
entrenamiento cercanos a los puntos de prueba. Lo que debemos tener en cuenta es que en realidad
si disponemos de informacién localizada en los puntos u observaciones de prueba, la informacién
la aportan justamente los mismos puntos. No sabemos a cudl clase pertenece cada observacion de
prueba (este es justamente el problema de clasificacién que nos interesa resolver), pero al menos
sabemos que cada observacién pertenece a una de las clases. Por lo tanto, al menos unas de las py
debe ser no nula en cada punto de prueba.

Consideremos un algoritmo que estime las densidades basado en la maximizacién de la fun-
cién verosimilitud de los datos [14], esto es :

p = are (mgx(L[p) ) 52)

donde L es el logaritmo de la funcién verosimilitud,
Lip] =Y log(p ('), (5.3)
j=1

y la maximizacion es considerada sobre un conjunto permitido de distribuciones p(y). El procedi-
miento cldsico consiste en realizar esta maximizacion sobre cada una de las clases, considerando
las observaciones de entrenamiento, para luego inferir las correspondientes probabilidades para la
poblacién de prueba mediante la formula de Bayes (5.1). Para cada clase, deseamos maximizar

JECk

L= ), log(pi(x')). (5.4)

aprendizaje

Notemos que la funcién verosimilitud definida de esta manera no tiene en cuenta las observaciones
de prueba y en particular el hecho de que estas observaciones deben pertenecer a una de estas
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clases. Como la densidad de probabilidad para una observacién en el conjunto de prueba esta dada
por:

=Y nlpi(e). (5.5)
k

donde Jti es la probabilidad a priori de que la j—ésima observacién pertenezca a la k—ésima clase,
la funcién log-verosimilitud completa que involucra a todas las observaciones, entrenamiento y
prueba, estd dada por:

L= Y Y pllogpe(¥)+ Y, log<2nkpk xf>, (5.6)

aprendizaje k prueba

donde pi toma el valor igual a uno si la j—é&sima observacion pertenece a la clase k y cero en caso
contrario.
Definida la funcién log-verosimilitud completa, consideremos la derivada del segundo suman-
J_ .
do con respecto a py = px(x/):

o j
?bg (Enkpk> L= B (5.7)

YT Py Pi

donde pi es la probabilidad a posteriori calculada por (5.1). Observemos que esta derivada es igual
a la derivada parcial correspondiente a funcidn log-verosimilitud ponderada:

Y pllog(p)) (5.8)
k

si las probabilidades a posteriori p,’(' son mantenidas fijas. Por lo tanto, la funcién log-verossimilitud
completa (5.6) tiene las mismas derivadas parciales, con respecto a las densidades, que la suma:

L=Y L, donde Ly=Y p}log(pi(x')), (5.9)
k J

donde la unica diferencia entre las poblaciones de entrenamiento y de prueba es que las probabili-
dades a priori ni correspondientes a las observaciones de entrenamiento estin mds sesgadas hacia
una clase, posiblemente siendo deltas de Kronecker, como en la derivacion que hicimos de esta
férmula. ‘

Inicialmente las probabilidades p,jc pueden ser consideradas igual a las probabilidades a prio-
ri ni. Luego, maximizando las funciones L, manteniendo fija pi, obtenemos como resultado un
nuevo conjunto de densidades pg (x). Entonces, en el espiritu del algoritmo EM, podemos iterar
este procedimiento con las probabilidades p,; ahora actualizadas por las a posteriores dadas por
la formula (5.1), y luego actualizar p}(x) en p}™! (x), hasta que el procedimiento converja. Cabe
observar que este procedimiento no sufre ninguna alteracion si para la poblacion de entrenamiento
consideramos que las pi no son deltas de Kronecker sino una probabilidad discreta mas general.
Finalmente, también hay que resaltar que este procedimiento es posible de implementarlo en el
caso en que la poblacién de entrenamiento sea inexistente, es decir cuando J;,4, €s vacio, en este
caso el algoritmo proporciona una metodologia para realizar agrupamiento de datos.
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Para aclarar y fijar ideas, a continuacién enunciamos el algoritmo propuesto de manera mas
formal.

= Supongamos disponer de un procedimiento de para estimar densidades de manera paramétri-

ca. Luego, dadas:

e X matriz que contiene m observaciones x/ de n variables x;.

e un ndmero p de clases Cy.

e probabilidad a priori n,{ que la observacion j pertenezca a la clase Cy.

e una familia paramétrica de distribuciones de probabilidades p(x; ).
podemos implementar un procedimiento iterativo que calcula en cada paso ¢ > 0, una pro-
babilidad estimada P,f [t] que indica la probabilidad de que la observacion j pertenezca a la

clase Cy, y para los pasos ¢ > 0 estima un conjunto de densidades de probabilidad p/(x)
asociadas a cada clase Cy, de la siguiente manera:

e Parat =0, definir P,f [0] = ni.
e Parat >0,

1. calcular p} (x) maximizando sobre los pardmetros o el valor esperado de la fun-
cién log-verosimilitud,

L= Y Pllt—1]log(pi(x')), pi(x) € plx:cx), (5.10)

para clase Cy;

2. actualizar las probabilidades Plg usando la formula de Bayes

Pj [t] _ nipi (xj)

=, (5.11)
Ly mpt ()

hasta que cierto criterio de convergencia se alcanzado.

Observacion: en el caso del problema de agrupamiento, o sea cuando las probabilidades a priori
ni no dependen de j, es necesario romper la simetria entre las clases para comenzar el algoritmo.
Esto puede realizarse simplemente perturbando las probabilidades iniciales P,g [0] de manera tal
que sean diferentes. En la seccién 5.5.3 se analiza esta situacion.

5.3. Estimacion de densidades

En el procedimiento mencionado en la seccién anterior se busca hallar, para cada clase k, un
ajuste apropiado dentro de una familia paramétrica de distribuciones pg(x;a). Aqui proponemos
utilizar una alternativa distinta, en la cual cada una de estas distribuciones estd caracterizada por
un mapa y; y una distribucién objetivo, con funcién densidad de probabilidad u, y que es comiin
para todas. De esta manera las densidades correspondientes a cada clase quedan definidas por:

Pi(x) = Ji(x) u(ye (), (5.12)
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donde J; (x) es el jacobiano! del mapa x — y;. Ahora, si los mapas y;(x) son definidos en términos
de un conjunto de pardmetros o, la ecuacidn (5.13) pareceria simplemente una manera de reescri-
bir la familia de distribuciones paramétricas. Sin embargo, veremos que esta forma de escribirlo
no sélo resulta natural, generando en términos geométricos, una vision “dual” del problema de
clasificacién y agrupamiento, sino que ademds proporciona un algoritmo efectivo a la hora de
implementar su solucion.

La dualidad resulta de considerar la ecuacién (5.13) desde dos puntos de vistas distintos: dada
una muestra x, buscamos hallar la densidad p(x) que mejor la “representa” o en cambio podemos
buscar el mapa y(x) que mejor transforma a ésta en una muestra correspondiente a una densidad
conocida u(y). Esta dltima visién es la que desarrollaron Tabak y Vanden-Eijden en [73]. Ellos
proponen realizar la estimacién de densidades de probabilidad transformando las observaciones x
a un nuevo conjunto de variables y las cuales tienen una funcién densidad de probabilidad u(y)
conocida. De esta manera la funcién densidad de probabilidad correspondiente a la muestra x
estd dada por la ecuacidn (5.13). En el contexto de clasificacién y agrupamiento que aqui tratamos,
cada mapa yi(x) adquiere un mayor grado de importancia ya que “absorbe” o “rechaza” cada
observacion, es decir la aleja del agrupamiento o la acerca a éste dependiendo de la clase a la
que esta pertenezca. Si x pertenece a la clase Cy,, entonces los mapas yi , con s # [ la alejaran del
agrupamiento geométrico correspondiente a la clase Cy , mientras que el mapa yy, la incluird en
este agrupamiento.

5.3.1. Un flujo normalizador

A continuacién presentamos brevemente algunas de las principales ideas para estimar una
densidad de probabilidad a partir de una muestra observada. Esta metodologia, que se encuentra
desarrollada de manera detallada en [73], serd utilizada en conjunto con el algoritmo propuesto en
la seccién anterior para resolver los problemas de clasificacion y agrupamiento de datos.

Para simplificar notacién y tratar de ser mds claros descartaremos el subindice k. Es decir,
supongamos estar simplemente trabajando con datos pertenecientes a una Unica clase y de la que
nos interesa estimar su funcién densidad de probabilidad 2. Tal como mencionamos anteriormente
la idea es realizar la estimacion de la funcién densidad de la muestra x, transformando estas va-
riables en un nuevo conjunto de variables y, cuya funcién densidad de probabilidad u es conocida.
De esta manera la densidad de probabilidad de la variables originales, p(x), queda definida por la
ecuacion

p(x) = Ly(x) u(y(x)), (5.13)

donde Jy(x) es el jacobiano del mapa y(x).
Consideremos que el mapa esta construido a partir de una composicién infinita de transforma-
ciones infinitesimales. O sea, introducimos un flujo z(x;7), tal que

2x50) =x,  z(x;e0) = y(x).

Otra manera de verlo, seria pensar que el mapa y(x) es el punto terminal del flujo z. Para cada
tiempo ¢, tenemos una estimacién actual de la densidad de probabilidad dada por la ecuacién

p'(x) =, (x) u(z: (x))), (5.14)

donde hemos utilizado la notacién mds compacta z;(x) = z(x;7).

IPara simplificar notacién entendemos por Jacobiano, el médulo del determinante de la diferencial de la transfor-
macion, esto es Ji(x) = |det(Dyy(x))|
2Como consideramos una tinica clase las probabilidades pljc son iguales a 1 para todo j
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Haciendo uso del método de maxima verosimilitud [14] se puede hallar los pardmetros mas a-
decuados para caracterizar esta densidad estimada. De acuerdo a este método mientras més grande
sea el valor de la funcién log-verosimilitud (5.15), mejor serd la estimacién de p(x).

L= Zlog(p’(xj)). (5.15)

Ahora, como la densidad queda definida por el flujo z(x;7), podemos entonces pasar de un esquema
de tiempos discretos a tiempos continuos ¢ y hacer evolucionar este flujo de manera tal que su
campo de velocidad u = %z(x;t), siga la direccidn de ascenso de la funcién log-verosimilitud L,

esto es:
oL

uo< —

62[ .

En el caso de estar ante una cantidad infinita de observaciones, la funcién log-verosimilitud
(5.15) adopta la forma

L— / log(p' (x:1)) p(x) dx, (5.16)

donde p(x) es la funcion de densidad de probabilidad que deseamos hallar. Utilizando (5.14), esta
dltima ecuacién puede escribirse como

L(z) = / (log(J;, (x)) +log(u(z(x)))) p(x) dx, (5.17)

Luego, para calcular la primera variacion de L con respecto al flujo z; observemos que (5.17) tiene
la forma

L(Z[):/G(Z[,Z;,X)d.x, (518)

por lo tanto la primera variacién de L con respecto al flujo z; puede ser calculada de manera directa,
obteniendo

oL _ Vou(z)
&= (20 - V) 5.19)
donde z = z(x) y
pi(2) = 2 (5.20)

T (x)

es la funcion densidad de probabilidad de la variable z = z/(x) dado que x estd distribuida con
funcién densidad de probabilidad p(x) (no confundir esta funcién con p’(x) (5.14) ).

Entonces, con el objetivo de incrementar el valor de la funcién log-verosimilitud, hacemos
evolucionar el flujo z(x;7) de manera tal que

E?tz(x;t) =u(z(x;1)) (5.21)
donde v
@)= (20 - V). 6522)

Notemos que la velocidad u(z) es simplemente el gradiente de la funcién log-verosimilitud di-
vidido por el jacobiano (positivo) J,, (x). Esta eleccion garantiza que el flujo siga una direccién
de ascenso de la funcién log-verosimilitud y de esta manera nos aseguramos que el valor de esta
funcidn se incrementa.
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Observacion: en la expresion (5.19) es el Jacobiano J;, (x) el tnico término que mantiene un re-
gistro de la muestra x donde el flujo dio inicio. Es en este punto donde la dualidad mencionada
anteriormente cobra relevancia: si en lugar de estar realizando un proceso de estimacién de den-
sidad, i.e. hallar p(x), simplemente pensamos que estamos realizando sobre las variables iniciales
x un proceso de normalizacion, a partir de un mapa z(x;7), que converge a las variables y(x) con
densidad u, no hay necesidad entonces que en cada paso de tiempo recordemos con que x ini-
ciamos el proceso. Simplemente los valores actuales de z(x;¢) es toda la informacion necesaria
para continuar transformando estas variables en una muestra de u. Asi, adoptando este punto de
vista podemos eliminar el Jacobiano J;, (x) convirtiendo la dindmica en un proceso sin memoria y
la ecuacion (5.22) corresponde a la evolucion en la que al tiempo 7 uno utiliza la muestra z = z(x;1)
en lugar de las original x.

Observacion: de acuerdo a lo desarrollado en [73] la eleccién mads natural de la distribucién
objetivo u es considerar una gaussiana isotropica, es decir

I
(27)

uy) = ——e 2. (5.23)

0I=

Para el caso en que contamos con un muestra finita de m observaciones x/, la metodologia pre-
sentada anteriormente se extiende de manera natural al escenario discreto. El inico requerimiento
es definir, para cada tiempo, una clase de transformaciones (de dimension finita) de manera tal que
sea posible calcular el gradiente de la funcién log-verosimilitud L con respecto a los correspon-
dientes parametros, lo cual representa la version discreta de la variacion de L respecto a z(x;¢) en
el caso continuo.

En [73] los autores destacan que la familia transformaciones paramétricas F(x; o) debe sa-
tisfacer los siguientes requerimientos: depender de un niimero pequefio de pardmetros o; incluir
la transformacion identidad F(x;0) = x y deben ser transformaciones bdsicas en el sentido que
cualquier transformacién general pueda ser generada a partir de la composicién de varias F’s.
Ademds muestran que es suficiente restringirse a considerar mapas unidimensionales. Cada fila de
la matriz X = x] es una muestra de la densidad marginal con respecto a todos las demds variables.
Luego con el objetivo de obtener densidades marginales en otras direcciones, es suficiente rotar la
matriz X multiplicando por una matriz ortogonal U. Asf en cada iteracién, dada la matriz Z = z/
correspondiente a la posicién actual de las particulas, la rotamos multiplicando la por una matriz
ortogonal elegida de manera aleatoria, obteniendo

Z—UZ. (5.24)

Este paso no conviene considerarlo como un movimiento de las particulas, si no que resulta mas
natural verlo como un cambio de coordenadas. Notemos que las transformaciones ortogonales
tiene Jacobianos igual a 1, por lo tanto no afecta la densidad estimada p;.

Luego de la rotacion, se le aplica a cada variable z; una transformacion z; — F(z;) que la torna
cada vez mds Gaussiana. Tal como dijimos antes, la transformacién F' es escogida de una familia
paramétrica F (x; o) teniendo en cuenta el ascenso de la log-verosimilitud, es decir

o =YValLi|a=0, (5.25)

donde
€

RGP o
() o (4]

Li(a) = ZPj [log
J=1
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y u(z) es la distribucién normal unidimensional. La familia de transformaciones que utilizaremos
aqui, y la cual fue introducida en [73], es la siguiente

F(x;oc):(1—G)x+(po+Y\/n2+[(1—G)x—xo]2, (5.27)

donde o = (7,6, @p). El parametro G estd relacionado con el estiramiento, @ con el desplazamien-
to y el pardmetro 7y con el cambio de pendiente en el punto xg, donde se produce un cambio de
DF /dx ~1—06—7aDF/dx ~1—c+Y. El valor x, donde ocurre el cambio de pendiente, es
elegido de manera aleatoria de una distribucién normal y por dltimo el pardmetro M, que esta de-
finido en términos de x(, cumple la funcién de suavizar las pendientes del mapa a la izquierda y
derecha del punto xg.

Notemos que el flujo z(x;7) y su Jacobiano necesitan ser calculados sélo en las observaciones
x/. Si estuviéramos ante el caso de contar con més puntos % en los cuales deseamos conocer el
valor de p, estos puntos pueden ser transportados de manera “pasiva” por el algoritmo, sin afectar
el valor de la log-verosimilitud y asi calcular al finalizar el algoritmo p(%). En el contexto cldsico
de clasificacion, los x/ representan las observaciones en cada una de las clases mientras que los &
forman parte de la poblacion de prueba. En la visién unificada de clasificacién y agrupamiento que
aqui proponemos, todas las observaciones constituyen puntos “activos” y la contribucién de cada
observacién a la log-verosimilitud estd ponderada por la probabilidad P/, la cual se ird actualizando
de acuerdo al algoritmo propuesto en la seccién 5.2.

5.3.2. Algoritmo

El algoritmo que utilizaremos para resolver los problemas de clasificacién y agrupamiento de
datos es una mezcla de las ideas presentadas anteriormente para estimar densidades y las ideas
presentadas en la seccién 2 y el algoritmo propuesto

A continuacion presentamos un esquema de la metodologia propuesta. Empezando con una
matriz X correspondiente a m observaciones x/ de n variables x; y las probabilidades a priori Tci
que la observacion j pertenezca a la clase Cy, k € 1,..., p. Consideramos p flujos zx(x;7) que
evolucionan de acuerdo al siguiente esquema:

= Precondicionamiento: En este primer paso, para cada una de las clases Cy, consideramos
todas las observaciones x/ las cuales estdn asociadas a esta clase de acuerdo a su probabili-
dad a priori ni y calculamos la media ponderada

Z~7‘cjxj
LT

)

y la desviacién estdndar ponderada

I yi — 7,112

L mll = |
Gk - —j.

ny;m
Asi, tenemos que para cada flujo las particulas se encuentran inicialmente centradas y nor-
malizadas, es decir: _

7 =z(x;0") = — (5.28)
k

y los correspondientes Jacobianos estdn dados por J; = c,".
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Calcular las probabilidades a posteriori,

Cnlpl S
Pl=—K—,  donde pr=Jlu(z) vy g=1,...p. (5.29)
anqpq

= Flujo: Para todo paso ¢ > 0 (tiempo discreto), hacer lo siguiente:

1. Realizar, en cada clase &, un paso de normalizacidn.

Para cada variable i
a) Aplicar una transformacién ortogonal
Zi — UkZ,{ .
b) Aplicar una transformacién
40 — FE0),

. d i i
i~ RG]

La transformacion F} es escogida considerando la direccion de ascenso de la fun-
cioén log-verosimilitud, esto es:

o =YVoLila=0, (5.30)

donde

=t (5.31)

Ve [[VaLil?

Li(a) = iPZ log |F. ((i)sa) |+ togu (F (d(i):) )]

y u(z) es la distribucion normal unidimensional.

2. Actualizar las probabilidades a posteriori de acuerdo a la formula,

_ ol
Pl = pkip’;] (5.32)
Yg—1TqPq
donde
pr=Jiu(z). (5.33)

Observacion: La eleccién del valor € en (5.31) es de considerable interés en la mayoria de los
algoritmos de descenso. En todos los ejemplos que aqui presentaremos hemos considerado el
valor constante € = 0,02.
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5.4. Eleccion de variables y evaluacion del agrupamiento

En la seccion previa presentamos una metodologia que cuando es aplicada al problema de
agrupamiento de datos nos provee de asignaciones p,{, las cuales representan la probabilidad que
la observacion j pertenezca a la clase k. En esta seccién nos interesa analizar un problema que
podriamos llamarlo reciproco; queremos evaluar que tan bien un conjunto de variables de las ob-
servaciones x confirman un agrupamiento dado de antemano. Es decir, supongamos que la pobla-
cion esta distribuida en p clases distintas de acuerdo a las asignaciones (conocidas) qi, buscamos
conocer que tan bueno es un subconjunto de variables x; para particionar la poblacion en las dis-
tintas clases dadas por las probabilidades q‘,i. (Notemos que q,i no tiene porque ser igual a 1 o
0).

Existen varias situaciones en las que la evaluacion del agrupamiento es de interés. La motiva-
cion en nuestro caso surge del problema de seleccion de variables: cuando el nimero de variables
excede ampliamente al nimero de observaciones (esto es m < n), es necesario utilizar s6lo un
subconjunto de estas variables. Es natural entonces quedarnos con las que “mejor” agrupan los
datos. Por ejemplo, para resolver el problema clésico de clasificacién uno busca las variables que
optimizan la particién de acuerdo a la clasificacién dada para los datos perteneciente a la poblacion
de entrenamiento y para los cuales sabemos exactamente a que clase pertenece cada uno.

La pregunta que surge entonces es: (cOmo evaluar que tan bien las variables x; confirman un
agrupamiento dado q'li? Una manera de responder a este interrogante es considerando el valor M
que nos proporciona la siguiente ecuacion:

M =Y ql10g(p]) - (5.34)
k,j

Esta ecuacion puede interpretarse como menos la entropia-cruzada (el signo menos surge debido
a que estamos buscado discriminar las observaciones en clases, i.e. orden, no desorden). Las pro-
babilidades pi provienen de las las variables observadas x; asumiendo el agrupamiento q,]C dado y
son calculadas a partir de la formula de Bayes (5.1), donde las densidades py(x) maximizan las
funciones verosimilitud

L =Y q] log(pi(x)). (5.35)
J

(esta maximizacion puede realizarse considerando una familia paramétrica de distribuciones o por
ejemplo mediante la metodologia de los flujos propuesta anteriormente)

En resumen, debemos estimar las funciones densidades de probabilidad para cada clase, donde
las clases estan determinadas por las atribuciones qi y las densidades son estimadas a partir del
subconjunto de variables x; consideradas. Luego, utilizamos estas densidades para calcular las
asignaciones a posteriori pi y finalmente, con estas probabilidades a priori, calculamos la entropia
M. El valor que nos proporciona esta entropia (negativa) es la medida de que tan bien las variables
x; confirman el agrupamiento determinado por las atribuciones qﬁ. Para entender esto notemos que
la medida (5.34) concuerda, salvo signo y sumada una constante, con la divergencia de Kullback—
Leibler (KL) [50] de g y p y la cual estd definida por

_ j
Dxi(q,p) =) _qilog (cl’j) : (5.36)

k,j Py

Esta funcién alcanza su médximo valor posible justamente cuando pi = qi, i.e. cuando las va-
riables x; recuperan o confirman las atribuciones dadas de antemano. En este caso tenemos que
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Dkr(p,p) =0y M se convierte en el negativo de la entropia
M=Y pllog <pi) : (5.37)
k'ﬁj

Por lo tanto, mientras menor sea el valor de M, lo cual se da cuando mas proximos sean los valores
de pi alos de q,’c, mds Uutiles serdn las variables x; para utilizarlas en el proceso de discriminar las
observaciones en las clases preestablecidas de acuerdo a qi.

Para clarificar los conceptos anteriores, consideremos a continuacién ejemplos de seleccion de
un subconjunto de variables i € I de un conjunto mayor /™.

= Clasificacion (version 1): en la version “clasica” del problema de clasificacion, tenemos una
poblacion de entrenamiento de la que sabemos de antemano a que clase pertenece cada una
de las observaciones que la componen, o sea tenemos qi = 5’,;_ (k’]‘- es la clase a la que fue
asignada la observacion j). Seleccionar las variables x; que maximizan M, corresponde en
este caso a seleccionar las que hacen que M = 0 y esto sucede en el caso en que p‘,ﬁ = Skj, 0
sea cuando las variables x; recuperan la particién en clases original.

= Agrupamiento: Para este caso uno no conoce las asignaciones q,{ de antemano. Por lo tanto
podemos suponer que qi = pi, i.e., realizar un procedimiento de agrupamiento a partir de
las variables x; y evaluar su performance de acuerdo al valor que nos de la entropia negativa.
Ahora, como M < 0, su miximo valor se dard cuando las probabilidades pi sean ceros o
unos, lo cual corresponde a un agrupamiento de los datos con total certeza.

» Clasificacion (version 2): En el caso en que la poblacién de entrenamiento es pequefia y la
de prueba resulta grande, uno puede utilizar la propuesta realizada para el caso de agrupa-
miento en lugar de la sugerida para clasificacién. De hecho, siguiendo el espiritu de la visén
unificadora de de los problemas de clasificacion y agrupamiento de datos que aqui pro-
ponemos, es esto lo que debemos hacer. En efecto, si s6lo utilizamos las observaciones
pertenecientes a la poblacién de entrenamiento perdemos toda la informacién disponible
que tenemos en los puntos de prueba. Por lo tanto, 1o que debemos hacer es utilizar ambas
poblaciones, considerando los valores de qi (conocidos) para las observaciones de prueba y
las probabilidades a posteriori qi = p',i para los datos de prueba. Es decir realizar un mezcla
de las dos propuestas anteriores.

Cabe sefialar que la seleccién de un subconjunto I C I"™ de variables requiere realizar una
bisqueda combinatoria que puede ser extremadamente costosa en el caso en que los cardinales de
I e I'" sean grandes. Mds atin, cada estimacién de las densidades de probabilidad puede requerir
también un trabajo significativo desde el punto de vista computacional. Para reducir estos costos
podemos considerar las siguientes estrategias:

= No considerar todos los subconjuntos / posibles, si no s6lo algunos casos elegidos bajo
cierto criterio. El caso mas simple, seria evaluar el desempefio de cada variable por separado,
ordenarlas de acuerdo a el valor de M que estas arrojen y luego seleccionar las primeras de
la lista.

= No realizar una estimacién para las p;y muy compleja sino considerar alguna sencilla, como
por ejemplo una estimacién paramétrica a una Gaussiana isotrépica.

Es claro que estrategias mds sofisticadas pueden ser tenidas en cuenta. Todo depende de la impor-
tancia que tiene la reduccion de variables y de los recursos disponibles. Si por ejemplo, reducir
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el niimero de variables s6lo se debe para que el problema resulte mas manejable, entonces la es-
trategia mds simple puede ser utilizado. Si en cambio el objetivo es identificar variables claves,
tales como conjuntos de genes relacionados con una enfermedad particular, es indicado consi-
derar una busqueda mds exhaustiva. En los ejemplos que presentaremos en la préxima seccion
correspondientes a clasificaciéon de tumores a partir de datos de microarray, hemos consideramos
la propuesta mas simple de evaluar cada variable de manera individual y para la estimacién de las
densidades consideramos la metodologia, obteniendo muy buenos resultados.

5.5. Ejemplos clinicos: clasificacion de tumores

Con el objetivo de ilustrar el desempefio de la metodologia propuesta, presentamos los re-
sultados que hemos obtenidos al aplicarla a dos conjuntos de datos, ambos relacionados con el
diagnéstico de tumores a partir de niveles de expresion genética y disponibles en la literatura. El
primer conjunto de datos [48] estd compuesto por 83 pacientes, cada uno de los cuales padece
uno de las siguientes clases de tumor de células pequefias, redondas y azules en la infancia®: neu-
roblastoma (NB), rabdomiosarcoma (RMS), linfoma maligno no hodgkiniano (NHL) o sarcoma
de Ewing extra 6seo (EWS). Para cada uno de los 83 pacientes se dispone del nivel de expresién
genética correspondiente a 2308 genes. El segundo conjunto de datos [36] contiene el nivel de
expresion genética de 6817 genes correspondiente a células de la médula 6sea. Estas datos co-
rresponden a 72 pacientes los cuales padecen alguna de las siguientes clases de leucemia aguda:
Leucemia linfoblastica aguda* (ALL) o Leucemia mieloide aguda® (AML).

Estos dos conjuntos de datos son cualitativamente diferentes (esto quedara reflejado en los
gréaficos que se presentardn a continuacién). Consideramos que estas diferencias pueden deberse
principalmente al hecho de que en realidad los 2308 genes en [48] son un subconjunto pertene-
cientes a un conjunto total de 6567, el cual ha sido filtrado de manera tal que los genes con los
que trabajaremos cuenta al menos con un cierto grado de variacién en su nivel de expresiéon. Por
el contrario, los 6817 genes en [36] no han sido filtrados, de manera tal que para varios de los
genes se tiene un nivel de expresidn casi uniforme en muchas de las muestras. Mas alld de estas
diferencias veremos que la metodologia propuesta funciona bien se haya o no filtrado los datos
previamente.

5.5.1. Diagnostico de una muestra por vez

Para comenzar nos enfocaremos en el problema de clasificaciéon. Como primer ejemplo, mos-
traremos el caso en que hemos escogido un dnica observacion, la cual queremos clasificar y utili-
zamos las restantes como poblacién de entrenamiento. Este proceso lo hemos realizado con cada
una de las observaciones y requiere de los siguientes pasos:

3Los tumores de células pequefias redondas y azules en la infancia constituyen frecuentemente un desafio en el
diagnéstico para el patélogo debido a que pueden presentarse como proliferaciones de células indiferenciadas en la
microscopia de luz y muestran un alto grado de superposicion histoldgica en su apariencia, careciendo de rasgos es-
pecificos para su diferenciacion. Su subclasificacién requiere muchas veces un diagnéstico multimodal que incluye el
uso de técnicas como microscopia electronica, inmunohistoquimica y técnicas moleculares y genéticas.

4Comprende un grupo de neoplasias malignas que afectan los precursores de los linfocitos en la médula Gsea. Cons-
tituye una expansion clonal en una etapa de la hematopoyesis linfoide, expresada por una detencién en la diferenciacion
celular, con proliferacion y crecimiento no controlados de células leucémicas, que se originan en la médula 6sea y luego
se diseminan a sangre periférica, bazo, ganglios y al resto de los tejidos.

3Tipo de cdncer producido en las células de la linea mieloide de los leucocitos, caracterizado por la rdpida pro-
liferacién de células anormales que se acumulan en la médula 6sea e interfieren en la produccién de glébulos rojos
normales.
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= Asignar a la observacién j una probabilidad a priori ni de pertenecer a la k-ésima clase.
Suponemos una probabilidad uniforme TC',i = Alf para el caso de los cuatro tumores de células

redondas y pequefias y una probabilidad a priori ni = % para el caso de los dos tipos de
leucemia aguda.

= Seleccion de un conjunto de genes. Ordenamos los genes de acuerdo al valor provisto por la
medida (5.37), donde las P,f son las probabilidades a posteriori calculadas por el algoritmo

de agrupamiento usando un Unico gen por vez, las Q,’( son unos o ceros para las observa-

ciones de la clase de entrenamiento y Qi = P,f para el dato de prueba. Luego elegimos los
primeros n genes de la lista.

= Clasificacion de la observaciones de prueba (una tnica en este caso). Usando los genes
seleccionados en el paso anterior, calculamos las probabilidades a posteriori P,f para la ob-
servacion de prueba y asignamos esta observacion a la clase cuya probabilidad a posteriori
€s mayor.

Cuando el nimero n de genes seleccionados es suficientemente grande, basta considerar sélo
el paso de precondicionamiento del algoritmo para obtener resultados casi perfectos. Por ejemplo,
con n > 20 los 83 casos correspondientes a tumores de células redondas y pequeias son clasifica-
dos correctamente. En el caso de tumores de Leucemia 70 de los 72 pacientes son diagnosticados
correctamente considerando n > 10. La parte no lineal del algoritmo nos permite reducir ain mas
el nimero de genes necesarios para obtener un diagndstico correcto.

A modo de ejemplo, mostramos los resultados utilizando s6lo dos genes para diagnosticar un
paciente particular que padece linfoma maligno no hodgkiniano (NHL). La Figura 5.1 muestra los
datos originales en el “espacio de genes”. Los dos genes corresponden a los seleccionados por el
algoritmo de acuerdo a lo explicado anteriormente. Las diferentes clases de tumores se muestran
en diferentes colores mientras que el paciente a ser diagnosticado en color verde para destacar que
en un principio no conocemos a que clase éste pertenece (aunque es sabido que pertenece a la
clase de color cyan). Vale la pena destacar que en este grafico puede observarse la capacidad que
tienen los dos genes seleccionados por el algoritmo para particionar los datos en las cuatro clases
de tumores generando una particion bien clara.

La Figuras 5.2 y 5.3 describen, de manera grafica, la evolucién del proceso de diagndstico
correspondiente a este paciente particular con el paso de las iteraciones. En la Figura 5.2, podemos
ver las variables transformadas z = ¢,(x), para las cuatro clases de tumores, incluyendo ademas
en cada una, el paciente ain no diagnosticado. La fila superior contiene los mismo datos que la
Figura 5.1, pero separados por clases. La segunda fila de graficos muestra los resultados del paso
de precondicionamiento para cada una de las clases. Estos grificos son simplemente una versién
desplazada y reescalada de lo que se muestra en la fila superior. A este nivel, con cero iteraciones,
el algoritmo asigna incorrectamente al paciente a la clase EWS, este hecho se debe a que el punto
verde se encuentra mas cerca del centro de esta clase que del centro de la clase NHL. Sin embargo,
vemos que atin ninguno de los agrupamientos corresponden a los de una Gaussiana isotropica. A
medida que las iteraciones progresan y como podemos ver en las tltimas dos filas de graficos, los
agrupamiento se tornan mas Gaussianos, mientras que el punto verde queda claramente incluido en
la nube de observaciones de la clase NHL y lejos de la nube de puntos correspondientes a la clase
EWS. Esta evolucién, pero en términos de diagndstico de acuerdo al valor de las probabilidades,
puede observarse en la Figura 5.3. Aqui se muestra la evolucién de las asignaciones P[t]i, y su
convergencia a las probabilidades pi de que el tumor pertenezca a cada una de las cuatro clases.
Inicialmente, todas las P[t]¢’s son iguales a 0.25 (el valor a priori) y luego, a pesar de que en un
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Figura 5.1: Datos sin procesar graficados considerando los dos genes seleccionados por el algorit-
mo de acuerdo a su capacidad para particionar la poblacion. Para hacer el procedimiento de selec-
cién mas expeditivo, se considerd cada gen de manera individual y la estimacién de densidades se
redujo sélo al paso de precondicionamiento, el cual consiste simplemente de un desplazamiento
y “reescalado” de los datos. En el gréifico la poblacién de entrenamiento esta coloreada de acuer-
do a su clase. En verde se muestra la observacién que fue elegida como prueba. Esta eleccion
fue realizada debido a que por su ubicacidn esta observacién resulta una de las mds dificiles de
clasificar.

principio la probabilidad de pertenecer a la clase incorrecta (EWS) crece, ésta y las demds son
superadas ampliamente por la probabilidad que da un diagndstico correcto, NHL.

Un ejemplo correspondiente a los datos relacionados con las dos clases de leucemia es presen-
tado en las Figuras 5.4, 5.5, y 5.6. El diagndstico que mostramos se realizé considerando 13 genes;
sin embargo los graficos muestran los dos primeros genes seleccionados para tiempo ¢ = 0 y las
correspondientes dos componentes de z = ¢, (x) para tiempos posteriores. Como se aprecia en la
Figura 5.6, vemos que el paciente es diagnosticado correctamente de AML desde el tiempo cero,
sin embargo con una probabilidad apenas mayor a 0.5. A medida que las iteraciones avanzan, esta
probabilidad alcanza el valor uno. La Figura 5.5 muestra esta evolucion en el espacio de las dos
primeras variables. Nuevamente, a medida que las nubes de puntos se convierten cada vez mas
parecidas a una muestra de una distribucidén Gaussiana, el punto verde es claramente rechazado de
la clase ALL a la cual no pertenece y es absorbido por su verdadera clase, AML.

5.5.2. Diagnostico de miltiples muestras

A partir de los excelentes resultados obtenidos para el diagndstico de una muestra por vez,
nos preguntamos ahora si podemos también obtener tan buenos resultados pero disponiendo de
menos informacién. Para ser més precisos la pregunta seria: ;podemos obtener resultados similares
invirtiendo las fracciones de poblacién de muestra y prueba?, es decir, usando sélo un puiiado de
observaciones de entrenamiento para diagnosticar el resto de las observaciones.

Para responder este interrogante, reducimos la poblacién de entrenamiento para la clasifica-
cién de los cuatro tipos de tumores de células redondas y pequefias a tan sélo 5 observaciones por
cada tipo de tumor y las usamos para clasificar los 63 pacientes restantes. Los resultados obteni-
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Figura 5.2: Las observaciones son transformadas de acuerdo a los flujos zz, la observacién de
prueba (coloreada en verde) es “‘suavemente” asignada a las clases de acuerdo a su probabilidad a
posteriori de pertenecer a cada una de éstas. Los graficos superiores, al igual que en la Figura 5.1,
muestran los datos originales en el plano definido por los dos genes seleccionados por el algoritmo
pero aqui separados por clases. La segunda fila de gréificos es una version centrada y reescalada
de la de arriba. La tercer y cuarta muestran el progreso del algoritmo considerando ya la parte no
lineal de este . A medida que cada clase se acerca a una muestra de una distribucién Gaussiana, la
observacion de prueba es claramente absorbida o rechazada.

dos fueron también muy buenos: por ejemplo, utilizando 60 genes clasificamos correctamente el
95 % de las observaciones. Resultados similares obtuvimos para el caso de leucemia: consideran-
do una poblacién de entrenamiento compuesta por sélo dos pacientes para cada clases, al utilizar
110 genes, obtuvimos el 90 % de los diagndsticos de correctos. En todos los casos, la parte no li-
neal del algoritmo fue esencial para lograr esto, el paso de precondicionamiento por si solo arroja
resultados mas pobres.

Cabe senalar que, cuando la clase de entrenamiento es pequefia, la parte mas débil de este
procedimiento no es el proceso de clasificacion sino la seleccion de los genes que se utilizan
para esto. El problema reside en la dificultad para determinar cudles son las variables que mejor
particionan los datos en las distintas clases, siendo que para cada clase se tienen pocos datos. Es
decir, las clases estdn poco representadas o vagamente determinadas. Esto ademads estd agravado
por el hecho de que al proceso de seleccion de genes lo hemos simplificado casi al maximo:
evaluacién de una variable a la vez y sélo considerando el paso de precondicionamiento.

Para corroborar lo expresado en el parrafo anterior, consideramos una poblacién de entrena-
miento mayor a la hora de seleccionar los genes y luego, para el proceso de clasificacion, volvimos
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servacion pertenezca a cada una de las clases Cy.
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Figura 5.4: Idem Figura 5.1, pero en este caso para la clasificacién de tipos de leucemia aguda.
Aunque aqui las observaciones son graficadas en el plano de los dos primeros genes elegidos por
el algoritmo de seleccién, de acuerdo a su capacidad para agrupar, el nimero de genes tenido en
cuenta para este ejemplo fue 13. Noétese, en este conjunto de datos sin filtrar, la presencia de varias
observaciones para las cuales la expresion de los genes no muestra grandes variaciones y como
si su expresion fuese la correspondiente a la de su valor normal. Esto hecho hace que se requiera
de mas de dos genes para realizar clasificacion y agrupamiento. En particular, pareceria imposible
clasificar la observacion graficada en verde, a partir de sélo estos dos genes seleccionados.

a utilizar s6lo dos muestras por clase. Los resultados se acercaron nuevamente a casi el 100% de
los diagnosticos correctos.

Este tema de la seleccion de genes sera discutido mds a fondo en el inciso a continuacién y
dentro del contexto del problema de agrupamiento de datos, donde la situacion es aiin mds extrema
ya que directamente no contamos con una poblacién de entrenamiento.
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Figura 5.5: Idem Figura 5.2, pero para los casos de leucemia. Se muestra la evolucién en el plano
de las dos primeras variables, las cuales corresponden a los dos genes seleccionados en el caso de
t = 0. Sin embargo, el algoritmo realiza todo el trabajo en un espacio 13-dimensional y es a partir
de utilizar estos 13 genes que el procedimiento puede identificar la clase correcta y tal como se
ve en la dltima fila “rechaza” la observacién de la nube de puntos correspondientes a la clase a la

cual esta observacion no pertenece.
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Figura 5.6: Idem que la Figura 5.3, pero para la evolucion de las asignaciones correspondientes a
la observacidén de prueba perteneciente a la clase AML.

5.5.3. Agrupamiento

Llevando la idea del diagnéstico de multiples muestras al limite, nos deshacemos de la po-
blacién de entrenamiento y estamos entonces ante el problema de agrupamiento. La idea aqui es
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verificar si el agrupamiento o particién de datos que propone el algoritmo coincide con la clasi-
ficacién de tumores de acuerdo a sus tipos. En el lenguaje de [36], este proceso consiste en el
“descubrimiento de clases”: patrones en los niveles de expresion genética que sugieran la existen-
cia de diversos tipos de tumores.

Los pasos para realizar agrupamiento son los mismos que explicamos anteriormente, excepto
que en este caso es necesario romper la simetria inicial entre todas las clases. Para esto, en vez de
considerar inicialmente Qi igual a las probabilidades a priori ni, consideramos en cambio

Ol =m/+r], (5.38)

donde r,{ son ndmero aleatorios, muy pequefios, y que sumados sobre k resultan igual a cero.

Tal como comentamos antes, el problema de la seleccion de genes aqui se agudiza debido a
que la clase de entrenamiento desaparece por completo. No obstante, esto podria de esperarse ya
que se nos pide averiguar, a partir de un conjunto de miles de genes, cudles son los que mejor
particionan una poblacién de un centenar de pacientes. M4s atin, al no contar con una poblacién
de entrenamiento que brinde una referencia de los distintos tipos de cédncer, el procedimiento
podria realizar un agrupamiento desde un 4ngulo totalmente diferente, ya sea por la edad del
paciente, género, etnia, tipo de sangre, o enfermedad del corazén por ejemplo. Incluso variaciones
aleatorias en los niveles de expresion genética, no atribuibles a ninguna causa bioldgica especifica,
podrian dar lugar a una particién que resulte robusta o coherente cuando la relacion de variables
vs pacientes es muy grande.

A partir de lo mencionado, decidimos en nuestros experimentos, realizar el proceso de selec-
cién de genes utilizando todas las observaciones como clase de entrenamiento. Una vez elegidos
los genes, nos olvidamos de los diagndsticos (conocidos) para cada una de las observaciones y
aplicamos el algoritmo para realizar el descubrimiento de clases. Los resultados fueron excelen-
tes, acertando 100 % de los diagndsticos considerando una cantidad suficiente de genes: para los
tumores de células redondas y pequefias 70 genes fueron suficientes, mientras que para para el
caso de los dos tipos de leucemia s6lo 10 bastaron.

A continuacién ilustramos estos experimentos, pero utilizando una cantidad menor de genes.
La Figura 5.7 muestra los resultados utilizando 40 genes para realizar el agrupamiento de los
diferentes tipos de tumores de células redondas y pequefias: un tinica observacién es asignada
al grupo incorrecto. En la Figura 5.8 mostramos el resultado usando 6 genes para agrupar las
observaciones de las dos tipos de leucemia. El “descubrimiento de clases” es igual al verdadero
para el 93 % de las observaciones.

A modo de ejemplo, en las Figuras 5.9 y 5.10 mostramos los resultados obtenidos para el
problema de agrupamiento pero para el caso en el que al realizar la seleccién de genes no fue
informado la clase a la cual pertenecia cada observacién. Nuevamente 40 genes fueron utilizados
para el agrupamiento de los tumores de células redondas y 6 genes para el agrupamiento de las
muestras de leucemia. Podemos ver, que por més que estos genes fueron los que arrojaron mayores
valores de la mediada M, la particién no fue realizada teniendo en cuenta los distintos tipos de
tumores, sino simplemente considerando agruparla en cuatro y dos grupos respectivamente. O sea,
fueron evaluados por su capacidad de agrupar la muestra en cuatro y dos grupos, posiblemente sin
relacién con los tipos de tumores. Los resultados obtenidos difieren notablemente de los obtenidos
anteriormente. En la fila superior se muestran la verdadera particién o agrupamiento en clases
donde cada una esté coloreada en un tono distinto. En el grifico de la derecha se puede apreciar lo
poco natural que se ve la verdadera particion en clases vistas en el plano de los dos primeros genes
seleccionados. En el gréifico de la izquierda se grafica lo mismo, pero en el plano de los dos genes
seleccionados cuando se consideran todas las observaciones como poblacién de entrenamiento
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Figura 5.7: Agrupamiento de las muestras correspondientes a tumores de células redondas y pe-
quenas, considerando 40 genes pero graficado utilizando s6lo los dos primeros. El panel superior
muestra el agrupamiento correcto mientras que en el de abajo se ven las clases descubiertas por el
algoritmo. S6lo una observacion, resaltada con un circulo, fue asignada a una clase incorrecta.
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Figura 5.8: Idem Figura 5.7, pero para los dos tipos de leucemia. El agrupamiento se realizé usando
6 genes. Encerrado en circulos se muestran los puntos que fueron erréneamente clasificados.

para realizar esta seleccidn. La particién verdadera se ve reflejada de manera mds natural. En
fila inferior se muestran, los distintos agrupamientos obtenidos de acuerdo al conjunto de genes
que fueron tenidos en cuenta. Para el caso en que los genes fueron elegidos sin informacién,
podriamos decir que sélo una clase descubierta concuerda con la verdadera. A priori no esté claro
si podriamos llamar a este agrupamiento el “incorrecto” pues, debido a que los distintos tipos de
tumores no fueron provistos, el algoritmo puede haber agrupado a esto tumores no de acuerdo al
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tipo de tumor, sino por ejemplo de acuerdo al estado de desarrollo o a cualquier otra caracteristica
no observada a simple vista.
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Figura 5.9: Agrupamiento de las muestras correspondientes a los distintos tipos de tumores de
células redondas, utilizando 40 genes y graficado en el plano generado por los primeros dos.
En el panel superior se muestra la particién de clases correcta, mientras que en el panel inferior
se ve la particién realizada por el algoritmo. En los grificos de la izquierda, se muestran los
resultados para el caso en que los 40 genes fueron seleccionados por su capacidad de particionar
las muestras de acuerdo a las distintas clases de tumores. En los de la derecha, se muestran los
resultados cuando los genes fueron seleccionados de acuerdo a particionar las muestras sin usar
observaciones etiquetadas con algtn tipo de informacion.
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Figura 5.10: idem Figura5.9, pero para el caso de leucemia y usando 6 genes.

5.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo hemos presentado una metodologia destinada a resolver problemas de clasifi-
cacion y agrupamiento de datos. La metodologia propuesta implica considerar las poblaciones de
entrenamiento y de prueba de manera casi indistinta. Este hecho resulta no sélo de utilidad desde
el punto de vista de poder unificar los procedimientos para clasificacién y agrupamiento de da-
tos, sino que ademads resulta de mucha utilidad para atenuar el problema de la dimensién. Cuando
estamos trabajando con una muestra pequefia de datos de dimensién muy grande, de acuerdo a
las ideas aqui propuestas, podemos considerar de manera indistinta tanto a los datos de entrena-
miento como a los de prueba y de esta forma contar con una tnica poblacién de mayor volumen.
La metodologia estd basada en el espiritu del algoritmo E-M y unos de sus pilares es la estima-
cién de densidades. Este procedimiento consiste en la transformacién de las muestras a través de
“flujos”, a muestras correspondientes a una distribucién Gaussiana isotrépica. En este contexto,
las observaciones actiian como marcadores que guian el flujo. A medida que una observacion es
claramente asignada a una clase, esta observacién comienza a cumplir un papel mds activo en el
flujo correspondiente a esa clase y a actuar de manera casi pasiva en el resto.

Cabe destacar, que de la metodologia propuesta se desprende un procedimiento destinado a la
seleccion de un conjunto de variables basado en la capacidad que estas poseen para particionar la
muestras en clases distintas.

Con el objetivo de mostrar el desempefio de la metodologia propuesta, ésta fue utilizada en
dos ejemplos de aplicaciones médicas relacionados con la clasificacién de tumores a partir de
datos de niveles de expresion genética. De acuerdo a los resultados obtenidos en estos ejemplos
podemos decir que esta metodologia puede ser considerada como una herramienta de potencial
ayuda a la hora de realizar diagndstico, prevencién y tratamiento de las enfermedades a partir del
conocimiento de los niveles de expresion genéticas del paciente.



Capitulo 6

Discusion y Conclusiones generales

Con el objeto de mostrar aplicaciones de modelos y herramientas matemaéticas para el estudio,
andlisis y comprensién de diferentes procesos y fendmenos que surgen en otras ciencias, en este
trabajo hemos considerado el 4rea de la biomedicina. El trabajo fue dividido en dos partes. En la
primera parte nos hemos abocado a la deteccidn de tumores y estimacioén de pardmetros asociados
a regiones tumorales y en la segunda parte a la clasificacién de tumores a partir de datos de niveles
de expresién genética.

En la primera situacidn el objetivo principal fue el desarrollo de una metodologia para estimar
la localizacion, tamafo y parametros térmicos asociados a un tumor, inmerso en el tejido corpo-
ral, usando como informacién perfiles de temperaturas medidas sobre la superficie corporal en la
zona proxima al tumor. Desde el punto de vista matemadtico, estimar la localizacién y tamafio o
pardmetros térmicos usando como informacién perfiles de temperaturas medidas sobre la super-
ficie corporal, fue considerado como un problema inverso: dada informacién sobre el borde, la
idea es determinar caracteristicas internas, ya sea donde debe estar localizado el tumor y cudl es
su tamaflo o en caso de conocer la localizacién del tumor la idea es determinar qué valor tienen
algunos de los pardmetros fisiologicos asociados a esta region.

Para modelar la transferencia de calor en tejidos vivos hemos considerado la ecuacién de
Pennes estacionaria con condiciones de bordes mixtas. Para este problema de borde probamos
existencia y unicidad de la solucién. Luego, propusimos un esquema de diferencias finitas de se-
gundo orden para resolver en forma numérica este problema directo. Por su parte, para resolver
los problemas inversos, estos fueron reformulados como problemas de optimizacion y para cada
uno se definié una funcién costo apropiada. En ambos casos la funcién costo representa el error o
diferencia entre un perfil de temperatura u,,, medido experimentalmente en la superficie corporal
y la solucién numérica u,, obtenida mediante diferencias finitas, del problema de transferencia de
calor considerando un valor de pardmetro p. La idea entonces fue hallar el parametro p* que mini-
mice la funcién costo. Para resolver los problemas de optimizacién propusimos dos metodologias
distintas.

En la primera metodologia presentada, Capitulo 3, hicimos uso del algoritmo Pattern Search
para minimizar la funcién costo. Este algoritmo pertenece a la clase de algoritmos de optimiza-
cién conocidos como algoritmos de busqueda directa o también llamados de orden cero, ya que
no hace uso de las derivadas para encontrar el minimo deseado, lo cual lo convierte en un algo-
ritmo de muy fécil implementacién. La utilizacién de algoritmos libres del calculo de derivada ha
sido también propuesta en [61], utilizando algoritmos del tipo genético y en [56] utilizando redes
neuronales. La metodologia que aqui propusimos y la cual esta basada en el trabajo [1], es de mds
facil implementacién que las anteriores y sin embargo se obtuvieron iguales o mejores resultados.
Estos resultados muestra la conveniencia de utilizar la metodologia presentada. Atn en los casos
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en que 10% y 15 % de ruido aleatorio fue adicionado a los datos de entrada, la metodologia estima
los valores de los diferentes pardmetros con una muy buena precision tanto en el caso 2D como en
el caso 3D.

En el Capitulo 4, desarrollamos la segunda metodologia propuesta. Esta hace uso de la infor-
macion que provee la derivada de la funcién a minimizar con respecto a las distintas variables
a estimar. Para calcular tal derivada, acudimos al andlisis de sensibilidad. Primero fue tratado el
caso de la sensibilidad al cambio de los parametros con el objetivo de resolver el problema de la
estimacion del valor de la fuente de calor metabdlico dentro de la regién tumoral. Luego, para el
problema particular de localizacién y estimacidn del tamafio del tumor, en el que la variable de
control es el dominio donde el problema estd definido, presentamos algunos de los conceptos re-
lacionados con el andlisis al cambio de forma y hallamos la formula para la derivada de la funcién
con respecto a la variacion del dominio. Aunque tradicionalmente el andlisis de sensibilidad al
cambio de forma ha estado muy ligado a la mecénica de las estructuras, de acuerdo a lo presen-
tado en este trabajo estas herramientas pueden ser también aplicadas en problemas relacionados
con la Medicina obteniendo excelente resultados. El cdlculo de la derivada de la funcién costo no
insume un gran tiempo computacional, ya que al plantear una ecuacién adjunta es necesario s6lo
resolver otro problema de borde muy parecido al original, por lo que hemos utilizado el mismo
esquema de diferencias finitas. El calculo de la derivada del funcional costo y su posterior uso per-
miti6é obtener una metodologia més eficiente, la cual arrojé, de acuerdo a los ejemplos mostrados,
mejores resultados que la propuesta en el capitulo anterior.

Cabe sefalar que los muy buenos resultados obtenidos se deben en gran medida a la fuerte
restriccién impuesta sobre la clase de funciones para los coeficientes térmicos y para la fuente
de calor metabdlico. Desde el punto de vista matemaético, la suposicion de considerar estas fun-
ciones como continuas a trozos implica una reduccion notoria en la dimensién del conjunto de
parametros admisibles donde consideramos la minimizacién del funcional costo. De esta manera
la minimizacién se realiz6 sobre un conjunto de dimension finita.

En conclusidn, de acuerdo a los resultados obtenidos ambas metodologias y en particular la
segunda propuesta, pueden ser consideradas de potencial ayuda para localizar regiones tumorales,
principalmente melanomas nodulares, como asi también para estimar parametros relacionados con
estos que resultan de utilidad para estudiar su evolucién bajo terapias como por ejemplo el BNCT.

En la segunda parte del trabajo, Capitulo 5, el objetivo principal fue desarrollar un algorit-
mo capaz de extraer, de una gran base de datos, informacidn que reside de manera implicita en
estos datos. Dicha informacién es previamente desconocida y puede resultar util para describir o
tomar decisiones sobre el proceso o fendémeno que estd bajo andlisis. Las ideas aqui desarrolladas
corresponden al trabajo [2].

La metodologia propuesta implica considerar las poblaciones de entrenamiento y de prueba
de manera casi indistinta. Este hecho resulta no sélo de utilidad desde el punto de vista de poder
unificar los procedimientos para clasificacién y agrupamiento de datos, sino que ademas resulta
de mucha utilidad para atenuar el problema de la dimensién. Cuando se estd trabajando con una
muestra pequeiia de datos de dimensiéon muy grande, de acuerdo a las ideas que aqui propusimos,
es posible considerar de manera indistinta tanto a los datos de entrenamiento como a los de prueba,
y de esta forma contar con una tnica poblaciéon de mayor volumen.

La metodologia estd basada en el espiritu del algoritmo E-M y unos de sus pilares es la estima-
cién de densidades. Este procedimiento consiste en la transformacion de las muestras por medio
de “flujos”, a muestras correspondientes a una distribucién Gaussiana isotrépica. En este contexto,
las observaciones actiian como marcadores que guian el flujo. A medida que una observacion es
claramente asignada a una clase, esta observacion comienza a cumplir un papel mds activo en el
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flujo correspondiente a esa clase, y por lo tanto actia de manera casi pasiva en el resto.

Cabe destacar, que de la metodologia propuesta se desprende un procedimiento destinado a la
seleccién de un conjunto de variables basado en la capacidad que estas poseen para particionar la
muestras en clases distintas.

Con el objetivo de demostrar el desempefio de la metodologia propuesta, la utilizamos en
dos ejemplos de aplicaciones médicas relacionados con la clasificacién de tumores a partir de
datos de niveles de expresion genética. De acuerdo a los resultados obtenidos en estos ejemplos
podemos decir que esta metodologia puede ser considerada como una herramienta de potencial
ayuda a la hora de realizar diagndstico, prevencién y tratamiento de las enfermedades a partir del
conocimiento de los niveles de expresion genéticas del paciente.

Cabe sefialar que aunque los problemas tratados en las distintas partes de este trabajo y las he-
rramientas matemdaticas necesarias para resolver cada uno de estos puedan parecer en un principio
muy disimiles, queremos hacer notar que existe un grado de relacién entre estos y que es posible
aplicar el tipo de herramientas e ideas utilizadas en la Parte 2 para resolver los problemas inversos
planteados en la Parte 1.

En las aplicaciones relacionadas con problemas inversos usualmente el interés reside en hallar
un conjunto de parametros correspondientes a un modelo que describe un fenémeno en estudio, a
partir de una observacién parcial de la solucién del modelo (por ejemplo mediciones realizadas en
el borde o s6lo componentes de la solucién). Es decir, tenemos una ecuacion de la forma

y=Tx 6.1)

donde T es un operador que relaciona los pardmetros del modelo x con las observaciones y. Tal
como comentamos en el Capitulo 3 este tipo de problemas son generalmente mal condicionados
ya sea porque no existe la solucion, existe pero no es tnica o posiblemente debido a que esta no
depende continuamente de los datos y. Relacionado con este tltimo concepto, debemos considerar
que en las aplicaciones las mediciones que uno realiza siempre estdn contaminadas con ruido
aleatorio y por lo tanto el problema que queremos resolver es del tipo

y=Tx+r (6.2)

donde r representa ruido aleatorio con funcién densidad de probabilidad 1.

Una manera de regularizar los problemas es introduciendo toda la informacién que conozca-
mos de antemano acerca del problema y en particular sobre los pardmetros del modelo. Una de
las formas posibles de realizar esto es utilizando un enfoque probabilistico. El uso de informacion
a priori es la caracteristica bésica de los denominados métodos Bayesianos. Supongamos que los
pardmetros x tienen una cierta distribucion de probabilidades dada por la densidad u(x). Entonces,
en lugar de buscar un tnico valor estimado para el conjunto de pardmetros x, lo que podemos hacer
es buscar un conjunto de estimaciones con diferentes probabilidades. Siguiendo esta idea podemos
también suponer que las mediciones son el valor de una variable aleatoria con distribucién p. La
pregunta entonces es la siguiente: ;qué podemos decir de los parametros x cuando la observacion
y es conocida?. En otras palabras, el interés es conocer la densidad condicional del conjunto de
parametros dada la observacion y.

Dijimos que el ruido tiene una distribucién con funcidn densidad 1 conocida, tenemos enton-
ces que la densidad de las observaciones y dados los pardmetros x estd dada por

p(y/x) =n(y—Tx).
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Luego utilizando la formula de Bayes tenemos que:

p(y/x)u(x)
Yop(y/x)u(x)

donde u(x/y) es la funcién densidad de probabilidad condicional “a posteriori”, u(x) es la funcién
densidad de probabilidad a priori y p(y/x) es la funcién de verosimilitud. La funcién u(x/y) nos
provee de toda la informacién sobre el conjunto de pardmetros x, cuando conocemos su distribu-
cién a priori y hemos observado la medicién y. Por ejemplo, maximizando la funcién densidad a
posteriori podemos determinar el valor mds probable de x dada la observacién y. Este enfoque es
empleado en [78] para la estimacién del coeficiente de absorcién correspondiente al tejido cere-
bral, coeficiente que resulta de importancia para detectar la presencia de un tumor. La mediciones
son imagenes de tomografia éptica para las cuales suponen una distribuciéon Gaussiana con me-
dia cero y matriz de covarianza conocida. Por su parte la distribucién a priori considerada para el
coeficiente de absorcion es también un distribucién Gaussiana con media cero pero con matriz de
covarianza a determinar. Con estas suposiciones la densidad a posteriori también tendrd una dis-
tribucién Gaussiana con media y covarianza definida en términos de las otras dos. Otro ejemplo
de este enfoque se puede hallar en [22], quienes utilizan esta metodologia para estimar pardme-
tros asociados a tumores de mamas. Mds detalles sobre la teoria de problemas inversos desde un
enfoque probabilistico son presentados en [75].

De acuerdo a lo anteriormente expresado, abordar el estudio de los problemas inversos desde
una perspectiva Bayesiana puede resultar de mucha utilidad en el caso en que los datos o medi-
ciones presenten un comportamiento estocdstico, asi como también en el caso en que se conozca
a priori informacién de relevancia acerca de la solucién buscada. Este enfoque sera considerado
como una posible futura linea de trabajo con el objetivo de profundizar el estudio de los problemas
inversos aqui tratados.

u(x/y) = (6.3)
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