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Resumen

En esta tesis estudiamos las dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes sobre R, particularmente
el caso nosingular. Las &lgebras 2-pasos se dividen en tipos (n,m). Yuri Nikolayesvky
ha obtenido importantes resultados, entre ellos, la clasificacién, en términos de ‘pencil’
de matrices, de todas las dlgebras de tipo (2,¢) que admiten un nilsoliton. Damos una
demostracién alternativa del teorema de clasificacion en el caso nosingular.

Usando métodos de teoria geométrica de invariantes real, caracterizamos las dlgebras
de tipo (n,m) nosingulares que admiten un nilsoliton. Como aplicacién de este resultado,
exhibimos los primeros ejemplos explicitos de dlgebras 2-pasos nosingulares de tipo (3, 8)
que no admiten un nilsoliton, y otras que si.

En relacién con esto ultimo, se plantea el problema concreto de distinguir dos dlgebras
de Lie dadas, salvo isomorfismo. Para ello usamos la forma Pfaffiana de Scheuneman,
un invariante de isomorfismo muy util asociado a las algebras 2-pasos, que consiste de
una clase de equivalencia proyectiva de un polinomio homogéneo de grado m/2 en n
variables con coeficientes en R. Usando ideas de L. E. Dickson y aplicando el teorema de
clasificacién de penciles anti-simétricos, probamos que toda cuartica ternaria positiva es
la forma Pfaffiana de al menos un algebra nosingular. En otras palabras, toda ternaria
cudrtica positiva admite una representacién Pfaffiana lineal, sobre R.

Durante mucho tiempo se creyé que cierta igualdad podria caracterizar las dlgebras
de tipo-H entre las nosingulares. Damos ejemplos de dlgebras nosingulares de tipo (2, 4k)
que cumplen esa igualdad, y que no son tipo-H.

Construimos algebras de Lie 2-pasos nilpotentes que no admiten nilsolitones, cubriendo
casi todos los tipos posibles. Por otra parte, usando el teorema de clasificacion de Niko-
layevsky, obtenemos curvas de algebras 2-pasos dos-a-dos no-isomorfas, indescomponibles
y no necesariamente nosingulares, que no admiten nilsolitones, en toda dimensién > 14 y
dimensién 12. Esto responde a una pregunta formulada por T. Payne.

Palabras y frases claves: solvariedades, solitones de Ricci, nilradical Einstein.

2010 Mathematics subject Classification: 53C25, 22E25, 141.24.
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Capitulo 1

Introduccion

Dado un par de espacios vectoriales reales ny, no, estudiamos los mapas bilineales anti-
simétricos
pimg xng — no,

tal que la funcién (X,Y) » a(u(X,Y)) es una 2-forma no-degenerada en ny para todo
a € n; no nulo. Esta es precisamente la condicién que el tensor de O’Neill de una sub-
mersion Riemannian debe necesariamente cumplir en un punto para que todos los 2-planos
vertizonales tengan curvatura seccional positiva, caso en el cual el fibrado se llama fat (ver
[FZ11]). Por otro lado, cada uno de tales u’s define un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente
(n =ny@ng, ), llamada nosingular (o regular, o fat) en la literatura si cumple la condicién
anterior. La clase de grupos de Lie nosingulares contiene estrictamente a los bien cono-
cidos grupos de tipo-H introducidos por A. Kaplan [K81], y sus métricas invariantes a
izquierda gozan también de lindas propiedades que tienen que ver con la curvatura y con
las subvariedades totalmente geodésicas, las cuales fueron probadas por P. Eberlein en
[E94].

Si dimny = m y dimny = n, entonces la relacién de isomorfismo entre dos algebras
nosingulares estd dada por la GL,, x GL,-accién natural en el espacio vectorial

2
Vn,m =A 1‘11r ® ny

y coincide con el isomorfismo de algebras de Lie, donde GL,, := GL,(R). Existen restric-
ciones muy fuertes para el tipo (n,m) de un &lgebra nosingular, las cuales coinciden con
los tipos de las algebras de tipo-H, incluyendon =1, m=2k; n=2,3, m=4k; n=4,...,7,
m = 8k; etc. Desde ambos puntos de vista, geométrico y algebraico, surgen las siguientes
preguntas naturales:

(i) ;Qué tan ‘salvaje’ es el problema de clasificacién de las dlgebras nosingulares salvo
isomorfismo?

(ii) Dada un algebra nosingular u : ny x ny — ng, jhay un producto interno canénico en
ny @ no asociado a u?

(iii) (Es toda élgebra de tipo-H la ‘mds simétrica’ entre todas las dlgebras nosingualres
del mismo tipo?, en el sentido de que su grupo de automorfismo tiene dimensién
maximal, o equivalentemente, su GL;, xGLj,-6rbita en V,, ,,, es de dimensién minimal.
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La clasificacién de las algebras 2-pasos se considera un problema ‘sin esperanza’, lo
cual ha sido demostrado desde un punto vista riguroso en [BLS05]. Una clasificacién
completa sélo se conoce para los tipos (1,m) (todas dlgebras de Heisenberg salvo factores
abelianos), (2,m) (ver [G73, LT99] o Seccién 4.2), (5,5) y (n,m) con n+m <9 (sobre C,
ver [GT99]). Usando invariantes de ‘pencil’, se puede mostrar que las dlgebras nosingulares
de tipo (2,m) estdn parametrizadas por conjuntos de la forma S = {(a1, k1), ..., (ar, k) },
donde ag,...,a, € CN R, y las clases de isomorfismo corresponden a GLo(R)-6rbitas de
tales conjuntos con respecto a la GLy(R)-accién en C por transformaciones de Méobius
(ver Seccién 4.2).

Dado un producto interno (-,-) fijo en n =ny ® ns (con ny 1 ng), se puede codificar las
constantes de estructura de p en un mapa J,, : ng — so(ny) definido por

(Ju(2)X,)Y) = (u(X,Y), Z), VX,Y enq, Z ens.

Hay un invariante de isomorfismo muy ttil para las dlgebras 2-pasos (con m par) llamado
la forma Pfaffiana, el cual consiste en la clase de equivalencia proyectiva de un polinomio
homogéneo f, de grado m/2 en n variables definido por

fu(Z2)? = det J,(2), VZ €ngy,

para cada p de tipo (n,m) (ver Seccién 3.1). Es un hecho inmediato, aunque bastante
intrigante, que

v es nosingular si y sélo si f,, es un polinomio positivo (es decir f,(x) >0 para
todo x € R™ no nulo).

Aunque la teoria de polinomios positivos tiene una presencia muy rica en la literatura,
una descripsién completa de ellos, salvo equivalencia proyectiva, parece tan dificil como la
clasificacién de todas las formas y por lo tanto se desconoce y es casi intratable, incluso
en casos de dimensién baja como ternarias cudrticas (i.e. (n,m) = (3,8)). Sin embargo,
en esta trabajo, la forma Pfaffiana ha probado ser una herramienta poderosa para exhibir
familias continuas de algebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos. Ademas, en la Seccién
3.4, probamos que toda forma ternaria cudrtica positiva es la forma Pfaffiana de al menos
un algebra nosingular de tipo (3,8), mostrando que una clasificacién razonable en este
tipo estaria fuera de alcance.

Con respecto a la cuestién (ii) planteada mas arriba, el significado de la palabra
‘candnico’ es parte del problema. Los mapas J,(Z)’s proporcionan una herramienta muy
util para considerar condiciones de compatibilidad entre p y (,-). Por ejemplo, cuando

J“(Z)2 =—|Z|*I paratodo Zeny,
el dlgebra de Lie métrica (n, u, (-,-)) se llama de tipo-H (ver [BTV95]), y si més en general,
Z v (~det J,(Z)%)Ym

es una forma cuadratica, entonces el dlgebra se dice que es de tipo-H (ver [LT99)]).

Es también natural considerar la siguiente condicién, que involucra solamente a u y
(-,-), como otra generalizacién de tipo-H: para toda (o alguna) base ortonormal {Z;} de
na,

ZJM(Z,-)2 =al, tr Ju(Zi)Ju(Z5) = bdyj, for some a,b<0. (1.1)
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Se deduce de resultados bien conocidos de teoria geométrica de invariantes (ver Seccién
2.2) que si la condicién (1.1) vale, entonces:

e /i es un vector minimal para la SLy, x SL,,-accién en Vj, , (i.e. ||p| < |h-p| para todo
h € SL,, x SLy,).

e La SL,, x SL,-6rbita de p es cerrada en V;, p,.

e El subconjunto de vectores minimales (si los hay) en cada SL,, x SL,-6rbita con-
siste de una unica SO(m) x SO(n)-érbita. Usaremos fuertemente esta propiedad
de unicidad para distinguir, salvo isomorfismo, dlgebras nosingulares especiales que
satisfacen (1.1) usando SO(m) x SO(n)-invariantes, los cuales son mucho més abun-
dantes.

Desde un punto de vista geométrico diferente, la condicién (1.1) implica que la métrica
invariante a izquierda g determinada por (n,u,(-,-)) en el correspondiente grupo de Lie
nilpotente simplemente conexo es un soliton de Ricci, i.e. la solucién del flujo de Ricci
que comienza en ¢ y evoluciona solamente por multiplicacién por escalares y pull-back
por difeomorfismos que dependen del tiempo. Tales métricas se llaman nilsolitones en
la literatura y han sido extensamente estudiadas en la ultima década (ver por ejemplo
el articulo expositivo [L09]). Resulta de la unicidad de los nilsolitones que un producto
interno para el cual (1.1) vale es tnico salvo multiplicacién por escalares y automorfismos
de p. Esto también respalda la presentacién de estos productos internos como canénicos
o distinguidos para una u dada.

En esta tesis probamos que la condicién (1.1) es en realidad también necesaria para
cualquier nilsoliton en un algebra nosingular.

Teorema. Sea p un dlgebra nosingular de tipo (n,m) y sea n = ny & ny. Entonces las
stguientes condiciones son equivalentes.

(i) n admite un producto interno para el cual (1.1) vale.
(ii) El dlgebra de Lie (n,p) admite un nilsoliton.
(111) La SL,, x SLy,-orbita de (1 es cerrada en Vi, .

En [N12], Y. Nikolayevsky ha dado una clasificacién completa de las dlgebras de Lie
2-pasos nilpotentes de tipo (2,m) que admiten un nilsoliton. En Seccién 4.2, damos una
prueba alternativa en el caso nosingular.

Teorema. Un dlgebra nosingular ps de tipo (2,m), donde S = {(a1,k1),..., (o, k) },
admite un nilsoliton si y solo st k1 =---=k,. =1.

En particular, para el tipo (2,8), k> 2, la curva p; = ps,, donde
St = {(i71)7(\/%i71)}7 tZla

es no-isomorfa dos-a-dos y consiste de algebras nosingulares que no admiten un nilsoliton.
Sus formas Pfaffianas son iguales a

fu(z,y) = (@ + ) (2 + ty°)
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y son todas de tipo-H (comparar con [LT99, Corolario 4.9, (ii)]). Por otra parte, notemos
que s con S := {(i,2)} tiene Pfaffian idéntico al de y; (a saber, (22 +y?)?), pero us no
admite un nilsoliton. También usamos la clasificacién de Nikolayevsky para obtener en
Capitulo 6 curvas de dlgebras 2-pasos de tipo (2,m) no-isomorfas dos-a~-dos (no necesari-
amente nosingulares) que no admiten métricas nilsoliton. Esto responde a una pregunta
formulada por T. Payne en [P11], donde se exhiben familias de este tipo en el caso 3-
pasos nilpotente en toda dimension > 8. Nuestros ejemplos cubren toda dimensiéon > 14 y
dimension 12. Por lo tanto, también en el Capitulo 6, probamos lo siguiente.

Teorema. Ezxisten dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes indescomponibles de tipo (p,q), las
cuales no admiten nilsolitones, para todo par (p,q) tal que

1
21<q Y q—1$p£§q2—gq+9.

Para esto usamos una clase de algebras 2-pasos asociadas a grafos.

En la Seccién 4.3, damos varias curvas de dlgebras nosingulares de tipo (3,8) que
admiten una métrica nilsoliton. También hemos encontrado en tipo (3,8) dos curvas de
algebras nosingulares, las cuales no admiten nilsoliton y sus formas Pfaffianas coinciden,
pero las dimensiones de sus respectivas GLg x GL3-érbitas son distintas.

Ahora consideremos la cuestién (iii) planteada arriba. Recientemente, A. Kaplan y
A. Tiraboschi probaron en [KT12] que para toda algebra nosingular p, la proyeccién del
grupo de automorfismo Aut(y) en gl,, = gl(ny) satisface

dim Aut(p)|n, <1+ (1.2)

n(n-1)
2 )
debido a la existencia de un producto interno Aut(u)-invariante (salvo multiplicacién por
escalar) en ng (lo cual generaliza un resultado de L. Saal en el caso de dlgebras de tipo-H,
ver [S96]). Es bien sabido que la igualdad vale para élgebras tipo-H (ver [Ri82]), y se creyé
durante mucho tiempo que esto podria ser una forma de caracterizar a las algebras tipo-H
entre las nosingulares. En Secciéon 5, mostramos que esto no es verdad probando que el
algebra nosingular pgs de tipo (2,4k), donde S = {(i,k)}, la cual es de tipo-H si y sélo
si k =1, satisface la igualdad en la condicién (1.2) para todo k € N (nos hemos enterado
recientemente de que este resultado ha sido obtenido independientemente en [KT12]).



Capitulo 2

Preliminares

En primer lugar, comencemos viendo algunas definiciones béasicas, y enunciemos algunos
resultados ya conocidos.

2.1 Algebras 2-pasos nosingulares
Consideremos un espacio vectorial real n y fijemos una descomposicién en suma directa

n=n; ®ny, dimn; = m, dimny =n.

Toda &lgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensién m + n con algebra derivada de di-
mensién < n se puede representar por un mapa bilineal antisimétrico

Mg XN —> No.

El conjunto de tales mapas es el espacio vectorial V;, ,, = Azn’f ® ny de dimensién n(?),
y un elemento p €V, ,, se dice que es de tipo (n,m) si p(ng,ny) = ng. Notemos que estos
elementos forman un subconjunto abierto y denso de V,, ,,, y dos de ellos son isomorfos
como algebras de Lie si y sélo si viven en la misma GL,, x GL,-6rbita con respecto a la

accién natural:

(W) =™ 9™), ($,9) € GLiy x GLy, 1€ Vi (2.1)
Aqui y en el resto de esta tesis, GL,, denotara el grupo lineal general real GL,(R).
Si fijamos bases {X1,..., X}t v {Z1,...,Z,} de ny y ng, respectivamente, entonces

cada p €V, ,, estd determinado por sus constantes de estructura ,ufj € R definidas por
k
#(Xz',Xj) = Z#ijzk-
k

Una forma alternativa de reordenar las constantes de estructuras de p es fijar el producto
interno (-,-) en n que hace ortogonal a la base anterior para definir J,, : ng — so(ny) por

(J(2)X,Y)= (u(X,Y),Z), VX,Yen, Zeny.

En realidad, la entrada ij de la matriz de J,(Z) estd dada precisamente por —ufj.
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Ejemplo 2.1.1. El dlgebra 2-pasos 11-dimensional p € V3 g definida por

u(Xy1,X3) = -2, (X1, Xs) = -2, (X1, X7) = -225 +\/2Zs,
(X, Xy) = -2, (X, X¢) = —Zo, 1(Xo, Xg) = —Zo + =275,

V2
M(X3’X6) = —Zg, M(X37X8) = _%Z% M(X47X6) = _Z37
p(Xa, Xg) = —%Zz, (X5, Xg) = =21, (X, X7) = -2,
se puede representar por su mapa estructural J, dado por
[ 0 0 t 0 y 022z 0 ]
0 0 0 z 0 y 0 y+%z
- 0 0 0 z 0 2y 0
1
J (21 +yZo+273) = 0 -~ 0 0 0= 0 -y
u( Ly 3) -y 0 -z 0 0 0 0 0
0 -y 0 -z 0 0 x 0
—-2y+V2z 0 —~2y 0 0 -z 0 0
| 0 —y—%z 0 7BY T 0 0 0 |

Nos dedicamos al estudio de la siguiente clase especial de algebras.

Definicién 2.1.2. Un algebra 2-pasos (n=ny @ ng, i), i € Vi, 1, se llama nonsingular si
alguna de las siguientes condiciones vale:

e El mapan; — ny, Y —» u(X,Y") es sobre para todo X € ny no nulo.

e Para cada Z € ny no nulo, el mapa (X,Y) —» (u(X,Y),Z) es una 2-forma no-
degenerada en ny.

e J,(Z) es invertible para todo Z € ny no nulo.

Es facil ver que estas condiciones son en realidad equivalentes y no dependen del
producto interno elegido. Resulta de las fuertes restricciones para el nimero maximal de
campos vectoriales linealmente independientes en esferas que las algebras nosingulares sélo
pueden existir en dimensiones muy especiales. En realidad, si m = (2a + 1)241”0, donde
0 <c< 3, entonces n < 2°+8b—1. En particular, para n < 11 se tiene

n|1|2-3/4-7] 8 | 9 |10-11

m |2k | 4k | sk |1ok|32k| oak - "N

El subconjunto V,:: m € Vn,m de dlgebras nosingulares es claramente abierto en V,, ,,,, aunque
no siempre es denso. Por ejemplo, V2f4 consiste de una sola GL4 x GLy-6rbita de dimension
12, la correspondiente al dlgebra tipo-H (real) hs ® C (donde hs denota el algebra de
Heisenberg real 3-dimensional), pero la érbita de h3 @ h3 es también 12-dimensional (y
abierta) y asi V2f4 no es denso en V3 4.

Hay un gran escasez de invariantes a disposicién para distinguir clases de isomorfismos
en V, m, incluso para elementos nosingulares. Una clasificacién completa sélo se conoce
para los tipos (1,m) (todas dlgebras de salvo factores abelianos), (2,m) (ver [G73] o
Seccién 4.2), (5,5) y (n,m) con n+m <9 (sobre C, ver [GT99]). Por invariante queremos
decir una funcién de V,, ,,, a algtin conjunto X que sea constante en las GL,, x GL,,-6rbitas,
proporcionando una condicién necesaria para que dos dlgebras sean isomorfas: los valores
del invariante en dos dlgebras isomorfas deben coincidir.

En las siguientes secciones consideramos diferentes enfoques para obtener invariantes.
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2.2 Teoria geométrica de invariantes real

Sea GG un grupo reductivo real que actda linealmente en un espacio vectorial real de
dimensién finita V. La definicién precisa de nuestro marco es la considerada en [RS90],
o la méds general de [HSSO08] (ver también [EJO7]), donde muchos resultados de teorfa de
invariantes geométrica son adaptados y probados sobre R.

La derivada de la accién anterior define una representacién del dlgebra de Lie g de G
en V, la cual serd denotada por 7 : g — End(V'). Consideremos una descomposicién de
Cartan g = t @ p, donde £ es el dlgebra de Lie de un subgrupo compacto maximal K de
G. De ahora en adelante, dotemos a V' con un producto interno K-invariante fijo (-,-)
tal que p actia en V por operadores simétricos, y dotemos a p con un producto interno
Ad(K)-invariante denotado también por (-,-).

La funcién m : V — p definida implicitamente por

(m(v),a) = W(ﬂ(a)v,v), Vaep, veV {0}, m(0) =0,

se llama el aplicacion momento para la representaciéon V de G. Puesto que m(cv) = m(v)
para todo ¢ € R no nulo, podemos ver también la aplicacién momento como definida en el
espacio proyectivo PV de V. Es facil ver que m es K-equivariante: m(k.v) = Ad(k)m(v)
para todo k € K.

Denotemos por M = M(G,V) al conjunto de vectores minimales, es decir,

M={veV:|u|<|gv|] VgeG}.
En [RS90], los siguientes resultados fueron obtenidos:
e una Orbita G.v es cerrada si y s6lo si G.v interseca a M;
e GG.vn M es vacio o consiste de una sola K-érbita;
e la clausura de cualquier G-érbita contiene una tinica G-6rbita cerrada;
e M={veV:m(v)=0}.
La funcién cuadrado de la norma de la aplicacion momento,
F,:V—R, F(v) = [[m(v)|]?, (2.2)

es invariante por multiplicacién por escalares y por lo tanto puede ser vista como una
funcién desde cualquier esfera de V' o de PV. Los restantes puntos criticos de F},, ademads
de los vectores minimales (es decir aquellos para los cuales F,,,(v) > 0), son todos inestables
(es decir 0 € m), pero la mayoria de las lindas propiedades que satisfacen los vectores
minimales descriptas arriba se mantienen. Denotemos por C(F,,) al conjunto de puntos
criticos de F,,, : V — R.

Teorema 2.2.1. [Mr01, HSS08] Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) veC(Fy).

(ii) La funcional F,,|q., alcanza su valor minimo en v.
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(i1i) w(m(v))v = cv para algin c € R.
Ademds, se cumple la siguiente propiedad de unicidad:

(iv) La interseccion de C(F,,) con cualquier G-drbita es vacia o consiste de una sola
K -orbita (salvo multiplicacion por escalares).

Resulta de la parte (iv) que dos G-érbitas que contienen puntos criticos de F,, se
pueden distinguir usando K-invariantes, los cuales son siempre muchos mas abundantes.
Este método serd usado en varias oportunidades a lo largo de la tesis.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la accién lineal natural de G = GL,, en V' = P, ; dada por
@-f=foe! donde P, =P, 4(R) es el dlgebra de todos los polinomios homogéneos de
grado d en n variables con coeficientes en R. Tenemos que

g=gl,, K=0(n), t=so(n) y p=sym(n).

Como producto interno Ad(K)-invariante en p tomamos (a, 5) = traf, y es facil ver que
el producto interno (-,-) en V para el cual la base de monomios

{zP =2l idy+ -+ dy=d, D=(d,...,dn)}

es ortogonal y
! |
[2P|]? = dsdnl YD = (dy,...,dy),

satisface las condiciones requeridas. Es facil ver que (f o a,g) = (f,g o a') para todo
f,9 € Py 4, acgl, (ver por ejemplo [R10, (1.30)]). Como es usual denotemos por E;; a la
matriz n x n cuyo unico coeficiente no nulo es un 1 en la entrada ij. Como

B 9
T(Ey)f = &lof oe i = —a; 2L,

obtenemos que la aplicacién momento m : P, 4 — sym(n) estd dada por

1 0
m(f) = -1 [<$ja£af>] : (2.3)
Aqui usamos que <$j§_:cfi7 f)= (xi%, f) for all ¢,7. También es facil ver que la accién de
una matriz diagonal « € gl,, con entradas aq,...,a, estd dada por
n
ﬂ(a)xD:—(Zaidi)xD, VD =(dy,...,dy), (2.4)
i=1

y puesto que
—dq
m(:ED):[ . ],

tenemos que z” es una autovertor de m(z”) con autovalor Fy,(z”) = > d?. Todo mono-
mial es por lo tanto un punto critico de F;, por el Teorema 2.2.1, aunque se sabe que
C(F,) es mucho mas amplio (ver [N84, Seccién 10] and [L09, Ejemplo 11.5]).
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Ejemplo 2.2.3. Ahora, usando (2.3), calculamos la aplicacién momento para el polinomio

p(z,y,2) =:E4+y4+\/t1+2122 +tay?.

En este caso, tenemos que,

a%p = 423 + 2txy?,
Ly = 4y +2ta?
ol = Ay 427y,

Lp = 231243627,
<x4+y4Jr /t1+212 4yta?y? ot vyt 4 /t1+212 . y2>

= 4!+4!+1t21+%-4!+2-2-752

[pl[?

= 6t2+72.

(a:-a%p’p) = <4x4+2tw2y2,x4+y4+\/t1+212 24+ ta? y2>

Entonces

= 4-41+2t2.4
= 8(t2 +12),
(y- gypp) = <4y4+2tx2y2,w4+y4+\/t1212 !+ ta? y2>
= 4-41+2t%-4
= 8(t?+12),
(z-%]%p) = (% 3t2+3624,x4+y4+\/tf212 24 v ta? y2>
= 8(t? +12),
(z 5 p,p):<43:y3+2t3:3y,3:4+y4+\/tI’212z +tx y) 0,
0 2
(az-a—p,p):<§\/3t2+363:z3,3:4+y4+ t +12z + i’y )
2
0
(y-a p,p) = < V3i2 + 36 y2, 2t + oyt + t+12z +t3:y>
Por lo tanto,
. 8(t2+12) 0 0
m(p) = ——[ 0 8(t2+12) 0 ]
6(%+12) 0 0 8(t?+12)
4100
- —sldit)



Consideremos ahora la representacion donde viven las algebras 2-pasos.

Ejemplo 2.2.4. Sea V =V, ,, la representacién del grupo reductivo real G' = GL,,, x GL,,
dada por (2.1), para la cual tenemos

g=gl,®gl,, K=0(m)xO(n), t=so(m)®so(n) y p=sym(m)®sym(n).

Recordemos que hemos fijado un producto interno (,-) en n. Como producto interno
Ad(K)-invariante en p tomamos («, 3) = tr af sobre cada factor y el producto interno (-, )
en V es definido por

(1, A) 1= 2 (X, X5), MK, X)) = guZAZ- (2.5)
iJ v

La correspondiente representacién de g on V es
ﬂ-(aaﬁ):u = ﬁ/‘()) —,U(OZ',') —/L(',Oé'), (26)

y la aplicacién momento m : V;, ,,, — sym(m) @ sym(n) estd dada por

m(p) = (my(p),ma(p))

(ver por ejemplo [E07]), donde

ml(u)=WZJ“(Zi)2, (ma(1)Z,W) =~ tr Ju(2) T (W), VZ,W eng. (2.7)

Ejemplo 2.2.5. Usando (2.7) veamos cudl es la aplicacién momento para el algebra pu
definida por

[ 0 3z —V3y-V3z 0 0 0
3z 0 B3z -3y 0 0 0
V3y -3z 0 z -2y -2z 0

3 3 — 0 2 -2 0 0
Ju (2 2y +yZo + 223) = VO_ foy 2Z 02 e

o o o

0 0 2z 2y x 0 3z -3y
0 0 0 0 V3y-3z 0 -3z
L 0 0 0 0 V32 V3y 3=z 0
Claramente
03000000
30000000
RETIREE
Ju(Z1) =1 00000100 |
00001000
000000 O0-
00000030
0 0 /3 0 0 0 0 0 7
0 0 0 /30 0 0 0
V30 0 0 -2 0 0 0
J(Z)=|0ov3 o 0o 0 -2 0 o0
u(22) 00 2 0 0 0 -3 o0 |
00 0 2 0 0 0 -3
00 0 0 +v30 0 0
Lo o 0o 0 0+v3 0 o 4

—_
o



Ademds, por (2.5), tenemos que

)2 = 60.

k
v

lea* = 3o

ijk

Entonces

(‘]u(Zl)2 + Ju(Z2)2 + Ju(Z3)2)

2
60

m1(p)

e |

0
00000001,A

0
00000040

0
00000400

0
00004000

0
00040000

0
00400000

0
04000000

0
in[elelelelelel]

B [trJ.(Z:)J.(Z))]

1
[l

ma (i)
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Capitulo 3

Formas Pfaffianas

En este capitulo, veremos una aplicacion de la forma Pfaffiana de un dlgebra 2-pasos para
distinguir tales dlgebras salvo isomorfismo (de algebras de Lie), debida a un resultado de
Scheuneman [Sc67]. También trataremos con el problema clésico de representar polinomios
homogéneos (formas) de grado d, con coeficientes en F, como el Paffiano de una matriz
antimétrica d x d, cuyas entradas son formas lineales (representacion Pfaffiana lineal).
El caso concreto F = C ha sido ampliamente estudiado. En este trabajo, estudiamos el
caso F = R, para ternarias cuarticas positivas. Probaremos que todas ellas admiten una
representacion Pfaffiana lineal (Teorema 3.4.2).

3.1 Forma Pfaffiana e invariantes
Asociamos a cada € V), p, su forma Pfaffiana f, definida por
fu(wh s an) =Pf (Ju(wlzl +oee+ wnZN)) )

donde Pf : s0(n;) — R es el Pfaffiano usual, es decir, la tnica funcién polinomial que
satisface Pf(B)? = det B para todo B € so(n;) y Pf(J) = 1 para alguna .J € so(n;) fija que
tiene solamente +i como autovalores (ver por ejemplo [M03, 10.3] para més informacién
de Pfaffianos de matrices antisimétricas). Recordemos que J,(Z) es una matriz m x m

antisimétrica y puesto que
2
fu(Z)” =det J,(Z),

necesitamos que m sea par para obtener f,, # 0.
Supongamos entonces que m es par, digamos m = 2d, y asi el Pfaffiano determina una
funcién continua

f : Vn,Zd - Pn,d7 m= f,uv (31)

donde P, 4:= P, 4(R) es el algebra de todos los polinomios homogéneos de grado d en n
variables con coeficientes en R (algunas veces llamadas formas n-arias d-ddicas). Hay una
GLy-accién a izquierda natural en P, 4 dada por ¢ f := f o™ (ver Ejemplo 2.2.2).

Ejemplo 3.1.1. Por un calculo directo se obtiene que la forma Pfaffiana del dlgebra en
el Ejemplo 2.1.1 esta dada por

fulz,y,2) = xt + y4 + 2t

13



La clase de equivalencia proyectiva de la forma f,(z1,...,2,) es un invariante de iso-
morfismo del dlgebra de Lie (n, 1) (ver [Sc67] o [LO8, Proposicién 2.4]). Més precisamente,
si p, X €V, son isomorfas, entonces f, y fy son proyectivamente equivalentes (denotado
por f, = fy), es decir existe ¢ € GL,, y ¢ # 0 tales que

Iz, xn) = efu(e(z, ... xg)), V(z1,...,x,) € R™.

En realidad, esto se deduce del siguiente hecho: si A = (1, ¢) - pu para algin (¢,¢) €
GLyg x GL,,, entonces

INZ) = (W) Tu(e' Z)y
para todo Z y asi fy = (det))™? fuoeh.
Ejemplo 3.1.2. La forma Pfaffiana del dlgebra s € V3 g considerada en Ejemplo 2.2.5 estéa
dada por f,(z,y,2) = 9(z? + y? + 22)2, y en consecuencia, no es isomorfa al dlgebra de los
Ejemplos 2.1.1-3.1.1.
Es posible entonces usar invariantes de formas para distinguir dlgebras en V;, ,, salvo

. . . SLy,, . . . .
isomorfismo. Consideremos el anillo R [Pn,d] de polinomios SL,-invariantes en P, 4, es
decir, el conjunto de todos las funciones polinomiales I : P, ; — R tales que

I(p-f)=1(f) VYeeSL,, fePq

Es bien conocido que I es invariante si y sélo si cada una de sus componentes homogéneas

lo es. Sin embargo, un conjunto de generadores y sus relaciones para el anillo R [Pn,d]SL"
sélo se conoce para algunos valores pequenos de n y d, incluyendo d = 2 y cualquier n,
n=2yd<8 n=3yd<3. Referimos a los libros [Do03, M03], donde muchos resultados
de clasificacién explicitos de formas e invariantes de formas son desarrollados.

Lema 3.1.3. Para f,g € P, 4, n impar, supongamos que existen invariantes homogéneos
Ly .
I,I'e R[Pmd]s del mismo grado tales que I'(f),I'(g) #0 y

1(f) s 1(9)
i) g

Entonces f no es proyectivamente equivalente a g.

Prueba. Apliquemos el hecho de que para n impar se tiene GL, = R*SL,,. Si f y ¢g son
proyectivamente equivalentes, existen ¢ € GL,, = R*SL,, y ¢g € R* con f = ¢op-g. Es decir,
f=cocp- g, donde c,c e R* y ¢ € SL,.

Como I,I' eR [Pn,d]SLn son polinomios homogéneos, digamos de grado k, resulta que

I(f) = I(cocp-g) = (cco)*1(g),  I'(f) = I'(cocp-g) = (cco)*I'(g),

de donde se deduce que

1(f) _ I(9)
7(f) " T(g)

una contradiccién. O
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Ejemplo 3.1.4. Supongamos que tenemos una familia 1-paramétrica p; € V3 g de dlgebras
2-pasos con formas Pfaffianas

fut(x7y7z) = (‘7;2 +y2 + 22)2 +t$2y2 € P3,4'

La cuestién es: ;es esto realmente una ‘curva’ de dlgebras, en el sentido que p; no es
isomorfa a i, para todo ¢ # s? Si escribimos cualquier ternaria cudrtica f € P34 como

f(z,y,2) =azt + 4bx3y + 6¢ca’y? + ddry® + ey + Af 232 + 12922y 2z + 12hay® 2 (3.2)
+4iy 2 + 6§22 22 + 12kzy2? + 61y 22 + dmaz® + dny 23 + p2t,

entonces de [Di87] obtenemos los siguientes polinomios homogéneos SLs-invariantes en
P; 4 de grado 3 y 6, respectivamente:

I3(f) ==aep + 3(al® + 5% + pc?) + 4(bim + fdn)
— 4(ain + efm + pbd) + 6¢jl + 12(ck? + jh? +1g%) — 12ghk
= 12(bkl + fhl + dkj + igj + mhe + ngc) + 12(gdm + hnb + k fi),

Is(f):=det H(f), where H(f):=

FFI I~
>~ 3 =9

ST .0 9
Q, O =~ 0 O

Q% ™3 >
0O T

El invariante I5( f) se llama el catalecticant y H(f) la matriz de Hankel (o forma cuadrética)
de f. Hay otros cinco invariantes descriptos en [Di87] de grado 9, 12, 15, 18 and 27, re-
spectivamente, los cuales son mas dificiles de manejar. De cualquier forma, por un célculo
directo, obtenemos que
I (fu) =—1mt ~ mwt + 7t + o L (fu) = 5t + Gt +

y asi

Ie(fu) 2 (3% +14¢% - 64t - 160)

Ii(fu,)?2 9 (3t2+16t+80)3

la cual resulta una funcién inyectiva para t € [12,00). Asf las f,,, t > 12, pertenecen a
clases de equivalencia proyectivas diferentes por el Lema 3.1.3, lo cual implica que py,
t > 12, representa una familia de algebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos de tipo
(3,8). Otros intervalos para t que llevan a la misma conclusién son (-oo,-4], [-4,0] y
[0,12].

3.2 Polinomios positivos

El siguiente hecho elemental, pero también crucial e intrigante, resulta de la tercera
condicién en la Definicién 2.1.2,
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o € Vp, 2q s nosingular si y sélo si f, (o —f,) es un polinomio positivo, es decir,
fu(z1,...,25) >0 para todo (x1,...,2,) € R" no nulo.

Por ejemplo, las dlgebras 2-pasos de tipo (3,8) dadas en los Ejemplos 2.1.1-3.1.1 y 3.1.2
son ambas nosingulares. Nétese que una de las formas +f € P, 4 es positiva si y sélo f se
anula solamente en 0 € R", y asi para la existencia de formas d-adicas positivas nonulas, d
debe ser par. El subconjunto P, c P, 4 de formas positivas es abierto, mas precisamente,
es el interior del cono convexo cerrado de todos las formas n-arias d-adicas no-negativas
(es decir f >0) (ver por ejemplo [R10, Teorema 3.14]).

Aunque la teoria de polinomios positivos tiene una larga y rica historia en la literatura,
incluyendo el Problema 17 de Hilbert (ver [R10] para més informacién), una clasificacién
completa de ellos salvo equivalencia proyectiva parece ser tan dificil como la clasificacién
de todas las formas, y por lo tanto se desconoce y es casi intratable, incluso en casos de
dimensién baja como las ternarias cudrticas (es decir para el tipo (n,m) = (3,8)).

Ejemplo 3.2.1. Hay solamente una forma cuadratica positiva f € P, 2 salvo equivalencia
proyeciva; a saber, f(x1,...,2,) = a:% +ee a:fl La familia (m% +oee 4 x%)d/z proporciona
ejemplos para cualquier grado par d > 2 de polinomios positivos cuya SL,,-érbita es cerrada
y sin embargo son singulares (es decir a%i f=0,i=1,... n tiene una solucion nonula en
C™) para d > 4. Sus SL,-6rbitas no son de dimensién maximal, pues sus subgrupos de
isotropia son todos iguales a O(n).

Ejemplo 3.2.2. Una forma binaria d-ddica compleja f € P, 4(C) puede ser identificada
(salvo multiplicacién por un escalar) con su conjunto de ceros en P! = PC? como sigue:

d
f(x,y)=11(aiy—bi$) < Z(f)={(a1:b1),...,(ag:ba)} ¢ P".

La SLy(C)-accién en el espacio proyectivo de P; ¢(C) es por lo tanto equivalente a la
accién en subconjuntos de d puntos no-ordenados en P! (contando multiplicidades). Se
conoce bien en teoria de invariantes (ver por ejemplo [Do03, M03]) que

e f es semistable (es decir 0 ¢ SLy(C) - f) si y s6lo si todo elemento en Z(f) tiene
multiplicidad < d/2.

e f es estable (es decir SLy(C) - f es cerrado y el subgrupo de isotropia en f es finito)
si y sélo si todo elemento en Z(f) tiene multiplicidad < d/2.

Se deduce facilmente que f € P5 4(C) es real y positivo si sélo si d es par y

Z(f)={(1:a1),(1:a7),...,(L:agp), (1 :ag2)}, con «; € CNR.

Las formas binarias positivas son por lo tanto todas estables con la tinica excepcién de
(22 +y*)¥? | la cual todavia tiene SLy(C)-6rbita cerrada de cualquier manera. Como para
una forma real f, su SLy(C)-6rbita es cerrada si y sélo si su SLy(R)-6rbita lo es (ver por
ejemplo [BH62, Proposicién 2.3] y [B71, Corolario 5.3]), resulta que SLo(R) - f es cerrado
para cualquier forma binaria positiva f.

Ejemplo 3.2.3. Hilbert [H88] probd que cualquier ternaria cudrtica no-negativa, asi como
también cualquier forma binaria o cuadrética, es suma de cuadrados (Hilbert también
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mostré que esto no vale para ningin otro caso). Se sabe también que f € P34 (o f una
forma bianria o cuadrética) es suma de cuartas potencias de formas lineales (y consecuente-
mente f >0) siy sélo si su matriz de Hankel H(f) (ver (3.3)) es semidefinida positiva (ver
el segundo parrafo después de [R10, (5.25)] y corregir un error de tipeo reemplazando la
primera @) por P). Esto no es cierto en los otros casos. Sin embargo, F. Cukierman probé
en [C07] que para toda forma f € P, 4, tenemos que si f >0 (f > 0) entonces H(f) >0

(H(f)=0).

Notemos que la positividad es una nocién que solamente tiene sentido sobre R, y es por
lo tanto dificil estudiar las propiedades de formas positivas desde el punto de vista de la
teoria de invariantes, un campo principalmente desarrollado sobre cuerpos algebraicamente
cerrados. Hemos visto en los ejemplos 3.2.1 y 3.2.2 que las formas binarias y cuadraticas
positivas tienen SL,-6rbitas cerradas. No sabemos si esto es cierto también para cualquier
forma positiva. Ciertamente falla en el caso no-negativo, por ejemplo 0 € SL,, - :E‘ll para todo
n > 2 (y d par). De todas maneras, probamos ahora que una forma positiva es al menos
siempre semiestable, lo cual nos serd muy ttil en el estudio de existencia de nilsolitones
para algebras nosingulares.

Lema 3.2.4. Si f € P, 4 es positiva, entonces 0 ¢ SL,, - f.
Prueba. Supongamos que 0 € SL,, - f, es decir, existe una sucesién ¢ € SL,, tal que f o

o — 0, cuando k — co. Si S c R™ es cualquier esfera, entonces obtenemos la siguiente
contradiccién:

0 <min(f|s) vol(S) = min(fls) vol(¢x(5))
< f%(s)f = /Sfos% < max(f o pgls) vol(S) - 0,

cuando k — oo, concluyendo la prueba del lema. ]

3.3 Laplaciano
Resulta del Teorema 2.2.1, (iv) que los O(n)-invariantes de formas n-arias juegan un rol
clave en distinguir puntos criticos de F, : P, 4 — R. Por lo tanto, consideremos el

Laplaciano A: P, 4 — P, 4_o definido por

O f O f

_ + cee + _
2 2
Oz 0x?

A(f) =

Es bien conocido que el laplaciano es O(n)-equivariante, lo cual demostramos a continua-
cién por completitud.

Lema 3.3.1.
Alp-f)=¢-A(f),  para todo p€O(n), feP,q.
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Prueba. Sean ¢ = (a;j) € O(n), f = f(u1, -, ux) € Py, (R). Llamemos f,, = O Entonces

T Oum
Ap.f) A(f(X; a1iws, X5 0234, -+, X Gnni))

62
= Y52 f(Cianuzi, X aiwi, - ¥ anpni)
J

= X a%j (X amj - fn(Zi arizs, X5 agiiy -, Xi Gnpi))
= YiZm amj%fm(z:ialiiﬂia 25 2T, 2 Qi)
= X Ym Oy 2ty (X @15, X4 a2i iy X Gn i)
= 2 Y 21 Gmjarj fri(Xg a1imi, X; a2i iy 0, X Gnn i)
= ¥ (T Tramjar fou (T a1iwi, ¥ agii, -+, ¥ anns) )
= X Lmet Omjay - fmi(X; a1iTi, X a2iTi, 0+, 24 Qnn;)
+ X Lt Omjaij + [t (Xi a1iTis X5 a2i%iy -, g Qi)

= X Ym o from (X a1ii, X agii, -+, X i)+

+20 35 Yot W@y + frd (4 @154, 4 a2i 4,0+, 24 G
= Ym (Zj a?nj) i (X 0155, X5 0235+, g np i)+

+2 % et (X amjars) fo (T 01ii, ¥ a2is, -+, ¥ ann®s)
= Yo frm (s a1imi, X5 a2iTi, -, ¥ Qnn ;)
= p.A(f).

Como ¢ € O(n), entonces > afnj = 0 para todo 1 <m < n, y ¥;anjay; = 0 para todo
1<m<l<n. O

Ejemplo 3.3.2. ;Son las ternarias cuarticas
ft= zt +y4 +2* +tx2y2

dos-a-dos no proyectivamente equivalentes? El argumento usado en el Ejemplo 3.1.4 en
términos de SLz-invariantes no funciona aqui pues I4(f;) = 0 para todo ¢t. Sin embargo, si
consideramos

1
e 44 2 1/2 4 22 —| 1
ot fr=ax+y" + (L+t9/12) 742" + ta*y?, donde (o := (e 12y |
entonces sabemos de Ejemplo 2.2.3 que m(p; - f) = —%I . Esto implica que ¢y - f; €
C(F,,) para todo t por Teorema 2.2.1, (iii). De acuerdo al Teorema 2.2.1, (iv) ahora sélo
necesitamos diferenciar ¢y - f; con O(3)-invariantes (salvo multiplicacién por escalares).
Un célculo del Laplaciano da

Alpe-fo) = (12 +20)a” + (12 + 20)y% + 12(1 + 12/12)1222,
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12+2¢
12(1+t2/12)1/2
ternarias cuadraticas, y como es una funcién estrictamente decreciente para t > 2, re-
sulta que ¢y - f¢ (o0 equivalentemente, fi), ¢t > 2, es una familia de ternarias cudrticas no

proyectivamnente equivalentes dos-a-dos.

Como la funcién es el cociente de dos autovalores diferentes de estas formas

3.4 Sobre la suryectividad de la forma Pfaffiana

La forma Pfaffiana f, € P, 4 asociada a cada dlgebra 2-pasos p € V;, 29 ha sido una her-
ramienta muy 1til para distinguir estas algebras salvo isomorfismo, y en particular para
obtener familias continuas, gracias a su propiedad equivariante:

f(w,gp)-u = (det¢)71 fu ° @t, V(T/), (10) € GL2d x GLn

El hecho de que p es nosingular precisamente cuando f, es un polinomio positivo también
sera crucial en la mayoria de los resultados obtenidos en secciones posteriores.
En esta seccién, estamos interesados en la pregunta de para cuéles valores de (n,d)
son los mapas
. . + +
f . Vn,2d ? Pn,d7 f . Vn,2d Pn,du

suryectivos, donde V', , v P, denotan el subconjuntos de algebras nosingulares y poli-
nomios positivos, resbectivaniente. Una respuesta afirmativa para un par dado (n,d)
mostraria que el problema de clasificacién de dlgebras (nosingulares) de tipo (n,2d) es
por lo menos tan dificil como el de las formas (positivas) n-arias d-adicas, el cual es un
problema clasico en teoria de invariantes (ver [Do03, M03]).

Resulta del Ejemplo 3.2.2 que f : Vo9 — P54 es sobre para cualquier d. Por el
contrario, un elemento en P‘I 5 (por ejemplo 2?2 + % + 22 + w?) nunca puede ser la forma
Pfaffiana de un dlgebra en Vj 4, ya que esta dimensién no estd permitida para la existencia
de un algebra nosingular. Asi f: V4 — Py 2 no es suryectiva.

Es sencillo comprobar que la forma ternaria cuddratica general

2

fx,y,2) =a1x” + a2y2 + a322 + a4y + asTz + agyz,

es la forma Pfaffiana del dlgebra 2-pasos ji = jig,,... qs € V3,4 definida por

0 T —ras—-yae—azz Yy
-z 0 Tas+azy z
Ju(:zzZl +yZy + ZZg) =
ras+yac+azz —ras—azy 0 a1 x
-y -z -a1x 0

Esto implica que f: V34 — P32 es sobre.
También tenemos que f : V36 — P33 es suryectivo. En efecto, la forma ternaria
cubica general

3+7’2y3+7’323+7‘4x2y+r5xy2+7‘6x22+7’7x22+r8y2z+rgyz2+r10xyz

f(z,y,2) =rz
es la forma Pfaffiana del dlgbera 1 € V3 ¢ definida por
Ju(@Z1 +yZa + 2Z3) = [ai]x + [bijy + [ci5] 2,
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gy R °888 b}
[a..]: 0 azqa 0 -1 [b"]: 0b3g 0 O [C"]Z 00 O 1
v 0 ags age |’ v 0 -1-rg 0 |° ] 0 -rs-r7 -r7 |
* 0 0 * 0 1 * 0 0
0 0 0
a173:r3+r6+7’7+1+r1, a1,4:2—r8+r9—r10—r3r2,

a34=-3-27r1+19-273 14— 2717 +78 — 276 —2T9 — T9T6 + T3T2 — T9T3 — T9T7 — T9T1,
CL475 = 1—27"3—7"7—1“8—r6+r9—r10—r7r3—r3r2 —7‘37‘6—7'32 —Tr3ri,

2
(46 =-313—T7—1rg —T6+T9—T10—T7T3 — 3’2 — 1376 — T3~ — 371,
b3a=1-rgro+11 =219 +73 15+ 77 +T6.

Hagamos un resumen de los resultados positivos que hemos obtenido hasta el momento.

Proposicion 3.4.1. Toda forma n-aria d-ddica es el Pfaffiano de un dlgebra 2-pasos para
cada uno de los siguientes pares (n,d):

(2,d), (3,2), (3,3).

El resultado principal de esta seccién es el siguiente sobre ternarias cudrticas y el
correspondiente tipo (3,8).

Teorema 3.4.2. f: V' — P, es suryectiva, es decir toda ternaria cudrtica positiva es
la forma Pfaffiana de algin dlgebra 2-pasos nilpotente nosingular de tipo (3,8).

Ahora describimos la estrategia y cuestiones técnicas de la prueba del Teorema 3.4.2.
El Teorema 3.4.2 establece que para toda ternaria cudrtica positiva f(z,y,z) existen
matrices 8 x 8 antisimétricas A, B,C con entradas en R tales que

det(zA+yB+2C) = f(x,y,2)% (3.4)

Cuando f(z,y, z) se factoriza, digamos como f = f1 fa, donde f1, fo son ternarias de grado
d =1,2,3, tales matrices A, B,C existen por la suryectividad de la forma Pfaffiana para
ternarias de grado d = 2,3 establecidas en la Proposicién 3.4.1 (el caso d = 1 es trivial). En
efecto, para f;, con i = 1,2, existen matrices d; x d; antisimétricas A;, B;,C; con entradas
en R tales que

det(zA; + yB; + 2C;) = fi(x,y, 2)* 1=1,2.

Entonces

det (m [’%1 22] +y[%1 302] + z[%l 692 ]) det(zAy + yBy + 2C1) - det(xAg + yBg + 2C5)
= f1($7y7z)2'f2($7y7z)2

f(@,y.2)%

Por lo tanto, solamente queda considerar el caso cuando f(x,y, z) es irreducible en R[z, y, z].
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3.4.1 Ternarias cuarticas positivas: caso irreducible

Seguimos la misma idea de Dickson en [D]. Si hacemos z =0 en f(x,y,z) obtenemos la
binaria cudrtica f(z,y,0) y, por la Proposicién 3.4.1, sabemos que f(z,y,0) admite una
representacion Pfaffiana lineal, es decir, existen matrices 8 x 8 antisimétricas Ag, By con
entradas en R tales que

det(zAg +yBo) = f(x,y,0)>.

Luego, intentamos encontrar la restante matriz antisimétrica C planteando la ecuacion
det(xAg +yBg + 20) = f(z,y,2)%

En la computadora encontramos soluciones explicitas para C' cuando f(x,y,0) tiene la
forma candnica

f(@,y,0) = (@ +y*) (a® + uy®)

donde uw e R~ {0,1} (Lema 3.4.6).

Por lo tanto, bastaria llevar una ternaria cudrtica positiva irreducible f(x,y,z) arbi-
traria, mediante un cambio lineal (invertible) de variables (x,y,z), a una ternaria cudrtica
(positiva) f(x,y,2) tal que f(z,y,0) = (22 +y>)(x? + uy?®) donde u e R~ {0,1}.

De poder realizarse, hay dos aspectos en la estragia planteada.

El primero, que es elemental, es el siguiente: llevar la binaria cudrtica positiva f(z,y,0)
arbitraria, mediante sucesivos cambios lineales de variables (z,y), a la forma candnica
(a® +y?) (2* + uy?).

El segundo aspecto, que surge del primero, es el problema técnico de probar que u # 0, 1.
u # 0 resulta de la positividad de f(z,y,0). Ahora, u # 1 implica que f(z,y,0) debe tener
la forma

f(2,9,0) = C(z - ay)(z - ay)(z - By)(z - By)

donde «, 8 € C\ R son distintos.
Entonces dada una ternaria cudrtica positiva irreducible f(x,y,z) deberfamos realizar
los siguientes pasos:

Paso 1. Llevar, mediante un cambio lineal de variables (z,y,2) en f(z,y,z), a una
ternaria cudrtica f(x,y,z) tal que, en la factorizacién de f(x,y,0), tengamos a #
(Lema 3.4.4).

Paso 2. Llevar, mediante un cambio lineal de variables (z,y) en f(z,y,0) la binaria
cuartica f(z,y,0) a la forma canénica (z? + y?)(2? + uy?) con u € R. Siempre
tendremos que u # 1 (Lema 3.4.5).

Paso 3. Componer adecuadamente los cambios lineales de variables en los Pasos 1 y 2,
obteniendo ¢ € GL3(R).

Paso 4. Obtener una representacién Pfaffiana lineal (explicita) para f(¢ (z,y,2)) (Lema
3.4.6).

Paso 5. En la representacién Pfaffiana lineal del Paso 4, volver con ¢! para obtener una
representaciéon Pfaffiana lineal de f(x,y,2) dada.

Respecto del Paso 3, podemos decir lo siguiente.
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Observacién 3.4.3. A un cambio lineal de variables (z,y) en f(z,y,0), digamos via
A € GL2(R), le corresponde un cambio lineal de variables (z,y,z) en f(z,y,z), donde
claramente se deja fija z, via la mariz [‘6‘ ?] € GL3(R). Més precisamente, llamando

fl(x,y,z)=f([‘6‘?](x,y,z)), f2(x7y):f(xay70)7

tenemos que
fl(:Evyv 0) = f2(A($7y))

Recordemos que toda forma binaria f(x,y) de grado n con coeficientes en R se factoriza
en factores de la forma (ax + by)% con ab # 0 y (az? + bxy + cy®)% con b? - 4ac < 0; ver,
por ejemplo, [O, Ejercicio 2.14].

Lema 3.4.4. Sea f(x,y,z) un ternaria cudrtica positiva irreducible (en R[z,y,z]). En-
tonces existe Ag € GL3(R) tal que f(Ao(x,y,2)) en z =0 tiene la forma

F(Ao(z,9,0)) = Cx - ay)(z -ay)(z - By) (z - By)
donde a,f e C\R y a # 5.
Prueba. Sea f dada por

f(z,y,2) = ax? +4bxdy + 6cay? + ddxy® + ey + Af 232 + 12g2%y2 + 12hay® 2 + 4iy32
+652222 + 12kzy2? + 6ly% 2% + dmaz® + dny2® + p2t

Como f es positivo, en particular, a = f(1,0,0) >0, e = f(0,1,0) >0y p=f(0,0,1) >0y
ademas el polinomio en 2 variables

f(x,y,0) = az* + 4bx3y + 6ca>y? + ddxy® + ey’

también es positivo. Entonces f(x,y,0) se factoriza como el producto de dos ternarias
cuadraticas (indescomponibles en R[z,y]), es decir,

f(x,y,0)

(a12? + agzy + azy?) (@122 + oy +§3y2)
bi(z - ay)(z -ay) - c1(z - By)(z - By)

donde a;,a; e R parai=1,2,3 y o, € CNR. (Como a #0, f(x,1,0) es de grado 4.)
Si a # B3, el lema esta probado.
En caso contrario, si a = 3, tenemos

f(x,9,0) = (a12®+ agay + azy®)?
= a2zt + 2010273y + (2a1a3 + a3)2%y? + 2aza3zy> + a§y4
donde
a3 —4ajas < 0. (3.5)
Necesariamente f tiene la forma
f(x,y,2) = ala' + 2010023y + (2a1a3 + a3)x?y? + 2a0a37y® + ady? + Af2dz + 12g2%y2

+12hay?z + 4iyz + 652222 + 12kay2? + 6ly? 22 + dmaz® + dny2® + p2t
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Andlogamente, como f(x,y,z) es positivo, entonces f(x,0,z) se factoriza en la forma

f(2,0,2) = (ar12®+boxz +bgz?)(ara? + boxz + byz?)

@ - (2 - az)(x - az) - (x - §2) (2 - B2)

donde «, 3 € CNR.

De nuevo, si a # 3, el lema estd probado (porque intercambiamos y con z, es decir

100 .
Ap = [0 0 1] satisface el lema).
Loio
Sia=g0,
f(2,0,2) = (a12®+byxz + bgz?)?

a%x‘l +2a1bo2®z + (2a1b3 + b%)x2z2 + 2bobsxz® + b§z4

donde
b3 — 4aybs < 0. (3.6)

Entonces f(z,y,z) tiene la forma
f(x,y,2) = alzt+ 2010223y + (2a1a3 + a3)2y? + 2aza37y + aZy? + 2a1b92° 2
+12g2%yz + 12hay? 2 + 4iy3z + (2a1 b3 + b%)xzz2 + 12kxyz? + 6ly?22
+2bobsz2? + dny23 + b§z4

Como f(0,y, z) es positivo, entonces debemos tener

f(0,9,2) = (a3y®+coyz + b32?) (azy® + Eayz + b3z?)
a3 - (y - oz)(y-az)- (y - B2)(y - Bz)

donde o, 3 € CNR.

Si a# B3, el lema estd probado (pues intercambiamos = con z, es decir, Ay = [§ ((1; é] ).
Si « = 3, entonces
F0,,2) = (asy®+coyz + b3z?)?
= a3yt +2azcoy32 + (2a3b3 + c3)y? 22 + 2cobzyzd + biz4
donde
C% - 4a3b3 <0. (37)
Por tanto,
f(x,y,2) = atz +2a1a223y + (2a1a3 + a3)x?y? + 2aza37y> + ady? + 2a1baa2
+12g2%y2 + 12hay? 2 + 2a3c0y> 2 + (2a1 b3 + b%)xzz2 + 12kxyz?
+(2a3bs + c3)y?2? + 2bobzw2® + 2093y 2> + b32*
= (a12? + azy® + b32? + agwy + boxz + coy2)? + fralyz + foxy?z + faaxyz?
(3.8)
donde
ai,ag,bg >0, (3.9)

fl = 129 - 2&162 - 2a2b2,
f2 = 12h - 2&262 - 2(13()2,
f3 =12k - 2&21)3 - 2b262.
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Ahora f(x,y,z) estd dada por (3.8), y consideremos el cambio lineal de variables via

100
xﬁzhlﬂ
abl

es decir, f(A%(z,y,2)) = f(z,y,ax +by + z). En z =0, nos queda

F(AY(2,y,0)) = f(z,y,az + by).

El discriminante A de un polinomio fy € R[x] tiene la propiedad que A # 0 si y sélo si
fo no tiene raices multiples.
Consideremos

A(a,b) = discriminante de f(A%(x,1,0)) = f(z,1,az +b-1) respecto de z.

Definamos

Ai(a) = A(a,0)
= 16a2bs(c3 - 4asgbs)?(asf2 + b3 f2 — cafafz)a'® + términos de menor grado
- 303(C 3 2
Az(a) = A(0,a)
= 16a%b3(b2 — 4a1b3)? (a1 f2 + b3 f? — ba f1 f3)a'? + términos de menor grado
193(03 3 1

Por (3.9), ay,as3,b3 son # 0; también c3 — 4azbs y ba — 4abs son # 0 por (3.7) y (3.6)
respectivamente. El sistema

{ asf3 +bsfs —cafafs =0 (3.10)

arf3 +b3ff =bafifz3=0
implica
fi=fa=f3=0.
En efecto, si f1 # 0, de la segunda ecuacién del sistema (3.10) resulta

b2 + \/b% —4a1b3

2(11

fs=

fi

lo cual no puede ocurrir porque f; € Ry b3 —4a1bz < 0 por (3.6). De igual manera, si fa # 0,
de la primera ecuacién de (3.10) resulta

c :I:\/C% —4asbs -f

2
2a3

f3=

y, como antes, no puede ocurrir porque f; € R y ¢3 — 4agbs < 0 por (3.7). Finalmente, si
f3 #0, entonces, por ejemplo de la primera ecuacién de (3.10), nos queda

b2 + \/b% —4a1b3

fi= 2hs

E

lo cual no es posible porque f; e Ry b% —4a1b3 < 0 por (3.6). Entonces f1 = fo = f3=0.
Si reemplazamos f1 = fo = f3 =0 en (3.8), nos lleva a que

flxyy,2) = (a1x2 + a3y2 + b3z + asxy + boxz + 02y2)2,
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lo cual es una contradiccién porque f(z,y,z) es irreducible en R[z,y, z], por hipdtesis.
Por lo tanto, como la tnica solucién del sistema (3.10) es f1 = fo = f3 =0, los coeficientes
principales de Aj(a) y As(a) no son simulténeamente cero. Entonces existe un ag € R
suficientemente grande tal que Ai(ag) # 0 0 Ag(ag) # 0. Luego, como el discriminante
de f(AY (2,1,0)) es Ai(ag) y el de f(AG(2,1,0)) es Ai(ag), entonces f(AY (2,1,0))
o f(Ay°(,1,0)) no tiene raices multiples. Luego, como f(AgO(:E,l,O)) y f(A°(x,1,0))
son positivos, alguna de las siguientes vale:

o f(AQ(2,1,0)) = C(z — ay)(z ~ay)(z - By)(z - By)
o f(AF°(2,1,0)) = C(z - ay)(z —ay)(x - By)(z - By)
donde o, e CNR y a # 8, como se queria probar. O

Lema 3.4.5. Bajo las condiciones del lema anteriror, existe A € GL3(R) tal que f(A(x,y,z))
en z =0 tiene la forma

F(A(2,y,0)) = (2 + y*) (2” + uy?)
donde u e R~ {0,1}.

Prueba. Por el Lema 3.4.4, existe Ay € GL3(R) tal que f(Ao(z,y,2)) en z = 0 tiene la
forma

F(z,y) = f(Ao(2,9,0)) = C(z - ay)(z —ay) (z - By) (z - By),

donde o, e C\Ry a#p
Existe un cambio lineal de variables B! € GLy(R) que lleva el factor C(z —ay)(z —ay)
de F(z,y) su forma canénica z2 + y*:

F(B'(z,y)) = («* + %) - (z - By) (z - By).

Por una matriz ortogonal B2, con det(B?) = 1, dejamos invariante el primer factor z2+y2,
y eliminamos el término xy del segundo factor (z — By)(z - By):

F(BlB2(x,y)) = (332 + y2)(caz2 + dy2).

Como ¢, d > 0 porque F(B'B?(z,y)) es positivo, con

-1/4

B =" 9] e GLa(R)

normalizamos, obteniendo

.Z'+y

F(B'B2B3(z,y)) = (%

)
e
(*

:(x2+y) x +uy)

\@ g|@

donde u # 0 porque F(B'B?B3(x,y)) es positivo. Supongamos que u = 1, entonces
F(B'B2B3(z,y)) = (22 +y?)?, es decir, denotando por M~'.F(z,y) = F(M(x,y)),

[(B'B*B*).C(a - ay)(z ~ay)] - [(B'B*B*) (¢ - By)(z - By)] = (2" +¢*)*  (3.11)
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(3.11) es la igualdad de dos factorizaciones en polinomios primos en R[z,y]. Por unicidad,
existen u,w € R con u,w # 0 tales que

(uC B'B?B?)™ (x - ay)(x —ay) = 22 + 42,
(wB'B*B*)™.(z - By)(z - By) = * + 4>

Esto implica B
uCw ™ [§9].(z - ay)(z - @) = (z - By)(z - By).

Asf, uCw™' =1, y luego a = 3, lo que contradice las hipétesis. Entonces u # 1.
Por construccion,
1 2 3
A=A [ B 9] 9112 9] € GLa(R)

satisface el corolario, lo que concluye la demostracion. O

Lema 3.4.6. Sea f(x,y,z) una ternaria cudrtica (no necesariamente positiva ni irre-
ducible) tal que

F(2,9,0) = (2% + y*) (2 + uy?)
donde we R~ {0,1}. Entonces f(x,y,z) es pfaffian.

Prueba. Una matriz M = [a;jx + bijy + ¢;;2] tal que det(M) = f(x,y,2)? es la siguiente

- 0 0 0 O O 0 O c1,87
0 0 c23c24c25 0 co7 O
0 0 -2y
0 0 y=x 0 C3,2 0 C3,4 0 0 c3.7 C3,8
A - 5 8 8 0 ca2ea3 0 0 cagear O
- 8 8‘;%’ *z 0 cs2 0 0 0 0 0 ecss
z -y 0 0 0 0 0 ca 0 0 O co38
-uy —x 0 0
0 C7,2 C7,3 C7 4 0 0 0 Cc7.8
L cg1 0 cg3 0 cg5c86cs7 0
donde los ¢; ; estan dados por
129 — 44 -4f +12h
c1g=1,c23=- yCo4=——"—,C5=1
b b _1 b _1 b
12g — 4i) (-12h +4 -4f+12h) (4i-12
02’7:(_“1%_%( g 4) (1204 4f0) | (A +120) (i gu>)u1
(u-1) (u-1)
p(-12h +4fu
6374=4H—M,C3,7:p
u—1
47 - 12 129 — 41
03,8:_6l+( ! QU)( 29 Z)76476:1
(u-1)
(-12h +4fu) (-4f +12h)u .\ 4i - 12gu
Ca7 =~ 2 _6ju U ,C58=—————
(u-1) u-1
-12h +4fu
C68 = ————
u—1
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1, (-12h+4fu)6ju 4i-129u (129 -4i)u
crg=——(- - +
U u—1 u—1 u—1
_ (4i-12gu)p . (4i - 12gu) (129 — 4i) (-12h + 4fu) .
u-1 (u- 1)3
(4i - 12gu) 12k (4i- 12gu)® (—4f + 12h) .
u-1 (u-1)°
2
(—12h +4fu)?( §f+12h)u+4um) -
(u-1)

Prueba del Teorema 3.4.2. Sea f(x,y,z) una ternaria cudrtica positiva irreducible. Por el
Corolario 3.4.5, existe ¢ € GL3(R) tal que f(z,y,2) = f(v(x,y,2)) en z =0 tiene la forma

f(x,9,0)) = (2% +y*) (2% + uy?)

donde uw # 0,1. Por Lema 3.4.6, existen matrices 8 x 8 anti-simétricas Aj, Az, A3 con
entradas en R tales que

det(zA1 +yBy +2C1) = f(z,y,2)* = f(¢ (2,9,2))% (3.12)

Pero queremos una tal representaciéon para f(z,y,z). Entonces volvemos con ¢~ !. En
(3.12), apliquemos el cambio lineal de variables via ¢~!. En el segundo miembro de (3.12),
claramente nos queda f(p¢~(z,y,2))? = f(x,y,2)?. En el primer miembro, con ¢
sucede lo propio. De hecho,

det(wAl + y14~2 + 2143) = f((p(pil(wvyvz))z = f(wvyvz)z'

donde -
Ay = (b1 Ay + b2 Ag + b3 A3);
A = (1241 + baaAs + b32 A3);
Az = (b13A1 +bozAg + b33 A3);
Esto concluye la prueba del Teorema 3.4.2. O
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Capitulo 4

Nilsolitones en algebras
nosingulares

En este capitulo consideramos el problema de la existencia de un producto interno ‘canénico’
para un algebra nosingular dada. Nuestro enfoque seguira las lineas de la teoria geométrica

de invariantes real descripta en la Seccién 2.2, y resulta que la unicidad (salvo isometria)

de tales productos internos distinguidos dard lugar a nuevos invariantes.

Un algebra de Lie nilpotente n se dice que es un nilradical Finstein si admite un pro-
ducto interno (-,-) tal que Ric.y =cl+ D para algin ce Ry D ¢ Der(n), donde Ric(.
es el operador de Ricci de la métrica Riemanniana invariante a izquierda definida por
(-,-) en el grupo de Lie nilpotente simplemente conexo N con algebra de Lie n. Tales
métricas se llaman nilsolitones en la literatura y juegan el rol de las métricas maés distin-
guidas o canénicas en nilvariedades, ya que en [L01] se prueba que satisfacen las siguientes

propiedades:

e Son solitones de Ricci, es decir, las soluciones del flujo de Ricci que comienzan
en ellas y evolucionan solamente por multiplos por escalares y por la accién de
difeomorfismos (ver [C+, Capitulo 1]).

e Un grupo dado N puede admitir a lo sumo un nilsoliton salvo isometria y multiplos
por escalares entre todas sus métricas invariantes a izquierda.

e Los nilradicales Einstein son precisamente las partes nilpotentes de las solvariedades
Einstein.

Sin embargo, los problemas de existencia, estructura y clasificacién parecen estar lejos
de ser resueltos satisfactoriamente, si es que es del todo posible (ver el resumen [L09] para
mas informacion).

4.1 Nilsolitones

Recordemos las transformaciones J,,(Z) € so(ny), Z € ny, definidas al comienzo del primer
Capitulo fijando un producto interno (-,-) en n = n; @ ng (con ny; L ng). Estos mapas
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proporcionan una herramienta adecuada para considerar condiciones de compatibilidad
entre un algebra p y un producto interno (-,-). Por ejemplo, cuando

Ju(2)* = -1Z|*1

para cualquier Z € ng, el dlgebra de Lie métrica (n,p,(-,-)) es llamada de tipo-H (ver
[K81, BTV95]), v si més en general,

Z v (=det J,(2)%)™

es una forma cuadrética positiva, entonces el dlgebra se dice que es de tz’po—f{ (ver [LT99]).
Equivalentemente, en términos de su forma Pfaffiana, (n,u,(-,-)) es tipo-H si y sélo si,
salvo equivalencia proyectiva,

fp(iﬂl,-..,l‘n) = (l‘% +---+gji)m/4'

Es natural también considerar la siguiente condicién que involucra solamente u y (-,-),
como otra generalizacién de tipo-H: para cualquier (o alguna) base ortonormal {Z;} de
ny,

> Ju(Z:)? = al, tr J, (Zi)Ju(Z;) = bdsj, para algunos a,b<0. (4.1)

En términos de la aplicacién momento, esta condicién sobre (u, (-,-)) es equivalente a tener
m(p) = (2a1,-bI)

(ver (2.7)), de lo cual resulta facilmente que la parte (iii) en el Teorema 2.2.1 vale y asi p
es un punto critico de Fy,.

De la expresion de unicidad en la parte (iv) de Teorema 2.2.1 obtenemos que dentro de
la clase de isomorfismo GL,, x GL,,- i, solamente los elementos en el subconjunto R*O(n)-u
satisfacen la condicién (4.1). Usando que tal condicién vale para el par (¢ - pu,(-,-)),
¢ € GL,, x GL,, si y s6lo si vale para (u,{(p-,¢-)), esta propiedad de unicidad se puede
expresar equivalentemente en los siguientes términos:

Dado un algebra 1 € V;, ,,,, existe a lo sumo un producto interno en n (con ny L
ny) para el cual vale (4.1), salvo multiplicacién por escalares y automorfismos
de p.

Esto respalda fuertemente la propuesta de estos productos internos como canénicos o
distinguidos para un algebra dada pu.

También resulta de la teorfa de invariantes que si la condicién (4.1) vale, entonces
la SL,, x SL,-6rbita de u es cerrada en V,,,,. En efecto, la proyecciéon ortogonal de
la aplicacion momento m(u) sobre sl,, @ sl,, se anula, y como esto es precisamente la
aplicaciéon momento para la SL,,, x SL,-accién en V, ,,, tenemos que y es un vector minimal
y entonces SL,, x SL,, - i es cerrado (ver Seccién 2.2). Ademsds, las siguientes condiciones
son equivalentes para un dlgebra 2-pasos p € Vj, p,:

e existe un producto interno (-,-) en n tal que la condicién (4.1) vale para (y,(-,-)) (en
particular, p € C(Fy,));
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e para cualquier producto interno fijo (-,-) en n, existe un algebra isomorfa pg € GL;, x
GL,, - p tal que la condicién (4.1) vale para (po, (-,-)) (o equivalentemente, 1 es un
vector minimal para la SL,, x SL;,-accién);

e la 6rbita SL,, x SL,, - 1 es cerrada.

En particular, la existencia para una p nosingular de un producto interno que satisface
(4.1) proporciona un candidato para la ‘forma normal’ de yu; a saber, el vector minimal
anterior, el cual es tinico salvo multiplicacién por escalares y la accién de O(m) x O(n).

Desde un punto de vista geométrico, sabemos que u es un punto critico de Fj, si
y s6lo si la métrica Riemanniana invariante a izquierda g determinada por (n,u,(:,-))
en el correspondiente grupo de Lie nilpotente simplemente conexo N es un soliton de
Ricci, es decir, la solucién del flujo de Ricci que comienza en g evoluciona solamente por
multiplicaciones escalares y pull-back por difeomorfismos que dependen del tiempo (ver
[LO1]). Tales métricas se llaman nilsolitones en la literatura y han sido extensamente
estudiadas en la dltima década (ver el articulo expositivo [L09] para mas informacién). La
clave de esta interaccion es el hecho de que

m(p) = = Ric(g), (4.2)

donde m(u) es la aplicacién momento y Ric(g) es el operador de Ricci de (N, g).
Ahora probaremos que la condicién (4.1) debe cumplirse en realidad para cualquier
nilsoliton en un algebra nosingular.

Teorema 4.1.1. Sea p un dlgebra nosingular de tipo (n,m) y tomemos n = ny & ny.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) n admite un producto interno (-,-) tal que la condicion (4.1) vale para (u,{-,-)).

(ii) El dlgebra de Lie (n,p) admite un producto interno nilsoliton (o equivalentemente,
weC(Fy,) para algin (-,-) en n).

(111) La SL,, x SLy,-orbita de (1 es cerrada en Vi, .

Observacion 4.1.2. Es posible obtener una prueba alternativa de este teorema usando
[N06, Lemma 5] y [N11, Theorem 2].

Prueba. La equivalencia entre las partes (i) y (iii) ha sido observada anteriormente (com-
parar con [L03, Proposition 9.1]), asi como también el hecho de que la parte (i) implica
(ii). Por lo tanto supongamos que la parte (ii) se cumple y probemos la parte (i). La
nosingularidad de p implica que

0 ¢ SL,, x SL,, - i, (4.3)

la clausura de la orbita relativa a la topologia de espacio vectorial. En realidad, si g :=
(g, ok) - 1= 0, cuando k — oo, con (Y, @) € SLy, x SL,,, entonces sus formas Pfaffianas
fur = 0, las cuales estdn dadas por f,, = f, o @t € SLy, - fu para todo k, y entonces esto
contradice Lema 3.2.4, puesto que f,, es positivo.

Si usamos el producto interno nilsoliton en n (con ny 1L ng) para definir la aplicacién
momento m, entonces p € C(F,,) por [L01, Theorem 4.2]. Sea f € gl,,.,, la inica matriz
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de la forma g = [CL” dIn] tal que tr 3= -1 (es decir em +dn=-1)y B+ |B|*I = [dm Zeln]
para algiin e € R (es decir d + ?m + d*n = 2(c + 2m + d*n)).

En lo que sigue, usaremos la notaciéon en [L10, pp. 1869-1870]. Tenemos que p € Zg
por el hecho de que 3+ |8]|>I € Der(u), y como Hg = SL,y, x SLy, resulta de (4.3) y [L10,
Proposicién 2.14,(i)] que p pertenece al estrato Sg. Finalmente, usando [LW11, Teorema
2.3] y [LW11, Proposicién 3.4,(ii)], obetenemos de p € C(F,,) que m(u) es conjugado a (3
(ver (4.2)). Esto implica que la condicién (4.1) vale para el par (¢ - pu,(-,-)) para algin
¢ € O(m)x0(n), y en consecuencia también vale para (i, (-,-)), de lo cual resulta la parte
(i). O

Fijando un producto interno (-,-) en n como en secciones anteriores, deducimos lo
siguiente del Teorema 4.1.1.

Corolario 4.1.3. Si u es nosingular, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) La nilvariedad (N,g) asociada a (n,p,(-,-)) es un nilsoliton.
(ii) La condicion (4.1) vale para (n,p,(-,-)).

(i1i) El operador de Ricci Ric(g) tiene exactamente dos autovalores distintos.

Ejemplo 4.1.4. Los grupos de Lie de tipo-H son todos nilsolitones nosingulares. Por
otra parte, se obtiene que el dlgebra 2-pasos nosingular de tipo (3,8) dada en el Ejemplo
2.2.5 es un nilsoliton nosingular que no es de tipo-H.

Definicién 4.1.5. Sea {Xj,---, X,,} una base de un algebra de Lie nilpotente n, con
coeficientes de estructuras cfj’s dados por [X;, X;] = EZ:ICZXk. Entonces la base {X;} se
dice nice si valen las siguientes condiciones:

e para todo ¢ < j hay a lo sumo un k tal que cfj #0,

e si cfj,cf,j, # 0 entonces {i,5} ={i',j'} o {i,j} n{i,j'} =@

Dada un algebra de Lie también definimos una matriz Y como sigue: Sea {e1,---, e, }
la base candnica de R", es decir e; tiene 1 en el lugar i-ésimo, y 0 en los demés lugares.
Sea F' = {(Y)fj =e +ej—ep: cfj #0,i<j}, y m={F. Fijando un orden arbitrario en
F, definamos la matriz Y de orden m x n como aquella cuya fila a-ésima, con 1 < a < m,
es (Y)f] = e; + ¢j — €. Denotamos por [1],, un vector m-demensional con todas sus
corodenadas 1.

Teorema 4.1.6. [N11] Un élgebra de Lie nilpotente no abeliana n con una base nice es
un nilradical Einstein si y sélo si existe un vector a € R™ con coordenadas positivas que
satisface YY'a = [1],,.

Con el fin de obtener familias continuas explicitas de édlgebras nosingulares de tipo
(n,m) que admiten una métrica nilsoliton, podemos considerar aquellos p € V;, ,, tales
que cada entrada de J,(z1Z; +--- + TnZp) es un miltiplo escalar de algiin z; y no hay
ninguna otra repeticién de z;’s en una fila (o columna) dada. Esto es equivalente a decir
que {Xy,...,Xm,Z1,...,%Z,} es una base nice. Si ademds de la condicién de base nice
agregamos que para cada fila (o columna) de Ju(alel + -+ x,Zy) tenemos el mismo
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numero de entradas no nulas, entonces el dlgebra se llama uniforme (ver [D79, Wo91]).
En este caso, es facil ver que la matriz U = YY" del criterio de Nikolayevky (Teorema
4.1.6) tiene todos 3 en las entradas de la diagonal (como siempre) y solamente 1’s fuera
de la diagonal con un nimero idéntico de 1’s en cada fila (o columna). Resulta entonces
que existe a € R solucién positiva para Ua = [1] (basta tomar a; = --- = ay = a para
un adecuado a > 0), y asi p admite un producto interno nilsoliton. Es importante notar
que se obtiene esto independientemente del valor preciso de las constantes de estructura
,ufj del algebra pu, asi la condicién de uniformidad esta sélo en términos del conjunto de
indices con constantes de estructura distintas de cero.

Resuminos este estudio para futura referencia.

Teorema 4.1.7. [D79, Wo91| Toda dlgebra uniforme € V, n, admite un producto interno
nilsoliton.

En particular, de acuerdo al Teorema 4.1.1, cualquier algebra uniforme nosingular
admite un producto interno para el cual la condicién (4.1) vale.

4.2 Algebras nosingulares de tipo (2,m)

El conjunto de clases de isomorfismo en V3,,, es decir, cuando dimny = 2, puede ser
parametrizado usando invariantes de penciles. Referimos a [G73, LT99] y sus referencias
para un tratamiento méas detallado y algunas pruebas.

A cada conjunto
S={(a1,k1),..., (v, k), €1,... 61, a; e Cu{oo}, ki€ €N,
le asociamos el algebra us € Vo, de tipo (2,m) tal que la matriz de J,,3(xZ1 + yZ2) con

respecto a la base fija {X1,...,X,,} estd compuesta de bloques asociados a cada uno de
los elementos de S, los cuales estan definidos de acuerdo a las siguientes reglas:

0 T
Ty
(00, k) ~ Ty 0 (2k x 2k),
*
[ 0 y-az |
Yy —ax x
(a,k) ~ y—axr x 0 (2k x 2k),
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[ 0 -br y-ax ]
Yy —ax bx
-br y-ax 0 x
Yy —ax bx x 0
(a+ib, k) ~ (4k x 4k),
-br y-axr 0 x
Yy —ax bx z 0 0
*
) ) (4.4)
_ y 0
Ty
€ ~ 0 o ;yc ((2e+1) x (2¢ +1)).

El bloque derecho superior en la tltima matriz tiene € + 1 filas y € columnas. Notemos
que

m= > 2k+ Y 4/c,-+;(2ei+1).

a;eRU{oco} a;eC R

Todo p € Vo, de tipo (2,m) (es decir pu(ny,ny) = ny) es isomorfa a pus para al menos

uno de tales conjuntos S, y dos ps, ps son isomorfas si y sélo si s = ', {e1,...,€5} =

{€},... €.} (contando multiplicidades), r = 7/, y existe una transformacién de Mébius real

T:Cu{oo} — Cu{oo},

Tzz_az+b [a b

_cz+d’ d :IEGLQ(R),

tal que {(a,k1),...,(al,kl)} ={(Tai,k1),...,(Tay, k-)} (contando multiplicidades). Se
ve directamente que la forma Pfaffiana de ug estd dada por

> ki
fus@y) =27 [T (w-cax)" . T] (y-aix)"(y-aga)™,

a;eR a;€C\R

de lo cual deducimos que ps es nosingular si y sélo si
S={(ar,k1),...,(ar, kr)}, con ai,...,ar € CNR.

En este caso, si o; = a; + ib;, entonces

fus (,9) = [T ((w - aim)? + b2a?)™.
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Ejemplo 4.2.1. Si S = {(i,1),(1,1)} v 8" = {(i,2)} entonces us,pus’ € Vag son dos
4lgebras nosingulares no-isomorfas con formas Pfaffianas idénticas dada por (z? + y?)2.
Agregando la familia us,, S; = {(i,1),(¢i,1)}, t > 1, de &lgebras no-isomorfas dos-a-dos
con formas Pfaffianas f,s = (2% + y?)(t22? + y?), se obtiene la clasificacién de todas las
algebras de Lie nosingulares de tipo (2,8) (comparar con [LT99, Corolario 4.9,(ii)]). Que
la familia no es isomorfa dos-a~-dos resulta usando que la distancia hiperbdlica entre i y
ti es estrictamente creciente con ¢, o alternativamente, de la no equivalencia proyectiva
de sus formas Pfaffianas.

Y. Nikolayevsky ha obtenido una clasificaciéon completa de todas las dlgebras de Lie
de tipo (2,m) que admiten un producto interno nilsoliton.

Teorema 4.2.2. [N12] Sea us un dlgebra 2-pasos de tipo (2,m), donde

S= {(alvkl)v”’7(a7“7k7“)7(a17j1)7"'7(au7ju)7617”' 768}7
a; e C\R, a;eRuU{oo}, ¢,k j;€N,

y supongamos que >0 o u > 3. Entonces pus admite un producto interno nilsoliton si y
solo si

o ky=-=k.=lyji=-=ju=1,9
o u{i:ai:a}<r+%u, para todo t=1,...,u.

Esto es solamente una parte del teorema de clasificacién [N12, Teorema 1], llamado el
caso genérico. Las partes restantes son muy complicadas de describir y no son necesarias
en el caso nosingular.

Corolario 4.2.3. Una ps nosingular, S = {(a1,k1),...,(ar, k) }, admite un producto
interno nilsoliton si y sélo si k1 =--- =k, =1.

A continuacién, damos una prueba alternativa de este corolario, como una aplicacién
del Teorema 4.1.1, la cual es mucho mas corta. De acuerdo a dicho teorema, el problema
de cuéles algebras nosingulares de tipo (2,m) admiten un producto interno nilsoliton se
puede resolver estudiando si sus SL,, x SLo-6rbitas son cerradas o no.

Lema 4.2.4. Si S={(o,k)} vy S ={(a,1),...,(a,1)} (k veces), a € C\R, entonces

s € SLyg x {12} - pis,
donde Iy denota la matriz identidad 2 x 2.

Prueba. Recordemos que la matriz J,,s (21 +yZ2) que define pus consiste de un solo bloque
4k x 4k en (4.4) para o = a + ib. Si consideramos p; := ¢; - s, donde

Pt = Dia‘g(etu et7 eitu eitu cee 7et7 et7 eit7 eitu 17 1) € SL4k x {‘[2}7
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entonces es facil verificar que el bloque superior derecho de J,, (v 2 +yZ>) estd dado para
todo t por

[0 -bxr y—ax ]
Yy —ax bx
-bx  y-ax 0 e 2y
Yy —ar bz ey 0
-br y-ax 0 e 2y
| y—azx bx e 2y 0 0 |

Esto implica que pu; — psr, cuando t — oo, puesto que llegamos al limite después de
permutar un nimero de k bloques 4 x 4 de la forma (4.4). Por lo tanto, obtenemos que
s € SLy, x {2} - ps, como se queria demostrar. O

La prueba anterior se puede modificar facilmente para llegar al siguiente resultado maés
general.

Corolario 4.2.5. pgr € SLyg x {I2} - pus para todo S = {(a1,k1),...,(ar,kr)}, a; e CNR,
Y 8, = {(Oﬁl,jll), ey (a17j181)7 ceey (aT’ajT’l)u ey (aT’ajT’ST-)} tal que

s1 Sr
Y=k, o D i = ke
i=1 =1

Prueba. Si k; > 2 para algun 4, entonces resulta del Corolario 4.2.5 que la érbita SL,, x
SLs - s no es cerrada, y asi pus no admite un producto interno nilsoliton por el Teorema
4.1.1.

Reciprocamente, sea jus € Va4, un algebra nosingular con S = {(a,1),...,(op, 1)},
a; € CNR. De acuerdo al Teorema 4.1.1, es suficiente mostrar que la 6rbita SLy,. x SLo - s
es cerrada en V5 4,. Supongamos que py = (Y, k) - ps = X € Vauy, cuando k — oo, con
(ks k) € SLay x SLo. Asf sus formas Pfaffianas f,,, — f y estdn dadas por f,, = fus ¢k €
SLa - fus para todo k, de lo cual resulta que fy € SLa - f,5 ya que la SLp-6rbita de toda
forma binaria positiva es cerrada (ver Ejemplo 3.2.2).

En particular, A es también nosingular. Por otra parte, de la equivalencia entre f)
y fus se obtiene que A debe ser isomorfa a un édlgebra pss para algin conjunto S’ de la
forma

S’ = {(Oél,kl), ey (ar,k‘r)},
tal que para todo j =1,...,r fijo,
> ki=f{oi:ai =0y}

a;=a;
Es facil ver usando el Corolario 4.2.5 que ps € SLy, x SLa - A, y como A € SLy, x SLo - s,

obtenemos que A € SLy, x SLs - us. Esto implica que SLy, x SLo - us es en realidad cerrada,
como se queria probar. O

Resulta de los Corolarios 4.2.5 y 4.2.3 que para cualquier forma binaria positiva dada
f € P54, existe una unica édlgebra nosingular p € V594 (salvo isomorfismo) con forma
Pfaffiana f, = f que admite un producto interno nilsoliton. Veremos en la siguiente
seccién que esto no es cierto para ternarias cuarticas.
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4.3 Algebras nosingulares de tipo (3,8)

En vista de los resultados obtenidos en la Seccidn 4.2, tenemos una idea bastante clara
de las algebras nosingulares de tipo (2,m), incluyendo de cuales son las que admiten una
métrica nilsoliton. Como es bien sabido que s6lo hay un élgebra nosingular de tipo (3,4)
(a saber, el dlgebra tipo-H cuaterniénica n = H @& ImH), el siguiente tipo para estudiar en
grado de dificultad es (3,8), que es el objetivo de esta seccién.

Un primer problema que tenemos que afrontar en tipo (3,8) es que las formas Pfaffianas
son ternarias cudarticas, un tema muy sutil desde muchos puntos de vista. La clasificacion
de ternarias cuarticas salvo equivalencia es un problema clasico abierto en teoria de invari-
antes, incluso el anillo de invariantes (C[P3,4]SL3(C) no se conoce completamente. Sobre
los nimeros reales, se puede inferir que no hay esperanza de una clasificacién explicita de
ternarias cudrticas positivas. De acuerdo al Teorema 3.4.2, hay por lo menos una p € 1/3:8
nosingular con forma Pfaffiana f € P?:: 4 dada, asi que en algin sentido, una clasificacién
de algebras nosingulares de tipo (3,8) también se puede considerar fuera de alcance. Se
puede obtener una indicacién contundente de esto del siguiente resultado de existencia
debido a J. Heber (ver [H98, Teorema 6.19]): hay una familia continua 12-paramétrica de
algebras 2-pasos no-isomorfas dos-a-dos de tipo (3,8) alrededor de la tipo-H, las cuales son
todas nosingulares en un entorno por continuidad. Ademaés, todas admiten una métrica
nilsoliton.

4.3.1 Existencia de nilsolitones

Las siguientes tres proposiciones proporcionan ejemplos explicitos de familias continuas
de dlgebras nosingulares que admiten un producto interno nilsoliton con diferentes tipos
de formas Pfaffianas.

Proposicién 4.3.1. Sea pu, 1,1, € Vag un dlgebra de Lie definida por

0O 0 =z 0 y 0 =z O
0 0 O tixz 0 toy O t3zz
-x 0 0 0 z 0 -y O
0O -tz 0 0 0O =z O -
Ju(@Zy +yZo + 2Z3) = 4 0 -z 0 0 0 =z o
0 -to2y 0O -2 0 0 0 =z
-z 0 y 0 -z 0 0 O
0 -t3z 0 y 0 - 0 O

Entonces pi, 15,15 con
tT+ts+13=1, 0<tz3<ta<ty, tita<1, tatz<1,

es una familia 2-paramétrica de dlgebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos que admiten
nilsolitones con formas Pfaffianas dadas por

fﬂtl,tQ,tS (,y,2) = ($2 + y2 + Z2)(t1l‘2 + t2y2 + t322).
Prueba. El célculo de la forma Pfaffiana es sencillo. Para probar que cada 1, 4, ¢, admite
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un producto interno nilsoliton aplicamos el Teorema 4.1.6. Un célculo directo nos da

OO OO W
ORHORROHORWH
OROHRFRRHROOWR
OO WO O
OO WHORO
HORRORWRHHOO
OROHRFRWHOOR R H

OO WHROF O = =
RFORFRWO R —=OO
HOWHRHORRHORO
HWOOHHOOR
W OOR OO
L

Una solucién « con todas sus coordenadas positivas que satisface el sistema Ua = [1],, del
Teorema 4.1.6 es
a=( ).

Entonces, por dicho teorema, fis, t,,+, admite un producto interno nilsoliton.
Si fity by ts Y Mhs1,s0,55 SON isomorfas, entonces fy, . ..~ fu, ., ., (ver pag. 14). Por el
Lema 6.5.2, existe ¢ >0 y una permutacién o € Sg tales que

10’ 107 107 10?107 107 10” 10° 10’ 10

c

t; = CSq(i) ©O t; =

So(i)

para todo i = 1,2,3. Esto implica que ¢ = s1,t2 = s9,t3 = s3, por las condiciones requeridas
por la proposicion. O

Proposicién 4.3.2. Sea p; € Vag definida por

0 0 ax 0 0 y 0 =z
0 0 O0bxy 0 -z0
-ax 0 0 0 0 z y O
0 -bz 0 0 2 0 O
Jm(ﬂj‘Zl +y22 + ZZg) = 0 -y 0-20 0 0 g s

-y 0 -2 0 0 0 2 0
0 2 -y 0 0 -x00
-z 0 0 -y-z 0 0O

donde a =

7t7\ém, b= 7”@. Entonces py con t > 2 es una familia 1-paramétrica de
dlgebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos que admiten nilsolitones con formas Pfaffi-
anas dadas por

fu(2,y,2) = o+ oyt + 2t + eyt

Prueba. La existencia de un nilsoliton resulta del Teorema 4.1.7, ya que u; es un algebra
uniforme.

Analogamente a la prueba del lema anterior, si s y p1; son isomorfas, entonces f,, ~ f,,.
Del Ejemplo 3.3.2 resulta que s = ¢, lo cual prueba que us y p¢ son isomorfas si y soélo si
s =t, es decir, us es una curva de dlgebras no-isomorfas dos-a-dos. O

Proposicién 4.3.3. Sea p; € Vg definida por

r 0 0 —t’z 0 y 0 0agzT
0 0 0 -tz 0 y =z O
)z 0 0 0 0 -zy O
0 t2z 0 0 -= 00 y
J, :EZ1+ ZQ+ZZ = ot
u( y 3) 5 0 0 = 0 0wz o0 [
0 -y =z 0 0 00 =z
0 -z -y 0 -z 00 O
L —atz 0 O -y 0 —-xz0 0 4




donde oy := #\Q/m. Entonces puy with t > 1 es una familia 1-paramétrica de dlgebras

nosingulares no-isomorfas dos-a-dos que admiten nilsolitones con formas Pfaffianas dadas
por
2
fu(x,y,2) = (x2 + y2 + 22) +ta222.
Prueba. p es un algebra uniforme, entonces, por el Teorema 4.1.7, p; admiten un producto
interno nilsoliton. Kl hecho de que p; es una curva de dlgebras dos-a-dos no-isomorfas,
resulta del Ejemplo 3.1.4. U

4.3.2 No-existencia de nilsolitones

Las siguientes dos proposiciones proporcionan ejemplos explicitos de familias continuas de
algebras nonsingulares de tipo (3,8) las cuales no admiten un producto interno nilsoliton.

Proposicién 4.3.4. Sea p; € Vag definida por

00 -z-y 0 0 0 -2

00 yt-x 0 0 -2 0

z-yt 0 —x 0 -z 0 O

z x 0 -z 0 0 O

Ju(@Z1+yZo+223) =5 5 0 = 0 o -~y
00 2 0 0 0 vy -

0z 0 0 -y 0 -2z

z 0 0 0 y z x 0

Entonces py witht > 1 es una familia 1-paramétrica de “algebras nosingulares no-isomorfas
dos-a-dos con formas Pfaffianas dadas por

fu(2,y,2) = (x2 +y2+ 22) (ac2 +ty? + 22),
las cuales no admiten un producto interno nilsotlion.

Prueba. Por el Teorema 6.5.2, del Apéndice 6.5, uy es una curva de dlgebras de Lie dos-a-
dos no-isomorfas, pues t > 1.

Veamos ahora que p; no admite un producto interno nilsoliton. Si consideramos A :=
s - pt, donde

ps == Diag(e®, e’ e7? e7% e e’ e ® e° 1,1,1) € SLg x SLg,

entonces es facil probar que Ay - fiy, cuando s — oo, donde fi; € V3 g esta definida por

00 -z-y 0 0 0 -2

00 yt-x 0 0 -2 0

z-yt 0 0 0 -z 0 O

z 0 0-20 0 O

Jﬂt(le + yZZ + {L’Zg) = g 0 0 2z 0 0 -z-y
00 2z 00 0 vy -2

0z 0 0 x-y0O O

z 0 00y a 00

para todo t. Esto implica que fiy € SLgx SL3- i, y puesto que dimDer(u) = 26 y
dim Der(fi;) = 29 tenemos que p; no es isomorfa a fi;. Resulta que SLg x SL3 - iy no
es cerrado y asi pu; no admite un nilsoliton por el Teorema 4.1.1. O
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Proposicién 4.3.5. Sea \; € V33 definida por

r0 0 —xz-y 0 0 0 -z
00 yt-ox0 0 -2 0
z-yt 0 -y 0 -z -y —y
J)\t(le + ng + ZZg) = z z z 2 OZ 2 71 f;
00 2 0 0 0 y —-=x
0 z y yz-y0 -y
Lz 0 v v y z y 0

Entonces \; with t > 1 es una familia 1-paramétrica de dlgebras nosingulares no-isomorfas
dos-a-dos con formas Pfaffianas dadas por

i (zy,2) = (332 + y2 + 22) (x2 + ty2 + 22) ,
las cuales no admiten un producto interno nilsoliton.

Prueba. Se aplica el Teorema 6.5.2 para ver que p; es una curva. Que u; no admite un
nilsoliton, resulta de la misma forma como en la prueba de la Proposicién 4.3.4, incluso
con la misma ¢, and i, y ahora usamos que dim Der(\;) = 27 para todo ¢. O
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Capitulo 5

Automorfismos de algebras
nosingulares

En este capitulo, estudiamos automorfismos y derivaciones de las algebras 2-pasos que son
nosingulares. Nuestra principal contribuciéon aqui es proporcionar otros ejemplos ademas
de las algebras de tipo-H con ciertas propiedades de maximalidad que tienen que ver con
el espacio de derivaciones.

Es facil ver que el dlgebra de Lie de derivaciones de un dlgebra 2-pasos p € V,, ,, de
tipo (n,m) se descompone como

Der(p) :R[ é 2OI ]EB[ 8 8 ]@Dergr(u), (5.1)

donde Derg, (1) es la subalgebra de derivaciones graduadas dada por
Derg, (1) :={[ 5 9]: Besly, Aegl,, B'J(Z)+J(Z)B = J.,(A'Z), VZ eny}.
Esta tultima es el dlgebra de Lie del grupo de Lie Aut(u) dado por
Autg, (1) = {[§ 0] % € SLin, ¢ € GLn, ' Ju(2)9 = Ju(¢' Z), ¥Z e ny}.

Dado [”’ 90] € Auty, (1), resulta que f,(p'Z) = f,(Z) para todo Z, es decir, ¢' estd en el
grupo de automorfismo Aut(f,) de la forma Pfaffiana f,.

Teorema 5.0.6. [KT12, Teorema 2.1] Si u es nonsingular, entonces existe un producto
interno en el centro ny que es invariante por Autg,.(u).

Supongamos de ahora en més que nuestro producto interno fijo (-,-) en ny es Autg, (1)-
invariante para toda p nosingular que consideremos. Definiendo el ideal de Derg, (1),

Derg () := {[g 91] € Derg, () : A = 0}7

y el correspondiente subgrupo normal de Aut(u),

Auto(p) = {[%} g] € Autg,(p) 1 p = I},

se deduce lo siguiente.
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Corolario 5.0.7. [KT12, Corollary 2.4] Para toda p nosingular de tipo (n,m),

-1
dim Der g, (p1)/ Derg(p) = dim Autg, (1) / Auto(p) < M
Ejemplo 5.0.8. Es bien sabido que dim Derg,(1)/Dero(p) = # para toda édlgebra pu

de tipo-H (ver [Ri82, S96]). En realidad,

(7467 0 | e Aut(p),  VZens, |Z]=1,

Z

donde Rz (W) =2(Z,W)Z -W es la reflexién con respecto al hiperplano {Z}* en el centro
Nno.

Surge una cuestién natural: jcdales dlgebras nosingulares de tipo (n,m) satisfacen
alguna de las siguientes condiciones equivalentes? ;Estas condiciones valen solamente
para las algebras de tipo-H?

dim Derg, (1)/ Derg(p) = n(nz_l) :

Derg,(p)/ Derg(p) ~ so(n).

Para toda A € so(n) existe B € sl,, tal que [g g] € Der(p).

Para todo ¢ € SO(n) existe ¢ € SL,, tal que [’é’ g] e Aut(u).

Vale la pena senalar que estas condiciones implican que la forma Pfaffiana esta nece-
sariamente dada, salvo multiplicacién por escalares, por f, = (w% +-- +a:$z)m/ 4 ya que esta
es la unica forma n-aria m/2-adica que es SO(n)-invariante.

Ahora mostramos que ya en tipo (2,m), hay ejemplos de algebras nosingulares que
satisfacen las condiciones de maximalidad anteriores y que no son de tipo-H.

Proposicién 5.0.9. Si S = {(i,k1),...,(i,k)}, entonces la correspondiente dlgebra
nosingular ps de tipo (2,m) (ver Seccion 4.2) satisface que

Derg,(ps)/ Derg(ps) ~ s0(2).

Observacién 5.0.10. Este resultado ha sido probado independientemente en [KT12,
Theorem 3.5], donde ademés se obtiene que Derg, (us)/Derg(pus) = 0 para toda otra
algebra nosingular de tipo (2,m).

Prueba. Supongamos primero que S = {(i,k)}. Es un cdlculo engorroso pero elemental
ver que

M,
[ Mz 0 1:| € Der(:u'S)a (52)
-10
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donde Mj y My son las (2k x 2k)-matrices definidas por

[0 O|-1 O T
0 0|0 -1
0 210
-2 0 0
0 4,1 0
-4 0] 0 1
M, = 06
-6 0
k-3 0
0 k-3
0 2(k-1)
i 2k-1) 0 |
y
T 0 —(2k-1) | -(k-2) 0
(2k-1) 0 0 —(k-2)
0 —(2k-3)
(2k - 3) 0
-3 0
0 -3
0 -7/-2 0
My = 7 0|0 -2
0 -5|-1 0
5 00 -1
0 -3(0 O
3 00 O
0 -1
| 1 0
Se puede usar la formula J,(Z;) = [_2‘@ I?f] dada en (4.4) y comprobar que
MfAl + A1M2 = Ag, Mng + A2M2 = —Al.
Finalmente, si S = {(i,k1),...,(i,k)}, entonces podemos definir las derivaciones requeri-

das dadas en bloques como antes, conlcuyendo la prueba.

Observacién 5.0.11. Para una prueba alternativa completa de (5.2) ver Apéndice 6.5.

Notemos que un algebra us como en la Proposicién 5.0.9 es de tipo-H si y sélo si

ky=-=ky =1
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Capitulo 6

No-existencia de nilsolitones en
algebras 2-pasos

6.1 Introduccién
En este capitulo, tratamos con la siguiente cuestién:

,,como estan los nilradicales Einstein y no-Einstein distribuidos entre las algebras
de Lie 2-pasos nilpotentes?

Estamos interesados principalmente en las algebras de Lie que son indescomponibles, en
el sentido que no pueden escribirse como suma directa de ideales, ya que se sabe que en
tal caso n =mn; ®ny es un nilrdical Einstein si y sélo si ny y ng lo son (ver [J2], [N11]).

Recordar que un algebra de Lie 2-pasos nilpotente n se dice que es de tipo (p,q) si
dimn =p+ ¢y dim[n,n] = p. Resulta que siempre

1
p<Dy:= §q(q -1).

Hay solamente un algebra de Lie 2-pasos nilpotente de tipo (Dy,q) y s6lo una cantidad
finita de tipo (Dy -1, ¢) (salvo isomorfismo), y todas son nilradicales Einstein (ver [N11]).
Por otro lado, toda algebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensién < 7 es un nilradical
Einstein (ver [W] y [F]). Recientemente, usando la técnica de concatenacién y adjuncién
de algebras de Lie, Jablonski probé el siguiente resultado.

Teorema 6.1.1. [J1] Ezisten dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes indescomponibles de tipo
(p,q), las cuales no son nilradicales Einstein, para todo par (p,q) tal que

ot

8<gq, Y 2<p<—=q-8.

B

En este capitulo, estudiamos una clase de algebras de Lie 2-pasos nilpotentes natural-
mente asociadas a grafos para encontrar nilradicales no-Einstein en los tipos que no son
cubiertos por el teorema anterior. Usamos un criterio basado en la ‘positividad’ de un
grafo dado en [LW11]. Nuestro principal resultado se puede establecer como sigue.
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p

Figura 6.1: Bordes inferiores aproximados de las regiones cubiertas por cada teorema

Teorema 6.1.2. Ezxisten dlgebras de Lie 2-pasos nilpotentes indescomponibles de tipo
(p,q), las cuales no son nilradicales Einstein, para todo par (p,q) tal que

1 5
21 <q Y q—1§p§§q2—§q+9.

Como se puede visualizar en la Figura 6.1, esta cota mejora considerablemente la dada
en el Teorema 6.1.1 para g grande, ya que es cuadratica en vez de lineal. La existencia de
nilradicales no-Einstein de tipo (p,q) tales que

145 5
—q°-=q+10<p< D, - 2.
2(] 2q p q
es una pregunta abierta.

Con respecto a la existencia de curvas de algebras de Lie 2-pasos que no sean nil-
radicales Einstein, obtenemos en Seccion 6.5 el siguiente resultado, el cual responde una
pregunta formulada por Payne en [P11].

Teorema 6.1.3. Existen familias continuas no-isomorfas dos-a-dos de dlgebras 2-pasos
que no son nilradicales Einstein en toda dimension > 14 y en dimension 12. Son todas de
tipo (2,q) para algin q.

6.2 Preliminares

6.2.1 El algebra de Lie asociada con un grafo

Sea G = (S, E) un grafo (finito, no dirigido), con conjunto de vértices S = {vy,...,v4} y
aristas E = {l1,...,lp}, Iy = v;vj para algin 4,j. Asociamos a cada G el algebra de Lie
ng = (R, [-,-]), n = p+ ¢, con corchete de Lie definido por

(ei 0] = eq+k Silp =005, <j < q;
[ 0 en otro caso.

donde {e;}1", es la base estdndar de R". Frecuentemente identificaremos los vértices del
grafo con los vectores eq,...,eq, y las aristas con eg41,. .., eq+p. Entonces el corchete entre
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dos vértices v; y vj, © < j, es la arista que los une, y es nulo en otro caso. Para obtener un
corchete de Lie bien definido suponemos ademds que ningin par de aristas (distintas) une
el mismo par de vértices.

Recordemos de la teoria de grafos que dos aristas I, [,, de un grafo G se llaman
adyacentes si forman un vértice, lo cual se denotard por I ~ l,,. El grafo lineal L(G)
de G es el grafo cuyo vértices son las aristas de G y donde dos de ellos estan unidos si y
solo si son adyacentes. La matriz de adyacencia Adj(G) de un grafo G con el etiquetado
{v1,...,v4} para su conjunto de vértices se define como la matriz (simétrica) ¢ x ¢ con 1
en la entrada 4, j si v;v; es una arista y cero en otro caso.

Proposicién 6.2.1. [LW11] ng es un nilradical Einstein si y solo si existe v >0 y pesos
c1,-..,¢p € R para las aristas tales que

3¢ + Z Cm = U, Vk=1,...,p, (6.1)

lm“‘lk

ci >0, Vk=1,...,p, (6.2)
donde la suma es sobre todos las aristas l,, que forman un vértice con .

Un grafo que satisface las propiedades (1) and (2) se llama positivo. Si consideramos
el grafo lineal L(G) de G, la primera condicién anterior se puede escribir en términos de
su matriz de adyacencia AdjL(G) ya que

C1 1
(BI+AdjLG)| : |=v
Cp 1

Se puede probar que la matriz 31 + Adj L(G) es definida positiva, asi dado v > 0 el
sistema. anterior siempre tiene una tnica solucién . Y puesto que v > 0, tenemos que G es
positivo si y sélo si

1
(3T +AdjL(G))™!

tiene todas sus entradas positivas.

6.2.2 Descomposicion coherente de un grafo
Sea G = (S, F) un grafo, y definamos para cada a € S,
V(a)={weS:waeE} v Qa)=92"(a)u{al.
Ahora consideremos la relacién de equivalencia ~ en S definida como sigue:
a~f siysélosi Q(a)cQ(B) and Q'(B) € Q(a),

o en otras palabras, dos vértices estan relacionados si y sélo si tienen los mismos vecinos.
Sea A = A(S, E) el conjunto de clases de equivalencia en S con respecto a ~, para cada
A € A llamamos Sy € S a su clase de equivalencia. Los subconjuntos Sy, A € A, son las
componentes coherentes de (S, E); ellos forman una particién del conjunto S.

Esta descomposicién fue considerada en [DM], donde se mencionan también las sigu-
ientes propiedades:
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e Dado G = (S, F), con Sy sus componentes coherentes, es ficil ver que si para un
dado A € A existen «, 3 € S) tales que af € E, entonces {n € E para todo &,n € S).
Esto implica que una componente coherente es en s mismo un grafo completo o uno
discreto.

e Para generalizar lo anterior supongamos que, dado A, € A existen a€ Sy y €S,
tales que o3 € E. Entonces es facil ver que {n € F para todo § € Sy, n € S,. Por lo
tanto, dadas dos componentes coherentes Sy y S, o bien no son adyacentes, o bien
toda posible arista entre ellas dos estd en E. En éste ultimo caso, decimos que S
y S, son adjacentes. Definamos un conjunto de pares no-ordenados £ de tal forma
que A\p € £ siy sélo si las componentes Sy y S, son adyacentes. Llamamos a (A,€)
el grafo de coherencia asociado con (S, E).

Estas propiedades nos dan el siguiente resultado tutil sobre los pesos de un grafo general.
Llamemos a dos aristas similares si unen el mismo par de componentes coherentes, o estan
en la misma componente coherente.

Proposicién 6.2.2. [La, Proposicién 2.10] Sea G = (S,E) un grafo positivo, con pesos
(ci)‘?zl para algin v >0 fijo. Sil;,l; son aristas similares, entonces c; = c;.

Observacién 6.2.3. En un grafo arbitrario, si /;,1; son aristas con pesos c;,c; respecti-
vamente, entonces las correspondientes ecuaciones para l;,1; coinciden en el sistema (6.1)
por la Proposicién 6.2.2. Por lo tanto, para un grafo dado (S, E), el sistema (6.1) se puede
reescribir, obteniéndose un sistema en |E] + [{\ € Ag : |S)| > 1}| variables.

6.2.3 Resultados para dos o tres componentes coherentes

En [La, Tabla 1], se da la clasificacién de grafos con hasta 3 componentes coherentes de
acuerdo a la positividad. Aqui repasamos esta clasificacién apuntando a una exposiscién
auto-contenida, y también porque necesitamos agregar unos pocos casos donde una com-
ponente coherente tiene solamente un vértice.

Representamos un grafo via su grafo de coherencia. Cada circulo representa una com-
ponente coherente, siendo negro si la correspondiente componente coherente es una grafo
completo, y blanco si es discreto. La existencia de una arista que une dos circulos repre-
senta el hecho de que toda arista que une vértices entre esas componentes coherentes esta
presente en el grafo original. Finalmente, el nimero natural cerca de cada componente
coherente es el niimero de vértices que contiene dicha componente.

Consideremos el grafo:

o—o

r S
Denotemos S7,55 las componentes coherentes con r,s vértices, respectivamente. Por la
Proposicion 6.2.2, hay sélo dos pesos posibles para las aristas en este caso: a, para las
aristas que unen S con So, y b, para las aristas dentro de S5. Ahora, por la Observacién
6.2.3, debemos considerar dos casos: r>1,s>1,yr>1,s=1.

48



Sir>1,s>1, el grafo es positivo si y sélo si s > r, by [La, Tabla 1].

Ahora si 7> 1y s =1, todas las ecuaciones del sistema (6.1) coinciden con la simple
ecuacién (2 +r)a = v, y su solucién es a = v/(2 +r). El grafo es positivo si y sélo si a es
positivo, lo cual es claramente cierto, pues v > 0.

Resulta que el grafo es positivo si y sélosi s>r 6 s=1.

Ahora consideremos

Llamemos S1, 59,53 las componentes coherentes con r, s,t vértices, respectivamente. Por
la Proposicion 6.2.2, hay sélo cuatro posibles pesos para las aristas en este caso: a,b, para
las aristas que unen Sy con Sy, y S con S3 respectivamente; y ¢, d para las aristas dentro
de Sy y S3 respectivamente. Ahora, por la Observacion 6.2.3, debemos considerar dos
casos: 7> 1,s>1,yr>1,s=1. En total debemos considerar cuatro casos:

(i) r>1,s>1,t>1;
(ii)) r>1,s>1,t=1;
(i) r>1,s=1¢>1;
(iv) r>1,s=1,t=1.

En (i), sir>1,s>1,t > 1, el grafo es positivo si y sélo si (s+t)(s—7)> (r-1)(t-1),
por [La, Tabla 1].
En los casos (ii) y (iv), es decir t =1 y s > 1, el grafo es realmente
o—e
r+1 S

el cual es positivo si y sélosi s=1,0 s>7r+1, es decir s —r > 0.
En (iii), reescribiendo el sistema (6.1), obtenemos

r+2 t 0 a 1
ro t+2 t-1 b |=v]| 1 (v>0)
0 2 2t -1 d 1
Entonces
a y 2(r+1t)
b = Sl (1+t)t
d (2t +r+1) 2t+r—rt
El grafo es positivo si y sélo si a,b,d >0, siy sélo si 2t+r—rt >0, es decir r < tz_—tl = 2+%.

El lado derecho es decreciente. Sit=2,r=1,2,3; ysit>3,r=1,2. Entonces, 2t+r—-rt >0
siy sélosi (r,t) =(3,2),(1,t),(2,t) cont>2.

Por lo tanto, de los casos (i)-(iv) resulta que el grafo es positivo si y sélo si vale alguna
de las siguientes:
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Figura 6.2: Grafos de coherencia que intervienen en la prueba del Teorema 6.1.2

o (s+t)(s—r)>(r-1)(t-1);
o s=1=1;

e s=1and (r,t)=(3,2),(1,t),(2,t) con t >2.

6.3 Condiciones suficientes para no-positividad

En esta seccién, damos condiciones suficientes para que ciertos grafos con 4 o 5 com-
ponentes coherentes sean no-positivos usando la misma idea que en [La]: considerar su
descomposicién coherente y aplicar la Proposicién 6.2.1 para reescribir el sistema (6.1),
obteniendo en nuestro caso un sistema m&s pequeno con tamano a lo sumo 5 x 5 (ver
Observacion 6.2.3).

6.3.1 Cuatro componentes coherentes

Lema 6.3.1. El grafo sobre la izquierda en la Figura 6.3.1 es no-positivo para todo u > 6,
s=1,2.

Prueba. Por la Propsocién 6.2.2, hay sélo dos pesos posibles para las aristas: a para las
aristas que unen la primera componente coherente con la segunda componente coherente
(de izquierda a derecha); b para las aristas que unen la segunda componente coherente con
la tercera componente coherente; y ¢ para las aristas que unen la tercera componente co-
herente con la cuarta componente coherente. Entonces el sistema (6.1) se puede reescribir
como

2+s 1 0 a 1
1 2+s wu b |=v| 1
0 S 2+u c 1
Entonces,
a y 2(1 + S+ ’LL)
= 573018572 502 2+2s-u
+ 3u +8s + 2su + 2u 3(1+5)
Supongamos, por el contrario, que el grafo es positivo. En particular, debemos tener que
b> 0, lo cual es una contradiccién porque u > 6. Entonces el grafo no es positivo. O

Lema 6.3.2. Si alguna de las siguientes vale:
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(i) r>2,s=t=2;
(i) t>2,s=u=1,
entonces el grafo del medio en la Figura 6.3.1 no es positivo.

Prueba. Llamemos 51,59, 53,54 a las componentes coherentes con r, s, t,u vértices. Por la
Proposicion 6.2.2, hay sold seis posibles casos para los pesos de las aristas: a,b,c,d, para
las aristas que unen S con Ss, S5 con S3, S3 con Sy, y So con Sy respectivamente; y e, f
para las aristas dentro de So y Sy respectivamente.

En (i) debemos considerar los subcasos u > 1 and u = 1.

Sea r>2,s=t=2 con u> 1. Reescribiendo el sistema (6.1) obtenemos

2r 4 0 203 0 a 1
00 4 4 02u-1 b 1
34r2 0 w 1 0 cl-plt
r5 u w1 0 d|= 1
0 2u+3 2 0 wu-1 e 1
r 2 2 u+3 1l u-1 f 1

Si llamamos A a la matriz del sistema, su solucién estd dada por

18+u3+21u+8u?
—18-15u+2ru—3u’+ru
v 3(6+2r+5u+rutu?)
= 2 2
ru®+2ru+3r—-3u®-12u—9 ?
det(A) (2r-3)u2+(Tr-12)u+9(r-1)
3(3+r+dutrutu?)

2

A NOGRSHeRS S

donde det(A) < 0 para todo r,u (nétese que A no es la matriz del sistema (6.1)). Si

suponemos que el grafo es positivo, debemos tener que e > 0, lo cual es una contradiccién

porque si r > 2, entonces F'EA)[(ZT =3)u? + (Tr —12)u+9(r -1)] <0.
Sir>2,s=t=2con u=1, entonces

0 24207 ra 1
2r 4023 || b 1
35r2011||cl=v]1],
r5111]||d 1
r 2241]le 1
donde
a 3(4812)
_3(r—
oY | ot
df 264+18r | —6(r-4)

~6(3r—4)

Como antes, si el grafo es positivo, e > 0 (contradiccién pues r > 2).
Falta considerar el segundo caso t > 2,s =u =1. Aqui

r+2 01 a 1

T t 3 b =p| 1]

0 t+2 1 c | 11>
2 11 d 1

r t
3(1+t)
2t—-r+2
)

+ =k

2(r+t+1)
t(2-t)+(3-rt)

- =

donde det(A) > 0 para todo r,¢. Si suponemos que el grafo es positivo, entonces d > 0, lo
cual es una contradicciéon porque, de hecho, d = #(A) [t(2-t)+(3-rt)]<0 (t>2). O
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6.3.2 Cinco componentes coherentes

Lema 6.3.3. Bajo las siguientes condiciones,
(i) ryu>2
(ii) u=2,v>15
(13) u=1andr>2 dv>4,
el grafo de la derecha en la Figura 6.5.1 no es positivo.

Prueba. Llamemos S1,59,S53,.594,55 las componentes coherentes con r,2,1,u,v vértices,
respectivamente. Por la Proposicién 6.2.2, hay sélo nueve pesos posibles para las aristas
en este caso: a,b,c,d,e, f para las aristas que unen S7 con So, So con S3, S3 con Sy, Sy
con Sy, S9 con S5, y Sy con Sy respectivamente; v g, h,i para las aristas dentro de So, Sy
y S5 respectivamente.

Supongamos que en cada caso el grafo es positivo.

Sea r,u > 2. Reescribamos el sitema (6.1):

000 2u 4 00 0 20-17r¢ 1
2r 2 0 0 2v 2u3 0 0 b 1
002 20 0 4 02u-1 0 c 1
3+r1 0 0 v uw 1l 0 0 d 1
r 4 u 0 v uw 1 0 0 el=v|1
0 22+u v 0 2 0u-l O f 1
r 1 0 u 34v u 1 0 v-1 g 1
0 0 1 u+tv+l 2 2 0 u-1 wv-1 h 1
r 1 1 v v 3+u 1l u-1 0 7 1

Puesto que el grafo es positivo, en particular, g > 0. Un cdlculo directo muestra que
= %[ﬁ(% -3) +uv(2r-3) +u(br-9) + 3v(2r - 1) + (3r - 6)], lo cual es negativo
pues det(A) < 0 para todo r,u, v, y u?(2r—3) +uv(2r-3) +u(5r-9) +3v(2r-1) +(3r-6) > 0
pues r > 2. En este caso, el grafo no es positivo.
Para el segundo caso, u = 2 y v > 15, usamos la misma entrada de la matriz g ya
v(v+4)

calculada. Siu =2, g = 3577 [(10rv —9v) + (217 - 36)]. Entonces, g < nggﬁ; [(10v - 9v) +

(21-36)] <0 pues v > 15. Por lo tanto, el grafo no es positivo.
Finalmente, sea u = 1. En este caso

0 00 2 4 002v-1 a 1
0 23 v 0 20 0 b 1
2r 20 0 2v 23 0 c 1
3+r10 0 v 11 0 dl- |1
r 41 0 v 11 0 e 1
0 012+v 2 20 v-1 f 1
r 11 v v 41 0 g 1
r 10 1 3+v11 v-1 i 1

Ya que el grafo es positivo, entonces g es positivo. Aqui g = 256&?&1’)) [(br-9)+v(4r-3)] =

250&?&1’)) [(4rv—-3v) + (5r—9)], donde det(A) es negativo para todo r,v. Sir >2, g <0 pues
(57— 9) +v(4r-3) > 0; y si v 24, g < ZLD[(40 - 3v) + (5-9)] <0.
En todos los casos llegamos a una contradiccién. O

6.4 Prueba del Teorema 6.1.2

Sea ¢ > 21 fijo, y consideremos el siguiente grafo de coherencia,
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q-6

asi el correspondiente grafo debe ser de la forma

‘¥64

G es una grafo como en el de la derecha en la Figura 6.3.1 con r =1, s =2, t =1, u =2
y v =q—6. Por el Lema 6.3.3, parte (ii), G no es positivo porque u =2y v =g-6 > 15.
Por la Proposicién 6.2.1, ya que G no es positivo, el algebra de Lie asociada ng no es un
nilradical Einstein.

Consideremos el siguiente conjunto ordenado de ciertas aristas del grafo G:

H ={{4,5},{4,6};
{5,6%,...,{5,43:{6,7}, ... . {6,q};.. .5 {q -2, -1}, {q¢ - 2,q};{¢ — 1,q};
{2,5},...,{2,q};
{2,3},{1,2} 1

Ahora definamos una sucesién de algebras de Lie 2-pasos nilpotentes por

W = ng;
nooi= gy, 1§lS|H|;

donde G(1) es el grafo que obtenemos borrando las primeras [ aristas en H. Si la arista
que estd en el [-ésimo lugar en H es {i,7}, definimos G(7,7) :=G(l) y n(i,7) = ny.
Probaremos que n; no es un nilradical Einstein para todo [ =1,...,|H|.
Borrando la arista {4,5} en G, obtenemos G(1), el cual es un grafo como el de la
derecha en la Figura 6.3.1 con r =u =1,v = ¢—5. Por el Lema 6.3.3, parte (iii), el dlgebra
de Lie asociado n; a G(1) no es un nilradical Einstein porque u =1y v=¢-52>16 > 4.
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g(1)

Ahora borrando la arista {4,6} en G(1) obtenemos G(2) el cual es un grafo con 3
componentes coherentes con r = s = 2,t = ¢g—4, como hemos considerado en 6.2.3. Entonces,
G(2) no es un grafo positivo porque la condicién de positividad (s+t)(s—r) > (r—1)(t-1)
no se cumple: (s+t)0=(s+t)(s—r)<(r-1)(t-1) =q-5. Consecuentemente, por la
Proposicién 6.2.1, ny no es un nilradical Einstein.

AD—-CH—To7 > 60

Hasta ahora ya hemos obtenido los grafos G(5,6),G(5,7),...,G(5,¢-1),G(5,q).

Si borramos la arista {5,6} en G(2) obtenemos G(5,6), el cual es un grafo con 4
componentes coherentes como el del medio en la Figura 6.3.1 con r =2 s =t =2y
u=¢q-6. Por el Lema 6.3.2, parte (i), G(5,6) no es positivo porque s =t =2y r > 2.
Entonces, por la Proposicién 6.2.1, n(5,6) resulta que no es un nilradical Einstein.

D
DD 6.0
D

Si borramos sucesivamente las aristas (5,7),...,(5,7) en G(5,6), con 7 < j < q—1,
obtenemos G(5,7), que es un grafo con 5 componentes coherentes como el de la derecha
en la Figura 6.3.1 con r =2, u=q—j y v =j—5. Para probar que estos grafos no son
positivos aplicamos el Lema 6.3.3. Debemos distinguir dos casos: 7<j<qg-2y j=q-1.

Si j < g -2, entonces, por la parte (i) del Lema 6.3.3, G(5,7) no es positivo porque
r>2yu=q-j>2q-(q—-2)=2.If j=q-1, por la parte (iii) del Lema 6.3.3, G(5,¢ - 1)
no es positivo porque u=q-(¢g-1)=1y r>2.

Por lo tanto, los grafos G(5,7),...,G(5,q —1) no son positivos, y entonces las dlgebras
de Lie asociadas n(5,7),...,n(5,¢ — 1) no son nilradicales Einstein, por la Proposicién
6.2.1.
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A
QO > 960
G

Borrando la arista {5,q} en G(5,q — 1) obtenemos G(5,q) el cual es un grafo con 3
componentes coherentes con r = 3,s = 2,t = ¢—5 (ver 6.2.3), y resulta que es un grafo
no-positivo porque (¢ -3)(-1) =(s+t)(s—r) < (r-1)(t-1) =2(qg—-6). Entonces, n(5,q)
no es un niradical Einstein (Proposicién 6.2.1).

Qi D—H—Cr > 96a)

Los grafos G(6,7),G(6,8),...,G(6,q—1),G(6,q) son los siguientes:

(™
@ | e
<

AN
QDR — > 66
G

A5G 660)

Nétese que la estructuras de los grafos G(5,6),...,G(5,q) es la misma que la de los
grafos G(6,7),...,G(6,q); y G(7,8),...,G(7,q); y asi sucesivamente hasta G(q — 3,q —
2)7g(q - 37 q- 1)7 g(q - 37Q)
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En general, en los grafos G(i,i+1),G(i,i +2),...,G(i,q—1),G(i,q), con 5<i < q-3,
debemos distinguir tres casos: el primer grafo, el iltimo grafo, y los del medio:

e G(7,i+1) es una grafo con 4 componentes coherentes como el del medio en la Figura
6.31conr=:1-2,s=2,t=2y u=qg—-1-1; y entonces no es positivo por el Lema
6.3.2, parte (i) (s=t=2y r=4i-22>32>2). Entonces, n(i,7 + 1) no es un nilradical
Einstein por la Proposiciéon 6.2.1.

Cii+ DD
Cte i -T>—(2.3] Gi.)
G2

5<i<q-3
j=i+1

e G(1,7) con i+2 < j < q—1 son grafos con 5 componentes coherentes como el de la
derecha en la Figura 6.3.1 con r =i-3, u=q—jy v=7j—14, y por el Lema 6.3.3 todos
estos grafos no son positivos; en efecto, si j < ¢ — 2, aplicamos la parte (i) del Lema
6.3.3 puesto que r=i-3>2yu=q-j>q-(q—2)=2; ysij=q-1, aplicamos la
parte (iii) del Lema 6.3.3 porque u =1y r =i -3 > 2. Entonces, por la Proposicién
6.2.1, n(4,7) no es un nilradical Einstein para todo i =7,...,q¢— 1.

1:4,...,i-1 G(i,7)
5<i<q-3
1+2<j<qg-1

e G(i,q) es un grafo como en 6.2.3 con r =i-2, s =2y t=¢q-1i, el cual no es
positivo pues la condicién de positividad (s+t)(s—r) > (r—1)(t - 1) no se cumple:
(s+t)(s-1)=(g-1+2)(4-1)<0<(i-3)(¢g-i-1)=(r-1)(t-1).

G DT>

Los grafos G(¢—-2,¢9-1),G(¢-2,q) y G(¢—1,q) son:
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G2 1>
k0 3>—(23) 9la-2.0-1)
@

Tt 02>~ L  Ga-2.0)

o0

G(q—-2,q9-1) es un grafo con 4 componentes coherentes como el del medio de la Figura
6.3.1conr=q-5,s=2,1t=2yu=qg-b,y entonces no es positivo por la parte (i) del Lema
6.3.2 porque s=t=2yr=qg-5>16 >2;y G(¢—2,q) es un grafo como en 6.2.3 con r = ¢—4,
s=2yt=2 que no es positivo porque (s+t)(s—7)=4(2-¢q)<0<q-5=(r-1)(t-1).
Entonces, las édlgebras de Lie asociadas n(q —2,¢ — 1) y n(q — 2,q) no son nilradicales
Einstein (Proposicién 6.2.1). Andlogamente, el dlgebra de Lie n(q-1,q) asociado al grafo
G(g-1,¢) no es un nilradical Einstein pues G(g—1, ¢) no es positivo (ver 6.2.3: G(¢—1,q) es
un grafo con 2 componentes coherentes con 7 =g—2y s =2, y la condicién de positividad,
s>r, nose cumple: s=2<19<qg-2=r).

Ahora de G(g-1, q) obtengamos los grafos G(2,5),...,G(2,q). Borrando sucesivamente
las aristas {2,5},...,{2,7}, tenemos G(2,7), 5 < j < ¢g. Cada G(2,7) es un grafo con 4
componentes coherentes como el del medio en la Figura 6.3.1 conr=j-4,s=1,t=qg—-j+2
y u=1. (Convencién: en la figura de abajo {1,4,i+1,...,q} = {1,4} si j = ¢.) Entonces,
por el Lema 6.3.2, parte (ii), G(2,7) son no-positivos para todo j =5,...,qg pues s =u =1
yt=q—-j+2>q-q+2=2. Entonces, por la Porposicién 6.2.1, n(2,5) no es un nilradical
Einstein para todo j=5,...,q.

L+l
> |
®

5<j<q

Si borramos la arista {2,3} de G(2,¢) tenemos:
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G O—@-AD—Q) 6(2.3)

Borrando la arista {1,2} de G(2,3) tenemos:

1;5,....g >—3)—1D)—2) G(1.2)

Los grafos G(2,3) y G(1,2) son como el de la izquierda en la Figura 6.3.1 con s = 1,2
y u = ¢ —4. Entonces por el Lema 6.3.1, G(2,3) y G(1,2) no son grafos positivos pues
u =q—4 > 6. Por lo tanto, las dlgebras de Lie asociadas, n(2,3) y n(1,2), no son nilradicales
Einstein (Proposicién 6.2.1).

Recordemos que si un grafo es conexo, entonces el dlgebra de Lie asociada es indecom-
posable. Se puede probar que G(1,2) = G(|H|) es conexo. Entonces todos los grafos G(1),
[ =1,...,|H|, también son conexos (porque los obtenemos agregando aristas a G(1,2)).
Por lo tanto, el dlgebra de Lie n; es indescomponible para todo [ =0,1,...,|H|.

Ademds, recordemos que si un grafo conexo G tiene p aristas y ¢ vértices, su algebra
de Lie 2-pasos nilpotente asociada es de tipo (p,q). El punto de partida fue el grafo G
que tiene p = D, — 2q + 9 aristas y ¢ vértices, y asi ng = ng es un algebra de Lie de tipo
(Dg —2¢+9, q). Borrando sucesivamente todos los elementos de H obtenemos el iltimo
grafo G(1,2), el cual es un grafo con ¢ vértices y p = ¢ -1 aristas. Entonces n(1,2) =ng(; 2
es un algebra de Lie de tipo (¢—1,¢). Obviamente cada grafo intermedio entre G y G(1,2)
tiene ¢ (fijo) vértices y p aristas, donde ¢—1 < p < D,-2g+9. Por lo tanto, hemos probado
que para todo (p,q) que satisface 21 <qy ¢—1<p < D,—-2q+9, eligiendo [ = Dy —2¢g+9-p,
n; es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente de tipo (p,q) indescomponible, y ademds no es
un nilradical Einstein. Esto concluye la prueba del Teorema 6.1.2.

6.5 Curvas de nilradicales no-Einstein
de tipo (2,q), ¢=10,q > 12

En [P11], Payne probé la existencia de una curva de algebras de Lie nilpotentes N-
graduadas n-dimensionales indescomponibles, que no admiten un producto interno nil-
soliton, en toda dimensién n > 8, formulando la pregunta de que si esto se podia hacer en
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el caso 2-pasos nilpotente. La respuesta es afirmativa. Usamos la notacién de la Seccion
4.2.

Proposicién 6.5.1. Para todo r > 1,7" > 3, cada una de los siguientes conjuntos S, t > 1,
proporciona una familia 1-paramétrica us, de dlgebras 2-pasos no-isomorfas dos-a-dos de
tipo (2,m) que no admite ninguna métrica nilsoliton:

,’,,I

m=8+2r, S = {(it,1),(0,2),(1,1),...,(1,1)}.

T,I

m=11+2r, S ={(it,1),(0,2),(1,1),...,(1,1),1}.

T
—_——

m=8+4r, S ={(it,2), (i,1),...,(i,1)}.

r
——

e m=8+4r+5, 8 ={(it,2),(i,1),...,(i,1),(0,1),1}.

s
——

m=8+4r+2, S ={(it,2),(i,1),...,(i,1),(0,1)}.

T
—_—

e m=8+4r+3,8 ={(it,2),(i,1),...,(i,1),1}.

Prueba. Para cada uno de los conjuntos S;, usaremos el Teorema 4.2.2 para probar que el
algebra 2-pasos s, asociada no admite un producto interno nilsoliton. Por ejemplo, en

s
—_—

Sy ={(it,2),(i,1),...,(i, 1)},

para aq =it le corresponde k1 = 2 # 1. Entonces, por el Teorema 4.2.2; us, no admite un
producto interno nilsoliton.

Siguiendo con el mismo ejemplo, us, v s, son isomorfas si y sélo si existe una trasnfor-
macién de Mobius real T tal que

(T(is), T(i)} = {it,i}  (s,t>1)

(ver pag. 34). Las transformaciones de Mobius preservan la distancia hiperbélica, entonces
s =t. En todos los casos, para probar que us, es curva, podemos aplicar este mismo criterio
sobre ;. O
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Apéndice A

En el siguiente teorema clasificamos los polinomios (22 + y? + 22) (t122 + toy? + t222), para
t; > 0, salvo equivalencia proyectiva. Esto lo usamos en la Seccién 4.3 para probar que
ciertas familias de dlgebras son realmente curvas de algebras dos-a-dos no-isomorfas.

Teorema 6.5.2. Sean t;,s; >0 para i=1,2,3. Entonces
(2 + 2 + 22 (t12? + tay® + t22?) = (2% + 4% + 22) (s12° + s9y° + 5927)
sty solo si existen a >0 y una permutacion o € S3 tales que

V1.

ti = aso(i) V1 0 ti = S(ji)

Lema 6.5.3.

Si (2% + 9%+ 22) (t12® + toy? + t92%) = (2% + y% + 22) (5122 + s9y° + 5922), entonces existe
ceR* y g e GL3(R) tales que

cg.(gn2 + y2 + 22)(t1x2 + t2y2 + t222) = (332 + y2 + 22)(31x2 + 32y2 + 3222)

Evaluando ambos polinomios en (z,y,z) = (1,0,0) resulta que ¢ > 0. Entonces tomando
ge = ¥/cg nos queda

gc.(aj2 + y2 + z2) gc.(t1x2 + t2y2 + t2z2) = (:172 + y2 + z2)(31x2 + 82y2 + 32z2).

Los polinomios ge.(z% + y? + 22), ge.(t12? + toy® + t32?) son irreducibles. Entonces como
R[z,y] es un dominio de factorizacién tunica, existe a > 0, y dos casos posibles:

Caso 1
ge.(@P+yP+2%) = 2 (P+yt ) (6.3)
Ge-(t1z? +toy? +122%) = a(s12% + s9y° + 592%)
Caso 2
ge (22492 +2%) = % (s122 + soy® + 592%) )
gc.(t1x2 + t2y2 + t222) = a (x2 + y2 + 22)

Para tratar ambos casos necesitaremos un lema bien conocido.
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Lema 6.5.4. {ge GL3(R): g.(z%2 +y*+2?) =22 +y? + 22} = O(3).

Caso 1. La ecuacién (6.3) implica \/age.(2? + y% + 22) = 22 + y% + 2%, Por el Lema 6.5.4,
Vage € O(3), o sea, g. gt = é[. Anélogamente, (6.4) implica

Nen 1 |:\/H

2 2 2 2 2 2
~ — 3 (" +y"+2z)=a"+y~ +2°.
N - R ]( y +2z%) y

t3

Entonces

tlt t Sls
e 2t3 gc_a[ 283]

t 1 a%sq
9e [ t2 ] 9dc = a®s2
i3 a?ss3

Las matrices conjugadas tienen los mismos autovalores, entonces existe una permutacién
o € S3 tal que

Como ¢! = %gc’l, nos queda

t; = a28(,(i) para todo i =1,2,3.

Caso 2. Es andlogo al anterior. (6.5) y (6.6) implican respectivamente

V3T
N Vage (22 + 2+ 22) = 2% + 2 + 22 (6.7)
1
NEE)
1
1Y 2,2, .2 2 2, 2
NG NG (" +y +2%) =" +y" +2 (6.8)
1
Viz

De (6.7) resulta

Y de (6.8),

Combinando las dos tultimas,

Por lo tanto existe una permutacién o € S3 tal que

a2

t; = para todo i =1,2,3.
So (i)

Se puede probar directamente que las condiciones necesarias son también suficientes.
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Apéndice B

A continuacion veremos una prueba completa de que D, como en el siguiente lema, es una
derivacién. Simplemente veremos que D[X;, X;] = [DX;, X;]+[X;, DX;] para todo i < j.

Lema 6.5.5. Sea p el dlgebra de Lie (2-pasos nilpotente) de tipo (2,4k) definida por

-z y

Yy
-r y 0 =z
y = x 0

Ju(ﬂj‘Zl + yZQ) =

*

Entonces existe una derivacion de i de la forma:

M, O
0 M,

D= 0 1

-1 0

Prueba. p estd dada por los siguientes corchetes no nulos:
[Xi, Xap—inn] =22 i=1,...,2k
[Xi, Xap-ins] =21 1=3,4,...,2k
[(Xoi, Xap-2is2] =21 i=1,....k
[Xoi-1, Xup—2i+1]=-21  i=1,...,k
Sean M y My matrices (2k) x (2k) dadas en bloques como sigue:

r00-10 7
00 0 -1
00
-20 00
0410
-40 01
%68 2
Ml = 0 8 3
-80
(k-3) 0
0 (k-3)
0 2(k-1)
| -2(k-1) O
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T 0 —(2k-1) —(k-2) 0 1
(2k-1) 0 0 —(k-2)
0 —(2k-3)
(2k-3) 0 .
-3 0
M; = 0 320
70 0 -2
0 -5-10
50 0 -1
0 -300
3000
0-1
| 10
Llamemos
I=[5%],  Io=[%¢]
M esté formada por:
e k bloques 2 x 2 en la diagonal principal, que son:
01y, 21y,41y,61,...,2(k-1)I
e k-1 bloques 2 x 2 sobre la diagonal principal, que son:
-11,01,11,21,...,(k-3)I
My esté formada por:
e k bloques 2 x 2 en la diagonal principal, que son:
-(2k-1)1y,...,-7ly,-51y,-31p, -1y

e k-1 bloques 2 x 2 sobre la diagonal principal, que son:

~(k-2)I,...,-2I,-11,01

Sea {X1,..., Xok, Xok+1,- - » Xak, Xak+1, X4ak+2 } una base ordenada de u, donde Xyp41 =
Z1, Xykvo = Zo. Probaremos que

D[X;,X;]=[DX;, X;] +[X;,DX;] para todo 1 <4< j <4k +2.
Si X;, X € {Z1,Z>}, la igualdad anterior se cumple. Entonces supongamos que 1 <4< j <
4k. Necesitaremos entonces DX, la j-ésima columna de D, para j=1,...,4k.
Notemos primero que

DXyr1=DZy = -2, DXypo=DZs= 2.
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Por otro lado, como D estd en bloques, debemos considerar j en dos rangos por sepa-
rado: primero, 1 < j < 2k; y segundo, 2k +1 < j < 4k.

F0 0|-1 0 7
0 0[0 -1
0 2
-2 0
i-3 0
0 i-3
My = 0 2(i - 1)
-2(i-1) 0
k-3 0
0 k-3
0 2(k-1)
i —2(k-1) 0 |

Sea 1 < j < 2k. Entonces:

0 1=1;
DXai = { (i-3)Xoi0+2(i-1)Xoiy i=2,... k.
0 1=1;
DXg;q = . . .
2 { (i-3)X(2i1)2 -2 -1 X@insa i=2,...,k

Y cuando 2k +1 < < 4k:

) G- Xgooimy—2 = (20 = D) Xypag-1y-1 i=1,..., k=15
DXyp-9(i-1) = { —(2k = 1) X o i=k.

(2k = 1) Xok12 1=k.
Verifiquemos la igualdad en los corchetes no-nulos.
Caso [ X, Xyp—ji1]=Zpcon j=1,...,2k.
Subcaso j = 2i par, es decir [ Xa;, Xap_(2i-1)] = Z2 donde i =1,... k.
Sii=1,

—(i = 1) Xyp-(2i-1)-2 + (20 = 1) Xapo—(2i i=1,...,k-1;
DX4k(2i1):{ ( ) 4k—(2i-1)-2 ( ) 4k-(2i-1)+1

[DXo2, Xyp1] + [Xo, DXyp1] = [0, Xap-1] + [ X2, Xy ]
= DZy
= D[X3, Xop41].

Sii=k,

[DXok, Xog+1] + [Xok, DXogi1] [(k-3)Xop—o+2(k-1)Xop_1, Xog1]+
+[ Xok, (2k — 1) Xog2]
= (k-3)[Xok-2, Xopgs1] +2(k = 1) [ Xop—1, Xog+1]
+(2k = 1)[ Xok, Xogs2]
= (k=3)-042(k-1)-(=Z)) + (2k-1)-Z,
- 7
= DZy
= D[Xop, Xogs1]
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Sil<i<k,
[DX2i, Xap-(2i-1)] + [X2is DXyp—2i-1)] =

[(7 = 3)Xai-2 +2(i = 1) Xoi-1, Xyp—(2i-1) |+

+[Xoi, = (1 = 1) Xgp—2i-1)-2 + (20 = 1) Xy 2i-1)+1]
= (i -3)[Xai—2, Xap—(2i-1) ] + 200 = 1) [ Xoi1, Xap—2i-1) |-

=(i = 1) [Xai, Xyp—(2i-1)-2] + (20 = 1)[Xoi, Xap—(2i-1)+1]

= (i-3)-0+2(i-1)-(-Z1) = (i-1)-0+(2i-1)- 2,
- 7
= DZy
= D[Xai, Xup—(2i-1)]-

Subcaso j =2i—1 impar, es decir [Xoi-1, Xyp—9(i-1)] = Z2 donde i =1,... k.
Sii=1,
[DXl,X4k] + [Xl,DX4k] = [O,X4k] + [Xl,—X4k,1]
= —[X1, Xap-1]
- 7
= DZy
= D[X1,Xu]
Sii=k,
[DXok-1, Xoks+2] + [Xok-1, D Xoks2] [(k = 3)Xok-3 — 2(k — 1) Xog, Xogr2]+
+[Xog-1, (2K — 1) Xog1]
= (k-3)[Xor-3, Xogsr2] = 2(k = 1)[ Xop, Xoks2]
—(2k - 1) [ Xak-1, Xok+1]
= (k=-3)-0-2(k-1)-Z1-(2k-1)-(-Z1)
- 7
= DZy
= D[Xop-1, Xops2].

Sii#1,k,
[DX2i-1, Xap-2¢i-1)] + [X2i-1, DXgp—o(i-1)] =

= [(1-3)X(2i-1)-2 = 2(i = 1) Xos, Xyp—a¢i-1) |+
+[Xoi-1, = (1 = 1) Xag—2i = (20 = 1) Xyp_(2i-1) ]

= (1= 3)[X2i-1)-2: Xap-2¢i-1)] = 20 = 1) [ X2i, Xyp—2¢i-1) ]+
=(i = 1)[Xai-1, Xag-2i] = (20 = 1) [X2i-1, Xap_(2i-1) ]

= (i—3)-0—2(i—1)-Zl—(i—l)-O—(Zi—l)-(—Zl)

- 7

= DZy

= D[Xai-1, Xap-2(i-1)]-

Caso [ X, Xyp—ji3] = Z1 con j=3,4,...,2k

Subcaso j = 2i par, es decir [Xa;, Xag_[2(i-1)-1]] = Z1 donde i =2,3,... k.

No hace falta distinguir D Xy; cuando i =1, y DXy, [2(;-1)-1] cuando ¢ — 1 = k porque
1<i<k. O sea podemos hacer una sola cuenta:
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[D X, Xap-[2¢i-1)-17] + [Xoi, DXup—[2(i-1)-1]] =

= [(1-3)Xoi2 +2(1 - 1) Xoi-1, Xap-2¢i-1)-17 ]+
+[ X4, —((1 = 1) = 1) Xyp—2i-1)-1)-2 + (2(0 = 1) = 1) Xp—(2¢i-1)-1)+1]
= [(i-3)X2i—2+2(i — 1) Xoi—1, Xag-0i+3]+
+[Xoi, = (1 = 2) Xap—(2i-1) + (20 = 3) Xup—2444]
= (1 -3)[Xai-2, Xag-2i+3] + 200 = 1) [X2i-1, Xag-2i43]+
—(i = 2)[Xoi, Xag-2i-1)] + (20 = 3) [X2i, Xap—2i+4]
= (i-3)Zo+2(i-1)-0-(i~2) Zo+ (2i-3)-0
- -7
= D7y
= D[Xoi, Xyp-2(i-1)-17]-

Subcaso j = 2i — 1 impar, es decir [Xoi-1, Xap-o[(i-1)-11] = Z1 donde i = 2,3,...

Como en el subcaso anterior, podemos hacer una sola cuenta:
[DX2i-1, Xup—a[(i-1)-17] + [X2i-1, DXypa[(i-1)-11] =

= [(i-3)X(2i-1)-2 = 201 = 1) X 2i-1)+15 Xap—2[(i-1)-1] ]+
+[Xoi-1, = ((1 = 1) = 1) Xyp_o((i-1)-1)-2 = (2(i = 1) = 1) Xyp_o((i=1)-1)-1]
= [(1-3)Xai3 - 2(i — 1) Xoj, Xyp-2i4]+
+[ Xoi1, = (1 = 2) Xyp-2ir2 — (20 = 3) Xap-2i+3]
= (i -3)[X2i-3, Xap—2ira] = 2(i = 1)[Xoi, Xap—2i44]+
—(1 = 2)[Xoi-1, Xyp-2ir2] = (20 = 3)[X2i-1, Xap-2:+3]
= (i-3)Zo-2(i-1)-0-(i-2)-Zs—(2i-3)-0
- —7
= DZ;
= D[Xo;, Xak-2i44]-

Caso [Xoj, Xyp-9(i-1)] =Z1 coni=1,... k.

Sii=1,
[DXo, Xy | + [ X2, DXur] = [0, Xap-1] + [ X2, —Xup-1]
= DZ;
= D[Xg,X4k].
Sii=k,

[DXok, Xog+2] + [Xok, DXogi2] [(k-3)Xok—o+2(k - 1)Xop_1, Xog2]+
+[Xok, —(2k = 1) Xog41 ]

= (k-3)[Xok-2, Xops2] + 2(k = 1)[ Xop—1, Xog+2]

+(2k = 1)[ Xok, Xogs2]

e (k=3)-04+2(k-1)-Zy+ (2k=1)-(=Zs)

- —7

= D7

= D[Xok, Xops2].

Sii#l,k,
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[D X2, Xag-a(i-1)] + [Xoi, DXgp2¢i-1)] =

= [(1-3)Xai—2 +2(i — 1) Xoi—1, Xyp—2¢i-1) ]+
+[Xai, = (1 = 1) Xgp_o(i-1)-2 = (20 = 1) Xyp_a(i-1)-1]

= (i -3)[Xai2, Xap_oi-1)] +2(i = 1)[Xai-1, Xyp_2¢i-1) |-
=(i = D[ Xai, Xyp—a(i-1y-2 = (20 = D)[Xoi, Xyp—2(i-1)-1]

= (1-3)-0+2(i-1)-Zy-(1-1)-0- (2 -1)- Z,

- —7Z

= DZ;

= D[Xai, Xap-2(¢i-1) -

Caso [X9j-1,Xag-2i41]=-Z1 coni=1,... k.

Sii=1,
[DX1, Xyp-1] + [ X1, DXyp1] = [0, Xgp1 ]+ [ X7, Xag]
= D(-Z)
= D[Xy, Xyp-1]
Sii=k,

[(k = 3)Xok-3 — 2(k = 1) Xog, Xog+1]+
+[Xok-1, (2k = 1) Xop42]

= (k-3)[Xor-3, Xog+1] = 2(k = 1)[ Xop, Xog41]

+(2k = 1) [ Xop—1, Xog+2]

= (k—3)0—2(k‘—1)Z2+(2k7—1)Z2

- 7

= D(-71)

= D[Xop-1, Xop+1].

[DXop—1, Xog1] + [Xor-1, DXopi1]

Sii#1,k,
[DX2i-1, Xap—2i1] + [X2ic1, DXyg—2i11] =

[(i = 3)X(2i-1)-2 = 2(i = 1) X(9i-1) 41, Xak-2i+1]+

+[Xoi1, = (4 = 1) Xyp—(2i-1)-2 + (20 = 1) Xyp—(2i-1)+1]
= (1= 3)[Xic1)-2, Xak-2i+1] = 2(4 = 1) [X(2i-1)41, Xak-2i+1 ]+

=(i = 1) [Xai-1, Xagp—(2i-1)-2] + (20 = 1) [ X2i-1, Xp—(2i-1)+1]

= (-3)-0-2(i-1) Zo—(i-1)-0+ (2 ~1)- Zs
- 7y
= D(-Z1)
= D[Xoi1, Xup-2i+1]-

Falta verificar en los corchetes nulos, a saber: *
Caso [X2; 1, Xup—(2i-3)] =0 donde i =2,... k. Comoi# 1,i-1#k
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[DX2i-1, Xap—(2i-3) ] + [Xoi-1, DXyp—_(2i-3)] =

= [DXoi1, Xap—2i-3)] + [X2i-1, DXyp_[2¢i-1)-1]]

= [(1-3)X(2i—1)-2 = 2(1 = 1) X(2i-1)+1, Xah—(2i-3) |+
+[Xoi1,=((1 = 1) = 1) Xyp—(2¢i-1)-1)-2 + (200 = 1) = 1) Xypo_(2(i-1)-1)+1]

= [(1-3)X(2i—1)-2 = 201 = 1) X (2i-1)+1> Xap—(2i-3) ]+
+[Xoi—1, = (1 = 2) Xyp—2i41 + (20 = 3) Xyp—insa]

= (i -3)[X(2i—1)-2 Xar—(2i-3)] = 2(0 = D[ X(2i-1)+1> Xap—(2i-3) |+
—(i = 2)[Xai-1, Xap-2i+1] + (20 = 3)[ X2i-1, Xag-2i44]

= (i-3)-(=Z1)-2(i-1)-Z1-(i-2)-(-Z1) + (20 - 3) - 21

= 0

~ D(0)

= D[Xoi-1, X4p—(2i-3) |-

Caso [Xy;, Xyp_o(i—2)] =0 donde i =2,... k. Comoi# 1,i-1#k

[DX2i, Xap-a¢i-2) ] + [ Xoi, DXyp-o((i-1)-1)] =

= [(1-3) X2 +2(i - 1) Xoi—1, Xyp2¢i-2) ]+
+[Xai, =((1 = 1) = 1) Xyp—a(i-1)-1)-2 = (2 = 1) = 1) Xyp_o((i=1)-1)-1]
= [(1-3) X2 +2(i - 1) X1, Xyp2¢i-2) ]+
+[Xoi, = (1 = 2) Xyp—2i42 — (20 — 3) Xyp-2i43]
= (1= 3)[Xai-2, Xap—2(i-2)] +2(i = 1)[X2i-1, Xyp-2(i-2) ]+
=(i = 2)[Xoi, Xag-2i+2] = (20 = 3) [ X2i, Xag-2i43]
= (i—3)'Zl+2(i—1)'Zl—(i—2)'Zl—(2i—3)'Zl
=0
_ D(0)
= D[Xoi, Xyp-2(i-2) |-

Caso [Xo;, Xyp-9(i—2)] =0 donde i =2,... . k. Comoi# 1,i-1#k

[DX2i, Xap-ogi-2)] + [X2is DXyp—o((i-1)-1)] =

= [(1-3)Xai—2 +2(i - 1) Xoi-1, Xyp2¢i-2) |+
+[Xoi, =((1 = 1) = 1) Xyp_o((i=1)-1)-2 = (2(1 = 1) = 1) Xyp_a((i-1)-1)-1]
= [(1-3)Xai—2 +2(i = 1) X2i-1, Xyp—2¢i-2) |+
+[Xog, = (1 = 2) Xyp—2i42 — (20 — 3) Xyp-2i+3]
= (i -3)[Xai—2, Xap-2¢i-2) ] +2(i = 1) [ Xoi1, Xyp-o(i-2) |+
—(1 = 2)[Xoi, Xap-2is2] — (20 — 3) [ Xos, Xap-2i+3]
= (1-3)-Z1+2(i-1)-Z1-(i-2)- Z1 - (2i-3) - 23
=0
_ D(0)
= D[Xo;, Xyp-o¢i-2)]-
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