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Resumen

En esta tesis estudiamos las álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes sobre R, particularmente
el caso nosingular. Las álgebras 2-pasos se dividen en tipos (n,m). Yuri Nikolayesvky
ha obtenido importantes resultados, entre ellos, la clasificación, en términos de ‘pencil’
de matrices, de todas las álgebras de tipo (2, q) que admiten un nilsoliton. Damos una
demostración alternativa del teorema de clasificación en el caso nosingular.

Usando métodos de teoŕıa geométrica de invariantes real, caracterizamos las álgebras
de tipo (n,m) nosingulares que admiten un nilsoliton. Como aplicación de este resultado,
exhibimos los primeros ejemplos expĺıcitos de álgebras 2-pasos nosingulares de tipo (3,8)
que no admiten un nilsoliton, y otras que si.

En relación con esto último, se plantea el problema concreto de distinguir dos álgebras
de Lie dadas, salvo isomorfismo. Para ello usamos la forma Pfaffiana de Scheuneman,
un invariante de isomorfismo muy útil asociado a las álgebras 2-pasos, que consiste de
una clase de equivalencia proyectiva de un polinomio homogéneo de grado m/2 en n

variables con coeficientes en R. Usando ideas de L. E. Dickson y aplicando el teorema de
clasificación de penciles anti-simétricos, probamos que toda cuártica ternaria positiva es
la forma Pfaffiana de al menos un álgebra nosingular. En otras palabras, toda ternaria
cuártica positiva admite una representación Pfaffiana lineal, sobre R.

Durante mucho tiempo se creyó que cierta igualdad podŕıa caracterizar las álgebras
de tipo-H entre las nosingulares. Damos ejemplos de álgebras nosingulares de tipo (2,4k)
que cumplen esa igualdad, y que no son tipo-H.

Construimos álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes que no admiten nilsolitones, cubriendo
casi todos los tipos posibles. Por otra parte, usando el teorema de clasificación de Niko-
layevsky, obtenemos curvas de álgebras 2-pasos dos-a-dos no-isomorfas, indescomponibles
y no necesariamente nosingulares, que no admiten nilsolitones, en toda dimensión ≥ 14 y
dimensión 12. Esto responde a una pregunta formulada por T. Payne.

Palabras y frases claves: solvariedades, solitones de Ricci, nilradical Einstein.
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2.2 Teoŕıa geométrica de invariantes real . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Formas Pfaffianas 13

3.1 Forma Pfaffiana e invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2 Polinomios positivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.3 Laplaciano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.4 Sobre la suryectividad de la forma Pfaffiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Caṕıtulo 1

Introducción

Dado un par de espacios vectoriales reales n1, n2, estudiamos los mapas bilineales anti-
simétricos

µ ∶ n1 × n1 Ð→ n2,

tal que la función (X,Y ) ↦ α(µ(X,Y )) es una 2-forma no-degenerada en n1 para todo
α ∈ n∗

2
no nulo. Esta es precisamente la condición que el tensor de O’Neill de una sub-

mersión Riemannian debe necesariamente cumplir en un punto para que todos los 2-planos
vertizonales tengan curvatura seccional positiva, caso en el cual el fibrado se llama fat (ver
[FZ11]). Por otro lado, cada uno de tales µ’s define un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente
(n = n1⊕n2, µ), llamada nosingular (o regular, o fat) en la literatura si cumple la condición
anterior. La clase de grupos de Lie nosingulares contiene estrictamente a los bien cono-
cidos grupos de tipo-H introducidos por A. Kaplan [K81], y sus métricas invariantes a
izquierda gozan también de lindas propiedades que tienen que ver con la curvatura y con
las subvariedades totalmente geodésicas, las cuales fueron probadas por P. Eberlein en
[E94].

Si dimn1 = m y dimn2 = n, entonces la relación de isomorfismo entre dos álgebras
nosingulares está dada por la GLm ×GLn-acción natural en el espacio vectorial

Vn,m ∶= Λ
2n∗1 ⊗ n2

y coincide con el isomorfismo de álgebras de Lie, donde GLn ∶= GLn(R). Existen restric-
ciones muy fuertes para el tipo (n,m) de un álgebra nosingular, las cuales coinciden con
los tipos de las álgebras de tipo-H, incluyendo n = 1, m = 2k; n = 2,3, m = 4k; n = 4, . . . ,7,
m = 8k; etc. Desde ambos puntos de vista, geométrico y algebraico, surgen las siguientes
preguntas naturales:

(i) ¿Qué tan ‘salvaje’ es el problema de clasificación de las álgebras nosingulares salvo
isomorfismo?

(ii) Dada un álgebra nosingular µ ∶ n1 ×n1 Ð→ n2, ¿hay un producto interno canónico en
n1 ⊕ n2 asociado a µ?

(iii) ¿Es toda álgebra de tipo-H la ‘más simétrica’ entre todas las álgebras nosingualres
del mismo tipo?, en el sentido de que su grupo de automorfismo tiene dimensión
maximal, o equivalentemente, su GLm×GLn-órbita en Vn,m es de dimensión minimal.
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La clasificación de las álgebras 2-pasos se considera un problema ‘sin esperanza’, lo
cual ha sido demostrado desde un punto vista riguroso en [BLS05]. Una clasificación
completa sólo se conoce para los tipos (1,m) (todas álgebras de Heisenberg salvo factores
abelianos), (2,m) (ver [G73, LT99] o Sección 4.2), (5,5) y (n,m) con n +m ≤ 9 (sobre C,
ver [GT99]). Usando invariantes de ‘pencil’, se puede mostrar que las álgebras nosingulares
de tipo (2,m) están parametrizadas por conjuntos de la forma S = {(α1, k1), . . . , (αr, kr)},
donde α1, . . . , αr ∈ C ∖ R, y las clases de isomorfismo corresponden a GL2(R)-órbitas de
tales conjuntos con respecto a la GL2(R)-acción en C por transformaciones de Möbius
(ver Sección 4.2).

Dado un producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ fijo en n = n1 ⊕ n2 (con n1 ⊥ n2), se puede codificar las
constantes de estructura de µ en un mapa Jµ ∶ n2 Ð→ so(n1) definido por

⟨Jµ(Z)X,Y ⟩ = ⟨µ(X,Y ),Z⟩, ∀X,Y ∈ n1, Z ∈ n2.
Hay un invariante de isomorfismo muy útil para las álgebras 2-pasos (con m par) llamado
la forma Pfaffiana, el cual consiste en la clase de equivalencia proyectiva de un polinomio
homogéneo fµ de grado m/2 en n variables definido por

fµ(Z)2 = detJµ(Z), ∀Z ∈ n2,
para cada µ de tipo (n,m) (ver Sección 3.1). Es un hecho inmediato, aunque bastante
intrigante, que

µ es nosingular si y sólo si fµ es un polinomio positivo (es decir fµ(x) > 0 para
todo x ∈ Rn no nulo).

Aunque la teoŕıa de polinomios positivos tiene una presencia muy rica en la literatura,
una descripsión completa de ellos, salvo equivalencia proyectiva, parece tan dif́ıcil como la
clasificación de todas las formas y por lo tanto se desconoce y es casi intratable, incluso
en casos de dimensión baja como ternarias cuárticas (i.e. (n,m) = (3,8)). Sin embargo,
en esta trabajo, la forma Pfaffiana ha probado ser una herramienta poderosa para exhibir
familias continuas de álgebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos. Además, en la Sección
3.4, probamos que toda forma ternaria cuártica positiva es la forma Pfaffiana de al menos
un álgebra nosingular de tipo (3,8), mostrando que una clasificación razonable en este
tipo estaŕıa fuera de alcance.

Con respecto a la cuestión (ii) planteada más arriba, el significado de la palabra
‘canónico’ es parte del problema. Los mapas Jµ(Z)’s proporcionan una herramienta muy
útil para considerar condiciones de compatibilidad entre µ y ⟨⋅, ⋅⟩. Por ejemplo, cuando

Jµ(Z)2 = −∥Z∥2I para todo Z ∈ n2,

el álgebra de Lie métrica (n, µ, ⟨⋅, ⋅⟩) se llama de tipo-H (ver [BTV95]), y si más en general,

Z ↦ (−detJµ(Z)2)1/m
es una forma cuadrática, entonces el álgebra se dice que es de tipo-H̃ (ver [LT99]).

Es también natural considerar la siguiente condición, que involucra solamente a µ y⟨⋅, ⋅⟩, como otra generalización de tipo-H: para toda (o alguna) base ortonormal {Zi} de
n2, ∑Jµ(Zi)2 = aI, trJµ(Zi)Jµ(Zj) = bδij , for some a, b < 0. (1.1)
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Se deduce de resultados bien conocidos de teoŕıa geométrica de invariantes (ver Sección
2.2) que si la condición (1.1) vale, entonces:

� µ es un vector minimal para la SLm×SLn-acción en Vn,m (i.e. ∥µ∥ ≤ ∥h ⋅µ∥ para todo
h ∈ SLm × SLn).

� La SLm × SLn-órbita de µ es cerrada en Vn,m.

� El subconjunto de vectores minimales (si los hay) en cada SLm × SLn-órbita con-
siste de una única SO(m) × SO(n)-órbita. Usaremos fuertemente esta propiedad
de unicidad para distinguir, salvo isomorfismo, álgebras nosingulares especiales que
satisfacen (1.1) usando SO(m)×SO(n)-invariantes, los cuales son mucho más abun-
dantes.

Desde un punto de vista geométrico diferente, la condición (1.1) implica que la métrica
invariante a izquierda g determinada por (n, µ, ⟨⋅, ⋅⟩) en el correspondiente grupo de Lie
nilpotente simplemente conexo es un soliton de Ricci, i.e. la solución del flujo de Ricci
que comienza en g y evoluciona solamente por multiplicación por escalares y pull-back
por difeomorfismos que dependen del tiempo. Tales métricas se llaman nilsolitones en
la literatura y han sido extensamente estudiadas en la última década (ver por ejemplo
el art́ıculo expositivo [L09]). Resulta de la unicidad de los nilsolitones que un producto
interno para el cual (1.1) vale es único salvo multiplicación por escalares y automorfismos
de µ. Esto también respalda la presentación de estos productos internos como canónicos
o distinguidos para una µ dada.

En esta tesis probamos que la condición (1.1) es en realidad también necesaria para
cualquier nilsoliton en un álgebra nosingular.

Teorema. Sea µ un álgebra nosingular de tipo (n,m) y sea n = n1 ⊕ n2. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.

(i) n admite un producto interno para el cual (1.1) vale.

(ii) El álgebra de Lie (n, µ) admite un nilsoliton.

(iii) La SLm × SLn-órbita de µ es cerrada en Vn,m.

En [N12], Y. Nikolayevsky ha dado una clasificación completa de las álgebras de Lie
2-pasos nilpotentes de tipo (2,m) que admiten un nilsoliton. En Sección 4.2, damos una
prueba alternativa en el caso nosingular.

Teorema. Un álgebra nosingular µS de tipo (2,m), donde S = {(α1, k1), . . . , (αr , kr)},
admite un nilsoliton si y sólo si k1 = ⋅ ⋅ ⋅ = kr = 1.

En particular, para el tipo (2,8), k ≥ 2, la curva µt = µSt , donde

St ∶= {(i,1), (√ti,1)}, t ≥ 1,

es no-isomorfa dos-a-dos y consiste de álgebras nosingulares que no admiten un nilsoliton.
Sus formas Pfaffianas son iguales a

fµt(x, y) = (x2 + y2)(x2 + ty2)
3



y son todas de tipo-H̃ (comparar con [LT99, Corolario 4.9, (ii)]). Por otra parte, notemos
que µS con S ∶= {(i,2)} tiene Pfaffian idéntico al de µ1 (a saber, (x2 + y2)2), pero µS no
admite un nilsoliton. También usamos la clasificación de Nikolayevsky para obtener en
Caṕıtulo 6 curvas de álgebras 2-pasos de tipo (2,m) no-isomorfas dos-a-dos (no necesari-
amente nosingulares) que no admiten métricas nilsoliton. Esto responde a una pregunta
formulada por T. Payne en [P11], donde se exhiben familias de este tipo en el caso 3-
pasos nilpotente en toda dimensión ≥ 8. Nuestros ejemplos cubren toda dimensión ≥ 14 y
dimensión 12. Por lo tanto, también en el Caṕıtulo 6, probamos lo siguiente.

Teorema. Existen álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes indescomponibles de tipo (p, q), las
cuales no admiten nilsolitones, para todo par (p, q) tal que

21 ≤ q y q − 1 ≤ p ≤ 1

2
q2 − 5

2
q + 9.

Para esto usamos una clase de álgebras 2-pasos asociadas a grafos.
En la Sección 4.3, damos varias curvas de álgebras nosingulares de tipo (3,8) que

admiten una métrica nilsoliton. También hemos encontrado en tipo (3,8) dos curvas de
álgebras nosingulares, las cuales no admiten nilsoliton y sus formas Pfaffianas coinciden,
pero las dimensiones de sus respectivas GL8 ×GL3-órbitas son distintas.

Ahora consideremos la cuestión (iii) planteada arriba. Recientemente, A. Kaplan y
A. Tiraboschi probaron en [KT12] que para toda álgebra nosingular µ, la proyección del
grupo de automorfismo Aut(µ) en gln = gl(n2) satisface

dimAut(µ)∣n2 ≤ 1 + n(n − 1)2
, (1.2)

debido a la existencia de un producto interno Aut(µ)-invariante (salvo multiplicación por
escalar) en n2 (lo cual generaliza un resultado de L. Saal en el caso de álgebras de tipo-H,
ver [S96]). Es bien sabido que la igualdad vale para álgebras tipo-H (ver [Ri82]), y se creyó
durante mucho tiempo que esto podŕıa ser una forma de caracterizar a las álgebras tipo-H
entre las nosingulares. En Sección 5, mostramos que esto no es verdad probando que el
álgebra nosingular µS de tipo (2,4k), donde S = {(i, k)}, la cual es de tipo-H si y sólo
si k = 1, satisface la igualdad en la condición (1.2) para todo k ∈ N (nos hemos enterado
recientemente de que este resultado ha sido obtenido independientemente en [KT12]).
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En primer lugar, comencemos viendo algunas definiciones básicas, y enunciemos algunos
resultados ya conocidos.

2.1 Álgebras 2-pasos nosingulares

Consideremos un espacio vectorial real n y fijemos una descomposición en suma directa

n = n1 ⊕ n2, dimn1 =m, dimn2 = n.

Toda álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión m + n con álgebra derivada de di-
mensión ≤ n se puede representar por un mapa bilineal antisimétrico

µ ∶ n1 × n1 Ð→ n2.

El conjunto de tales mapas es el espacio vectorial Vn,m ∶= Λ2n∗
1
⊗ n2 de dimensión n(m

2
),

y un elemento µ ∈ Vn,m se dice que es de tipo (n,m) si µ(n1,n1) = n2. Notemos que estos
elementos forman un subconjunto abierto y denso de Vn,m, y dos de ellos son isomorfos
como álgebras de Lie si y sólo si viven en la misma GLm ×GLn-órbita con respecto a la
acción natural:

(ψ,ϕ) ⋅ µ ∶= ϕµ(ψ−1⋅, ψ−1⋅), (ψ,ϕ) ∈ GLm ×GLn, µ ∈ Vn,m. (2.1)

Aqúı y en el resto de esta tesis, GLn denotará el grupo lineal general real GLn(R).
Si fijamos bases {X1, . . . ,Xm} y {Z1, . . . ,Zn} de n1 y n2, respectivamente, entonces

cada µ ∈ Vn,m está determinado por sus constantes de estructura µkij ∈ R definidas por

µ(Xi,Xj) =∑
k

µkijZk.

Una forma alternativa de reordenar las constantes de estructuras de µ es fijar el producto
interno ⟨⋅, ⋅⟩ en n que hace ortogonal a la base anterior para definir Jµ ∶ n2 Ð→ so(n1) por

⟨Jµ(Z)X,Y ⟩ = ⟨µ(X,Y ),Z⟩, ∀X,Y ∈ n1, Z ∈ n2.
En realidad, la entrada ij de la matriz de Jµ(Zk) está dada precisamente por −µkij.
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Ejemplo 2.1.1. El álgebra 2-pasos 11-dimensional µ ∈ V3,8 definida por

µ(X1,X3) = −Z1, µ(X1,X5) = −Z2, µ(X1,X7) = −2Z2 +√2Z3,

µ(X2,X4) = −Z1, µ(X2,X6) = −Z2, µ(X2,X8) = −Z2 + 1√
2
Z3,

µ(X3,X6) = −Z3, µ(X3,X8) = − 1√
2
Z2, µ(X4,X6) = −Z3,

µ(X4,X8) = − 1√
2
Z2, µ(X5,X8) = −Z1, µ(X6,X7) = −Z1,

se puede representar por su mapa estructural Jµ dado por

Jµ(xZ1 + yZ2 + zZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 x 0 y 0 2y−
√
2z 0

0 0 0 x 0 y 0 y+ 1√
2
z

−x 0 0 0 z 0
√
2y 0

0 −x 0 0 0 z 0 − 1√
2
y

−y 0 −z 0 0 0 0 x
0 −y 0 −z 0 0 x 0

−2y+
√
2z 0 −

√
2y 0 0 −x 0 0

0 −y− 1√
2
z 0

1√
2
y −x 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Nos dedicamos al estudio de la siguiente clase especial de álgebras.

Definición 2.1.2. Un álgebra 2-pasos (n = n1 ⊕ n2, µ), µ ∈ Vn,m, se llama nonsingular si
alguna de las siguientes condiciones vale:

� El mapa n1 Ð→ n2, Y ↦ µ(X,Y ) es sobre para todo X ∈ n1 no nulo.

� Para cada Z ∈ n2 no nulo, el mapa (X,Y ) ↦ ⟨µ(X,Y ),Z⟩ es una 2-forma no-
degenerada en n1.

� Jµ(Z) es invertible para todo Z ∈ n2 no nulo.

Es fácil ver que estas condiciones son en realidad equivalentes y no dependen del
producto interno elegido. Resulta de las fuertes restricciones para el número maximal de
campos vectoriales linealmente independientes en esferas que las álgebras nosingulares sólo
pueden existir en dimensiones muy especiales. En realidad, si m = (2a + 1)24b+c, donde
0 ≤ c ≤ 3, entonces n ≤ 2c + 8b − 1. En particular, para n ≤ 11 se tiene

n 1 2 − 3 4 − 7 8 9 10 − 11
m 2k 4k 8k 16k 32k 64k

, k ∈ N.

El subconjunto V +n,m ⊂ Vn,m de álgebras nosingulares es claramente abierto en Vn,m, aunque
no siempre es denso. Por ejemplo, V +

2,4 consiste de una sola GL4×GL2-órbita de dimensión
12, la correspondiente al álgebra tipo-H (real) h3 ⊗ C (donde h3 denota el álgebra de
Heisenberg real 3-dimensional), pero la órbita de h3 ⊕ h3 es también 12-dimensional (y
abierta) y aśı V +

2,4 no es denso en V2,4.
Hay un gran escasez de invariantes a disposición para distinguir clases de isomorfismos

en Vn,m, incluso para elementos nosingulares. Una clasificación completa sólo se conoce
para los tipos (1,m) (todas álgebras de salvo factores abelianos), (2,m) (ver [G73] o
Sección 4.2), (5,5) y (n,m) con n+m ≤ 9 (sobre C, ver [GT99]). Por invariante queremos
decir una función de Vn,m a algún conjunto X que sea constante en las GLm×GLn-órbitas,
proporcionando una condición necesaria para que dos álgebras sean isomorfas: los valores
del invariante en dos álgebras isomorfas deben coincidir.

En las siguientes secciones consideramos diferentes enfoques para obtener invariantes.
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2.2 Teoŕıa geométrica de invariantes real

Sea G un grupo reductivo real que actúa linealmente en un espacio vectorial real de
dimensión finita V . La definición precisa de nuestro marco es la considerada en [RS90],
o la más general de [HSS08] (ver también [EJ07]), donde muchos resultados de teoŕıa de
invariantes geométrica son adaptados y probados sobre R.

La derivada de la acción anterior define una representación del álgebra de Lie g de G
en V , la cual será denotada por π ∶ g Ð→ End(V ). Consideremos una descomposición de
Cartan g = k ⊕ p, donde k es el álgebra de Lie de un subgrupo compacto maximal K de
G. De ahora en adelante, dotemos a V con un producto interno K-invariante fijo ⟨⋅, ⋅⟩
tal que p actúa en V por operadores simétricos, y dotemos a p con un producto interno
Ad(K)-invariante denotado también por ⟨⋅, ⋅⟩.

La función m ∶ V Ð→ p definida impĺıcitamente por

⟨m(v), α⟩ = 1

∣∣v∣∣2 ⟨π(α)v, v⟩, ∀α ∈ p, v ∈ V ∖ {0}, m(0) = 0,
se llama el aplicación momento para la representación V de G. Puesto que m(cv) =m(v)
para todo c ∈ R no nulo, podemos ver también la aplicación momento como definida en el
espacio proyectivo PV de V . Es fácil ver que m es K-equivariante: m(k.v) = Ad(k)m(v)
para todo k ∈K.

Denotemos porM =M(G,V ) al conjunto de vectores minimales, es decir,

M = {v ∈ V ∶ ∣∣v∣∣ ≤ ∣∣g.v∣∣ ∀g ∈ G}.
En [RS90], los siguientes resultados fueron obtenidos:

� una órbita G.v es cerrada si y sólo si G.v interseca aM;

� G.v ∩M es vaćıo o consiste de una sola K-órbita;

� la clausura de cualquier G-órbita contiene una única G-órbita cerrada;

� M = {v ∈ V ∶m(v) = 0}.
La función cuadrado de la norma de la aplicación momento,

Fm ∶ V Ð→ R, Fm(v) ∶= ∣∣m(v)∣∣2, (2.2)

es invariante por multiplicación por escalares y por lo tanto puede ser vista como una
función desde cualquier esfera de V o de PV . Los restantes puntos cŕıticos de Fm además
de los vectores minimales (es decir aquellos para los cuales Fm(v) > 0), son todos inestables
(es decir 0 ∈ G.v), pero la mayoŕıa de las lindas propiedades que satisfacen los vectores
minimales descriptas arriba se mantienen. Denotemos por C(Fm) al conjunto de puntos
cŕıticos de Fm ∶ V Ð→ R.

Teorema 2.2.1. [Mr01, HSS08] Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) v ∈ C(Fm).
(ii) La funcional Fm∣G.v alcanza su valor mı́nimo en v.

7



(iii) π(m(v))v = cv para algún c ∈ R.
Además, se cumple la siguiente propiedad de unicidad:

(iv) La intersección de C(Fm) con cualquier G-órbita es vaćıa o consiste de una sola
K-órbita (salvo multiplicación por escalares).

Resulta de la parte (iv) que dos G-órbitas que contienen puntos cŕıticos de Fm se
pueden distinguir usando K-invariantes, los cuales son siempre muchos más abundantes.
Este método será usado en varias oportunidades a lo largo de la tesis.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la acción lineal natural de G = GLn en V = Pn,d dada por
ϕ ⋅ f = f ○ϕ−1, donde Pn,d ∶= Pn,d(R) es el álgebra de todos los polinomios homogéneos de
grado d en n variables con coeficientes en R. Tenemos que

g = gln, K = O(n), k = so(n) y p = sym(n).
Como producto interno Ad(K)-invariante en p tomamos ⟨α,β⟩ = trαβ, y es fácil ver que
el producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ en V para el cual la base de monomios

{xD ∶= xd1
1
. . . xdnn ∶ d1 + ⋅ ⋅ ⋅ + dn = d, D = (d1, . . . , dn)}

es ortogonal y

∣∣xD ∣∣2 = d1!...dn!
d!

, ∀D = (d1, . . . , dn),
satisface las condiciones requeridas. Es fácil ver que ⟨f ○ α, g⟩ = ⟨f, g ○ αt⟩ para todo
f, g ∈ Pn,d, α ∈ gln (ver por ejemplo [R10, (1.30)]). Como es usual denotemos por Eij a la
matriz n × n cuyo único coeficiente no nulo es un 1 en la entrada ij. Como

π(Eij)f = d
dt
∣0f ○ e−tEij = −xj ∂f∂xi ,

obtenemos que la aplicación momento m ∶ Pn,d Ð→ sym(n) está dada por

m(f) = − 1

∣∣f ∣∣2 [⟨xj ∂f∂xi , f⟩] . (2.3)

Aqúı usamos que ⟨xj ∂f∂xi , f⟩ = ⟨xi ∂f∂xj , f⟩ for all i, j. También es fácil ver que la acción de

una matriz diagonal α ∈ gln con entradas a1, . . . , an está dada por

π(α)xD = −( n∑
i=1
aidi)xD, ∀D = (d1, . . . , dn), (2.4)

y puesto que

m(xD) = [ −d1 ⋱
−dn
] ,

tenemos que xD es una autovertor de m(xD) con autovalor Fm(xD) = ∑d2i . Todo mono-
mial es por lo tanto un punto cŕıtico de Fm por el Teorema 2.2.1, aunque se sabe queC(Fm) es mucho más amplio (ver [N84, Sección 10] and [L09, Ejemplo 11.5]).
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Ejemplo 2.2.3. Ahora, usando (2.3), calculamos la aplicación momento para el polinomio

p(x, y, z) = x4 + y4 +√ t2+12
12

z4 + tx2y2.
En este caso, tenemos que,

∂
∂x
p = 4x3 + 2txy2,

∂
∂y
p = 4y3 + 2tx2y,

∂
∂z
p = 2

3

√
3t2 + 36z3,

∣∣p∣∣2 = ⟨x4 + y4 +√ t2+12
12

z4 + tx2y2, x4 + y4 +√ t2+12
12

z4 + tx2y2⟩
= 4! + 4! + t2+12

12
⋅ 4! + 2 ⋅ 2 ⋅ t2

= 6t2 + 72.
Entonces ⟨x ⋅ ∂

∂x
p, p⟩ = ⟨4x4 + 2tx2y2, x4 + y4 +√ t2+12

12
z4 + tx2y2⟩

= 4 ⋅ 4! + 2t2 ⋅ 4
= 8(t2 + 12),

⟨y ⋅ ∂
∂y
p, p⟩ = ⟨4y4 + 2tx2y2, x4 + y4 +√ t2+12

12
z4 + tx2y2⟩

= 4 ⋅ 4! + 2t2 ⋅ 4
= 8(t2 + 12),

⟨z ⋅ ∂
∂z
p, p⟩ = ⟨2

3

√
3t2 + 36z4, x4 + y4 +√ t2+12

12
z4 + tx2y2⟩

= 8(t2 + 12),
⟨x ⋅ ∂

∂y
p, p⟩ = ⟨4xy3 + 2tx3y,x4 + y4 +√ t2+12

12
z4 + tx2y2⟩ = 0,

⟨x ⋅ ∂
∂z
p, p⟩ = ⟨2

3

√
3t2 + 36 xz3, x4 + y4 +√ t2+12

12
z4 + tx2y2⟩ = 0,

⟨y ⋅ ∂
∂z
p, p⟩ = ⟨2

3

√
3t2 + 36 yz3, x4 + y4 +√ t2+12

12
z4 + tx2y2⟩ = 0.

Por lo tanto,

m(p) = − 1

6(t2+12) [ 8(t
2+12) 0 0

0 8(t2+12) 0

0 0 8(t2+12)
]

= −4

3
[ 1 0 0
0 1 0
0 0 1
] .

9



Consideremos ahora la representación donde viven las álgebras 2-pasos.

Ejemplo 2.2.4. Sea V = Vn,m la representación del grupo reductivo real G = GLm ×GLn
dada por (2.1), para la cual tenemos

g = glm ⊕ gln, K = O(m) ×O(n), k = so(m)⊕ so(n) y p = sym(m)⊕ sym(n).
Recordemos que hemos fijado un producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ en n. Como producto interno
Ad(K)-invariante en p tomamos ⟨α,β⟩ = trαβ sobre cada factor y el producto interno ⟨⋅, ⋅⟩
en V es definido por

⟨µ,λ⟩ ∶=∑
ij

⟨µ(Xi,Xj), λ(Xi,Xj)⟩ =∑
ijk

µkijλ
k
ij . (2.5)

La correspondiente representación de g on V es

π(α,β)µ = βµ(⋅, ⋅) − µ(α⋅, ⋅) − µ(⋅, α⋅), (2.6)

y la aplicación momento m ∶ Vn,m Ð→ sym(m)⊕ sym(n) está dada por

m(µ) = (m1(µ),m2(µ))
(ver por ejemplo [E07]), donde

m1(µ) = 2

∥µ∥2∑
i

Jµ(Zi)2, ⟨m2(µ)Z,W ⟩ = − 1

∥µ∥2 trJµ(Z)Jµ(W ), ∀Z,W ∈ n2. (2.7)

Ejemplo 2.2.5. Usando (2.7) veamos cuál es la aplicación momento para el álgebra µ
definida por

Jµ(xZ1 + yZ2 + zZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 3x −
√
3y −

√
3z 0 0 0 0

−3x 0
√
3z −

√
3y 0 0 0 0√

3y −
√
3z 0 x −2y −2z 0 0√

3z
√
3y −x 0 2z −2y 0 0

0 0 2y −2z 0 −x −
√
3y −

√
3z

0 0 2z 2y x 0
√
3z −

√
3y

0 0 0 0
√
3y −

√
3z 0 −3x

0 0 0 0
√
3z
√
3y 3x 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Claramente

Jµ(Z1) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 3 0 0 0 0 0 0
−3 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −
0 0 0 0 0 0 3 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Jµ(Z2) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −
√
3 0 0 0 0 0

0 0 0 −
√
3 0 0 0 0√

3 0 0 0 −2 0 0 0

0
√
3 0 0 0 −2 0 0

0 0 2 0 0 0 −
√
3 0

0 0 0 2 0 0 0 −
√
3

0 0 0 0
√
3 0 0 0

0 0 0 0 0
√
3 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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Jµ(Z3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 −
√
3 0 0 0 0

0 0
√
3 0 0 0 0 0

0 −
√
3 0 0 0 −2 0 0√

3 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 −2 0 0 0 −
√
3

0 0 2 0 0 0
√
3 0

0 0 0 0 0 −
√
3 0 0

0 0 0 0
√
3 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Además, por (2.5), tenemos que

∣∣µ∣∣2 =∑
ijk

(µkij)2 = 60.
Entonces

m1(µ) = 2

60
(Jµ(Z1)2 + Jµ(Z2)2 + Jµ(Z3)2)

= 2

60

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−15 0 0 0 0 0 0 0
0 −15 0 0 0 0 0 0
0 0 −15 0 0 0 0 0
0 0 0 −15 0 0 0 0
0 0 0 0 −15 0 0 0
0 0 0 0 0 −15 0 0
0 0 0 0 0 0 −15 0
0 0 0 0 0 0 0 −15

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= −1

2
I8,

m2(µ) = − 1

∥µ∥2 [ trJµ(Zi)Jµ(Zj)]
= − 1

60
[ −40 0 0

0 −40 0
0 0 −40

]
= 2

3
I3.
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Caṕıtulo 3

Formas Pfaffianas

En este caṕıtulo, veremos una aplicación de la forma Pfaffiana de un álgebra 2-pasos para
distinguir tales álgebras salvo isomorfismo (de álgebras de Lie), debida a un resultado de
Scheuneman [Sc67]. También trataremos con el problema clásico de representar polinomios
homogéneos (formas) de grado d, con coeficientes en F, como el Paffiano de una matriz
antimétrica d × d, cuyas entradas son formas lineales (representación Pfaffiana lineal).
El caso concreto F = C ha sido ampliamente estudiado. En este trabajo, estudiamos el
caso F = R, para ternarias cuárticas positivas. Probaremos que todas ellas admiten una
representación Pfaffiana lineal (Teorema 3.4.2).

3.1 Forma Pfaffiana e invariantes

Asociamos a cada µ ∈ Vn,m su forma Pfaffiana fµ definida por

fµ(x1, . . . , xn) = Pf (Jµ(x1Z1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xnZn)) ,
donde Pf ∶ so(n1) Ð→ R es el Pfaffiano usual, es decir, la única función polinomial que
satisface Pf(B)2 = detB para todo B ∈ so(n1) y Pf(J) = 1 para alguna J ∈ so(n1) fija que
tiene solamente ±i como autovalores (ver por ejemplo [M03, 10.3] para más información
de Pfaffianos de matrices antisimétricas). Recordemos que Jµ(Z) es una matriz m ×m
antisimétrica y puesto que

fµ(Z)2 = detJµ(Z),
necesitamos que m sea par para obtener fµ ≠ 0.

Supongamos entonces que m es par, digamos m = 2d, y aśı el Pfaffiano determina una
función continua

f ∶ Vn,2d Ð→ Pn,d, µ↦ fµ, (3.1)

donde Pn,d ∶= Pn,d(R) es el álgebra de todos los polinomios homogéneos de grado d en n
variables con coeficientes en R (algunas veces llamadas formas n-arias d-ádicas). Hay una
GLn-acción a izquierda natural en Pn,d dada por ϕ ⋅ f ∶= f ○ϕ−1 (ver Ejemplo 2.2.2).

Ejemplo 3.1.1. Por un cálculo directo se obtiene que la forma Pfaffiana del álgebra en
el Ejemplo 2.1.1 está dada por

fµ(x, y, z) = x4 + y4 + z4.
13



La clase de equivalencia proyectiva de la forma fµ(x1, . . . , xn) es un invariante de iso-
morfismo del álgebra de Lie (n, µ) (ver [Sc67] o [L08, Proposición 2.4]). Más precisamente,
si µ,λ ∈ Vn,m son isomorfas, entonces fµ y fλ son proyectivamente equivalentes (denotado
por fµ ≃ fλ), es decir existe ϕ ∈ GLn y c ≠ 0 tales que

fλ(x1, . . . , xn) = cfµ(ϕ(x1, . . . , xk)), ∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn.
En realidad, esto se deduce del siguiente hecho: si λ = (ψ,ϕ) ⋅ µ para algún (ψ,ϕ) ∈
GL2d ×GLn, entonces

Jλ(Z) = (ψ−1)tJµ(ϕtZ)ψ−1
para todo Z y aśı fλ = (detψ)−1 fµ ○ ϕt .
Ejemplo 3.1.2. La forma Pfaffiana del álgebra µ ∈ V3,8 considerada en Ejemplo 2.2.5 está
dada por fµ(x, y, z) = 9(x2 + y2 + z2)2, y en consecuencia, no es isomorfa al álgebra de los
Ejemplos 2.1.1-3.1.1.

Es posible entonces usar invariantes de formas para distinguir álgebras en Vn,m salvo

isomorfismo. Consideremos el anillo R [Pn,d]SLn
de polinomios SLn-invariantes en Pn,d, es

decir, el conjunto de todos las funciones polinomiales I ∶ Pn,d Ð→ R tales que

I(ϕ ⋅ f) = I(f) ∀ϕ ∈ SLn, f ∈ Pn,d.
Es bien conocido que I es invariante si y sólo si cada una de sus componentes homogéneas

lo es. Sin embargo, un conjunto de generadores y sus relaciones para el anillo R [Pn,d]SLn

sólo se conoce para algunos valores pequeños de n y d, incluyendo d = 2 y cualquier n,
n = 2 y d ≤ 8, n = 3 y d ≤ 3. Referimos a los libros [Do03, M03], donde muchos resultados
de clasificación expĺıcitos de formas e invariantes de formas son desarrollados.

Lema 3.1.3. Para f, g ∈ Pn,d, n impar, supongamos que existen invariantes homogéneos

I, I ′ ∈ R [Pn,d]SLn
del mismo grado tales que I ′(f), I ′(g) ≠ 0 y

I(f)
I ′(f) /= I(g)I ′(g) .

Entonces f no es proyectivamente equivalente a g.

Prueba. Apliquemos el hecho de que para n impar se tiene GLn = R∗SLn. Si f y g son
proyectivamente equivalentes, existen ϕ̃ ∈ GLn = R∗SLn y c0 ∈ R∗ con f = c0ϕ̃ ⋅ g. Es decir,
f = c0cϕ ⋅ g, donde c, c0 ∈ R∗ y ϕ ∈ SLn.

Como I, I ′ ∈ R [Pn,d]SLn
son polinomios homogéneos, digamos de grado k, resulta que

I(f) = I(c0cϕ ⋅ g) = (cc0)kI(g), I ′(f) = I ′(c0cϕ ⋅ g) = (cc0)kI ′(g),
de donde se deduce que

I(f)
I ′(f) = I(g)I ′(g) ,

una contradicción.
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Ejemplo 3.1.4. Supongamos que tenemos una familia 1-paramétrica µt ∈ V3,8 de álgebras
2-pasos con formas Pfaffianas

fµt(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)2 + tx2y2 ∈ P3,4.

La cuestión es: ¿es esto realmente una ‘curva’ de álgebras, en el sentido que µt no es
isomorfa a µs para todo t ≠ s? Si escribimos cualquier ternaria cuártica f ∈ P3,4 como

f(x, y, z) =ax4 + 4bx3y + 6cx2y2 + 4dxy3 + ey4 + 4fx3z + 12gx2yz + 12hxy2z (3.2)

+ 4iy3z + 6jx2z2 + 12kxyz2 + 6ly2z2 + 4mxz3 + 4nyz3 + pz4,
entonces de [Di87] obtenemos los siguientes polinomios homogéneos SL3-invariantes en
P3,4 de grado 3 y 6, respectivamente:

I3(f) ∶=aep + 3(al2 + ej2 + pc2) + 4(bim + fdn)
− 4(ain + efm + pbd) + 6cjl + 12(ck2 + jh2 + lg2) − 12ghk
− 12(bkl + fhl + dkj + igj +mhc + ngc) + 12(gdm + hnb + kfi),

y

I6(f) ∶= detH(f), where H(f) ∶=
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

a c j g f b

c e l i h d

j l p n m k

g i n l k h

f h m k j g

b d k h g c

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
. (3.3)

El invariante I6(f) se llama el catalecticant yH(f) la matriz deHankel (o forma cuadrática)
de f . Hay otros cinco invariantes descriptos en [Di87] de grado 9, 12, 15, 18 and 27, re-
spectivamente, los cuales son más dificiles de manejar. De cualquier forma, por un cálculo
directo, obtenemos que

I6 (fµt) = − 1

1944
t3 − 7

2916
t2 + 8

729
t + 20

729
, I3 (fµt) = 1

12
t2 + 4

9
t + 20

9
,

y aśı
I6(fµt)
I3(fµt)2 = −

2

9

(3t3 + 14t2 − 64t − 160)(3t2 + 16t + 80)3 ,

la cual resulta una función inyectiva para t ∈ [12,∞). Aśı las fµt , t ≥ 12, pertenecen a
clases de equivalencia proyectivas diferentes por el Lema 3.1.3, lo cual implica que µt,
t ≥ 12, representa una familia de álgebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos de tipo(3,8). Otros intervalos para t que llevan a la misma conclusión son (−∞,−4], [−4,0] y[0,12].
3.2 Polinomios positivos

El siguiente hecho elemental, pero también crucial e intrigante, resulta de la tercera
condición en la Definición 2.1.2,
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µ ∈ Vn,2d es nosingular si y sólo si fµ (o −fµ) es un polinomio positivo, es decir,
fµ(x1, . . . , xn) > 0 para todo (x1, . . . , xn) ∈ Rn no nulo.

Por ejemplo, las álgebras 2-pasos de tipo (3,8) dadas en los Ejemplos 2.1.1-3.1.1 y 3.1.2
son ambas nosingulares. Nótese que una de las formas ±f ∈ Pn,d es positiva si y sólo f se
anula solamente en 0 ∈ Rn, y aśı para la existencia de formas d-ádicas positivas nonulas, d
debe ser par. El subconjunto P+n,d ⊂ Pn,d de formas positivas es abierto, más precisamente,
es el interior del cono convexo cerrado de todos las formas n-arias d-ádicas no-negativas
(es decir f ≥ 0) (ver por ejemplo [R10, Teorema 3.14]).

Aunque la teoŕıa de polinomios positivos tiene una larga y rica historia en la literatura,
incluyendo el Problema 17 de Hilbert (ver [R10] para más información), una clasificación
completa de ellos salvo equivalencia proyectiva parece ser tan dif́ıcil como la clasificación
de todas las formas, y por lo tanto se desconoce y es casi intratable, incluso en casos de
dimensión baja como las ternarias cuárticas (es decir para el tipo (n,m) = (3,8)).
Ejemplo 3.2.1. Hay solamente una forma cuadrática positiva f ∈ Pn,2 salvo equivalencia
proyeciva; a saber, f(x1, . . . , xn) = x21 + ⋅ ⋅ ⋅ + x2n. La familia (x21 + ⋅ ⋅ ⋅ + x2n)d/2 proporciona
ejemplos para cualquier grado par d ≥ 2 de polinomios positivos cuya SLn-órbita es cerrada
y sin embargo son singulares (es decir ∂

∂xi
f = 0, i = 1, . . . , n tiene una solucion nonula en

C
n) para d ≥ 4. Sus SLn-órbitas no son de dimensión maximal, pues sus subgrupos de

isotroṕıa son todos iguales a O(n).
Ejemplo 3.2.2. Una forma binaria d-ádica compleja f ∈ P2,d(C) puede ser identificada
(salvo multiplicación por un escalar) con su conjunto de ceros en P

1 = PC2 como sigue:

f(x, y) = d∏
i=1
(aiy − bix) ↔ Z(f) = {(a1 ∶ b1), . . . , (ad ∶ bd)} ⊂ P1.

La SL2(C)-acción en el espacio proyectivo de P2,d(C) es por lo tanto equivalente a la
acción en subconjuntos de d puntos no-ordenados en P

1 (contando multiplicidades). Se
conoce bien en teoŕıa de invariantes (ver por ejemplo [Do03, M03]) que

� f es semistable (es decir 0 ∉ SL2(C) ⋅ f) si y sólo si todo elemento en Z(f) tiene
multiplicidad ≤ d/2.

� f es estable (es decir SL2(C) ⋅ f es cerrado y el subgrupo de isotroṕıa en f es finito)
si y sólo si todo elemento en Z(f) tiene multiplicidad < d/2.

Se deduce fácilmente que f ∈ P2,d(C) es real y positivo si sólo si d es par y

Z(f) = {(1 ∶ α1), (1 ∶ α1), . . . , (1 ∶ αd/2), (1 ∶ αd/2)}, con αi ∈ C ∖R.
Las formas binarias positivas son por lo tanto todas estables con la única excepción de(x2 +y2)d/2, la cual todav́ıa tiene SL2(C)-órbita cerrada de cualquier manera. Como para
una forma real f , su SL2(C)-órbita es cerrada si y sólo si su SL2(R)-órbita lo es (ver por
ejemplo [BH62, Proposición 2.3] y [B71, Corolario 5.3]), resulta que SL2(R) ⋅ f es cerrado
para cualquier forma binaria positiva f .

Ejemplo 3.2.3. Hilbert [H88] probó que cualquier ternaria cuártica no-negativa, aśı como
también cualquier forma binaria o cuadrática, es suma de cuadrados (Hilbert también
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mostró que esto no vale para ningún otro caso). Se sabe también que f ∈ P3,4 (o f una
forma bianria o cuadrática) es suma de cuartas potencias de formas lineales (y consecuente-
mente f ≥ 0) si y sólo si su matriz de Hankel H(f) (ver (3.3)) es semidefinida positiva (ver
el segundo párrafo después de [R10, (5.25)] y corregir un error de tipeo reemplazando la
primera Q por P ). Esto no es cierto en los otros casos. Sin embargo, F. Cukierman probó
en [C07] que para toda forma f ∈ Pn,d, tenemos que si f > 0 (f ≥ 0) entonces H(f) > 0
(H(f) ≥ 0).

Notemos que la positividad es una noción que solamente tiene sentido sobre R, y es por
lo tanto dif́ıcil estudiar las propiedades de formas positivas desde el punto de vista de la
teoŕıa de invariantes, un campo principalmente desarrollado sobre cuerpos algebraicamente
cerrados. Hemos visto en los ejemplos 3.2.1 y 3.2.2 que las formas binarias y cuadráticas
positivas tienen SLn-órbitas cerradas. No sabemos si esto es cierto también para cualquier

forma positiva. Ciertamente falla en el caso no-negativo, por ejemplo 0 ∈ SLn ⋅ xd1 para todo
n ≥ 2 (y d par). De todas maneras, probamos ahora que una forma positiva es al menos
siempre semiestable, lo cual nos será muy útil en el estudio de existencia de nilsolitones
para álgebras nosingulares.

Lema 3.2.4. Si f ∈ Pn,d es positiva, entonces 0 ∉ SLn ⋅ f .
Prueba. Supongamos que 0 ∈ SLn ⋅ f , es decir, existe una sucesión ϕk ∈ SLn tal que f ○
ϕk → 0, cuando k → ∞. Si S ⊂ R

n es cualquier esfera, entonces obtenemos la siguiente
contradicción:

0 <min(f ∣S)vol(S) =min(f ∣S)vol(ϕk(S))
≤ ∫

ϕk(S)
f = ∫

S
f ○ ϕk ≤max(f ○ϕk ∣S)vol(S) → 0,

cuando k →∞, concluyendo la prueba del lema.

3.3 Laplaciano

Resulta del Teorema 2.2.1, (iv) que los O(n)-invariantes de formas n-arias juegan un rol
clave en distinguir puntos cŕıticos de Fm ∶ Pn,d Ð→ R. Por lo tanto, consideremos el
Laplaciano ∆ ∶ Pn,d Ð→ Pn,d−2 definido por

∆(f) ∶= ∂2f
∂x2

1

+ ⋅ ⋅ ⋅ + ∂2f
∂x2n

.

Es bien conocido que el laplaciano es O(n)-equivariante, lo cual demostramos a continua-
ción por completitud.

Lema 3.3.1.

∆(ϕ ⋅ f) = ϕ ⋅∆(f), para todo ϕ ∈ O(n), f ∈ Pn,d.
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Prueba. Sean ϕ = (aij) ∈ O(n), f = f(u1,⋯, uk) ∈ Pk,n(R). Llamemos fm = ∂f
∂um

. Entonces

∆(ϕ.f) = ∆(f(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi))
= ∑j ∂2

∂x2
j

f(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)
= ∑j ∂

∂xj
(∑m amj ⋅ fm(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi))

= ∑j∑m amj ∂
∂xj

fm(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)
= ∑j∑m amj∑l alj ⋅ fml(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)
= ∑j∑m∑l amjaljfml(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)
= ∑j (∑m∑l amjaljfml(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi))
= ∑j∑m=l amjalj ⋅ fml(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)

+ ∑j∑m/=l amjalj ⋅ fml(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)
= ∑j∑m a2mj ⋅ fmm(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)+
+2 ⋅∑j∑m<l amjalj ⋅ fml(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)

= ∑m (∑j a2mj) ⋅ fmm(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)+
+2∑m<l (∑j amjalj)fml(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)

= ∑m fmm(∑i a1ixi,∑i a2ixi,⋯,∑i annxi)
= ϕ.∆(f) .

Como ϕ ∈ O(n), entonces ∑j a2mj = 0 para todo 1 ≤ m ≤ n, y ∑j amjalj = 0 para todo
1 ≤m < l ≤ n.
Ejemplo 3.3.2. ¿Son las ternarias cuárticas

ft = x4 + y4 + z4 + tx2y2
dos-a-dos no proyectivamente equivalentes? El argumento usado en el Ejemplo 3.1.4 en
términos de SL3-invariantes no funciona aqúı pues I6(ft) = 0 para todo t. Sin embargo, si
consideramos

ϕt ⋅ ft = x4 + y4 + (1 + t2/12)1/2z4 + tx2y2, donde ϕt ∶= [ 1 1

(1+t2/12)−1/8
] ,

entonces sabemos de Ejemplo 2.2.3 que m(ϕt ⋅ ft) = −4

3
I. Esto implica que ϕt ⋅ ft ∈C(Fm) para todo t por Teorema 2.2.1, (iii). De acuerdo al Teorema 2.2.1, (iv) ahora sólo

necesitamos diferenciar ϕt ⋅ ft con O(3)-invariantes (salvo multiplicación por escalares).
Un cálculo del Laplaciano da

∆(ϕt ⋅ ft) = (12 + 2t)x2 + (12 + 2t)y2 + 12(1 + t2/12)1/2z2.
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Como la función 12+2t
12(1+t2/12)1/2 es el cociente de dos autovalores diferentes de estas formas

ternarias cuadráticas, y como es una función estrictamente decreciente para t ≥ 2, re-
sulta que ϕt ⋅ ft (o equivalentemente, ft), t ≥ 2, es una familia de ternarias cuárticas no
proyectivamnente equivalentes dos-a-dos.

3.4 Sobre la suryectividad de la forma Pfaffiana

La forma Pfaffiana fµ ∈ Pn,d asociada a cada álgebra 2-pasos µ ∈ Vn,2d ha sido una her-
ramienta muy útil para distinguir estas álgebras salvo isomorfismo, y en particular para
obtener familias continuas, gracias a su propiedad equivariante:

f(ψ,ϕ)⋅µ = (detψ)−1 fµ ○ϕt, ∀(ψ,ϕ) ∈ GL2d ×GLn.

El hecho de que µ es nosingular precisamente cuando fµ es un polinomio positivo también
será crucial en la mayoŕıa de los resultados obtenidos en secciones posteriores.

En esta sección, estamos interesados en la pregunta de para cuáles valores de (n,d)
son los mapas

f ∶ Vn,2d Ð→ Pn,d, f ∶ V +n,2d Ð→ P+n,d,

suryectivos, donde V +n,2d y P+n,d denotan el subconjuntos de álgebras nosingulares y poli-
nomios positivos, respectivamente. Una respuesta afirmativa para un par dado (n,d)
mostraŕıa que el problema de clasificación de álgebras (nosingulares) de tipo (n,2d) es
por lo menos tan dif́ıcil como el de las formas (positivas) n-arias d-ádicas, el cual es un
problema clásico en teoŕıa de invariantes (ver [Do03, M03]).

Resulta del Ejemplo 3.2.2 que f ∶ V2,2d Ð→ P2,d es sobre para cualquier d. Por el
contrario, un elemento en P+4,2 (por ejemplo x2 + y2 + z2 + w2) nunca puede ser la forma
Pfaffiana de un álgebra en V4,4, ya que esta dimensión no está permitida para la existencia
de un álgebra nosingular. Aśı f ∶ V4,4 Ð→ P4,2 no es suryectiva.

Es sencillo comprobar que la forma ternaria cuádratica general

f(x, y, z) = a1x2 + a2y2 + a3z2 + a4xy + a5xz + a6yz,
es la forma Pfaffiana del álgebra 2-pasos µ = µa1,...,a6 ∈ V3,4 definida por

Jµ(xZ1 + yZ2 + zZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 x −xa5−ya6−a3z y

−x 0 xa4+a2y z

xa5+ya6+a3z −xa4−a2y 0 a1x

−y −z −a1x 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Esto implica que f ∶ V3,4 Ð→ P3,2 es sobre.

También tenemos que f ∶ V3,6 Ð→ P3,3 es suryectivo. En efecto, la forma ternaria
cúbica general

f(x, y, z) = r1x3 + r2y3 + r3z3 + r4x2y + r5xy2 + r6x2z + r7xz2 + r8y2z + r9yz2 + r10xyz
es la forma Pfaffiana del álgbera µ ∈ V3,6 definida por

Jµ(xZ1 + yZ2 + zZ3) = [aij]x + [bij]y + [cij]z,
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donde

[aij] =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 a13 a14 0 0

0 0 −1 1 1
0 a34 0 −1

0 a45 a46
∗ 0 0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, [bij] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 r2 −r8 0 0

0 0 1 0 0
0 b34 0 0

0 −1−r9 0

∗ 0 1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, [cij] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0
0 0 0 1
0 −r3−r7 −r7

∗ 0 0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

a1,3 = r3 + r6 + r7 + 1 + r1, a1,4 = 2 − r8 + r9 − r10 − r3r2,
a3,4 = −3 − 2 r1 + r2 − 2 r3 − r4 − 2 r7 + r8 − 2 r6 − 2 r9 − r9r6 + r3r2 − r9r3 − r9r7 − r9r1,
a4,5 = 1 − 2 r3 − r7 − r8 − r6 + r9 − r10 − r7r3 − r3r2 − r3r6 − r32 − r3r1,
a4,6 = −3 r3 − r7 − r8 − r6 + r9 − r10 − r7r3 − r3r2 − r3r6 − r32 − r3r1,
b3,4 = 1 − r9r2 + r1 − 2 r2 + r3 − r5 + r7 + r6.
Hagamos un resumen de los resultados positivos que hemos obtenido hasta el momento.

Proposición 3.4.1. Toda forma n-aria d-ádica es el Pfaffiano de un álgebra 2-pasos para
cada uno de los siguientes pares (n,d):

(2, d), (3,2), (3,3).
El resultado principal de esta sección es el siguiente sobre ternarias cuárticas y el

correspondiente tipo (3,8).
Teorema 3.4.2. f ∶ V +3,8 Ð→ P+3,4 es suryectiva, es decir toda ternaria cuártica positiva es
la forma Pfaffiana de algún álgebra 2-pasos nilpotente nosingular de tipo (3,8).

Ahora describimos la estrategia y cuestiones técnicas de la prueba del Teorema 3.4.2.

El Teorema 3.4.2 establece que para toda ternaria cuártica positiva f(x, y, z) existen
matrices 8 × 8 antisimétricas A,B,C con entradas en R tales que

det(xA + yB + zC) = f(x, y, z)2. (3.4)

Cuando f(x, y, z) se factoriza, digamos como f = f1f2, donde f1, f2 son ternarias de grado
d = 1,2,3, tales matrices A,B,C existen por la suryectividad de la forma Pfaffiana para
ternarias de grado d = 2,3 establecidas en la Proposición 3.4.1 (el caso d = 1 es trivial). En
efecto, para fi, con i = 1,2, existen matrices di × di antisimétricas Ai,Bi,Ci con entradas
en R tales que

det(xAi + yBi + zCi) = fi(x, y, z)2 i = 1,2.
Entonces

det (x [A1 0

0 A2
] + y [B1 0

0 B2
] + z [C1 0

0 C2
]) = det(xA1 + yB1 + zC1) ⋅ det(xA2 + yB2 + zC2)
= f1(x, y, z)2 ⋅ f2(x, y, z)2
= f(x, y, z)2.

Por lo tanto, solamente queda considerar el caso cuando f(x, y, z) es irreducible en R[x, y, z].
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3.4.1 Ternarias cuárticas positivas: caso irreducible

Seguimos la misma idea de Dickson en [D]. Si hacemos z = 0 en f(x, y, z) obtenemos la
binaria cuártica f(x, y,0) y, por la Proposición 3.4.1, sabemos que f(x, y,0) admite una
representación Pfaffiana lineal, es decir, existen matrices 8 × 8 antisimétricas A0,B0 con
entradas en R tales que

det(xA0 + yB0) = f(x, y,0)2.
Luego, intentamos encontrar la restante matriz antisimétrica C planteando la ecuación

det(xA0 + yB0 + zC) = f(x, y, z)2.
En la computadora encontramos soluciones expĺıcitas para C cuando f(x, y,0) tiene la
forma canónica

f(x, y,0) = (x2 + y2)(x2 + uy2)
donde u ∈ R ∖ {0,1} (Lema 3.4.6).

Por lo tanto, bastaŕıa llevar una ternaria cuártica positiva irreducible f(x, y, z) arbi-
traria, mediante un cambio lineal (invertible) de variables (x, y, z), a una ternaria cuártica
(positiva) f̃(x, y, z) tal que f̃(x, y,0) = (x2 + y2)(x2 + uy2) donde u ∈ R ∖ {0,1}.

De poder realizarse, hay dos aspectos en la estragia planteada.
El primero, que es elemental, es el siguiente: llevar la binaria cuártica positiva f(x, y,0)

arbitraria, mediante sucesivos cambios lineales de variables (x, y), a la forma canónica(x2 + y2)(x2 + uy2).
El segundo aspecto, que surge del primero, es el problema técnico de probar que u /= 0,1.

u /= 0 resulta de la positividad de f(x, y,0). Ahora, u /= 1 implica que f(x, y,0) debe tener
la forma

f(x, y,0) = C(x − αy)(x −αy)(x − βy)(x − βy)
donde α,β ∈ C ∖R son distintos.

Entonces dada una ternaria cuártica positiva irreducible f(x, y, z) debeŕıamos realizar
los siguientes pasos:

Paso 1. Llevar, mediante un cambio lineal de variables (x, y, z) en f(x, y, z), a una
ternaria cuártica f̃(x, y, z) tal que, en la factorización de f̃(x, y,0), tengamos α /= β
(Lema 3.4.4).

Paso 2. Llevar, mediante un cambio lineal de variables (x, y) en f̃(x, y,0) la binaria
cuártica f̃(x, y,0) a la forma canónica (x2 + y2)(x2 + uy2) con u ∈ R. Siempre
tendremos que u /= 1 (Lema 3.4.5).

Paso 3. Componer adecuadamente los cambios lineales de variables en los Pasos 1 y 2,
obteniendo ϕ ∈ GL3(R).

Paso 4. Obtener una representación Pfaffiana lineal (expĺıcita) para f(ϕ (x, y, z)) (Lema
3.4.6).

Paso 5. En la representación Pfaffiana lineal del Paso 4, volver con ϕ−1 para obtener una
representación Pfaffiana lineal de f(x, y, z) dada.

Respecto del Paso 3, podemos decir lo siguiente.
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Observación 3.4.3. A un cambio lineal de variables (x, y) en f(x, y,0), digamos via
A ∈ GL2(R), le corresponde un cambio lineal de variables (x, y, z) en f(x, y, z), donde
claramente se deja fija z, via la mariz [A 0

0 1
] ∈ GL3(R). Más precisamente, llamando

f1(x, y, z) = f ([A 0
0 1
] (x, y, z)) , f2(x, y) = f(x, y,0),

tenemos que

f1(x, y,0) = f2(A(x, y)).
Recordemos que toda forma binaria f(x, y) de grado n con coeficientes en R se factoriza

en factores de la forma (ax + by)di con ab /= 0 y (ax2 + bxy + cy2)dj con b2 − 4ac < 0; ver,
por ejemplo, [O, Ejercicio 2.14].

Lema 3.4.4. Sea f(x, y, z) un ternaria cuártica positiva irreducible (en R[x, y, z]). En-
tonces existe A0 ∈ GL3(R) tal que f(A0(x, y, z)) en z = 0 tiene la forma

f(A0(x, y,0)) = C(x − αy)(x −αy)(x − βy)(x − βy)
donde α,β ∈ C ∖R y α /= β.
Prueba. Sea f dada por

f(x, y, z) = ax4 + 4bx3y + 6cx2y2 + 4dxy3 + ey4 + 4fx3z + 12gx2yz + 12hxy2z + 4iy3z+6jx2z2 + 12kxyz2 + 6ly2z2 + 4mxz3 + 4nyz3 + pz4
Como f es positivo, en particular, a = f(1,0,0) > 0, e = f(0,1,0) > 0 y p = f(0,0,1) > 0 y
además el polinomio en 2 variables

f(x, y,0) = ax4 + 4bx3y + 6cx2y2 + 4dxy3 + ey4
también es positivo. Entonces f(x, y,0) se factoriza como el producto de dos ternarias
cuadráticas (indescomponibles en R[x, y]), es decir,

f(x, y,0) = (a1x2 + a2xy + a3y2)(ã1x2 + ã2xy + ã3y2)
= b1(x − αy)(x − αy) ⋅ c1(x − βy)(x − βy)

donde ai, ãi ∈ R para i = 1,2,3 y α,β ∈ C ∖R. (Como a /= 0, f(x,1,0) es de grado 4.)

Si α /= β, el lema está probado.

En caso contrario, si α = β, tenemos

f(x, y,0) = (a1x2 + a2xy + a3y2)2
= a2

1
x4 + 2a1a2x3y + (2a1a3 + a22)x2y2 + 2a2a3xy3 + a23y4

donde

a22 − 4a1a3 < 0. (3.5)

Necesariamente f tiene la forma

f(x, y, z) = a2
1
x4 + 2a1a2x3y + (2a1a3 + a22)x2y2 + 2a2a3xy3 + a23y4 + 4fx3z + 12gx2yz+12hxy2z + 4iy3z + 6jx2z2 + 12kxyz2 + 6ly2z2 + 4mxz3 + 4nyz3 + pz4
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Análogamente, como f(x, y, z) es positivo, entonces f(x,0, z) se factoriza en la forma

f(x,0, z) = (a1x2 + b2xz + b3z2)(a1x2 + b̃2xz + b̃3z2)
= a21 ⋅ (x −αz)(x −αz) ⋅ (x − βz)(x − βz)

donde α,β ∈ C ∖R.
De nuevo, si α /= β, el lema está probado (porque intercambiamos y con z, es decir

A0 = [ 1 0 0
0 0 1
0 1 0
] satisface el lema).

Si α = β,
f(x,0, z) = (a1x2 + b2xz + b3z2)2

= a21x
4 + 2a1b2x3z + (2a1b3 + b22)x2z2 + 2b2b3xz3 + b23z4

donde
b22 − 4a1b3 < 0. (3.6)

Entonces f(x, y, z) tiene la forma

f(x, y, z) = a2
1
x4 + 2a1a2x3y + (2a1a3 + a22)x2y2 + 2a2a3xy3 + a23y4 + 2a1b2x3z+12gx2yz + 12hxy2z + 4iy3z + (2a1b3 + b22)x2z2 + 12kxyz2 + 6ly2z2+2b2b3xz3 + 4nyz3 + b23z4

Como f(0, y, z) es positivo, entonces debemos tener

f(0, y, z) = (a3y2 + c2yz + b3z2)(a3y2 + c̃2yz + b3z2)
= a2

3
⋅ (y −αz)(y − αz) ⋅ (y − βz)(y − βz)

donde α,β ∈ C ∖R.
Si α /= β, el lema está probado (pues intercambiamos x con z, es decir, A0 = [ 0 0 1

0 1 0
1 0 0
] ).

Si α = β, entonces
f(0, y, z) = (a3y2 + c2yz + b3z2)2

= a2
3
y4 + 2a3c2y3z + (2a3b3 + c22)y2z2 + 2c2b3yz3 + b23z4

donde
c22 − 4a3b3 < 0. (3.7)

Por tanto,

f(x, y, z) = a21x
4 + 2a1a2x3y + (2a1a3 + a22)x2y2 + 2a2a3xy3 + a23y4 + 2a1b2x3z+12gx2yz + 12hxy2z + 2a3c2y3z + (2a1b3 + b22)x2z2 + 12kxyz2+(2a3b3 + c22)y2z2 + 2b2b3xz3 + 2c2b3yz3 + b23z4

= (a1x2 + a3y2 + b3z2 + a2xy + b2xz + c2yz)2 + f1x2yz + f2xy2z + f3xyz2
(3.8)

donde
a1, a3, b3 > 0, (3.9)

f1 = 12g − 2a1c2 − 2a2b2,
f2 = 12h − 2a2c2 − 2a3b2,
f3 = 12k − 2a2b3 − 2b2c2.
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Ahora f(x, y, z) está dada por (3.8), y consideremos el cambio lineal de variables via

Aba = [ 1 0 0
0 1 0
a b 1
]

es decir, f(Aba(x, y, z)) = f(x, y, ax + by + z). En z = 0, nos queda
f(Aba(x, y,0)) = f(x, y, ax + by).

El discriminante ∆ de un polinomio f0 ∈ R[x] tiene la propiedad que ∆ /= 0 si y sólo si
f0 no tiene ráıces múltiples.

Consideremos

∆(a, b) = discriminante de f(Aba(x,1,0)) = f(x,1, ax + b ⋅ 1) respecto de x.

Definamos

∆̃1(a) = ∆(a,0)
= 16a23b3(c22 − 4a3b3)2(a3f23 + b3f22 − c2f2f3)a10 + términos de menor grado

∆̃2(a) = ∆(0, a)
= 16a21b3(b22 − 4a1b3)2(a1f23 + b3f21 − b2f1f3)a10 + términos de menor grado

Por (3.9), a1, a3, b3 son /= 0; también c22 − 4a3b3 y b22 − 4a1b3 son /= 0 por (3.7) y (3.6)
respectivamente. El sistema

{ a3f23 + b3f22 − c2f2f3 = 0
a1f

2
3
+ b3f21 − b2f1f3 = 0 (3.10)

implica
f1 = f2 = f3 = 0.

En efecto, si f1 /= 0, de la segunda ecuación del sistema (3.10) resulta

f3 = b2 ±
√
b2
2
− 4a1b3

2a1
⋅ f1

lo cual no puede ocurrir porque fi ∈ R y b2
2
−4a1b3 < 0 por (3.6). De igual manera, si f2 /= 0,

de la primera ecuación de (3.10) resulta

f3 = c2 ±
√
c2
2
− 4a3b3

2a3
⋅ f2

y, como antes, no puede ocurrir porque fi ∈ R y c22 − 4a3b3 < 0 por (3.7). Finalmente, si
f3 /= 0, entonces, por ejemplo de la primera ecuación de (3.10), nos queda

f1 = b2 ±
√
b2
2
− 4a1b3

2b3
⋅ f3

lo cual no es posible porque fi ∈ R y b22 − 4a1b3 < 0 por (3.6). Entonces f1 = f2 = f3 = 0.
Si reemplazamos f1 = f2 = f3 = 0 en (3.8), nos lleva a que

f(x, y, z) = (a1x2 + a3y2 + b3z2 + a2xy + b2xz + c2yz)2,
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lo cual es una contradicción porque f(x, y, z) es irreducible en R[x, y, z], por hipótesis.
Por lo tanto, como la única solución del sistema (3.10) es f1 = f2 = f3 = 0, los coeficientes
principales de ∆̃1(a) y ∆̃2(a) no son simultáneamente cero. Entonces existe un a0 ∈ R
suficientemente grande tal que ∆̃1(a0) /= 0 o ∆̃2(a0) /= 0. Luego, como el discriminante
de f(A0

a0
(x,1,0)) es ∆̃1(a0) y el de f(Aa0

0
(x,1,0)) es ∆̃1(a0), entonces f(A0

a0
(x,1,0))

o f(Aa0
0
(x,1,0)) no tiene ráıces múltiples. Luego, como f(A0

a0
(x,1,0)) y f(Aa0

0
(x,1,0))

son positivos, alguna de las siguientes vale:

� f(A0
a0
(x,1,0)) = C(x − αy)(x −αy)(x − βy)(x − βy)

� f(Aa0
0
(x,1,0)) = C(x − αy)(x −αy)(x − βy)(x − βy)

donde α,β ∈ C ∖R y α /= β, como se queŕıa probar.

Lema 3.4.5. Bajo las condiciones del lema anteriror, existe A ∈ GL3(R) tal que f(A(x, y, z))
en z = 0 tiene la forma

f(A(x, y,0)) = (x2 + y2)(x2 + uy2)
donde u ∈ R ∖ {0,1}.
Prueba. Por el Lema 3.4.4, existe A0 ∈ GL3(R) tal que f(A0(x, y, z)) en z = 0 tiene la
forma

F (x, y) ∶= f(A0(x, y,0)) = C(x − αy)(x −αy)(x − βy)(x − βy),
donde α,β ∈ C ∖R y α /= β

Existe un cambio lineal de variables B1 ∈ GL2(R) que lleva el factor C(x−αy)(x−αy)
de F (x, y) su forma canónica x2 + y2:

F (B1(x, y)) = (x2 + y2) ⋅ (x − βy)(x − βy).
Por una matriz ortogonal B2, con det(B2) = 1, dejamos invariante el primer factor x2+y2,
y eliminamos el término xy del segundo factor (x − βy)(x − βy):

F (B1B2(x, y)) = (x2 + y2)(cx2 + dy2).
Como c, d > 0 porque F (B1B2(x, y)) es positivo, con

B3 = [ c−1/4 0

0 c−1/4
] ∈ GL2(R)

normalizamos, obteniendo

F (B1B2B3(x, y)) = x2 + y2√
c
(cx2√

c
+ dy2√

c
)

= (x2 + y2)(x2 + dy2
c
)

= (x2 + y2) (x2 + uy2)
donde u /= 0 porque F (B1B2B3(x, y)) es positivo. Supongamos que u = 1, entonces
F (B1B2B3(x, y)) = (x2 + y2)2, es decir, denotando por M−1.F (x, y) = F (M(x, y)),
[(B1B2B3)−1.C(x − αy)(x − αy)] ⋅ [(B1B2B3)−1.(x − βy)(x − βy)] = (x2 + y2)2 (3.11)
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(3.11) es la igualdad de dos factorizaciones en polinomios primos en R[x, y]. Por unicidad,
existen u,w ∈ R con u,w /= 0 tales que

(uC B1B2B3)−1.(x −αy)(x − αy) = x2 + y2,(wB1B2B3)−1.(x − βy)(x − βy) = x2 + y2.
Esto implica

uCw−1 [ 1 0
0 1
] .(x − αy)(x − αy) = (x − βy)(x − βy).

Aśı, uCw−1 = 1, y luego α = β, lo que contradice las hipótesis. Entonces u /= 1.
Por construcción,

A = A0 [B1 0
0 1
] [B2 0

0 1
] [B3 0

0 1
] ∈ GL3(R)

satisface el corolario, lo que concluye la demostración.

Lema 3.4.6. Sea f(x, y, z) una ternaria cuártica (no necesariamente positiva ni irre-
ducible) tal que

f(x, y,0) = (x2 + y2)(x2 + uy2)
donde u ∈ R ∖ {0,1}. Entonces f(x, y, z) es pfaffian.

Prueba. Una matriz M = [aijx + bijy + cijz] tal que det(M) = f(x, y, z)2 es la siguiente

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −x y
0 0 y x
x −y 0 0

−y −x 0 0

0 0 −x uy
0 0 y x
x −y 0 0

−uy −x 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ z

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 c1,8

0 0 c2,3 c2,4 c2,5 0 c2,7 0

0 c3,2 0 c3,4 0 0 c3,7 c3,8

0 c4,2 c4,3 0 0 c4,6 c4,7 0

0 c5,2 0 0 0 0 0 c5,8

0 0 0 c6,4 0 0 0 c6,8

0 c7,2 c7,3 c7,4 0 0 0 c7,8

c8,1 0 c8,3 0 c8,5 c8,6 c8,7 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
donde los ci,j están dados por

c1,8 = 1, c2,3 = −12g − 4i
u − 1 , c2,4 = −4f + 12h

u − 1 , c2,5 = 1

c2,7 = (−1 + 12k − p + (12g − 4i) (−12h + 4fu)(u − 1)2 + (−4f + 12h) (4i − 12gu)(u − 1)2 )u−1

c3,4 = 4n − p (−12h + 4fu)
u − 1 , c3,7 = p

c3,8 = −6l + (4i − 12gu) (12g − 4i)(u − 1)2 , c4,6 = 1

c4,7 = −((−12h + 4fu) (−4f + 12h)u(u − 1)2 − 6ju)u−1, c5,8 = −4i − 12gu
u − 1

c6,8 = −12h + 4fu
u − 1
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c7,8 = −1
u
(−(−12h + 4fu)6ju

u − 1 − 4i − 12gu
u − 1 + (12g − 4i)u

u − 1
− (4i − 12gu) p

u − 1 + (4i − 12gu) (12g − 4i) (−12h + 4fu)(u − 1)3 +
(4i − 12gu) 12k

u − 1 + (4i − 12gu)2 (−4f + 12h)(u − 1)3 +
(−12h + 4fu)2 (−4f + 12h)u

(u − 1)3 + 4um)
Prueba del Teorema 3.4.2. Sea f(x, y, z) una ternaria cuártica positiva irreducible. Por el
Corolario 3.4.5, existe ϕ ∈ GL3(R) tal que f̃(x, y, z) = f(ϕ(x, y, z)) en z = 0 tiene la forma

f̃(x, y,0)) = (x2 + y2)(x2 + uy2)
donde u /= 0,1. Por Lema 3.4.6, existen matrices 8 × 8 anti-simétricas A1,A2,A3 con
entradas en R tales que

det(xA1 + yB1 + zC1) = f̃(x, y, z)2 = f(ϕ (x, y, z))2. (3.12)

Pero queremos una tal representación para f(x, y, z). Entonces volvemos con ϕ−1. En
(3.12), apliquemos el cambio lineal de variables via ϕ−1. En el segundo miembro de (3.12),
claramente nos queda f(ϕϕ−1(x, y, z))2 = f(x, y, z)2. En el primer miembro, con ϕ−1

sucede lo propio. De hecho,

det(xÃ1 + yÃ2 + zÃ3) = f(ϕϕ−1(x, y, z))2 = f(x, y, z)2.
donde

Ã1 = (b11A1 + b21A2 + b31A3);
Ã2 = (b12A1 + b22A2 + b32A3);
Ã3 = (b13A1 + b23A2 + b33A3);

Esto concluye la prueba del Teorema 3.4.2.
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Caṕıtulo 4

Nilsolitones en álgebras

nosingulares

En este caṕıtulo consideramos el problema de la existencia de un producto interno ‘canónico’
para un álgebra nosingular dada. Nuestro enfoque seguirá las ĺıneas de la teoŕıa geométrica
de invariantes real descripta en la Sección 2.2, y resulta que la unicidad (salvo isometŕıa)
de tales productos internos distinguidos dará lugar a nuevos invariantes.

Un álgebra de Lie nilpotente n se dice que es un nilradical Einstein si admite un pro-
ducto interno ⟨⋅, ⋅⟩ tal que Ric⟨⋅,⋅⟩ = cI +D para algún c ∈ R y D ∈ Der(n), donde Ric⟨⋅,⋅⟩
es el operador de Ricci de la métrica Riemanniana invariante a izquierda definida por⟨⋅, ⋅⟩ en el grupo de Lie nilpotente simplemente conexo N con álgebra de Lie n. Tales
métricas se llaman nilsolitones en la literatura y juegan el rol de las métricas más distin-
guidas o canónicas en nilvariedades, ya que en [L01] se prueba que satisfacen las siguientes
propiedades:

� Son solitones de Ricci, es decir, las soluciones del flujo de Ricci que comienzan
en ellas y evolucionan solamente por múltiplos por escalares y por la acción de
difeomorfismos (ver [C+, Caṕıtulo 1]).

� Un grupo dado N puede admitir a lo sumo un nilsoliton salvo isometŕıa y múltiplos
por escalares entre todas sus métricas invariantes a izquierda.

� Los nilradicales Einstein son precisamente las partes nilpotentes de las solvariedades
Einstein.

Sin embargo, los problemas de existencia, estructura y clasificación parecen estar lejos
de ser resueltos satisfactoriamente, si es que es del todo posible (ver el resumen [L09] para
más información).

4.1 Nilsolitones

Recordemos las transformaciones Jµ(Z) ∈ so(n1), Z ∈ n2, definidas al comienzo del primer
Caṕıtulo fijando un producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ en n = n1 ⊕ n2 (con n1 ⊥ n2). Estos mapas
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proporcionan una herramienta adecuada para considerar condiciones de compatibilidad
entre un álgebra µ y un producto interno ⟨⋅, ⋅⟩. Por ejemplo, cuando

Jµ(Z)2 = −∥Z∥2I
para cualquier Z ∈ n2, el álgebra de Lie métrica (n, µ, ⟨⋅, ⋅⟩) es llamada de tipo-H (ver
[K81, BTV95]), y si más en general,

Z ↦ (−detJµ(Z)2)1/m
es una forma cuadrática positiva, entonces el álgebra se dice que es de tipo-H̃ (ver [LT99]).
Equivalentemente, en términos de su forma Pfaffiana, (n, µ, ⟨⋅, ⋅⟩) es tipo-H̃ si y sólo si,
salvo equivalencia proyectiva,

fµ(x1, . . . , xn) = (x21 + ⋅ ⋅ ⋅ + x2n)m/4.
Es natural también considerar la siguiente condición que involucra solamente µ y ⟨⋅, ⋅⟩,
como otra generalización de tipo-H: para cualquier (o alguna) base ortonormal {Zi} de
n2,

∑
i

Jµ(Zi)2 = aI, trJµ(Zi)Jµ(Zj) = bδij , para algunos a, b < 0. (4.1)

En términos de la aplicación momento, esta condición sobre (µ, ⟨⋅, ⋅⟩) es equivalente a tener

m(µ) = (2aI,−bI)
(ver (2.7)), de lo cual resulta fácilmente que la parte (iii) en el Teorema 2.2.1 vale y aśı µ
es un punto cŕıtico de Fm.

De la expresión de unicidad en la parte (iv) de Teorema 2.2.1 obtenemos que dentro de
la clase de isomorfismo GLm×GLn ⋅µ, solamente los elementos en el subconjunto R∗O(n)⋅µ
satisfacen la condición (4.1). Usando que tal condición vale para el par (ϕ ⋅ µ, ⟨⋅, ⋅⟩),
ϕ ∈ GLm × GLn si y sólo si vale para (µ, ⟨ϕ⋅, ϕ⋅⟩), esta propiedad de unicidad se puede
expresar equivalentemente en los siguientes términos:

Dado un álgebra µ ∈ Vn,m, existe a lo sumo un producto interno en n (con n1 ⊥
n2) para el cual vale (4.1), salvo multiplicación por escalares y automorfismos
de µ.

Esto respalda fuertemente la propuesta de estos productos internos como canónicos o
distinguidos para un álgebra dada µ.

También resulta de la teoŕıa de invariantes que si la condición (4.1) vale, entonces
la SLm × SLn-órbita de µ es cerrada en Vn,m. En efecto, la proyección ortogonal de
la aplicación momento m(µ) sobre slm ⊕ sln se anula, y como esto es precisamente la
aplicación momento para la SLm×SLn-acción en Vn,m, tenemos que µ es un vector minimal
y entonces SLm × SLn ⋅ µ es cerrado (ver Sección 2.2). Además, las siguientes condiciones
son equivalentes para un álgebra 2-pasos µ ∈ Vn,m:

� existe un producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ en n tal que la condición (4.1) vale para (µ, ⟨⋅, ⋅⟩) (en
particular, µ ∈ C(Fm));
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� para cualquier producto interno fijo ⟨⋅, ⋅⟩ en n, existe un álgebra isomorfa µ0 ∈ GLm×
GLn ⋅ µ tal que la condición (4.1) vale para (µ0, ⟨⋅, ⋅⟩) (o equivalentemente, µ0 es un
vector minimal para la SLm × SLn-acción);

� la órbita SLm × SLn ⋅ µ es cerrada.

En particular, la existencia para una µ nosingular de un producto interno que satisface
(4.1) proporciona un candidato para la ‘forma normal’ de µ; a saber, el vector minimal µ0
anterior, el cual es único salvo multiplicación por escalares y la acción de O(m) ×O(n).

Desde un punto de vista geométrico, sabemos que µ es un punto cŕıtico de Fm si
y sólo si la métrica Riemanniana invariante a izquierda g determinada por (n, µ, ⟨⋅, ⋅⟩)
en el correspondiente grupo de Lie nilpotente simplemente conexo N es un soliton de
Ricci, es decir, la solución del flujo de Ricci que comienza en g evoluciona solamente por
multiplicaciones escalares y pull-back por difeomorfismos que dependen del tiempo (ver
[L01]). Tales métricas se llaman nilsolitones en la literatura y han sido extensamente
estudiadas en la última década (ver el art́ıculo expositivo [L09] para más información). La
clave de esta interacción es el hecho de que

m(µ) = 4

∥µ∥2 Ric(g), (4.2)

donde m(µ) es la aplicación momento y Ric(g) es el operador de Ricci de (N,g).
Ahora probaremos que la condición (4.1) debe cumplirse en realidad para cualquier

nilsoliton en un álgebra nosingular.

Teorema 4.1.1. Sea µ un álgebra nosingular de tipo (n,m) y tomemos n = n1 ⊕ n2.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) n admite un producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ tal que la condición (4.1) vale para (µ, ⟨⋅, ⋅⟩).
(ii) El álgebra de Lie (n, µ) admite un producto interno nilsoliton (o equivalentemente,

µ ∈ C(Fm) para algún ⟨⋅, ⋅⟩ en n).

(iii) La SLm × SLn-órbita de µ es cerrada en Vn,m.

Observación 4.1.2. Es posible obtener una prueba alternativa de este teorema usando
[N06, Lemma 5] y [N11, Theorem 2].

Prueba. La equivalencia entre las partes (i) y (iii) ha sido observada anteriormente (com-
parar con [L03, Proposition 9.1]), aśı como también el hecho de que la parte (i) implica
(ii). Por lo tanto supongamos que la parte (ii) se cumple y probemos la parte (i). La
nosingularidad de µ implica que

0 ∉ SLm × SLn ⋅ µ, (4.3)

la clausura de la órbita relativa a la topoloǵıa de espacio vectorial. En realidad, si µk ∶=(ψk, ϕk) ⋅ µ → 0, cuando k →∞, con (ψk, ϕk) ∈ SLm × SLn, entonces sus formas Pfaffianas
fµk → 0, las cuales están dadas por fµk = fµ ○ ϕtk ∈ SLn ⋅ fµ para todo k, y entonces esto
contradice Lema 3.2.4, puesto que fµ es positivo.

Si usamos el producto interno nilsoliton en n (con n1 ⊥ n2) para definir la aplicación
momento m, entonces µ ∈ C(Fm) por [L01, Theorem 4.2]. Sea β ∈ glm+n la única matriz
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de la forma β = [ cIm dIn
] tal que trβ = −1 (es decir cm + dn = −1) y β + ∥β∥2I = [ eIm

2eIn
]

para algún e ∈ R (es decir d + c2m + d2n = 2(c + c2m + d2n)).
En lo que sigue, usaremos la notación en [L10, pp. 1869-1870]. Tenemos que µ ∈ Zβ

por el hecho de que β + ∥β∥2I ∈ Der(µ), y como Hβ = SLm × SLn, resulta de (4.3) y [L10,
Proposición 2.14,(i)] que µ pertenece al estrato Sβ. Finalmente, usando [LW11, Teorema
2.3] y [LW11, Proposición 3.4,(ii)], obetenemos de µ ∈ C(Fm) que m(µ) es conjugado a β
(ver (4.2)). Esto implica que la condición (4.1) vale para el par (ϕ ⋅ µ, ⟨⋅, ⋅⟩) para algún
ϕ ∈ O(m)×O(n), y en consecuencia también vale para (µ, ⟨⋅, ⋅⟩), de lo cual resulta la parte
(i).

Fijando un producto interno ⟨⋅, ⋅⟩ en n como en secciones anteriores, deducimos lo
siguiente del Teorema 4.1.1.

Corolario 4.1.3. Si µ es nosingular, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) La nilvariedad (N,g) asociada a (n, µ, ⟨⋅, ⋅⟩) es un nilsoliton.

(ii) La condición (4.1) vale para (n, µ, ⟨⋅, ⋅⟩).
(iii) El operador de Ricci Ric(g) tiene exactamente dos autovalores distintos.

Ejemplo 4.1.4. Los grupos de Lie de tipo-H son todos nilsolitones nosingulares. Por
otra parte, se obtiene que el álgebra 2-pasos nosingular de tipo (3,8) dada en el Ejemplo
2.2.5 es un nilsoliton nosingular que no es de tipo-H.

Definición 4.1.5. Sea {X1,⋯,Xn} una base de un álgebra de Lie nilpotente n, con
coeficientes de estructuras ckij ’s dados por [Xi,Xj] = Σnk=1ckijXk. Entonces la base {Xi} se
dice nice si valen las siguientes condiciones:

� para todo i < j hay a lo sumo un k tal que ckij /= 0,
� si ckij , c

k
i′j′ /= 0 entonces {i, j} = {i′, j′} o {i, j} ∩ {i′, j′} = ∅

Dada un álgebra de Lie también definimos una matriz Y como sigue: Sea {e1,⋯, en}
la base canónica de R

n, es decir ei tiene 1 en el lugar i-ésimo, y 0 en los demás lugares.
Sea F = {(Y )kij = ei + ej − ek ∶ ckij /= 0, i < j}, y m = ♯F . Fijando un orden arbitrario en
F , definamos la matriz Y de orden m × n como aquella cuya fila a-ésima, con 1 ≤ a ≤ m,
es (Y )kij = ei + ej − ek. Denotamos por [1]m un vector m-demensional con todas sus
corodenadas 1.

Teorema 4.1.6. [N11] Un álgebra de Lie nilpotente no abeliana n con una base nice es
un nilradical Einstein si y sólo si existe un vector α ∈ Rm con coordenadas positivas que
satisface Y Y tα = [1]m.

Con el fin de obtener familias continuas expĺıcitas de álgebras nosingulares de tipo(n,m) que admiten una métrica nilsoliton, podemos considerar aquellos µ ∈ Vn,m tales
que cada entrada de Jµ(x1Z1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xnZn) es un múltiplo escalar de algún xi y no hay
ninguna otra repetición de xi’s en una fila (o columna) dada. Esto es equivalente a decir
que {X1, . . . ,Xm,Z1, . . . ,Zn} es una base nice. Si además de la condición de base nice
agregamos que para cada fila (o columna) de Jµ(x1Z1 + ⋅ ⋅ ⋅ + xnZn) tenemos el mismo
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número de entradas no nulas, entonces el álgebra se llama uniforme (ver [D79, Wo91]).
En este caso, es fácil ver que la matriz U = Y Y t del criterio de Nikolayevky (Teorema
4.1.6) tiene todos 3 en las entradas de la diagonal (como siempre) y solamente 1’s fuera
de la diagonal con un número idéntico de 1’s en cada fila (o columna). Resulta entonces
que existe α ∈ Rq solución positiva para Uα = [1] (basta tomar α1 = ⋅ ⋅ ⋅ = αq = a para
un adecuado a > 0), y aśı µ admite un producto interno nilsoliton. Es importante notar
que se obtiene esto independientemente del valor preciso de las constantes de estructura
µkij del álgebra µ, aśı la condición de uniformidad está sólo en términos del conjunto de
ı́ndices con constantes de estructura distintas de cero.

Resuminos este estudio para futura referencia.

Teorema 4.1.7. [D79, Wo91] Toda álgebra uniforme µ ∈ Vn,m admite un producto interno
nilsoliton.

En particular, de acuerdo al Teorema 4.1.1, cualquier álgebra uniforme nosingular
admite un producto interno para el cual la condición (4.1) vale.

4.2 Álgebras nosingulares de tipo (2,m)

El conjunto de clases de isomorfismo en V2,m, es decir, cuando dimn2 = 2, puede ser
parametrizado usando invariantes de penciles. Referimos a [G73, LT99] y sus referencias
para un tratamiento más detallado y algunas pruebas.

A cada conjunto

S = {(α1, k1), . . . , (αr , kr), ǫ1, . . . , ǫs}, αi ∈ C ∪ {∞}, ki, ǫi ∈ N,

le asociamos el álgebra µS ∈ V2,m de tipo (2,m) tal que la matriz de JµS (xZ1 + yZ2) con
respecto a la base fija {X1, . . . ,Xm} está compuesta de bloques asociados a cada uno de
los elementos de S, los cuales están definidos de acuerdo a las siguientes reglas:

(∞, k) ↝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 x

x y⋰ ⋰
x y 0

∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2k × 2k),

(a, k) ↝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 y − ax
y − ax x⋰ ⋰

y − ax x 0

∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2k × 2k),
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(a + ib, k) ↝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −bx y − ax
y − ax bx−bx y − ax 0 x

y − ax bx x 0

⋰ ⋰
−bx y − ax 0 x

y − ax bx x 0 0

∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4k × 4k),

(4.4)

ǫ↝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y 0
x y⋱ ⋱

x y

0 x

∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

((2ǫ + 1) × (2ǫ + 1)).

El bloque derecho superior en la última matriz tiene ǫ + 1 filas y ǫ columnas. Notemos
que

m = ∑
αi∈R∪{∞}

2ki + ∑
αi∈C∖R

4ki + s

∑
i=1
(2ǫi + 1).

Todo µ ∈ V2,m de tipo (2,m) (es decir µ(n1,n1) = n2) es isomorfa a µS para al menos
uno de tales conjuntos S, y dos µS , µS ′ son isomorfas si y sólo si s = s′, {ǫ1, . . . , ǫs} ={ǫ′

1
, . . . , ǫ′s} (contando multiplicidades), r = r′, y existe una transformación de Möbius real

T ∶ C ∪ {∞}Ð→ C ∪ {∞},
Tz ∶= az + b

cz + d, [ a b

c d
] ∈ GL2(R),

tal que {(α′
1
, k′

1
), . . . , (α′r, k′r)} = {(Tα1, k1), . . . , (Tαr, kr)} (contando multiplicidades). Se

ve directamente que la forma Pfaffiana de µS está dada por

fµS(x, y) = x ∑
αi=∞

ki
. ∏
αi∈R
(y −αix)ki . ∏

αi∈C∖R
(y −αix)ki(y − αix)ki ,

de lo cual deducimos que µS es nosingular si y sólo si

S = {(α1, k1), . . . , (αr , kr)}, con α1, . . . , αr ∈ C ∖R.
En este caso, si αi = ai + ibi, entonces

fµS(x, y) =∏
i

((y − aix)2 + b2ix2)ki .
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Ejemplo 4.2.1. Si S = {(i,1), (i,1)} y S ′ = {(i,2)} entonces µS , µS ′ ∈ V2,8 son dos
álgebras nosingulares no-isomorfas con formas Pfaffianas idénticas dada por (x2 + y2)2.
Agregando la familia µSt , St = {(i,1), (ti,1)}, t > 1, de álgebras no-isomorfas dos-a-dos
con formas Pfaffianas fµSt = (x2 + y2)(t2x2 + y2), se obtiene la clasificación de todas las
álgebras de Lie nosingulares de tipo (2,8) (comparar con [LT99, Corolario 4.9,(ii)]). Que
la familia no es isomorfa dos-a-dos resulta usando que la distancia hiperbólica entre i y
ti es estrictamente creciente con t, o alternativamente, de la no equivalencia proyectiva
de sus formas Pfaffianas.

Y. Nikolayevsky ha obtenido una clasificación completa de todas las álgebras de Lie
de tipo (2,m) que admiten un producto interno nilsoliton.

Teorema 4.2.2. [N12] Sea µS un álgebra 2-pasos de tipo (2,m), donde
S = {(α1, k1), . . . , (αr, kr), (a1, j1), . . . , (au, ju), ǫ1, . . . , ǫs},

αi ∈ C ∖R, ai ∈ R ∪ {∞}, ǫi, ki, ji ∈ N,

y supongamos que r > 0 o u ≥ 3. Entonces µS admite un producto interno nilsoliton si y
sólo si

� k1 = ⋅ ⋅ ⋅ = kr = 1 y j1 = ⋅ ⋅ ⋅ = ju = 1, y
� ♯{i ∶ ai = a} < r + 1

2
u, para todo i = 1, . . . , u.

Esto es solamente una parte del teorema de clasificación [N12, Teorema 1], llamado el
caso genérico. Las partes restantes son muy complicadas de describir y no son necesarias
en el caso nosingular.

Corolario 4.2.3. Una µS nosingular, S = {(α1, k1), . . . , (αr, kr)}, admite un producto
interno nilsoliton si y sólo si k1 = ⋅ ⋅ ⋅ = kr = 1.

A continuación, damos una prueba alternativa de este corolario, como una aplicación
del Teorema 4.1.1, la cual es mucho más corta. De acuerdo a dicho teorema, el problema
de cuáles álgebras nosingulares de tipo (2,m) admiten un producto interno nilsoliton se
puede resolver estudiando si sus SLm × SL2-órbitas son cerradas o no.

Lema 4.2.4. Si S = {(α,k)} y S ′ = {(α,1), . . . , (α,1)} (k veces), α ∈ C ∖R, entonces
µS ′ ∈ SL4k × {I2} ⋅ µS ,

donde I2 denota la matriz identidad 2 × 2.
Prueba. Recordemos que la matriz JµS (xZ1+yZ2) que define µS consiste de un solo bloque
4k × 4k en (4.4) para α = a + ib. Si consideramos µt ∶= ϕt ⋅ µS , donde

ϕt ∶= Diag(et, et, e−t, e−t, . . . , et, et, e−t, e−t,1,1) ∈ SL4k × {I2},
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entonces es fácil verificar que el bloque superior derecho de Jµt(xZ1 +yZ2) está dado para
todo t por

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −bx y − ax
y − ax bx−bx y − ax 0 e−2tx

y − ax bx e−2tx 0

⋰ ⋰
−bx y − ax 0 e−2tx

y − ax bx e−2tx 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Esto implica que µt → µS ′, cuando t → ∞, puesto que llegamos al ĺımite después de
permutar un número de k bloques 4 × 4 de la forma (4.4). Por lo tanto, obtenemos que
µS ′ ∈ SL4k × {I2} ⋅ µS , como se queŕıa demostrar.

La prueba anterior se puede modificar fácilmente para llegar al siguiente resultado más
general.

Corolario 4.2.5. µS ′ ∈ SL4k × {I2} ⋅ µS para todo S = {(α1, k1), . . . , (αr, kr)}, αi ∈ C ∖R,
y S ′ = {(α1, j11), . . . , (α1, j1s1), . . . , (αr, jr1), . . . , (αr, jrsr)} tal que

s1

∑
i=1
j1i = k1, . . . ,

sr

∑
i=1
jri = kr.

Prueba. Si ki ≥ 2 para algún i, entonces resulta del Corolario 4.2.5 que la órbita SLm ×
SL2 ⋅ µS no es cerrada, y aśı µS no admite un producto interno nilsoliton por el Teorema
4.1.1.

Rećıprocamente, sea µS ∈ V2,4r un álgebra nosingular con S = {(α1,1), . . . , (αr,1)},
αi ∈ C∖R. De acuerdo al Teorema 4.1.1, es suficiente mostrar que la órbita SL4r ×SL2 ⋅µS
es cerrada en V2,4r. Supongamos que µk ∶= (ψk, ϕk) ⋅ µS → λ ∈ V2,4r, cuando k → ∞, con(ψk, ϕk) ∈ SL4r×SL2. Aśı sus formas Pfaffianas fµk → fλ y están dadas por fµk = fµS ○ϕtk ∈
SL2 ⋅ fµS para todo k, de lo cual resulta que fλ ∈ SL2 ⋅ fµS ya que la SL2-órbita de toda
forma binaria positiva es cerrada (ver Ejemplo 3.2.2).

En particular, λ es también nosingular. Por otra parte, de la equivalencia entre fλ
y fµS se obtiene que λ debe ser isomorfa a un álgebra µS ′ para algún conjunto S ′ de la
forma S ′ = {(α1, k1), . . . , (αr, kr)},
tal que para todo j = 1, . . . , r fijo,

∑
αi=αj

ki = ♯{αi ∶ αi = αj}.
Es fácil ver usando el Corolario 4.2.5 que µS ∈ SL4r × SL2 ⋅ λ, y como λ ∈ SL4r × SL2 ⋅ µS ,
obtenemos que λ ∈ SL4r ×SL2 ⋅µS . Esto implica que SL4r ×SL2 ⋅µS es en realidad cerrada,
como se queŕıa probar.

Resulta de los Corolarios 4.2.5 y 4.2.3 que para cualquier forma binaria positiva dada
f ∈ P2,d, existe una única álgebra nosingular µ ∈ V2,2d (salvo isomorfismo) con forma
Pfaffiana fµ = f que admite un producto interno nilsoliton. Veremos en la siguiente
sección que esto no es cierto para ternarias cuárticas.
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4.3 Álgebras nosingulares de tipo (3, 8)

En vista de los resultados obtenidos en la Sección 4.2, tenemos una idea bastante clara
de las álgebras nosingulares de tipo (2,m), incluyendo de cuales son las que admiten una
métrica nilsoliton. Como es bien sabido que sólo hay un álgebra nosingular de tipo (3,4)
(a saber, el álgebra tipo-H cuaterniónica n = H⊕ ImH), el siguiente tipo para estudiar en
grado de dificultad es (3,8), que es el objetivo de esta sección.

Un primer problema que tenemos que afrontar en tipo (3,8) es que las formas Pfaffianas
son ternarias cuárticas, un tema muy sutil desde muchos puntos de vista. La clasificación
de ternarias cuárticas salvo equivalencia es un problema clásico abierto en teoŕıa de invari-
antes, incluso el anillo de invariantes C[P3,4]SL3(C) no se conoce completamente. Sobre
los números reales, se puede inferir que no hay esperanza de una clasificación expĺıcita de
ternarias cuárticas positivas. De acuerdo al Teorema 3.4.2, hay por lo menos una µ ∈ V +3,8
nosingular con forma Pfaffiana f ∈ P+3,4 dada, aśı que en algún sentido, una clasificación
de álgebras nosingulares de tipo (3,8) también se puede considerar fuera de alcance. Se
puede obtener una indicación contundente de esto del siguiente resultado de existencia
debido a J. Heber (ver [H98, Teorema 6.19]): hay una familia continua 12-paramétrica de
álgebras 2-pasos no-isomorfas dos-a-dos de tipo (3,8) alrededor de la tipo-H, las cuales son
todas nosingulares en un entorno por continuidad. Además, todas admiten una métrica
nilsoliton.

4.3.1 Existencia de nilsolitones

Las siguientes tres proposiciones proporcionan ejemplos expĺıcitos de familias continuas
de álgebras nosingulares que admiten un producto interno nilsoliton con diferentes tipos
de formas Pfaffianas.

Proposición 4.3.1. Sea µt1,t2,t3 ∈ V3,8 un álgebra de Lie definida por

Jµ(xZ1 + yZ2 + zZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 x 0 y 0 z 0

0 0 0 t1x 0 t2y 0 t3z
−x 0 0 0 z 0 −y 0

0 −t1x 0 0 0 z 0 −y
−y 0 −z 0 0 0 x 0

0 −t2y 0 −z 0 0 0 x
−z 0 y 0 −x 0 0 0

0 −t3z 0 y 0 −x 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Entonces µt1,t2,t3 con

t21 + t22 + t23 = 1, 0 < t3 ≤ t2 ≤ t1, t1t2 ≤ 1, t2t3 ≤ 1,

es una familia 2-paramétrica de álgebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos que admiten
nilsolitones con formas Pfaffianas dadas por

fµt1,t2,t3(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)(t1x2 + t2y2 + t3z2).
Prueba. El cálculo de la forma Pfaffiana es sencillo. Para probar que cada µt1,t2,t3 admite
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un producto interno nilsoliton aplicamos el Teorema 4.1.6. Un cálculo directo nos da

U =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 3 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0
1 1 3 0 0 1 1 1 1 0 1 0
1 0 0 3 1 1 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 3 1 0 1 1 1 0 1
0 0 1 1 1 3 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 3 1 1 0 1 0
1 1 1 0 1 0 1 3 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1 1 0 3 1 0 1
0 1 0 1 1 1 0 1 1 3 0 1
1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 3 1
1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Una solución α con todas sus coordenadas positivas que satisface el sistema Uα = [1]m del
Teorema 4.1.6 es

α = ( 1

10
, 1

10
, 1

10
, 1

10
, 1

10
, 1

10
, 1

10
, 1

10
, 1

10
, 1

10
) .

Entonces, por dicho teorema, µt1,t2,t3 admite un producto interno nilsoliton.
Si µt1,t2,t3 y µs1,s2,s3 son isomorfas, entonces fµt1,t2,t3 ≃ fµs1,s2,s3 (ver pág. 14). Por el

Lema 6.5.2, existe c > 0 y una permutación σ ∈ S3 tales que

ti = csσ(i) o ti = c

sσ(i)

para todo i = 1,2,3. Esto implica que t1 = s1, t2 = s2, t3 = s3, por las condiciones requeridas
por la proposición.

Proposición 4.3.2. Sea µt ∈ V3,8 definida por

Jµt(xZ1 + yZ2 + zZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 ax 0 0 y 0 z
0 0 0 bx y 0 −z 0

−ax 0 0 0 0 z y 0

0 −bx 0 0 z 0 0 y
0 −y 0 −z 0 0 0 x
−y 0 −z 0 0 0 x 0

0 z −y 0 0 −x 0 0

−z 0 0 −y −x 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

donde a = −t−
√
t2−4

2
, b = −t+

√
t2−4

2
. Entonces µt con t ≥ 2 es una familia 1-paramétrica de

álgebras nosingulares no-isomorfas dos-a-dos que admiten nilsolitones con formas Pfaffi-
anas dadas por

fµt(x, y, z) = x4 + y4 + z4 + tx2y2.
Prueba. La existencia de un nilsoliton resulta del Teorema 4.1.7, ya que µt es un álgebra
uniforme.

Análogamente a la prueba del lema anterior, si µs y µt son isomorfas, entonces fµs ≃ fµt .
Del Ejemplo 3.3.2 resulta que s = t, lo cual prueba que µs y µt son isomorfas si y sólo si
s = t, es decir, µt es una curva de álgebras no-isomorfas dos-a-dos.

Proposición 4.3.3. Sea µt ∈ V3,8 definida por

Jµ(xZ1 + yZ2 + zZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −t2x 0 y 0 0 αt z

0 0 0 −t2x 0 y z 0

t2x 0 0 0 0 −z y 0

0 t2x 0 0 − z
αt

0 0 y

−y 0 0
z
αt

0 0 x 0

0 −y z 0 0 0 0 x
0 −z −y 0 −x 0 0 0

−αt z 0 0 −y 0 −x 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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donde αt ∶= 2t2

2t2+1−
√
4t2+1 . Entonces µt with t > 1 es una familia 1-paramétrica de álgebras

nosingulares no-isomorfas dos-a-dos que admiten nilsolitones con formas Pfaffianas dadas
por

fµt(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)2 + tx2z2.
Prueba. µt es un álgebra uniforme, entonces, por el Teorema 4.1.7, µt admiten un producto
interno nilsoliton. El hecho de que µt es una curva de álgebras dos-a-dos no-isomorfas,
resulta del Ejemplo 3.1.4.

4.3.2 No-existencia de nilsolitones

Las siguientes dos proposiciones proporcionan ejemplos expĺıcitos de familias continuas de
álgebras nonsingulares de tipo (3,8) las cuales no admiten un producto interno nilsoliton.

Proposición 4.3.4. Sea µt ∈ V3,8 definida por

Jµt(xZ1 + yZ2 + zZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −x −y 0 0 0 −z
0 0 yt −x 0 0 −z 0

x −yt 0 −x 0 −z 0 0

y x x 0 −z 0 0 0

0 0 0 z 0 0 −x −y
0 0 z 0 0 0 y −x
0 z 0 0 x −y 0 −x
z 0 0 0 y x x 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Entonces µt with t > 1 es una familia 1-paramétrica de ´algebras nosingulares no-isomorfas
dos-a-dos con formas Pfaffianas dadas por

fµt(x, y, z) = (x2 + y2 + z2) (x2 + ty2 + z2) ,
las cuales no admiten un producto interno nilsotlión.

Prueba. Por el Teorema 6.5.2, del Apéndice 6.5, µt es una curva de álgebras de Lie dos-a-
dos no-isomorfas, pues t > 1.

Veamos ahora que µt no admite un producto interno nilsoliton. Si consideramos λs ∶=
ϕs ⋅ µt, donde

ϕs ∶= Diag(es, es, e−s, e−s, es, es, e−s, e−s,1,1,1) ∈ SL8 × SL3,

entonces es fácil probar que λs → µ̃t, cuando s→∞, donde µ̃t ∈ V3,8 está definida por

Jµ̃t(xZ1 + yZ2 + xZ3) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −x −y 0 0 0 −z
0 0 yt −x 0 0 −z 0

x −yt 0 0 0 −z 0 0

y x 0 0 −z 0 0 0

0 0 0 z 0 0 −x −y
0 0 z 0 0 0 y −x
0 z 0 0 x −y 0 0

z 0 0 0 y x 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

para todo t. Esto implica que µ̃t ∈ SL8 × SL3 ⋅ µt, y puesto que dimDer(µt) = 26 y
dimDer(µ̃t) = 29 tenemos que µt no es isomorfa a µ̃t. Resulta que SL8 × SL3 ⋅ µt no
es cerrado y aśı µt no admite un nilsoliton por el Teorema 4.1.1.
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Proposición 4.3.5. Sea λt ∈ V3,8 definida por

Jλt(xZ1 + yZ2 + zZ3) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −x −y 0 0 0 −z
0 0 yt −x 0 0 −z 0

x −yt 0 −y 0 −z −y −y
y x y 0 −z 0 −y −y
0 0 0 z 0 0 −x −y
0 0 z 0 0 0 y −x
0 z y y x −y 0 −y
z 0 y y y x y 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Entonces λt with t > 1 es una familia 1-paramétrica de álgebras nosingulares no-isomorfas
dos-a-dos con formas Pfaffianas dadas por

fλt(x, y, z) = (x2 + y2 + z2) (x2 + ty2 + z2) ,
las cuales no admiten un producto interno nilsoliton.

Prueba. Se aplica el Teorema 6.5.2 para ver que µt es una curva. Que µt no admite un
nilsoliton, resulta de la misma forma como en la prueba de la Proposición 4.3.4, incluso
con la misma ϕs and µ̃t, y ahora usamos que dimDer(λt) = 27 para todo t.
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Caṕıtulo 5

Automorfismos de álgebras

nosingulares

En este caṕıtulo, estudiamos automorfismos y derivaciones de las álgebras 2-pasos que son
nosingulares. Nuestra principal contribución aqúı es proporcionar otros ejemplos además
de las álgebras de tipo-H con ciertas propiedades de maximalidad que tienen que ver con
el espacio de derivaciones.

Es fácil ver que el álgebra de Lie de derivaciones de un álgebra 2-pasos µ ∈ Vn,m de
tipo (n,m) se descompone como

Der(µ) = R [ I 0
0 2I

]⊕ [ 0 0∗ 0
]⊕Dergr(µ), (5.1)

donde Dergr(µ) es la subalgebra de derivaciones graduadas dada por

Dergr(µ) ∶= {[B 0
0 A ] ∶ B ∈ slm, A ∈ gln, BtJµ(Z) + Jµ(Z)B = Jµ(AtZ), ∀Z ∈ n2} .

Esta última es el álgebra de Lie del grupo de Lie Aut(µ) dado por

Autgr(µ) ∶= {[ψ 0

0 ϕ ] ∶ ψ ∈ SLm, ϕ ∈ GLn, ψ
tJµ(Z)ψ = Jµ(ϕtZ), ∀Z ∈ n2} .

Dado [ψ ϕ ] ∈ Autgr(µ), resulta que fµ(ϕtZ) = fµ(Z) para todo Z, es decir, ϕt está en el
grupo de automorfismo Aut(fµ) de la forma Pfaffiana fµ.

Teorema 5.0.6. [KT12, Teorema 2.1] Si µ es nonsingular, entonces existe un producto
interno en el centro n2 que es invariante por Autgr(µ).

Supongamos de ahora en más que nuestro producto interno fijo ⟨⋅, ⋅⟩ en n2 es Autgr(µ)-
invariante para toda µ nosingular que consideremos. Definiendo el ideal de Dergr(µ),

Der0(µ) ∶= {[B 0
0 A ] ∈ Dergr(µ) ∶ A = 0} ,

y el correspondiente subgrupo normal de Aut(µ),
Aut0(µ) ∶= {[ ψ 0

0 ϕ ] ∈ Autgr(µ) ∶ ϕ = I} ,
se deduce lo siguiente.
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Corolario 5.0.7. [KT12, Corollary 2.4] Para toda µ nosingular de tipo (n,m),
dimDergr(µ)/Der0(µ) = dimAutgr(µ)/Aut0(µ) ≤ n(n − 1)

2
.

Ejemplo 5.0.8. Es bien sabido que dimDergr(µ)/Der0(µ) = n(n−1)
2

para toda álgebra µ
de tipo-H (ver [Ri82, S96]). En realidad,

[ Jµ(Z) 0

0 RZ
] ∈ Aut(µ), ∀Z ∈ n2, ∥Z∥ = 1,

donde RZ(W ) = 2⟨Z,W ⟩Z −W es la reflexión con respecto al hiperplano {Z}⊥ en el centro
n2.

Surge una cuestión natural: ¿cúales álgebras nosingulares de tipo (n,m) satisfacen
alguna de las siguientes condiciones equivalentes? ¿Estas condiciones valen solamente
para las álgebras de tipo-H?

� dimDergr(µ)/Der0(µ) = n(n−1)
2

.

� Dergr(µ)/Der0(µ) ≃ so(n).
� Para toda A ∈ so(n) existe B ∈ slm tal que [B 0

0 A ] ∈ Der(µ).
� Para todo ϕ ∈ SO(n) existe ψ ∈ SLm tal que [ ψ 0

0 ϕ ] ∈ Aut(µ).
Vale la pena señalar que estas condiciones implican que la forma Pfaffiana está nece-

sariamente dada, salvo multiplicación por escalares, por fµ = (x21+⋅ ⋅ ⋅ +x2n)m/4, ya que esta
es la única forma n-aria m/2-ádica que es SO(n)-invariante.

Ahora mostramos que ya en tipo (2,m), hay ejemplos de álgebras nosingulares que
satisfacen las condiciones de maximalidad anteriores y que no son de tipo-H.

Proposición 5.0.9. Si S = {(i, k1), . . . , (i, kr)}, entonces la correspondiente álgebra
nosingular µS de tipo (2,m) (ver Sección 4.2) satisface que

Dergr(µS)/Der0(µS) ≃ so(2).
Observación 5.0.10. Este resultado ha sido probado independientemente en [KT12,
Theorem 3.5], donde además se obtiene que Dergr(µS)/Der0(µS) = 0 para toda otra
álgebra nosingular de tipo (2,m).
Prueba. Supongamos primero que S = {(i, k)}. Es un cálculo engorroso pero elemental
ver que

[M1

M2

0 1
−1 0

] ∈ Der(µS), (5.2)
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donde M1 y M2 son las (2k × 2k)-matrices definidas por

M1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0
0 0 0 −1

0 2 0−2 0 0
0 4 1 0−4 0 0 1

0 6 ⋱−6 0 ⋱⋱ k − 3 0⋱ 0 k − 3
0 2(k − 1)−2(k − 1) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
y

M2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −(2k − 1) −(k − 2) 0(2k − 1) 0 0 −(k − 2)
0 −(2k − 3) ⋱(2k − 3) 0 ⋱⋱ −3 0⋱ 0 −3

0 −7 −2 0
7 0 0 −2

0 −5 −1 0
5 0 0 −1

0 −3 0 0
3 0 0 0

0 −1
1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Se puede usar la fórmula Jµ(Zi) = [ 0 Ai

−At
i 0
] dada en (4.4) y comprobar que

M t
1A1 +A1M2 = A2, M t

1A2 +A2M2 = −A1.

Finalmente, si S = {(i, k1), . . . , (i, kr)}, entonces podemos definir las derivaciones requeri-
das dadas en bloques como antes, conlcuyendo la prueba.

Observación 5.0.11. Para una prueba alternativa completa de (5.2) ver Apéndice 6.5.

Notemos que un álgebra µS como en la Proposición 5.0.9 es de tipo-H si y sólo si
k1 = ⋅ ⋅ ⋅ = kr = 1.
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Caṕıtulo 6

No-existencia de nilsolitones en

álgebras 2-pasos

6.1 Introducción

En este caṕıtulo, tratamos con la siguiente cuestión:

¿cómo están los nilradicales Einstein y no-Einstein distribuidos entre las álgebras
de Lie 2-pasos nilpotentes?

Estamos interesados principalmente en las álgebras de Lie que son indescomponibles, en
el sentido que no pueden escribirse como suma directa de ideales, ya que se sabe que en
tal caso n = n1 ⊕ n2 es un nilrdical Einstein si y sólo si n1 y n2 lo son (ver [J2], [N11]).

Recordar que un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente n se dice que es de tipo (p, q) si
dimn = p + q y dim[n,n] = p. Resulta que siempre

p ≤Dq ∶= 1

2
q(q − 1).

Hay solamente un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de tipo (Dq, q) y sólo una cantidad
finita de tipo (Dq −1, q) (salvo isomorfismo), y todas son nilradicales Einstein (ver [N11]).
Por otro lado, toda álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de dimensión ≤ 7 es un nilradical
Einstein (ver [W] y [F]). Recientemente, usando la técnica de concatenación y adjunción
de álgebras de Lie, Jablonski probó el siguiente resultado.

Teorema 6.1.1. [J1] Existen álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes indescomponibles de tipo(p, q), las cuales no son nilradicales Einstein, para todo par (p, q) tal que
8 ≤ q, y 2 ≤ p ≤ 5

4
q − 8.

En este caṕıtulo, estudiamos una clase de álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes natural-
mente asociadas a grafos para encontrar nilradicales no-Einstein en los tipos que no son
cubiertos por el teorema anterior. Usamos un criterio basado en la ‘positividad’ de un
grafo dado en [LW11]. Nuestro principal resultado se puede establecer como sigue.
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q

p

p =Dq = 1

2
q2 − 1

2
q

p = 1

2
q2 − 5

2
q + 9p = 5

4
q − 8

Figura 6.1: Bordes inferiores aproximados de las regiones cubiertas por cada teorema

Teorema 6.1.2. Existen álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes indescomponibles de tipo(p, q), las cuales no son nilradicales Einstein, para todo par (p, q) tal que
21 ≤ q y q − 1 ≤ p ≤ 1

2
q2 − 5

2
q + 9.

Como se puede visualizar en la Figura 6.1, esta cota mejora considerablemente la dada
en el Teorema 6.1.1 para q grande, ya que es cuadrática en vez de lineal. La existencia de
nilradicales no-Einstein de tipo (p, q) tales que

1

2
q2 − 5

2
q + 10 ≤ p ≤Dq − 2.

es una pregunta abierta.
Con respecto a la existencia de curvas de álgebras de Lie 2-pasos que no sean nil-

radicales Einstein, obtenemos en Sección 6.5 el siguiente resultado, el cual responde una
pregunta formulada por Payne en [P11].

Teorema 6.1.3. Existen familias continuas no-isomorfas dos-a-dos de álgebras 2-pasos
que no son nilradicales Einstein en toda dimensión ≥ 14 y en dimensión 12. Son todas de
tipo (2, q) para algún q.

6.2 Preliminares

6.2.1 El álgebra de Lie asociada con un grafo

Sea G = (S,E) un grafo (finito, no dirigido), con conjunto de vértices S = {v1, . . . , vq} y
aristas E = {l1, . . . , lp}, lk = vivj para algún i, j. Asociamos a cada G el álgebra de Lie
nG = (Rn, [⋅, ⋅]), n = p + q, con corchete de Lie definido por

[ei, ej] = { eq+k si lk = vivj , i < j ≤ q;
0 en otro caso.

donde {ei}ni=1 es la base estándar de R
n. Frecuentemente identificaremos los vértices del

grafo con los vectores e1, . . . , eq , y las aristas con eq+1, . . . , eq+p. Entonces el corchete entre
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dos vértices vi y vj, i < j, es la arista que los une, y es nulo en otro caso. Para obtener un
corchete de Lie bien definido suponemos además que ningún par de aristas (distintas) une
el mismo par de vértices.

Recordemos de la teoŕıa de grafos que dos aristas lk, lm de un grafo G se llaman
adyacentes si forman un vértice, lo cual se denotará por lk ∼ lm. El grafo lineal L(G)
de G es el grafo cuyo vértices son las aristas de G y donde dos de ellos están unidos si y
sólo si son adyacentes. La matriz de adyacencia Adj (G) de un grafo G con el etiquetado{v1, . . . , vq} para su conjunto de vértices se define como la matriz (simétrica) q × q con 1
en la entrada i, j si vivj es una arista y cero en otro caso.

Proposición 6.2.1. [LW11] nG es un nilradical Einstein si y sólo si existe ν > 0 y pesos
c1, . . . , cp ∈ R para las aristas tales que

3ck + ∑
lm∼lk

cm = ν, ∀k = 1, . . . , p, (6.1)

ck > 0, ∀k = 1, . . . , p, (6.2)

donde la suma es sobre todos las aristas lm que forman un vértice con lk.

Un grafo que satisface las propiedades (1) and (2) se llama positivo. Si consideramos
el grafo lineal L(G) de G, la primera condición anterior se puede escribir en términos de
su matriz de adyacencia AdjL(G) ya que

(3I +AdjL(G))
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
c1
⋮
cp

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
⋮
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Se puede probar que la matriz 3I + AdjL(G) es definida positiva, aśı dado ν > 0 el
sistema anterior siempre tiene una única solución . Y puesto que ν > 0, tenemos que G es
positivo si y sólo si

(3I +AdjL(G))−1
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
⋮
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
tiene todas sus entradas positivas.

6.2.2 Descomposición coherente de un grafo

Sea G = (S,E) un grafo, y definamos para cada α ∈ S,
Ω′(α) = {ω ∈ S ∶ ωα ∈ E} y Ω(α) = Ω′(α) ∪ {α}.

Ahora consideremos la relación de equivalencia ∼ en S definida como sigue:

α ∼ β si y sólo si Ω′(α) ⊆ Ω(β) and Ω′(β) ⊆ Ω(α),
o en otras palabras, dos vértices están relacionados si y sólo si tienen los mismos vecinos.
Sea Λ = Λ(S,E) el conjunto de clases de equivalencia en S con respecto a ∼, para cada
λ ∈ Λ llamamos Sλ ⊆ S a su clase de equivalencia. Los subconjuntos Sλ, λ ∈ Λ, son las
componentes coherentes de (S,E); ellos forman una partición del conjunto S.

Esta descomposición fue considerada en [DM], donde se mencionan también las sigu-
ientes propiedades:

47



� Dado G = (S,E), con Sλ sus componentes coherentes, es fácil ver que si para un
dado λ ∈ Λ existen α,β ∈ Sλ tales que αβ ∈ E, entonces ξη ∈ E para todo ξ, η ∈ Sλ.
Esto implica que una componente coherente es en śı mismo un grafo completo o uno
discreto.

� Para generalizar lo anterior supongamos que, dado λ,µ ∈ Λ existen α ∈ Sλ y β ∈ Sµ,
tales que αβ ∈ E. Entonces es fácil ver que ξη ∈ E para todo ξ ∈ Sλ, η ∈ Sµ. Por lo
tanto, dadas dos componentes coherentes Sλ y Sµ, o bien no son adyacentes, o bien
toda posible arista entre ellas dos está en E. En éste último caso, decimos que Sλ
y Sµ son adjacentes. Definamos un conjunto de pares no-ordenados E de tal forma
que λµ ∈ E si y sólo si las componentes Sλ y Sµ son adyacentes. Llamamos a (Λ,E)
el grafo de coherencia asociado con (S,E).

Estas propiedades nos dan el siguiente resultado útil sobre los pesos de un grafo general.
Llamemos a dos aristas similares si unen el mismo par de componentes coherentes, o están
en la misma componente coherente.

Proposición 6.2.2. [La, Proposición 2.10] Sea G = (S,E) un grafo positivo, con pesos(ci)pi=1 para algún ν > 0 fijo. Si li, lj son aristas similares, entonces ci = cj .
Observación 6.2.3. En un grafo arbitrario, si li, lj son aristas con pesos ci, cj respecti-
vamente, entonces las correspondientes ecuaciones para li, lj coinciden en el sistema (6.1)
por la Proposición 6.2.2. Por lo tanto, para un grafo dado (S,E), el sistema (6.1) se puede
reescribir, obteniéndose un sistema en ∣E ∣ + ∣{λ ∈ Λ0 ∶ ∣Sλ∣ > 1}∣ variables.
6.2.3 Resultados para dos o tres componentes coherentes

En [La, Tabla 1], se da la clasificación de grafos con hasta 3 componentes coherentes de
acuerdo a la positividad. Aqúı repasamos esta clasificación apuntando a una exposisción
auto-contenida, y también porque necesitamos agregar unos pocos casos donde una com-
ponente coherente tiene solamente un vértice.

Representamos un grafo via su grafo de coherencia. Cada ćırculo representa una com-
ponente coherente, siendo negro si la correspondiente componente coherente es una grafo
completo, y blanco si es discreto. La existencia de una arista que une dos ćırculos repre-
senta el hecho de que toda arista que une vértices entre esas componentes coherentes está
presente en el grafo original. Finalmente, el número natural cerca de cada componente
coherente es el número de vértices que contiene dicha componente.

Consideremos el grafo:

bc b
r s

Denotemos S1, S2 las componentes coherentes con r, s vértices, respectivamente. Por la
Proposición 6.2.2, hay sólo dos pesos posibles para las aristas en este caso: a, para las
aristas que unen S1 con S2, y b, para las aristas dentro de S2. Ahora, por la Observación
6.2.3, debemos considerar dos casos: r ≥ 1, s > 1, y r ≥ 1, s = 1.
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Si r ≥ 1, s > 1, el grafo es positivo si y sólo si s ≥ r, by [La, Tabla 1].
Ahora si r ≥ 1 y s = 1, todas las ecuaciones del sistema (6.1) coinciden con la simple

ecuación (2 + r)a = ν, y su solución es a = ν/(2 + r). El grafo es positivo si y sólo si a es
positivo, lo cual es claramente cierto, pues ν > 0.

Resulta que el grafo es positivo si y sólo si s ≥ r ó s = 1.

Ahora consideremos

bc b b

r s t

Llamemos S1, S2, S3 las componentes coherentes con r, s, t vértices, respectivamente. Por
la Proposición 6.2.2, hay sólo cuatro posibles pesos para las aristas en este caso: a, b, para
las aristas que unen S1 con S2, y S2 con S3 respectivamente; y c, d para las aristas dentro
de S2 y S3 respectivamente. Ahora, por la Observación 6.2.3, debemos considerar dos
casos: r ≥ 1, s > 1, y r ≥ 1, s = 1. En total debemos considerar cuatro casos:

(i) r ≥ 1, s > 1, t > 1;
(ii) r ≥ 1, s > 1, t = 1;
(iii) r ≥ 1, s = 1, t > 1;
(iv) r ≥ 1, s = 1, t = 1.

En (i), si r ≥ 1, s > 1, t > 1, el grafo es positivo si y sólo si (s + t)(s − r) > (r − 1)(t − 1),
por [La, Tabla 1].

En los casos (ii) y (iv), es decir t = 1 y s ≥ 1, el grafo es realmente

bc b
r + 1 s

el cual es positivo si y sólo si s = 1, o s ≥ r + 1, es decir s − r > 0.
En (iii), reescribiendo el sistema (6.1), obtenemos

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
r + 2 t 0
r t + 2 t − 1
0 2 2t − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a

b

d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(ν > 0)

Entonces ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a

b

d

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν

2t(2t + r + 1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2(r + t)(1 + t)t
2t + r − rt

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

El grafo es positivo si y sólo si a, b, d > 0, si y sólo si 2t+r−rt > 0, es decir r < 2t
t−1 = 2+ 2

t−1 .
El lado derecho es decreciente. Si t = 2, r = 1,2,3; y si t ≥ 3, r = 1,2. Entonces, 2t+r−rt > 0
si y sólo si (r, t) = (3,2), (1, t), (2, t) con t ≥ 2.

Por lo tanto, de los casos (i)-(iv) resulta que el grafo es positivo si y sólo si vale alguna
de las siguientes:
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Figura 6.2: Grafos de coherencia que intervienen en la prueba del Teorema 6.1.2

� (s + t)(s − r) > (r − 1)(t − 1);
� s = t = 1;
� s = 1 and (r, t) = (3,2), (1, t), (2, t) con t ≥ 2.

6.3 Condiciones suficientes para no-positividad

En esta sección, damos condiciones suficientes para que ciertos grafos con 4 o 5 com-
ponentes coherentes sean no-positivos usando la misma idea que en [La]: considerar su
descomposición coherente y aplicar la Proposición 6.2.1 para reescribir el sistema (6.1),
obteniendo en nuestro caso un sistema más pequeño con tamaño a lo sumo 5 × 5 (ver
Observación 6.2.3).

6.3.1 Cuatro componentes coherentes

Lema 6.3.1. El grafo sobre la izquierda en la Figura 6.3.1 es no-positivo para todo u ≥ 6,
s = 1,2.
Prueba. Por la Propsoción 6.2.2, hay sólo dos pesos posibles para las aristas: a para las
aristas que unen la primera componente coherente con la segunda componente coherente
(de izquierda a derecha); b para las aristas que unen la segunda componente coherente con
la tercera componente coherente; y c para las aristas que unen la tercera componente co-
herente con la cuarta componente coherente. Entonces el sistema (6.1) se puede reescribir
como ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 + s 1 0
1 2 + s u

0 s 2 + u
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a

b

c

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Entonces, ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a

b

c

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν

6 + 3u + 8s + 2su + 2u2
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2(1 + s + u)
2 + 2s − u
3(1 + s)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Supongamos, por el contrario, que el grafo es positivo. En particular, debemos tener que
b > 0, lo cual es una contradicción porque u ≥ 6. Entonces el grafo no es positivo.

Lema 6.3.2. Si alguna de las siguientes vale:
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(i) r ≥ 2, s = t = 2;
(ii) t ≥ 2, s = u = 1,

entonces el grafo del medio en la Figura 6.3.1 no es positivo.

Prueba. Llamemos S1, S2, S3, S4 a las componentes coherentes con r, s, t, u vértices. Por la
Proposición 6.2.2, hay soló seis posibles casos para los pesos de las aristas: a, b, c, d, para
las aristas que unen S1 con S2, S2 con S3, S3 con S4, y S2 con S4 respectivamente; y e, f
para las aristas dentro de S2 y S4 respectivamente.

En (i) debemos considerar los subcasos u > 1 and u = 1.
Sea r ≥ 2, s = t = 2 con u > 1. Reescribiendo el sistema (6.1) obtenemos

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2r 4 0 2u 3 0
0 0 4 4 0 2u−1

3+r 2 0 u 1 0
r 5 u u 1 0
0 2 u+3 2 0 u−1
r 2 2 u+3 1 u−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a
b
c
d
e
f

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
1
1
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Si llamamos A a la matriz del sistema, su solución está dada por

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a
b
c
d
e
f

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν

det(A)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

18+u3+21u+8u2
−18−15u+2ru−3u2+ru2
3(6+2r+5u+ru+u2)

ru2+2ru+3r−3u2−12u−9
(2r−3)u2+(7r−12)u+9(r−1)

3(3+r+4u+ru+u2)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

donde det(A) < 0 para todo r, u (nótese que A no es la matriz del sistema (6.1)). Si
suponemos que el grafo es positivo, debemos tener que e > 0, lo cual es una contradicción
porque si r ≥ 2, entonces ν

det(A)[(2r − 3)u2 + (7r − 12)u + 9(r − 1)] < 0.
Si r ≥ 2, s = t = 2 con u = 1, entonces

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 2 4 2 0
2r 4 0 2 3
3+r 2 0 1 1
r 5 1 1 1
r 2 2 4 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦[
a
b
c
d
e

] = ν ⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1
1
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
donde

[ abc
d
e

] = ν

264 + 18r
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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−3(r−12)
9(r+4)
−6(r−4)
−6(3r−4)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Como antes, si el grafo es positivo, e > 0 (contradicción pues r ≥ 2).
Falta considerar el segundo caso t ≥ 2, s = u = 1. Aqúı

[ r+2 t 0 1
r t t 3
0 1 t+2 1
r t+2 1 1

] [ abc
d
] = ν [ 11

1
1

] ;

[ abc
d
] = ν

det(A)
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

3(1+t)
2t−r+2
2(r+t+1)

t(2−t)+(3−rt)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
donde det(A) > 0 para todo r, t. Si suponemos que el grafo es positivo, entonces d > 0, lo
cual es una contradicción porque, de hecho, d = ν

det(A)[t(2 − t) + (3 − rt)] < 0 (t ≥ 2).
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6.3.2 Cinco componentes coherentes

Lema 6.3.3. Bajo las siguientes condiciones,

(i) r, u ≥ 2
(ii) u = 2, v ≥ 15
(iii) u = 1 and r ≥ 2 ó v ≥ 4,
el grafo de la derecha en la Figura 6.3.1 no es positivo.

Prueba. Llamemos S1, S2, S3, S4, S5 las componentes coherentes con r,2,1, u, v vértices,
respectivamente. Por la Proposición 6.2.2, hay sólo nueve pesos posibles para las aristas
en este caso: a, b, c, d, e, f para las aristas que unen S1 con S2, S2 con S3, S3 con S4, S4
con S5, S2 con S5, y S2 con S4 respectivamente; y g,h, i para las aristas dentro de S2, S4
y S5 respectivamente.

Supongamos que en cada caso el grafo es positivo.

Sea r, u ≥ 2. Reescribamos el sitema (6.1):

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 2u 4 0 0 0 2v−1
2r 2 0 0 2v 2u 3 0 0
0 0 2 2v 0 4 0 2u−1 0

3+r 1 0 0 v u 1 0 0
r 4 u 0 v u 1 0 0
0 2 2+u v 0 2 0 u−1 0
r 1 0 u 3+v u 1 0 v−1
0 0 1 u+v+1 2 2 0 u−1 v−1
r 1 1 v v 3+u 1 u−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a
b
c
d
e
f
g
h
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
1
1
1
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Puesto que el grafo es positivo, en particular, g > 0. Un cálculo directo muestra que

g = ν(u+v+2)
det(A) [u2(2r − 3) + uv(2r − 3) + u(5r − 9) + 3v(2r − 1) + (3r − 6)], lo cual es negativo

pues det(A) < 0 para todo r, u, v, y u2(2r−3)+uv(2r−3)+u(5r−9)+3v(2r−1)+(3r−6) > 0
pues r ≥ 2. En este caso, el grafo no es positivo.

Para el segundo caso, u = 2 y v ≥ 15, usamos la misma entrada de la matriz g ya

calculada. Si u = 2, g = ν(v+4)
det(A) [(10rv − 9v) + (21r − 36)]. Entonces, g ≤ ν(v+4)

det(A) [(10v − 9v) +(21 − 36)] ≤ 0 pues v ≥ 15. Por lo tanto, el grafo no es positivo.

Finalmente, sea u = 1. En este caso

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 2 4 0 0 2v−1
0 2 3 v 0 2 0 0
2r 2 0 0 2v 2 3 0
3+r 1 0 0 v 1 1 0
r 4 1 0 v 1 1 0
0 0 1 2+v 2 2 0 v−1
r 1 1 v v 4 1 0
r 1 0 1 3+v 1 1 v−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a
b
c
d
e
f
g
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ν
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
1
1
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Ya que el grafo es positivo, entonces g es positivo. Aqúı g = 2ν(3+v)
det(A) [(5r − 9) + v(4r − 3)] =

2ν(3+v)
det(A) [(4rv − 3v)+ (5r − 9)], donde det(A) es negativo para todo r, v. Si r ≥ 2, g < 0 pues

(5r − 9) + v(4r − 3) > 0; y si v ≥ 4, g ≤ 2ν(3+v)
det(A) [(4v − 3v) + (5 − 9)] ≤ 0.

En todos los casos llegamos a una contradicción.

6.4 Prueba del Teorema 6.1.2

Sea q ≥ 21 fijo, y consideremos el siguiente grafo de coherencia,
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bc b

b

b

b

1

2

1

2

q − 6

aśı el correspondiente grafo debe ser de la forma

b

b

b

b

b

b

b b

1

3

2

6

5

4

7 q
. . .

G es una grafo como en el de la derecha en la Figura 6.3.1 con r = 1, s = 2, t = 1, u = 2
y v = q − 6. Por el Lema 6.3.3, parte (ii), G no es positivo porque u = 2 y v = q − 6 ≥ 15.
Por la Proposición 6.2.1, ya que G no es positivo, el álgebra de Lie asociada nG no es un
nilradical Einstein.

Consideremos el siguiente conjunto ordenado de ciertas aristas del grafo G:
H ={{4,5},{4,6};
{5,6}, . . . ,{5, q};{6,7}, . . . ,{6, q}; . . . ;{q − 2, q − 1},{q − 2, q};{q − 1, q};
{2,5}, . . . ,{2, q};
{2,3},{1,2}};

Ahora definamos una sucesión de álgebras de Lie 2-pasos nilpotentes por

{ n0 ∶= nG ;
nl ∶= nG(l) , 1 ≤ l ≤ ∣H ∣;

donde G(l) es el grafo que obtenemos borrando las primeras l aristas en H. Si la arista
que está en el l-ésimo lugar en H es {i, j}, definimos G(i, j) ∶= G(l) y n(i, j) ∶= nl.

Probaremos que nl no es un nilradical Einstein para todo l = 1, . . . , ∣H ∣.
Borrando la arista {4,5} en G, obtenemos G(1), el cual es un grafo como el de la

derecha en la Figura 6.3.1 con r = u = 1, v = q − 5. Por el Lema 6.3.3, parte (iii), el álgebra
de Lie asociado n1 a G(1) no es un nilradical Einstein porque u = 1 y v = q − 5 ≥ 16 ≥ 4.
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1 2,3

4

6

5; 7, . . . , q

G(1)

Ahora borrando la arista {4,6} en G(1) obtenemos G(2) el cual es un grafo con 3
componentes coherentes con r = s = 2, t = q−4, como hemos considerado en 6.2.3. Entonces,G(2) no es un grafo positivo porque la condición de positividad (s+ t)(s−r) > (r−1)(t−1)
no se cumple: (s + t)0 = (s + t)(s − r) ≤ (r − 1)(t − 1) = q − 5. Consecuentemente, por la
Proposición 6.2.1, n2 no es un nilradical Einstein.

1,4 2,3 5,6; 7, . . . , q G(2)

Hasta ahora ya hemos obtenido los grafos G(5,6),G(5,7), . . . ,G(5, q − 1),G(5, q).
Si borramos la arista {5,6} en G(2) obtenemos G(5,6), el cual es un grafo con 4

componentes coherentes como el del medio en la Figura 6.3.1 con r = 2 ,s = t = 2 y
u = q − 6. Por el Lema 6.3.2, parte (i), G(5,6) no es positivo porque s = t = 2 y r ≥ 2.
Entonces, por la Proposición 6.2.1, n(5,6) resulta que no es un nilradical Einstein.

1,4 2,3

5,6

7, . . . , q

G(5,6)

Si borramos sucesivamente las aristas (5,7), . . . , (5, j) en G(5,6), con 7 ≤ j ≤ q − 1,
obtenemos G(5, j), que es un grafo con 5 componentes coherentes como el de la derecha
en la Figura 6.3.1 con r = 2, u = q − j y v = j − 5. Para probar que estos grafos no son
positivos aplicamos el Lema 6.3.3. Debemos distinguir dos casos: 7 ≤ j ≤ q − 2 y j = q − 1.

Si j ≤ q − 2, entonces, por la parte (i) del Lema 6.3.3, G(5, j) no es positivo porque
r ≥ 2 y u = q − j ≥ q − (q − 2) = 2. If j = q − 1, por la parte (iii) del Lema 6.3.3, G(5, q − 1)
no es positivo porque u = q − (q − 1) = 1 y r ≥ 2.

Por lo tanto, los grafos G(5,7), . . . ,G(5, q − 1) no son positivos, y entonces las álgebras
de Lie asociadas n(5,7), . . . ,n(5, q − 1) no son nilradicales Einstein, por la Proposición
6.2.1.
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1,4 2,3

5

j + 1, . . . , q
6, . . . , j

G(5, j)
7 ≤ j ≤ q − 1

Borrando la arista {5, q} en G(5, q − 1) obtenemos G(5, q) el cual es un grafo con 3
componentes coherentes con r = 3, s = 2, t = q − 5 (ver 6.2.3), y resulta que es un grafo
no-positivo porque (q − 3)(−1) = (s + t)(s − r) ≤ (r − 1)(t − 1) = 2(q − 6). Entonces, n(5, q)
no es un niradical Einstein (Proposición 6.2.1).

1,4,5 2,3 6,7, . . . , q G(5, q)

Los grafos G(6,7),G(6,8), . . . ,G(6, q − 1),G(6, q) son los siguientes:

1,4,5 2,3

6,7

8, . . . , q

G(6,7)

1,4,5 2,3

6

j + 1, . . . , q
7, . . . , j

G(6, j)
8 ≤ j ≤ q − 1

1,4,5,6 2,3 7, . . . , q G(6, q)

Nótese que la estructuras de los grafos G(5,6), . . . ,G(5, q) es la misma que la de los
grafos G(6,7), . . . ,G(6, q); y G(7,8), . . . ,G(7, q); y aśı sucesivamente hasta G(q − 3, q −
2),G(q − 3, q − 1),G(q − 3, q).
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En general, en los grafos G(i, i + 1),G(i, i + 2), . . . ,G(i, q − 1),G(i, q), con 5 ≤ i ≤ q − 3,
debemos distinguir tres casos: el primer grafo, el último grafo, y los del medio:

� G(i, i+1) es una grafo con 4 componentes coherentes como el del medio en la Figura
6.3.1 con r = i − 2, s = 2, t = 2 y u = q − i − 1; y entonces no es positivo por el Lema
6.3.2, parte (i) (s = t = 2 y r = i − 2 ≥ 3 ≥ 2). Entonces, n(i, i + 1) no es un nilradical
Einstein por la Proposición 6.2.1.

1; 4, . . . , i − 1 2,3

i, i + 1

i + 2, . . . , q
G(i, j)

5 ≤ i ≤ q − 3
j = i + 1

� G(i, j) con i + 2 ≤ j ≤ q − 1 son grafos con 5 componentes coherentes como el de la
derecha en la Figura 6.3.1 con r = i−3, u = q− j y v = j − i, y por el Lema 6.3.3 todos
estos grafos no son positivos; en efecto, si j ≤ q − 2, aplicamos la parte (i) del Lema
6.3.3 puesto que r = i − 3 ≥ 2 y u = q − j ≥ q − (q − 2) = 2; y si j = q − 1, aplicamos la
parte (iii) del Lema 6.3.3 porque u = 1 y r = i − 3 ≥ 2. Entonces, por la Proposición
6.2.1, n(i, j) no es un nilradical Einstein para todo i = 7, . . . , q − 1.

1; 4, . . . , i − 1 2,3

i

j + 1, . . . , q
i + 1, . . . , j

G(i, j)
5 ≤ i ≤ q − 3
i + 2 ≤ j ≤ q − 1

� G(i, q) es un grafo como en 6.2.3 con r = i − 2, s = 2 y t = q − i, el cual no es
positivo pues la condición de positividad (s + t)(s − r) > (r − 1)(t − 1) no se cumple:(s + t)(s − r) = (q − i + 2)(4 − i) ≤ 0 ≤ (i − 3)(q − i − 1) = (r − 1)(t − 1).

1; 4, . . . , i 2,3 i + 1 . . . , q G(i, q)

Los grafos G(q − 2, q − 1),G(q − 2, q) y G(q − 1, q) son:
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1; 4, . . . , q − 3 2,3

q − 2, q − 1

q

G(q − 2, q − 1)

1; 4, . . . , q − 2 2,3 q − 1, q G(q − 2, q)

1; 4, . . . , q 2,3 G(q − 1, q)

G(q−2, q−1) es un grafo con 4 componentes coherentes como el del medio de la Figura
6.3.1 con r = q−5, s = 2, t = 2 y u = q−5, y entonces no es positivo por la parte (i) del Lema
6.3.2 porque s = t = 2 y r = q−5 ≥ 16 ≥ 2; y G(q−2, q) es un grafo como en 6.2.3 con r = q−4,
s = 2 y t = 2 que no es positivo porque (s + t)(s − r) = 4(2 − q) ≤ 0 ≤ q − 5 = (r − 1)(t − 1).
Entonces, las álgebras de Lie asociadas n(q − 2, q − 1) y n(q − 2, q) no son nilradicales
Einstein (Proposición 6.2.1). Análogamente, el álgebra de Lie n(q − 1, q) asociado al grafoG(q−1, q) no es un nilradical Einstein pues G(q−1, q) no es positivo (ver 6.2.3: G(q−1, q) es
un grafo con 2 componentes coherentes con r = q −2 y s = 2, y la condición de positividad,
s ≥ r, no se cumple: s = 2 < 19 ≤ q − 2 = r).

Ahora de G(q−1, q) obtengamos los grafos G(2,5), . . . ,G(2, q). Borrando sucesivamente
las aristas {2,5}, . . . ,{2, j}, tenemos G(2, j), 5 ≤ j ≤ q. Cada G(2, j) es un grafo con 4
componentes coherentes como el del medio en la Figura 6.3.1 con r = j−4, s = 1, t = q−j+2
y u = 1. (Convención: en la figura de abajo {1,4, i + 1, . . . , q} = {1,4} si j = q.) Entonces,
por el Lema 6.3.2, parte (ii), G(2, j) son no-positivos para todo j = 5, . . . , q pues s = u = 1
y t = q − j + 2 ≥ q − q + 2 = 2. Entonces, por la Porposición 6.2.1, n(2, j) no es un nilradical
Einstein para todo j = 5, . . . , q.

5, . . . , j 3

1,4; j + 1, . . . , q

2

G(2, j)
5 ≤ j ≤ q

Si borramos la arista {2,3} de G(2, q) tenemos:
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5, . . . , q 3 1,4 2 G(2,3)

Borrando la arista {1,2} de G(2,3) tenemos:

1; 5, . . . , q 3 4 2 G(1,2)

Los grafos G(2,3) y G(1,2) son como el de la izquierda en la Figura 6.3.1 con s = 1,2
y u = q − 4. Entonces por el Lema 6.3.1, G(2,3) y G(1,2) no son grafos positivos pues
u = q−4 ≥ 6. Por lo tanto, las álgebras de Lie asociadas, n(2,3) y n(1,2), no son nilradicales
Einstein (Proposición 6.2.1).

Recordemos que si un grafo es conexo, entonces el álgebra de Lie asociada es indecom-
posable. Se puede probar que G(1,2) = G(∣H ∣) es conexo. Entonces todos los grafos G(l),
l = 1, . . . , ∣H ∣, también son conexos (porque los obtenemos agregando aristas a G(1,2)).
Por lo tanto, el álgebra de Lie nl es indescomponible para todo l = 0,1, . . . , ∣H ∣.

Además, recordemos que si un grafo conexo G tiene p aristas y q vértices, su álgebra
de Lie 2-pasos nilpotente asociada es de tipo (p, q). El punto de partida fue el grafo G
que tiene p = Dq − 2q + 9 aristas y q vértices, y aśı n0 = nG es un álgebra de Lie de tipo(Dq − 2q + 9, q). Borrando sucesivamente todos los elementos de H obtenemos el último
grafo G(1,2), el cual es un grafo con q vértices y p = q−1 aristas. Entonces n(1,2) = nG(1,2)
es un álgebra de Lie de tipo (q−1, q). Obviamente cada grafo intermedio entre G y G(1,2)
tiene q (fijo) vértices y p aristas, donde q−1 ≤ p ≤Dq −2q+9. Por lo tanto, hemos probado
que para todo (p, q) que satisface 21 ≤ q y q−1 ≤ p ≤Dq −2q+9, eligiendo l =Dq −2q+9−p,
nl es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente de tipo (p, q) indescomponible, y además no es
un nilradical Einstein. Esto concluye la prueba del Teorema 6.1.2.

6.5 Curvas de nilradicales no-Einstein

de tipo (2, q), q = 10, q ≥ 12

En [P11], Payne probó la existencia de una curva de álgebras de Lie nilpotentes N-
graduadas n-dimensionales indescomponibles, que no admiten un producto interno nil-
soliton, en toda dimensión n ≥ 8, formulando la pregunta de que si esto se pod́ıa hacer en
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el caso 2-pasos nilpotente. La respuesta es afirmativa. Usamos la notación de la Sección
4.2.

Proposición 6.5.1. Para todo r ≥ 1, r′ ≥ 3, cada una de los siguientes conjuntos St, t > 1,
proporciona una familia 1-paramétrica µSt de álgebras 2-pasos no-isomorfas dos-a-dos de
tipo (2,m) que no admite ninguna métrica nilsoliton:

� m = 8 + 2r, St = {(it,1), (0,2),
r′³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ(1, 1), . . . , (1,1)}.

� m = 11 + 2r, St = {(it,1), (0,2),
r′³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ(1, 1), . . . , (1,1),1}.

� m = 8 + 4r, St = {(it,2),
r³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ(i,1), . . . , (i,1)}.

� m = 8 + 4r + 5, St = {(it,2),
r³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ(i,1), . . . , (i,1), (0,1),1}.

� m = 8 + 4r + 2, St = {(it,2),
r³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ(i,1), . . . , (i,1), (0,1)}.

� m = 8 + 4r + 3, St = {(it,2),
r³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ(i,1), . . . , (i,1),1}.

Prueba. Para cada uno de los conjuntos St, usaremos el Teorema 4.2.2 para probar que el
álgebra 2-pasos µSt asociada no admite un producto interno nilsoliton. Por ejemplo, en

St = {(it,2),
r³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ(i,1), . . . , (i,1)},

para α1 = it le corresponde k1 = 2 /= 1. Entonces, por el Teorema 4.2.2, µSt no admite un
producto interno nilsoliton.

Siguiendo con el mismo ejemplo, µSs y µSt son isomorfas si y sólo si existe una trasnfor-
mación de Möbius real T tal que

{T (is), T (i)} = {it, i} (s, t > 1)
(ver pág. 34). Las transformaciones de Möbius preservan la distancia hiperbólica, entonces
s = t. En todos los casos, para probar que µSt es curva, podemos aplicar este mismo criterio
sobre St.
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Apéndice A

En el siguiente teorema clasificamos los polinomios (x2 + y2 + z2)(t1x2 + t2y2 + t2z2), para
ti > 0, salvo equivalencia proyectiva. Esto lo usamos en la Sección 4.3 para probar que
ciertas familias de álgebras son realmente curvas de álgebras dos-a-dos no-isomorfas.

Teorema 6.5.2. Sean ti, si > 0 para i = 1,2,3. Entonces

(x2 + y2 + z2)(t1x2 + t2y2 + t2z2) ≃ (x2 + y2 + z2)(s1x2 + s2y2 + s2z2)
si y sólo si existen a > 0 y una permutación σ ∈ S3 tales que

ti = asσ(i) ∀i ó ti = a
sσ(i)

∀i.
Lema 6.5.3.

Si (x2 + y2 + z2)(t1x2 + t2y2 + t2z2) ≃ (x2 + y2 + z2)(s1x2 + s2y2 + s2z2), entonces existe
c ∈ R∗ y g ∈ GL3(R) tales que

cg.(x2 + y2 + z2)(t1x2 + t2y2 + t2z2) = (x2 + y2 + z2)(s1x2 + s2y2 + s2z2)
Evaluando ambos polinomios en (x, y, z) = (1,0,0) resulta que c > 0. Entonces tomando
gc ∶= 4

√
cg nos queda

gc.(x2 + y2 + z2) gc.(t1x2 + t2y2 + t2z2) = (x2 + y2 + z2)(s1x2 + s2y2 + s2z2).
Los polinomios gc.(x2 + y2 + z2), gc.(t1x2 + t2y2 + t2z2) son irreducibles. Entonces como
R[x, y] es un dominio de factorización única, existe a > 0, y dos casos posibles:

Caso 1

gc.(x2 + y2 + z2) = 1

a
(x2 + y2 + z2) (6.3)

gc.(t1x2 + t2y2 + t2z2) = a (s1x2 + s2y2 + s2z2) (6.4)

Caso 2

gc.(x2 + y2 + z2) = 1

a
(s1x2 + s2y2 + s2z2) (6.5)

gc.(t1x2 + t2y2 + t2z2) = a (x2 + y2 + z2) (6.6)

Para tratar ambos casos necesitaremos un lema bien conocido.
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Lema 6.5.4. {g ∈ GL3(R) ∶ g.(x2 + y2 + z2) = x2 + y2 + z2} = O(3).
Caso 1. La ecuación (6.3) implica

√
agc.(x2 + y2 + z2) = x2 + y2 + z2. Por el Lema 6.5.4,√

agc ∈ O(3), o sea, gc g
t
c = 1

a
I. Análogamente, (6.4) implica

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1√
s1

1√
s2

1√
s3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
1√
a
gc [

√
t1 √

t2 √
t3

].(x2 + y2 + z2) = x2 + y2 + z2.
Entonces

gc [ t1 t2
t3
] gtc = a [ s1 s2 s3 ]

Como gtc = 1

a
g−1c , nos queda

gc [ t1 t2
t3
]g−1c = [ a

2s1
a2s2

a2s3

]
Las matrices conjugadas tienen los mismos autovalores, entonces existe una permutación
σ ∈ S3 tal que

ti = a2sσ(i) para todo i = 1,2,3.
Caso 2. Es análogo al anterior. (6.5) y (6.6) implican respectivamente

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1√
s1

1√
s2

1√
s3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
√
agc .(x2 + y2 + z2) = x2 + y2 + z2 (6.7)

1√
a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1√
t1

1√
t2

1√
t3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.(x2 + y2 + z2) = x2 + y2 + z2 (6.8)

De (6.7) resulta

gtc = 1

a
g−1c [ s1 s2 s3 ]

Y de (6.8),

gc [ s1 s2 s3 ] g−1c = aI.
Combinando las dos últimas,

gc [ t1 t2
t3
]g−1c =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a2

s1

a2

s2

a
2

s3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Por lo tanto existe una permutación σ ∈ S3 tal que

ti = a2

sσ(i)
para todo i = 1,2,3.

Se puede probar directamente que las condiciones necesarias son también suficientes.
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Apéndice B

A continuacion veremos una prueba completa de que D, como en el siguiente lema, es una
derivación. Simplemente veremos que D[Xi,Xj] = [DXi,Xj]+ [Xi,DXj] para todo i < j.
Lema 6.5.5. Sea µ el álgebra de Lie (2-pasos nilpotente) de tipo (2,4k) definida por

Jµ(xZ1 + yZ2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−x y

y x−x y 0 x

y x x 0

⋰
−x y 0 x

y −x x 0∗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Entonces existe una derivación de µ de la forma:

D =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M1 0
0 M2

0 1−1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Prueba. µ está dada por los siguientes corchetes no nulos:

[Xi,X4k−i+1] = Z2 i = 1, . . . ,2k
[Xi,X4k−i+3] = Z1 i = 3,4, . . . ,2k
[X2i,X4k−2i+2] = Z1 i = 1, . . . , k

[X2i−1,X4k−2i+1] = −Z1 i = 1, . . . , k
Sean M1 y M2 matrices (2k) × (2k) dadas en bloques como sigue:

M1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0
0 0 0 −1

0 2 0 0
−2 0 0 0

0 4 1 0
−4 0 0 1

0 6 2 0
−6 0 0 2

0 8
−8 0

⋯ ⋯ ⋯
(k−3) 0

0 (k−3)
0 2(k−1)

−2(k−1) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

;
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M2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −(2k−1) −(k−2) 0

(2k−1) 0 0 −(k−2)
0 −(2k−3)

(2k−3) 0
⋯
−3 0
0 −3
0 −7 −2 0
7 0 0 −2

0 −5 −1 0
5 0 0 −1

0 −3 0 0
3 0 0 0

0 −1
1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Llamemos

I = [ 1 0
0 1
] , I0 = [ 0 1

−1 0
] .

M1 está formada por:

� k bloques 2 × 2 en la diagonal principal, que son:

0I0,2I0,4I0,6I0, . . . ,2(k − 1)I0
� k − 1 bloques 2 × 2 sobre la diagonal principal, que son:

−1I,0I,1I,2I, . . . , (k − 3)I
M2 está formada por:

� k bloques 2 × 2 en la diagonal principal, que son:

−(2k − 1)I0, . . . ,−7I0,−5I0,−3I0,−1I0
� k − 1 bloques 2 × 2 sobre la diagonal principal, que son:

−(k − 2)I, . . . ,−2I,−1I,0I
Sea {X1, . . . ,X2k,X2k+1, . . . ,X4k,X4k+1,X4k+2} una base ordenada de µ, dondeX4k+1 =

Z1, X4k+2 = Z2. Probaremos que

D[Xi,Xj] = [DXi,Xj] + [Xi,DXj] para todo 1 ≤ i < j ≤ 4k + 2.
Si Xi,Xj ∈ {Z1,Z2}, la igualdad anterior se cumple. Entonces supongamos que 1 ≤ i < j ≤
4k. Necesitaremos entonces DXj, la j-ésima columna de D, para j = 1, . . . ,4k.

Notemos primero que

DX4k+1 =DZ1 = −Z2, DX4k+2 =DZ2 = Z1.
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Por otro lado, como D está en bloques, debemos considerar j en dos rangos por sepa-
rado: primero, 1 ≤ j ≤ 2k; y segundo, 2k + 1 ≤ j ≤ 4k.

M1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −1 0
0 0 0 −1

0 2 ⋱−2 0 ⋱⋱ i − 3 0⋱ 0 i − 3
0 2(i − 1) ⋱−2(i − 1) 0 ⋱⋱ k − 3 0⋱ 0 k − 3

0 2(k − 1)−2(k − 1) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Sea 1 ≤ j ≤ 2k. Entonces:

DX2i = { 0 i = 1;(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1 i = 2, . . . , k.

DX2i−1 = { 0 i = 1;(i − 3)X(2i−1)−2 − 2(i − 1)X(2i−1)+1 i = 2, . . . , k.
Y cuando 2k + 1 ≤ i ≤ 4k:

DX4k−2(i−1) = { −(i − 1)X4k−2(i−1)−2 − (2i − 1)X4k−2(i−1)−1 i = 1, . . . , k − 1;−(2k − 1)X2k+1 i = k.

DX4k−(2i−1) = { −(i − 1)X4k−(2i−1)−2 + (2i − 1)X4k−(2i−1)+1 i = 1, . . . , k − 1;(2k − 1)X2k+2 i = k.
Verifiquemos la igualdad en los corchetes no-nulos.
Caso [Xj ,X4k−j+1] = Z2 con j = 1, . . . ,2k.
Subcaso j = 2i par, es decir [X2i,X4k−(2i−1)] = Z2 donde i = 1, . . . , k.
Si i = 1,

[DX2,X4k−1] + [X2,DX4k−1] = [0,X4k−1] + [X2,X4k]
= Z1

= DZ2

= D[X2,X2k+1].
Si i = k,
[DX2k,X2k+1] + [X2k,DX2k+1] = [(k − 3)X2k−2 + 2(k − 1)X2k−1,X2k+1]++[X2k, (2k − 1)X2k+2]

= (k − 3)[X2k−2,X2k+1] + 2(k − 1)[X2k−1,X2k+1]+(2k − 1)[X2k ,X2k+2]
= (k − 3) ⋅ 0 + 2(k − 1) ⋅ (−Z1) + (2k − 1) ⋅Z1

= Z1

= DZ2

= D[X2k,X2k+1].
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Si 1 < i < k,[DX2i,X4k−(2i−1)] + [X2i,DX4k−(2i−1)] =
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−(2i−1)]++[X2i,−(i − 1)X4k−(2i−1)−2 + (2i − 1)X4k−(2i−1)+1]
= (i − 3)[X2i−2,X4k−(2i−1)] + 2(i − 1)[X2i−1,X4k−(2i−1)]−−(i − 1)[X2i,X4k−(2i−1)−2] + (2i − 1)[X2i,X4k−(2i−1)+1]
= (i − 3) ⋅ 0 + 2(i − 1) ⋅ (−Z1) − (i − 1) ⋅ 0 + (2i − 1) ⋅Z1

= Z1

= DZ2

= D[X2i,X4k−(2i−1)].
Subcaso j = 2i − 1 impar, es decir [X2i−1,X4k−2(i−1)] = Z2 donde i = 1, . . . , k.
Si i = 1, [DX1,X4k] + [X1,DX4k] = [0,X4k] + [X1,−X4k−1]

= −[X1,X4k−1]
= Z1

= DZ2

= D[X1,X4k].
Si i = k,
[DX2k−1,X2k+2] + [X2k−1,DX2k+2] = [(k − 3)X2k−3 − 2(k − 1)X2k,X2k+2]++[X2k−1,−(2k − 1)X2k+1]

= (k − 3)[X2k−3,X2k+2] − 2(k − 1)[X2k ,X2k+2]−(2k − 1)[X2k−1,X2k+1]
= (k − 3) ⋅ 0 − 2(k − 1) ⋅Z1 − (2k − 1) ⋅ (−Z1)
= Z1

= DZ2

= D[X2k−1,X2k+2].
Si i /= 1, k,[DX2i−1,X4k−2(i−1)] + [X2i−1,DX4k−2(i−1)] =

= [(i − 3)X(2i−1)−2 − 2(i − 1)X2i,X4k−2(i−1)]++[X2i−1,−(i − 1)X4k−2i − (2i − 1)X4k−(2i−1)]
= (i − 3)[X(2i−1)−2 ,X4k−2(i−1)] − 2(i − 1)[X2i,X4k−2(i−1)]+−(i − 1)[X2i−1,X4k−2i] − (2i − 1)[X2i−1,X4k−(2i−1)]
= (i − 3) ⋅ 0 − 2(i − 1) ⋅Z1 − (i − 1) ⋅ 0 − (2i − 1) ⋅ (−Z1)
= Z1

= DZ2

= D[X2i−1,X4k−2(i−1)].
Caso [Xj ,X4k−j+3] = Z1 con j = 3,4, . . . ,2k
Subcaso j = 2i par, es decir [X2i,X4k−[2(i−1)−1]] = Z1 donde i = 2,3, . . . , k.
No hace falta distinguir DX2i cuando i = 1, y DX4k−[2(i−1)−1] cuando i − 1 = k porque

1 < i ≤ k. O sea podemos hacer una sola cuenta:
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[DX2i,X4k−[2(i−1)−1]] + [X2i,DX4k−[2(i−1)−1]] =
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−[2(i−1)−1]]++[X2i,−((i − 1) − 1)X4k−(2(i−1)−1)−2 + (2(i − 1) − 1)X4k−(2(i−1)−1)+1]
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−2i+3]++[X2i,−(i − 2)X4k−(2i−1) + (2i − 3)X4k−2i+4]
= (i − 3)[X2i−2,X4k−2i+3] + 2(i − 1)[X2i−1,X4k−2i+3]+−(i − 2)[X2i,X4k−(2i−1)] + (2i − 3)[X2i,X4k−2i+4]
= (i − 3) ⋅Z2 + 2(i − 1) ⋅ 0 − (i − 2) ⋅Z2 + (2i − 3) ⋅ 0
= −Z2

= DZ1

= D[X2i,X4k−[2(i−1)−1]].
Subcaso j = 2i − 1 impar, es decir [X2i−1,X4k−2[(i−1)−1]] = Z1 donde i = 2,3, . . . , k.

Como en el subcaso anterior, podemos hacer una sola cuenta:

[DX2i−1,X4k−2[(i−1)−1]] + [X2i−1,DX4k−2[(i−1)−1]] =
= [(i − 3)X(2i−1)−2 − 2(i − 1)X(2i−1)+1,X4k−2[(i−1)−1]]++[X2i−1,−((i − 1) − 1)X4k−2((i−1)−1)−2 − (2(i − 1) − 1)X4k−2((i−1)−1)−1]
= [(i − 3)X2i−3 − 2(i − 1)X2i,X4k−2i+4]++[X2i−1,−(i − 2)X4k−2i+2 − (2i − 3)X4k−2i+3]
= (i − 3)[X2i−3,X4k−2i+4] − 2(i − 1)[X2i,X4k−2i+4]+−(i − 2)[X2i−1,X4k−2i+2] − (2i − 3)[X2i−1,X4k−2i+3]
= (i − 3) ⋅Z2 − 2(i − 1) ⋅ 0 − (i − 2) ⋅Z2 − (2i − 3) ⋅ 0
= −Z2

= DZ1

= D[X2i,X4k−2i+4].
Caso [X2i,X4k−2(i−1)] = Z1 con i = 1, . . . , k.
Si i = 1, [DX2,X4k] + [X2,DX4k] = [0,X4k−1] + [X2,−X4k−1]

= −Z2

= DZ1

= D[X2,X4k].
Si i = k,
[DX2k,X2k+2] + [X2k,DX2k+2] = [(k − 3)X2k−2 + 2(k − 1)X2k−1,X2k+2]++[X2k,−(2k − 1)X2k+1]

= (k − 3)[X2k−2,X2k+2] + 2(k − 1)[X2k−1,X2k+2]+(2k − 1)[X2k ,X2k+2]
= (k − 3) ⋅ 0 + 2(k − 1) ⋅Z2 + (2k − 1) ⋅ (−Z2)
= −Z2

= DZ1

= D[X2k,X2k+2].
Si i /= 1, k,
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[DX2i,X4k−2(i−1)] + [X2i,DX4k−2(i−1)] =
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−2(i−1)]++[X2i,−(i − 1)X4k−2(i−1)−2 − (2i − 1)X4k−2(i−1)−1]
= (i − 3)[X2i−2,X4k−2(i−1)] + 2(i − 1)[X2i−1,X4k−2(i−1)]−−(i − 1)[X2i,X4k−2(i−1)−2 − (2i − 1)[X2i,X4k−2(i−1)−1]
= (i − 3) ⋅ 0 + 2(i − 1) ⋅Z2 − (i − 1) ⋅ 0 − (2i − 1) ⋅Z2

= −Z2

= DZ1

= D[X2i,X4k−2(i−1)].
Caso [X2i−1,X4k−2i+1] = −Z1 con i = 1, . . . , k.
Si i = 1,

[DX1,X4k−1] + [X1,DX4k−1] = [0,X4k−1] + [X1,X4k]
= Z2

= D(−Z1)
= D[X1,X4k−1].

Si i = k,

[DX2k−1,X2k+1] + [X2k−1,DX2k+1] = [(k − 3)X2k−3 − 2(k − 1)X2k,X2k+1]++[X2k−1, (2k − 1)X2k+2]
= (k − 3)[X2k−3,X2k+1] − 2(k − 1)[X2k ,X2k+1]+(2k − 1)[X2k−1,X2k+2]
= (k − 3) ⋅ 0 − 2(k − 1) ⋅Z2 + (2k − 1) ⋅Z2

= Z2

= D(−Z1)
= D[X2k−1,X2k+1].

Si i /= 1, k,[DX2i−1,X4k−2i+1] + [X2i−1,DX4k−2i+1] =
= [(i − 3)X(2i−1)−2 − 2(i − 1)X(2i−1)+1,X4k−2i+1]++[X2i−1,−(i − 1)X4k−(2i−1)−2 + (2i − 1)X4k−(2i−1)+1]
= (i − 3)[X(2i−1)−2 ,X4k−2i+1] − 2(i − 1)[X(2i−1)+1,X4k−2i+1]+−(i − 1)[X2i−1,X4k−(2i−1)−2] + (2i − 1)[X2i−1,X4k−(2i−1)+1]
= (i − 3) ⋅ 0 − 2(i − 1) ⋅Z2 − (i − 1) ⋅ 0 + (2i − 1) ⋅Z2

= Z2

= D(−Z1)
= D[X2i−1,X4k−2i+1].

Falta verificar en los corchetes nulos, a saber: ⋆
Caso [X2i−1,X4k−(2i−3)] = 0 donde i = 2, . . . , k. Como i /= 1, i − 1 /= k
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[DX2i−1,X4k−(2i−3)] + [X2i−1,DX4k−(2i−3)] =
= [DX2i−1,X4k−(2i−3)] + [X2i−1,DX4k−[2(i−1)−1]]
= [(i − 3)X(2i−1)−2 − 2(i − 1)X(2i−1)+1,X4k−(2i−3)]++[X2i−1,−((i − 1) − 1)X4k−(2(i−1)−1)−2 + (2(i − 1) − 1)X4k−(2(i−1)−1)+1]
= [(i − 3)X(2i−1)−2 − 2(i − 1)X(2i−1)+1,X4k−(2i−3)]++[X2i−1,−(i − 2)X4k−2i+1 + (2i − 3)X4k−i2+4]
= (i − 3)[X(2i−1)−2,X4k−(2i−3)] − 2(i − 1)[X(2i−1)+1 ,X4k−(2i−3)]+−(i − 2)[X2i−1,X4k−2i+1] + (2i − 3)[X2i−1,X4k−2i+4]
= (i − 3) ⋅ (−Z1) − 2(i − 1) ⋅Z1 − (i − 2) ⋅ (−Z1) + (2i − 3) ⋅Z1

= 0
= D(0)
= D[X2i−1,X4k−(2i−3)].

Caso [X2i,X4k−2(i−2)] = 0 donde i = 2, . . . , k. Como i /= 1, i − 1 /= k
[DX2i,X4k−2(i−2)] + [X2i,DX4k−2((i−1)−1)] =
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−2(i−2)]++[X2i,−((i − 1) − 1)X4k−2((i−1)−1)−2 − (2(i − 1) − 1)X4k−2((i−1)−1)−1]
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−2(i−2)]++[X2i,−(i − 2)X4k−2i+2 − (2i − 3)X4k−2i+3]
= (i − 3)[X2i−2,X4k−2(i−2)] + 2(i − 1)[X2i−1,X4k−2(i−2)]+−(i − 2)[X2i,X4k−2i+2] − (2i − 3)[X2i,X4k−2i+3]
= (i − 3) ⋅Z1 + 2(i − 1) ⋅Z1 − (i − 2) ⋅Z1 − (2i − 3) ⋅Z1

= 0
= D(0)
= D[X2i,X4k−2(i−2)].

Caso [X2i,X4k−2(i−2)] = 0 donde i = 2, . . . , k. Como i /= 1, i − 1 /= k
[DX2i,X4k−2(i−2)] + [X2i,DX4k−2((i−1)−1)] =
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−2(i−2)]++[X2i,−((i − 1) − 1)X4k−2((i−1)−1)−2 − (2(i − 1) − 1)X4k−2((i−1)−1)−1]
= [(i − 3)X2i−2 + 2(i − 1)X2i−1,X4k−2(i−2)]++[X2i,−(i − 2)X4k−2i+2 − (2i − 3)X4k−2i+3]
= (i − 3)[X2i−2,X4k−2(i−2)] + 2(i − 1)[X2i−1,X4k−2(i−2)]+−(i − 2)[X2i,X4k−2i+2] − (2i − 3)[X2i,X4k−2i+3]
= (i − 3) ⋅Z1 + 2(i − 1) ⋅Z1 − (i − 2) ⋅Z1 − (2i − 3) ⋅Z1

= 0
= D(0)
= D[X2i,X4k−2(i−2)].
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