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Resumen

Los métodos de reduccion simpléctica permiten construir nuevas variedades simplécticas
a partir de variedades de este tipo. La reduccion clasica de Marsden y Weinstein es una
herramienta importante para construir nuevas variedades simplécticas y para estudiar
sistemas mecdanicos con simetrias. Sin embargo, en numerosas situaciones esta técnica no
se puede aplicar o no utiliza toda la informacion codificada en las simetrias del sistema.
Para sortear esta dificultad una nueva aplicacion momento fue introducida por Ortega y
Ratiu , dando lugar a la reduccién simpléctica éptima. El objetivo de esta tesis es estudiar
las variedades simplécticas obtenidas a partir de este método y adaptarlo al caso de las
variedades de Kahler e hiperkahler.

Palabras Claves: Reduccién simpléctica, reduccién éptima, variedades simplécticas,
variedades Kahler, variedades hiperkahler.
Mathematics Subject Classification (2010): 53C55, 53C26, 53D20, 17B08



Abstract

Symplectic reduction provides a method to construct a symplectic manifold from -
another manifold of this type. Marsden-Weinstein reduction has been a major tool in the
construction of new symplectic manifolds and in the study of mechanical systems with
symmetry. However, in a large number of situations, this standard approach does not work
or is not efficient enough, in the sense that it does not use all the information encoded
in the symmetry of the system. A new moment map was defined by Ortega and Ratiu
to overcome this problems, which give rise to the Optimal symplectic reduction. The aim
of this thesis is to study the symplectic manifolds obtained from this last reduction and
extend it to Kéahler and hyper-Kahler manifolds.

Keywords: Symplectic reduction, optimal reduction, symplectic manifolds, Kéhler
manifolds, Hyper-Kéahler manifolds.
Mathematics Subject Classification (2010): 53C55, 53C26, 53D20, 17B08
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INTRODUCCION

Durante los tltimos 35 anos, el método de reduccion simpléctica desarrollado por Mars-
den y Weinstein | | ha sido una herramienta importante para construir nuevas varie-
dades simplécticas y para estudiar sistemas mecénicos con simetrias [S1]. Sin embargo,
en numerosas situaciones esta técnica no utiliza toda la informacién codificada en las
simetrias del sistema. Para sortear esta dificultad una nueva aplicacién momento ha si-
do introducida por Ortega y Ratiu en | |. El objetivo de este trabajo es estudiar
las variedades simplécticas obtenidas a partir de este método y adaptarlo al caso de las
variedades de Kéahler.

En [ | se demuestra un teorema de reduccién éptima para el fibrado cotangente
T*G de un grupo de Lie G con una forma simpléctica wy, definida a partir de un dos
cociclo ¥ : g x g — R, donde g es el dlgebra de Lie de G. Esta forma simpléctica se
obtiene sumandole a la forma simpléctica candénica en T*G un término que involucra
a 2, denominado término magnético. Utilizando este resultado, en la primera parte del
trabajo describimos distintas variedades simplécticas obtenidas a partir de (T*G, wy) para
diferentes grupos de Lie G, variando el dos cociclo 3. Ademds obtenemos una expresion
explicita de la estructura simpléctica de los espacios reducidos de (T*G, wy). Dentro de los
distintos ejemplos que se obtienen en particular estudiamos el caso cuando G es un grupo
de Lie 2 pasos nilpotente, por ejemplo el grupo de Heisenberg, y en este caso logramos
dar condiciones para que los espacios reducidos admitan estructura de grupo de Lie.

Adaptando el método de reduccién simpléctica de Marsden y Weinstein | ] al caso
de variedades con estructuras hipersimplécticas o hiperkahlerianas, es posible obtener
teoremas de reduccion [H1], | |. Estos resultados han sido aplicados para obtener
nuevas variedades hipersimplécticas [1D] e hiperkdhlerianas | ]. Hasta el momento, el
método de reduccién éptima sélo se ha generalizado para estructuras de Dirac [J1R]. En este
trabajo mostramos cémo extender la reduccion simpléctica 6ptima al caso de variedades de
Kahler. Para probar este resultado nos inspiramos en la construccién clésica del cociente
Kéhler introducida en | ].

Por 1ltimo, logramos adaptar el método de reduccion éptima al caso de variedades
hiperkéhler, basandonos en la reduccién 6ptima Kéhler que hemos obtenido. Al igual
que en el caso Kéahler, para la construccion del cociente hiperkahler 6ptimo también nos
inspiramos en la construccién del cociente hiperkéhler césico | ].



1. PRELIMINARES

1.1. Estructuras simplécticas, complejas, Kahler e Hiperkahler.

En esta seccién introducimos definiciones y probamos varios resultados. Algunos de
ellos son conocidos y referimos a la bibliografia existente.

Definicién 1.1. Sea M una variedad diferenciable y w una 2-forma en M. Entonces w es
una forma simpléctica si w es cerrada (dw = 0) y no degenerada. Se dice que (M,w) es
una variedad simpléctica.

Si w es simpléctica, entonces dimT,M = dimM tiene que ser par.

Ejemplo 1.1. Sea ) una variedad diferenciable y T*(Q) su fibrado cotangente. Sea mg :
T*Q — Q la proyeccion sobre () y © la uno forma en T*Q) definida por:

Os(vg) := (B, dmgug),
donde f € T*Q y vz € T3(T*Q).
A partir de © definimos la dos forma w en T*Q de la siguiente forma:
(1.1) w = —do.

w resulta ser una 2-forma no degenerada y cerrada, a la cual se denomina forma sim-
pléctica canonica de T*Q. Luego (T*Q,w) es una variedad simpléctica.

Este ejemplo de variedad simpléctica es el que motivo el estudio general de estas estruc-
turas. Tiene interés en si mismo, pues es el marco donde se describe la mecdanica clasica
no relativista con un numero finito de grados de libertad.

Definicién 1.2. Sean (M,w) una variedad simpléctica y f € C*°(M), entonces definimos
el campo vectorial Hamiltoniano asociado a f, que lo notaremos Xy, de la siguiente forma:

(1.2) ix,w = df.

Definicién 1.3. Una estructura compleja en un espacio vectorial real V' es un endomor-
fismo J de V que satisface J* = —id.

Como J induce en V una estructura de espacio vectorial complejo resulta dimg V' par.
Sea M una variedad diferenciable conexa.

Definicién 1.4. Una estructura casi compleja en M es un endomorfismo C* J del fibrado
tangente T M que induce una estructura compleja en T, M Yx € M. En particular dim M
es par. St ademds J satisface la condicion de integrabilidad:

(1.3)  Ny(X,Y):=[JX,JY] = JIX,JY] - JJX,Y] = [X,Y] =0, VX,Y € X(M)

se dice que J es una estructura compleja en M.
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Veamos, a modo de ejemplo, que C" admite una estructura compleja natural. Consid-

eremos en C" el sistema de coordenadas (x1,41,...,%n, Yn), donde para z = (z1,..., 2,)
en C" se tiene z; = x; +1y;, 7 = 1,...,n. Definimos una estructura compleja en C" por
0 0 0 0
(1.4) J|l— ) ==, J|l— | =——, j=1,...,n.
dz; ) Oy, Oy; Iz

El siguiente lema resulta 1til para verificar la condicién de integrabilidad de una es-
tructura compleja J.

Lema 1.1. Si J es una estructura casi compleja en M y X1, ..., X, son campos definidos
en un abierto U de M tales que {X1,, (JX1)p, ..., Xn,,(JXy)p} €s una base de T,M para
todo p € U, entonces Nj|y =0 si y sélo st Nj(X;, X;) =0, Vi < j.

Demostracion. Es facil ver que N;(JX,Y) = —JN,;(X,Y). El lema sigue usando que
Nj es antisimétrico. [

Recordemos que una conexién afin en M es una regla que asigna a cada X € X'(M) un
endomorfismo VX de X(M) que es C*°(M)-lineal y satisface ademas:
(a) V(X +Y)=VX + VY;
(b) V(fX) = JVX + V(f)X.
Dada una conexion afin V en M, podemos hablar de transporte paralelo a lo largo de
curvas. Denotaremos por Hol(V) al grupo de holonomia correspondiente a V, es decir
Hol(V) es el subgrupo de GL(T,M) formado por los desplazamientos paralelos a lo largo
de lazos en p € M (un lazo es una curva cerrada regular a trozos). No haremos referen-
cia al punto p porque todos los grupos construidos de esta forma son conjugados entre
si cuando M es conexa.

Recordemos que la torsion y la curvatura de la conexién afin V son los siguientes campos
tensoriales:

tor(V)(X,Y) =VxY - VyX — [X,Y] VX,Y € X(M)
RY(X,Y)=[Vx,Vy] = Vixy] VXY € X(M).

Diremos que V es libre de torsién cada vez que tor(V) = 0. Si V es libre de torsién
y ademds RV = 0 se dice que V es plana. Una conexién afin V se puede extender de
manera natural a una derivacién del dlgebra de campos tensoriales en M ([IXN], Vol II).
Por ejemplo, si J es un tensor de tipo (1, 1), obtenemos la siguiente expresién para V.J:

VIJ(X,Y)=Vy(JX)— J(VyX) X, Y € X(M).
Es frecuente escribir (VyJ)X en lugar de VJ(X,Y).
El siguiente teorema da una definicion alternativa de estructura compleja en términos
de conexiones afines.

Teorema 1.2. ([KKN, Vol II]) Una estructura casi compleja J en M es compleja si y solo
si M admite una conexion afin V libre de torsion tal que VJ = 0.
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Recordemos que una variedad compleja M es una variedad real de dimension par 2n
que admite un cubrimiento por sistemas de coordenadas tal que las funciones de transicion
@i 0@ (U NU;) — ¢i(U; NU;) son holomorfas en R*™ = C". Entonces se puede
probar ( ver [N, Vol II]) que transfiriendo la estructura compleja canénica (1.4) de C"
a M por medio de dichas funciones coordenadas, uno obtiene una estructura compleja
J globalmente definida. El famoso teorema de Newlander y Nirenberg [NN], demuestra
que la reciproca es valida: si J es una estructura compleja en M, entonces existe un
cubrimiento de M por sistemas de coordenadas con funciones de transicion holomorfas
tal que J se obtiene de la forma anteriormente descripta. En particular M resulta variedad
compleja.

Teorema 1.3 (Newlander-Nirenberg [NN]). M es una variedad compleja si y solo si M
admite una estructura compleja J.

Recordemos que si (M, J) es (casi) compleja, una métrica riemanniana en M se dice
(casi) hermitica si J es ortogonal. Si M es paracompacta, (M, .J) siempre admite una

métrica (casi) hermitica ([[XN], Vol. II).
Dada (M, J,(,)) casi hermitica podemos definir la siguiente 2-forma en M:
(1.5) w(X,Y)=(JX,Y) VXY eX(M),

que satisface w(JX,JY) = w(X,Y). A w se la denomina 2-forma de Kéhler. Con esta
notacion, si V denota la conexién de Levi-Civita asociada a (,) y d denota la derivacién
exterior, en [I[XN, VolL.II, Propos. 4.2] se prueba:

Proposicién 1.4. Si (M, J,(,)) es casi hermitica entonces
A(Vx )Y, Z) = —6dw(X,JY,JZ) 4+ 6dw(X,Y,Z) + (N;(Y, Z), JX)
para todo X,Y,7Z € X(M).

Podemos probar el siguiente resultado (notar que la equivalencia entre (a) y (c¢) aparece

en [N, Vol. I1)):

Teorema 1.5. Dada (M, J,(,)) casi hermitica, sea V la conexion de Levi-Civita. Son
equivalentes:

(a) VJ =0y

(b) Vw =0;

(¢) dw =0y J es integrable.

Demostracion. Probaremos primero que (a) y (b) son equivalentes. Para eso escribimos:

(Vxw)(Y, Z) = X (w(Y, Z)) — w(VxY, Z) — w(Y, Vx Z)
= X(JY, Z) — (JVxY, Z) — (JY,VxZ)
=(VxJY,Z)+(JY,VxZ) - (JVxY,Z) — (JY,VxZ)
(VY — JVAY.Z) = (Vad)Y. 2)
para todo XY, Z € X (M), de donde se deduce que VJ =0 < Vw = 0.
(¢) = (a) es trivial por la Proposicién 1.4.
Para probar (a) = (c¢) recordemos que

3dw(X,Y, Z) = X(w(Y,Z2)) + Y (w(Z,X)) + Z(w(X,Y))



11
—w([X,Y],Z) —w([Y, Z],X) —w([Z, X],Y).
Como VJ = 0 entonces, por lo que acabamos de ver, Vw = 0, por lo tanto
Xw(Y, Z) = w(VyY, Z) +w(Y,VxZ)
Yw(Z,X)=w(VyZ,X)+w(Z,VyX)
Zw(X,Y)=w(VzX,Y)+w(X,VzY)
y usando que tor(V) = 0 y que w es antisimétrica resulta 3dw(X,Y,Z) = 0VX,Y,Z €
X (M), es decir dw = 0. O

Definicién 1.5. i (,) satisface alguna de las condiciones equivalentes del Teorema 1.5
se dice que (,) es una métrica kihleriana y que (M, J,{,)) es una variedad de Kdhler.

Observacion 1.1. Dada (M, J, (,)) una variedad de Kéhler podemos definir como en la
ecuacién (1.5) la 2-forma w:
W(X,Y) = (JX,Y)
Observemos que w resulta no degenerada, sea p € M
w(X,Y)=0 VYeT,M & (JX,Y)=0 VYeT M & JX=0< X=0

Ademds, como M es una variedad Kéhler, entonces satisface la condicién (c) del Teorema
1.5, luego w resulta cerrada y no degenerada, por lo tanto w es simpléctica. Entonces se
puede afirmar que toda variedad de Kahler es una variedad simpléctica. La reciproca no
es valida, existen variedades simplécticas que no son Kahler, veamos un ejemplo de este
caso:

Ejemplo 1.2. El primer ejemplo de variedad simpléctica no Kahler fue descripto por
Thurston en [T] y consiste en una nilvariedad. Recordemos la definicion de nilvariedad:

Definicion 1.6. Una nilvariedad (ver [M]) es un cociente G /I de un grupo de Lie nilpotente
simplemente conexo G por un reticulo I' (es decir, I es un subgrupo discreto cocompacto).

El ejemplo de Thurston es la la nilvariedad S* x Hs /Ty, donde

Hs; = ta,b,c e R

S O =
S = Q
— 0

es el grupo de Heisenberg de dimension 3 y I'y es el subgrupo de matrices en Hs con
coeficientes enteros.

Este ejemplo se puede generalizar de la siguiente forma: para cada k € N se define el
siguiente reticulo I'y, en Hj:

1 a c/k
I, = 01 b ]:abcelkZ
00 1

I' Ty siysdlo si i divide a j.
» H3/T'y es un cubrimiento de Hs /Ty para todo k > 1.
o Ty/[Tk, Tr] 2722 & Zy.
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Las nilvariedades S* x Hs /Ty, tienen grupo fundamental 72 & Zy,, en particular, son no
homeomortfas. Todas son simplécticas no Kdhler.

Definicién 1.7. Una estructura hipercompleja en un espacio vectorial real V' es una
familia de estructuras complejas {I,J, K'} que satisfacen

J=—Jl=K
JK = —KJ=1
(1.6) KI=—IK =]

P=7r=K=1JK =—id
{I,J,K} da a'V estructura de H-mddulo y resulta dim V =0 (mod 4).
Definicién 1.8. Una estructura casi hipercompleja en M es una familia {I,J, K} de
endomorfismos del fibrado tangente TM tal que {I,J, K} define una estructura hiper-
compleja en T,M Yx € M. En particular dim M =0 (mod 4). Si ademds I,J y K son

integrables, es decir, Ny = 0, Ny =0 y Ng = 0, donde N es el tensor definido en la
ecuacion (1.3), se dice que la estructura {I,J, K} es hipercompleja.

Definicién 1.9. Dada {1, J, K} (casi) hipercompleja, una métrica riemanniana en M se
dice (casi) hiperhermitica si I,J y K son ortogonales.

Definicién 1.10. Dada (M, (,), I, J, K) hiperhermitica, se dice que (,) es hiperkdhleriana
si las variedades (M, I, (,)), (M, J,(,)) y (M, K, (,)) son Kdhler. Se dice que (M, {,),I,J, K)

es una variedad hiperkdhler.
La siguiente proposicion es otra forma de definir variedades hiperkahler:

Proposicién 1.6 ([B]). Una variedad Riemanniana (M, ,)) es hiperkihler si y sélo si
existen I y J estructuras complejas en M tales que

1. la métrica (,) es kihleriana con respecto a ambas estructuras, I y J,

2. las dos estructuras complejas anticonmutan: IJ = —J1.

Se define K := IJ, que es una estructura compleja con respecto a la cual (,) es una
métrica kahleriana también. Ademas I, J y K operan como los cuaterniones (ver (1.6)).
Luego, el espacio tangente a M en un punto se convierte en un H-moédulo, donde H son
los cuaterniones, y entonces la dimensiéon real de M es 4n, con n un nimero entero.

Notar que una variedad hiperkahler es en particular una variedad simpléctica de tres
formas distintas, o sea, considerando la 2-forma de Kéahler asociada a cada estructura
compleja I, J, K:

(1.7) wi(X,Y) = (IX,Y),
(1.8) wi(X,Y) = (JX,Y),
(1.9) we(X,Y) = (KX,Y).
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En realidad (al + bJ + cK, {,)) es una estructura Kéhler en M si a® + b* + ¢ = 1, en-
tonces una variedad hiperkahler admite una esfera de dimensién 2 de estructuras Kahler.

Existe otra forma de caracterizar las variedades hiperkéhler, teniendo en cuenta las
variedades simplécticas complejas. Veamos la definicion de estas tltimas:

Definicién 1.11. Dada (M, I) una variedad compleja, se llama estructura simpléctica
compleja en M a una 2-forma en M a valores complejos que es cerrada, holomorfa y no
degenerada en cada punto de M.

Entonces tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.7 ([B]). Sea (M, (,),1,J, K) una variedad hiperkéihler . Entonces la 2-
forma compleja

(1.10) w(X,Y) =w;(X,Y) 4+ iwg(X,Y)

es cerrada, no degenarada y holomorfa con respecto a I. Entonces w es una estructura
simpléctica compleja en (M, 1)

Entonces toda variedad hiperkédhler es de una forma muy precisa (una vez que se eli-
gié una estructura compleja I) una variedad simpléctica compleja. En el caso compacto
la reciproca de la Proposicién 1.7 vale (ver [Bea]).

Otro resultado muy 1til para probar que una variedad es hiperkahler es el siguiente:

Proposicién 1.8 ([H]). Sea (M, {(,),1,J, K) una variedad casi hiperhermitica tal que las
formas de Kahler asociadas a I, J y K: wy,w; ywg son cerradas. Entonces I,J y K son
integrables y por lo tanto (M, (,),1,J, K) es una variedad hiperkdhler.

1.2. Estructura de Poisson.

Definicién 1.12. Sea M una variedad diferenciable de dimension finita, una estructura
de Poisson C* sobre M es una operacion R-bilineal, antisimétrica

{,;}: C®(M)x C®*(M) — C>(M)
(f.9) — {f.9}

sobre el espacio de funciones C®(M) que verifica la identidad de Jacobi

(1.11) {{f.9}, 0} +{{g.h}, f1 + {{n. f}. g} =0
y la identidad de Leibniz

(1.12) {f.gh}y ={f.gth+9{f.n}, Vf.g,heC=(M).
{-,-} se llama corchete de Poisson y (M,{-,-}) variedad de Poisson.

Observacion 1.2. Un algebra de Lie A es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, con una

operaciéon K-bilineal [,]: A x A —— A llamada corchete de Lie, que verifica las siguientes
propiedades:
i) es antisimétrica [z,y] = —[y,z] Vz,y € A,

ii) satisface la identidad de Jacobi [[z,y], z] + [y, 2], z| + [[z, =], y] = 0.
Se puede observar que C*° (M) con {-, -}, es un dlgebra de Lie, cuyo corchete de Lie ademds
satisface la identidad de Leibniz.
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En particular las variedades simplécticas son variedades de Poisson. Si (M,w) es una
variedad simpéctica se puede definir el siguiente corchete de Poisson en C*(M):

(1.13) {f 9} = w(Xy, Xy)

donde Xy, X, son los campos Hamiltonianos asociados a las funciones f,g € C>(M),
respectivamente (ver definicién 1.2).

Del isomorfismo natural que existe entre las derivaciones de C*°(M) y los campos vec-

toriales diferenciables en M (ver [Ma, pag. 73]), tenemos que toda funcién h € C>*(M)
induce un unico campo vectorial en M
(1.14) Xn={",h}

llamado campo vectorial Hamiltoniano asociado a la funcién h. En particular, cuando M
es una variedad simpléctica esta definicion es equivalente a la Definicién 1.2.

1.2.1.  Foliacion Simpléctica.

Sea B € A*(T*M) definido por

(1.15) B(2)(az, B:) = {f. g}(2),

donde df(z) = a € TyM y dg(z) = f € TyM. B es un 2-tensor antisimétrico y con-
travariante, al cual llamamos tensor de Poisson de M. La aplicacién Bf : T*M — TM
que se asocia naturalmente a B estd definida por

(1.16) B.(az, 8:) = {a., BY(B.)).

Observacidn 1.3. Si f € C>(M) entonces B*(df) = X, pues
B(df)(g) = (dg. B¥(df)) = B.(as, 8.) = {f. g}(2) = X;(9).

Llamamoas a D := B*(T*M) C TM distribucién caracteristica asociada a M.
De la observacién y Ti M = span{df, : f € C*(M) y supp(f) es compacto}, tenemos
que

(1.17) D = span{X; : f € C*(M) y supp(f) es compacto}.

Como vimos antes, toda variedad simpléctica es variedad de Poisson con el corchete
de Poisson definido en (1.13), la reciproca de esta afirmacién estd dada por el siguiente
teorema:

Teorema 1.9 (Foliacién simpléctica [\W]). Sea (M, {-,-}) una variedad de Poisson y D
la distribucion caracteristica asociada. D es una distribucion generalizada diferenciable
e integrable, y sus subvariedades integrales maximales forman una foliacion de M, de-
scomponiendo a M en subvariedades iniciales £, las cuales resultan ser simplécticas con

la unica forma simpléctica tal que i : £ — M es aplicacion de Poisson, o sea £ es
subvariedad de Poisson de (M, {-,-}).

Las subvariedades integrales de la distribucion caracteristica se llaman hojas simplécti-
cas de (M, {-,-}).

Ver en la seccién (1.4) la definicién y propiedades de las distibruciones generalizadas.
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1.2.2.  Estructura de Lie-Poisson. [OR2]
Dada g un algebra de Lie, se puede definir en g* el siguiente corchete de Poisson

19 (k== (2 peeex@) ey

donde el elemento E g esta definido por (v, 5 > = df,v, para todo v € g*.

{+, -}« se llama j:corchete de Lie-Poisson.
Si h € C>(g*), teniendo en cuenta la ecuacién (1.14) el campo vectorial Hamiltoniano
asociado a h con respecto al *corchete de Lie-Poisson estda dado por la expresion

(1.19) Xn(p) = $ad>§7h,u, Leg,
i
donde ad* es la representacién coadjunta de g.

1.2.3.  Estructura afin de Lie-Poisson. [OR2]
Dada g un élgebra de Lie y ¥ € Z?(g,R) un 2-cociclo de g la extensién central de g por
Y es gy = gDy R con el corchete de Lie definido por:

(€, 8), (n, 1)) := ([&, ], =%(E,m)),

donde £,m € gy s,t € R. Se puede identificar g3, con g* @ R como espacio vectorial en
forma candnica pensando a (i, a) en g% de la siguiente forma:

(1.20) ((wya), (&1)) = (. &) +at
donde i € g*, £ € gy t,a € R. Entonces el £corchete de Lie Poisson en g3, esta dado por:

{f,h}i(u,a)_i<(u, 0), {5(&? Sh D

1, a

am ([ (5 iii) @)
(o ([505] = (5:50)))

- 57 oh 57 oh
=+ a5 == (o)
donde f,h € C=(g%).

Luego teniendo en cuenta la ecuacién (1.14), el campo vectorial Hamiloniano asociado a
h esta dado por

5h
(1.22) Xi(p,a) = ($ad A== (5 ) ,O) :
w
Observemos que si para cada a € R definimos el siguiente corchete en g* @ {a}:

a . of oh 5f 6h
(o)) = + <M, {@, @} > Fay (@, @> |

entonces g* @ {a} resulta ser una subvariedad de Poisson de g§. En particular, nos intere-
sard el caso a = 1, al cual llamaremos corche de Lie-Poisson afin.
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Luego, el espacio con estructura Lie-Poisson affn determinado por el 2-cociclo ¥ € Z%(g, R)
esta definido por el espacio vectorial g* junto con el corchete de Poisson

(1.23) {f 9}i(n) ==+ <u, [% ﬁ—ﬂ > 2 (% g_Z)

donde f,g € C>*(g*) y p € g*. El corchete (1.23) también es llamado +X-estructura de
Lie-Poisson.

Dada h : g* — R el campo Hamiltoniano asociado a h con respecto al corchete { -, - }3
esta dado por

b * 5B *
(1.24) Xy () = Fadyp £ X ik 1eg

1.3. Reduccién Simpléctica clasica (Marsden-Weinstein).

En esta seccién daremos los conceptos basicos para poder enunciar el teorema de re-
duccion simpléctica clésica. Este tipo de reduccion fue generalizada al caso de variedades
Kéhler, hiperkéhler [ ]. Una de las desventajas que presenta el método, es que no
siempre se puede aplicar, depende de la existencia de una determinada aplicacién momen-
to.

Definicién 1.13. Una accion a izquierda de un grupo de Lie G en una variedad difer-
enciable M es una aplicacion:

op: GXxM — M
(g;m) +— d(g,m) = dg(m) =g-m

tal que

» ole,m)=m Ym € M,

w ¢(g,p(h,m)) = ¢(gh, m) Yg,h € G,Ym € M.
Para todo g € G la aplicacion ¢4 = ¢(g,-) : M — M es un difeomorfismo de M con
INVErsa Pg-1.
Andlogamente se puede definir accion a derecha.
Diremos que la accion es:

s C* 0 suave si ¢ es C™,

» libre si todos los grupos de isotropia son triviales, i.e. Gy, = {e} Ym € M,

» propia si la aplicacion ® : G x M — M x M definida por ®(g, m) = (m, (g, m))
es propia, o equivalentenmente si para cualquier par de sucesiones {my,} y {gn-mn}
convergentes en M, existe {g,, } subsucesion convergente en G.

Definicién 1.14. Sea (M,w) una variedad simpléctica, G un grupo de Lie tal que

o: GXxM — M
(g.m) = é(g,m) = dg(m)
es una accion C*. Se dice que ¢ es una accion simpléctica o candnica si Vg € G ¢,
es un simplectomorfismo, i.e.

(1.25) Prw =w Vg € G.
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Definicion 1.15. Sea M una variedad diferenciable, G un grupo de Lie y ¢ : GXx M — M
una accion, llamamos campo infinitesimal asociado a X € g al campo vectorial X, €
X (M) definido por:
d
Xu(m) :== —|i=0@eaptx (m).

dt

Definicién 1.16. Sean (M,w) una variedad simpléctica, G un grupo de Lie, g el dlgebra
de Lie de G y ¢ : G Xx M — M wuna accion simpléctica. Decimos que

w:M— g

es la aplicacion momento estandar asociada a ¢ si satisface:

1. para todo X € g, Xy es el campo vectorial Hamiltoniano asociado a la funcion ™ :
dp™ = ix,,w,

donde i~ : M — R estd definida por u*(p) := (u(p), X) (u~ es la componente
de p a lo largo de X );

2. u es equivariante con respecto a la accion ¢ de G en M y la accion coadjunta de G
en g*:
pody = Adyop Vg € G.

Observacion 1.4. Dada (M, w) variedad simpléctica y G grupo de Lie, ¢ : G x M — M
accion simpléctica no siempre admite una aplicacion momento estandar, y en el caso
de que si admita, ésta puede no ser tnica. Se puede probar que si G' es semisimple la
aplicacién momento estandar siempre existe y es tnica (ver [C],[OR2]).

Teorema 1.10 (Reduccién simpléctica clasica (Marsden-Weinstein) [MW]). Sea (M, w)
una variedad simpléctica conexa, G un grupo de Lie, ¢ : G x M — M accion simpléctica,
libre y propia; y sea p: M — g* la aplicacion momento estandar asociada a ¢. Entonces,
el espacio de drbitas Myeq := u=1(0)//G es una variedad simpléctica con forma simpléctica
Wreq determinada por:

T Wyeg = 1w

donde i : p1(0) = M ym : u1(0) = u1(0)//G denotan la inclusién y proyeccién
respectivamente.
(Myed, wrea) s€ llama espacio simpléctico reducido.

Observacion 1.5. El espacio reducido obtenido tiene dimensién igual a la de M menos 2
veces la dimension de G.

Este método de reducciéon no sélo se aplica a 0 € g*. Bajo las mismas hipotesis del
teorema anterior, si tomamos £ € g*, £ € Jmy, y consideramos G¢ el grupo de isotropia
en ¢ de la accién coadjunta de G en g*; entonces el cociente p~'(£)//Ge resulta una
variedad simpléctica.
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1.4. Distribuciones Generalizadas.

En esta seccién daremos la definicién y algunos resultados sobre distribuciones genera-
lizadas ([S1],[S2] y [53]). Este tipo de distribuciones es la herramienta central para poder
desarrollar el método de reduccién éptima. Ademads, los conceptos que enunciaremos a
continuacion seran de mucha utilidad cuando mostremos como adaptar el método de re-
duccion éptima simpléctica al caso de variedades hiperkahler.

Definicién 1.17. Sea M una variedad diferenciable, una distribucion generalizada
D en M es un subconjunto del fibrado tangente T M, tal que para todo m € M la fibra
D,,=DNT,M es un subespacio vectorial de T,, M.

Observacion 1.6. La dimension de D,, no es necesariamente la misma para todo m € M.

Se llama rango de la distribucion D en m € M a la dimension de D,,.

Una seccion diferenciable de D es un campo vectorial diferenciable X definidio en
un entorno abierto U de M, tal que X,, € D,, para todo m € U.

Una distribucion generalizada D es diferenciable si para todo m € M y v € D,,,
existe una seccion diferenciable X, definida en un entorno U de m, tal que X,, = v.

Una subvariedad conexa N de M se llama subvariedad integral de D si

dv,(T.M) C D, Vzé€ N;
y se dice que N es subvariedad integral de dimension mdxima en el punto z € N si
di,(T,M) = D,.

Una distribucion generalizada D es completamente integrable si para todo m € M
existe una subvariedad integral de dimension madxima en todo punto que pasa por m.

Una distribucion generalizada D es involutiva si es invariante por los flujos (locales)
asociados a las secciones diferenciables de D. Es decir, si X € x(U) es una seccion
diferenciable de D y ¢ es su flujo local, entonces

(dt)s Dy = Dy, (wy paratodo x € U.

Observacion 1.7. Esta definicion de distribucién involutiva es més general que la definicién
tradicional donde se dice que D es involutiva si dados X,Y € x(M) secciones diferen-
ciables de D, [X, Y] es seccién diferenciable de D. Las dos definiciones son equivalentes
cuando D es una distribucion de rango constante.

Teorema 1.11. (Generalizacion del Teorema de Frobenius). Una distribucion generaliza-
da D en una variedad difereciable M es completamente integrable si y solo si es involutiva.

Teorema 1.12. Sea D una distribucion generalizada diferenciable y completamente in-
tegrable en M ; entonces para todo m € M existe una unica subvariedad integral S de
D que contiene a m y es mdximal en el siguiente sentido: es de dimension mdxima en
todo punto y ademds cualquier otra subvariedad integral N de D de dimension mdxima
en todo punto y que contiene a S, es igual a S. Las subvariedades integrales mazrimales
de D forman una particion de M, que se llama foliacion generalizada de M definida por

D.
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2. REDUCCION OPTIMA SIMPLECTICA

El método de reduccién éptima ha sido introducido por Ortega y Ratiu en | |. Este

método es similar al de Marsden-Weinstein, pero la principal diferencia entre ambos radi-
ca en la forma de definir la aplicacién momento; en el caso de Marsden-Weinstein, como
ya hemos visto, esto no siempre es posible, mientras que en la reduccion 6ptima, indepen-
dientemente de como sea la variedad y sobre todo el grupo que actia sobre ella, siempre
puede ser definida.
Toda la construccién del método de reduccién éptima simpléctica se puede hacer en un
contexto mas general, para las variedades de Poisson. Recordemos que las variedades sim-
plécticas son un caso particular de estas ultimas; pero por el momento, como nuestro
propdsito es adaptar el método de reduccién éptima para poder aplicarlo a variedades
Kahler, sélo nos focalizaremos en la reduccién éptima simpléctica.

2.1. Generalidades.

Sea (M,w) una variedad simpléctica, G un grupo de Lie y
p: GXxM — M
(g:;m) = g-m=d4(m)
una accion canonica, es decir, ¢ actia por difeomorfismos que preservan la estructura
simpléctica de M.
Sea
e:={X;/f €C®U)° con U C M abierto G — invariante}

donde X es el campo hamiltoniano con funcién hamiltoniana f, i.e. tx,w = df.

Definimos la distribucién caracteristica £ como la distribucién generalizada suave
sobre M generada por €, esto es

(2.1) E = span{X;|f € C®(U)%,con U C M abierto G — invariante}
E resulta ser una distribucion generalizada diferenciable e integrable en el sentido de
Stefan-Sussman ([S1],[52],[53]).
Cuando la accién es propia se prueba en | ] que
(2.2) E = span{X;/f € C*(M)“}.

Sea M/E el espacio de hojas de la foliacién generalizada de M inducida por E (el
espacio de todas las subvariedades integrales maximales de E); se define la aplicacién
momento 6ptimo como la proyeccién canénica de M sobre dicho espacio

(2.3) J: M — MJE.

El espacio de hojas M/ E se llama espacio momento, y lo consideraremos como un espacio
topoldgico con la topologia cociente.

Observacion 2.1. La aplicacién momento 6ptimo J siempre estd definida.
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Observacion 2.2. Los conjuntos de nivel de J son preservados por el flujo de los campos
Hamiltonianos asociados a funciones G-invariantes, es mas, los conjuntos de nivel de J
son las subvariedades mas pequenas que son preservadas por los campos Hamiltonianos;
ademas J es universal con respecto a esta propiedad.

En el caso de la aplicacion momento estandar, tenfamos que resultaba equivariante con
respecto a la accion ¢ y la accion coadjunta de G en g*. En este contexto podemos definir
la siguiente accién

V: GxM/E — M/E
(9:p) — Wy(p) == T (ge(m))

donde p = J(m) para algin m € M.
U resulta ser una accién continua de G en M/E y J es equivariante con respecto a ¢ y W

(2.5) Vg0 J(m) =Wy(T(m)) =Vy(p) = T(¢g(m)) = T © ¢g(m)
Pero al no ser W C*® y en general M/FE no resultar Hausdorff, no se puede garantizar que
los subgrupos de isotropia G,, p € M/E, sean cerrados, y por lo tanto embeddings de

G. Sin embargo, existe una tnica estructura diferenciable en G, para la cual resulta ser
subgrupo de Lie inicial de G con algebra de Lie g,:

g, ={¢ € gl &u(m) € T,,T (), para todom € T~ (p)}.

Luego, considerando a G, con dicha estructura diferenciable la accién
¢ G, x T (p) — T H(p)
¢*(g,2) = ¢y, )

(2.4)

resulta C™.
Para poder enunciar el teorema de reduccién 6ptima simpléctica consideremos el sub-
grupo de isotropia G, en p de la accién ¥ definida en(2.4); es decir:

G, ={g9 € G| Yy(p) = p}
= {g € G| T(¢4(m)) = p para todom € T~ (p)}

2.6
29) {0 € G| Tg-m) = ppara todom € T~ (p))
={g€G|g-m e pparatodom e T (p)}
Teorema 2.1 (Reduccién éptima simpléctica). [OR1] Sea (M,w) una variedad sim-

pléctica, G un grupo de Lie, ¢ : G x M — M wuna accion candnica y propia. Sea
J : M — M/FE la aplicacion momento asociada a ¢. Entonces para todo p € M/E
cuyo subgrupo de isotropia G, actia propiamente en J(p), M, := T *(p)/G, es una
variedad stmpléctica reqular con forma simpléctica w, definida por

MWy = LW
donde v T~H(p) — M es la inclusion y 7, : T (p) — T (p)/G, es la proyeccion.

(M,,w,) se llama espacio reducido éptimo, y resulta ser una variedad diferenciable
regular (ver Definicién 4.5).

Observacion 2.3. Este teorema también se puede enunciar para una variedad de Poisson
M [O], y obtener una variedad simpléctica M,, pero por el momento, a fines practicos
solamente nos va a interesar trabajar con variedades simplécticas.
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A pesar de que para el método de reduccién 6ptima siempre se puede definir la apli-
cacion momento 6ptimo, generalmente calcular dicha aplicacion y caracterizar los espacios
reducidos no es una tarea sencilla. Sin embargo en el caso particular cuando la variedad
diferenciable es el fibrado cotangente magnético de un grupo de Lie se pueden caracterizar
los espacios reducidos 6ptimos obtenidos a partir de estas variedades | ].

2.2. Fibrado cotangente magnético de un grupo de Lie.

En esta seccién comenzaremos dando algunas definiciones bésicas relacionadas a la co-
homologia de édlgebras de Lie ( ver [I{]), para luego poder intruducir el concepto de fibrado
cotangente magnético de un grupo de Lie, y por ultimo poder presentar los resultados
existentes y obtenidos sobre la caracterizacion de los espacios reducidos de dichos fibrados.

Definicién 2.1. Sea g un dlgebra de Lie, llamamos 2-cociclo del dlgebra de Lie g a una
aplicacion bilineal y antisimétrica Y : g X g — R que satisface la identidad

(2.7) X(1& s 1) + 3 ({0, 1], &) + X[, €], m) = 0

Derivada exterior en A*(g)
Definimos

~

(2.8) dw(éo, &1, &) = D (“1)"w((&. &) Cor - &ir o 5o k),

0<i<j<k

donde w € A¥(g) y el stmbolo &, significa que se quita el elemento &,.

Luego, si ¥ : g x g — R es un 2-cociclo del dlgebra de Lie g, entonces ¥ € A%*(g) y
satisface

(2.9) dX(&,m, 1) == S([€,n], 1) +X([n, 1], &) + X([p, €], m) = 0.

Definicién 2.2. Dado ¥ 2-cociclo de g, llamamos a gx := g ®x R la extension central de
g determinada por el cociclo 3. gs, es un dlgebra de Lie y su corchete de Lie estd definido
por

(2.10) (&, 5), (n,8)] := ([€, ], =3(&,m))

Llamamos Gy, al grupo de Lie conexo y simplemente conexo con dlgebra de Lie gx. Y
denotamos por g : gs — @ a la proyeccion y g : Gs, — G al unico homomorfismo de
grupos de Lie cuya derivada es wq y tal que

TG O €XPgy, = EXPg O Ty.

Definicién 2.3. Sea G un grupo de Lie, V un espacio vectorial, p : G — GL(V') rep-
resentacion de G en V. Un uno-cociclo del grupo G valuado en V es una aplicacion
o : G — V que satisface la identidad de cociclo

(2.11) a(gh) = o(g) + p(g)a(h).

En particular si tomamos g = h = e entonces o(e) = 0.
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Proposicién 2.2 ([OR3]). Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, ¥ un 2-cociclo del
algebra de Lie g, y gs, la extension central de g determinada por . Entonces existe s :
Gy — g* uno-cociclo C* del grupo Gy, tal que para todo g, h € Gy, (£, 8) € gs, (v,a) € g&
se tiene:

1)1 Ady(&,5) = (Adrg(9)€s s+ (1n(9),€))-
ii): Ad;_\(v,a) = (Ad; -1V +aps(g), a).

iii): ps(gh) = ps(h) + Ad; -1 ps(g)-

En la proposicién hemos identificado g& con g* @ R usando {((v, a), (§,s)) = (v, &) + as.

Llamaremos a puy el uno-cociclo a valores en g* asociado a .

Corolario 2.3 ([OR3)]). La aplicacion = : Gy, X g* — g* definida por:

-1

—_

:<g 77/) = Adjrc(g)—ly—i_/JJE(g) g€ GZ? Ve g*a

es una accion. = se llama accion afin de Gy, en g*.

Definicién 2.4. Sea G un grupo de Lie de dimension finita con dlgebra de Lie g, T*G su
fibrado cotangente y m : T*G — G la proyeccion sobre la base. Dado Y un 2-cociclo de g,
sea By, € Q2(G)¢ una 2-forma en G invariante a izquierda, tal que By, = ¥, definimos

L *
Wy 1= Wegn — T Bz,

donde Weqapn €5 la forma simpléctica canonica que se define para el fibrado cotangente de
una variedad diferenciable, ver el Ejemplo (1.1). De la condicion de cociclo de ¥ se deduce
que By, es cerrada y por lo tanto ws, resulta una forma simpléctica.

Luego, (T*G,ws) es una variedad simpléctica, llamada fibrado cotangente magnético.

Si consideramos el levantamiento al cotangente de la accion de G en GG dada por trasla-
ciones a izquierda, debido a la invariancia de By, tenemos una acciéon canonica, i.e. que
preserva la estructura simpléctica, ¢ : G x T*G — T*G de G en (T*G,wy). Si omiti-
mos el término magnético, o sea, consideramos T*G con la forma simpléctica candnica, la
accion ¢ admite una aplicacion momento estandar equivariante con respecto a la accién
coadjunta y ¢. En este caso, es un resultado conocido que los espacios reducidos obtenidos
por el método de Marsden-Weinstein asociados a la accién ¢ son naturalmente simplec-
tomorfos a las orbitas coadjuntas de G en g*. En cambio, cuando se introduce el término
magnético, y se considera (T*G,wy) la accién ¢ no admite en general una aplicacién mo-
mento estandar, pero si es posible aplicar la reducciéon éptima simpléctica y caracterizar
los espacios reducidos obtenidos. En este 1ltimo caso dichos espacios reducidos resultan
simplectomorfos a érbitas de la accién afin de Gy en g*.

Para simplificar las cuentas de aqui en adelante identificamos T*G con G x g* via

A TG — G x g

(2.12) ag > (g,(dly)lay)

donde o, € T)G.
Utilizando la identificacién (2.12) se obtienen las siguientes expresiones para la accién ¢,
los campos infinitesimales asociados a dicha accién y la forma simpléctica wy:



23
(2.13) on((g, 1)) = h-(g,p) = (hg,p)  paratodoh,g € G, pu € g".
(2.14) Eaxgr(gp) = (dly)e(Ad,~1€,0) paratodo & € g.

(2.15) ws(g) (((dly)e€, @), ((dlg)en, B)) = (B, €) — (. n) + (u, [§,1]) — X(E,m).

Entonces ahora teniendo en cuenta la identificacién (2.12) del fibrado cotangente mag-
nético de un grupo de Lie, considerando ¢ : G x T*G — T*G como el levantamiento al
cotangente de la accién de G en G dada por traslaciones a izquierda, y la accién afin =
definida en el Corolario (2.3), podemos enunciar el teorema que caracteriza los espacios
obtenidos al aplicar la reduccion 6ptima a fibrados cotangentes magnéticos de grupos de
Lie.

Teorema 2.4 (| ]). Los espacios reducidos dptimos de la accion ¢ de G en (G X g*,ws)
son simplectomorfos a las orbitas de la accion afin = de Gy en g* dotadas de la forma
simpléctica que las hace hojas simplécticas de (g*,{.,.}>).

Observacion 2.4. Cuando el término magnético es 0 tenemos que Gy, = G x R (suponer
G conexo) y la érbitas de la accién afin son simplectomorfas a las érbitas coadjuntas de
G. Por lo tanto, este teorema muestra que la reducciéon 6ptima generaliza el conocido
resultado que dice : al aplicar el método de reducciéon de Marsden-Weinstein a la accion
levantamiento al cotangente (munido con su forma simpléctica candnica) de la accién
multiplicacion a izquierda de un grupo de Lie G, los espacios reducidos obtenidos son
simplectomorfos a las 6rbitas coadjuntas de G en g* (ver [AM], [OR2]).

A partir de este teorema pudimos calcular en forma explicita la expresion de la forma
simpléctica de los espacios reducidos del fibrado cotangente de un grupo de Lie.

Proposicién 2.5. La estructura simpléctica del espacio reducido OSE = Z(Gyx, p), 1 €

*

g%, esta definida por:
(Du((fa a)g*(lj), (777 b)g* (V)) - _<V> [67 77]) + 2(57 77)7

donde (£, a)g-, (1, b)g= son los campos vectoriales infinitesimales generados por (&, a), (n,b) €
gx, con §7T] €9, a’ab eER yve E<G27:u)

Demostracion. Del Teoerma 2.4 sabemos que la estructura simpléctica de los epacios re-
ducidos (’)EE = Z(Gy, ) ,con u € g*, es la que los hace hojas simplécticas de (g*, {.,.}=).
Es decir, la tnica estructura simpléctica que hace que la inclusion ¢ : OEE — g* sea una
aplicacion de Poisson. Llamemos @ a dicha estructura simpléctica.

Luego, @ define una estructura Poisson en (’)EE

(2.16) {f.9}(v) =@, (X;(v), X,(v))  f,g€C®(O;®), ve O Cyg".

Para que ¢ : OEE — g* resulte una aplicacién de Poisson es necesario que se cumpla la
siguiente igualdad:

(2.17) {"f, 09 W) = c{f, g} (v)
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donde f,g € C®(g*) y v € O C g*.
Desarrollemos el miembro de la derecha de la ecuacion (2.17)

{0y w) = ({f, 9} 0 )(v)
(2.18) ={/, 9}§(V)

=~ sy ) = (o )

De (2.16) y (2.18) tenemos que se cumple (2.17) si

(2.19) 5 (X for (1), Xyou (1)) = — <y, [% %] > > <% %) .

donde Xy, y X0, son los campos Hamiltonianos asociados a las funciones f o, hot €

COO(OEE) con respecto al —> corchete de Lie-Poisson, que por lo visto cuando definimos
las £¥ estructuras de Lie-Poisson se pueden expresar de la siguiente forma:

of
Xio(V) =ads;v—2 | =—,. eg’.
saulv) = a 2 (51/ ) Ve
La ecuacién (2.19) ya nos da la forma explicita de la forma simpéctica de los espacios

reducidos =(Gy, 1), pero observemos que los campos infinitesimales generados por la
accion = se pueden expresar de la siguiente forma

(2.20) (&, a)g(p) = adgp —3(¢,.)  (§,a) € g, pe g
Luego tenemos la siguiente expresion para w
(221) CDV((S? a)g*(’/)a (777 b)g* (V)) - _<V7 [67 77]) + 2(57 77)
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3. APLICACIONES A GRUPOS DE LIE

En esta seccién describiremos las variedades simplécticas obtenidas al aplicar el Teorema
2.4 para distintos grupos de Lie GG, y variando el 2-cociclo ¥. Primero comenzamos traba-
jando con el grupo de Lie de Heisenberg, y grupos nilpotentes construidos a partir de éste,
luego desarrollamos ejemplos con grupos de Lie solubles, no nilpotentes. Las elecciones
de los 2-cociclos no fueron arbitrarias, principalmente se tuvo en cuenta que el cociclo
no fuera trivial, y ademas en algunos casos consideramos que la holonomia Hamiltoniana
(ver definicién en | ]) no fuera nula, ni cerrada; dado que en [OR3] se prueba que
una accion simpléctica admite aplicacion momento estandar si y sélo si su holonomia
Hamiltoniana es nula, y uno de los principales propésitos del método de reducciéon 6ptima
es aplicarlo cuando no es posible aplicar la reduccion simpléctica de Marsden-Weinstein
enunciada en el Teorema 1.10. Por ultimo la condiciéon de que la holonomia Hamiltoniana
no sea cerrada, nos garantiza que el espacio reducido no coincida con el obtenido al aplicar
reduccién simpléctica utilizando una aplicacién momento a valores en el cilindro (esta es
otra generalizacién del método de reduccién de Marsden-Weinstein, ver [O1R3]).

3.1. Grupos de Lie nilpotentes.

Vamos a trabajar con grupos de Lie nilpotentes construidos a partir del grupo de Lie
real de Heisenberg de dimension 3, recordemos su definicién.

Llamamos algebra de Lie real de Heisenberg de dimension 3 al subélgebra de Lie h3 de
gl(3,R) definida por

0 vy =z
b3 = 00 2z ||zyzeR
0 00
Se puede ver que b3 esta generada por
0 01 010 0 00
ee=10 0 0 es=1| 0 0 O es=1| 0 0 1
0 00 000 000
y el corchete de Lie esta definido por
(3.1) [ea, €3] = ey, [e1,e2] = [e1,e3] =0

Observacion 3.1. b3 es 2-pasos nilpotente.

El grupo de Lie de Heisenberg de dimension 3 es el tnico grupo de Lie conexo y
simplemente conexo que tiene algebra de Lie b3, lo denotamos Hs.
Se puede ver que H3 queda caracterizado de la siguiente forma:
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1 b
(3.2) Hy={| 01 la,b,ceR
0 0

— 0 9

donde la operaciéon de grupo es la multiplicacién de matrices:

1 b a 1 0 d 1 b+ a+d + b
(3.3) 01 ¢ 01 < |=(0 1 c+c
0 0 1 0 0 1 0 0 1

y el inverso de un elemento del grupo esta dado por

-1

1 b a 1 =b —a+bc
(3.4) 01 ¢ =10 1 —c
0 0 1 0 O 1

Veamos cuales son los 2-cociclos no triviales de h3 que podemos considerar para aplicar
la reduccién éptima al fibrado cotangente magnético de hs. Para esto, calulemos el segundo
grupo de la cohomologia de algebras de Lie de bs.

Consideramos la base {e1, ez, e3} de b3, con el corchete de Lie (3.1), y {e',€?, 3} su base
dual. Denotaremos €12 a et Ae2 A ... A e,
Tenemos:

del = —e* Ned = —e?3

de’? = de® =0
luego Im d = ({e**}). Calculemos ahora Ker d
de'? = de' Ne? — e Nde? =0
de® =de' Ne® — e Nde? =0

de® =de’ Ned — e Nde? =0

Kerd= ({e'? ' e*}). Entonces

(3.5) H?*(h3,R) = Ker d/Im d = ({[e"?],[e"*]})

donde [] denota la clase de equivalencia del cociclo correspondiente. Observemos que e

es equivalente al cociclo trivial, i.e. [e*] = [0].



27
9.1.1. G=H, ¥ =e

0 10
Sea G = Hs, y tomemos el 2-cociclo ¥ =e2=| -1 0 0
0 0 O
Consideremos la variedad simpléctica (T*G,ws) y ¢ : GXT*G — T*G el levantamien-
to de la accion por traslaciones a izquierda de G en G. Vamos a calcular los espacios
reducidos 6ptimos de TG asociados a la accion ¢.
El dlgebra de Lie de H3 es g = b3, tomamos B = {ey, €2, e3} base de g con el corchete
de Lie (3.1).
Luego la extension central de g determinada por ¥ es gy = b3 ©x R con el corchete

(3-6) [62, 63] =€ [61, 62] = €4

donde {ey, 9, €3,e4} es una extensién de la base B. (gx es 3-pasos nilpotente).

Nuestro objetivo es caracterizar los espacios reducidos 6ptimos de T*G aplicando el
Teorema 2.4, para esto necesitamos conocer Gy, y cémo es la accién afin = de Gy, en g*.
Para caracterizar Gy, debemos exponenciar los elementos de gy; tener una representacion
matricial de gx simplifica estos calculos. Tengamos en cuenta el corchete de Lie (3.6) de
gs, observemos que

(3.7) gs = Rey x ({e1, e3,e4})
donde

0O 1 0
(3.8) ad, = 0 00

-1 0 O

—_

Teniendo en cuenta (3.7) podemos considerar la siguiente representacion fiel de gs:

p: gs = b3 O R — gl(4,R)
0 v 0 =z
3.9 0 0 0 =z
(3.9) xrey + yes + zes + ey — 5 0 0 A
0O 0 0 0

Sea Gy, el grupo de Lie simplemente conexo que tiene dlgebra de Lie gx. Utilizando la
representacion (3.9) de gy, exponenciamos:

0 v 0 =z 1 Y 0 T+ %yz
ox 0 0 0 =z B 0 1 0 z
p —y 0 0 A —y —%yz 1 A— %yz — %yQZ
0 00 0 0 0 0 1
y obtenemos
1 b 0 a
0 1 0 c
Gy = b _%bg 1 d ca,b,c,d € R
0 0 01
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con operacion de grupo el producto usual de matrices:

1 b 0 «a 1 vooo0 o
0 1 0 c 0o 1 0 |
—b —%bQ 1 d - —%b@ 1 d |
0 0 0 1 0 0 0 1
1 b+t 0 a+a + bd
0 1 0 c+c
—(b+b) —%(b—i— V)? 1 d+d —bd — %b2c’
0 0 0 1

Ahora podemos calcular facilmente la accion Adjunta de Gy, en gy

1 b 0 a 0 yv 0 =z 1 b 0 a
0 1 0 ¢ 0 00 =z 0 1 0 ¢ B
—b —30* 1 d —y 0 0 A —b —30* 1 d N
0 0 01 0 000 0 0 01

0 vy O x—cy+bz

0 00 z

—y 0 0 A—bx+ay— 3b%z

0 00 0

Para simplificar la notacién identificamos Gy con (R?, *):

1 b 0 a
0 1 0 c

+—— (a,b,c,d
—b —%62 1 d ( )
0 0 01

donde

1
(a,b,c,d) * (a', V', ,d) = (a+a’+bc’,b+b’,c+c’,d+d’—ba’—§b2c’).

Entonces la accién adjunta se puede expresar de la siguiente forma:

1
Ad(a,b,c,d)(x7 Y, z, /\) = (ZE —Cy + bZ, Y, z, A —bx + ay — §b22)
donde (a,b,c,d) € Gs y (z,y,2,\) € gs.
Si tenemos en cuenta la proposicién (2.2)i) entonces tenemos
ps Gy — g°

1
us(a,b,c,d) = (=b,a, —§b2).

Entonces para todo v = (o, 3,7) € g* la 6rbita de la accién afin = de Gy, en g* es:
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Gz
O,

E(sz V) = {Adjrc(a,b,c,d)_ly + Hz(a'a ba ¢, d) : (CL, b7 ) d) € GZ}

1
(Oé?B —ca, 7y + bOé) + (_b7a7 _ébz) : (a’ubv ¢, d) € GZ}

(= 0,0 —ca+a,v+ba — %bQ) 2 (a,b,c,d) € Gy}
= (0, 8,7) + {(0,1,0)3) + {(=b,0, b — ¥ b

9.1.2. G=Hs, ¥ =e¢,

0
Sea G = Hj, y tomemos el 2-cociclo ¥ = e!? = 0

o OO
SO

9.1.3. G=Hs, ¥ =e2,

En este caso, al elegir un 2-cociclo equivalente al trivial el espacio reducido obtenido
es el mismo que se obtiene al aplicar la reduccion al fibrado cotangente usual del grupo,
es decir, sin tener en cuenta el término magnético. Por lo tanto, teniendo en cuenta el
Teorema 2.4, los espacios reducidos éptimos obtenidos son las érbitas de la accién afin =
de Gy, en g*, las cuales al tomar 3 un 2-cociclo trivial se reducen a la érbitas coadjuntas
de G = Hg.

Recordemos como son las 6rbitas de la accién coadjunta de Hs en bi. Sea (a, 8,7) € b3,
entonces

= si o # 0 tenemos
Ogﬁﬁ,'y) = {Ad?a,b,c)—l(a757’y) : (a, b, C) € Hg}
= {(a, —ca+ B,ba +7) : (a,b,c) € H3}
= {(o, —ca+B,ba+7): bc € R}
={(a, B,7) — ¢(0,a,0) + b(0,0,) : b,c € R};

(3.10)

msia=0
Otfs, = {Ad}, 0 1(0,8,7) : (a,b,c) € Hy)
(311) = {(0757’7) . (a, b, C) c Hg}
=1{(0,8,7}

donde hemos identificado en forma natural Hs y b3 con R? (anédlogo a lo que hicimos
en la seccién (3.1.1)):

(3.12) «— (a,b,0)

o O =
O~ o
— 0
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0y

(3.13) 00 =z — (2,y,2)
000

Por lo tanto las érbitas coadjuntas de Hs son planos y un punto.

Hasta acd hemos trabajado con el grupo de Lie de Heisenberg, ahora trabajaremos con
otros grupos construidos a partir de éste: Hy x Sty Hz x T?.

Las préximas cuatro aplicaciones del método de reduccién éptima seran al fibrado
cotangente del grupo de Lie G = Hj x S, cuya &lgebra de Lie es g = h3 @ R. Al igual
que hicimos con h3 debemos calcular el segundo grupo de cohomologia de algebras de Lie
de bg @ R
Tomemos {ey, ey, €3,e4} base de h3 & R, con corchete de Lie:

[ea, €3] = €1
v {el, e? €3 e!} su base dual, tenemos:
de' = —e* Ned = —e?3,
de? = de® = de* = 0.
Recordemos que e+ denota e’ A e2 A ... A e,
Luego Im d = ({e**}). Calculemos ahora Ker d

de'? = de' Ne? — e Nde? =0
de® =de' Ne® — et Nde? =0
de =de' Net —e' Nde* = -2 NeP Net = —e2
de® =de* Ned — e Nde =0
de** =de* Net — 2 Nde =0
de** = de2 Net — e Nde* =0

Kerd= ({e'? e!3 e, e ¢341). Entonces

(3.14) H?(bhs & R,R) = Ker d/Imd = ({[¢"?], [e”], [¢*], [¢™]})

donde [] denota la clase de equivalencia del cociclo correspondiente.

Observacion 3.2. Si consideramos los cociclos e'?, e'3 0 €2 para aplicar la reduccién éptima

al fibrado cotangente magnético del grupo de Lie Hz x S*, los espacios reducidos éptimos
obtenidos son anédlogos a los obtenidos para estos mismos cociclos y el grupo de Lie Hs, ver
las secciones (3.1.1), (3.1.2) y (3.1.3). Los calculos son los mismos debido a que el dlgebra
de Lie de S* estd en el nticleo de la aplicacién 3 : hs @R — (hs @ R)*, z — X(z, - ), para
¥ =e!2,e!3 2. Por lo tanto, para el grupo Hs x S! resulta més interesante considerar los
cociclos €2* y ¢, donde S! no pertenece al nicleo de la aplicacién 3. Ademés analizaremos
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el caso cuando los cociclos son combinacién de estos dos diferentes grupos, los que tienen
a S' como parte del niicleo de X y los que no.

9.1.4. G=HsxS', % =¢e

0O 0 0O
) . 0O 0 01
- p— 24 f—
Consideramos el 2-cociclo X = e 00 0o |
0O -1 0 0
En este caso tenemos g = h3 B R y resulta gy := gds R = (h3BR) Bx R con el siguiente
corchete de Lie:
[62, 63] =€
lea, e4] = €5

donde tomamos {eq, €3, €3, €4, €5} base de gy, := (h3ER)BxR, con {my(e1), m4(e2), mg(es), mg(es) }
base de hs @R (7, : g» — g proyeccién candnica).

Observacion 3.3. gy, resulta 2-pasos nilpotente.

Se puede ver que

(315) QZ - R@Q X <{617e37€4765}>
donde
0100
0000
“e; =0 0 0 0
0010

Teniendo en cuenta (3.15) podemos considerar la siguiente representacién fiel de gy
para simplificar los cédlculos:

P gr = (hs®&R)ds R — gl(5,R)
0Oy 00 =z
(3.16) 0000 =z
rey + yes + zes + vey + wes —— 0 0 0 0 w
00y 0 w
0 00 0O

Sea Gy el grupo de Lie simplemente conexo que tiene algebra de Lie gy. Utilizando la
representacion (3.16) de g, exponenciamos:

0y 00 x 1y 00 z+1iyz
0000 z 0100 z
exp| 00 0 0 v = 0010 v
00y 0 w 00y 1 wtiyw
00000 0000 1
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y obtenemos

Gy

o O O

o

OO = o

o= OO

_— o O O

— 0o 0 Q

ca,b,c,d,e € R

con operacion de grupo el producto usual de matrices:

b 0

OO OO
o O O
o o= O

Utilizando la representacién matricial, es sencillo calcular la acciéon adjunta de Gy en
gx, pues Gy actia por conjugacién:

(3.17)
1

o OO OO
[evler il el
O = OO
o= O OO

O = OO

— 0o 0 &

_ 0o Q0

oo oo

—_

o O OO

oo oow

o O O+

orv O O O

oo oo

O = OO

O S nu 8

oo oo

SO O =

1 b+ 0
0 1 0
0 O 1
0 0 b+
0 O 0

-1

O o= OO
o= O o O

Podemos simplificar la notacién identificando Gy, con (R®, x):

donde

oo oo

oo O =

O = OO

SO —= O OO

— 0 0 2

+—— (a,b,c,d,e)

o 0 S
I

b/

0 a+d+0bd
0 c+c
0 d+d
1 e+e +bd
0 1

0
0

oo O oo
oo oow
ovw O O O

0

(a,b,c,d,e)* (a', b, d,e)=(a+d +bl,b+V,c+,d+d e+ +bd).

Luego de (3.17) tenemos

Ad(a,b,c,d,e)(xa Y,z,0, w) = (ZE + bZ —CY,Y,z,v,w + bD - dy)

Si tenemos en cuenta la Proposicién (2.2)i) entonces tenemos

ps Gy — g
ps(a,b,c,d, e) =(0,—d,0,b).

Las érbitas de la accién afin = de Gy en g* son de la siguiente forma:

0 z+bz—cy

0 w+bv—dy
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Oifﬁ,y,&) = {Ad;G(mbvc’d’e)_l(a,677,5) + ps(a,b,e,d,e): (a,b,c,d,e) € G}
={(a,8 —ca—d,y+ba,0 +b): (a,b,c,de) € Gs}
- (a7 /87 77 5) + <{(07 17 07 O)? (07 07 a? ]‘)}>
para (o, 3,7,6) € g* = b3 R
Otra forma de ver las érbitas de la accién afin = es pensar en O(Gofﬁv 5 =~ Gx/Gs(a,8,0)-
Entonces calculemos el subgrupo de isotropia en («, 3,7,d) € g* = h;dR

b—ca—d=p
(a,b,c,d,e) € Gs(apr0) © v+ ba =7y S b=0Ad=—ca
0+b=2¢

Luego Gxa 4.0 = {(a,0,¢, —ca,e) 1 a,c,e € R}.

En el cociente G /Gs(q,5,4,5) dos elementos arbitrarios (a, b, ¢, d, e), (a’,b', ¢/, d’,€') € Gy
pertenecen a la misma clase de equivalencia si y sélo si { b=t =0 }
d—d =(c—=)a [’
Entonces (a,b,c,d,e) ~ (0,b,0,d — ca,0) para todo (a,b,c,d,e) € Gy, o sea para todo
a,b,c,d,e € R. Si elegimos para cada clase de equivalencia un representante de la forma
(0,b,0,d—,0), tenemos

O(a’g,%g) ~ GE/GE(aﬁ,'y,é) = {[KO, b, O, d, 0]] b, de R}
(1 b5 00 0]
01 000
= 001 0 d]|:bdeR
00 b 10
00001

donde[[g]], g € G's, representa la clase de equivalencia de g en el cociente Gs/Gx(q,5.4,5)-

Utilizando la identificacién (3.1.4) de Gy, y la operacién * definida en la ecuacién (3.1.4)
es sencillo ver que G, g,4,6) €s subgrupo normal de G's, por lo tanto Gs/Gxa 5,,6) tiene
estructura de grupo, veamos que el cociente resulta isomorfo a (R?, +).

1(0,b,0,d,0)]%[[(0, 5,0, d’, 0)]|=[[(0,b,0,d, 0) % (0,1, 0,d,0)]]=[[(0,b + ¥/,0,d + d', bd')]

y por lo visto antes, de la clase de equivalencia[[(0,b + b',0,d + d', bd’) ]| podemos elegir
como representante al elemento (0,04 ¢',0,d + d’,0). Entonces

[1(0,0,0,d,0)]]%[[(0,",0,d", 0) ]| =[[(0,b + ¥, 0, d + d', 0)]]
Luego Gz /Gx (a5, resulta isomorfo a (R?,+).
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3.1.5. G=HyxS', ¥=—¢H

Consideramos el 2-cociclo ¥ = —e3* =

o O OO

0
0
0
0
En este caso tenemos g = h3 @R y g := g ®s R = (h3 ® R) ®x R con el siguiente
corchete de Lie
e, €3] = €1
e, e4] = €5
gs, resulta 2-pasos nilpotente.
Se puede ver que gy = Reg X4 ({e1, €2, €4, €5}) donde
-1 0

ade, =

oo OO
o O O
_ o O O
o O O

Para simplificar los célculos consideremos la siguiente representacion fiel de gx:

E gr =3B R)dx R — gl(5,R)
0 —2 0 0 =
0O 0 00 y
rey + yeg + zes + vey + wes —— 0O 0 0 0 w
0 0 2z 0 w
0O 0 00 O

Sea Gy el grupo de Lie simplemente conexo que tiene dlgebra de Lie gx. Utilizando la
representacion p de gy, exponenciamos

0 —2 0 0 =z 1 =2 0 0 x—%zy
0 0 00 vy 0 1 00 Y
ecp| 0O 0 0 0 w = 0 0 10 v
0 0 =z 0w 0 0 z 1 w+szv
0 0 00 0 0 0 0O 1
y obtenemos
1 —¢c 0 0 «a
0 1 00 b
(3.18) Gy = 0 0 1 0d |:abecdecR
0 0 ¢ 1 e
0 0 0 01



con operacion de grupo el producto usual de matrices:

1 —¢c 0 0 a 1 —¢ 0 0 d 1 —c—¢ 0 0 a+d —cb
0O 1 0 0 b 0O 1 0 0V 0 1 0 0 b+t

0 0 10 d 0O 0 1 0d |=1|0 0 1 0 d+d

0 0 ¢c 1 e 0 0 ¢ 1 ¢ 0 0 c+cd 1 e+ée +ed
0O 0 0 01 0O 0 0 0 1 0 0 0 0 1

Podemos simplificar la notacién identificando Gy, con (R?; x):

1 —¢c 0 0 a
0O 1 00 b
(3.19) 0 0 1 0d «—— (a,b,c,d,e)
0 0 ¢ 1 e
0 0 0 01
donde

(3.20)  (a,b,c,d,e)x (a U, ,d,e)=(a+d =, b+V,c+,d+d e+e +cd).
Ahora podemos calcular facilmente la accién Adjunta de Gy en gyx:

Adapede) T,y 2,0,w) = (v 4+ bz — cy, y, 2,0,w + cv — dz).

Si tenemos en cuenta la Proposicién (2.2)i) entonces tenemos

us - GE — g*
ps(a,b,c,d,e) =(0,0,—d,c).

Las érbitas de la accién afin = de Gy en g* son de la siguiente forma:

O(Cifﬁmé) ={Ad} _(upcaey1V + bslabe,de): (a,b,c,d e) € Gs}
={(a, B — ca,y + ba,9) 4+ (0,0, —d,c) : (a,b,c,d,e) € Gs}
={(a,f —ca,y+ba—d,0 +¢): (a,b,c,d,e) € Gy}
= (o, 8,7,9) + span{(0, «,0,1),(0,0,1,0)}

para (o, 8,7,0) € " = h; & R.

Gy,
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Ahora pensemos las érbitas de otra forma, (’)(aﬁmd) ~ Gx/Gs(ap,)- Entonces nece-

sitamos calcular el subgrupo de isotropia en (a, 8,7,0) € g* = b &R

f—ca=p
(a,b,c,d,e) € Gxaprs) & § YHba—d=v p & c=0Ad=ba
d+c=90
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Luego Gx(a 4.6 = {(a,0,0,ba,e) € Gx}.
En el cociente Gz /Gs (48,4, dos elementos arbitrarios (a, b, c,d, e), (a/,V', ', d’,€') € Gy
pertenecen a la misma clase de equivalencia si y sélo si c=c =0 .
d—d =(b-V)x

Entonces (a,b,c,d,e) ~ (0,0,c,d — ba,0) para todo (a,b,c,d,e) € Gy, o sea para todo
a,b,c,d,e € R. Si elegimos para cada clase de equivalencia un representante de la forma
(0,0, ¢,d — ba, 0), tenemos

GZ/GE(a,,B,'y,é) = {[K()? 07 Cy d— bOl, Oj] ¢ de R}

1 —c 00 0
01 000

- 0 0 10d]|:cdeRr
00 ¢ 10
00 001

donde([¢]], g € Gy, representa la clase de equivalencia de g con respecto al cociente
Gs/Gs (0,8,

Utilizando la identificacién (3.19) de Gy, y la operacion * definida en la ecuacién (3.20)
es sencillo ver que G (q,4,.6) € subgrupo normal de Gy, por lo tanto Gx/Gx (4 5,5 tiene
estructura de grupo, veamos que el cociente resulta isomorfo a (R?, +).

10,0, ¢,d, 0)]J<[[(0,0,¢, d', 0)]=[[(0,0,c,d,0) % (0,0, d, 0)[|=[[(0,0,c + ¢, d + d', cd)]]

y por lo visto antes, de la clase de equivalencia[[(0,b + b',0,d + d', c¢d’) ]| podemos elegir
como representante al elemento (0,0, ¢+ ¢, d + d’,0). Entonces

[[(0,0,¢,d,0)]]+[[(0,0, ¢, &', 0)]}=[[(0,0,c + ¢, d + d’, 0) ]
Luego Gx /Gy (a,p,,5) resulta isomorfo a (R?, +).

3.1.6. G=H;x S ¥=—el3 e

00 —1 0

‘ 00 0 -1
13 24 _

Consideramos > = —e =110 0 o0

01 0 O

En este caso tenemos g = h3 B R y resulta gy := gBx R = (h3DR) Bx R con el siguiente
corchete de Lie:
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donde tomamos {eq, €3, 3, €4, €5} base de gy, := (h3ER)BxR, con {my(e1), my(e2), mg(es), mgles) }
base de hs @R (7, : gs — g proyeccién candnica).

Observacion 3.4. gy resulta 3-pasos nilpotente.

Esta vez gy no resulta un producto semidirecto como en las aplicaciones anteriores,
pero pudimos encontrar la siguiente representacion fiel de gx:

p: gz=0MsoR)OsR  — gl(4,R)
0 z vy w
3.21 0 0 0 =z
( ) rep + yes + zes + veqg + wes > 0 2 0 v
0O 00 0

Utilizando la representacion (3.16) de gy exponenciamos y obtenemos la siguiente car-
acterizacion de Gy:

1 a b e
01 0 ¢
(3.22) Gy = 0c1dl|i® b,c,d,e € R
0 001
con operacion de grupo el producto usual de matrices:
(3.23)
1 a b e 1 d b € 1 a+ad+bd b+b e+e +ad+bd
010 ¢ o1 0dd ] |0 1 0 c+c
0 ¢c 1 d 0o 1 d | |0 c+dc 1 d+d +cd
0 0 01 0 0 0 1 0 0 0 1

Podemos simplificar la notacién identificando Gx, con (R®, x):

(3.24) +—— (a,b,c,d,e)

SO o
SO0 = Q
O = O o
— a o O

donde
(3.25) (a,b,c,d,e)x(a’,V,d,d,e) = (a+ad +bc,b+V,c+,d+d +cd,e+e +bd +ac).
Luego tenemos
(3.26) Ad(apcae (Y, z,0,w) = (. + bz — cy,y, 2,0,w — cx — dy + ¢y + az — cbz + bv)
De la Proposicién (2.2)i) sabemos que:
Adapede)(@,y, z,0,w) = (Adng@pede (T, Y, 2,0), w + (us(a, b, ¢, d, e), (z,y, z,v)))
Entonces:
ps:Ge — g =hOR
ps(a,b,c,d,e) = (—c,—d + c*,a — cb, b).
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Las orbitas de la accién afin = de Gy en g* son de la siguiente forma:

O((i%g,%a) ={Ad} L (upcaey-1 (@ 8,7,0) + ps(a,b,c,d,e) : (a,b,¢,d, e) € Gz}
= {(a, B+ b,y — ca,0) + (—c,—d + c*,a — cb,b) : (a,b,c,d,e) € Gy}
={(a—c,B+ba—d+c*y—ca+a—chd+b):(abcde)cCGs}
= (o, 8,7,0) + ({(1,0,a,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0), (0,a,0,1) })

para (a, 8,7,0) € g* = b & R.
Los espacios reducidos resultan difeomorfos a R*.
Otra forma de ver las érbitas de la accion afin = es pensar en O(C;ZB 8 Gs/Gs(a,8.0)-

Entonces calculemos el subgrupo de isotropia en (o, 5,7,9) € g = b &R

a—c=a«
(a,b,c,d,e) € Gs(aprs) © B+ba—d+ct=py—cat+a—cb=r S a=b=c=d=0
d+b=0

Luego Gx(a8.6 = 1(0,0,0,0,¢) : e € R}, que es subgrupo normal de G.
Entonces tenemos

O(a8y.0) = G2 /Gs (a0 = 1lla,b,c,d,e]]: a,b,c,d, e € R}/{(0,0,0,0,¢) : e € R}
= {[la,b,¢,d,0)]: a,b,c,d € R}

1 a b 0
010 ¢
= 0 ¢c1 4l b,c,d € R
0001
donde [[¢g]], g € Gy, representa la clase de equivalencia de g con respecto al cociente

Gs/Gs (a8,

3.1.7. G=H;x S, ¥=—el3 ¢,

00 -1 0

. 00 0 O
13 34

Consideramos ¥ = —e =110 0 -1

00 1 O

En este caso tenemos g = h3 B R y resulta gy := gds R = (h3BR) B R con el siguiente
corchete de Lie:

[e3, €4] = €5
donde tomamos {ey, €3, €3, €4, €5} base de gy, := (h3BR)DsR, con {my(e1), my(e2), my(es), mg(ea)
base de hs @R (7, : gs — g proyeccién candnica).
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Observacion 3.5. gy, resulta 3-pasos nilpotente.

Observemos que gs = Rez X4 ({€1, €2, €4, €5}) donde

0 —1 0 0
0 0 0 0
ade; =1 o 0 0
1 0 10

Utilizaremos la siguiente representaciéon matricial de gy:

p: gz=0MoR)OsR  — gl(5 R)
0 —2 0 0 =z
0O 0 0 0 y
(327) rep + yes + zé€3 + vey + wes ——> 0 0 00w
-z 0 z 0 w
0O 0 00 O

Exponenciamos y obtenemos la siguiente caracterizacion de Gy:

1 —c 0 0 a
0 1 00 b
(3.28) Gy = 0 0 10 d|:abcdeeR
—c —%CQ c 1 e
0 0 001
con operacion de grupo el producto usual de matrices.

Podemos simplificar la notacién identificando Gy, con (R?, ):

1 —c 0 0 a
0 1 0 0 b
(3.29) 0 0 1 0 d «—— (a,b,c,d,e)
—c —%02 c 1 e
0 0 001
donde

(3.30) (a,b,c,d,e)x(a’, 0, ,d €)= (a+a'—cb’,b—|—b',c—|—c’,d+d',e+e'—ca'—%c2b'+cd’).
Luego tenemos

(3.31)  Adwpede (T, y,2,0,w) = (v 4+ bz — cy,y, 2,v,w+ az — dz — cx — %CQy + )
De la proposicién (2.2)i) sabemos que:

Ad(a,b,c,d,e) (.f, Yy, z,v, U)) - (Adng(a,b,c,d,e) (xa Y, z, U)? w + <qu)((l, ba c, da 6), (.I', Y, z, U>>)
Entonces:
ps : Gy — g" =bh; O R
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1
ps(a,b,c,d, e) = (—c, —502, a—d,c).

Las érbitas de la accién afin = de Gy en g* son de la siguiente forma:

O(C;E,Bvé) {Ad, (b ede-1(a, B,7,0) + ps(a, bye,de) : (a,b,¢,d,e) € Gs}

1
= {(a, B 4+ ba,y — ca, ) + (0_50 a—d,c):(a,b,c,de) € Gy}
1
:{(a—c,ﬁ—i—ba—icz,y—ca—i—a—d,(ﬂ—c):a,b,c,deGg}

para (o, f,7,6) € g* = b ® R.

Observemos que para todo («,3,7,d) € g* se puede tomar un elemento de la forma
(0, ,6’ 7,0 € O(Gazﬁ’%(s), enton/ces., podemos concentrarnos en las érbitas (’)(G(fﬂm 5 Y s
tariamos abarcando todas las orbitas.

1
0%2,376 {(_Caﬁ_50277+a_d75+0):a7b7c7d€G2}

= (0,8,7,9) + ({(0,0,1,0)}) + {(—c, —%CQ, 0,¢):c€R}

Otra forma de ver estas orbitas de la accion afin = es pensar en 0= 0845 ~ Gz /Gs0,8.0)-
Entonces calculemos el subgrupo de isotropia en (0, 3,7,0) € g* = b &R

c=0
(aa b7 Cy d7 6) < GZ(O7ﬁ7'Y76) = { a=d }

Luego Gx 6.6 = {(a,0,0,a,¢) : a,b,e € R},
En el cociente Gx/Gxg5,,5) dos elementos arbitrarios (a,b,c,d,e), (a',V',c,d',¢') € Gy

. . . c—cd =
pertenecen a la misma clase de equivalencia si y sélo si a .

Entonces (a,b,c,d,e) ~ (0,0,¢,d — a,0) para todo (a,b,c,d,e) € Gy, o sea para todo
a,b,c,d,e € R. Si elegimos para cada clase de equivalencia un representante de la forma
(0,0,¢,d,0), tenemos

O( 0,8,7,6) — GZ/GE(a,375)
= {[(0,0,¢,d,0]]: ¢,d € R}

1 — 0 00
0 1 0 00
= 0 0 1 0 d | :a,b,c,deR
—c —%cz c 1 0
0 0 0 01

donde([¢]], g € Gy, representa la clase de equivalencia de g con respecto al cociente
G /G5 (0,878
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Utilizando la identificacién (3.29) de Gy y la operacion * definida en la ecuacién (3.30)
es sencillo ver que Gy 5.,.5) €s subgrupo normal de G, por lo tanto G /Gxo,5,.5) tiene
estructura de grupo, veamos que el cociente resulta isomorfo a (R?, +).

[1(0,0,¢,d, 0)]I<[[(0,0, ¢, d’, 0)]

(0,0, ¢,d,0) % (0,0,¢,d,0)]=[[(0,0,c + ¢, d + d', cd')]]

y por lo visto antes, de la clase de equivalencia[(0,0,¢ + ¢,d + d', c¢d’) ]| podemos elegir
como representante al elemento (0,0, ¢+ ¢, d + d’,0). Entonces

[[(0,0,¢,d,0)]]«[[(0,0, ¢, d",0)]]=[[(0,0,c + ¢, d + d’, 0)]
Luego Gz /Gy 94,45 resulta isomorfo a (R?,+).

En los préximos ejemplos en vez de trabajar con los grupos de Lie Hs o Hs x S1,
tomaremos G' = Hs x T? (con dlgebra de Lie g = h3 @ R?) y variamos el 2-cociclo 3. Para
esto, al igual que hicimos en los casos anteriores necesitamos calcular H?(h3 & R? R).
Tomemos la base {ey, s, €3, €4, €5} de b3 @ R?, con el corchete de Lie

[62, 63] =€

3

y {e!, €%, e®, e} su base dual. Denotamos €12 a et A e A ... A ek,

Tenemos:
de' = —e* NP = —e®
de? = de* = de* = de®0
luego Im d = ({e**}). Calculemos ahora Ker d

de'? = de'® =0
de'* =de' Net —e' Nde* = —e2 NeP et = —e*?
de'® =de' Ne® —e' Nde® = —e* NeP Ne® = —e*°

de® = de** = de* = de** = de®® = de®® =0

Kerd= ({e'? e!3 e, e 2 31 ¢35 1)), Entonces

(3.32) H?(hs, R) = Ker d/Imd = ({[e"], ["], [e*'], [e®], [], [e™], [e®]})

donde [] denota la clase de equivalencia del cociclo correspondiente.

Observacion 3.6. Con respecto a considerar los cociclos 2, e!? y €23 para G = Hz x T?
podemos afirmar lo mismo que sabemos para G = Hz x S! (ver Observacién 3.2): los
espacios reducidos éptimos obtenidos son andlogos a los obtenidos para estos mismos
cociclos y el grupo de Lie Hs; debido a que el dlgebra de Lie de R? estd en el nicleo de la
aplicacién ¥ : hs @ R? — (hs @ R?)*, z +— (z, - ) para dichos cociclos.

Si consideramos los cociclos €2, e?® e3* o e3® estarfamos en el mismo caso que en las

secciones 3.1.4 o 3.1.5. Estos son cociclos para los cuales una de las dos componentes del
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dlgebra de Lie de R? no se encuentra en el niicleo de la aplicacién X : hsR? — (hs®BR?)*,
r— Xz, - ).

Teniendo en cuenta esta observacién, vamos a aplicar la reduccién 6ptima al fibrado
cotangente magnético del grupo de Lie H3 x T? considerando cociclos que sean combi-
nacién de los distintos grupos de cociclos que mencionamos. En particular tomaremos una
combinacion con coeficientes irracionales, en la seccion 3.3 explicaremos dicha eleccion.

3.1.8. G=H;xT? ¥ =—e3—¢e_— V2e%5,

O 0 -1 0 0

0 0 0 -1 —2
Sea G = H3xT?,y tomemos el 2-cociclo ¥ = —e®—e?*—y/2¢2®* = 1 0 0 0 0

0 1 0 0

0
0v2 0 0 0
Consideremos la variedad simpléctica (T*G,ws) y ¢ : GXT*G — T*G el levantamien-
to de la accion por traslaciones a izquierda de G en . Vamos a calcular los espacios
reducidos 6ptimos asociados a la accién ¢.
El dlgebra de Lie de G es g = h3 ®R?, tomamos {ey, 2, €3, ey, €5} base de g con corchete

[ea, €3] = e

(g es 2-pasos nilpotente).
Luego la extensién central de g determinada por X es gz = (h3 ®R?) ®x R con corchete
de Lie no nulo:

[627 63] =€ [617 63] = €¢ [62, 64] = €¢ [62, 65] = \/566-

(gs es 3-pasos nilpotente).
Para simplificar los célculos consideremos la siguiente representacion fiel de gx:

p: gy = (h3 ®R*) @x R — ol(5,R)
0 2 y V2y w
00 0 O z
rey + yes + zeg + vieq + voe5 + weg — 0 2z 0 0 v
00 0 0
000 O 0

Sea Gy el grupo de Lie simplemente conexo que tiene dlgebra de Lie gx. Utilizando la
representacion p de gs, exponenciamos

0z y V2y w 1 z+1yz y V2y w+ T(zz +yu + V2yvy) + sy2°
000 O Z 0 1 0 O z
excp| 0 2 0 0 vy = 0 z 1 0 vr + 322
000 0 v 0 0 0 1 Vg
000 O 0 0 0 0 O 1

y obtenemos
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1 a b V2 e
010 O c
(3.33) Gy = 0 c1l1 0 d |:abecd,dyeeR
000 1 d
000 0 1

con operacion de grupo el producto usual de matrices.
Para simplificar la notacién identificamos Gy con (R, *):

1 a b V2 e
010 O c
(334) 0 c 1 0 dq — ((l, b,c,dq,ds, 6)
00 0 1 dy
000 O 1
donde

(a,b,c,dy,dy,e) x (a0, dy,dy, ') =
(a+d +b,b+V,c4+c dy+d, +cc,dy+dy, e + € + ac + bd, + v/2bd)).
Ahora podemos calcular facilmente la accién Adjunta de Gy, en gyx:

Ad(ap.e,dy doe) (T, Y5 2,01, Vo, W) =

(x4 bz — ey, 1y, 2,01, V9, W — cx + (—dy + & — V2da)y + (a — cb)z + bvy + V2buy).

Si tenemos en cuenta la proposicién (2.2)i) entonces tenemos

MUy - Gz — g*
:U’x(au b7 C, dl) d27 6) = (_Cu —dy + C2 - \/§d27 a— Cb) b7 \/ﬁb)

Entonces para todo v = («, 5,7, 61, d2) € g* la 6rbita de la accién afin = de Gy, en g* es:

0% ==Z(Gy,v) = {Ad abedydoey1V + (@, by e dyydose) 2 (a,b,¢,dy, doe) € Gy}
= {(a, B+ ba,y — ca, b1, 8) + (—c, —dy + % — V2dy, a — cb, b, \/ﬁb) : (a,b,¢,dy,dy, e) € Gs}
== (a’ /87 Py’ 517 52) —"_ Spa'n{(17 07 a? 07 0)7 (0’ a? 07 17 \/5)7 (07 1’ 07 07 0)7 (07 O’ 17 07 0)}'

Por lo tanto, los espacios reducidos 6ptimos como variedades diferenciables son hiper-
planos de R%, ademds en particular para este ejemplo los espacios reducidos cuentan con
estructura de grupo de Lie.

V2b

0 ¢
Gs/Gs0 50,0y = 0 C;) a,b,c,dy,e € R
1 dy
0 1

OO OO
SO0 =2
[N el



44
= Gg/G2<aﬁm51’62) ~ H3 x R

3.1.9. G=H;xT? ¥=—e'%—¢e3— /2%,

00 —1 0 0
00 0 O 0
Sea G = H3xT?, y tomemos el 2-cociclo ¥ = —eB_e3t_\/2e3% = 10 0 —1 —v2
00 1 0 0
00 +Vv2 0 0

Consideremos la variedad simpléctica (T*G,ws) y ¢ : GXT*G — T*G el levantamien-
to de la accién por traslaciones a izquierda de G en GG. Vamos a calcular los espacios
reducidos 6ptimos asociados a la accién ¢.

El dlgebra de Lie de G es g = h3 ®R?, tomamos {ey, 3, €3, ey, €5} base de g con corchete

lea, €3] = e

(g es 2-pasos nilpotente).
Luego la extension central de g determinada por ¥ es gy = (h3 @ Rz) @®x R con corchete
de Lie no nulo:

[627 63] = €1 [617 63] = €6 [637 64] = €¢ [63, 65] = \/566-

(gs es 3-pasos nilpotente).

Observemos que gs = Rez X4 ({€1, €2, €4, €5, €6}) donde
0 —-1.0 0 O
0O 0 0 0 O
ade, = 0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
-1 0 1 V20
Para simplificar los cédlculos consideremos la siguiente representacion fiel de gs:
p: g = (3 OR*) @s R — gl(6,R)
0O -2 0 0 0 =
0O 0 0 0 0 vy
0 0 0 0 0 un
rej] + yeg + zes + viey + Uges + weg —— 0 0 0 0 0 v
—z 0 =z \/§z 0 w
0O 0 0 0 00

Sea Gy, el grupo de Lie simplemente conexo que tiene dlgebra de Lie gx. Utilizando la
representacion p de gs exponenciamos y obtenemos

a

b
dy
da

e

1

—C

(3.35) Gs

ta,b,c,dy,dse € R

N |+
S OO~
o0 O OO

SR OO OO

o&»—nooo
O
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con operacion de grupo el producto usual de matrices.
Para simplificar la notacién identificamos Gy con (RS, *):

o OO

(3.36) +—— (a,b,c,dy,ds,e€)

|
o
N | —
SN ©OO =
OO0 O, OO
O = OO o O
QL
=

o&paooo
o

donde

(0’7 ba ¢, d17 d27 6)*(CLI, bl) Cla dlla d/27 6/) =
1
(337) (a+d = b+V,c+,di+dy,dy+dy,e+e —ca + 5026’ + ed} +V2cd)).
Ahora podemos calcular facilmente la accién Adjunta de Gy, en gs:

Ad(a7b707d17d27€) (ZE, Yy, z,v1, V2, U)) -

1
(x 4+ bz — cy,y, z,v1, V9, W — cx + §c2y + (a — dy — V2dy)z 4 cvy + V2cu)

Si tenemos en cuenta la Proposicién (2.2)i) entonces tenemos

5:Gy — ¢

1
ﬂZ(aabacadlad% ) ( ¢, _50 a'_dl \/_d27 \/EC)

Entonces para todo v = («, 3,7, 01,02) € g* la 6rbita de la accién afin = de Gy, en g* es:
OEE = E(G27 ) {Adﬂ'c a,b,c,d1,d2,e)~ v+ MZ(CL, ba ¢, dlv d2a 6) : (CL, b’ Cy dl? d27 6) < GZ}

1
{(a, B — ca,y + ba, 61, 02) + (—c, —50 ca—dy — \/_dg, \/ﬁc):(a,b,c,dl,dg,e)eGg}

1
= (o, 8,7, 61, 02) + span{(0,0,1,0,0)} + {(—¢, —ca + 502, 0,c, \/50) cc e R}

Por lo tanto, los espacios reducidos 6ptimos como variedades diferenciables son de di-
mension 2.
‘e i e Gs, N
Otra forma de ver estas érbitas de la accién afin = es pensar en O(aﬂmél,éz) ~ Gz /Gs(a,8.61,6)-

Entonces si calculamos el subgrupo de isotropia en (a, 3,7, d1,2) € g* = b3 BR? tenemos

Gs(apmonds) = L(—ba +di + V2ds,b,0,dy, dy, €) : b,dy, dy, e € R}

Se puede probar que para todo (a,b,c,dy,dy, €) € Gy, el elemento

(at+ba—dy—+/2d,, 0, ¢,0,0,0) pertenece a la misma clase de equivalencia que (a, b, ¢, dy, ds, €)
en Gy /Gs(a,8,5,8,)- Si elegimos para cada clase de equivalencia un representante de la
forma (a,0, ¢, 0,0, 0) tenemos
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O(a76a7’61762) = GZ/GE(Q’B;%(SI’dQ)
= {[K(l, 0707070701]: a,c e ]R}

( 1 —c )

0 0 0 a
0 1.0 0 00
0 0 1 0 00

= 0 0 0 1 00| ®cER
—c %c2c 2¢ 1 0

(Lo 00 0 01 )

donde([¢]], g € Gy, representa la clase de equivalencia de g con respecto al cociente
GZ/GZ(Q7B7’Y7(S) .

Utilizando la identificacién (3.36) de Gy y la operacién * definida en la ecuacién (3.37)

es sencillo ver que G's(q,,4,5,,4,) €5 subgrupo normal de G's;, por lo tanto G /G (a,5,4,6,,d2)
tiene estructura de grupo, veamos que el cociente resulta isomorfo a (R?, +).

[(a,0,¢,0,0,0)]H[(a’,0,c,0,0,0)]]=[[(a,0,c,0,0,0)x(a’,0,¢,0,0,0)]]=[[(a+d’, 0, c+¢, 0,0, ca’) ||
y por lo visto antes, de la clase de equivalencia[[(a + a’,0,¢+ ¢, 0,0, ca’) ]| podemos elegir
como representante al elemento (a + a’,0,c+ ¢, 0,0,0). Entonces

[[(a,0,¢,0,0,0)]]*[[(¢’,0,c,0,0,0)]|=[[(a + a’,0,0,c + ¢,0,0,0)]]

Luego Gs/Gs(a,6,.6,.d,) Tesulta isoomorfo a (R?, +).

3.2. Grupos de Lie solubles.

3.2.1. G=(S0(1,1) x R?) x S

G = (SO(1,1) x R} x S' c E(1,1) x S,
g = (so(1,1)x RHDR Ce(l,1) R,

z 0 wy
s0(1,1) x R? = 0 —x z|:z,y,2z€R
0 0 0
[61762] = €2, [617 63} = —¢€3.

Al igual que en los otros casos debemos calcular H?(g; R) para decidir qué cociclo tomar.

d62 — —612

de® = —e'?
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luego Im d = ({e'?,e'3}). Calculemos ahora Ker d
de?t — o124

d634 — e134

Kerd= ({e'? e'3 e e?}). Entonces

H(gi®) = ([ []})
Sea Y = —e!* y considerar gs; = g ®x, R. Los corchetes de Lie no nulos en gy estan
dados por:
[61, 62] = €9, [61, 63] = —e€g3, [61, 64] = €5.
Observar que gy = Re; X R* y que hay una representacién fiel p : gz — gl(5,R) de gy, en
R? dada por:

x 0 0 0 y
0O —z 0 0 =z
plx,y,z,o,w)=10 0 0 0 v,
0 0 =z 0 w
0O 0 0 0 O

donde (z,y, z,v,w) denota el elemento we; + yey + zes + vey + wes € g. Para obtener la
expresién de las representaciones adjunta y coadjunta de G, fijamos g = (a, b, ¢, e*™?) € G
y resulta:

Ad(g)(x,y,z,v) = (z,ey—br,e "2 —cx,v), (x,y,2,0) € g,
Ad*(Q_l)(Oéaﬁa%é) - (Oé - bﬂ — 7, €a67 €_a775)7 <a767775) S g*

El grupo Gy esta formado por las matrices de la forma

e* 0 0 0 b
0 e 0 0 ¢
0O 0 10 df, a,b,c,d,h € R,
0 0 a 1 h
0O 0 001

y la multiplicacién en Gy, estd dada como sigue:
(a,b,c,d,h)* (a', b, d W)= (a+d,eb +b e +ec,d+d,ad +h+1).
Para calcular la representaciéon adjunta de Gy, fijamos g = (a, b, ¢,d, h) € Gx y obtenemos:
Ad(g)(z,y,z,v,w) = (x,e"y — br,e 2z + cx,v,w + av — dz), (x,y,z,v,w) € gx.
La aplicacion momento py, : Gy, — g* resulta entonces:
ps(a,b,c,d, h) =(—d,0,0,a).

Z:Gexg —g"
0(047/3»%5) = {(O( - bﬁ — Y, eaﬁ7 6ia77 6) + <_d7 07 O, CL)}

= {(CY - bﬁ —CY = da eaﬂa e_a77 (SCL)}
= {(«,0,0,0) + (=b8 —cy—d,e?B,ey,a)} =R x {(e"B,e"v,a) : a € R}
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Sif=~=0:
O006) = {(a — d,0,0,0a) : d,a € R} 2 {(d,0,0,+a) : d,a € R} = (R? +)
donde v = («, 3,7, ).

3.3. Conclusiones.

En la siguiente tabla resumimos los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores.

Hj el? el3 e {0} (e, B,7) + span{(0, o, 0), (0,0, )}
H; x ST el? el3 23 {0} (a, B,7) + span{(0,,0), (0,0, )}
Hs x St —e* 7 (o, B,7,0)+

span{(0,1,0,0),(0,0,c,1)}
Hs x St —e Z (a, B,7,0)+
span{(0,0,1,0),(0,«,0,1)}
Hj x St —el? — e Z (Oéaﬁf% 5) —i—span{(l,O,a,O),
(0,1,0,0), (0,,0,1), (0,0, 1,0)}
Hj x St —el? — M Z (0767775) + <{(070>170)}>
+{(—¢,—12,0,¢) : c€ R}
Hs x T? —eB — e — /2% | 7+ /27 (o, 8,7, 01, 02) + {({(1,0,,0,0)
(0,1,0,0,0), (0,,0,1,+/2),(0,0,0,1,0)})
Hs x T? —el3 — 3 — \2e% | 7+ V27 (v, B,7,01,00)+
{(—c,—ca+ ic% a,c,vV20)}acer
(E(1,1))o x S* P 7 (cr,0,0,6)+
R x {(e"B, 7", a) }acr

G es el grupo de Lie, X un 2-cociclo del algebra de Lie, h la Holonomia Hamiltoniana
(ver la definicién en | 1) v 2(Gs, p) el espacio reducido éptimo.
El motivo por el cual tuvimos en cuenta la Holonomia Hamiltoniana en cada aplicacion
es el siguiente resultado:

» una accién de G' en M admite aplicacién momento estandar si y sélo si b = 0.(ver

[OR3]).

Nuestro objetivo era generar ejemplos de aplicacion del método de reduccién dptima
simpléctica donde se trabajara con grupos de Lie que no fueran abelianos y compactos, ya
que los pocos ejemplos que existen sobre esta reduccién consideran grupos de Lie de ese
tipo. Por ese motivo es que comenzamos trabajando con el grupo de Lie de Heisenberg.
Pero luego, estudiando la Holonomia Hamiltoniana cuando G' = Hj3 observamos que ésta
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resultaba trivial, entonces por el resultado que enuciamos mas arriba, teniamos que estos
ejemplos admitian aplicacién momento estandar, por lo tanto, se podia aplicar la reduccion
simpléctica clasica. Entonces, como el objetivo consistia también en generar ejemplos
donde sélo se pudiera aplicar la reduccion optima comenzamos a trabajar con el grupo
de Lie G = Hj; x S'. Por tltimo, trabajamos con el grupo de Lie Hy x T? y cociclos
con coeficientes irracionales para garantizarnos que la Holonomia Hamiltoniana no fuera
cerrada, ya que si h no es cerrada los espacios reducidos éptimos coinciden con otra
generalizacién de reduccién simpléctica descripta en | |, que no desarrollaremos en
este trabajo.

Observacion 3.7.

= A diferencia del método de reduccién simpléctica clasica, los espacios reducidos
obtenidos a partir de una misma variedad (en este caso el mismos fibrado cotan-
gente) pueden tener dimensiones distintas.

= La mayoria de los espacios reducidos que obtuvimos admiten estructura de grupo
de Lie.

= Algunos de los espacios reducidos obtenidos admiten estructura de grupo de Lie
abeliano y otros no abeliano.

3.4. Estructura de grupo de Lie de los espacios reducidos.

Luego de analizar las distintas variedades obtenidas al aplicar la reduccion éptima de
fibrados cotangentes magnéticos variando el grupo G y el cociclo ¥, pudimos observar
que muchas de ellas admiten estructura de grupo de Lie. En el siguiente teorema damos
algunas de las condiciones suficientes para que esto ocurra:

Teorema 3.1. Sea G un grupo de Lie 2 pasos nilpotente con dlgebra de Lie g, u € g* y
sea X : g x g— R un 2-cociclo del dlgebra de Lie g tal que

Y([mg(as,) 0], ) C g

Entonces OEE, el espacio reducido optimo de (T*G,ws), admite estructura de grupo de
Lie.

(g° denota el anulador de g, i.e. g° = {a € g*: (o, &) = 0VE € g})

Demostracion. Observemos que

OEE ~ GZ/(G2>M M € g*
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05> grupo de Lie & (Gyx), subgrupo normal de Gy < (gx), ideal en g.
Entonces para ver que el espacio reducido admite estructura de grupo de Lie nos alcanza
con probar que (gs), es un ideal en gy. Mediante simples célculos podemos ver que:

(QZ)M = {(6, CL) € gy | (57a)g* (:u) = 0} = {(gva) € gx | adZu - 2(6, ) = 0}
Sea (777 b) S (év CL) € (gz)u; vealnos que [(77717)7 (f?a)] = [[7775]7 _2(7775)] € (gE)u:

adp, gp(v) — X([n,€],v) = poadygv —X([n,§],v)
= p([[n, &), v]) — ([, &l v)
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4. REDUCCION OPTIMA DE VARIEDADES DE KAHLER

4.1. Nociones Basicas.

En esta seccion daremos las nociones basicas necesarias para poder probar el teorema
de reduccién Optima de variedades Kéhler. Principalmente repasaremos definiciones y
resultados conocidos sobre acciones de grupos de Lie, fibrados, variedades cocientes y
conexiones afines, en cada caso referimos la bibliografia utilizada.

4.1.1.  Acciones.

Definiciéon 4.1. Una accion a izquierda de un grupo de Lie G en una variedad diferen-
ciable M es una aplicacion:

p: GxM — M
(gvm) — ¢(g7m):¢g<m>:gm

tal que

» ple,m)=m Vm € M,

» ¢(g,0(h,m)) = ¢(gh,m) Yg,h € G,Ym € M.
Para todo g € G la aplicacion ¢4 = ¢(g,-) : M — M es un difeomorfismo de M con
INVETsa Pg-1.
Andlogamente se puede definir accion a derecha.
Diremos que la accion es:

= C*> 0 suave si ¢ es C™,

s transitiva si hay una sola orbita,

» libre si todos los grupos de isotropia son triviales, i.e. Gy, = {e} Ym € M,

» localmente libre si todos los grupos de isotropia son discretos, i.e. g, = {0} Vm €
M7

» efectiva si ¢, = idy implica g = e, o equivalentemente si la aplicacion g — ¢,
es inyectiva,

» propia si la aplicacion ® : G x M — M x M definida por ®(g, m) = (m, ¢(g, m))
es propia, o equivalentenmente si para cualquier par de sucesiones {m,} y {gn-mn}
convergentes en M, existe {g,,} subsucesion convergente en G.

4.1.2.  Fibrados.

Recordemos algunas definiciones de fibrados (ver [KXN],[MO]).

Definicién 4.2. Un fibrado (E, B, F) es una terna de variedades diferenciables munida
de

1. m: E— B C* y sobreyectiva,
2. una familia trivializante de difeomorfismos fy : 7 Y (U) — U x F, U € U, donde
U es un cubrimiento abierto de B, y p1 o fu =7 para U € U.



52

Se denota por E, = n~1(x), la fibra de x € B. Se dice que E es el espacio total, B la base
y F' la fibra del fibrado.

Definicién 4.3. Un fibrado (E, B, F) de dice principal cuando
1. F =G un grupo de Lie,
2. existe una accion a derecha de G en F,

3. la famila fy es equivariante: fy(y - g) = fu(y)g, donde (u,q")g = (u,g-¢'), si
uelUqg, g €q.

A G se lo llama grupo de estructura.

Observemos que:

= como fy es biyectiva y equivariante se tiene que la accién de G en E es libre;
» ademds, si u € 771 (),

i @)={veE: rtv)=r=7w)}={veE/FgeG:v=u-g} =0,

es isomosrfo al grupo de estructura G. Luego B = E/G y la proyeccién m : E —
E /G es una aplicacién diferenciable.

Definicién 4.4. Un fibrado principal (E, B, G) se dice trivial cuando E = B x G; es
decir, E es globalmente el producto cartesiano de la base por la fibra.

4.1.8.  Variedad Cociente.

Sea M una variedad diferenciable, G' un grupo de Lie, ¢ : G x M — M acciéon C* y
M/ /G el espacio cociente (espacio de dérbitas de la accién).
Consideramos la topologia cociente en M//G, entonces m : M — M//G es continua,
luego el espacio topolégico M//G no resulta necesariamente Hausdorff; pero si se pide
que la accién de G en M sea propia si resulta serlo. Mas ain, se puede probar que M//G
admite estructura de variedad diferenciable.

Proposicién 4.1. | ] Sea ¢ : G x M — M una accion propia del grupo de Lie G en
la variedad diferenciable M. Entonces:

1. El subgrupo de isotropia G, es compacto para todo m € M.

2. FEl espacio topologico M/ /G es Hausdorff (aiin cuando M y G no lo son).

3. Si la accion de G en M es libre entonces M//G admite estructura de variedad
diferenciable y la proyeccion candnica m : M — M//G le da a M estructura de
G-fibrado principal (luego 7 : M — M//G resulta submersion,).

Observacion 4.1. Si G es un grupo de Lie compacto la accién de G sobre M resulta propia.
Luego, en el caso particular cuando G es compacto se cumple la proposicién anterior.

Definicién 4.5. Diremos que M//G es una variedad regular si posee estructura de
variedad diferenciable cuya estructura topoldgica es la cociente y tal que la proyeccion
candnica ™ : M — M//G es una submersion.
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4.1.4. Conexion de Levi-Civita de una submersion riemanniana.

Sean (N,g) y (L,h) dos variedades riemannianas y 7 : (N,g) — (L, h) submersién
riemanniana. Recordamos ([DC]) que V = Ker drm es un subfibrado de T'N, que se
denomina fibrado vertical. El fibrado horizontal H se define, para cada p € N, como
H, = V,. De modo que

T,N=H,DYV,
Dado X € X(L) existe un tnico X € X(L) tal que dm,X, = Xy, X se denomina

levantamiento horizontal de X.
Si VY y VI denotan las conexiones de Levi-Civita de ¢ y h, respectivamente, se sabe que:

- = 1 — —
(4.1) VY = (VExY) + 5[X,Y]V XY € X(L),
donde ZVY es la componente vertical del campo vectorial Z.

Llamemos V a la conexién en H que se obtiene mediante la proyeccién ortogonal sobre
H de VV, o sea:

(4.2) VREY = (VEY)y X, Y € X(N).
Luego de (4.1) y (4.2) concluimos que:

(43) (Vi) = (VEY), XY € X(D)
entonces V¥ queda definida de la siguiente forma:

(4.4) (V.Q(Y)W(q) = (dﬂ)q<v?’(?)q XY € X(L)-

4.2. Cociente Kahler.

Sea (M, g, J) una variedad Kéhler, y w(.,.) := g(J.,.) su 2-forma de Kéhler. Sea G un
grupo de Lie compacto que actia sobre M, donde la accién es libre y preserva la métrica
y la forma simpléctica, por lo tanto también preserva la estructura compleja.

Si aplicamos el Teorema de reduccion simpléctica de Marsden Weinstein 1.10 a M obtene-
mos el cociente simpléctico M,.q = N//G, donde N = u=1(0) C M; M,.q tiene estructura
simpléctica @ definida por:

T = "W
donde ¢ : N — M es la inclusién y m : N — N//G es la proyeccién canénica.
Ademas el cociente M,.q = N//G tiene naturalmente una métrica inducida por g. Llamem-
os h a la métrica inducida, la cual esta definida de la siguiente forma:

hMX,Y) :=g(X,Y)
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donde X e Y son los levantamientos horizontales de X,Y € X(N//G).
A partir de © y h podemos obtener una estructura casi compleja en el cociente M, .4, mas
aun se puede probar que dicha estructura es integrable, por lo tanto M,.q es Kéahler.

Teorema 4.2. | | La métrica inducida en M,.q es Kdihleriana, con forma de Kdhler

W.

Demostracion. Sea p : M — g* la aplicacién momento asociada a la acciéon de Gy
N :=p~40) c M.

Sea V la conexion de Levi-Civita de g. Llamamos gy a la métrica en N que se obtiene
al restringir g, como ¢ : N — M es una inmersién isométrica, tenemos la siguiente
expresién para V¥, la conexién de Levi-Civita de gy,

qu(V%Y)q = [(VXY/)q]N

para todo ¢ € N, XY € X(N), donde X,Y : M — TM diferenciables en un en-
torno U C M de g tales que X e Y estan t-relacionados con XeY respectivamente,
osea (d)X = Xovy (d)Y = Youy [(VgY)n es la proyeccién ortogonal de
(VgY), € T,M = T,N ©T,N* sobre T,N.

Recordemos que como la accién de G es libre, N resulta ser un G-fibrado principal,
entonces la proyeccién m : N — N//G resulta ser una submersién riemanniana. Entonces
el fibrado horizontal H C T'N sobre N se puede identificar via 7 con el fibrado tangente
T(N//G).

El complemento ortogonal de H en T'N es el fibrado vertical V,

(4.5) TN =H, DV, Vq € N.

Ahora consideremos el complemento ortogonal de # en T'M, al cual llamaremos V.
(4.6) T,M =T,N & (I,N)" =H,dV,® (I,N)= Vg€ N,

luego

(4.7) V,=V,®(T,N)y> VYgeN.

Queremos ver que J preserva H, pues como H isomorfo a T'(N//G), esto nos permi-
tird definir una estructura compleja en T(N//G). Si podemos probar que J preserva V),
usando el hecho que J es ortogonal tendremos que J preserva H.

Veamos que span{grad p;i:1,...,k} = (I'N)*; donde p; son las funciones coordenadas
de la aplicacion momento p : M — g*.

veTlT,N < (du)m(v) =0 < (grad p;,v) =0 < vil{gradp;i:1,... k}

Entonces {grad ju;;i: 1,...,k} C (T,,N)* y ademds dim(T,,N)* = dimG =k
pues dimN = dimM — dim@G;

= span{grad y;;i: 1,...,k} = (T,,N)*.
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Sabemos que V estd generado por los campos infinitesimales (X7)y, ..., (Xg)y
con {Xy,..., X} base de g; mas aiun {(X1)n, ..., (Xx)n} es base de V.
Sea B=J,.yTyM, dada Y seccién de B, g € N

(4.8)  (grad pi(q), Yq) = dpig(Yo) = wo((Xi)ar, ¥g) = (J(Xi)m)g, Yo) = (J((Xi)n)g: Yo)

Luego J((Xi)n)q = grad p;(q) Vq € N, Vi. Entonces J(V,) = (T,N)*, por lo tanto
JV,® (T,N)*)=V,® (T,N)* Vq € N, o sea J preserva V.

(M,g,J) es Kdhler entonces VxJ = JVx. Como J es ortogonal y preserva H y V,
entonces de la ecuacién anterior tenemos que J conmuta con py, la proyeccion ortogonal
de T'N sobre H. Entonces J conmuta con VH.~
Definimos J en N//G tal que (dm o J)|y = (J o dm)|y. De lo anterior se puede concluir

que vﬁ/ 6] = Jvﬁ/ /S donde VM/G es la conexién de Levi Civita de la submersién
riemanniana 7 : N — N//G definida en (4.4). Por lo tanto, la métrica inducida en
N//G es kihleriana.

O

4.3. Reduccion 6ptima Kaihler.

Sea (M, g, J) una variedad Kéhler, y w(.,.) := g(J.,.) su 2-forma de Kéhler. Sea G un
grupo de Lie que actia sobre M, donde la accién es propia y preserva la métrica y la
forma simpléctica, por lo tanto también preserva la estructura compleja. Si aplicamos la
reduccién éptima simpléctica 2.1 a (M, w) obtenemos la variedad simpléctica (M,,w,).
Ademsds el cociente M, = J*(p)//G, tiene naturalmente una métrica inducida por g.
Llamemos h a la métrica inducida, la cual esta definida de la siguiente forma:

MX,Y) :=g(X,Y)

donde X e Y son los levantamientos horizontales de X,Y € X(M,).

A partir de w, y h podemos obtener una estructura casi compleja en el cociente M,, el
objetivo es ver como hacer para obtener una estructura compleja (casi compleja + inte-
grable); y entonces obtener un teorema de reduccién 6ptima para variedades Kéhler.

Al principio pensamos que quizas fuera necesario adaptar de alguna forma la aplicacion
momento 6ptimo para que el cociente reducido admitiera estructura Kéhler, pero estu-
diando dicho cociente pudimos concluir que pidiendo que el punto donde reduzco cumpla
cierta propiedad, se puede construir una estructura compleja en el cociente a partir de
la estructura compleja J de la variedad Kahler de partida , este resultado da lugar al
siguiente teorema de reduccion:
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Teorema 4.3 (Reduccién éptima Kahler). Sea (M, g, J) una variedad de Kihler, G
grupo de Lie, ¢ : G x M — M wuna accion candnica y propia, y J : M — M/FE la
aplicacion momento optimo asociada a ¢.

Entonces para todo p € M/E cuyo subgrupo de isotropia actia propiamente en J(p) y
tal que dim G, = codim J'(p), (M,, h,J,) es una variedad Kahler, donde:

= M,:= T )/ /Gy,
» 1 es la métrica inducida por g en el cociente T~ *(p)//G,,

» J, satisface (dmo J)|y = (J, 0 dm)|y.

Ademds, la 2-forma de Kdhler de (M,, h,J,) es la forma simpléctica w, que se obtiene al
aplicar la reduccion simpléctica optima a M.
(H es el fibrado horizontal de la submersion riemanniana 7, : J *(p) — T 1(p)//G,).

Llamamos a (M,, h, J,) espacio reducido éptimo.

Antes de ver la demostracion de este teorema, enunciemos dos lemas que seran nece-
sarios.

Lema 4.4. Sea f € C*(M), Y € X (M), entonces JX; = gradf Vf e C®(M).
Demostracion. Sea f € C*°(M), Y € X(M)
{gradf,Y) = df(Y) = ix,w(Y) = w(X,Y) = (JX},Y)
= JX; = gradf VfeC®(M).

0
Lema 4.5. Si h € C*°(M)%, entonces dh(én) =0 VE € g.
Demostracion. Sea ¢ € N, £ € g
(h)y(Ex)y = ()| Geapela)) = 5| 1o Guapela) = 5| ha) =0
dt|, dt|, dt|,
0

Demostracion ( Teorema /.3, Reduccion Optima Kibhler)

Sea N := 7 (p).
Por Teorema 2.1 N resulta ser un G ,-fibrado prinicipal, luego la proyeccién
m: N — N//G, resulta ser una submersion riemanniana. Entonces el fibrado horizontal
H C TN sobre N se puede identificar via 7 con el fibrado tangente T'(N//G,).
El complemento ortogonal de H en T'N es el fibrado vertical V),

(4.9) T,N=H,&V, VYgeN.
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Ahora consideremos el complemento ortogonal de H en T'M, al cual llamaremos V.

(4.10) M =T,N@® (T,N)*=H,&V,® (T,N)* VgeN,
luego
(4.11) V,=V,®(T,N)* VYgeN.

Queremos ver que J preserva #H, pues como H isomorfo a T'(N//G,), esto nos permi-
tird definir una estructura compleja en N//G,.

Sabemos que V estd generado por los campos infinitesimales (&), - - ., (&) n con {&1, ..., &k}
base de g,; mas atn {(&1)n, ..., (§)n} es base de V.
Sih € C®(M)Y, por Lema 4.5, en particular, dh&;,, =0 Vi =1,... k;i.e. (gradh,&,) =0
Vi=1,... k
= (gradh), € VqL Vg e N

(4.12) = (gradh), € H,® (I,N)* Vg€ N.

Del Lema 4.4 y la ecuacion 4.12 tenemos
(JX1n), = (gradh), € VqL =H,® (T,N)* Vg € N.

Recordemos que T,N = E(q) = span{X;(q) : f € C®(M)“}, pues N es subvariedad
integral de la distribucién caracteristica E. Entonces:

J(T,N) Cc H,® (T,N)> VYgeN
= J(H,®V,) CH,® (T,N)> VqgeN.

Como mencionamos antes, sabemos que V' esta generado por los campos infinitesimales
(&N, -5 (&) con {&, ..., &} base de g,; por lo tanto dimV, = dim G, y por hipdtesis
tenemos dim G, = codim J*(p), donde codim J*(p) = dim M — dim N = dim M —
dim T,N = dim (T;N)*, Vg € N. Luego dim V, = dim (T,N)*. Entonces

(4.13) J(T,N)=J(H,®V,) =H,® (T,N)> Vg€ N.

J(T,N)YY)LJ(T,N) = J((T,N)*) C V,, por igualdad de dimensiones J((T,N)1) =
Vs Luego (T,N)* = J(V,), entonces de la ecuacién (4.13) podemos concluir que JH = H.

Definimos J, en T'M, de forma que el siguiente diagrama conmute:

H L o
dﬂpl ldﬂ'p
T™, 22 TM,
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es decir
(4.14) (dmoJ)|ly = (Jpodw)|H

(M,g,J) es Kéhler entonces VxJ = JVx (VJ = 0). Como J es ortogonal y preser-
va H, entonces J conmuta con py (proyeccién ortogonal sobre H),luego J conmuta con
V" (conexién de Levi-Civita en H definida en (4.2)). De las ecuaciones (4.4) y (4.14)
se puede concluir que @XJ,J = Jpvx, donde V es la conexién de Levi-Civita en N//G,,
luego VJ, = 0, entonces por el Teorema 1.5 J, es integrable y (M,, h,J,) es variedad
Kahler.

Falta probar que la forma de Kéhler de (M,, h, J,) coincide con w,,.

h(J,(drX),drY) = h(dr(JX),drY) = g(JX,Y) = w(X,Y)
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5. REDUCCION OPTIMA DE VARIEDADES HIPERKAHLER

5.1. Cociente hiperkahler clasico.

La construccién del cociente hiperkahler fue desarrollada por Hitchin, Karlhede, Lind-
strom y Rocek en | |. La misma estd inspirada en el método de reduccién simpléctica
de Marsden-Weinstein (ver Teorema 1.10). Este método ha sido utilizado con éxito para
construir métricas hiperkahler de interés en fisica (ver, por ejemplo, | , D).

En esta secciéon haremos un repaso de la construccion del cociente hiperkahler clasico,
para luego poder compararla con la construccion del cociente hiperkahler éptimo.

Comenzamos con (M, (,), 1, J, K) una variedad hiperkédhler, G un grupo de Lie com-
pacto, GG actia en M preservando la estructura hiperkahler, o sea, G actia por isometrias
y difeomofismos holomorfos con respecto a las tres estructuras complejas. En particular,
la accién de G preserva las formas de Kahler w;, wy, wk.

Cuando cada una de las tres estructuras simplécticas admite una aplicacién momento
estandar, se pueden combinar las tres en una aplicacién momento estandar hiperkahler,
definida por

w: M — g ®R3
m— apg(m) + jug(m) + kg (m)
donde g, p1y, g son las aplicaciones momento estandar simplécticas asociadas a wy, wy, Wi,

respectivamente. La métrica hiperkahler en M induce una métrica riemanniana en la var-
iedad p~1(0)/G que resulta hiperkihler.

(5.1)

Teorema 5.1 (] , Theorem 3.2]). La métrica en el cociente u=*(0)/G es hiperkdihler.

Idea de la demostracion. Dada la aplicacién momento p como en (5.1), sea g la métrica
inducida por (,) en p~'(0)/G. Se comienza fijando una estructura compleja, digamos I,
con forma de Kahler w;, y se define

pg = pg +ipr : M — g"®C.

La aplicacion py resulta holomorfa con respecto a I. La variedad

N = p31(0) = p;1(0) N ! 0)
es subvariedad compleja de M con respecto a I y la métrica inducida en N es Kahler.
El grupo G actia en N preservando la forma de Kahler, y la aplicacion momento para
la accién de G en N es pir|y. Por el Teorema 4.2, la métrica g en p;(0) N ui'(0)/G =
= 1(0)/G es Kéhler con respecto a I. Anédlogamente se demuestra que g es Kéahler con
respecto a J y K, por lo tanto g es hiperkéhler. O

*) (centro

g
(\) es libre

Esta reduccion no sélo se puede realizar en el punto 0 € g*, si tomamos \; € 3(
de g*), y si A = (A1, A2, A3) es un valor regular de v y la accién de G sobre p~*!
y propia, entonces el cociente 1~ !(\)/G es hiperkihler (| D).
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Observacion 5.1. (ver [D])

1. Para poder construir el cociente hiperkahler clasico se necesita que exista la apli-
caciéon momento, es decir, que cada una de las tres estructuras simplécticas admita
una aplicacién momento estandar. Una condicién suficiente para la existencia de
la aplicacién momento es que G sea semisimple, pero esta condicién no es necesaria.

2. Si la accién de G en p~'()\) es libre, entonces automaticamente A es un valor
regular de la aplicacion momento p. En este caso la dimension del cociente es
dim M — 4dim G.

3. Aunque la construccién del cociente hiperkédhler es una poderosa herramienta para
probar la existencia de métricas hiperkahler, dar la expresién explicita de dichas
métricas puede ser muy dificil.

5.2. Cociente hiperkahler 6ptimo.

En esta seccién mostraremos como es posible generalizar el método de reduccion éptima
al caso de las variedades hiperkéhler. Al igual que en el caso de las variedades simplécti-
cas y las variedades Kéhler, la aplicacién momento 6ptimo siempre podra ser definida, a
diferencia de la aplicacion momento estandar, ver por ejemplo la Observacion 5.1.

Sea (M, (,), J1, Jo, J3) una variedad hiperkéhler, G' un grupo de Lie compacto y
b: GxM — M
(g:m) +— g-m

una accion canénica, es decir G actia sobre M por difeomorfismos que preservan la es-
tructura hiperkahler de M.

Recordemos que (M, (,), J,) es una variedad Kéhler para cada a = 1,2,3. A partir
de la métrica ¢g para cada estructura compleja J, tenemos la 2-forma de Kéahler (forma
simpléctica)

wo (X, Y) = (J,X,Y)

y como vimos en la ecuacién (2.1), en cada caso podemos definir la distribucién carac-
teristica

(5.2) Ey = span{X¥{|f € C®(U)%, con U C M abierto G — invariante} a=1,23,

donde X} es el campo Hamiltoniano con respecto a la estructura simpléctica w,, asociado
a la funcion f, i.e. LxgWa = df .
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Si consideramos la interseccion de las tres distribuciones caracteristicas Fy, Eo v E3, obten-
emos una nueva distribucién generalizada diferenciable en M que resulta integrable, por
ser interseccién de distribuciones generalizadas integrables.

Definicién 5.1. Dada (M, (,), J1, o, J3) una variedad hiperkéihler, G un grupo de Lie
y ¢ Gx M — M una accion cdnonica, llamaremos aplicacion momento optimo
hiperkdahler asociado a ¢ a la proyeccion canonica:

J: M — M/(ElﬁEgﬂEg,)

(5.3) o ;

donde p es la subvariedad integral mazimal en M de la distribucion Ey N FEy N Es, que
contiene a m.

Observacién 5.2. J~Y(p) = p C M, donde en el primer miembro vemos a p como hoja de
la foliacién generalizada de M definida por Ey N Es N E3, y en el segundo miembro vemos
a p como subvariedad de M.

Definimos la siguiente accién:
(A GXM/(ElmEgﬂEg) — M/(ElﬂEngg)
(9:p) — Wy(p) == T(¢y(m))

donde m € M tal que J(m) = p.
Luego, la aplicacion momento J es equivariante con respecto a ¢ y W,:

Uy (T (m)) = Vy(p) = T (dg(m)).

(5.4)

Dado p € M/(EyNE;NE3), sea G, el subgrupo de isotropia en p con respecto a la accion
U definida en (5.4), o sea

G, ={g € G|¥y(p) = p}
={g€G|T(g-m)=p paratodom € jfl(p)}
={g € Glg-m € p paratodom € jfl(ﬂ)}

Teorema 5.2 (Reduccién 6ptima hiperkahler). Sea (M, (,), Ji, Jo, J3) una variedad
hiperkahler, G grupo de Lie compacto, ¢ : G x M — M wuna accion candnica y

J M — M/(EyN EyN E3) la aplicacion momento dptimo hiperkdhler asociada a ¢.
Entonces para todo p € M/(Ey N Ey N E3) que satisfaga las condiciones del Teorema 4.3,
M, =T Yp)/G, es una variedad hiperkdhler.

Demostracion. Sea p € M/(E; N Ey N E3), tomamos m € M tal que J(m) = p.
Definimos la aplicacién

jggZM—>M/<E2ﬂE3)

como la proyeccion candnica de M sobre el espacio de subvariedades integrales maximales
en M de la distribucién Ey N Es.
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Sea po3 1= j23(m).

Definimos N := J !(pa3), en realidad N = py3 por Observacién 5.2. Entonces N es la
subvariedad integral maximal en M de la distribuciéon Fy N E3, que pasa por m.

Observemos que p C N y probemos que el espacio tangente a N resulta Jj-invariante.
Tomamos X € X(N), X € EsN E3, podemos suponer que existen f, h € C*(N) tales que
X = X7 = Xj. Luego

df =wa(X,-) = (LX) = (1 X,) =ws3(1 X,")

dh = W3(X, ) = <J3X, > = <—J2J1X, > = —CUQ(J]_X, )
Por lo tanto, 1 X = X} = X2, entonces J; X € Ey N Ej.

Por lo tanto, J; induce una estructura compleja en N y, restringiendo la métrica (,) a
N, tenemos que (N, (;)n, J1) resulta una variedad Kéhler. G actia en N preservando la
forma de Kéhler, entonces podemos definir la aplicacién momento 6ptimo para N, a la
cual denotaremos Jy:

jNIN—>N/(E1)N

donde (Ej)y es la distribucién generalizada E) restringida a N. Se tiene que ((E1)y), =
(Ey N EyN Ey), para todo p € N. Entonces tenemos que:

jNNHN/(ElﬂEgﬁEg)

Sea p1 = Jn(m), o sea p; es la subvariedad integral maximal en N de la distribucién
E, N E; N E3, que contiene a m, entonces Jxy ' (p1) = p1.

Ademas tenemos que p = p1, pues como observamos antes p C N, luego p es subvariedad
integral de NV que contiene a m y ademaés era subvariedad integral maximal de E1NEsNEs,
que contenia a m. Entonces por unicidad de subvariedades integrales maximales (ver
Teorema 1.12) se tiene p = p;.

Luego Jy ' (p1) = p1 = p= T '(p), entonces
(5.5) T 'w(p)/Go =T p)/G,y

Aplicamos el Teorema 4.3 de reduccion éptima Kahler a N en el elemento p; y tenemos
que la métrica inducida por (-,-) en J'(p)/G, es Kéhler con respecto a J;. Anéloga-
mente se demuestra que es Kahler con respecto a Jy y Js, por lo tanto J(p)/G, es una
variedad hiperkahler.

U

Observacion 5.3. Pedir que el grupo de Lie G sea compacto nos garantiza poder aplicar
el teorema para todo p € M/(Ey, N Ey N Ej).

Observacion 5.4. La principal diferencia entre el cociente Kahler é6ptimo y el hiperkahler
optimo es la aplicacién momento que se utiliza para construir el cociente. En el caso Kahler
utilizamos la misma aplicacién momento 6ptimo que definieron Ortega y Ratiu | ]
para la reduccién simpléctica, mientras que en el caso hiperkahler nosotros tuvimos que
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introducir una aplicacién momento distinta, que también difiere bastante de la utilizada
en el cociente hiperkahler clasico.
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