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Resumen

En una variedad con constantes distintas 0 y 1 los elementos (0,1) y (1,0) en un
producto de &algebras de la variedad son elementos centrales y estan directamente
relacionados con las congruencias factor. Una variedad tiene congruencias factor de-
finibles si existe una formula de primer orden que define cada congruencia factor en
términos de uno o ambos elementos centrales asociados. En este trabajo estudiamos
el caso en que esta férmula es una conjuncién de ecuaciones. El resultado principal de
esta tesis es la obtencion de una férmula explicita que define una congruencia factor
en términos de un elemento central para el caso en que existe definibilidad ecuacio-
nal respecto del par de elementos centrales complementarios asociado. La férmula
obtenida es una conjuncién de cuasi-identidades y es 6ptima, en el sentido de que
hay una variedad para la que no existe una férmula positiva ni existencial que defina
las congruencias factor en términos de un tnico elemento central asociado. También
se encuentra una féormula ecuacional explicita para variedades con congruencias mo-
dulares en funcién de los términos de Gumm [8] y se obtiene como corolario una
férmula para variedades con congruencias distributivas via los términos de Jonsson
[9]. Por tltimo se presenta una axiomatizacién del conjunto de elementos centrales
con férmulas (V3 A p = ¢) para variedades con congruencias distributivas.

Palabras clave: Congruencias factor, Elemento central, Definibilidad.
Mathematics Subject Classification (2010): 03C05, 03C40.






Abstract

In a variety with distinct constants 0 & 1 the elements (0,1) and (1,0) in a
product of algebras in the variety are central elements and they are directly related
to the factor congruences. A variety has definable factor congruences if there is a
first order formula which defines every factor congruence in terms of one or both
associated central elements. In this work we study the case when this formula is a
conjunction of equations. The main result of this thesis is the obtention of an explicit
formula which defines every factor congruence in terms of a single central element
under the hypothesis of equational definability in terms of both central elements. The
obtained formula is a conjunction of quasi-identities and it is optimal, in the sense
that there is a variety for which there is no positive nor existential formula defining
factor congruences in terms of a single central element. We also find an explicit
equational formula for congruence modular varieties by means of the terms given by
Gumm [8] and as a corollary we obtain a formula for congruence distributive varieties
by means of the terms given by Jénsson [9]. Finally we present an axiomatization
for the set of central elements by (V3 A p ~ ¢)-formulas for congruence distributive
varieties.

Key words: Factor congruences, Central Element, Definability.
Mathematics Subject Classification (2010): 03C05, 03C40.
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Introducion

El estudio de las congruencias factor es de especial interés por su rol en la repre-
sentacion de algebras en producto directo en una variedad. Si consideramos varieda-
des con constantes 0 y 1 como los reticulados acotados y los anillos con identidad,
hay elementos distinguidos que juegan un papel crucial en esta descomposicion.
Consideremos I = (I, A, V,0,1) un reticulado distributivo y ej,es € I un par de
elementos complementarios, i.e. e Aea =0y e; Ves=1.Sean I; ={aVe;:a€l}
vy I = (I;,\|1,, V|1, e, 1), con i = 1,2. El mapeo 7 : I — I; x I, definido por
7(z) = (x Ve, zVey) es un isomorfismo que mapea e; — (071, 112) y ey +— (171, 0%2).
Mas aun, si m; y 7o son las respectivas proyecciones canonicas entonces

(x,y) € ker(moT) siix Ve =yVe;

Tenemos asi que en un reticulado distributivo la existencia de elementos comple-
mentados garantiza la existencia de una descomposiciéon en producto directo; y la
pertenencia a las congruencias factor asociadas es definible por féormulas en primer
orden en funcién de estos elementos. Algo similar sucede en el caso de los anillos
con identidad y los elementos centrales idempotentes. Esto motivé el desarrollo de
una generalizacién de las condiciones mencionadas. Decimos que V es una variedad
con 0 Yy 1! si existen términos O-arios 0 y 1 tales que

VEOx1l o=y

Si A € V, decimos que e € A es un elemento central de A si existe un isomorfismo
T:A — Ay x Ay tal que e — (0,1). Decimos que e y f € A son un par de elementos
centrales complementarios de A si existe un isomorfismo 7 : A — A; x A, tal que
e (0,1) y f+ (1,0). Desde luego, el isomorfismo 7 no es necesariamente nico,
mas aun, en el caso general el par e, f de elementos centrales complementarios no

1En el Capitulo 1 se dard una definicién més general de variedad con 0 y 1 en la que 0 = (01,..,0p)
y 1= (14,...,1,) para algiin n arbitrario.



determina el par (ker(m o7), ker(myo7)) de congruencias factor complementarias. En
el caso afirmativo llamamos a esta propiedad la propiedad de determinacion (PD):

(1) Para cada par e, f de elementos centrales complementarios existe un tnico
par (6,0) de congruencias factor complementarias tales que

e=0(0) y e=1(0)

f=1U0)y f=0(5)
PD es, en cierto sentido, la condicion mas general necesaria para garantizar que los
elementos centrales tienen toda la informacién de la descomposicién en producto
directo en una variedad. Notemos que PD es implicada por la siguiente condicion
de definibilidad:

(2) Existe una férmula de primer orden ¢ = ¢(z,w,z,y) tal que para cada
A BeV,

A x B E ¢((0,1),(1,0), (a,b), (a',1)) sii a =
Maés atn, con una simple aplicacién del Teorema de definibilidad de Beth podemos
demostrar la implicacién (1)=-(2). Una forma maés fuerte de PD es la siguiente:

(3) Un elemento central e determina un tnico par (6,0) de congruencias factor
complementarias que satisfacen

e=0(0) y e=1(0)
Esta propiedad es claramente implicada por el siguiente fortalecimiento de la pro-
piedad (2):
(4) Existen férmulas de primer orden vy = ¥o(z,z,y) v ¥1 = ¥1(z,x,y) tales
que para cada A,B €V
A x B E 90((0,1), (a,b), (d',b")) sii a = d’
A x B E :1((0,1), (a,b), (b)) siib=10'
Desde luego, (4) es la propiedad més caracteristica de los elementos centrales en los
ejemplos clasicos mencionados. Para reticulados acotados tenemos
Yo=axVzrmyVz
Vi =xNzRYANzZ

y para anillos con identidad

ho=z-(1=2)=y-(1-2)
P =12y 2



En [12] Sanchez Terraf y Vaggione demostraron que las propiedades (1), (2), (3) y
(4) son todas equivalentes a

(5) V tiene congruencias factor booleanas (CFB), i.e. el conjunto de congruencias
factor de cualquier algebra en V es un subreticulado distributivo de su reticulado de
congruencias.

En este trabajo nos planteamos dos objetivos principales:

1. Si V es una variedad para la que existe una férmula ¢ que es una conjuncién de
ecuaciones y satisface las condiciones en (2), nos proponemos encontrar una férmula
1o que satisfaga las condiciones en (4) con la menor complejidad posible, entendiendo
por complejidad de una féormula la cantidad de bloques alternados de cuantificadores
existenciales y universales que contiene. Como un primer acercamiento al problema
consideramos la hipétesis mas fuerte de una férmula ecuacional 1); que satisfaga las
condiciones en (4).

2. Para una variedad V con congruencias modulares Vaggione [14] demostro la
existencia de una férmula ecuacional 1)y que satisface las condiciones en (4), nos
proponemos encontrar explicitamente una férmula con estas caracteristicas por me-
dio de los términos de Gumm [8]. En el mismo trabajo se probé la existencia de un
conjunto ¥ de férmulas (V3 A p = q) que defina el conjunto de elementos centrales
en V), es decir, para cada A € V y cada e € A,

e es un elemento central en A siy sélo si A = X(e)

Buscaremos un conjunto con dichas propiedades para el caso particular de varie-
dades con congruencias distributivas basandonos en un argumento utilizado en la
demostracion del Teorema de Base Finita de Baker [1].

La diagramacion de esta Tesis es la siguiente:

En la Seccién 1.1 introducimos herramientas basicas del dlgebra universal y fi-
jamos la notaciéon utilizada. En la Seccién 1.2 exponemos definiciones y resultados
mas especificos relacionados con el estudio de los elementos centrales.

En el Capitulo 2 estudiamos la definibilidad de las operaciones en el algebra
de Boole de elementos centrales. En la Seccion 2.2 analizamos la definibilidad del
complemento, el infimo y el supremo entre elementos centrales para ciertas varieda-
des con definibilidad ecuacional de las congruencias factor y que poseen ademas la
propiedad de Fraser-Horn. En la Seccion 2.3 se encuentra una férmula que define
el complemento de un elemento central, para cualquier estructura de la férmula ¢
que satisface (4), y se obtiene como corolario una definicién por quasi-identidades



del complemento de un elemento central para el caso en que la férmula ¢ es una
conjuncion de ecuaciones.

En el Capitulo 3 se analiza la definibilidad de las congruencias factor. En la
Seccién 3.1 se resuelve la primera parte del segundo objetivo propuesto. En las Sec-
ciones 3.2 y 3.3 se presentan los resultados relacionados con el primer objetivo; y en
la Seccién 3.4 se muestra una generalizacion para cualquier hipétesis de definibilidad
en términos de ambos elementos centrales.

En el Capitulo 4 estudiamos la definibilidad del conjunto de elementos centrales.
En la Secciéon 4.1 encontramos explicitamente un conjunto de férmulas de la for-
ma V3 A p = ¢ que define el conjunto de elementos centrales para variedades con
congruencias distributivas, lo que resuelve la segunda etapa del segundo objetivo.
En la Seccion 4.2 utilizamos las formulas que definen el conjunto de elementos cen-
trales para obtener una definicién por férmulas de congruencias principales para el
conjunto de aquellos elementos g tales que 6(0,¢g) N 0(1,g) = A. Por ultimo, en la
Seccion 4.3 mostramos un ejemplo de una variedad localmente finita, semisimple y
aritmética, para la que el conjunto de elementos centrales no es definible por un
conjunto finito de férmulas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Herramientas del Algebra Universal

En esta seccion presentamos algunas definiciones basicas y fijamos la notacién
usada a lo largo de este trabajo. Supondremos que el lector esta familiarizado con los
conceptos basicos de la logica y el dlgebra universal. Para un desarrollo completo de
los temas involucrados se pueden consultar los libros Model Theory de C. C. Chang y
H. J. Keisler [5] y A course in Universal Algebra de S. Burris y H. Sankappanavar [4].

Un lenguage (o tipo) de dlgebras es un lenguaje de primer orden (con igualdad)
sin simbolos de relacién, es decir un conjunto F de simbolos de funcion tales que a
cada miembro f de F es asignado un entero no negativo n. Este entero es llamado
aridad de f y decimos que f es un simbolo de funcion n-ario. Para el caso de un
simbolo de funcién O-ario lo llamaremos también simbolo de constante. El conjunto
de los simbolos de funcién n-arios en F es denotado por F,. Dado X un conjunto
de objetos, llamados wvariables, y un tipo de algebras F, denotamos por T'(X) al
conjunto de términos de tipo F sobre X. Para un término p € T'(X) escribiremos
p(z1,...,x,) (abreviadamente p(Z)) para indicar que las variables que ocurren en p
estan entre xq,...,z,. Un término es n-ario si el nimero de variables que aparecen
explicitamente en p es < n.

Para un conjunto dado A una operacion n-aria en A es cualquier funcién de A"
en A. Asi, si F es un lenguaje de algebras entonces un dlgebra A de tipo F es un par
ordenado (A, F') donde A es un conjunto no vacio y F es una familia de operaciones
en A indexadas por el lenguaje F tal que a cada simbolo de funcién n-ario f en F
le corresponde una operacién n-aria f4 en A. El conjunto A es llamado universo de
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A = (A, F) y las fA son llamadas operaciones fundamentales de A. ( En la préctica
escribiremos simplemente f para f4 siempre que no dé lugar a confusién). Si F
es finito, digamos F = {f1,..., fx}, escribimos (A, fi,..., fi) en lugar de (A, F').
Dado un término p € T(X) denotamos por p* a la operacién correspondiente en el
algebra A. Un élgebra A es finita si |A] es finito y es trivial si |A] = 1.

Dadas dos algebras A y B del mismo tipo F diremos que una funciéon o : A — B
es un homomorfismo de A en B si

a(f(ay, ... an)) = flalar), ..., o(an))

para cada simbolo de funcién n-ario f en F y cada aq,...,a, € A, y lo denotamos
por a : A — B. Si «a es suryectiva decimos que es un epimorfismo y que B es
imdgen homomorfica de A. Si « es inyectiva decimos que es un monomorfismo. Si
« es biyectiva decimos que es un isomorfismo y que A y B son isomorfos (A = B).

Dadas dos algebras A y B del mismo tipo F decimos que B es una subdlgebra
de A si B C Ay para cada simbolo de funcién f € F, fB es la restriccién de f4
a By lo simbolizamos B < A. Un subuniverso de A es un subconjunto B de A tal
que para cada operacion fundamental n-aria f de A y cada aq,...,a, € B tenemos
f(ai,...,a,) € B. Para un algebra A y un subconjunto X de A llamamos Sg*(X)
al subuniverso de A generado por X.

Si A1y A son dos algebras del mismo tipo F definimos el producto (directo)
A, x Ay como el dlgebra cuyo universo es el conjunto A; x Ay y para cada f € F,
ya; €Ay, a, € Ay, 1 <i<mn,

FAR ((ar,ah), - (ans ay)) = (FA (0, an), f22(ay, oo dh)

El mapeo
7TiZA1XA2—>AZ' 26{1,2}
(al,ag) = a;.

es llamado proyeccién candnica en la i-ésima coordenada de A; x A,. Para una
familia de algebras {A,}ic; el producto directo A = J[,.; A; es un dlgebra con
universo [ [, ; A; tal que para cada f € F, y ar,...,a, € [[,c; A,

A (ar, .. a,)(0) = fAi(ar(i), . .., an(i))

para cada ¢ € I. Como antes, tenemos proyecciones canénicas

Wj:HAi%Aj

el
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para cada j € I definidas por

mi(a) = a(j)
Definicién 1.1.1. Diremos que una clase de dlgebras V es una variedad si es cerrada
por imagenes homomorficas, subalgebras y productos directos.

Para una clase de dlgebras K notaremos con V(K) la variedad generada por K.
Llamaremos identidad a toda sentencia de la forma

Vg, oo &y p(xy, .o ) &gz, ..o, 20)

que también notaremos por p(zi,...,z,) ~ q(x1,...,2,). Dado una clase K de
algebras decimos que K es una clase ecuacional si es axiomatizable por un conjunto
de identidades.

Teorema 1.1.1. (Birkhoff). Una clase de dlgebras V es una variedad si y solo si es
una clase ecuacional.

Dada una variedad V y un conjunto de variables X denotaremos con Fy,(X) (o
simplemente F(X)) al algebra V-libre sobre X.

Si A es un algebra de tipo F y € es una relacion de equivalencia en A diremos
que 6 es una congruencia de A si satisface la siguiente propiedad de compatibilidad:
Para cada simbolo de funcién n-ario f € F y cada a;,b; € A, si (a;,b;) € 6 para
1 <1 < n entonces

(f(ah'"7an)’f(b1,...,bn)) €.

La relacién diagonal A4 en A es el conjunto {(a,a) : a € A} y la relacién total
A? es denotada por V4. (Escribimos simplemente A y V cuando no haya lugar a
confusion). Claramente ambas relaciones son congruencias. El conjunto de todas las
congruencias en un algebra A es denotado por Con(A). El reticulado de congruen-
cias de A, denotado por Con(A), es el reticulado cuyo universo es Con(A) y el
infimo y el supremo se calculan de la misma forma que para relaciones de equiva-
lencia. Decimos que A tiene congruencias distributivas si Con(A) es un reticulado
distributivo y decimos que A tiene congruencias modulares si Con(A) es un reticu-
lado modular. Si 0y, 03 € Con(A) decimo que 6, y 5 permutan si y sélo si

01092:92001

y A tiene congruencias permutables si cada par de congruencias de A permutan.
Diremos que una variedad tiene congruencias distributivas, congruencias modulares
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o congruencias permutables si toda algebra de la variedad tiene respectivamente
congruencias distributivas, congruencias modulares o congruencias permutables.

Dada un élgebra A y una congruencia 6§ € Con(A), el dlgebra cociente de A por
6, que denotamos por A/, es el algebra cuyo universo es A/f y cuyas operaciones
fundamentales satisfacen

fA/e(al/H, o an/0) = fAay,. .. ,ay)/0

donde aq,...,a, € Ay f es un simbolo de funcién n-ario en F.

Dados dos elementos a,b € A simbolizamos con 64 (a,b) a la menor congruencia
en A que contiene al par (a,b). Decimos que 6 (a,b) es una congruencia principal.
Siay,by,...,a,,b, € Adenotamos por 6(d, l;) la congruencia \/}_, #(a;, b;) y decimos
que es una congruencia compacta.

La siguiente definicién y el Lema que le sigue son la versién de Gratzer de la
observacion de Mal’cev sobre congruencias principales.

Definicién 1.1.2. Una una férmula 7(x, y, u, v) es una férmula de congruencia prin-
cipal (FCP) si existen k impar y términos ¢; con 1 < ¢ < k tales que 7(x,y, u,v) =

35 1 2~ by (u, ) A\ (0, ) &t (0,8) A\ £i(u, 1B) & i (u,18) At (v,15) &y
iel iceP
donde I es el conjunto de los ¢ impares y P el conjunto de los ¢ pares con 1 <17 < k.

Lema 1.1.2. (Mal’cev). Sea A un dlgebra y sean a, b, c,d elementos de A. Entonces
(a,b) € 84(c,d) si y sdlo si existe una férmula de congruencia principal 7 tal que

A E rw(a,b,c, d).

Tanto la definicién como el Lema anteriores pueden generalizarse para congruen-
cias compactas.

Definiciéon 1.1.3. Sea A un algebra y §;, 9 € Con(A). Decimos que 6; y 3 son
un par de congruencias factor complementarias si y solo si

51Ny = A4
(510(52:VA

y lo simbolizamos con §; ¢ d5. A una congruencia d; para la que existe una con-
gruencia do que satisface las condiciones anteriores la llamamos congruencia factor
y denotamos por C'F'(A) al conjunto de todas las congruencias factor de A.
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Definicién 1.1.4. Dados dos conjuntos A; y As y una relacion 6 en A; x As,
decimos que § factoriza si existen conjuntos d; C A x Ay y d9 C Ay X A, tales que,
dados aq,b; € A1y ag, by € Ay

((al,az), (bl, b2)) € 0 sii (al, bl) € y (CLQ, bg) € 0s.
En tal caso decimos que ¢ factoriza en d; y do y lo simbolizamos § = §; X d».

Lema 1.1.3. Si 0 € Con(A; x As) factoriza en 01 y dy entonces 61 y do son con-
gruencias de A1 y Ay respectivamente.

Definicién 1.1.5. Diremos que un algebra A tiene Congruencias Factor Booleanas
(CFB) si el conjunto CF(A) es el universo de un subreticulado distributivo CF(A)
de Con(A). Diremos que una variedad V tiene Congruencias Factor Booleanas si
toda algebra A en V tiene Congruencias Factor Booleanas.

Lema 1.1.4. Sea V una variedad. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. V tiene CFB.
2. 1AV 0,0, e CF(A) ydod, entonces 0 D (0V )N OV

3. V tiene congruencias factor factorizables, i.e., Si A, B€ )V y0 € FC(A x B),
entonces 0 factoriza.

Definicién 1.1.6. Diremos que una variedad tiene la propiedad de Fraser-Horn
(PFH) si toda congruencia en un producto de dlgebras de la variedad factoriza.

Lema 1.1.5. Sea V una variedad. Son equivalentes:

1. V tiene la PFH.

2. SiAeVyb,§e Con(A) sonun par de congruencias factor complementarias,
entonces para cada vy € Con(A), v 2 (yVO)N(y V).

3. SiAeVyb,§e Con(A) sonun par de congruencias factor complementarias,
entonces para cada v € Con(A), v 2 (yV0)No.

4. SiAeV yb, o, ve Con(A), vale la igualdad vy N (V) = (yNO)V (yN),
cada vez que en {v,0,0} haya al menos una congruencia factor.

5.8 A BeV ya,d € A, bl € B, entonces 04*B((a,b), (d',b')) = 04(a,a’) x
OB(b, V).
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1.2. Elementos Centrales

Notacién. Si p1,...,pn ¥ q1,- .-, ¢ son términos notamos p' = (p1,...,pn) ¥
7= (q1,--.,¢n) y simbolizamos con '~ ¢ la férmula A}, p; =~ ¢;.

Definicién 1.2.1. Sea V una variedad. Diremos que V es una variedad con 0 y 1 si
existen términos 0-arios 0y,...,0,,11,..., 1, tales que

VEOI~T >z ~y.

Teorema 1.2.1. (Kollar [10] y Vaggione[13]). Sea V una variedad cuyo lenguaje
tiene al menos un simbolo de constante. Son equivalentes:

1.V es una variedad con 0 y 1.
2. Para toda dlgebra A en'V, V4 es una congruencia compacta.

3. Existen términos 0-arios 0;,1; con 1 < i < n ytérminosu; € T(z1,...,2n, T,Y)
con1 <j <m ym impar, tales que V satisface las identidades

4. Ningin dlgebra no trivial en V tiene subdlgebras triviales.

Definicién 1.2.2. Sea V una variedad con 0 y 1.Si A €V, decimos que € € A" es
un elemento central de A si existe un isomorfismo

T: A — A x A,
tal que e; — (0;,1;) i=1,....n

Diremos que €'y f € A" son un par de elementos centrales complementarios de A

sl existe un isomorfismo

T: A — A x A,
tal que e; —  (0;,1;)

y lo simbolizamos €op f.
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Definicién 1.2.3. Llamaremos centro al conjunto de todos los elementos centrales
de un dlgebra A y lo denotamos por Z(A).

Notacién. Dados a;,b; € A, i = 1,...,ny 0 € Con(A), con @ = 5(0) sim-

bolizamos (a;,b;) € 0 para todo i = 1,...,n. Y con [d,b] simbolizamos la n-upla
((a1,01), .., (an, bp)).

Lema 1.2.2. Sea V una variedad con 0 y I y sea A € V. Dado un par de con-
gruencias factor complementarias 01,62 € Con(A) existe un unico par de elementos

centrales complementarios € y f de A tal que

Demostracién. Se sigue directamente de la definiciéon de las congruencias factor
complementarias considerando el isomorfismo natural A — A/d; x A /dy.

En el caso general la reciproca de este lema no es cierta, es decir, ni un ele-
mento central ni un par de elementos centrales complementarios estan asociados
necesariamente a un unico par de congruencias factor complementarias.

Definicién 1.2.4. Sea V una variedad con 0 y 1. Diremos que V tiene la propie-
dad de determinacion débil (PD débil) si para cada par €, f de elementos centrales
complementarios en cada algebra A de V existe un tnico par de congruencias factor
complementarias d1, d2 € Con(A) tales que

Diremos que V tiene la propiedad de determinacion fuerte (PD fuerte) si para cada
elemento central € en cada dlgebra A de V existe un tnico par de congruencias factor
complementarias d1, 0y € Con(A) tales que

e=0(0)ye=1(0,).

El siguiente Teorema muestra que ambas formas de la propiedad de determina-
cién son equivalentes y caracteriza las variedades que la poseen.
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Teorema 1.2.3. (Sénchez Terraf-Vaggione [12]). Sea V una variedad con 0 y 1. Son
equivalentes:

1. V tiene la PD débil.
2.V tiene la PD fuerte.

3. Eziste una formula de primer orden p(Z,x,y) en el lenguaje de V tal que para
todo A, BEY ya,a € A, bl € B
A x Bl ([0,1],
4. Existe una formula de primer orden p(Z,W,x,y) en el lenguaje de V tal que
para todo A, BEY ya,a € A, bt/ € B

— —.
Y

A x B= ¢([0,1],[1,0]

(a,b), (a’,V) siy sélo sia=d.

(a,b), (a’,)) siy sélo sia=d.

5.V tiene CFB.

Mas ain, cuando las condiciones anteriores valen, la formula ¢ en 3 y 4 puede
elegirse de forma que es preservada por productos y factores directos.

Si V es una variedad que satisface las condiciones equivalentes del Teorema an-
terior, en particular es una varieda con la PD fuerte, por lo que un elemento central
determina un unico par de congruencias factor. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.2.5. Sea V una variedad con 0 y I que satisface las condiciones equi-
valentes del Teorema 1.2.3. Dada un édlgebra A € V y un elemento central € de A,
llamaremos 9§‘€ y 9%‘75 ( o simplemente 05,2 ¥ 07> cuando no haya lugar a confusién)
al inico par de congruencias factor complementarias que satisface

Notemos que 0 y 1 son elementos centrales en cualquier algebra A y las con-
gruencias factor asociadas a ellos son

02 =AY y A =VA

0,0 1,0
A _ A A _ AA

El estudio de las férmulas ¢ que satisfacen las condiciones del Teorema 1.2.3
serd el eje central de este trabajo por lo que necesitaremos de la siguiente definicion.
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Definiciéon 1.2.6. Dada una variedad V diremos que una férmula (2,4, z, y)
define 0 » en términos de € y €° si para todo A,B € Vya,a’ € A, b,V € B

-

A x B = o([0,1],[1,0], (a,b), (¢, b)) siy sélosi a = a.

Diremos que una férmula ¢(Z, x, y) define 05,2 en términos de € si paratodo A, B € V
ya,a € A bb eB

A x B = ¢([0,1], (a,b), (d', 1)) siy s6lo si a = d.

Diremos que una férmula ¢(Z, z,y) define 07 ; en términos de €si paratodo A, B € V
ya,a € A bb eB

A x B = o([0,1], (a,b), (', b)) si y s6lo si b =1
En este ultimo caso decimos también que ¢ define 05 . en términos de €*

A continuacién exponemos algunos resultados que ponen de manifiesto la relacién
entre 05 - y la formula que la define para ciertos casos particulares.

Lema 1.2.4. (Vaggione). Sea V una variedad con 0 y 1. Entonces

1. Si existe una formula positiva que define 05 en términos de € entonces para

todo dlgebra A en 'V y todo elemento centml € en A tenemos HA = 604(0,e).

2. Si existe una formula positiva que define 0z . en términos de € entonces para

todo dlgebra A en 'V y todo elemento centml € en A tenemos HA = 9‘4( e).

3. Si existe una férmula (7,4, x,y) positiva que define 05 en términos € y €
entonces para 1 todo dlgebra A en V y todo par de elementos centrales comple-
mentarios €, f en A tenemos 6’A = 04(0,¢) v 04(T, f).

Teorema 1.2.5. (Sanchez Terraf [11]). Sea V una variedad con 0 y 1. Entonces

1. Si existe una formula existencial que define 05, en términos de € entonces
existe una formula positiva que define 05 en términos de €.

2. Si existe una formula existencial que define 0y ; en términos de € entonces
existe una formula positiva que define 03 > en términos de €.

3. Si existe una formula existencial que define 05 > en términos de € y €° entonces
existe una formula positiva que define 05 > en términos de € y €*
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Lema 1.2.6. (Vaggione). Sea V una variedad con 0 y 1. Si para toda dlgebra A € V
tenemos que 6’6A€ = 04(0, &) entonces 05z es definible por una férmula de la forma

AN\ p = q en términos de €.

Como vimos anteriormente en el caso de los reticulados acotados y de los anillos
con identidad las formulas que definen 05, y 05 ; en términos de € son ecuaciones,
sin embargo este no es el caso general.

Sea Sf la variedad de los semireticulados acotados (con infimo). Es un hecho
conocido que 5@1 es una variedad con CFB por lo que satisface las condiciones
equivalentes del Teorema 1.2.3. La férmula

¢(z,x,y):x/\z%y/\z

define 6, . en términos de e, sin embargo la estructura de la férmula que define 6 .
no es obvia.

Lema 1.2.7. (Vaggione). Sy, satisface:
1. No hay una féormula positiva ni existencial que defina 0y en términos de e.
La formula

ozyz,y) =Vu (s Au)Azx (YAu)Az—=cANuxyAu

define 0y en términos de e.
2. No existe una formula positiva ni existencial que defina la relacion e o w en
términos de e. La formula

alzyzw)=wAzx=0 & Yu :(wWAu)AzxuhNz—>wAuxu
define e o w en términos de e.

El siguiente resultado caracteriza la existencia de una férmula ecuacional que
defina 05 . en términos de €.

Teorema 1.2.8. (Vaggione). Sea V una variedad con 0y 1. Son equivalentes:
1. Hay una férmula abierta que define 05, en términos de €.
2. Hay una formula (\p = q) que define 05, en términos de €.
3. Exzisten términos p;,q;, 1 = 1,...,n tales que
VE (Api(ﬁ,x,y) A qi((j,x,y)> TRy
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4. Hay una férmula o(Z,x,y) de la forma (\ p = q) que define 6(0, €) en términos

de €, i.e.
04(0,6) = {(a,b) : A |= 9(7,a,b))
para toda dlgebra A €V y todo € € Z(A) tal que 9‘4(6, e)nN QA(T, €) = A4,

5. Emisten términos v;, 1 = 1,...,k, con k impar, tales que las siguientes identi-
dades se satisfacen en V:
x Ui(a,x,x), i=1,...,n
x v1(0,7,y)

viri (L, 2,y), i impar
Ui+1(67 €, y)a [ par
Y.

vi(1, x
vi(67x7
vp(L,

6. (z,y) € O¥(0,2) vV <(9F(6, 2)V OF (z,y)) NOF (1, Z)), donde F = F(z,y, 2).

) Y

QX Q&

Y

~— — —

SRS S

7. SiA< BeV yéec AN N Z(B), entonces 4(0,€) zeggﬂA x A.

De la demostracion de este Teorema se desprende el siguiente resultado que nos
serd de suma utilidad.

Corolario 1.2.9. Sea V una variedad con 0 y 1 y o(Z,x,y) una (\p =~ q)-formula.
Entonces ¢ define 05, en términos de € si y sdlo si

V|=g0(6,x,y) SrRYy

VE p(1,z,y).

En los capitulos siguientes toda variedad V mencionada serd una variedad con
0 y 1 que satisface las condiciones equivalentes del Teorema 1.2.3. Para simplificar
la notacion expondremos los resultados para el caso 0=0 y I = 1 sin pérdida de
generalidad.
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Capitulo 2

El adlgebra de Boole de elementos
centrales

En este capitulo definimos de forma natural una estructura de dlgebra de Boole
sobre el conjunto de elementos centrales para las algebras en variedades bajo las
hipétesis del Teorema 1.2.3 y estudiamos la definibilidad de las operaciones definidas.
En la Seccién 2.2 lo hacemos para aquellas variedades que tienen la propiedad de
Fraser-Horn y en las que 0y, es definible ecuacionalmente en términos de e, o en
términos de e y €. En la Seccion 2.3 estudiamos la definibilidad del complemento de
un elemento central a partir de una férmula cualquiera que define 6, en términos
de e y e°.

2.1. Algunas definiciones

De acuerdo a lo definido en el capitulo anterior si V es una variedad con la PD
fuerte entonces para toda algebra A € V y todo elemento central e en A existe un
tinico par de congruencias factor (63, 67,) tal que

e = 0(‘963})
e= 1(‘9{;)-

En vista del Lema 1.2.2 tenemos que el mapeo
e (636, Qfe)

es de hecho una biyeccién entre el conjunto de elementos centrales y el conjunto de
pares de congruencias factor complementarias. Mas atn, el Teorema 1.2.3 nos dice

17



18 Capitulo 2. El algebra de Boole de elementos centrales

que V es una variedad con CFB y en consecuencia cada congruencia factor de A
tiene una unica congruencia factor complementaria. Asi, tenemos que el mapeo

e&—>9{fe

es una biyeccién entre Z(A) y CF(A). Via este mapeo podemos definir de forma
natural un algebra de Boole sobre el conjunto de elementos centrales.

Definicién 2.1.1. Sea A € V. El dlgebra de Boole de elementos centrales sobre A,
que denotamos por Z(A) es el dlgebra de Boole (Z(A),“2 | Aa, Va) donde definimos
las operaciones como sigue:

Dado e € Z(A) definimos el complemento e de e como la tnica solucién a las
ecuaciones

es decir, e es el elemento central complementario de e en A. Dados e, f € Z(A)
definimos el infimo e Aa f entre e y f como la tnica solucién a las ecuaciones

z = O(Q{fe N Q{ff)
z = 1(«9%6 Vv Gﬁf).

Dados e, f € Z(A), definimos el supremo eV f entre e y f como la tinica solucién
a las ecuaciones

z= 0005, Vv «93‘7})
z = 1(916,2 N fo).

El lema a continuacién simplificara la exposicién de los resultados posteriores.

Lema 2.1.1. (Vaggione). Sean e, f € Z(A) y a € A. Entonces
i.a=eNg [ siysdlosi(0,a) €0, y(a,f)ebi.

ii. a =eVy [ siysolosi(l,a) €0, y(a,f)ebf,.
Demostracidn. i. Sean e, f € Z(A). De la Definicién 2.1.1 obtenemos

(0,ena f)eb. N8 v (LeAaf)ebt, vVop,.
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Dado que (0,e Aa f) y (0, f) pertenecen a Géf tenemos que

(e/\Af>f)€9(l)4:f

Y dado que (1, f) v (1,e Aa f) pertenecen a Qﬁe \% Q‘fjf tenemos que
(e/\Af7f) S Hﬁeveﬁf

Asi
(e Na f.f) €05 N (0D, V O1y) =08, N6,

Para ver la otra direccién tomemos a € A tal que (0,a) € 0(‘?76 y (a,f) € Oﬁe.
Tenemos que
(0,a) € 65, N (61, V 65,) = 05, N O

(1,a) € Gf‘e vV Hf‘f
por lo que a = e Ap f.

La demostracion de iz es totalmente analoga a la de 7.

Definicién 2.1.2. Diremos que una férmula «o(z, z) define el complemento de un
elemento central en V si para toda dlgebra A € Vytodoee€ Z(A)y fe A

f=e2siysblosi AEale, f).

Diremos que una férmula ¢(x,y, z) define el infimo entre elementos centrales en V
si para toda édlgebra A € Vytodoe, f € Z(A)yge A

g=-eAa fsiysolosi AEe,f g).

Diremos que una férmula ¢ (x,y, z) define el supremo entre elementos centrales en
V si para toda dlgebra A € Vytodoe, f € Z(A)yge A

g=eVa fsiysélosi A (e f,g).

Lema 2.1.2. Si po(z,z,y) v p1(z,z,y) son dos formulas que definen respectiva-
mente Oy y 01 en términos de e en V entonces la férmula

a(z,z) = po(z,1,2) A p1(z,0, 2)
define el complemento de un elemento central. La formula

Q/}(l’,y,Z) = ¢0(I7072) A gOl(ZE, 27y>
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define el infimo entre elementos centrales. Y la formula

w<x7 Y, Z) = 901(1‘7 17 Z) A 900(1’, <, ?J)
define el supremo entre elementos centrales.
Demostracién. Se sigue directamente de la definicion del complemento y el

Lema 2.1.1.

Observemos que si ¢g vy 1 son conjunciones de ecuaciones, entonces las opera-
ciones en Z(A) son definibles ecuacionalmente.

2.2. Variedades con la PFH

En esta seccién encontramos definiciones 6ptimas de las operaciones entre ele-
mentos centrales para ciertas variedades particulares que, ademas de tener definibi-
lidad ecuacional de 6. en términos de uno o ambos elementos centrales asociados,
tienen la PFH.

2.2.1. Variedades con un término u corto

Diremos que V es una wvariedad con un término u corto si existe un término
u(z,z,y) en el tipo de V tal que

VEu0,z,y) ~x
ViEul,z,y) =y
Notemos que en esta clase de variedades las congruencias 6. y 61 . estan definidas
respectivamente por
wolz, 2, y) = ulz,z,y) =y
o1z, z,y) =u(z,zy) = o

en términos de e. Por el Lema 2.1.2 sabemos que las operaciones entre elementos
centrales son definibles ecuacionalmente. El siguiente Teorema muestra que en esta
clase particular de variedades las operaciones son definibles por términos.

Teorema 2.2.1. Si en V existe un término u(z,z,y) tal que
ViEu0,z,y) ~x
VEul,zy) =y

entonces para toda A €V dados e, f € Z(A)
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1. et = u(e, 1,0),
2. GAAf:U(e,O,f),
3. eVa f=ule, f,1).

Demostracién. Sea A un algebra en V.
1. Sea e € Z(A). Basta notar que (u(e,1,0),u(0,1,0)) € 68, por lo que

(u(e, 1,0),1) € (9(‘?76
y (u(e,1,0),u(1,1,0)) € er por lo que
(u(e, 1,0),0) € 67,

Asi, por la definicién del complemento, u(e, 1,0) = e®A.
2. Sean e, f € Z(A). Dado que (u(e, 0, f),u(0,0, f)) € 68, tenemos que

(u(e, 0, f),0) € 036
y dado que (u(e,0, f),u(1,0, f)) € 6%, tenemos

(u(e, 0. f), f) € 07

Asi por el inciso i del Lema 2.1.1 u(e,0, f) = e Aa f.
3. Sean e, f € Z(A). Dado que (u(e, f,1),u(0, f,1)) € 9(1)&,@ tenemos que

(ule, £,1), f) € 0,
y dado que (u(e, f,1),u(1, f,1)) € 07, tenemos
(ule, f,1),1) € Hf‘e

Asi por el inciso 7 del Lema 2.1.1 u(e, f,1) = e Va f.
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2.2.2. Variedades con un término u largo

Diremos que V es una wvariedad con un término u largo si existe un término
u(z,w,z,y) en el tipo de V tal que

VEuw0,1,z,y)~x
VEu(l,0,7,y) = y.

En esta clase de variedades la formula

¢(27w7x7 y) = u(z7 w7 x? y) ~ y

define 6. en términos de e y e°. La estructura de las férmulas que definen 0y y 0 .
en términos de e no es obvia, sin embargo el siguiente Teorema muestra que en esta
variedad las operaciones entre elementos centrales son definibles ecuacionalmente.

Teorema 2.2.2. SiV es una variedad para la que eziste un término u(z,w,z,y) tal
que

VEu0,1,z,y)~x
VEu(l,0,z,y) =y
entonces:

1. La conjuncion de las ecuaciones

u(z,2,1,0) =~ =z (2.1)
u(z,z,1,x) ~ 1 :
u(z,z,z,0) ~ 0 (2.3)

define el complemento de un elemento central.

2. La conjuncion de las ecuaciones

uw(z,1,2,0) =~ wu(l,z,z2,0)
u(z,0,z,y) =~ u0,z,2,y) (2.5)

define el infimo entre elementos centrales.
3. La conjuncion de las ecuaciones

u(r,1,2,y) ~ u(l,z,z2y) (2.6)
uw(z,0,2,1) =~ u(0,z,2,1) (2.7)

define el supremo entre elementos centrales.
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Demostracién. Sea A € V.
1. Sea e € Z(A). De la definicién del complemento y las identidades satisfechas
por u se desprende que los pares

(u(e, e 1,0),e4), (u(e,e2 1,e),1) y (u(e, e, e,0),0)

pertenecen tanto a 65, como a 67,. Asi, dado que 6, N6, = A, tenemos que
es satisface las identidades (2.1), (2.2) y (2.3). Para ver la otra direccién de la
demostracion tomemos g € A tal que

u(e,9,1,0)=9g (1)
u(e,g,1,e) =1 (2)
u(e,g,e,0) =0 (3)

Las ecuaciones (1) y (2) implican (g,1) € g, y las ecuaciones (1) y (3) implican
(9.0) € 6..
2. Sean e, f € Z(A). Dado que (e Aa f,0) € 65,

(u(e,1,e Aa f,0),u(l,e,e Aa f,0)) € 9(1)3,}

y claramente
(u(e,1,e Aa f,0),u(l,e,e Aa f,0)) € 07,

Asi, dado que ‘966,} N 9{’7‘6 = A, tenemos que e A f satisface (2.4). Por el Lema 2.1.1
sabemos que (e Aa f, f) € 0%, y en consecuencia

(u(e,0,e Aa f, f),u(0,e,e Aa f, f)) € Qfe.

Claramente
(U(G,O,e/\A f,f),U(O,e,e/\A faf)) € 93@

por lo que e Aa f satisface (2.5) . Para ver la otra direccién sean g € A tal que
u(e,1,9,0) =u(l,e,g,0) (4)

u(6707g7f):u(076’g’f> (5)
Dado que u(0,1,9,0) =g y u(1,0,g,0) = 0 por (4) tenemos que

(9.0) € bg,..
Dado que u(1,0,¢, f) = f y u(0,1, ¢, f) = g la ecuacién (5) implica

(9. f) € 67
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Asi, por el Lema 2.1.1 g =e Aa f.
La demostracion de 3 es totalmente andloga a la de 2. -

Cabe preguntarse si para variedades con un término u largo la definibilidad
ecuacional es 6ptima, i.e. si las operaciones son definibles por términos, como en
el caso de variedades con un término u corto. Basta considerar la variedad de los
los reticulados distributivos acotados para ver que en el caso general no existe un
término que defina el complemento de un elemento central. En el siguiente ejemplo
se muestra una variedad bajo las hipotesis del Teorema anterior para la que no hay
definibilidad del infimo por un término. Para ver que el supremo no es definible por
un término basta considerar el ejemplo dual al presentado para el infimo.

Ejemplo 2.2.1. En el tipo T = {0,1,u}, donde 0 y 1 son simbolos de constante y
u es un simbolo de funcion 4 — ario, sea U la variedad definida por las identidades

w(0,1,z,y) =z
w(l,0,z,y) ~ y

Sea 3 = ({0,1,c},0,1,u®) el dlgebra con tres elementos en U donde
x, siz=0, w=1;
w(z,w,my) =<y, siz=1, w=0;

c, caso contrario.

Sean A =3x38x 3ye=(0,1,1), f =(1,1,0). Es facil ver que e Ny f = (0,1,0) y

porlo que e Aa f ¢ SgA({e, f}). Se sigue que el infimo entre elementos centrales
no es definible por un término en U.
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2.2.3. Variedades con un término mayoritario

Una variedad V es una variedad con un término ternario mayoritario si existe
un término M (z,y, z) tal que

ViEMz,y)~ Mxyz)~ Myz,z)~z

En esta clase de variedades el infimo y el supremo entre elementos centrales son
definibles por términos, como lo enuncia el siguiente Lema.

Lema 2.2.3. SiV es una variedad con un término ternario mayoritario M, entonces

dados A€V ye, f e Z(A)
1. 6/\Af:M(€,f,0)
2. eVaf=Ml(e,f1)

Demostracion. Se sigue directamente de las identidades satisfechas por M y el
Lema 2.1.1. 4

Toda variedad con un término mayoritario tiene congruencias distributivas y
para toda variedad con congruencias distributivas existen formulas ecuacionales que
definen 6y . y 0; . en términos de e (en la Seccién 3.1 se encuentra explicitamente la
férmula para 6y ). Asi, por el Lema 2.1.2, el complemento de un elemento central es
definible ecuacionalmente. La variedad Dy; de los reticulados distributivos acotados
es un ejemplo clasico de una variedad con término ternario mayoritario para la que
no existe un término que defina el complemento de un elemento central.

2.2.4. FHP no implica definibilidad ecuacional

Los Lemas 1.1.5 y 1.2.6 nos dicen que para una variedad con la PFH existen
férmulas (3 A\ p = ¢) que definen 6y y 6 . en términos de e. Asi, por el Lema 2.1.2
sabemos que existen férmulas (3 A\ p & ¢q) que definen las operaciones en el dlgebra
de Boole de elementos centrales.

Las variedades consideradas en esta Seccion son variedades con la propiedad de
Fraser-Horn (Vaggione [17]) que admiten una definicién ecuacional de 6y . en térmi-
nos de e y €. En todos los casos analizados se obtuvieron definiciones ecuacionales
del complemento, el infimo y el supremo entre elementos centrales. Cabe preguntar-
se si la existencia de una férmula ecuacional que define 6. en términos de e y e°
en una variedad con la propiedad de Fraser-Horn implica la existencia de definicio-
nes ecuacionales de las operaciones entre elementos centrales. Para responder esta
pregunta necesitaremos de los siguientes lemas.
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Lema 2.2.4. 57V es una variedad tal que el complemento de un elemento central es
definible por una conjuncion de ecuaciones y A € V, entonces para cada e € Z(A)
y cada subdlgebra B de A tal que e,e“4 € B tenemos que (1,e¢%4) € 08(0,¢).

Demostracién. Sean p;,q;, con 0 < ¢ < n, términos tales que la férmula
a(z,z) = N, pi(z,z) = gz, z) define el complemento de un elemento central.
Sea A € Vye, fe Atales que ecn f. Dado que « define el complemento tenemos
A = a(e f).

Sea B una subdlgebra de A tal que e, f € B y sea 6 = #B(0,¢). Dado que « es
una conjuncién de ecuaciones es preservada por subdlgebras y cocientes, y asi

B = afe, f)
por lo que B/6 = «a(e/0, f/0) y en consecuencia

B/0 = o(0/0, f/0)
Dado que 0/0 € Z(B/6) tenemos que f/0 = (0/6)°=1/60. 4

Lema 2.2.5. 5i V es una variedad tal que el infimo entre elementos centrales es
definible por una conjuncion de ecuaciones y A € V, entonces para cada e, f € Z(A)
y cada subdlgebra B de A tal que e, f, e Aga [ € B tenemos que (l,e Ay f) €
6B(1,e) v 6B(1, f).

Demostracién. Sean p;,q;, con 0 < ¢ < n, términos tales que la férmula
Y(x,y,z) = Niey pi(x,y, 2) = gi(x,y, z) define el infimo entre elementos centrales.
Sea A €Vye,f,ge Z(A) tales que g = e Ap f. Claramente A = (e, f,g).

Sea B una subdlgebra de A tal que e, f,g € B y sea 6 = 0B(1,¢) V 6B(1, f).
Tenemos asi que

B =y(e f,9)
por lo que B/6 =(e/0, f/60,9/0) vy en consecuencia

B/0 |=1(1/0,1/0.9/0)
Dado que 1/6 € Z(B/0) tenemos que ¢g/0 = (1/6) A (1/0) =1/6.
Lema 2.2.6. 57V es una variedad tal que el supremo entre elementos centrales es
definible por una conjuncion de ecuaciones y A € V, entonces para cada e, f € Z(A)

y cada subdlgebra B de A tal que e, f, eV f € B tenemos que (0,e V4 f) €
6B(0,¢) v 65(0, f).
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Demostracién. La prueba es andloga a la demostracion del Lema 2.2.5. 4

El siguiente es un ejemplo de una variedad con la PFH que admite una definicién
ecuacional de 0. en términos de e y e para la que no existen férmulas ecuacionales
que definan el complemento de un elemento central ni el supremo entre elementos
centrales.

Ejemplo 2.2.2. En el tipo 7 = {0,1,¢,d,-,u} donde 0, 1, ¢, d son simbolos de
constante, - es un simbolo de funcion binario y u es un simbolo de funcion 3 — ario,
sea V la variedad definida por las identidades

1=z

8

l-x~ux
z-0~=0
0-2~0
u(e,z,y) =z

u(d, z,y) = y.

Claramente V =0~ 1 — z ~y y la formula p(z,w,z,y) = w-x ~w-y define Oy,
en términos de e y e°. Pero también V = c ~ d — x =~ y, mds ain, dadas las dos
dltimas ecuaciones, por [17] sabemos que V es una variedad con la PFH.

Consideremos en V el dlgebra A = ({0,1,¢,d},0,1,¢,d,-,u) donde - es el infimo
en la cadena 0 < ¢ < d <1 yu estd definido por las identidades enV y las ecuaciones
u(0,z,y) =0, u(l,z,y) = 1.

Sea C'la subdlgebra de A x A generada por {e, f} donde e = (0,1) y f = (1,0).
La congruencia 0€(0,¢) estd dada por la particién

{{00.0),(0.1),(0.2), (0.3)}, {(1.0)}, {1, D}, {20}, {22} {3.0)}. {(3,3)} }

Dado que (1, f) ¢ 0€(0,¢) por el Lema 2.2.4 podemos concluir que en V el comple-
mento de un elemento central no es definible ecuacionalmente.

Consideremos ahora en A* la subdlgebra B generada por {e, f, g} donde ¢ =
(0,0,1), f =(1,0,0) g = (1,0,1). La congruencia 68(0,¢) v 08(0, f) estd dada por
la particion

{{(0,0,0), (0,0,1),(1,0,0), (0,0,2),(2,0,0),(0,0,3),(3,0,0) },
(1,0, {(1,1,1)},{(2,0,2)},{(2,.2,.2)}, {(3,0,3)}, {(3,3,3)}}
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Claramente g = e V 43 f y (0,9) ¢ 08(0,¢e) Vv 6B(0, f) por lo que de acuerdo con el
Lema 2.2.6 el supremo de elementos centrales no es definible ecuacionalmente en V.

En la variedad V del ejemplo anterior el infimo es definible por un término, ya que
e f=-e- f. El siguiente es un ejemplo de una variedad con la PFH y definibilidad
ecuacional de 6y . en términos de e y e que no admite una definicién por ecuaciones
del infimo entre elementos centrales.

Ejemplo 2.2.3. Sea V' la variedad dada por las identidades

Q

Q

%

Q

H H O 8 = 8
s
<R 8 8 =

Q

ule, x,y
u(d, z,y
ysea A= ({0,1,¢,d},0,1,¢,d,-,u) donde - es el supremo en la cadena 0 < ¢ < d < 1
yu estd definido por las identidades enV y las ecuaciones u(0, x,y) = 0, u(1l,z,y) = 1.
Sea B la subdlgebra de A® generada por {e, f, g} donde e = (0,1,1), f = (1,1,0) y
g=1(0,1,0). La congruencia 68(1,¢e) Vv 0B(1, f) estd dada por la particién

{{(1, 1,1),(1,1,0),(2,1,1),(1,1,2),(3,1,1),(1,1,3) }

(0,0,0},{2,2},{.39},{0,1,0} {12}, {8.1.3}]

Dado que g =eAys f y(1,9) ¢ 6B(1,e)VOB(1, f) por el Lema 2.2.5 concluimos que
el infimo de elementos centrales no es definible ecuacionalmente en V.

De los ejemplos anteriores podemos concluir que el hecho de que una variedad
tenga la propiedad de Fraser-Horn no implica la existencia de definiciones ecuacio-
nales de las operaciones entre elementos centrales, incluso bajo la hipdtesis de que
existe una férmula ecuacional que define 6, en términos de e y €.

2.3. EIl complemento

La definibilidad del complemento de un elemento central es de especial impor-
tancia por su relacién con la definibilidad de las congruencias factor en términos de
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un unico elemento central. Si 6 . es definible en términos de e y e por una férmula
o(z,w,x,y) y hay una férmula a(z,y) que define el complemento de un elemento
central, la formula

Jw : a(z,w) A p(z,w,z,y)

claramente define 6, . en términos de e.

Notemos ademas que podemos obtener una férmula a que define el complemento
de un elemento central de forma natural a partir de una férmula ¢ que define 0,
en términos de e y e°. Para ver esto necesitamos definir el siguiente conjunto de
formulas.

Definicién 2.3.1. Dada una férmula de primer orden ¢(z,w,z,y) llamaremos
¥(z,w) al conjunto formado por las férmulas:

Nz w) = Ve (a0, 2,7)
A5 (z,w) =Va,y o p(z,w,2,y) = o(z,w,y,2)
N (z,w) =V, y,u: plz,w,z,y) Ap(z,w,y,u) = o(z,w,z,u)

)\{;(z,w) =VZ,y: N ez w,ze,ur) — p(z,w, f(Z), f(y)) para cada f simbolo de
funcién n-ario.

N (z,w) = o(z,w,0,2) A p(z,w,1,w)

M (z,w) =V o(w, 2,7, 2)

N (z,w) =Vz,y: pw, z,2,9) = o(w, 2,9, 1)

M(z,w) =Vo,y,u: o(w, z,2,y) Ao(w, z,y,u) — p(w, 2, 1, u)

)\{(z,w) =VZ,y: N e(w,z, zpus) — p(w, z, f(Z), f(§)) para cada f simbolo de
funcién n-ario.

M (z,w) = p(w, 2,0,w) A p(w, 2,1, 2)
M(z,w) =Va,y o p(z,w,2,y) Ap(w, z,2,y) =z~ y.

AJ(Zaw) = \V/I',y Ju %0(2771%%“) A go(w,z,u,y).
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Dados un par de elementos e y f en un dlgebra A € V, tenemos que
A EY(e, f)siysblosieop f

y claramente
VIEX(z,0)US(z,w) 5 v w

dada la unicidad del complemento de un elemento central. Asi, por Compacidad
existe un subconjunto finito ¥y C ¥ tal que

VI Zo(z,0) USg(z,w) = v w

por lo que si a(z,w) es la conjuncién de férmulas en el conjunto ¥y(z,w) tenemos
que «(z,w) es una férmula de primer orden que define el complemento de un ele-
mento central. Nos proponemos encontrar explicitamente una férmula o que defina
el complemento de un elemento central y que tenga la menor complejidad posible.
Para esto necesitaremos del siguiente Lema.

Lema 2.3.1. Sean a,a’ € A, bt/ € B yg € A x B y sean 6,0 relaciones de
equivalencia en A X B tales que

1. ((a,), (a, 1)) €6 y (', V), ) €
2. ((a, V), (a, 1)) € 0 y ((a,b),g) € 0
3.0M0=A
4. 8 y 0 factorizan.

Entonces g = (', b).

Demostracién. Ya que ¢ factoriza y ((a,b),(a,b’)) € § tenemos que
((a',b),(a',0)) € 0 y dado que ((a,b), g) € 6 tenemos

((d,0),9) €6

Andlogamente, dado que 0 factoriza y ((a’,V'), (a,V')) € 8 ¥ ((a,b), g) € 6 tenemos

((d,0),9) €0

Asi, ya que § N0 = A, podemos concluir g = (a’,b). -
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Definicién 2.3.2. Dada una férmula ¢(z, w,z,y) definimos a,(z,w) como la con-
juncién de las formulas A, A5, AT, AE A AT AT AP M pertenecientes al conjunto
2.

Notemos que si a,b € A son tales que A = a,(a,b) entonces

d={(z,y) € A2: AE ¢(a,b,x,y)}
y
0= {(x,y) € A2: A= o(ba,z,y)}

son un par de relaciones de equivalencia en A tales que (0,a) y (1,0) € §; (1,a) y
(0,0) efyonbd=A.

Teorema 2.3.2. SiV es una variedad y p(z,w,x,y) es una formula preservada por
productos y factores directos que define 0y, en términos de e y e, entonces para
toda dlgebra A €V y todo e € Z(A), g € A

A= oay(e,g) siysolosi eoqg.

Demostracién. Si A € V y e, f € A son tales que e op f, dado que ¢ define
6o en términos de e y f, claramente A |= ay (e, f).

Para ver la otra direccién sean A, B € Vy g € A X B tales que A x B =
a,((0,1),g). Asi

0={(z,y) € (Ax B)*: Ax B ((0,1),9,7,y)}

y
0 = {(w,y) S (A X B)2 :AxB ): 90(9, (0,1),$,y)}

son relaciones de equivalencia tales que

((0,0),(0,1)) € 6y ((1,1),9) €4,
((1,1),(0,1)) € 8y ((0,0),9) €90,
5N =AYE

y dado que ¢ es una férmula preservada por productos y factores directos, d y 6
factorizan. Asi, de acuerdo con el Lema 2.3.1, podemos concluir que g = (1,0). -

Cabe notar que si 6y es definible por una conjuncién de ecuaciones en términos
de e y e, entonces el Lema anterior nos permite obtener una definicién del comple-
mento de un elemento central por cuasi-identidades. El inciso 2 del Lema 1.2.7 nos
muestra que en el caso general no hay definibilidad existencial ni positiva de e®, por
lo que para el caso ecuacional la definicién del complemento encontrada es éptima.
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Capitulo 3

Definibilidad de 6, . en términos
de e

Este Capitulo se centra en la busqueda de una férmula que defina 6y . en términos
de e bajo distintas hipdtesis. En la Seccion 3.1 presentamos una férmula ecuacional
que define 0y . en términos de e para ciertas variedades que admiten este tipo de
definibilidad. En la Seccién 3.2 trabajamos bajo la hipdtesis de definibilidad ecua-
cional de ¢, . en términos de e o, equivalentemente, de 6. en términos de e¢. En
la Seccién 3.3 trabajamos bajo la hipdtesis de definibilidad ecuacional de 6y, en
términos de e y e€. Por ultimo en la Seccién 3.4 presentamos los resultados que
generalizan los obtenidos en las Secciones 3.2 y 3.3 para cualquier férmula, no ne-
cesariamente ecuacional, que defina 6y, en términos de e y en términos de e y e,
respectivamente.

3.1. Definibidad ecuacional en términos de ¢

En esta Seccién se presentan definiciones ecuacionales de 6y . en términos de e
para variedades con congruencias modulares, variedades con congruencias distribu-
tivas, y variedades bajo las hipotesis del Teorema 2.2.2.

Recordemos que por el Lema 1.2.1 para toda variedad V con 0 y I existen térmi-

33
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nos uq, . .., Uy, con m impar tales que satisfacen las siguientes identidades:
~oU (07 T, y)
ui(l,z y) ~ ui1(l,z,y) paraiimpar, 1 <i<m—2
ui(0,2,y) ~ wi1(0,2,y) paraipar, 1<i<m-—1
un(lz,y) = y

3.1.1. Variedades con congruencias modulares

Consideremos una variedad V con congruencias modulares. Siendo F = F(x, y, 2),
el algebra libre de V en las variables z,y, z, tenemos que

HF(O,z)\/((@F(O,z)\/&F(a:,y))HGF(l,z)) = (67(0, 2)VOF (2, )) N (0¥ (0, 2) VOF (1, 2)).

Dado que 6F(0,2) v 6F(1,2) = V¥, se satisface 6 del Teorema 1.2.8, por lo que V
admite una definicién ecuacional de .. Nos proponemos obtener explicitamente
una (A p = ¢)-férmula que defina 6. en términos de e por medio de los términos
de Gumm [8] y los términos u}s.

Para variedades con congruencias modulares, Gumm [8] demostré la existencia
de términos p(x,y, 2) v ¢;(x,y, z) con 1 < i < ryrimpar tales que en V se satisfacen
las identidades:

gi(r,z,x) ~zparai=1,...,r
r = p(e,y,y)

~q(x,z,y)

p(r,2,y) ~
YY) & iy (@, y,y) para ¢ impar, 1 <@ <r —2
)

(
ai(
gi(x,z,y NqZH(x x,y) paraipar, 1 <i<r-—1
@ (2, y,y) =

Sin pérdida de generalidad supondremos que, siendo m la cantidad de términos
u;, m = 2"+ 1 para algin n > 1. Sean m; = 2"/ +1con 0 < j < n.
Definimos los términos #](z,z,y), con 0 < j <n, 1 <i <m; — 1 como

T
Xz

t(z,2,y) = Unp1-i(z,7,9)
7z ay) = plat), i(2,2,9),t(2,2,y))
y los términos s;(z,y) con 1 <i < n como
si(z,y) =y
Sz’+1($,y) - p(x,x,si(aC,y))
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Observemos que para m = 5 tenemos n =2y
t7 = p(x, p(x, us, uy), p(x, ug, us))
Para m =9 tenemos n =3 y
t1 = p(, p(a, p(x, us, ur), p(x, uz, ug)), p(x, p(, us, ug), p(x, us, uy)))
Invitamos al lector a chequear como opera esta distribucién de los términos wu;,
evaluando t}(z,x,y) en z = 0y z = 1 y utilizando las identidades satisfechas por

los términos u;.

Lema 3.1.1. Sea V una variedad con congruencias modulares. En 'V se satisfacen
las siguientes identidades:

(0, z,7) t.,(0,2,y) para todo j y para i impar (3.1)
t1(1,x,y) t{H(l,a:,y) para todo j y para i par (3.2)
th],fl(l,x,y) ~ x paraj>1 (3.3)
00.2,y) ~ « (3.4
t1(Lz,y) = so(z,plz,u(l,z,y),y)) (3.5)
si(rv,x) =~ x (3.6)

) (3.7)

Q

si(z,p(z,z,y)) paral <i<n-—1

Demostracion. 1. Para ¢ impar, m — ¢ es par, asi para el caso j = 0 tenemos

t?(O, z, y) ~ um+17i(07 Z, y)
~ um—i(oa T, y)

~ t?Jrl (07 x, y)
Suponiendo que vale para j tenemos
6710, 2,y) = p(a, ), _;(0,2,9), £ (0, 2,y))

~ p(I7 tznj_(i+1)(07 QT, y)v t?—‘rl(O? I’, y))

~t11(0,2,y).
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2. Para ¢ par, m — 1 es impar y asi para j = 0 tenemos
t?(L xz, y) ~ umfiJrl(l? z, y)
~ um—i(17x7y>
~ t?+1(1,$,y).
Suponiendo que vale para j tenemos
J+1 ~ J J
tz‘ <1ax7y) Np(x7tmj—z(]-7x7y>7tz(17x7y>)
~pla,t), oo (La,y) th (L z,y))

~ (1,2, y).

3. De acuerdo con la definicion de los términos tf tenemos que para todo j > 1

. i1 i1
tfnjfl(la z, y) ~ p(I, tinj_l—(mj—l)(l’ z, y)? tfnjfl(la z, y))

Notemos que m;_1 — (m; — 1) = 2""U=D 4 1 —2n7 = 27=J 4 1 = my;. Asi, siendo

m; — 1 par, tenemos por la ec. (3.2) y la definicién del término p

tzn]-—l(lwxay) %p(as,ti,;l(l,x,y),tfnzl_l(l,a:,y)) ~ T

4. Por la ec. (3.1) tenemos que

10,2, y) = p(z, 5710, z,y), 70, z,y)) =~ z.

5. Veamos que (1, z,y) ~ sj(z,p(z,u1 (1, 2,y),y)) por induccién en j > 1
ti(la%y) ~ p(a:,t?no_l(l,x,y),t(f(l,a:,y))
%p(x,uQ(l,x,y),um(l,x,y))
%p(;aul(laxvy)uy)
~ Sl(x,p(x,/lh(l,ﬂf,y),y))-

Suponiendo que vale para j, por la ec. (3.3) tenemos

Sj-i-l(xap(xaul(laxay)ay)) ~ p(l’,l‘, sj(:c,p(:c,m(l,x,y),y)))
~ p(z,z,t(1,2,9))
~ p(x7tfnjfl<1>x7y)at]1(17xay))

~ 1 (1,2, y).
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Por lo que para j = n tenemos la igualdad buscada.

6. La demostracién por induccién sobre ¢ es inmediata de la definicién de los s;
y p-

7. Queremos ver que s;+1(x,y) ~ s;(z, p(x,z,y)) para 1 < i < n— 1. Claramente

52($7y> ~ p(xax781(x7y))
~ p(xaxay)
~ Sl(xap('xﬂxay))

y suponiendo que se satisface para i tenemos

Si—i—?(x: y) ~ p(x7 €, Si+1(x7 y))
~ p((lf, €, Si(‘rap(‘ra z, y)))

~ Sz’+1<$7p<$7$ay>>

lo que concluye la demostracion.—

Teorema 3.1.2. Si V es una variedad con congruencias modulares y o(z,x,y) es
la conjuncion de las ecuaciones

t?(’z’x’y) ~ Sn(xap(xaul(zaxvy)uy>>
g(z,ur(z,2,9),y) ~ qi(z,ux(1,2,y),y) para todo j y todo k (3.9)

entonces ¢ define 0y . en términos de e.

Demostracion. Por el Corolario 1.2.9 basta verificar que

ViEelz,y) v VEeOz,y) <x=y.

V E (1, z,y) es consecuencia directa de la ec. (3.5) del lema anterior.

V E (0,2, x) es consecuencia de las ecuaciones (3.4) y (3.6) y la definicién de los
términos g;.
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Sean A € V y a,b € A tales que A |= ¢(0,a,b)

a=1t7(0,a,b) por la ec. (3.4)
- Sn(a’ap(aaul(o’aub)’b)) por 90<07a7b)
= su(a,p(a,a,b)). por def. de wuy

Aplicando alternativamente la validez de (0, a,b) y las identidades satisfechas por
los términos u; tenemos que, para todo j

qj(aaa)b) = Qj<a7u1(07a7b)7b)

y por la def de p y los ¢; tenemos
p(a? a, b) = ¢ (Cl, a, b)

= q(a,b,b)
= @o(a,b,b)
= ¢(a,a,b
= ¢ (a,b,b
b.
Esto implica que para para todo ¢ > 1
si(a,p(a,a,b)) = si(a,b)
= s;_1(a,p(a,a,b)) por la ec. (3.7)

y asi

a = sn(a,p(a, a, b))

S1 ((I,p(a, a, b))
= p(a7 a, b)
= b,

por lo que podemos concluir V = ¢(0,z,y) = z ~ y. -
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3.1.2. Variedades con congruencias distributivas

Si V es una variedad con congruencias distributivas sabemos (Jénsson [9]) que
existen términos ¢; con 1 < ¢ < r y r impar, tales que en V se satisfacen las
identidades:

Q

q1 (.I', X, y)
¢iy1(x,y,y) para i impar
¢i1(z, x,y) para i par

QU

S
B
8
\/S\_/
%

En vista de que los términos de Jénsson son un caso particular de los términos
de Gumm, el Teorema 3.1.2 produce el siguiente Corolario.

Corolario 3.1.3. Si V es una variedad con congruencias distributivas y p(z,x,y)
es la conjuncion de las ecuactones

gj(z,ui(z,2,9),y) ~ gqi(v,ui(l,2,y),y) para todo j y todo i
entonces ¢ define 0y . en términos de e.

Demostracién. Definiendo p(z,y, z) = 2 podemos ver con un simple argumento
de induccién que t7(z,x,y) = x = s,(x, p(x,ui(z,2,y),y)), por lo que aplicando el
Teorema 3.1.2 obtenemos las ecuaciones deseadas.—

3.1.3. Variedades con un término u

En el capitulo 2 vimos que si V es una variedad para la que existe un término u
tal que

V E u0,1,x,y) =~ (3.10)
V E u(l,0,z,y) =y (3.11)

entonces V tiene definibilidad ecuacional del complemento, el infimo y el supremo
entre elementos centrales. V es una variedad con la PFH por lo que los Lemas 1.1.5
y 1.2.6 nos dicen que existe una férmula (3 A\ p ~ q) que define 6. en términos de
e. El siguiente Lema muestra que en este caso particular existe una conjunciéon de
ecuaciones que define 6y en términos de e.
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Lema 3.1.4. SiV es una variedad para la que existe un término u que satisface las
identidades (3.10) y (3.11) entonces la formula

@(27 x? y) = U(Z, 17 ./,U’ y) ~ u(17 Z? x? y)
define 0y en términos de e.

Demostracion. Es una aplicacion directa del Corolario 1.2.9 y las identidades
(3.10) y (3.11).

3.2. Definibilidad ecuacional en términos de e°

En esta Seccién estudiamos la definibilidad de 6y . en términos de e para el caso de
una variedad que tiene definibilidad ecuacional de ¢, . en términos de e. Recordemos
que la variedad de los semireticulados acotados admite una definicién ecuacional de
01, en términos de e, pero no admite una definicién ni positiva ni existencial de 6,
en términos de e (Lema 1.2.7).

Lema 3.2.1. Sea V una variedad tal que la formula

¢<Z7$ay) = /\pZ(Z,:U,y) ~ QZ(va>y)
i=1

define 0, . en términos de e. Entonces la formula

n

Y(z,2,y) = Vu: p(u,z, ) A /\ o(z,pi(u, z,y), ¢;(u, z,y)) = o(u, z,y)
i=1

define 0y en términos de e.
Demostracién. Sean A € V, e € Z(A) y a,b,c € A tales que (a,b) € 95’7‘6 y

n

A= o(c,a,a) A /\ (e, pi(c,a,b),qi(c,a,b))

i=1

Claramente
(pi(caaa b)vpi(cva7a’)) € 0(?,(3 ) 1 S l S n

(%(C?aa b)?Qi(Ca a, CL)) € 0(?,3 ) 1<i<n
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por lo que A, pi(c,a,a) = g;(c, a, a) implica
(pi(c,a,b),qi(c,a,b)) € H(Ife 1 <i<n.

Dado que V = ¢(1,z,y) »z~yy A= A, ¢(e,pi(c,a,b),q(c, a,b)) tenemos que
(pi(c,a,b),qi(c,a,b)) € Hﬁe ,1<i<n

por lo que

/\pi<cva7 b) = Qi<caa7b)
i=1
ya que 68, NP, = A
Para ver la otra direccién sea A = A; x Ay € Vya,be, f €A cone=(0,1)y
f=(1,0). Observemos que
V ): @(1,37,13) A /\ QO(O,pl(l,x,y),ql(l,x,y))
i=1
V ): @(Oaxwf) A /\ go(l,pl(O,x,y),ql(O,:U,y))
i=1

lo que implica

A ): (p(fa z, .CI?) A /\ (tp(eapi(fa xz, y)a Q’L(fa xz, y))
i=1
por lo que si A = v¥(e,a,b) en particular, tomando u = f, tenemos A = o(f,a,b)
y en consecuencia (a,b) € fo = Q{fe. -

Como mencionamos anteriormente la variedad de los semireticulados acotados
con infimo Sf} es un ejemplo de una variedad con definicién ecuacional de 6; . en
términos de e que no admite una definicién ni existencial ni positiva de 6y, en
términos de e, por lo que consideramos 6ptima la férmula 1 hallada en el Lema
3.2.1.

3.3. Definibilidad ecuacional en términos de ¢ y

eC

En esta Seccion estudiamos la definibilidad de 6 . en términos de e para aquellas
variedades que admiten una férmula ecuacional que define 6y, en términos de e y

ec.
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Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3.1. En el tipo T ={0,1,+,-}, donde 0 y 1 son simbolos de constante y
-+ y - son simbolos de funcion binarios, sea VW la variedad definida por las identidades

z-(0+1) =~
- (140) ~ y-(140).

Esta es una variedad con constantes distintas 0 y 1 y la formula
90(27107»’1773/) =T (Z—i—lU) ~Y- (Z—i—U))
define 0y en términos de e y €°.

Consideremos en W el dlgebra A = ({0,1},0,1,-4,+4) donde -* y +4 son las
operaciones definidas como

AlTol1 +410/1
0/o0]o0 0 |01
1101 1 (01

En este caso tenemos que ((1, 1), (1,0)) ¢ HAXA((O,O), (0, 1)), por lo que

‘9((1):);‘?(0,1) % GAXA((Ov 0)7 (07 1))

El Lema 1.2.4 y el Teorema 1.2.5 nos dicen entonces que no existe una formula ni
existencial ni positiva que defina 0y . en términos de e.

Consideremos ahora el dlgebra B = ({0,1},0,1,-B, +B) donde -B y +8 son las
operaciones definidas como

Blol1 +Bl0o]1
01 0 |00
1 11]1 1 [1]1

En este caso tenemos que ((0,0), (1,0)) ¢ QBXB((L 1), (0, 1)), por lo que

0 o 7 07°P((1,1),(0,1))

Nuevamente el Lema 1.2.4 y el Teorema 1.2.5 nos dicen que no hay una formula ni
existencial ni positva que defina 01 en términos de e.
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El ejemplo anterior en particular nos dice que no necesariamente existe una
definicién ecuacional de 6; . en términos de e por lo que no podemos aplicar los
resultados obtenidos en la Seccién anterior.

La variedad W es un caso particular de aquellas variedades para las que existen
términos p y ¢ tales que se satisfacen las identidades

p<0717$7y)
p(1,0,z,y) ~ q(1,0,z,y)
q0,1,z,y) =~ v.

Q

X

En estas variedades la férmula

p(z,w,z,y) = q(z,w,z,y)

define 0y . en términos de e y €°.

Al final de esta Seccién expondremos un Teorema que nos proporcionara una
férmula general que define 6y, en términos de e a partir de una férmula ecuacional
que define 0 . en términos de e y e. Sin embargo, para las variedades que satisfacen
las identidades anteriores existe una férmula mas simple que la encontrada en el
caso general y la presentamos en el siguiente Lema.

Lema 3.3.1. Sv V es una variedad para la que existen términos p y q tales que
satisfacen las identidades

'/’U % p<0?17$7y)
p(1,0,z,y) ~ q(1,0,z,y)
90,1, z,y) =~ y

entonces la formula ¥(z,z,y) =

vu : (p(ZJ u? x?‘x) ~ q(’Z?uJ x? I) /\ p(’z? u7p(07 Z? I‘?y)?Q(()? Z7 x? y)) %p(ZJ 07 x?y)

/\ q(z7 u’ p(()? Z7 x? y)? Q(()? Z? x? y)) ~ q(z7 07 lCL’? y)) —> p<z7 u7 x’ y) ~ q(z7 u? :C, y)
define 0y en términos de e.

Demostracién. Sean A € V, e € Z(A) y a,b,c € A tales que (a,b) € 6, y en
A se satisface
ple,c,a,a) = qle,c,a,a) (3.12)
p(67 C?p(()? 67 a? b)7q(0’ 67 a7 b)) - p(67 07 a’ b) (3'13)
q(e7 C7p<07 e? a7 b)?Q<O7 67 a? b)) - q(e7 07 a? b)' (3'14)
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Dado que (a,b) € 6§, por la ec. (3.12) tenemos
(p(e,c,a,b),q(e,c,a,b)) € 9(?}- (3.15)
Por (3.13) tenemos
(p(e,c,a,b),p(e,0,a,b)) € Hﬁe
y por (3.14) tenemos
(q(e,c,a,b),q(e,0,a,b)) € Qﬁe.
Ya que V = p(1,0,2z,y) = q(1,0, z,y) esto implica
(p(e,c,a,b),q(e,c,a,b)) € Qﬁe. (3.16)
Asi, de las ecuaciones (3.15) y (3.16) y el hecho de que 96*76 N Hﬁe = A, tenemos
ple,c,a,b) = q(e, c,a,b)
Para ver la otra direccién observemos que en V se satisfacen las identidades
p(0,1,z,z) ~ ¢q(0,1,z,x)

p(0,1,p(0,0,2,y),¢(0,0,z,y)) =~ p(0,0,z,y)
q(0,1,p(0,0,2,9),¢(0,0,2,y)) ~ ¢(0,0,2,y)

p(1,0,z,2) =~ ¢(1,0,z,2)
p(1’07p<0’ ]‘7'7;7 y)?q(07 1’x7y)) p(1707 x? y)
q(1,0,p(0,1,2,9),¢(0,1,2,y)) ~ ¢(1,0,,y).

Sean A = A; Xx Ay € Vya,be, fe A cone=(0,1)y f=(1,0), tales que
A = 9Y(e,a,b). Por la observacion anterior, en A se satisface

Q

p(€7f7a7a) = Q(€7f7a’7a')
p(67 f?p((]? 67 a? b>7q(07 e? a? b)) - p(€7 07 a? b)
q(e7 f?p(()?e? a/7b>7Q(0’€7 a/7b>> = q<€7 07 a‘? b)‘

Asi, tomando u = f en 9 (e, a, b), tenemos
A ):p<€7f7a7b) = Q(€7f>a7b)

y en consecuencia (a,b) € 65,.
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Teorema 3.3.2. Sea V una variedad tal que la formula

(,O(Z,ZU,ZE,y) = /\pi(zawaxay) ~ qi(szax>y)
=1

define Oy en términos de e y e°. Entonces la formula (z, z,y) =

\V/U : /\?:1 go(zvuapi(’% 1,1',1'),(]1‘(2, 1,$,ZE)) A /\?:1 gp(zau7pi(]-7zax7y)aqi(1a Z7$,y))

— /\ QO(Z) uap’i(zv ]-7 x, y)7 QZ(Zv ]-a z, y))
i=1
define 0y en términos de e.

Demostracién. Sea A = A; x A, € Vyseane = (0,1), f = (1,0) ya,b € A
tales que (a,b) € 90 ., queremos ver que A = 1(e,a,b). Sea ¢ € A tal que

5

114
Dado que (a,b) € 906 por (3.17) tenemos que para todo 4,7, con 1 <i,j <n

(pj(ev C7pi(67 17 a, b)a Qi(ea 17 a, b))7 qj(67 C7pi<67 17 a, b)7 Qi(ev 1a a, b))) € 06&7@

Por (3.18) y el hecho de que (1,e) € 67, tenemos

(pj(ev C7pi(67 17 a, b)v Qi(ea ]-7 a, b))7 Qj(e7 C7pi(e7 17 a, b)7 Qi(ev 1a a, b))) € Hﬁe

Dado que 0y N0 . = A tenemos

=

pj €, C pz(ea 1,@ (l) Qi(ev ]_,CL,CL)) = %(6707171‘(67 laava)7Qi(e7 1,@,(],)) (317)

<.
I¥
—

(e,c,pi(1,e,a,b),qi(1,e,a,b)) = q;(e, c,pi(1,e,a,b),q:(1,e,a,b)). (3.18)

||>:

/\ /\ €, C pz €, 1,(1 b) qZ (67 1,(1 b)) = Qj(eac>pi(e7 1,&, b)in(ea 1,(1,, b))

lo que concluye una direccion de la demostracién.
Supongamos ahora que A; X Ay = (e, a,b). Notemos que dado que
V E (0,1, z,2) tenemos

V= Ae(0,1,p:0,1,2,2),4(0,1,2,2))

i=1
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y dado que V = (1,0, z,y) tenemos

Vi Ae(1,0,p:(1,1,2,9), ¢:(1,1,2,7))

i=1

por lo que
Al X A2 ): /\ §0<€7 fa pi(€7 17 a, CL), Qi(ea 17 a, a)) (319)
=1
Similarmente,
V ): /\ 90(07 17pl(17 07 z, y)7 %(17 07 xz, y))
=1
y n
VE Ae0,p(1,1,2,9),¢(1,1,2,1))
i=1
por lo que
Al X A2 ): /\sp(ea fypi(]-a67a7b)7Qi(17€7a7b))' (320)
=1

Dado que A; x Ay |= ¢(e,a,b) en particular, tomando u = f, por (3.19) y (3.20)
tenemos que

Al X A2 |: /\Sp(eufapi(ev 1aaab)aQi(€a 17a7b))
=1

por lo que si a = (ay,as) y b= (b, by),

A1 ’: /\ 30(07 17pl<07 17 ag, b1)7 QZ(07 17 ai, bl))

i=1
En consecuencia A; = ¢(0,1,a1,b), lo que implica a; = by, i.e. (a,b) € 96*76. -

La féormula 1 obtenida en el Teorema anterior es una cuasi-identidad. Dado
que el Ejemplo 3.3.1 muestra que en el caso general no hay una férmula positiva ni
existencial que defina 6y en términos de e podemos concluir que 7 es una definicién
6ptima de 6y . en términos de e para variedades con definibilidad ecuacional de ;.
en términos de e y e°.
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3.4. Dos generalizaciones

Los Lemas 3.2.1 y 3.3.2 pueden ser generalizados para cualquier hipotesis sobre
la estructura de la férmula ¢ que define 6y ., para esto necesitamos de la siguiente
definicion.

Definicién 3.4.1. Para toda férmula

o(i,z,y) =Q7: \ (N\pi(i.=,y,2) = ¢)(i@,2,y,2) — r'(ii,x,y, 7) = s (G, 2,y, 7))
J

7

donde @Z es cualquier lista de cuantificadores en las variables z1, ...z,, definimos la
férmula o(u, v, x,y) =

Qw : N\ (N0, 2y, %) = ¢(¥, 2, y,0) = (il (¥, 2,y,d), s'(0, 2, y,15)))
J

i

Como fue probado en [12], toda férmula que define 6y, es equivalente a una
férmula que es preservada por productos y factores directos, mas aun, esta férmula
es una conjuncion de férmulas de Horn elegidas de tal forma que si las identidades son
reemplazadas por féormulas que son preservadas por productos y factores directos,
la formula resultante es preservada por productos y factores directos. Es por esto
que, sin pérdida de generalidad, de aqui en adelante asumimos que si p(ug, us, x,¥y)
define 6y, en términos de e y e entonces @(uy, uz,x,y) v @(u1, ug, vy, v2, z,y) son
férmulas preservadas por productos y factores directos. Asi también si p(u,x,y)
define 6, . en términos de e asumimos que tanto ¢(u,z,y) como @(u,v,x,y) son
formulas preservadas por productos y factores directos.

El siguiente Teorema es la generalizacion del Teorema 3.3.2.

Teorema 3.4.1. Sea V una variedad tal que o(uy,us,x,y) define 6y, en términos
de e y e°. Entonces la formula

Y(u,z,y) =VYo: o(u,v,u, Lz, ) Ap(u,v, Lu,z,y) = @(u,v,u, 1, x,y)
define 0y en términos de e.

Demostracién. Dado que ¢ es preservada por productos y factores directos, ¥
es preservada por productos directos. Notemos que

V E¢(0,x,x)



48 Capitulo 3. Definibilidad de 60y, en términos de e

VEYQI T y)
trivialmente. Por lo que si e € Z(A) y (a,b) € 6§, tenemos
A= y(e a,b)

lo que concluye con una direcciéon de la demostracion.
Dado que V = ¢(1,0,z,y) y V |E ¢(0,1,2,y) <> x = y se sigue de la definicién
de ¢ que

V IZ @(1,0,01,02,%1/) (321)
y notando que, como caso particular, en V se satisface
90<07 17 Ti<vl7 V2, 2,Y, 117), Si(vb V2, 2,Y, U_j)) A Ti(vh V2, 2,Y, 117) ~ Si(vlv V2, 2,Y, U_j)

tenemos que

V E 90,101,090, 2,y) < p(v1, 09, 7,y) (3.22)
y en consecuencia
YV E $(0,1,0,1, 2, ) (3.23)
V E $(0,1,1,0,z,y) (3.24)
V ): @/(1707 1717x7y) (3'25)
Sean e, f,a,b € A tales que eoa fy A E1(e,a,b). Por (3.23) y (3.25) tenemos

entonces

A E @le fe1,a,a)
y por (3.24) y (3.25)
A E &le f,1,e,a,b)

Dado que A = 9(e,a,b), en particular tenemos

A ): 6(67f’6717a7b)
Por tltimo notemos que por (3.22), (3.25) y el hecho de que V |= ¢(1,0, z,y) tenemos

A >: (’,5(6,][‘,6,1,@,5) <_>90<67f7a7b)

y en consecuencia, (a,b) € 05,.

El siguiente lema es la generalizacion del Lema 3.2.1.
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Lema 3.4.2. Sea V una variedad tal que la formula p(u, z,y) define 6 . en términos
de e. Entonces la formula

define 6y en términos de e.

Demostracion. Es andloga a la demostracion del Teorema anterior.

Si consideramos como complejidad de una férmula la cantidad de bloques al-
ternados de cuantificadores existenciales y universales que posee, a diferencia de lo
sucedido en el caso en que ¢ es una conjunciéon de ecuaciones, las féormulas ¢ dadas
por el Teorema 3.4.1 y el Lema 3.4.2 no son 6ptimas en su complejidad para el caso
general. Para ver esto observemos que si a,, es la férmula obtenida en el Teorema
2.3.2 que define el complemento, entonces la férmula

Z/JI(Z,QZ,Z/> =Jdw: a@(zaw) A QO(Z,U),CC,Z/)

también define 0y . en términos de e. Para una complejidad ”grande” de ¢, la com-
plejidad de v’ es estrictamente menor que la de .
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Capitulo 4

Definibilidad del centro

En la Seccién 2.3 se introdujo un conjunto de férmulas que define el conjunto
de pares de elementos centrales complementarios en funcién de una férmula que
define 6y en términos de e y e°. Andlogamente, si ¢y y ¢ son féormulas que definen,
respectivamente, 0y, y 0. en términos de e, existe un conjunto X de férmulas que
define el centro en funcién de g y 1. Dado que necesitaremos explicitamente de
tal conjunto de axiomas lo presentamos a continuacion.

Definicién 4.0.2. Llamaremos X(u) al siguiente conjunto de formulas:

Xéj(u) = 900(11’7 O? U’)
X&(u) =V : @o(u,z, )
Xp (w) =Vr,y 0 wolu, ,y) — wo(u,y, )
Xg(u) = an Y,z 900<u7 z, y) A @0(“7 Y, Z) - QO(](U, Z, Z)
Xg(u) = V2,7 A polu, zr, ye) — wo(u, f(Z), f(¥)) para cada f simbolo de
funcion n-ario.
X{D(u> = Qpl(uv 17“)
X (w) =V or(u,2,2)
X3 () =Y,y oi(u,z,y) = @1(u,y, z)
XFT(u) =V, y, 20 o1(u,z,y) Aoi(u,y, 2) = o1(u, z, 2)
{(u) = VZ,y : Ao e ze, ye) — iy, £(Z), f(Y)) para cada f simbolo de

T(u) =Va,y Iz oo(u,z,2) Aoi(u, 2,y).
Notemos que los conjuntos de férmulas
{X()Pa X(?? Xosa X()T} U {X(J)C}fe]:

o1
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y
{Xfa X?? Xf7 X{} U {Xf}fe}‘

expresan que g y ¢ definen congruencias que contienen los pares (0,u) y (1,u)
respectivamente, y las férmulas x? v x” nos dicen que estas congruencias son factor
complementarias.

4.1. Congruencias Distributivas

En [14] Vaggione demostré que si V es una variedad con congruencias modulares
entonces el centro de cada algebra en la variedad es definible por un conjunto de
férmulas (V3 A\ p = ¢). En esta Seccién encontramos un conjunto explicito de férmu-
las (V3 A\ p =~ ¢q) que define el conjunto de elementos centrales para variedades con
congruencias distributivas en funcién de los términos de Jénsson y los términos para
variedades con constantes distintas dados en el Teorema 1.2.1 via un argumento
utilizado por K. A. Baker en la demostraciéon del Teorema de Base Finita [1].

Sea V una variedad con congruencias distributivas. Recordemos que por Jonsson
[9] sabemos que existen términos ¢i, ...,q, € T(z,vy, z) tales que en V se satisfacen
las identidades

r =~ ¢(x,y,z) , i=1,..,7
r ~ qlr,z,9)
Gz, y,y) =~ q(z,y,y) , iimpar
gi(r,z,y) =~ @i(x,z,y) , 1@par

«(z,y,y) = .

y sean Uy, ....Uu,, los términos dados por el Teorema 1.2.1 tales que en V se satisfacen
las identidades

r ~ u(0,z,y)

)~ uiy(1,2,y) para i impar
ui(0,7,y) =~ wu;iy1(0,7,y) para i par

) &~ .

Recordemos que de acuerdo con el Corolario 3.1.3 la formula

m T

90()('273:73/) = /\ /\ qj(xvui(zvxvy)vy) ~ qj(x,ui(l,x,y),y)

i=1j=1
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define 0 . en términos de e. Utilizando un argumento dual podemos demostrar que
la férmula

(2, 2,y) /\/\q] rui(z,7,9),9) ~ g;(2, w0, 2,y),y)
i=17=1

define 6, . en términos de e.
Por comodidad de la escritura definimos los términos p;; como

pij(’Z? xz, y) - q]($7 UZ'(Z, xz, y); y)
Observemos que con esta notaciéon tenemos

(z,2,9) /\/\pm z,2,y) = pi(L,2,y)

i=17=1

(z,2,y) /\/\pw z,2,y) ~ pi(0,7,y)

i=17=1

Teniendo en cuenta las identidades satisfechas por los términos u; y ¢; notemos que
V ): /\ /\p”(O,ZE,y) %pij(l,x,y) — = )
i=1j=1
més atn, dado un término ¢(z, ) tenemos
V E /\ /\ t(pij (0,2, y), W) = t(pi; (1, z,y), W) — t(x, W) = t(y,d) (4.1)
i=1j=1

El siguiente Lema es parte de la demostracion del Teorema de Baker de Base
Finita.

Lema 4.1.1. (Baker [1]). Para A €V ya,d’,b,b' € A tenemos que
0(a,b) NO(a’, V') # A siy sdlo si
A ): 3z3w Qi(p1<a’7 g)va(alv w)ap1<b7 Z)) % %(pl(a? E),pg(b/,IB),pl(b, 5))

para ciertos términos py(x, Z), pa(x, W) en el tipo de V y algin i con 1 < i <n.
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Este Lema nos permite definir en cada dlgebra de V el conjunto de elementos g
que satisface 6(0,g) N 6(1,g) = A con un conjunto de ecuaciones. Asi, el conjunto
de elementos centrales puede ser definido por el conjunto de férmulas

%(pl{va 5),p2(v, w),pl(l, E)) ~ q7;<p1(”u, 5)ap2<07 U_j)7p1(17 Z))

para todo ¢ y todos los términos p(z, 2), p2(x,w) en el tipo de V, més la férmula
x”(u). Este es un conjunto de férmulas (V3 A p ~ ¢), sin embargo tiene la desventaja
de no ser finito para el caso de variedades de tipo finito. Nos proponemos encontrar
un conjunto de férmulas que retina estas condiciones.

Con f(pij(z,Z,9)) simbolizamos f(pi;(z, 21,v1), ..., Pij (2, Tn, Yn)). Definimos las
siguientes formulas

7(?(1(”) = vx?il/: /\ Qk(pij</uaywx)aQj<psl(/07x7y)aui(vayax)ax>7pij(1ayax))%
©,5,k,S,l

qk(pij(va Y, Q?), Qj<psl(07 z, y)a Ui(?), Y, :E)a x)apij<1a Y, l’))

70b<v> = vxhy: /\ Qk(pij<vuy?‘r)uQj<psl(vaxay)7ui(layax)7x>7pij(1ay7x))%
0,5,k,8,l

Qk<p’bj(vv Y, Z[‘), QJ(pSl(07 x, y)7 uz(17 Y, I)7 x)ap'Lj(la Y, .ZU))

7ga(v) = VZB,y,ZI /\ (]lf(pij'(va?Z)aQJ'(psl(Uax7'y)aU’i(vaQjaZ)?’Z)apz'j'(lax>Z))z
4,5,k,8,l

Qk(pij(va Z, Z)a QJ'(psl(Oa z, y)a ui(/Ua Z, Z)a Z)apij(la Z, Z))

’ygjb@}) = VIMyWZ: /\ Qk(pij<vax?Z)7qj(psl<v7xvy)7ui<17x72>72)7pij<17x72)) ~
2,9,k,s,l

q1€<pzj(va x, Z)7 QJ(pSl(Oa z, y)7 ul<]-7 x, Z)J Z)apzj(la x, Z))

Wg:c(v) = \V/Zl?,y,ZZ /\ Qk(pij(vvx72>an(y7ui(,UaxaZ)vpsl(vvya Z))vpzy(17w7z)) ~
4,5,k,8,l

Qk’<pij(va X, Z), Qj<y7 ui(v7 x, Z)apsl(oy Y, Z))apij(la x, Z))

f)/(,l)—vd<v) = vx7y7z: /\ Qk(pij<vax7Z)JQj(y7ui(17x7 Z)7psl(v7y7 z))apij(17x7z)) ~
1,5,k,8,l

qk(plj(va z, Z)J QJ(ya u2(17 z, Z)7p8l(07 Y, Z))7plj(17 x, Z))
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Para cada simbolo de funcién n-ario f, %a(v = VY Nijrs

)
i (pis (v, f(©), f(§)), a;(f Pa(v, 2,9)), wi(v, f(2), F(7)), f
@ (pij (v, [ (), F(9)), a;(f (Pa(0, T, 9)), wilv, F(Z), £()), F()), pis (L, F(£), £(#)))-

Para cada simbolo de funcién n-ario f, %b(v) = Vi, Nijrsi
s (0, F®), L) 0, (B, 2.0, s, F(E). F0)),
@ (pij (v, f(@), f(), a;(f (P (0, Z,7)), wi (1, f(Z), f(§)), f (@), pis (1, f(Z), (7))

F@),pi; (L f(Z), (7)) =

y:
F@),pis (L f(Z), (1)) =

’}/ia@}) = vxvy: /\ Qk(pij<vay7$)aQj<psl(/07x7y)>ui(vayax)>x)7pij(07yax))%

i’j’k’s?l

qk<pij(v7 Y, .CL’), Qj(psl(lv z, y)7 ui(vv Y, LU), x)upij<07 Y, flf))

’YIS:b(U) = \V/l’,yi /\ Qk(pij<vvy’x)uQj<psl(v7x7y)7ui(oayu‘r)7x>7pij(oay7x))%

1;7j7k787l

Qk<p1](vv Y, ZE), QJ(pSl(17 X, y)7 uz(07 Y, .’L')7 x)apzj«)a Y, 'T))

7{@(1)) = V.T,y,ZI /\ Qk(pij(/vax>Z)aQj(psl(vax7y)aui(vaxaz)7Z)apij(07x>z))%

1:7j’k:’s’l

Qk<pij('07 xz, Z)a Qj(psl(la Z, y)a ui(va Z, Z)a Z);pij(07 xz, Z))

’ygjb@}) = vx7y7Z: /\ qk(pij<vaxvZ)7qj(psl<vaxvy)uui<oaxvz>72)7pij<07xvz)) ~

i7j7k“787l

q]€<plj(va x, Z)u q]<psl(17 x, y)v UZ(O, x, Z)a Z)vplj(ov x, Z))

’VEC(/U) = VZL',y,ZI /\ Qk(pij(vax>Z)an(y>ui(’U>$aZ)apsl(vayaZ))vpij(07$7z))%

/L'7j7k:’s’l

Qk(pij(va x, Z)a Qj<y7 ui(v7 x, Z)apsl<1> Y, Z))apij(0> x, Z))

f)/fd(U) = v'r7y7Z: /\ Qk(pij<vaxvz)aqj(y7ui(07x7 Z)7psl(v7y7 z))ap%g(07xaz>> ~

i,5,k,8)0

q]f(ij(Ua z, Z)7 QJ(y) u2(07 z, Z)7p8l(17 Y, Z))7p2j(07 x, Z))

Para cada simbolo de funcién n-ario f, fyfﬂ(v) = VZG: Nijrsi
(

0 (pi (v, f(2), F(9)), 4;(f Pa(v, T, 9)), wilv, F(2), F(§)), [(7)), 23 (0, f(T), (7))

~
~
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Qk(pij<vv f(f)a f(g)>7QJ(f<ﬁsl(17fv g))vui(vv f(f>7f<g))7 f(g))apij(oa f(f)7 f(g>>>

Para cada simbolo de funcién n-ario f, fy{ib(v) = V¥ Nijps
Qk(pij(v, f(f)v f(g>>7qj(f(psl(v7fv Zj>>7uz(17f<f)7f<37))7 f(g))vplj(lv f(f)v f(zj>>) ~
Qk(plj(v>f(f)7f(g))’QJ<f(psl(Oaf7 g))auz(la f(f)a f(g))v f(g))7pl](17f(f)a f(?j)))

Llamaremos I' al conjunto formado por las formulas anteriormente definidas y
las formulas x{', x¥, v x7.

Teorema 4.1.2. Si V es una variedad de congruencias distributivas entonces para
cada dlgebra en A €V y cada e € A

e€ Z(A) siy silo si Al=T(e).

Demostracién. Sea A € Vy e € Z(A). Claramente A = x{'(e) AxT(e) Ax7 (e).
Para ver que se satisfacen las otras férmulas basta chequear que se satisfacen para
v =0y v =1, dado que son identidades y por ende preservadas por productos
directos.

Para ver la otra direccién veremos que V = I'(v) — X(v). Sea A € V.

VEA5.(0) Agy(v) = x5 (v). Seae € Atal que A =45, (e) Ay5(e) y sean a, b € A
tales que A = ¢o(e, a,b).
Dado que A = py(e,a,b) = pgy(1,a,b) para todo sy [

Qk(pz] (67 b7 CL), QJ (psl(ea a, b)a U’i<€7 b7 a)7 a)vpij(lv ba (I)) ~
Qk(plj(ea b7 CL), QJ<pSl(17 a, b)v ui(ea b7 (l), a)7pij(17 ba CL))
Esto sumando a que A |= 75, (e) produce

Qk(ng (6, b> (I), Qj(psl(oa a, b)a ui(ea b> a)a a’)>pij(1> ba (Z)) ~

Qk(pzj(ea b7 CL), QJ<psl(17 a, b)a ui(eu b7 (l), a)7pij(17 bu CL))

Por (4.1) tenemos
Qk(pij(ea ba CL), Qj(a> ui(ev b7 a)v a)apij(la ba a)) ~

Qk(pz] (67 b7 CL), q; (ba ui(e7 ba CI/), a’)apij(la b7 CL))
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Por un razonamiento analogo pero usando que A |=~§,(e) tenemos
Qk(pij(ev b7 a)? Qj(a7 ul(la b? (Z), a)apij(la b7 a)) ~

Qk(plj(ea b) Cl), QJ(bv u2(17 b7 a>7 a’)apij(17 b7 CL))

Dado que g;(a,u;(e,b,a),a) = a = g;(a,u;(1,b,a),a) y la definicién de los términos
Dij tenemos
ar(pij(e,b,a), pij(e,b,a), pi;(1,b,a)) ~

Qk(pij(e7 b7 a)7pij(17 b7 a)vpij(lv b7 CZ))

Por la definicion de los términos ¢, tenemos
pij(e,b,a) = p;;(1,b,a) para todo i y para todo j
Por lo que A = (e, b, a).

= vaa(v) A 7({&;(”) A 7({6(@) A ng(v) — X&(u). Sea e € A tal que

A = 75a(€) As(e) Age(e) Avgale)
y sean a,b,c € A tales que
A = pole,a,b) A (e, b, c)
Utilizando alternadamente la validez de @o(e, a,b) y 77 ,(€) tenemos
Gk (pij(e; a, ¢), gja, uie, a, ¢), ), pii(1,a,¢)) = (1)

qk’(pij(€7 a, C)? qj (ba U’i(ea a, C)> C)7pij(17 a, C))

y andlogamente por g,
Qk(pij(e7 a, C)a Qj(aa ul(]-a a, C)? c)7pij(]-7 a, C)) ~ (2>

qk(pij(e7 a, C): Qj<b7 uz(17 a, C)7 C)apij(l? a, C))
La validez de @o(e, b, c) y 75 ..(e) implica

Qk(ng (6, a, C)7 qj(ba UZ‘(G, a, C)7 b)vpij(lv a, C)) ~ (3)

Qk(pz](e7 a, 0)7 q; (ba ui(e7 a, 0)7 C)vpij(:l? a, C)),
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analogamente por 73? d
Qk(pij (6, a, C): d; (ba uz(L a, C), b)apij(l’ a, C)) ~ (4)

q]c(pl](67 a, C)a QJ(b7 ul(]-7 a, 0)7 C)7pij(]-7 a, C))
Asi, dado que por (1) y (3) tenemos

Qk<pij(6a a, C)? q]'(@, ui(ea a, C)a C)apij(la a, C)) ~

ak(pij(e, a, ¢), (b, ui(e, a, ), b), pi;(1, a, c))

y por (2) y (4)
ak(pij (e, a,c),qj(a,ui(1, a,c),c),pii(1,a,c) =
ak(pij(e, a,c), q;(b,ui(1, a, ), b), pi(1, a,c)).

El argumento se sigue de la misma forma que en el caso anterior.

VE ’y({a(v) A ”yg’b(v) — X4 (v), para cada simbolo de funcién n-ario f. Sea e € A tal
que

A da(e) A y(e)

y sean aq, by, ..., a,,b, € A tales que
AE /\ wole, ap,by).
h=1

Utilizando alternadamente la validez de Aj_, @o(e, an, by) y 'y({a tenemos

av(pig(e, £(@), £(1)), 4 (@), wile, £(@), £(8)), £(8)),pis (1, £(@), (D)) =

- - =, -

Qk<pij(ev f(fi), f(b))v%(fa))?uz(ev f(a>7f<b))7 f( )>7plj<17 f(fi), f(b)))

La validez de A\;_, po(e, an,bp) y vg’b implica

il

- -, -

qr(pis(e, f(@), F(0), q;(f(@), wi(1, f(@), F(b)), F(b)), pis (1, F (@), F(b))) ~

y en consecuencia

(=

- =, -,

a(pij (e, f(@), F(0)), 4; (f (@), wile, £(@), f(B)), F(B)),pis (1, f(@), (D)) =



Capitulo 4. Definibilidad del centro 59

-, - -

Qk(pij(67 f((j)? f(b>)7 q](f(c_i): uz<17 f(a)v f(b)>7 f( ))7]71](17 f(c_i)a f(g)))
Las demostraciones de que

VE 2. (0) Ay (v) = x5 (v),

VE (W) A7y (0) A e(0) Ada(v) = X7 () y

VA o (w) Al (v) = x] ()

son totalmente analogas a las anteriores. Notemos ademas que para el caso de con-
gruencias distributivas, de la misma definicién de ¢y y @1 y las propiedades de los
términos se desprende

VEwo(v,z,y) Nor(v,z,y) =y

Es decir V | x!(v), por lo que hemos concluido la demostracién.

4.2. Definibilidad de 6(0,g) N6(1,g9) = A

Por el Teorema 1.2.8, si 6 . es definible ecuacionalmente existen términos v;(z, x,y)
con 1 <1¢ < nyn impar tales que

r ~ v(0,z,z), i=1,...n
r = Ul(Owray)
'Ui(lax7y ~ Ui+1(1,$,y), iimpar

vi11(0,7,y), i par
~ Y

2
=
8
\_/S/\_/
2

Analogamente, si 0, . es definible ecuacionalmente existen términos ¢;(z, x, y) con
1 <1< mym impar tales que

r =~ ti(lLix,x), i=1,...m
r =~ t1(0,z,y)
ti<1ax>y ~ ti+1<17x7y)7 iimpar

tit1(0,2,y), i par
~ Y

St
=
s
<
S~— —r ~—
Q
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Para simplificar la escritura definimos v,11(z,z,y) =y v to(z,z,y) = .
Notemos que las férmulas

vo(z2,y) = N\ vilz,zy) = vz 2, y)

i impar

901(27517,.@) = /\ tl(za'xay) %tzq_l(Z,.I,y)

i par

definen 0y, y 0; . para e elemento central. Mas ain las férmulas

@6(271’»9) :900(271779)/\ /\ U'i(ovx)y) %Ui-i-l(orxay)

i par

9011<Z7$7y) 2901<Z,.1',y)/\ /\ ti<1axay)%ti+l(1>x7y)
i impar
son férmulas de congruencias principales (FCP) que atestiguan la pertencia de (x, )
a 0(0,2) y de (z,y) a 0(1, z) respectivamente. Ademads, dadas las identidades satis-
fechas en V tenemos que

V= oi(z,2,y) < @olz,2,9)

V ): <p'1(2’,$,y) A SOl(Z,I,y)

De acuerdo con el Teorema 1.2.8, para cada A € V y g € A que satisface (0, g) N
0(1,9) = A la férmula ¢o(g,x,y) define 6(0,g) y andlogamente (g, z,y) define
6(1,g). Por lo que el conjunto de elementos g € A tales que 6(0,9) N0O(1,9) = A
puede ser definido por el conjunto de férmulas ¥'(g) = X(g) — {x”’(g9)}.

Independientemente, para cada algebra A € V el conjunto de elementos g € A
que satisfacen 6(0,¢g) N 0(1,g) = A puede definirse por el conjunto Y(g) formado
por las formulas

Va,y:£(9,0,2,y) ANC(g, L, 2,y) =~y

donde £ y ¢ son dos formulas de congruencias principales cualesquiera.

Si V es una variedad de tipo finito, ¥’ es claramente finito, por Compacidad,
existe un subconjunto finito To de T que define el conjunto. Sin embargo no es
evidente la forma de obtener Ty. Nos proponemos encontrar explicitamente un sub-
conjunto finito de T en funcién de los términos v; y ;. Para esto necesitamos definir
las siguientes férmulas
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Pvi(u,z,y) es la conjuncién de las ecuaciones

r ~ v(u,0,u)
v;(0,0,0) ~ v,41(0,0,0)
y ~ vjt1(u,0,u)
Pv?(u, x,y) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ v;(u,0,u)
v;(1,0,u) ~ wv;41(1,0,u)
y ~ vjt1(u,0,u)
Rv? (u,z,y, 2) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ vi(u,z,2)
v;(0,2,2) ~ v;;1(0, 2 2)
y ~ vj(u,z2)
Rv} (u,z,y, 2) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ vi(u,z,2)
v;(1,2,2) =~ vj(l,2,2)
y ~ vi1(u, z,2)

Sv?(u, x,y, z,w) es la conjuncién de las ecuaciones

]
Q

,Uj(ua w, UI(O7 Z, w))

vi(u, w,vi(u, z,w)) ~ vi(u,w,vi(u, z,w)) i impar
vj(u, w,v;(0,z,w)) ~ v;(u,w,v;41(0,2,w)) @ par
v;(0,w,w) ~ vj41(0,w,w)
Vi1 (u, w, (0, z,w)) ~ v (u,w,v41(0,2,w)) @ par
Vi1 (u, w,v;(u, z,w)) ~ vipr(u, w, v (u, z,w)) @ impar
y ~ vjp(u,w,v1(0,2,w))

Svj1 (u,z,y,z,w) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ vj(u,w,z)
vi(Liw,z) =~ v1(l,w,z2)

y ~ vj(u,w,z2)
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TV (u, x,y, 21, 29, 23) es la conjuncién de las ecuaciones
J y Uy I ) y <3

Vj (U, 21, Un(U, 235 ZQ))

Q

vj(u, 21, vi(u, zg,zQ)) ~ v;(u, 21, vi41(u, 23, 22)) @ impar
vj(u, z1,v;(0, 23, 22)) =~ v;(u, 21,0i41(0, 23, 22)) @ par
vi(u, 21,01(0, 23, 22)) =~ vj41(u, 21,v1(0, 23, 22))
vj1(u, 21,0i(0, 23, 22)) =~ vj41(u, 21, v41(0, 23, 22)) @ par
Vi1 (u, 21,0 (U, 23, 22)) =~ V41w, 21, Vip1(u, 23, 22)) @ impar

y = Vj+1 (U, 21, Un(ua 23, ZQ))

Tt (u, x,y, 21, 29, 23) es la conjuncién de las ecuaciones
j y Uy I ) y <3

r ~ v(u,2,2)
’Uj(l, Z1, 22) ~ Uj+1(1, 21, 22)
y ~ vjn(u, 21, 2)
Notaremos f(v;(u, 2, %)) = f(v;(u, z1,w1), vj(u, 22, wa), .., , v; (U, 2, wy,)) para cual-
quier simbolo de funciéon n-ario f y z,w; con 1 < ¢ < n. Para cada simbolo de
funcién n-ario f, ow% ; (u,z,y, Z,w) es la conjuncién de las ecuaciones

r = Uj(u f(v1(0, Z,40)), f())

0, f (0w 2,0), J(8) = vy, (o (u, 2.9)), () i impar
0y, f(0,(0,2,@)), (@) = ;(u, f(vi11(0,2,5)), f()) i par
00, (@), J(@)) = v;11(0, f(@), (D))
vy, F(0i(0,2,0)), f(0)) ~ vge (. f(0is1(0,2,)), f(@)) i par
vy, f(0i(u, 2,@)), F(@) & vy, f(vis(u, Z,8)), f(@)) i impar
y o~ v, f(01(0,7,9), f()
» Y

Para cada simbolo de funcién n-ario f, avy;(u,z
ecuaciones

=~ vi(u, f(2), f())
vi(L f(2), (@) =~ vj5a(L, f(2), f(@))
y = vy, f(2), f(
Pt9(u, z,y) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ tj(u,1,u)
t;(0,1,u) ~ t;41(0,1,u)

y ~ tjp(u,1,u)
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1 . ., .
Pti(u,7,y) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ tj(u,1,u)
t(1,1,1) ~ tia(1,1,1)
Yy ~ tj+1 (U, ]_, U)
Rt‘;(u, x,y,z) es la conjuncién de las ecuaciones
r = ti(u,z,2)
t;(0,2,2) =~ t;+1(0,2,2)

() thrl(u’ 2 Z)

Q

Rt} (u,z,y, z) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ tj(u,z,2)
ti(1,2,2) =~ tj11(1,2,2)
y ~ tj1(u,z,2)
St?(u, x,y, z,w) es la conjuncién de las ecuaciones
r ~ tj(u,w,z)
t;(0,w,2) ~ t;+1(0,w,z)
y ~ tip(u,w,2)
St]l(u, x,y, z,w) es la conjuncién de las ecuaciones

r ~ tj(u,w,ti(u,z,w))

Q

t](ua w, ti+1(17 Z, ’LU)) i impar

Q

ti(u,w, tig1(u, z,w)) i par
tj+1(1,w,w)
j1(u,w, i (u, 2,w)) i par

b
tj-‘rl (U, w, ti-i-l(la 2, w)) i impar
tisa

Q

Q

=
kS
\_/\_/SV\_/
Q

j+1 (U, W, tl(uv Z, w))
Tt?- (u, 2,9y, 21, 29, 23) es la conjuncién de las ecuaciones

r ~ tj(u,z),2)
tj(l,Zl,ZQ) ~ t_j—i—l(lel)ZQ)

Yy tiv1(u, 21, 22)

Q
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Tt} (u,z,y, z,w,u) es la conjuncién de las ecuaciones

]
L

ti(u, z1,t1(u, 23, 22))

ti(u, 21, ti41(1, 23, 22)) @ impar
ti(u, 21, tiv1(u, 23, 22)) @ par
tiv1(u, 21,6 (1, 23, 22))

tiv1(u, 21, tiv1(u, 23, 22)) @ par
tiv1(u, z1,tiv1(1, 23, 22)) @ impar
]+1(

u, z1,v1(0, 23, 22))

Q

Q

Q

/‘\

£

N

—

3

—_

NS

w

N

[
~— — ~— ~— ~—
~— — — ~— ~—

Q

]+1 (U 21, ti

<
l

Para cada simbolo de funcién n-ario Oéto AU, r Z,w) es la conjuncién de las
) fg\Pr < Iy <~
ecuaciones

Q

z ~ ti(u, f(2), f())
t5(0, f(2), f(@)) = 1541(0, f(2), f(w))
y = talu, f(2), f(@))

Para Cada SimbOlO de fUIlCiél'l n-ario Oétl AU, T Z, W) es la COI’I.UDCi(,)Il de las
) 1. y &y Iy~
ecuaciones

v~ (u, f(t(u, Z,0)), f())
ti(u, f(t:(1, 2,0), (@)~ t(u, f(tia (1, 2,@)), f(@) @ impar
tj(u, f(ti(u, Z,0)), f(@) = t(u, [t (u, Z,w0)), f(@)) @ par
t50, f(@), f(@)) =~ 110, f(@), f())
tisa(u, f(ti(u, Z,0)), (@) = b (u, [t (u, 2,0)), f(@)) @ par
tiv(u, f(46(1, 2, @0)), f(0) =~ ta(u, [t (1, 2, @), f(w)) @ impar
y = tialu, f(t(u, 2, @), f(@))

En funcion de las férmulas anteriores, definimos T como el conjunto integrado
por las formulas

7 (u) =Vr,y: Pvj(u,z,y) A Poj(u,z,y) =z =y

7 (u) =Vr,y: (3z: Rl(u,z,y,2)) A (32 Roj(u,x,y,2)) =z~ y
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w2V (u) =Va,y (Elz,w : Svg(u,x,y,z,w)) A (Elz,w : Svjl-(u,x,y, z,w)) — TRy

7TjT”(u) =Vax,y: (EI??: Tv?(u,x,y, 21,z2,z3)) A (EIZ: ijl»(u,x,y,zl, 29, 23)) TRy
w{”(u) =V, y: (32,0 : av};(u,2,y, Z,0)) A (32,0 2 avy;(u,2,y,2,0) =z =~y
para cada simbolo de funcién n- ario.

P - . 0 1 ~
T (u) =Y,y Pt)(u,z,y) A Pti(u,z,y) >z =y

T (u) =V, y (3z: Rt?(u,:z:,y,z)) A (32 Rt;(u,x,y,z)) —S Ty

Wft(u) =Vzr,y: (Elz,w : St?(u,x,y,z,w)) A (Elz,w : St}(u,m,y,z,w)) =S TRy

i (u) =Va,y: (32: T(u, 2,y, 21, 20, 23)) A (32 Tt (u, 2, , 21, 2, 23)) = TRy
ft( ) = Vz,y : (EIZ,w oaff](u x,, 7, w)) A (EIZ 0 aty (w2, 2 w)) — TRy

para cada simbolo de funcién n- ario.

m(u) =V, op(u,2,y) Apy(u,z,y) = 2=y
Claramente T es un subconjunto de Y.

Lema 4.2.1. Sea V una variedad tal que 0y, y 01, son definibles ecuacionalmente
en términos de e. Entonces, para cada A € V y cada g € A tenemos que

04(0,9) N0A(1,9) = A siy sélo si A = To(g).
Demostracién. Si A € V y g € A satisface 04(0,9) N 04(0,9) = A tenemos
que A = Y(g) por lo que
A = To(g)

trivialmente.
Para ver la otra direccién probaremos que V = To(u) — X' (u).

VEN impar Tj Pv(u) — x&(u). Es consecuencia directa de que V satisface

Pvd(u,v;(u,0,u),vj11(u,0,u)) y Pvj(u,v;(u,0,u),v11(u,0,u)) para todo j im-
par.
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VE N, impar T (1) = xg (u). Similarmente al caso anterior, basta notar que V sa-

tisface Rv?(u,vj(u, 2, 2),vj41(u, 2,2),2) ¥ Rvjl-(u, vj(u, 2z, 2),vj41(u, 2, 2), 2) para to-
do j impar.

Vi /\J impar T 9%(u) — x5 (u). Notemos que

VE /\ Sv; (u, v (u,w, 2), vj41 (u,w, 2), z,w) y

7 impar
VE o(u,z,w) — /\ SU?(u,vj(u,w,z),Uj+1(u,w,z),z,w).
7 impar

VE /\] impar W]TU( u) — XOT(U). Se deduce de

VE /\ TU;(%UJ‘(%Zh22),Uj+1(u721722),21722723) y

Jj impar
V IZ (,O(U, 21723) A SD(UW 23722) — /\ T/U;-)(U,Uj(u,2’1722),Uj+1(u,21722),21,22,23).
J impar

V= /\] impar J Y= Xo para cada f simbolo de funcién n-ario. Basta ver que

ViE N vk (uv(u, f2), £(@)), v (u, f(2), f(0)), Z.0) y

Jj impar

= N\ elwzw) = N\ adh;(uvu, f(2), f(@)), 010 (u, £(2), F(0)), Z,10).

j impar

Las demostraciones de las implicaciones
VE /\j impar 77]1'%(“) — X1 (u),
VE /\j impar WgRt(U) — X1 (u),
VEA; impar T () = X7 (w),

v ): /\] impar ﬂ-JTt(u) — X{(U) y
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VEN impar 7T]f "(u) = xJ (u) para cada f stmbolo de funcién n-ario

son totalmente analogas a las anteriores.

4.3. Definibilidad en Primer Orden Estricto

Si V es una variedad en un tipo finito basta observar la axiomatizacion dada al
principio de este Capitulo para ver que el centro es definible por un conjunto finito de
férmulas. Aunque la finitud del tipo no es una condicién necesaria, nos proponemos
mostrar que incluso fortaleciendo las hipdtesis semanticas sobre la variedad tanto
como es posible el conjunto de elementos centrales no neceariamente es definible en
primer orden estricto. Para ésto necesitamos de algunas definiciones y resultados
previos.

Definicién 4.3.1. La funcion discriminador en un conjunto A es la funcion
t: A3 — A definida por

¢, sia=b.

Ha, b, ¢) :{ a, sia#b;

Un término ternario ¢(z,y, z) que representa la funcién discriminador en un élgebra
A es llamado término discriminador para A.

Definicién 4.3.2. Sea K una clase de algebras con un término discriminador
t(z,y, z) comun. Entonces V' (K) es llamada una variedad con discriminador.

Teorema 4.3.1. (Bulman- Fleming, Keimel, Werner). Sea t(z,y,z) un término
discriminador para todas las dlgebras en la clase IC. Entonces

(a) V(K) es una variedad aritmética.

(b) Los miembros directamente indescomponibles de V (IKC) son dlgebras simples, y
(¢) Las dlgebras simples son precisamente los miembros de ISPy (K,), donde K es
IC mds un dlgebra trivial.

Definicién 4.3.3. Un dlgebra es semisimple si es isomorfa a un producto subdi-
recto de algebras simples. Una variedad V es semisimple si todo miembro de V es
semisimple.

Lema 4.3.2. Una variedad V es semisimple si y sélo si todo miembro subdirecta-
mente irreducible de V es simple.
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En una variedad con discriminador localmente finita el conjunto de elementos
centrales es definible por un conjunto finito de férmulas (Vaggione). Sin embargo
éstas hipdtesis no pueden relajarse como mostraremos dando un ejemplo de una
variedad aritmética, semisimple y localmente finita, para la que el conjunto de ele-
mentos centrales no es definible en primer orden estricto.

Con Dy; notamos la variedad de los reticulados distributivos acotados. Sea Lp
el lenguaje que resulta de agregar el simbolo de funcién binario = al lenguaje de
los reticulados acotados. Dada una cadena C € Dy; definimos

I, z<y;
T=y= 0, cc.

La variedad P = V({(C,=°) : C es una cadena acotada}) es con discrimina-
dor y su clase de dlgebras simples es {(C,=C): C es una cadena acotada}.

Teorema 4.3.3. (Jénsson). Sea K una clase de dlgebras tal que V(K) es una va-
riedad de congruencias distributivas. Entonces V(K))s; C HSPy(K).

Definicién 4.3.4. Diremos que K es una clase de dlgebras reqularmente localmente
finita siy solo si KC es localmente finita y para cualquier n € w existe s6lo un ntimero
finito de subalgebras n-generadas de algebras en K no isomorfas.

Lema 4.3.4. (G. Bezhanishvili [2]). Una variedad V es localmente finita si y sélo
si V estd generada por una clase reqularmente localmente finita.

Lema 4.3.5. Si B = (Cy x Ca,g) donde Cy y Cy son P-dlgebras simples y g es
una funcion n-aria definida como:

0, x; # x; para todo v # j;
g(a:l,...,xn) _{ # j P #J

11, ce

Entonces B es simple o producto de dos dlgebras simples.

Demostracién. Notemos primero que g es constantemente 1 siy sélo si |B| < n,
por lo que si |B| < n, B es un producto de édlgebras simples.
Si Cy o C4 son triviales entonces B es simple.
Sean 1 y 05 los kernels de las proyecciones de B|p (el reducto de B al tipo de P).
Si |B| > ny Cy, Cq son no triviales, existen ay, as, ...a,, € B tales que, para todo
i #j,a; #a;y (a1,a2) € 0q. Asi, g(aq,az,...a,) =0y g(ai, aq,...a,) = 1, por lo que
(g(ay,as,...,a,),g(ar, a1, ...,a,)) ¢ 0;. En consecuencia 6, ¢ Con(B). Similarmente
existen by, ..., b, tales que (by,b3) € 05y (g(b1, b, ..., 0,),9(b1,b1,....,b,)) & O5. Por lo
que B es simple.
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Ejemplo 4.3.1. Para cada k € w, k > 1 sea Ay = (Py x Py, {f*},>1) donde Py es
la P- dlgebra simple de k elementos, y

0, k=nyux; #x; para todo i # j;
fflf(xlw"axn) :{ 1 c.c. Y ?é i P #j

Sea Kp la clase de dlgebras {Ax}rew-

Lema 4.3.6. V(Kp) es una variedad aritmética, semisimple y localmente finita tal
que el conjunto de elementos centrales no es definible por un conjunto finito de
formulas.

Demostracién. Claramente V(Kp) es una variedad aritmética dado que P lo
es.

V(Kp) es semi-simple: Para cualquier familia {A;, }je; C Kp y cualquier ultrafil-
trod en J sea A = HjeJ A, /U. Siexisten ay, ..., a, € A tales que fAar,...,a,) # 1,
dado que f, # 1 sélo para A,, tenemos que existe V' € U tal que A;, = A, para
todo j € V y asit A = A,,. En caso contrario, para cada n f, = 1y Alp es un
producto de dos P-algebras simples. Es facil ver que toda subalgebra de un produc-
to de P- algebras simples es un producto de P-algebras simples. Asi, por el Lema
4.3.5 tenemos que SPy(ICp) es una clase de dlgebras que son simples o producto de
dlgebras simples. Finalmente, por el lema de Jénsson, cada A € V(Kp)g; es simple.

V(Kp) es localmente finita: Claramente Kp es localmente finita. Dado que P es
una variedad localmente finita existe una cantidad finita de subalgebras m-generadas
de algebras de Kp no isomorfas como P-dlgebras. Sea B una subalgebra m-generada
de algin algebra en Kp y observemos que el subuniverso generado es el mismo que
el que se obtiene al considerar sélo el lenguaje de las P-algebras. Como observamos
anteriormente, para r > |B|, f2 = 1. Dado que fi, ..., fi son una cantidad finita
de simbolos de funcién, existe una cantidad finita de algebras no isomorfas a B.

No existe un conjunto finito de formulas que defina los elementos centrales en
V(Kp): El conjunto de los elementos centrales en V(Kp) es axiomatizable por el
conjunto de férmulas Q = {«, 8} U {0, }nen donde

ale) = eV(e=0)=1

((zhe)=(yNhe) Nex(z=y)Nek
(zn(e=0)= WA (e=0)A(e=>0)=(z=y)A(e=0)
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(€)= Vay,.,zp: (falzi ANeyyzp ANe) Nex fu(xy, ..., x,) ANe) &
(falziAN(e=0),..,zp, A(e=0))A(e=0) = fo(z1,...,2,) A (e = 0)).

Claramente (0, 1) no es un elemento central de A,, para ningun n ya que las élge-
bras A,, son simples. Notemos que dado que, para todo k # n, fi es constantemente
1, tenemos

A, = a((0,1)) & 5((0,1))
A, | 6:((0,1)) para todo k # n

Supongamos que existe un conjunto finito de axiomas que define el conjunto de
elementos centrales en V(ICp), por compacidad existe un subconjunto finito € de
Q) que define el conjunto de elementos centrales. Tomemos n suficientemente grande
de forma que d,, ¢ ©y Tenemos entonces que A,, = Q0((0,1)), lo que nos conduce a
un absurdo.
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