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Resumen

El célculo de la homologia de un algebra de Lie n, con coeficientes en algiin moédulo
especial V', es un problema muy amplio y en la mayoria de los casos ain abierto. Se sabe
muy poco sobre la interpretaciéon de H*(n, V) y sobre cémo calcularlo; y tiene amplia
relacién con la geometria, la teoria de representaciones y la teoria de deformaciones. Este
problema, cuando n es un nilradical de una subdlgebra parabdlica de un édlgebra de Lie
semisimple y el modulo es una representacion del nilradical, que es restriccién de una
representacion del dlgebra de Lie, fue desarrollado por Kostant en 1961. El caso de la
representacion adjunta no esta contenido en el trabajo de Kostant y es atin desconocido.

Esta tesis trata el problema de calcular la homologia adjunta de nilradicales 2-pasos
nilpotentes de A,,. Se estudian casos particulares de nilradicales y se dan avances en el
calculo del caso general. Ademas se incluyen los primeros grupos de homologia adjunta
para un nilradical en A,,.

Para toda algebra de Lie 2-pasos nilpotente n, se tiene una sucesién exacta larga de
homologia que permite el célculo de la homologia adjunta H,(n,n) conociendo la accién del
morfismo de conexion de esta sucesién. Para ello es necesario primero conocer los vectores
de peso maximo de la homologia trivial de n y luego los vectores de peso maximo de ciertos
productos tensoriales.

Para la primera etapa se hace uso del Teorema de Kostant y ademds se encuentran
los vectores de peso maximo de la homologia trivial en forma alternativa. En una segunda
etapa, los vectores de peso maximo de ciertos productos tensoriales se obtienen usando
un Teorema, basado en un trabajo de Cagliero y Tirao, 2002, y otro de Alvarez y Tirao,
2012.

Todos los casos estudiados en esta tesis comparten una serie de similitudes con los casos
dados por Cagliero y Tirao: el dlgebra de Lie libre 2-pasos nilpotente (nilradical de tipo By,)
y el algebra de Lie de Heisenberg (nilradical de tipo C,,), en 2002 y 2004, respectivamente.
La similitud més importante es la existencia de la Propiedad de cancelacion, lo cual permite
conjeturar que este no es un fenémeno aislado sino una propiedad de todos los nilradicales
2-pasos nilpotentes.

Palabras Claves: homologia de dlgebras de Lie, nilradicales de parabdlicas.

Mathematics Subject Classification (2010): 17B10, 17B30, 17B56.






Abstract

The computation of the homology of a Lie algebra n, with coeflficients in a special
module V is a widespread problem and in most cases still open. Little is known about
the interpretation of H*(n, V) and how to compute it, and has extensive relationship with
geometry, representation theory and the theory of deformations. This problem, when n
is a nilradical of a parabolic subalgebra of a semisimple Lie algebra and the module is
a representation of the nilradical, which is the restriction of a representation of the Lie
algebra, was developed by Kostant in 1961. The adjoint representation is not contained in
the work of Kostant and is still unknown.

This thesis addresses the problem of computing the adjoint homology of 2-step nilpo-
tent nilradicals of A,,. Particular cases of nilradicals are discussed and advances in the
computation of the general case are given. Also included are the first adjoint homology
groups for a nilradical in A,, .

For any 2-step nilpotent Lie algebra n, we have a long exact sequence of homology that
allows the computation of the homology H.,(n,n) by knowing the action of the connection
morphism of this sequence. In orden to do this, we need the highest weight vectors for the
trivial homology of n, and then the highest weight vectors for certain tensor products.

For the first step we use Kostant’s Theorem and also obtain highest weight vectors
for trivial homology alternatively. In a second step, the highest weight vectors for certain
tensor products are obtained using a theorem, based on the works of Cagliero and Tirao,
2002, and Alvarez and Tirao, 2012.

All the cases studied in this thesis share some similarities with the cases given by
Cagliero and Tirao: the free 2-step nilpotent Lie algebra (nilradical of type B,,) and the
Heisenberg Lie algebra (nilradical of type C),) in 2002 and 2004, respectively. The most
important similarity is the existence of the cancellation property, which allows us to con-
jecture that this is not an isolated phenomenon but a property of all 2-step nilpotent
nilradicals.

Keywords: Lie algebras homology, nilradicals of parabolics.

Mathematics Subject Classification (2010): 17B10, 17B30, 17B56.
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Introduccién

Las algebras de Lie nilpotentes han sido objeto de una investigacion activa en los tulti-
mos afos. En particular el estudio de su homologia y cohomologia, tanto en el algebra
como en la geometria. Sin embargo, su calculo y estructura no estan del todo desarrol-
lados. Esta tesis tiene relacion con importantes resultados de Nomizu, Bott y Kostant,
respectivamente.

En 1954, Nomizu en [16] probd que si G es un grupo de Lie simplemente conexo y
D es un subgrupo discreto de G, entonces los grupos de cohomologia H*(9) con coefi-
cientes reales, del espacio compacto homogéneo 9 = G/ D, son isomorfos a los grupos de
cohomologia H*(g) del dlgebra de Lie g de G.

En 1957, Bott en [3], trabaj6 con representaciones inducidas en el campo de los grupos
de Lie analiticos complejos y establecié una extension de la identidad de Frobenius para
grupos finitos. Esta extension le permitié calcular ciertos médulos de cohomologia de es-
pacios homogéneos con coeficientes en un fibrado vectorial homogéneo. Mas precisamente,
si U y G son grupos analiticos complejos con U cerrado en G, la proyeccion G — G /U
define a G como un U-fibrado holomorfo principal sobre X = G/U. Adem4s, el U-mdédulo
FE define un fibrado vectorial analitico E = G Xy E sobre X. Si g y u son las algebras
de Lie (complexificadas) de G y U respectivamente, Wang en [18] probé que u es una
subdlgebra parabdlica de g. Si u = g; X n es la descomposicion de Levi de u, donde n es
el nilradical de u y € es el haz de secciones locales holomorfas de E, entonces H*(X, ) es
un g-médulo de dimensién finita y ademds si X es Kahler

H*(X,€) =Y Ve ® H*(n,V; ® )%,
donde (m, V) varia sobre los g-médulos irreducibles de dimensién finita y el dlgebra de
Lie n actia en V¥ y en E por restriccion.

Si el U-médulo E es irreducible, entonces n actda trivialmente en E. Por lo tanto
H' n,VQE)" = (H*(n,V})® E)% y el cdlculo de H*(X, ) es equivalente al calculo de
la estructura de g;-moédulo de H*(n, V) para toda w. Esto fue hecho por Kostant en [13].

En su famoso trabajo de 1961, Kostant introdujo un método que no sélo permite
calcular la cohomologia H (a, V) para un gran niimero de casos, sino también conocer como
se transforma H (a, V) bajo la accién de un cierto grupo. En particular, la descomposicién
del grupo de cohomologia H(n,V?) bajo la accién de g; viene dada por

H*(n,VY) = P H(n, V)0,
weWwl
donde W' es cierto subconjunto del grupo de Weyl de g.

Sean ahora V = n y 7 la representaciéon adjunta de n en n. Consideremos H (n,n).
Como n no es un g-médulo, los resultados de Kostant no se aplican. En este caso, la

1



2 INTRODUCCION

descripcion de la estructura de gi;-médulo tanto de la cohomologia H*(n,n) como de la
homologia H,(n,n) son problemas abiertos.

En esta Tesis abordaremos una parte de este problema: el cédlculo de la homologia
adjunta de un nilradical 2-pasos nilpotente de una subdlgebra parabdlica de A,,.

Dos antecedentes del calculo de la homologia y cohomologia adjunta de un nilradical
2-pasos son: las algebras de Lie libres 2-pasos nilpotentes, familia contenida en B, y
las dlgebras de Lie de Heisenberg, familia contenida en C,. La homologia adjunta de la
primera familia fue descripta en [5] y la segunda esta contenida en [6], ambos trabajos de
Cagliero y Tirao. En [1] consideramos una tercera familia, esta vez en A,,. Los primeros
casos y los considerados en esta Tesis comparten varias similitudes.

Vamos a denotar por A,(k,l) al nilradical de una subdlgebra parabdlica de A,, re-
sultante de elegir las k-ésima y [-ésima raices simples de A,, que sera definido en mayor
detalle en el transcurso de la Tesis.

Toda algebra de Lie 2-pasos nilpotente tiene la forma n =V & 3, donde 3 es el centro
de n. Como n actia trivialmente sobre 3 y V(~ n/3), se tiene la sucesién exacta larga de
homologia

1) 1)
= Hy @V 22 Hy(n) @3 — Hy(nyn) = H,@V -2 Hy 1(n) @3 —,

y se puede ver que Hj,(n,n) =~ ker d, & coker dp1.

Teniendo en cuenta que el objetivo principal de esta Tesis es calcular los grupos de
homologia adjunta H,(n,n), observando la descomposiciéon anterior y la sucesién exacta
larga, se plantea la necesidad de resolver previamente los siguientes tres problemas:

= Determinar la homologia trivial de un nilradical 2-pasos de tipo A, y calcular sus
vectores de peso maximo explicitamente.

Si bien este problema puede ser resuelto a través del Teorema de Kostant, su
desarrollo en la mayoria de los casos es extremadamente largo y dificultoso. En
esta Tesis se presenta el Teorema 8.4, el cual nos entrega una forma alternativa
para calcular los vectores de peso maximo de la homologia trivial de n.

= La construccién de vectores de peso maximo de los productos tensoriales H,(n)@V
y Hp—1 (n) ®3.

Construir vectores de peso maximo para un producto tensorial es en general
muy complicado. En [5], Cagliero y Tirao dieron la construccién para el producto
tensorial Vp®Vi, donde Vp es una gl(n)-representacién cuyo diagrama de Young es
D y Vj es la primera representaciéon fundamental de gl(n). En [1] dimos la construc-
cién para el producto tensorial Vp ® V;,,—1, donde Vp es una sl(m)-representacion
cuyo diagrama de Young es D y V,,,_1 es la ltima representacién fundamental de
sl(m). Una combinacién de estas dos construcciones nos permite dar el Teorema
8.10, con el cual se resuelve este objetivo para un nilradical 2-pasos de tipo A,.

= Analizar la accién del morfismo de conexién en cada uno de los vectores de peso
maximo de los productos tensoriales anteriores.

Conociendo esta accién es posible obtener la homologia adjunta usando la
descomposicion anterior. En todos los casos estudiados se prueba que éstos tienen



INTRODUCCION 3

cierta Propiedad de cancelacion y este hecho facilita el calculo tanto del kernel
como del cokernel del morfismo.

Aplicando los resultados anteriormente obtenidos, podemos calcular la homologia ad-
junta de varias familias de nilradicales 2-pasos de tipo A, y posteriormente aplicarlos para
obtener los primeros tres grupos de homologia adjunta para un nilradical 2-pasos de una
subdlgebra parabdlica de A,,.

Para el cumplimiento de estos objetivos y sus aplicaciones, hemos desarrollado esta
Tesis en 2 Partes. La Parte 1 consta de 3 Capitulos, en los cuales se incluyen los conceptos
bésicos necesarios para la comprensién de esta Tesis. Al inicio de la Parte 2 (Capitulo 4
y parte del Capitulo 5) se incluyen conceptos especificos del tema a estudiar. Finalmente,
presentamos los resultados propios, méas precisamente:

En el Capitulo 5 se desarrolla la construccién para el producto tensorial Vp ® V1.
En el Capitulo 6 se calcula la homologia adjunta de A,(1,2).

En el Capitulo 7 se calcula la homologia adjunta de A, (1,n) = Hap—1, el dlgebra de
Lie de Heisenberg.

En el Capitulo 8 se estudia el caso general A, (k,1), calculando su homologia trivial y
los vectores de peso maximo de los productos tensoriales necesarios. Ademads se estudia
parcialmente la accién del morfismo de conexidn.

En el Capitulo 9 se calcula la homologia adjunta de A, (k,k+ 1).

En el Capitulo 10 se dan los primeros tres grupos de homologia adjunta de A, (k,1).






Parte 1

Generalidades y Preliminares






Capitulo 1

Algebras de Lie semisimples y sus representaciones

Este capitulo y el siguiente pretenden ser una recopilacién de los resultados mas uti-
lizados en esta Tesis. No se incluyen las demostraciones de los mismos, las cuales pueden
consultarse por ejemplo en [7], [9], [10], [11], [12], entre otros.

1. Definiciones

Sea k un cuerpo. Un dlgebra g (no necesariamente asociativa) es un espacio vectorial
sobre k con un producto [X,Y] (llamado “corchete”) que es lineal en cada variable. El
algebra es un algebra de Lie si el producto satisface

(a) [X,X]=0paratodo X €gy
(b) la identidad de Jacobi: [[X,Y], Z] + [[Y, Z], X]| + [[Z, X],Y] = 0.

Para un algebra de Lie g tenemos el mapa lineal ad : g — Endy g dado por

(ad X)(Y) = [X,Y].

Un homomorfismo es un mapa lineal ¢ : g — b tal que

p([X,Y]) = [p(X),p(Y)]  paratodo X eY.

Una subdlgebra de Lie h de g es un subespacio que satisface [h, h] C b; entonces b
es en si misma un algebra de Lie. Un ideal h es un subespacio que satisface [h, g] C bh; un
ideal es autométicamente una subdlgebra. El dlgebra de Lie g se dice abelianasi [g, g] = 0.

Se define el centro de g como:

Zyg={X €g:[X,Y] =0 para todo Y € g}.

Sea g un algebra de Lie de dimensién finita. Definimos recursivamente
®=9, o'=lag, =10
entonces la sucesion decreciente
g=g"2¢'29°2...
se llama la serie derivada para g. Cada g/ es un ideal en g. Se dice que g es soluble si
¢/ = 0 para algtn j.
Ahora definimos recursivamente
g0 =9, g1 =[9,9], gj+1 = [9, 9;]-
Entonces la sucesién decreciente
g=0g02912922 ...
7



8 1. ALGEBRAS DE LIE SEMISIMPLES Y SUS REPRESENTACIONES

se llama la serie central descendente para g. Cada uno de los g; es un ideal en g. Se
dice que g es nilpotente si g; = 0 para algtin j. Inductivamente vemos que g’ C g;, y se
sigue que nilpotente implica soluble.

PROPOSICION 1.1. Si g es un dlgebra de Lie de dimensidn finita, entonces existe un
unico tdeal soluble v de g que contiene a todos los ideales solubles en g.

El ideal de la Proposicion 1.1 se llama el radical de g y se denota rad g.

Un algebra de Lie de dimension finita g es simple si g no es abeliana y g no tiene
ideales propios no nulos. Un algebra de Lie de dimensién finita g es semisimple si g no
tiene ideales solubles no nulos, es decir, si rad g = 0.

PROPOSICION 1.2. En un dlgebra de Lie simple [g,g] = g. Toda dlgebra de Lie simple
es semisimple. Toda dlgebra de Lie semisimple tiene centro 0.

Sea g un algebra de Lie de dimensién finita sobre k. Si X e Y estan en g, entonces
ad X ad Y es una transformacion lineal de g en si misma, y definimos

(1.1) B(X,Y)="Tr(ad Xad Y).

Entonces B es una forma bilineal simétrica en g conocida como la forma de Killing de
g. La forma de Killing es invariante en el sentido de que

(1.2) B((ad X)Y,Z) = —-B(Y, (ad X)Z)
para todo X, Y, Z € g. Una forma alternativa de escribir (1.2) es
(1.3) B(IX,Y],Z) = B(X,[Y. 2)).

Sea K un cuerpo que satisface k C K C C. Sea V un espacio vectorial sobre K, y
sea g un algebra de Lie que tiene a k como cuerpo subyacente. Una representacion de
g en V es un homomorfismo de dlgebras de Lie 7 : g — (Endg V)*. Por la definicién del
corchete en Endg V', m debe ser k-lineal y satisfacer

([ X,Y]) = n(X)n(Y) — n(Y)7(X) para todo X,Y € g.

TEOREMA 1.3 (Teorema de Lie). Sean g soluble y V' # 0 un espacio vectorial de di-
mension finita sobre K. Sea m: g — Endg V' una representacion. Si K es algebraicamente
cerrado, entonces existe un autovector simultdneo v # 0 para todos los elementos de 7(g).
En general (para K ), existe un autovector simultineo si todos los autovalores de todos los
m(X), X € g, estdn en K.

COROLARIO 1.4 (Teorema de Lie). Bajo las condiciones para g, V, m y K del Teorema
1.8, existe una sucesion de subespacios

V=12Vi2¥%2--2V,=0

tal que cada V; es estable bajo w(g) y dimV;/Vi11 = 1. Consecuentemente, V' tiene una
base con respecto a la cual todas las matrices de 7(g) son triangulares superiores.



2. CRITERIO DE SEMISIMPLICIDAD DE CARTAN 9
1.1. Algebras de Lie nilpotentes. Sea k un cuerpo y g un algebra de Lie nilpo-
tente sobre k. Si gi = 0, entonces
(1.4) (ad X)*Y = [X,[X,[...,[X,Y]...]]] € gr = 0.
Por lo tanto (ad X)*¥ =0, y ad X es una transformacién lineal en g.

PROPOSICION 1.5. Si g es un dlgebra de Lie, entonces g es nilpotente si y sélo si el
algebra de Lie ad g es nilpotente.

El Teorema de Engel es la reciproca de (1.4). Es decir, si ad X es siempre una trans-

formacién nilpotente de g, entonces g es un algebra de Lie nilpotente. Mds en general,
tenemos

TEOREMA 1.6 (Teorema de Engel). Sea V' # 0 un espacio vectorial de dimension finita
sobre k, y sea g un dlgebra de Lie de endomorfismos nilpotentes de V. Entonces

(a) g es un dlgebra de Lie nilpotente,
(b) existe v #0 en V tal que X (v) = 0 para todo X € g,
(c) en una base adecuada de V', todos los X son matrices triangulares superiores estrictas.

COROLARIO 1.7. Si g es un dlgebra de Lie tal que cada ad X es nilpotente para X € g,
entonces g es un dlgebra de Lie nilpotente.

PROPOSICION 1.8. Si g es un dlgebra de Lie soluble, entonces |g,g] es nilpotente.

2. Criterio de Semisimplicidad de Cartan
Sea k un subcuerpo de C, y g un algebra de Lie sobre k£ de dimensién finita.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita y C(-,-) una forma bilineal en V' x V.
Se define

radC = {v eV |C(v,u) =0 para todo u € V}.

Escribimos (-, -) para el producto interno entre el dual V* y V| definimos ¢ : V. — V*

por (¢(v),u) = C(v,u). Entonces ker ¢ = rad C, y por lo tanto ¢ es un isomorfismo si y
sélo si C' es no degenerada.

Si U es un subespacio de V', sea
Ut ={veV|C(v,u) =0 para todo u € U}.
Entonces
(1.5) UNU* =rad(C |yxp).
Atn si C es no degenerada, podemos tener U N U+ # 0.

PROPOSICION 1.9. Si C' es no degenerada, entonces

dimU + dim U+ = dim V.

COROLARIO 1.10. Si C es no degenerada, entonces V.=U & UL si y sélo si C luxv
es no degenerada.
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TEOREMA 1.11 (Criterio de Semisimplicidad de Cartan). El dlgebra de Lie g es semisim-
ple si y solo si la forma de Killing para g es no degenerada.

TEOREMA 1.12. El dlgebra de Lie g es semisimple si y solo si g = g1 D - B gm cON
g; ideales que son dlgebras de Lie simples. En este caso la decomposicion es inica, y los
unicos ideales de g son las sumas de varios g;.

COROLARIO 1.13. Si g es semisimple, entonces [g,g] = g. Si a es un ideal en g,
entonces a* es un ideal en g y g = a® at

DEFINICION 1.14. Un dlgebra de Lie g es reductiva si a cada ideal a en g le corres-
ponde un ideal b en g tal que g =a S b.

El Teorema 1.12 muestra que la suma directa de dlgebras de Lie semisimples es un
algebra de Lie reductiva y ademas un algebra de Lie abeliana es reductiva. El proximo
corolario muestra que no existen otras dlgebras de Lie reductivas.

COROLARIO 1.15. Si g es reductiva, entonces g = [g,9] ® Zy con [g,9] semisimple y
Zg abeliano.

3. Descomposiciéon en espacios-raices

Recordemos que las familias sl(n, C) para n > 2, so(n,C) para n > 3, y sp(n,C) para
n > 1 son semisimples. Cada una de estas dlgebras de Lie tiene una subdlgebra abeliana
h tal que el andlisis de ad h nos permite entender completamente el corchete en el dlgebra
total. Veremos el anélisis de ad b para sl(n,C) y luego definiremos en forma abstracta las
herramientas utilizadas.

EJEMPLO 1.16. Sean g =sl(n,C) y
ho = matrices de diagonal real en g,

h = todas las matrices diagonales en g.

Entonces h = hg @ ihg = (ho)c. Denotamos E;; a la matriz que tiene un 1 en la
entrada (i,7) y 0 en las demds. Se define el elemento e; del espacio dual h* como

hi

€; :hj.

Para cada H € §, ad H es diagonalizada por la base de g que contiene a los elementos de
b yalos E;j coni# j. Tenemos

(adH)E;; = [H, E; j| = (e;(H) — e;(H))Ej ;.

En otras palabras, E;; es un autovector simultdneo para todas las ad H, con autovalor
ei(H)—e;j(H). Este autovalor es lineal en H y entonces el autovalor es un funcional lineal
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en by, digamos e; —e;. Los e; —ej’s con ¢ # j, se llaman raices. El conjunto de todas las
raices se denota A. Tenemos

g=bePCE;,

1#]
que puede reescribirse como
(1.6) 0=b0Poe; e,

i#]
donde

Oei—e; = 1X € gl(ad H)X = (e; — ¢;)(H)X para todo H € b}.

La descomposicion (1.6) se llama una descomposicion espacio raiz. El conjunto de
raices A genera a h* sobre C.

Si oy B son raices, es fdcil ver que

| 8a4p St a+ B es una raiz
(.7 80 85] = { 0 si o+ B no es una raiz o es 0

Ademds, si o + = 0 entonces [ga, 93] C b y se obtiene
[Eij, Ejil = Eii — Ejj €b.

Todas las raices son reales en by y por lo tanto, por restriccion, pueden ser consideradas
como elementos de b. El préximo paso es introducir una nocion de positividad en b tal
que

1. para todo ¢ € b no nulo, exactamente un elemento de {p, —p} es positivo,

2. la suma de elementos positivos es positivo, y cualquier multiplo positivo de un

elemento positivo es positivo.

Observemos la forma candnica de los elementos de hy. Los funcionales lineales ey, ..., e,
0 ) ;
generan b, y su suma es 0. Entonces todo elemento de b, puede ser escrito de manera no

unica como chej, donde (Z ci> (e1 + -+ en) = 0. Por lo tanto nuestro funcional
j i

J

lineal dado es
n

1 n
Z <Cj - ch) ej.
J=1 n =1

En esta dltima representacion la suma de los coeficientes es 0. Entonces todo elemento
de by puede ser representado como E aje; con E a; = 0. Ninguna expresion no nula

J J
se puede anular en F;; — Fy , para todo i con 1 < i < n, entonces la realizacion como

g aje; con E aj =0 es unica.
J J

Sip = Zajej es un elemento de b con Zaj = 0, se dice que un ¢ no nulo es
J J
positivo (p > 0) si el primer coeficiente no nulo a; es positivo. Esta nocidn de positividad
satisface las propiedades 1 y 2 anteriores.

Se dice que p > 1) 51 p—1) es positivo. El resultado es un orden simple en b preservado
bajo la suma y bajo la multiplicacion por escalares positivos.
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Para las raices el efecto es el siguiente
€] —€p > €1 —€Ep_1 > >€1 —€Q>€2 — € >€EQ—€Ep_1 > > €9 — €3>
> o >epg—€p_1 > €n_92—€n >en_1—eyn >0,
y luego tenemos las negativas. Las raices positivas son los e; —e; con i < j.

Veamos ahora que g es simple sobre C para n > 2. Sea a C g un ideal, y supongamos
que a C h. Sea H # 0 un elemento de a. Como las raices generan by, podemos encontrar
una raiz o con a(H) # 0. Si X estd en go y X # 0, entonces

a(H)X =[H, X] € [o,g] Ca Ch,
luego X estd en b, lo que es una contradiccion. Por lo tanto a C b implica o = 0.

Supongamos ahora que a no estd contenido en by. Sea X = H+ > X, un elemento de
a con cada X, € go y con algin X, # 0.

Asumamos por ahora que existe alguna raiz o < 0 con X, # 0, y sea B la menor de
tales . Digamos Xg = cE; j coni>j yc#0.

Veamos que
(18) [El,i7 [Xa Ej,n]]

es un multiplo no nulo de Ep,. De hecho, no podemos tener i = 1 ya que j < i. Si
i < n, entonces [E;j, Ejn] = aF;yn con a # 0, y ademds [Ev;, E;p] = bE1, con b #
0. Entonces (1.8) tiene una componente no nula en ge,—., en la descomposicion (1.6).
Las otras componentes de (1.8) deben corresponder a raices mds grandes. Entonces la
afirmacion se sigue si i <n. St i =n, entonces

(Evi, [ X, Ejnl] = [Evn, [cEnj+ ..., Ejnl] = c[Evp, Enp — Ejjl+ - = cEiy.
Entonces la afirmacion se sigue sit = n. En cualquier caso concluimos que E ,, estd en
a. Para i # j, la férmula
Ep; = c’[Ek,l, [Eim, Enyl] conc #0
muestra que Ey; estd en a, y
(Eri, Eig) = Err — Eiy
muestra que un conjunto generador de b estd en a. Por lo tanto a = g.

Por lo tanto un tdeal a que no estd en b tiene que ser todo g si existe algin o < 0 con
Xo # 0 como antes. Similarmente si existe algin o > 0 con Xo # 0, sea B la mayor de
estas o, digamos o = e; — e; con i < j. Calculando [E, ;,[X, E;1]] y trabajando con E, 1
de la misma forma obtenemos que a = g. Entonces g es simple sobre C.

4. Subdlgebras de Cartan

Sea b un algebra de Lie de dimensién finita sobre C. Una representacién 7w de § en un
espacio vectorial complejo V' es un homomorfismo de dlgebras de Lie lineal y complejo de
h en Endc (V). Para tales 7 y V, cuando « estd en el dual h*, definimos V, como

Vo={veV|(r(H)—a(H)1)"v =0 para todo H € b y algin n = n(H,v)}.
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Si V, # 0, V, se llama el espacio peso generalizado y « es un peso. Los elementos de
V, se llaman vectores peso generalizados.

Para el caso en que V es de dimensién finita, 7(H) — a(H)1 tiene a 0 como su tnico
autovalor generalizado en V,, y es nilpotente en este espacio, como consecuencia de la
teorfa de la forma normal del Jordan. Por lo tanto n(H,v) puede tomarse como dim V.

PROPOSICION 1.17. Supongamos que § es un dlgebra de Lie nilpotente sobre C y que
m es una representacion de b en un espacio vectorial complejo V de dimensidn finita.
Entonces existe una cantidad finita de pesos generalizados, cada espacio peso generalizado
es estable bajo (V') y V es la suma directa de todos los espacios peso generalizados.

OBSERVACIONES 1.18.

1. La descomposicion de V' como suma directa de los espacios peso generalizados se
llama una descomposicion espacio peso de V.

2. Los pesos no necesariamente son linealmente independientes.

3. Como b es nilpotente, también es soluble, entonces en una base adecuada de V,
w(h) es triangularizable simultdneamente por el Teorema de Lie. Los pesos general-
izados serdn las distintas entradas diagonales, como funciones en hy. Sin embargo,
para obtener la descomposicion en suma directa debemos hacer uso del hecho de
que b es nilpotente.

PROPOSICION 1.19. Si g es un dlgebra de Lie sobre C de dimensidn finita y si b es
una subdlgebra de Lie nilpotente, entonces los espacios peso generalizados de g relativos a
adg b satisfacen

(@) 0= @ ga, donde
0o ={X €g|/(ad H — a(H)1)"X =0 para todo H € b y algin n = n(H, X)},

(b) b < go,
(¢) [9a:988) € gatp (donde se entiende que go4p = 0 si o+ no es un peso generalizado).

COROLARIO 1.20. gg es una subdlgebra.

DEFINICION 1.21. Una subdlgebra de Lie nilpotente b de un dlgebra de Lie compleja
de dimension finita g es una subdlgebra de Cartan sibh = gg.

PROPOSICION 1.22. Una subdlgebra de Lie nilpotente b de un dlgebra de Lie compleja
de dimension finita g es una subdlgebra de Cartan siy solo sih = Ny(h) = {X € g|[X,h] C

h}.

TEOREMA 1.23. Toda dlgebra de Lie compleja g de dimension finita tiene una subdlge-
bra de Cartan.

PROPOSICION 1.24. Si g es un dlgebra de Lie compleja semisimple y b es una subdlgebra
de Cartan, entonces by es abeliana.
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PROPOSICION 1.25. En un dlgebra de Lie g compleja semisimple, una subdlgebra de
Lie es una subdlgebra de Cartan si es mazximal entre todas las subdlgebras abelianas b tal
que adg b es diagonalizable simultdneamente.

5. Raices

Sean g un dlgebra de Lie compleja semisimple, B su forma de Killing y h una subéalgebra
de Cartan de g. h es abeliana por la Proposicién 1.24. Los pesos generalizados no nulos de
ad h en g se llaman raices de g con respecto a h. Denotamos al conjunto de raices como A
o A(g,h). Entonces podemos reescribir la descomposicién espacio peso de la Proposicién
1.19 como
(1'9) g=ho @ fa-

a€A
Esta descomposicién se llama la descomposicion espacio raiz de g con respecto a b.
Los elementos de g, se llaman vectores raices para la raiz «.

PrROPOSICION 1.26.

(a) Sioy B estin en AU{0} ya+ 3 #0, entonces B(ga,g3) = 0.
(b) Sia estd en AU{0}, entonces B es no singular en g X gg.
(c) Sia estd en A, entonces también lo estd —o.

(d) B |pxy es no degenerada; en consecuencia a cada raiz o le corresponde un Hy € b con
o(H) = B(H, H,) para todo H € .
(e) A genera bh*.

LEMA 1.27. Para cada raiz o, sea E, # 0 un vector en g, tal que [H,E,] = a(H)E,
para todo H € .

(a) Sia es una raiz y X estd en g_q, entonces [Eq, X| = B(Eqy, X)H,.
(b) Siay B estin en A, entonces f(Hy) es un maultiplo racional de o(Hy).
(c) Sia estd en A, entonces a(H,) # 0.

PROPOSICION 1.28. Si o € A, entonces dimg, = 1. Ademds na € A para todo entero
n > 2.

COROLARIO 1.29. En h x b, la forma de Killing estd dada por

B(H,H') =) a(H)a(H).
aEA

COROLARIO 1.30. El par de vectores {Eq, E_o} dados en el Lema 1.27 pueden ser
normalizados de tal forma que B(Eqy, E_y) = 1.

DEFINICION 1.31. Sean v € A y 8 € AU{0}. La a-cadena que contiene a 3 es el
conjunto de todos los elementos de AU {0} de la forma 5+ na para n € Z.

PROPOSICION 1.32. Sea a € A, y sea 8 € AU{0}.
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(a) La a-cadena que contiene a ( tiene la forma 5+ na para —p < n < q conp >0y
q > 0, sin brechas. Ademds

2(6, o) 2p,0) _,

(a, )’ (o, )

p—q=

(b) Si B+ na nunca es 0, definimos sl, como la copia isomorfa a s(2,C) generada por
2 , 2

! — / g
o, = Oz(Ha)Ha’ E, = oz(Ha)Ea Y B, =FE_,,

y sea g = @gg+na. Entonces la representacion de sl, en g’ por ad es irreducible.
neL

COROLARIO 1.33. Sia y 8 estin en AU{0} y o+ 5 # 0, entonces [ga, 98] = Ga+3-

COROLARIO 1.34. Sean « y B raices tales que 5+ na nunca es 0 para n € Z. Sean
E., E_, y Eg vectores raices cualesquiera para o, —o y 3, respectivamente, y sean p y q
los enteros de la Proposicion 1.32. Entonces

q(1+p)

[B-a [Ea, Bsl) = £

a(Hy)B(Ew, E_o)E3.

COROLARIO 1.35. Sea V' el R-espacio lineal generado por A en h*. Entonces V' es una
forma real del espacio vectorial b*, y la restriccion de la forma bilineal (-,-) a V XV es
un producto interno definido-positivo. Mds atn, si by denota el R-espacio lineal genrado
por todas las H, con o € A, entonces by es una forma real del espacio vectorial by, los
elementos de V' son exactamente aquellos funcionales lineales que son reales en hg, y la
restriccion a la operacion de aquellos funcionales de b a by es un R-isomorfismo de V' en

ho-

Sea | - | la norma asociada al producto interno (-, -) en b x h§. Sea a una raiz. Relativa
al producto interno, se define la reflexion
2{p,
salp) =9 - 2200 para g ey,

|of?

Esta es una transformacién ortogonal en b, es -1 en Ra, y es +1 en el complemento
ortogonal de a.

PROPOSICION 1.36. Para cualquier raiz o, la reflexion s, lleva a A en si mismo.

6. Sistemas de Raices abstractos

Un sistema de raices abstracto en un espacio V' de dimensién finita con un producto
interno real (-,-) y norma al cuadrado | - |? es un conjunto finito A de elementos no nulos
de V tal que

(1) A genera aV,

2(p, )

(11) las transformaciones ortogonales so(¢) = ¢ — af?
o

«, para a € A, llevan A en

si mismo,
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2(8,a)

(111) af?

Un sistema de raices abstracto se dice reducido si a € A implica que 2a ¢ A.
Podemos resumir lo visto en las secciones anteriores en el siguiente teorema.

es un entero siempre que «, 5 € A.

TEOREMA 1.37. EI sistema de raices de un dlgebra de Lie semisimple compleja g con
respecto a una subdlgebra de Cartan b forma un sistema de raices abstracto reducido en

ho-

Los sistemas de raices abstractos reducidos para las familias cldsicas son:

Espacio Vectorial Sistema de Raices g

n+1
A, V:{Zaiei:Zaieizo} A={e;—ej:i#j} |slin+1,C)
i=1

B, |V = Zaiei A:{ieiiej:i;éj} s0(2n+1,C)
(1.10) i=1
ntl A={fe;*ej:i#j}
Cn V = {;azez} U {:l:2€l} 5]3(7&,@)

D, |V

n+1
{Zaiei} A={te;£e;:i#j}|s0(2n,C)
i=1

DEFINICION 1.38. Dos sistemas de raices abstractos A en'V y A’ en V' son isomorfos
s1 existe un isomorfismo de espacios vectoriales de V en V' que lleva A en A’ y preserva

2(, o)

los enteros af?

para o, B € A,

Un sistema de raices abstracto A se dice reducible si A admite una descomposicién
no trivial disjunta A = A’ U A” con todo elemento de A’ ortogonal a todo elemento de
A”. Se dice que A es irreducible si no admite tal descomposicién.

PROPOSICION 1.39. El sistema de raices A de un dlgebra de Lie semisimple compleja
g con respecto a una subdlgebra de Cartan by es irreducible como un sistema de raices
abstracto si y solo si g es simple.

EJEMPLO 1.40. Sea g = so(4,C). El sistema de raices es A = {£e1 £ es}. Si A =
{£(e1 —e2)} y A = {£(e1 + e2)}, entonces A = A UA" y A es reducible. Por la
Proposicion 1.39, s0(4,C) no es simple. El sistema de raices es isomorfo a Ay & A;.

Se extiende la definicion de cadena-raiz al contexto de un sistema de raices abstracto
A. Paraa € Ay € AU{0}, la a-cadena que contiene a (3 es el conjunto de todos los
elementos de A U {0} de la forma 5 + na con n € Z.
1

Si o es una raiz y —« no es una raiz, decimos que « es reducida.

PROPOSICION 1.41. Sea A un sistema de raices abstracto en el espacio con producto
interno V.
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(a) Si v estd en A, entonces —av estd en A.

(b) Si a estd en A y es reducida, los unicos elementos de AU {0} proporcionales a a son
+a, F2a y 0, y F2a no puede ocurrir si A es reducido.

(c) Sia estd en Ay [ estd en AU{0}, entonces

2(6, @)

|of?

=0, +1, 42, 43, 6 + 4,

y £4 ocurre sélo en un sistema no reducido con = +2a.

2(8,a)

|of?

(d) Sia y B son elementos no proporcionales de A tales que || < |B], entonces

es igual a 0, +1, ¢ —1.
(e) Siayp estin en A con (a, ) > 0, entonces o — 3 es una raiz 6 es 0. Si « y [ estdan
en A con {(a, ) <0, entonces o+ (3 es una raiz ¢ 0.
(f) Siayp estin en A y tanto a+ B como a—f no estan en AU{0}, entonces (o, ) = 0.
(9) Si a estd en A y B estd en AU {0}, entonces la a-cadena que contiene a (3 tiene la
2(B, a)

forma B4+na para —p <n < qconp>0yq >0, sin brechas. Mds ain p—q = a2
e

La a-cadena que contiene a 8 contiene a lo sumo cuatro raices.

Se introduce ahora una nocién de positividad en V' que extiende la nocién del Ejemplo
1.16. La intencién es senalar un subconjunto de elementos no nulos de V' como positivos,
escribiendo ¢ > 0 si ¢ es un elemento positivo. Las tnicas propiedades de positividad que
necesitamos son

(1) para todo elemento no nulo ¢ € V, exactamente un elemento de {¢, —¢} es positivo.
(11) la suma de elementos positivos es positivo, y cualquier multiplo positivo de un ele-
mento positivo es positivo.

Decimos que ¢ > 9 6 ¥ < ¢ si ¢ — 1 es positiva. Entonces > define un orden simple
en V que se preserva bajo la suma y multiplicaciéon por escalares positivos.

Una forma de definir la positividad es en términos de un orden lexicografico. Fijamos
un conjunto generador 1, ..., @, de V, y definimos la positividad de la siguiente forma:
Decimos que ¢ > 0 si existe un indice k tal que (¢, ¢;) =0paral <i<k—1y (p,pr) > 0.

Pensemos a V' como el espacio vectorial dual del espacio by, y fijemos un conjunto
generador Hy,..., H,, para hy. Entonces decimos que ¢ > 0 si existe un indice k£ tal que
o(H;)=0paral <i<k—1y @(H) >0.

Decimos que una raiz a es simple si a > 0 y si @ no se descompone como « = 31 + 2
con (1 y B2 raices positivas. Una raiz simple es necesariamente reducida.

PROPOSICION 1.42. Sil = dimV, existen | raices simples o, . .., qy, y son linealmente
independientes. Si B es una raiz y se escribe como B = x1a1 + - - + 1704, entonces todos
los x; no nulos tienen el mismo signo y son enteros.

OBSERVACIONES 1.43.
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l
» Toda raiz positiva o puede escribirse como o = E n;o; con cada n; un entero

i=1
l
> 0. El entero oo = an se llama el nivel de « relativo a {a1,...,aq}.
i=1
= Las raices simples de las familias cldsicas son
Raices Positivas Raices Simples
Ay, € —ej, 1 <] €1 — €2, €3 —€3,..., €y — €y
(1.11) B, | e,e;fej,i<] €1 — €2, €3 —€3,..., €n_1 — €n, €n
Cn | 2e;,e;fej,1<j €1 — €3, €9 —€3,..., En_1 — €p, 2€p,
Dyp| e +ej,1<j |e—ez,e3—€3,...,6, 1€y, p1+€y

LEMA 1.44. Si«a y B son raices simples distintas, entonces a — 8 no es una raiz. Por
lo tanto (o, B) < 0.

Dado un sistema de raices A reducido. Se fija un orden a partir de la nocién de
positividad anterior. Sea Il = {a1,...,q;} el conjunto de raices simples, donde [ = dim V.
La matriz [ x [, A = (A;;) dada por

se llama la matriz de Cartan de A y II. La matriz de Cartan depende de la enumeracién
de II, y distintas enumeraciones llevan a matrices de Cartan que son conjugadas entre si por
una matriz de permutacion.

PROPOSICION 1.45. La matriz de Cartan A = (A;ij) de A relativa al conjunto 11 de

raices simples tiene las siguientes propiedades:

(a) Aij € Z para todo i y todo j,

(b) Ai; =2 para todo i,

(c) Aij <0 parai#j,

(d) Aij =0 siy solo si Aj; =0,

(e) eriste una matriz diagonal D con entradas diagonales positivas tal que DAD™' es
simétrica definida positiva.

Una matriz cuadrada A que satisface todas las propiedades de la Proposicién 1.45
se llama una matriz de Cartan abstracta. Dos matrices de Cartan abstractas son
isomorfas si una es conjugada de la otra por una matriz de permutacion.

PROPOSICION 1.46. El sistema de raices reducido abstracto A es reducible si y sélo s,
para alguna enumeracion de los indices, la matriz de Cartan es diagonal en bloques con
mds de un bloque.

Se dice que una matriz de Cartan abstracta es reducible si, para alguna enumeracién
de los indices, la matriz es diagonal en bloques con méas de un bloque. De otra forma la
matriz de Cartan abstracta se dice irreducible.

Si tenemos varias matrices de Cartan abstractas, podemos arreglarlas como bloques de
una matriz diagonal en bloques, y el resultado es una nueva matriz de Cartan abstracta.
La reciproca es la siguiente proposicién.
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PROPOSICION 1.47. Luego de una enumeracion apropiada de indices, toda matriz de
Cartan abstracta puede ser escrita en forma de diagonal en bloques con cada blogue una
matriz de Cartan abstracta irreducible.

Al conjunto IT de raices simples del sistema de raices abstracto A, se le puede asociar un
tipo de grafo conocido como “diagrama de Dynkin”. A cada raiz simple «; le asociamos un
vértice de un grafo, y a ese vértice le asignamos un peso proporcional a |a;|?. Los vértices
del grafo estdn conectados por aristas de la siguiente forma. Si dos vértices estdan dados,
digamos los correspondientes a raices simples distintas o; y «;, conectamos esos vértices
por A;; - Aj; aristas. El grafo resultante se llama diagrama de Dynkin de II. Se sigue
de la Proposicién 1.46 que A es irreducible si y sélo si el diagrama de Dynkin es conexo.

Los diagramas de Dynkin para los sistemas de raices A, B,, Cn, v D, cuando las
raices simples se eligen como en (1.11) son:

1 1 1 1
Ap O O O O
€1 — €2 €2 — €3 €3 — €4 €n — En+1
2 2 2 2 1
B O O O QOO
€1 —e2 ey —€3 €3 — €4 €n—1 — €n én
1 1 1 1 2
G2 o—0—0 OR—
el —ey eg—e3 €3 — ey €n—1— €n 2e,
1 1 1
Dy O O O
€1 — €2 €y — €3 €3 — €4 €n—2 — €En—17

7. El Grupo de Weyl

DEFINICION 1.48. Sea A un sistema de raices abstracto en un espacio de dimension
finita V' con producto interno. El grupo de Weyl de A es el subgrupo del grupo ortogonal
en V generado por las reflexiones s, para o € A y se denota por W = W (A).

Vemos que W es un grupo finito de transformaciones ortogonales de V. De hecho,
cualquier w € W lleva al conjunto finito A en si mismo.
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EJEMPLO 1.49. Consideremos los sistemas de raices de tipo A, By, Cp y Dy, descrip-
tos en la Tabla (1.10).

» Para A,, W(A) son todas las permutaciones de e1, ..., ent1.

» Para B, y C,, W(A) estd generado por todas las permutaciones de e1,...,e, y
todos los cambios de signos de los coeficientes de eq,. .., en.

» Para D,,, W(A) estd generado por todas las permutaciones de ey, ..., e, y todos

los cambios de signos pares.

Introducimos una nocién de positividad dentro de V', por ejemplo a partir de un orden
lexicogréfico. Sea AT el conjunto de rafces positivas. El conjunto A* determina el conjunto
IT={ay,...,q;} de raices simples.

Supongamos ahora que IT = {ay, ..., a;} es cualquier conjunto de [ elementos reducidos
independientes «;, tales que toda expresién de un elemento o de A como Zciai tiene

i
todas las ¢; no nulas del mismo signo. Llamamos a II un sistema simple. Dado un sistema
simple II, podemos definir A™ como todas las raices de la forma Z c;a; con toda ¢; > 0.

7
La afirmacién es que AT es el conjunto de las raices positivas en algin orden lexicografico.

De hecho, podemos usar la base dual de {«;} para obtener tal orden. En mayor detalle si
es (aj,wj) = 6;5 y si j es el primer indice con (o, w;) no nulo, entonces el hecho de que
(o, wj) = ¢; es positivo implica que « es positivo.

Entonces tenemos una caracterizacién abstracta de los posibles II’s que pueden surgir
como conjuntos de raices simples: son todos los posibles sistemas simples.

LEMA 1.50. Sea IT = {a,...,q;} un sistema simple, y sea o > 0 en A. Entonces
Sq; (@) = —a, sia=qa; 6 a=2aq, Yy Sq; () > 0 en otro caso.
PROPOSICION 1.51. Sea Il = {ay, ..., q;} un sistema simple. Entonces W (A) estd gen-

erado por las reflexiones de raices s,,; para oy € 1. St av es cualquier raiz reducida, entonces
existen aj € Il y w € W(A) tales que w(a;) = a.

TEOREMA 1.52. Si Il y II' son dos sistemas simples para A, entonces existe uno y
sélo un elemento s € W tal que sIT =1I'.

Dado un sistema AT de rafces positivas y el correspondiente sistema simple II. Se
dice que un elemento A de v es dominante si (\, ) > 0 para o € A", Es suficiente que
(A, ;) > 0 para todo «; € II.

PROPOSICION 1.53. Si X estd en V', entonces existe un sistema simple I1 para el cual
A es dominante.

COROLARIO 1.54. Si X estd en V y AT es un sistema positivo dado, entonces existe
algun elemento w del grupo de Weyl tal que wA es dominante.

Para A reducido y AT un sistema positivo fijo, sea p la semisuma de los elementos de
AT,
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PROPOSICION 1.55. Dado un sistema positivo AT para el sistema de raices abstracto

20p, ) _
|o?

reducido A. Si « es una raiz simple, entonces sq(p) =p—a y

Para w € W(A), sea l(w) el nimero de raices o > 0 tales que w(a) < 0. [(w) se llama
la longitud del elemento w del grupo de Weyl relativo a II. En términos de un sistema
simple IT = {aq, ..., o} y su sistema positivo asociado AT abreviaremos Sq; COMO S;.

PROPOSICION 1.56. Dado un sistema simple Il = {a, ..., «;} para el sistema de raices
abstracto reducido A. Entonces l(w) es el menor entero k tal que w puede escribirse como
un producto w = s;, ...s;, de k reflexiones en raices simples.

LEMA 1.57. Dado un sistema simple II = {au,..., o} para el sistema de raices ab-
stracto reducido A. Si~y es una raiz simple y w estd en W(A), entonces

J (w)—-1 siwy<O
l<w$7)_{l(w)+l st wy > 0.

PROPOSICION 1.58 (Lema de Chevalley). Sea el sistema de raices abstracto A reducido.
Dado v € V, sea Wy = {w € W|wv = v}. Entonces Wy estd generado por las reflexiones
de raices sq tales que (v,a) = 0.

8. Pesos

Recordemos que las representaciones de dimension finita de dlgebras de Lie semisimples
complejas son homomorfismos lineales complejos de un algebra de Lie semisimple compleja
en Endc V donde V' es un espacio vectorial complejo de dimensién finita.

PROPOSICION 1.59 (Lema de Schur). Sean ¢ y ¢ representaciones irreducibles de un
dlgebra de Lie g en espacios vectoriales de dimension finita V y V', respectivamente. Si
L:V — V' es un mapa lineal tal que o' (X)L = Lo(X) para todo X € g, entonces L es
biyectivo 6 L = 0.

COROLARIO 1.60. Sea ¢ una representacion irreducible de un dlgebra de Lie g en un
espacio vectorial complejo de dimension finita V. Si L : V — V es un mapa lineal tal que
@(X)L = Ly(X) para todo X € g, entonces L es escalar.

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja. Sean h una subdlgebra de Cartan y
A = A(g,h) el conjunto de raices. Sea ho la forma real de h en la cual todas las raices
son a valores reales. Sea B una forma bilineal simétrica no degenerada invariante en g que
es definida positiva en hg. Respecto a B, podemos definir elementos H, de h para cada
a € A. Entonces hy = Z RH,.

aEA
Sea  una representacion en el espacio vectorial complejo V. Recordemos que si A

estd en h*, definimos el subespacio

Ww={veV|(p(H)—AH)1)"v=0 para todo H € hy alginn =n(H,V)}.
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Si V) # 0, entonces V), se llama espacio peso generalizado y A es un peso. Los elementos
de V) se llaman vectores peso generalizados. Cuando V es de dimensién finita, V' es
la suma directa de sus espacios peso generalizados.

El espacio peso correspondiente a A es

{veV|e(H)v=AH)v para todo H € b},

es decir, el subespacio de V) para el cual n puede tomarse como 1. Los elementos del
espacio peso se llaman vectores peso.

EJEMPLO 1.61. Sea V = A!C". Sea H = diag(ity,...,it,) con > t; = 0. Entonces la
representacion de dlgebras de Lie ¢ tiene

!
o(H)(ej, /\.../\Ejl):Zé“jl N...NHej N...N¢gj,
k=1

Por lo tanto €5, A ... \€j, es un vector peso y su peso es Zejk"
k=1

PROPOSICION 1.62. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja, sea b una subdlgebra

de Cartan, sea A = A(g,h) el conjunto de las raices, y sea hy = Z RH,. Si ¢ es una
acA
representacion de g en el espacio vectorial complejo de dimension finita V', entonces
(a) ©(b) actia diagonalmente en V', de tal forma que todo vector peso generalizado es un
vector peso y V' es la suma directa de todos los espacios peso,
(b) todo peso es a valores reales en by y es algebraicamente integral,
(c) las raices y pesos estan relacionadas por ¢(ga)Vx C Vita-

9. Teorema del Peso Maximo

Sean g un &algebra de Lie semisimple compleja, h una subdlgebra de Cartan y A =
A(g,b) el conjunto de raices. Sea W(A) el grupo de Weyl. Sea by la forma real de h donde
todas las raices son a valores reales, y sea B una forma bilineal no degenerada simétrica
invariante en g que es definida positiva en fhy. Consideremos un orden en b de la forma
usual, y sea II el sistema simple resultante.

Si ¢ es una representaciéon de g en un espacio vectorial complejo de dimensién finita
V', entonces los pesos de V estdn en by por la Proposicién 1.62(b). El peso mas grande en
el orden se llama peso maximo de .

TEOREMA 1.63 (Teorema del Peso Méximo). Salvo equivalencias, las representaciones
irreducibles de dimension finita ¢ de g estdn en correspondencia uno a uno con los fun-
ctonales lineales dominantes algebraicamente integrales A en b, siendo la correspondencia:
A es el peso mdzrimo de ). El peso mdzimo A de ) tiene estas propiedades adicionales:

(a) X\ depende solo del sistema simple 11 y no del orden usado para definir 11,
(b) el espacio peso Vy para \ es unidimensional,
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(c) cada vector raiz E,, para una raiz o € AT arbitraria, anula los elementos de Vy, y los
elementos de V) son los unicos vectores con esta propiedad,

l
(d) todo peso de ¢y es de la forma A\ — Zniai con los enteros n; > 0 y los o € 11,
i=1
(e) cada espacio peso V,, para @y tiene dim Vy,, = dim V), para todo w en el grupo de Weyl
W(A), y cada peso p tiene |p] < |A| con la igualdad sdlo si p estd en la orbita W (A)A.

OBSERVACION 1.64. Por 1.63(e) los pesos en la érbita W (A)X se dicen extremos. El
conjunto de pesos extremos no depende de la eleccion de II.

EJEMPLOS 1.65.

1. Sig =sl(n,C), sea V el conjunto de todos los polinomios en z1,...,2zp, YZ1,---,2n
n

homogéneos de grado total N. Los pesos son todas expresiones Z(lj — kj)ej con

=1
n

Z(lj + k;) = N. El peso mdzimo relativo al sistema positivo usual es Ney. El
j=1
subespacto de polinomios holomorfos es un espacio invariante, y tiene peso mdximo
—Ne,,.
!
2. Si g = sl(n,C), sea V.= AC". Los pesos son todas expresiones Zeik' El peso

k=1
l

mdzimo relativo al sistema positivo usual es E e-
k=1

Escribamos IT = {ag, ..., o} y sean ademds
t= D s
acAt
t=D s
(1.13) acAt
b=bhot
1
p=3 2 o
acAt

Entonces t, t~ y b son subdlgebras de Lie de g, y g = bt~ como suma directa de espacios
vectoriales.

Sea V), el espacio peso para el peso p. La suma )V, es necesariamente una suma
directa. Como en la Proposicién 1.62, tenemos

(1.14) 90(Vi) € Vit

sia € Ay p € bh* Mias atn, (1.14) y la descomposicién en espacios raices de g muestran
que

(1.15) s Pv.|c| PV

Hebh* Heh*
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Un vector de peso maximo para V es por definicién un vector peso v # 0 con
t(v) = 0. El conjunto t(v) serd 0 si E,v = 0 para los vectores raices E, de raices simples
.

Un médulo de peso méximo es un U(g)-mddulo generado por un vector de peso
maximo.

PROPOSICION 1.66. Sea M un mddulo de peso mdximo para U(g), y sea v un vector
de peso mdzrimo que genera M, de peso \. Entonces

(a) M =U(t ),
(b) M = @ M, con cada M, de dimension finita y con dim My =1,
peh*

l

(¢) todo peso de M es de la forma A — Zniai con las a;’s en Il y cada entero n; > 0.
i=1



Capitulo 2

Cohomologia y Homologia de algebras de Lie

En este Capitulo vamos a definir la cohomologia y homologia de algebras de Lie. Las
demostraciones de los resultados pueden consultarse en [4], [8], [19], entre otros.

Sea g un algebra de Lie de dimensién finita sobre un cuerpo k.

Sea ¢ una representacién de g en un subespacio W. La representacién ¢! de g en W*
dual a ¢ se define por

o (h) = —¢(h)",  heg

Los operadores de multiplicacién determinados por a € Agy ® € Ag* seran denotados

por p(a) y pu(®):
ula)(b) =and u p(@)(¥)=>AU.

Los operadores (duales) de sustitucién se denotan por ig(a) : Ag* — Ag* e ig(P) : Ag —
Ag, o simplemente por i(a) e i(P).

1. Los operadores §,4(x) y 69(x)

Dada un algebra de Lie g consideremos el espacio dual g*. Los mapas lineales ad x
(x € g) se extienden a derivaciones tnicas 6%(z) en el dlgebra Ag. Similarmente, —(ad z)*
se extiende a una derivacién 04(z) en Ag*.

6% y 0y son representaciones duales de g en las dlgebras graduadas Ag y Ag*, que
extienden las representaciones duales ad y ad*. Las propiedades de estos operadores se
expresan por las siguientes formulas:

0°(2)u(a) — p(a)6®(z) =u(6°(x)a), acAgxcg, y
o (2)(®) — 1(®)0y(2) =p(by(x)®), @ € Ag',x € g,

Dualizando obtenemos,

En particular,
(2.1) Og(2)ig(y) — ig(y)bs(x) = i([2,4]), =,y €g.

Las representaciones 69 y §,; determinan las subalgebras invariantes (Ag)g—o y (Ag*)o—0,
como asi también los subespacios estables 0(Ag) y 0(Ag*). Si a y ® son invariantes, las
relaciones anteriores se reducen a una férmula de conmutaciéon simple. En particular, las
subélgebras invariantes y los subespacios 8(Ag) y 6(Ag*) son estables bajo multiplicacién
y sustitucién por elementos invariantes.

25
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Como 6% y 0y son duales, se tiene las relaciones

(Ag)j—o = 0(Ag") v (Ag")g—o = 0(Ag).

Maés atn, como la restriccién de 69 a g es la representacién adjunta, se sigue que

(Mglo—o=2, y 6(A'g)=]g.9q].

Finalmente, sean e,, e (v =1,...,n) un par de bases duales para g y g*. Entonces
(2:2) Og(x) = = e[z, e]) vy 0%(x) = ullz,e))i(e™).

(Como ambos lados son derivaciones, estas férmulas sélo deben ser verificadas en g y g*,
donde son consecuencia inmediata de las definiciones).

2. Los operadores d; y 04

Consideremos el mapa lineal v : A%2g — g dado por

vizAy) =[zy], =yeg.
Extendemos el dual negativo,
- gt — A%,
a una antiderivacion
dg : Ag* — Ag™,
homogénea de grado 1.
Se tienen las relaciones fundamentales
ig(x)dg + dgig(x) =0q(x)
(2.3) dz =0 y
Oq(x)dg =dgb4(z), =€ g.
Se sigue de las relaciones (2.3) que (Ag*,dy) es un algebra diferencial graduada, que
6, representa a g en (Ag*,dy), y que 0# =0, donde 6# : H*(g) — H*(g).

Sea ahora Jy : Ag — Ag el mapa lineal, homogéneo de grado -1, dado por 9; = —dj.
Entonces

Oz ANy) =z, y], Ogx =0, y 0i(N\)=0, z,ycg Aeck.

Dualizando las férmulas (2.3) obtenemos
1(2)Dy + Ogpa(r) =0%(z)
(2.4) 892 =0 y
0%(x)0y =040°(x), w € g.

En particular, 6% representa a g en el espacio diferencial graduado (Ag, dy).
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3. La férmula de Koszul

En esta seccién estableceremos la formula de Koszul
1 E3%
(2.5) dy = 5 D 1(e™)bylew),

donde ey, e (v =1,...,n) es un par de bases duales para g y g*. Como dg y el operador
de la derecha son derivaciones, es suficiente verificar esta férmula para elementos en g*.

Sean z* € g* y x € g arbitrarios. Entonces, usando las relaciones (2.3) y (2.1), encon-
tramos que

mientras que

iol2) g 2 (e glen)a” = Bul@)a® — 3 3 ple Yigla)bglen)a”
=5l = 5 Sl il e)a”

La férmula (2.2) nos da

ia(@) (; Zu<e*y>eg<ey>x*) — Oy(@)a" = ig(a)dga”,

lo que completa la prueba.

Dualizando la férmula de Koszul obtenemos la ecuacién

1
(2.6) Oy = 5 Z 0%(ey)ig(esr) (féormula de Koszul contravariante).

Como consecuencia inmediata obtenemos
(2.7) Oglxr Ao Awp) = (D) m aj) Aoy AL AT AN ANEA L Ny, T € g
1<j

Por lo tanto, si APg* es interpretado como el espacio de funciones p-alternantes en g,
entonces dy estd dado por

(28)  (dg®)@1 A. . Axp) = S (D[, ) w1, B T 2y).
i<j

Con todo esto podemos derivar las relaciones

Oy(anb) =0qa Ab+ (—1)Pa AOgb+ > ig(e™)a A 6%(e,)b

(2.9)
Oy(a Ab) =0ga Ab+ (—1)Pa A dgb+ (—1)7 > 0%(ey)a Ag(ewn)b
y
(2.10)
Og(anb) =—Oyanb+ (—1)Pa A dgb+ > 0%(e,)(ig(ew)a AD), a€ APg, be Ag,

donde e, e (v =1,...,n) son bases duales para g y g*.
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4. Cohomologia y homologia de un algebra de Lie

Sea g un algebra de Lie de dimension n, y recordemos el dlgebra diferencial graduada
(Ag*, dy) introducida en la Seccién 2. Las algebras de cociclos (respectivamente, cobordes)
de esta dlgebra diferencial se denotan por

Z'(g)=Y_2"g) v B'(g)=> B'(g).

La correspondiente algebra de cohomologia

H*(g) =) _H"(g)

se llama el dlgebra de cohomologia del dlgebra de Lie g. Notemos que H%(g) = k.

Consideremos ahora el espacio diferencial graduado (Ag, dy). Los subespacios de ciclos
(respectivamente, bordes) se denotan por

Z.(9) = Ezp(G) y Bi(g) = ZBP(Q)'

El correspondiente espacio de homologia

se llama elespacio de homologia del dlgebra de Lie g.

Por cjemplo, Z1(g) = g, Bi(g) = d5(A%g) = [g.g], v entonces

se sigue que

B.(g) =Z*(9)" vy Z.(g)=B*(9)",

y por lo tanto existe una dualidad natural entre los espacios H*(g) y H.(g). Esta dualidad
se restringe a una dualidad entre cada par HP(g), H,(g) (p = 0,...,n). En particular,
dim H?(g) = dim H,(g), p=0,...,n.

Como 9y = —dj,

Los enteros
b, =dim H’(E), p=0,...,n,

se llaman los p-ésimos numeros de Betti de g y el polinomio

n
fr@ = bpt”
p=0
se llama el polinomio de Poincaré de H*(g). Como ZP(g) C APg*, se sigue que

bp < (Z) (n = dimg).
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4.1. Homologia con coeficientes. En lo que sigue denotaremos por dy en lugar
de Jy al operador diferencial de la homologia trivial del algebra de Lie g.

_ kero

La homologia de g con coeficientes en un g-médulo M, H,(g, M) mo
m

es la ho-
mologia del complejo (A*g® M, ),

LAty D arge ML A g M -2 AP 2ge M s
donde 0 = 9y ® 1 + 01, y 01 esta definido por
p .
(2.11) Or(zi Az A ANap@m) =Y (=) ay ALLAT AL Az, @ (2i.m)
i=1
En el caso que nos interesara en esta Tesis, el de la homologia adjunta, M = g con la
accion adjunta y 91 viene dado por
P
(2.12) O(mi ANza Ao Nxp@m) = Z(—l)”lxl Ao N A o AN T @ [, m).
i=1






Capitulo 3

Subalgebras parabdlicas y sus nilradicales

En este Capitulo definiremos nuestro objeto de estudio: las subéalgebras parabdlicas de
algebras de Lie semisimples y sus nilradicales.

Sea g un élgebra de Lie compleja semisimple de dimensién finita, h una subélgebra de
Cartan, A = A(g, ) el conjunto de raices, y B una forma bilineal simétrica no degenerada
invariante en g.

Una subalgebra de Borel de g es una subalgebra b = h @ t, donde t = @ 0o para

aceAt
un sistema positivo AT en A.

Una subdlgebra p de g que contiene una subalgebra de Borel se llama una subalgebra
parabdlica de g.

Sea II el sistema simple que determina A" y t, y definamos t~ = @ g_o. Como

acAt
p D b y los espacios raices son de dimension 1, p es de la forma:

(3.1) p=beEP g

ael

donde I' es un subconjunto de A que contiene a A*. Los casos extremos son p = b
(I'=A")yp=g (I =A). Si para cada IIy C II definimos

(3.2) I'=AtU{a € A:acspan(Il)}

donde II§ es el complemento de Il en II, entonces tenemos la siguiente parametrizacion
de subalgebras parabdlicas que contienen a b.

PROPOSICION 3.1. Las subdlgebras parabdlicas p que contienen a b estdn parametriza-
das por el conjunto de subconjuntos de raices simples; el correspondiente a Ily es de la
forma (3.1) con T’ como en (3.2).

Definamos
(3'3) glzh@ @ Ja y n= ®9a7
acl'N-TI a€el
ag—T
de tal forma que
(3.4) p=gdn.

COROLARIO 3.2. Relativo a la subdlgebra parabdlica p que contiene a b,
(a) g1 y n son subdlgebras de p yn es un ideal en p,
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(b) n es nilpotente,

(c) g1 es reductiva con centro b’ = ﬂ kera C b con parte semisimple g3° que tiene

acl'N-T
una descomposicion espacio raiz

giqs = h/@ @ Ja;

acl’'N-T

donde b/ = Z CH,.

acel'N-T

En la descomposicién (3.4) de p, g1 se llama el factor de Levi y n se llama el
nilradical. El nilradical puede ser caracterizado tnicamente en términos de p como el
radical de la forma bilineal simétrica B |pxp, donde B es la forma invariante para g. Pero
el factor de Levi g; depende tanto de § como de p.

Asi tenemos que la subalgebra parabdlica p se descompone como un producto semidi-
recto p = g1 X n, de su factor de Levi y su nilradical.

Si definimos,
(3.5) A(n) ={a € AT : a ¢ span(I1§)} y AT = AT — A(n)

entonces tenemos,
— +
n= ) g 9 = 2
a€A(n) aeAf

=) 0a vy o=g Ghogl
anAl+

1. La estructura de los nilradicales

El nilradical n de una subalgebra parabdlica p = g1 X n tiene una descomposicién en
vectores raices como gi-mddulo, donde las raices estan definidas por la accién del centro
de g1 (ver [14]).

PROPOSICION 3.3 (Kostant). La clase de nilpotencia de n es la suma de los coeficientes
de las raices simples en Iy en la raiz mds larga de g.

EJEMPLO 3.4. Si g es de tipo By, i.e. g = s0(2n+1,C), entonces la raiz mds larga de
g es
e1+es=(e1—ex)+2(ex—e3)+ -+ 2(en—1 —en) + 2e,.
Por la Proposicion 3.3, un nilradical n de una subdlgebra parabdlica p de g es 2-pasos
nilpotente si y sdolo si p = {e; —e;41:2<i<n—1} ¢ Iy ={e,}. Este dltimo caso nos
da el dlgebra de Lie libre 2-pasos nilpotente.



Parte 2

(Co)homologia de nilradicales 2-pasos
nilpotentes de tipo A,






Capitulo 4

Representaciones de sl(m)

En este Capitulo vamos a introducir el concepto de diagrama de Young y el Teorema
de Littlewood - Richardson. Ambas herramientas serdn de gran utilidad en los capitulos
posteriores. Pueden consultarse las demostraciones en [7] y [9], entre otros.

1. Representaciones irreducibles de S;.

1.1. Diagramas de Young. El nimero de representaciones irreducibles del grupo
simétrico de grado d, Sy, es el nimero de clases de conjugacién, que es el nimero p(d) de
particiones de d : d = Ay + -+ A, Ay > -+ > A > 1. A la particion A = (Aq, ..., \g)
le asociamos un diagrama de Young. Un diagrama de Young es un conjunto de cuadritos,
arreglados en filas justificadas a la izquierda, con un ntimero decreciente de cuadritos en
cada fila. Por ejemplo, a la particién A = (A1, \a,..., Ax) le corresponde el diagrama de
Young que tiene A1 cuadritos en la primera fila, Ao cuadritos en la segunda fila, ..., A\
cuadritos en la k-ésima fila:

Si consideramos A > 0 podemos definir la longitud de una particion A = (A1, ..., Ag)
como la cantidad de términos que tiene. Se define la profundidad de A\ como el mayor
J >0 tal que A\; # 0. Asi por ejemplo, la particién A = (4,3,2,2,1,0,0,0) tiene longitud
8 y profundidad 5.

La particion conjugada X' = (N, ..., \.) ala particién A se define intercambiando filas
y columnas en el diagrama de Young. Por ejemplo, el diagrama anterior corresponde a la
particién A = (3,3,2,1,1), cuyo conjugado es \' = (5,3,2). (Sin referirnos al diagrama, la
particién conjugada de A puede definirse diciendo que X} es el nimero de términos en la
particién A que son mayores o iguales que i.)

La longitud hook de un cuadrito en un diagrama de Young, es el nimero de cuadritos
directamente abajo o a la derecha del cuadrito, incluyendo el cuadrito una sola vez.

>
~

1
Y

En el siguiente diagrama cada cuadrito esta etiquetado por su longitud hook:

6[4[3[1]
4121
[1]
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Los diagramas de Young pueden ser usados para describir operadores de proyeccién
para la representacién regular, que luego nos daran las representaciones irreducibles de
S4. Para un diagrama de Young dado, enumeramos los cuadritos consecutivamente como
se muestra:

3]

~ TN

ol

Ma3s generalmente, un tableau en un diagrama de Young dado, es una enumeracion de
los cuadritos por los enteros 1,...,d. Dada una particion, se definen dos subgrupos del
grupo simétrico

P =P,={g € S,y: g preserva cada fila}

Q =Q\={g € Sy: g preserva cada columna}.

En el édlgebra de grupo CSy, introducimos dos elementos correspondientes a estos

subgrupos:
ay = Z eg y by = Z sgn(g) - eq.
gepr 9eq
Para ver como actian a)y y by, observemos que si V' es cualquier espacio vectorial y Sy

actia en V®? permutando los factores, la imagen de un elemento ay € CS; — End(V®?)
es el subespacio

Im(ay) = SymMV @ SymM™ V ® -+ ® Sym™ V C V&I,

donde la inclusién se obtiene agrupando los factores de V®¢ de acuerdo a las filas del
tableau de Young. Similarmente, la imagen de by en esta potencia tensorial es

Im(by) = AMV @ A2V @ --- @ AMV C VO,
donde p es la particion conjugada de A. Se define el simetrizador de Young como:
cy=ay by e CS,.

Por ejemplo, cuando A = (d), cq) = a) = Z eg, y la imagen de c(y) en Vel eg
9E€Sq
Sym? V. Cuando A = (1,...,1), e, =bu,..1y = Z sgn(g) - ey, y laimagen de c; 1)
9€Sq
en V& es AUV,

TEOREMA 4.1. Algin maltiplo de cy es idempotente, i.e., ci = n) - ¢y, ¥y la imagen
de ¢y (por multiplicacion a la izquierda en CSy) es una representacion irreducible Vy de
Sq. Toda representacion irreducible de Sy puede obtenerse de esta forma para una unica
particion.

Este teorema nos da una correspondencia entre las clases de conjugacién en Sy y las
representaciones irreducibles de Sy.
Por ejemplo, para A = (d),

Vig={ D €] - CSa=C> e

geSy geSy
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es la representacion trivial, y cuando A = (1,...,1),

Vi.n = | D sgn(g)-eg | -CSa=C_ sgn(g)- e

geSy gE€Sq

es la representacién signo. Para A\ = (2,1),

C(2,1) = (e1 + 6(12)) -(e1— 6(13)) =1+ e@q2) —eas) —eusz)

en CS3, y V(1) estd generado por ¢(z1) ¥ ¢(2,1) (13), entonces V(2,1) es la representacion
estandar de Ss.

1.2. Polinomios de Schur. El espacio vectorial de polinomios simétricos homogéneos
de grado d en k variables 1, . . ., x; normalmente se indexa por particiones A = (A1, A2, ..., Ag)
de d en a lo sumo k partes, 6 por diagramas de Young con a lo sumo k filas. Listamos tres
de estas bases, que son validas para polinomios con coeficientes enteros, 6 coeficientes en
un anillo conmutativo.

1. Monomios en los polinomios simétricos completos:
Hy=H)y, - Hy,----- Hy,,

donde H; es el j-ésimo polinomio simétrico completo, i.e. la suma de todos los
distintos monomios de grado j; equivalentemente,

k

1 > ,
11 i z%HjtJ.
iz

i=1

EJEMPLO 4.2. Con tres variables tenemos,
2
H(l,l) :(5171 + x9 + 333) y
H(270) :x% + l‘g + SU% + 2172 + T123 + X273,
2. Funciones simétricas elementales. Estas funciones estan parametrizadas por par-

ticiones p de d tales que k > p1 > --- > p; > 0. Estas particiones son exactamente
las conjugadas a una particién de d en a lo sumo k partes. Para cada p se define

E,=E, -E,...E,
donde E; es el j-ésimo polinomio simétrico elemental, i.e.,

k

E; = Z Tiy - - T, H(l—i—aﬁit):ZEjtj.
=0

i< <4 i=1
EJEMPLO 4.3. Con tres variables tenemos,

Eq =(x1 +x2+ $3)27
E(z,o) =x1x2 + 123 + T2X3.
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3. Polinomios de Schur:
Ni+k—1i Ni+k—1
|5Uj - ‘I ’xj - ‘I

Sy = L ,
A ‘$§72| A(ﬂ?)

donde A(z) = H(xl — ) es el discriminante, y |a; ;| es el determinante de la
1<j
matriz k x k con entrada a;; en el lugar (4, j).
EJEMPLO 4.4. Con tres variables tenemos,
Sa,1) =r172 + T123 + T273,

2 2 2
5(2,0) =21 + T3 + 23+ 2172 + 2173 + 273

1.3. Funtores de Schur. Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita. El
grupo GL(V) actiia en V®, y esto da una descomposicién de V¥ como suma directa de
G L(V)-representaciones irreducibles. Por ejemplo, para d = 2 tenemos la descomposicién
candnica

VeV =Sym?V A%V
El grupo simétrico S; acttia en V®¢ permutando los factores
a-(vl®-'-®vd) :U0(1)®"'®U0(d)-

Esta accién conmuta con la accién de GL(V'). Para una particién A de d, tenemos un
simetrizador de Young ¢y en CSy. Denotamos la imagen de ¢y en V& por Sy\V:

S\V = Im(cA |V®d)

que es de nuevo una representacién de GL(V'). Llamamos al funtor V' ~» S\V el funtor de
Schur correspondiente a .

Por ejemplo, la particién d = d corresponde al funtor V ~» Sym?V, y la particién
d=1+---41 al funtor V ~» A%V,

Un endomorfismo g de V' da lugar a un endormorfismo de S),V. Para decir qué rep-
resentaciones obtenemos, necesitamos calcular la traza de este endomorfismo en S,V
denotamos esta traza por xs,v(g). Sean x1, ...,z los autovalores de gen V y k = dim V.
Dos casos son féciles. Para \ = (d),

Sta)V = Sym?V, Xs@v(9) = Ha(z1, ..., 2k),

donde Hy(z1,...,xk) es el polinomio simétrico completo de grado d. Para A = (1,...,1),
tenemos similarmente

S(l,...,l)‘/ = AdV7 XS(I 1)V(g) = Ed(l’l, sy xk)?

con Eg(x1,...,z)) el polinomio simétrico elemental. Los polinomios Hy y E4 son casos
especiales de polinomios de Schur (Sy(x1,...,zx)). Cuando A varia sobre todas las parti-
ciones de d en a lo sumo k partes, estos polinomios S forman una base para los polinomios
simétricos de grado d en estas k variables. Las dos formulas anteriores se pueden reescribir
como:

xs,v(9) = Sxa(z1,...,xx) para A= (d)y A=(1,...,1).

TEOREMA 4.5.
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1. Sea k = dim V. Entonces S\V es cero si Ap+1 # 0.
Si A= (A1,..., ), entonces
Ni—Aj+J—i

dimS,V = S)\(1,...,1) = H o

1<i<j<k

2. Sea my la dimension de la representacion irreducible Vy de Sy correspondiente a
M. Entonces

yd ~ @ S)\V®mA.
A

3. Para g € GL(V), la traza de g en S\V es el valor del polinomio de Schur en los
autovalores x1,...,xp de g en V:

xs\v(9) = Sx(z1,. .., zk).

4. Cada S\V es una representacion irreducible de GL(V).

Otra férmula para la dimension de Sy V viene dada por:

k—i+j

(4.1) dimS,V = "2 Tk —i+5) =[] —
ij

d!

donde el producto es sobre los d pares (i,j) que numeran la fila y columna de cuadritos
del diagrama de Young para A, y h;; es el nimero hook del cuadrito correspondiente.

COROLARIO 4.6. Sic € CSy, y c- (CSy) = @V/\@” como representaciones de Sg,
A

entonces existe una descomposicion correspondiente de GL(V')-espacios:

¢ Ve = S Ve,
A

St x1,...,x son los autovalores de un endomorfismo de V', la traza del endomorfismo
inducido de ¢ - V& es E raSa(z1, ..., Tg).
A

Si A y p son diferentes particiones, cada una con a lo sumo k = dimV partes, los
GL(V)-espacios irreducibles SV y S,V son no isomorfos. De hecho, sus caracteres son los
polinomios de Schur Sy y S, que son diferentes. Mas generalmente, las representaciones
estan completamente determinadas por sus caracteres. Esto se sigue del hecho de que los
polinomios de Schur son linealmente independientes.

Una importante aplicacién del Corolario, es la descomposicién del producto tensorial
S,V ®S,V, con p una particién de d y v una particiéon de m. El resultado es

(4.2) SV @S,V ~ P, S\V;
A

A

7w son todos

donde la suma es sobre todas las particiones A de d + m, y los enteros c
positivos y se llaman los coeficientes de Littlewood-Richardson.
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2. La regla de Littlewood-Richardson

Sea G el grupo unitario U(n), es decir G = {z € GL(n,R)|zz* = 1}. Una repre-
sentacién 7 de U(n) es una representacién polinomial si todos los coeficientes matri-
ciales  — (7(x)v’, 1) son funciones polinomiales de las entradas z;;. Equivalentemente,
todos los coeficientes matriciales de la extensién holomorfa de 7 a GL(n, C) deben ser poli-
nomios holomorfos de las entradas de la matriz en GL(n,C). Este concepto es preservado
al pasar de una representaciéon a una representacién equivalente y bajo sumas directas,
productos tensoriales, y subrepresentaciones. Consecuentemente todo elemento irreducible
del producto tensorial de dos representaciones polinomiales es de nuevo una representacion
polinomial.

n
Una forma integral v = Z vje; para U(n), que es un elemento del dual de la subélge-
j=1
bra de Cartan, es no negativa si v; > 0 para todo j. Restringiendo una representacién
polinomial a las matrices diagonales, vemos que cada peso de una representacién polinomi-
al es no negativo. Reciprocamente podemos ver que toda representacién irreducible cuyo
peso maximo es no negativo, es una representaciéon polinomial. De hecho, la representacion
estandar, con peso maximo e, es una representacion polinomial. La representacién usual

en tensores alternantes de rango k pertenece a la k-ésima potencia tensorial de la repre-
k

sentacion estandar y es por lo tanto polinomial; su peso maximo es g ej. Finalmente,

j=1
n

si se define A\, 11 = 0, un peso maximo general A = E Aje; puede ser reescrito como
Jj=1
n k
la suma A = g (M — Akx1) E e; |. Una representacién irreducible con peso maximo
k=1 i=1
A pertenece entonces a un adecuado producto tensorial de representaciones tensoriales
alternantes y es polinomial.

La teoria clasica de representaciones para el grupo unitario trata con representaciones
polinomiales irreducibles, que son las representaciones irreducibles con peso maximo no
negativo 6, equivalentemente, con todos los pesos no negativos.

n
Sea T) una representaciéon polinomial irreducible con peso méximo A = Z Ajej. SiA
j=1
tiene profundidad d, las partes de A son los d enteros positivos A;. A 7y (o simplemente \)
le asociamos un diagrama de Young. Por ejemplo, el peso méximo 3e; 4+ 3es + 2e3+ e4 + €5
estd asociado al diagrama

Si v es una forma integral no negativa, escribimos ||v|| para (r,e; +--- + ep). En el
ejemplo anterior con cuadritos, la profundidad es el nimero de filas, 5, y el valor de ||v||
es el namero total de cuadritos, es decir 10.
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Supongamos que el producto tensorial de dos representaciones polinomiales irreducibles
Ty ¥ Ty de U(n) se descompone en representaciones irreducibles como

(4.3) Ty @ Ty Z c,);,ﬂ')\.
prof(A\)<n

Los enteros cﬁ,,, que son no negativos, son los coeficientes de Littlewood- Richardson.

Fijemos p y v y supongamos que 7 ocurre en 7, ® 7, en el sentido de que C;/\w # 0.
Entonces A es no negativo y [[A|| = |lu|| + ||| debido a que todo peso del producto
tensorial tiene estas propiedades. Una propiedad maés sutil de A es que A es la suma de
p y una forma integral no negativa (y también la suma de v y una forma integral no
negativa). En términos de diagramas, esta relacién significa que el diagrama de p es un
subconjunto del diagrama de A, y en consecuencia escribimos p C X\ para esta relacién.
Para encontrar todos los posibles \’s, podemos pensar en expandir el diagrama de p con
|lv]| cuadritos adicionales y determinar qué diagramas expandidos correspondientes a A
realmente ocurren. Por supuesto, el diagrama debe corresponder a una forma dominante,
y entonces las longitudes de sus filas son decrecientes. Pero esta condicién no es suficiente.
Los datos adicionales que necesitamos para describir qué \’s realmente ocurren son los
llamados “simbolos”de v: si v = Z vje; tiene profundidad d, los simbolos de v son 14
ocurrencias del entero 1, vo ocurrencias del entero 2, ..., y v4 ocurrencias del entero d.
El diagrama de p se escribe con 0’s, y la expansion se forma poniendo los simbolos de v
en cada lugar de tal forma que resulte el diagrama de una forma dominante. Por ejemplo,
sean p = 4de1 +2ey+e3+eqgy v = 3e; + e+ es+eyq. Los simbolos de v son {1,1,1,2,3,4}.
Una expansién del diagrama de p es

W
= =[S
[\

Elelele

De hecho, esta expansion en particular no estard permitida en el Teorema siguiente
porque no satisface la condicién (c).

TEOREMA 4.7 (Littlewood-Richardson). Sean 7, y 7, representaciones polinomiales
irreducibles de U(n), y sea Ty una representacion polinomial de U(n) con ||| = ||p|| + v
y i C A. Representemos a p por un diagrama de 0’s, y consideremos expansiones de este
diagrama, usando los simbolos de v, a diagramas de \. Entonces el numero cf;l, de veces
que Ty ocurre en T, @ 7, es igual al nimero de diagramas expandidos tales que

(a) los enteros a lo largo de cada fila del diagrama expandido son crecientes pero no nece-
sariamente estrictamente crecientes.

(b) los enteros no nulos a los largo de cada columna son estrictamente crecientes, y

(c) los enteros no nulos en el diagrama extendido, cuando se leen de derecha a izquierda y
fila por fila comenzando por la primera fila, son tales que cada segmento inicial nunca
tiene mds de un entero i que de un entero j con 1 < j < 1.
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EsempLO 4.8. El producto tensorial 7, ® 7, en U(3), donde pp = v = 2e; + ep. El

diagrama para p es B:] , y los simbolos de v son {1,1,2}. El primer simbolo de v

que encontramos en (c) debe ser un 1, y entonces ningin simbolo 2 puede ser ubicado
en la primera fila, por (a). Un diagrama expandido puede tener a lo sumo 3 filas, para
corresponder a un peso mdzimo de U(3). Encontramos 6 diagramas expandidos:

| ® | = [0[o[1[1] ¢ [0l0l111] ¢ [0]0]1] & [OlOl1]
] ] 02 0] 0l 112 0l 1
L2 L2
o [0[ol1 & [0]o
0] 2 0| 1
L] 12

Los pesos mdzximos de los términos irreducibles del producto tensorial son las formas
dominantes correspondientes a los 6 diagramas anteriores: 4e;+2es, 4de;+ea+e3, 3e1+3ea,
3e1 + 2es + e3, 3e1 + 2e2 + e3, y 2e1 + 2es + 2e3. Las multiplicidades respectivas son el
numero de veces que cada forma aparece en esta lista. Entonces el término con peso mdximo
3e1+2eg+e3 acurre con multiplicidad 2, y los otros cuatro ocurren con multiplicidad 1. La
representacion 7, dada tiene dimension 8, y entonces el producto tensorial tiene dimension
64. La dimension de cada término es 27, 10, 10, y 1 en el caso de las representaciones de
multiplicidad 1, y 8 en el caso de la representacion de multiplicidad 2. Tenemos entonces
27+10+10+1+2(8)=64, y por lo tanto las dimensiones coinciden.

OBSERVACION 4.9. Nuestro cdlculo sélo tuvo en cuenta los diagramas expandidos con
a los sumo 8 filas. Para U(n) con n > 4, encontramos dos diagramas adicionales

o1y

~ [

0
10

kel

s~

FEstos corresponden a 3e1 + ez + e3 4+ eq y 2e1 + 2e2 + e3 + eq4.

2.1. Las constantes de estructura. Sea n cualquier natural y sean O(n,C) y

Sp(2n, C) los grupos ortogonal y simpléctico respectivamente. Denotemos T#O a una repre-

sentacién de O(n,C) de peso méximo p y T,‘? P a una representacién de Sp(2n,C) de peso
maximo u. Entonces se pueden definir las constantes de estructura:

DEFINICION 4.10. Dadas las descomposiciones de los productos tensoriales,
o O A O S S A S’
T, ®T, :ZBWTA Yy Tﬂp®Tl,p:ZCWT)\ P
A A

las constantes Bfl‘l, Yy C’;L\l, se denominan constantes de estructura.

Se tiene ademas,



2. LA REGLA DE LITTLEWOOD-RICHARDSON

TEOREMA 4.11 (EI teorema de constantes de estructura).

A A wovoA
B, =Cu = Z €raCrpCa,p:

a7/377—

donde c*,, CZ5 Y cg‘!ﬁ son los coeficientes de Littlewood-Richardson.

Es decir que las constantes de estructura de los tipos B;,, C), y D, coinciden.
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Capitulo 5

(Co)homologia de nilradicales 2-pasos nilpotentes

En este Capitulo vamos a introducir las herramientas necesarias para el calculo de la
homologia de los nilradicales estudiados.

1. (Co)homologia de nilradicales: El Teorema de Kostant

Dada un &lgebra de Lie semisimple g, una subdlgebra parabdlica p = g1 X n como en
el Capitulo 3 y una representacién irreducible V* de g de peso maximo ), el siguiente
teorema describe la estructura como g;-moédulo de la cohomologia de n con coeficientes en
V* considerada como un n-médulo por restriccién.

Sea W el grupo de Weyl de g, para cada w € W se define

(5.1) ®,, = {a € An):w(a) < 0}.

1
Sea ademds p = 3 Z o vy denotemos X} a un vector de n* de peso a y X, a un vector

aceAt
de n de peso a.

TeOREMA 5.1 (Kostant). La descomposicion de H*(n,V*) como suma directa de re-
presentaciones irreducibles de g; es:

(5.2) H V)~ @@ it
weW'!
donde V es una representacion de n que es restriccion de un representacion de g,
Wl={weW:wlA] CAT}={weW:wA NAT C An)}y Vlw()‘ﬂ))*p es la
representacion irreducible de g1 de peso mdximo w(A + p) — p.
Ademds,

» Siw e W, entonces | = #®,, es el grado cohomoldgico.
s Seaw € WH wA™ NAT = {oq,...,q} € A(n), siv € V> es un vector de peso

mdzimo de peso w, entonces
(5.3) X Ao NXE ®veAn @V

—a

es un vector de peso mdrimo de H'(n, V) de peso w(\ + p) — p.

OBSERVACION 5.2. La homologia y la cohomologia estdn relacionadas via el isomorfis-
mo H,(n, V) >~ H*(n, V*)*, por lo tanto por el Teorema de Kostant se tienen cohomologia
y homologia.

Veamos el Teorema de Kostant para el calculo de la homologia trivial de nilradicales.

45
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Sea wy € W el tinico elemento del grupo de Weyl tal que wo(A") = A~ entonces
tenemos el siguiente teorema ([9]):

TEOREMA 5.3. Sea (w, V) un g-mddulo irreducible de dimensidn finita con peso mdzi-
mo X\ y sea (m*,V*) el mddulo dual. Entonces:
(a) el peso minimo de V' es wo(A),
(b) el peso mdazimo de V* es —wo(X\) y el peso minimo de V* es —\.

Consideremos ahora wg € W el Unico elemento del grupo de Weyl de g; tal que
wo(AT) = A7 . Usando la Observacién (5.2) y el Teorema 5.3 para g1, podemos reescribir
el teorema de Kostant para homologia trivial:

TEOREMA 5.4. La descomposicion de H,(n) como suma directa de representaciones
1rreducibles de g1 es:

(5.4) Ho(n)~ @ vy e
weWwl

donde Wl = {w e W : w AT C AT} y Vl_wo(wp_p) es la representacion irreducible de
g1 de peso mdzimo —wo(wp — p).
Ademds,
= Siw e W1, entonces | = #®,, es el grado homoldgico.
» Para w € W', se tiene wA~ NAYT = {ay,...,q;} C A(n) y entonces

(5.5) Xug(an) A - A Xug(an) € Aln

es un vector de peso mdximo de Hj(n) de peso —wo(wp — p).

2. Homologia adjunta de nilradicales

El célculo de la homologia adjunta de nilradicales no estd contenido en el Teorema
de Kostant. De hecho, la representacion adjunta de n no es restriccion de ninguna repre-
sentacién de g.

Si g es un algebra de Lie compleja semisimple, n es el nilradical de una subdlgebra
parabdlica p C g y ad, es la representaciéon adjunta de n, se tiene que g = @ g; con g;
simple y n; = n N g;, entonces se sigue que n = Pn;. Para cada z; en el centro de n;,
7(zi) = ady, (2;) = 0, entonces por simplicidad, 7(g;) = 0 y en particular ad(n;) = 0 para
todo i. Por lo tanto ad(n) = 0 y n es abeliano.

Estamos frente a un problema abierto donde los Uinicos antecedentes son:

1. La homologia adjunta del dlgebra de Lie libre 2-pasos nilpotentes, en [5];
2. La cohomologia adjunta del dlgebra de Lie de Heisenberg, en [15];
3. La (co)homologia adjunta del dlgebra de Lie de Heisenberg como sp-mdédulo, con-
tenida en [6];
En esta tesis, agregamos a estos casos, los siguientes nuevos resultados:

1. La homologia adjunta del dlgebra de Lie A, (1,2), en el Capitulo 6 y ademés puede
consultarse en [1];

2. La homologia adjunta del dlgebra de Lie de Heisenberg como sl-médulo y ademas
la dimensién de estos grupos, en el Capitulo 7;

3. La homologia adjunta de las familias de &lgebras de Lie A, (k,k 4+ 1) como sl-
modulo, en el Capitulo 9.
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3. Esquema especial para algebras de Lie 2-pasos nilpotentes.

Sea n = V &3 un algebra de Lie 2-pasos nilpotente, donde 3 es el centro de n. Entonces
tenemos la sucesion exacta corta de n-mddulos:

0—=3—>n—=>V—->0
que induce la sucesion exacta larga de homologia:
é 1)
— Hpp1(n, V) =5 Hy(n,3) = Hp(n,n) — Hy(n,V) == Hp1(n,3) —
donde ¢, es el morfismo de conexion.

Dado que tanto 3 como V son n-médulos triviales, la sucesién nos queda:
1 é
(5.6) = Hpri(n) @V 5 Hy(n) @3 — Hy(n,n) = Hy(n) @V - Hy_1(n) @3 —
Entonces es ficil ver que

(5.7) H,(n,n) ~ ker §,, & coker 041

y se tiene:

LEMA 5.5. Sea v € AP(n) @ V tal que [v] € Hy(n) ® V. Entonces §,([v]) = [01(v)].

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

(5.8) l

0 APn® 3 APn®@n APV 0
G ®1 0o ® 1+ 01 o ®1
Y Y Y
0 AN lnes; — AP lnen — APV — 0

El mapa ¢, estd definido por tomar imdgenes y preimédgenes en este diagrama. Sea
v e AP(n)®V tal que [v] € Hy(n)®V, es decir dy®@1(v) = 0. Esto implica que 0(v) = 01 (v).
De la definicién de 9y (ver (2.12)) se sigue que d;(v) € AP~1(n) ® 3. Por lo tanto [0 (v)] es
la imagen de v por dp,. O

4. La Propiedad de Cancelacién

Una herramienta muy importante en el calculo de la homologia adjunta de todos los
casos considerados en esta Tesis, es el hecho de que todos los nilradicales estudiados tienen
una Propiedad de Cancelacion.

Dada una sucesién exacta larga de g;-médulos

NS VAN (i R VARG VAR s VAR = VA
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decimos que tiene la propiedad de cancelacion si para cada una de sus sucesiones isotipicas,
¢m es sobreyectiva o es inyectiva.

Es nuestro contexto, la sucesién exacta larga es

s 5
= Hp1(n) © (X ©Y) 75 Hy(n) ®3 = Hy(n,n) » Hy(n) ® (X ©Y) = Hy1(n) @3 =

Entonces, tener la propiedad de cancelacion significa que, si para un tipo dado de gi-
moédulo, la multiplicidad de éste en Hp(n) ® (X ©Y') es mayor o igual que su multiplicidad
en H, i(n) ® 3, entonces J, es sobreyectiva, y si la multiplicidad de un tipo dado en
H,(n) ® (X ®&Y) es menor o igual que su multiplicidad en Hp,_1(n) ® 3, entonces J, es
inyectiva.

En tal caso, la descripcién de la estructura de g;-médulo de la homologia adjunta de
n, a partir de H(n) ® (X @Y) y H(n) ® 3, se sigue.

Cabe destacar que los nilradicales estudiados en [5], [6], [1] y todos los de esta tesis
tienen la propiedad de cancelacion, y conjeturamos que este es un fenémeno de todos los
nilradicales 2-pasos nilpotentes de subdlgebras parabdlicas.

5. Las familias A, (k,!)

En esta Secciéon vamos a introducir los nilradicales que van a ser objeto de estudio en
esta Tesis. Para ello vamos a seguir la notacién introducida en [1].

Sea g = A, =sl(n+ 1,C) el dlgebra de Lie de matrices de traza cero de orden n + 1.
Sea A el conjunto de raices de A,, A™ el conjunto de raices positivas y II el conjunto de
raices simples de A,,, es decir:

A:{el—e]1§17]§n+17@7£]}a
A+:{ei—ej:1§i<j§n+1},
I ={ei—eiy1:1<i<n,i#j}

El grupo de Weyl de A,, es isomorfo al grupo de permutaciones S,11 y su accién en
A estd dada por

ag - (62' — €j) = ea(i) — €U(j).
La raiz mas larga de A, es
e1 —ent1 = (e1 —e2) + (e2 —e3) + -+ + (en — €nt1),

entonces por la Proposicion 3.3 se tiene que un nilradical de una subalgebra parabdlica p
de g es 2-pasos nilpotente si elegimos Il C II de la forma

Iy = {ex — ex+1,e1 — €1} con 1 <k <l <n.

Al nilradical correspondiente a la eleccién de tal IIy lo vamos a denotar por A, (k,1).
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Graficamente podemos ver la subdlgebra parabdlica p = g; X n, su nilradical n y su
factor de Levi g1 de la siguiente forma:

g1 n n
g1 n
g1

En los capitulos siguientes calcularemos la homologia adjunta de algunas familias de
estos nilradicales 2-pasos nilpotentes de A,, y ademds estudiaremos en caso general A, (k, ).

6. Productos tensoriales en A,

Por lo visto en la Seccién 3 de este Capitulo, podemos calcular la homologia adjunta
de un nilradical 2-pasos nilpotente conociendo cémo actia ¢, sobre los vectores de peso
méaximo de los productos tensoriales Hy(n) ® V' 'y H,—1(n) ® 3. En esta Seccién vamos a
construir estos vectores de peso maximo para luego utilizarlos en los dos primeros casos
estudiados.

6.1. La representaciéon V,,_;. Sea Vp una representacién irreducible de sl(m)
representada por el diagrama de Young D y sea V,,,—1 la tltima representacién fundamental
de sl(m), que esta representada por el diagrama de Young D,,_; (la columna con m — 1
cuadritos).

Sea uy,, un vector de peso maximo de V,,,_1 y para i = m,...,2, definimos u;_; como

ui—1 = —F;;_1u;. Entonces {um,, Um—1,...,u1} es una base de vectores peso de Vp,_1.
Asi, uy, es de peso (1,...,1), y paral < i < m — 1, u; es de peso (0,..., —1,...,0).
\—v—/ \/"'
m—1 ?

Recordemos que Ej,jfl cU; = —Uj-1 Y Ejyjfl U = Osiz 7& j
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Gréficamente, la forma en que actia sl(m) es la siguiente:

sl(m)

El producto tensorial Vp ® Vi,—1 se descompone como suma directa de las repre-
sentaciones irreducibles representadas por el diagrama de Young obtenido a partir de D
agregando un cuadrito en cada fila, mas todos los diagramas de Young que pueden cons-
truirse a partir de D eliminando un cuadrito. Notar que hay al menos 1 y a lo sumo m
sumandos en esta descomposicion.

Si A= (A1,..., Am—1) es el peso méximo de Vp, esto es, \; es el nimero de cuadritos
en la i-ésima fila de D, entonces Vp ® V;,,—1 tiene siempre una componente de peso (A1 +
1,...,Am—1+1), que denotamos Vp ® V,,,_1(m). Ademds para cada 1 < s < m—1 tal que
As > Ast1 (definimos A, = 0) tiene una componente de peso (A1,...,As — 1,..., A1)
que denotamos Vp ® Vi,—1(s).

EJEMPLO 5.6. Para n =5, la regla de Littlewood-Richardson nos da la siguiente des-
composicion para este particular producto tensorial de representaciones de s((5).

l l [ ] l
® | = @ ® | o

6.2. Larepresentacion V. Sea V] la primera representacion fundamental de sl(m),
que estd representada por el diagrama de Young D; (la columna con 1 cuadrito). El produc-
to tensorial Vp ® V; se descompone como suma directa de las representaciones irreducibles
representadas por el Diagrama de Young obtenido a partir de D agregando un cuadrito
en cada fila donde sea posible.
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Graficamente, la forma en la que actiia sl(m), en este caso, es la siguiente:

/N

sl(m) — =D

Si A= (A,..., Am—1) es el peso méximo de Vp, esto es, A; es el nimero de cuadritos
en la i-ésima fila de D, entonces Vp ® V) tiene siempre una componente de peso (A} +
1, A2, ..., Am—1), que denotamos Vp ® V1(1). Ademds para cada 2 < s < m tal que \; <
As—1 (se define A, = 0) tiene una componente de peso (A1, ..., As—1, As+1, Asy1,. .oy Am—1)
que denotamos Vp ® Vi(s).

EJEMPLO 5.7. Para n = 5, la regla de Littlewood-Richardson nos da la siguiente de-
scomposicion para este particular producto tensorial de representaciones de sl(5).

| [ ] | |
® [ = ® @ o L]

6.3. Vectores de Peso Maximo de productos tensoriales. Como se men-
ciond anteriormente, vamos a construir vectores de peso méaximo de los productos ten-
soriales H,(n) ® V'y H,_1 ® 3. Para el caso g = A,,, estos productos tensoriales son todos
de la forma Vp @ V1 y Vp ® Vi _1.

Veamos algunas definiciones previas.

DEFINICION 5.8. Sea [[r]] el conjunto de enteros {1,2,...,r}. Para un subconjunto no
vacio J = {j1,...,Jk} C[[r]], con j1 < ... < ji, sean Uy, V; € U(n") definidos por:

1 k=1
5.9 U= {
(5.9) Ej i1 Ejr s EjsjoEja gy k>1
1 k=1
5.10 Vy= {
( ) Ej2aj1Ej3:j2"'Ejkflvjk72Ejk,jk—1 k>1

El operador V; fue introducido en [5] en 2002 y el operador Uy en [1] en 2012.

Denotemos Js. = JN{c+1,...r}, Jec = JNA{L,...,c =1}, Js>c = JN{c,...,r} y
J<e=JN {1,...,c}.

Entonces de [1] y [5] tenemos el siguiente Lema:
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LEMA 5.9. Sean O # J C [[r]] y ¢ < r. Entonces los conmutadores [Eccy1,Uy]| y
[Ec.c+1, Vy] vienen dados por las siguientes tablas:

(5.11)

(5.12)

celJ J>c+1 7é @ UJ>C+1(EC,C - Ec+1,c+1)UJ<c (1)
c+led | Jser1 = 0 (Ec,c - Ec-l—l,c-i—l)UJ<c (2)
c€EJ | Joer1 £ 0 —Uteryurn Ui, (3)
c+1¢J [Jocr1=0 0 (4)
cdJ Jee 70 Ure o Ufeyuieon (5)
c+1eJ Jee =10 0 (6)
c,e+1¢J 0 (7)
ced J>C+1 7£ 0 VJ<CVJ>C+1 (Ec,c - Ec+1,c+1 + 1) (1)
c+1edJ J>c+1 = @ VJ<C(EC,C - Ec+1,c+1) (2)
ced Iser1 # 0 _VJ<CV{C+1}UJ>c+1 (3)
c+1¢J [ Joeq1=10 0 (4)
cgJ Jee # 0 ViauseVisen (5)
ct+leJ Jee=10 0 (6)
c,c+1€J 0 (7)

DEMOSTRACION. Estas relaciones son consecuencia directa de las siguientes relaciones
de conmutacién:

[Ea,ba Ec,d] =

Ejo— Epp, sia=d,b=c,
E,.q, sia#d, b=c,
—Ey ., sia=d, b+#c,
0, sia#d, b+#c.

g

Con todo esto, podemos enunciar el siguiente Teorema que nos da la construccion de
vectores de peso méximo del producto tensorial Vp ® Vi, donde Vp es un sl(r)-médulo.

TEOREMA 5.10 ([5]). Sea A = (A1, Ag, ...

, Ar—1) una particion de longitud r—1, y tal que

s=10X 1> X para 1 < s <7, se define \, = 0. Sea A®) = {J C [[r]] : max(J) = s}

yparai<s sedefinec;, = s —A\i—(s—i)+1yoy;=

mdximo de Vp de peso A, entonces

1
w = Z fVJ’U ® Umin(J)
JeA)
es un vector de peso maxrimo de Vp ® V1 de peso

{

O+ 1, Mg,
()\1, Aoy, As+ 1, .., /\r—1)7

oi. Siv es un vector de peso
ieJ

aJ

7)\7‘—1)7

sts =1,
st s> 1.
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Para la construccién de vectores de peso maximo del producto tensorial Vp ® V,._1
tenemos:

TEOREMA 5.11 ([1]). Sea A = (A1, A2, ..., Ar—1) una particion de longitud r —1, y s tal
que As > Asy1 para 1 < s <r—16 s =7 y definimos A\, = 0. Sea A = {J C [[r]] :
min(J) = s} y para i > s definimos 0, = As — A\i — (s —i) — 1 y oy = Hai. Si v es un

i€J
vector de peso mdximo de Vp de peso X\, entonces

1
w = 7U 4
§ o; JU® Uméx(J)
JEA(S)

es un vector de peso mazrimo de Vp ® V,_1 de peso

()\1 + 1L, A+1, ., 1+ 1), §tS=r,
()\1,)\2,...,)\5—1,...,)\r_1), st < T

DEMOSTRACION.

OBSERVACION 5.12. Dada una particion A = (A1, ..., \r—1) de longitud r — 1 asociada
a un vector de peso mdzimo v, la accion del operador E;; en v es:

(5.13) Ei,i U= —(/\1 — )\z) - V.

Entonces (Ecc — Ecp1,e41) -0 = (Ac — Aeg1) - 0.

1
Para J € A®) llamemos S; = —Ujv ® Umgx(s)- S1 J = {s} entonces S; = —v ® us
o
es linealmente independiente con el resto de los términos en la suma y w # 0 es un vector
de peso ()\1+1,)\2—|—1,...,Ar_1+1), sis=r,
()\1,A2,...,)\S—1,...,AT_1), sis <.
d .
Sea A% = {J € A, : mdx(J) = d}.
Para probar que w es un vector de peso maximo, es suficiente ver que E. 1w = 0
para 1 < ¢ < r. Vamos a considerar los casos c < s—1,c=sy c> s.

» ¢ < s — 1. Esto es consecuencia directa de (6) y (7) de la Tabla (5.11) del Lema
anterior.
m c=s. Parad#s+1,seaJ € Agj)) tal que s+ 1 ¢ J, definimos J*+! = JU{s+1},
entonces
A= J 01 ue Agj;,s+ 1¢J}.
d#s+1

Sid = s entonces J = {s} y

L1
)\s - >\s+1

Lo
)\s - >\s+1

Es,s-i—l(SJ + SJS+1) = Es,s—i—l(v b2y Us) Es7s+1(Es+1,sU & Us—‘rl)

=V ® (~Uss1) (As = Ao 1)V ® Usy1

= 0.
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Si d > s+ 1 entonces por (3) y (1) de la Tabla (5.11).

1
Es,s—i—l(SJ + SJS'H) = ;JE575+1(UJU & ud) +

E5,5+1(UJ5+1’U (%9 ud)
0J0s+1

1 Ujstissi1(As — Asp1)v
=——U. V& uq + = Ug
o) {s+1}UJ>s d UJ(AS _ )\s—l—l)

=0

mc> s Parad # c,c+1,sea J € Aggl)) tal que ¢c,c+1 & J y sea J¢ = J U {c},
JH = Ju{c+1} y J>Tt = JU{c,c + 1}, entonces

C C C,C d
A :#U (J, J¢, oL geett . JGAES)),c,c—kl ¢ Jl.
c,c+1

Por lo tanto:
e Sid> c+1, por (7), (3), (5) y (1) de la Tabla (5.11) del Lema anterior tenemos:

Ec,c—i—l (SJ) =0

1
Eect1(Sye) = — Uter1yurescUre<cv @ ug
0Jj0c
1
Ec,c+1(SJC+1) = UJC+1>c+1U{c}UJC+1<c+1U ® uq
0J0c+1 -
1
EC’C+1(SJC,6+1) :7UJC,C+1>C+1UJC,C+1<C(1 + EC,C - C+1,C+1)’U & Ud
0J0cOc+1 - -
14+ X.— A +1
:#U‘]c,&l—l ZC+1 UJc,c+1 SCU ® Uq
0J0cOc+1
Entonces

Ec7c+1(SJC+SJC+1 + SJc,c-H) -

1 1 14X — At
= ( + + c c+ > U{C+1}UJC>CUJCSCIU & uqg
0Jj0c 0JO0c+1 0J0cOc+1

=0

ya que —0cqr1 +0c+ 14+ Ae — Aer1 = 0.
e Sid<ec, por (7), (4), (5) y (2) de la Tabla (5.11) del Lema anterior:

Ec,c+1 (SJ) =0

1
Ec,chl(SJC) = Ujev ® (_Uchl)
0Jj0c
1
E S c — U c
ee+1(Sret1) P {cIuTetl<o1V @ Uet1
1
EC,C+1(SJC’C+1) :7UJC,C+ISC(]. + Ec’c - EC+1,C+1)U ® Ue+1
0J0c0c+1
14— Aenn

Ujeeri<cV ® Ucy
0JO0cOc+1 -
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Entonces
EC7C+1(SJc+SJc+1 + SJC,6+1) —
1 1 14+ A=A
_ <_ N n c c+1> Ujet) @ Uy
0J0c 0JO0c+1 0J0cOc+1
=0

ya que —0ci1 + 0+ 1+ A — Aepr = 0.
O

Veamos ahora un Lema que nos permitird méas adelante calcular las dimensiones de la
homologia trivial de un nilradical.

LEMA 5.13. Dado un diagrama de Young asociado a un sl(r)-mddulo, D4 = D] ,

1 1
se tiene que dim D, 4 = (Z) . <T—; > - (7;11) : (di 1>'

DEMOSTRACION. De acuerdo a la férmula (4.1) se tiene que:

——
c,d

. r—i+j
dim D, 4 = _
o H h;
(4,5)eD ’
donde (i, j) son los pares que enumeran la fila y columna de D, q y h; j es el nimero hook
del correspondiente cuadrito. Entonces se tiene

dimDeg= [[ ——
(ij)ep
d

Hr—z—{—l

r—i+j

(r—i+2) H(T—i+1)

E&

_i=1 i=1 i=d+1
N CEE d!  (e—d)
(c—d+1)!
7! (r+1)!
_ (r—a)! (r+1—d) (r—a)
(c+1)! d! (r—o)!
(c—d+1)

i+ D (c—d+1)
S (r=o)l(r+1—d)dl(c+1)!

B ri(r+ 1Dl (c+1) B ri(r+1)d
S (r=ol(r+1-d)d(c+1) (r—o)l(r+1—d)d(c+1)!
r! (r+1)! r! (r+1)!

Tr=old dr+1—d)! (r+1-dd-1)! (r—c)l(c+1)

() () -C0) L)







Capitulo 6

La homologia adjunta de A,(1,2)

En este Capitulo se calcula la homologia adjunta del nilradical A,(1,2).

1. La familia A4,(1,2)

Para cada n > 2 sea A, (1,2) el nilradical de la subélgebra parabdlica de sl(n 4 1,C)
correspondiente al subconjunto de raices simples Iy = {e; —eg, €2 —e3}. Entonces tenemos:

Am)={e1 —ea}U{e1 —¢;:3<j<n+1}U{ea—¢;:3<j<n+1}
AT ={e;—ej:3<i<j<n+1} y Ay = Af U-AT.

Si denotamos x = Ey2, yp = Eojy2 y 2k = Ei 4o para i = 1,...,n — 1, entonces
{z,y1,.--,Yn—1,21,--.,2n—1} €8 una base para n = A,(1,2) y los unicos corchetes no
nulos de elementos de la base son [x,y;] = z; para i = 1,...,n — 1. El centro de n es

3 = ({#1,...,2n-1}) y n estd generada como algebra de Lie por V = X &Y, donde
X={z})eY ={yr,.-,yn-1})-

La subdlgebra parabdlica p = g; X n dentro de g es

g1 | | 21| 22 e |Zn—1

g1 | Y1 | Y2 cee |Yn—1

g1

Sabemos que g1 = h & @ Je;—e; ¥ ademds g1 = [g1,01] © Z;,, donde Zg, es el
3<4,5<n+1
i
centro de g, por ser g; reductiva. La parte semisimple gi* es entonces

57
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n+1 n+1
gl _glugl @(CE’LZEB @ CE’L]:@(CEZ’L@ @ CE,]
3<i,5<n+1 3<i,5<n+1
1#£] i#£]
P ce,;e @ ClEy B,
3<i,j<n+1 3<i,j<n+1
i#j i#£]

donde [E; ;,E;;] = E;j; — Ej;, y el conjunto {E;; — E;; : 3 <4,j <n+1,i# j} esun
conjunto generador de las matrices diagonales de traza cero de orden n — 1. Por lo tanto,
la parte semisimple g{* ~ sl(n — 1).

El centro Z;, estd formado por las matrices

n+1
H:OéELl +5E2,2+'YZELZ" con Oé+,8+(n* 1)’}/:0
=3

Fijamos como base del centro de g; al conjunto {H;, Ho} donde

1 n+1
H, = ((2” —1)E1 1+ (n—2)Ey2—3 Z Ezz) ;

n+1 =
1 n+1
H, = <(n —2)E11 + (2n —1)Eys — 3 Z; E)
1=

y definimos

1 n+1
h1:n+1((2n—1)61—|— n—2 2—32«91),

1 n+1
ho = ((n —2)e; + (2n — 1)ea — 32@)

=3

Como base para el dual de la subalgebra de Cartan de g; tomamos
(61) H = {hl,h2,63,64,...,€n}.

Aqui {es,...,e,} es una base de ({es,...,en,ent1})/({es+ -+ ent1 = 0}), el dual
de la subalgebra de Cartan de la parte sem1s1mple g7° ~sl(n —1).

Los subespacios X, Y y 3 de n son gj-irreducibles, donde los vectores de peso méaximo
son T, Yn—1 y Zn—1 respectivamente. Se puede ver que

. [Hlam] =Ty [Hg,l’] = —Z,
o [Hi,Yn-1] = Yn-1 Y [H2,Yn-1] = 2yn—1,
u [Hlvznfl] =2zp-1 y [H27anl] = Zn—1-
Por lo tanto con respecto a ‘H, tenemos que:
(1) x es de peso (1,—1,0,...,0);
——

n—2

(2) yn—1 es de peso (1,2,1,...,1);
———

n—2
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(3) zn—1 es de peso (2,1,1,...,1).
——
n—2
Notemos que en particular Y y 3 son equivalentes como representaciones de sl(n — 1)

y ambos son equivalentes a la tltima representacién fundamental de sl(n — 1), V,,_o.

OBSERVACION 6.1. Esta familia de dlgebras de Lie es la misma considerada por Arm-
strong, Cairns y Jessup en [2].

2. Homologia Trivial de A,(1,2).

Siguiendo a Kostant (ver Teorema 5.4), la homologia trivial de n es

Hon) = @ v-wlwrs),

weWwl
Entonces el problema se reduce a calcular el conjunto W1'. Para ello definimos para 1 <
a < b<n+1,las permutaciones o, y fqp del conjunto {1,...,n + 1} definidas por:
o) =a, 0,2 =b  0,()<0,,(), 3<i<j<n+1

papy(D)=b,  ugy(2)=a,  pg(i) <p (i), 3<i<j<n+l

Es inmediato ver que:

1, 1=a 1, =¥

2,  i=1b 2, i=a

(6.2) gap(i) =4 1+2, i<a Hap(i) = ¢ 142, i<a;
t+1, a<i<b i+1, a<i<b

i, i >b. i i >b.

Con esto tenemos la siguiente proposicion:

PROPOSICION 6.2. El conjunto W' viene dado por
Wt = {Oapsttap: 1 <a<b<n+1}.
Mas atn tenemos,
OapA”NAT ={e1 —¢;:3<j<a+1}U{es —e;:3<j<b}
/J,a,bAiﬂAJr :{61—62}U{€1—6]’:3§j§b}U{62—6j23§j§a+1}
_Ja+b-3, siw=o4
y por lo tanto #P,, = { a+b—2, siw= ey
DEMOSTRACION. Si e; — e; € AT entonces w™l(e; — ;) = Cw-1() — €w—1(j) > 0 sl y
s6lo si w(i) < w™l(j) para 3 <i < j <n+1, por lo tanto w = o4 6 W = g p.
Sea a € A(n) tal que o, ;(a) € A™. Sia = e —ej, g,,(e1 —ej) < 0siy sélo si
a > agé(j), esdecir3<j<a+1. Sia=e—ej, 0;;(62 —e;) < 0siysolosib> agé(j),
es decir 3 < j < b. Entonces
capA T NAT ={e; —¢;:3<j<a+1}U{ea—¢;:3<j<b}.
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y de la misma forma,
papATNAT ={eg —ea}Ufer —e;:3<j<blU{ea—¢;:3<j<a+1}
g

Sea Wi el grupo de Weyl de g;. Entonces la tinica permutacién wg en Wi tal que

wo(Af) = —AT, es
. 3 4 ... n n+1
W= nt1 n ... 4 3

Entonces tenemos los siguientes resultados:

PROPOSICION 6.3. Para cada 1 < a < b < n + 1 tenemos los siguientes pesos en
términos de {e1,ea, ... ent1}:

—wo(oapp —p) =(a—1,b—2,0,...,0,-1,...,—1,-2,...,-2),
N——
n+1-b b—a—1 a—1
—wo(ptapp — p) =(b—1,a—2,0,...,0,—-1,...,-1,-2,...,-2)
N——
n+1-b b—a—1 a—1
y ademds
wo(oap A" NAT) ={e1 —¢j:n+3—a<j<n+1}
U{eg—ej:n+4—b§j§n+l}
wo(apA” NAT) ={e; —ea}U{er1 —ej:n+4—-b<j<n+1}
Ufea—ej:n+3—a<j<n+1}
DEMOSTRACION. Los enunciados salen por célculo directo. O

Por el Teorema (5.4) sabemos que para cada 1 < a < b < n + 1 existen submédulos
gi-irreducibles H(a,b) de peso maximo —wg(oqpp — p) y grado homoldgico a +b — 3, y
H"(a,b) de peso méaximo —wq(pqepp — p) y de grado homoldgico a + b — 2.

Sea 0 <p<2n—1. Paracadal <a< [#] definimos
Hga:H"(a,p—i—S—a)

| sea

y para cada 1 < a < [%

Hﬁa = H"(a,p+2—a).

Notemos que HY, y Hjq son ambos submédulos de Hy(n).

La descripcién completa de la homologia trivial de n como mddulo para g; es la
siguiente.

TEOREMA 6.4. La estructura de gi-mddulo de la homologia trivial de n = A,(1,2),
2n—1

H.(n) = @ H,(n), estd dada por:
p=0
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= Para 0<p<n-—1,

[2£2] (252
Hy(n)~ " Hf, & > H,:
a=1 a=1

= Paran<p<2n-1,

282) (25
o= Y B S
a=p+2—n a=p+l-n

Ademds, los vectores de peso mdzrimo de la homologia trivial de n y sus respectivos
pesos en la base H (ver 6.1) son:

1. Sia=1y1<p<n-1,

V1 =Yn—1N-.. ANYn—p

2. 8i2<a< [P y2<p<2n-2,

’va =Yn-1 N AYntap-1NZn1N... N2Zpt1q ‘

—wo(Capt3—ap —p) =pP+a—-1,2p—a+1,2,...,2,1,...,1,0,...,0)
— Y
n+a—p—2 p+2—2a a—2
3. Sia=1yl1<p<n,

’wlzm/\zn,l/\.../\znﬂ,p

—wo(,LLaprerap— p) = (2p -Lp—-21,...,10,... 70)
——

4. Si2<a<[PF]y2<p<am-1,

’wa::L‘/\yn,l/\.../\ynﬂ,a/\zn,l/\.../\zn+a,p‘

—wo(flapr2—ap —p) =2p—a,p+a—3,2,...,2,1,...,1,0,...,0).
—_——— —— ———
n+a—p—1 p+1-2a a—2

Es conveniente describir las representaciones irreducibles de sl(n—1) usando diagramas
de Young (ver 1.1). Por ejemplo, para 0 < | < k < n — 2, vamos a denotar Dy, al
diagrama con dos columnas con k y [ cuadritos respectivamente. Estos diagramas describen
representaciones irreducibles con pesos méximos de la forma (2,...,2,1,...,1,0,...,0).

Maés precisamente,
Dy, :D]w (2,...,2,1,...,1,0,...,0).
—— Y Y—
l k—I1 n—2—k

Los diagramas Dy, y Dy, se definen andlogamente y tienen una y tres columnas
respectivamente.

Asi, usando diagramas de Young para la parte simple de g1 (sl(n — 1)), tenemos que
la homologia trivial de A,(1,2) es:
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= Para 0 < p < n,

[242] [241]
(6.3) Hy(n) = D & D =Y D] =Y D]
~~~ S~~~ — SN—— —

n—p—1 n—p n—a,n+a—p—2 n—a,n+a—p—1

m Paran+1<p<2n-—1,

23] (5]
a=p+2—n a=p+1-n

~—— ~—

n—a,n+a—p—2 n—a,n+a—p—1

Un g1-médulo irreducible W serd identificado por un triple (¢, d, D), donde el par (¢, d)
determina la accién del centro de g; y D es un diagrama de Young que determina la accién
de la parte simple de g; en W. Escribiremos

W =~ (¢,d, D).

Por ejemplo (ver Teorema 6.4), para a > 2,

(6.4) Hy,~(p+a—-12p—a+1,Dp anpta-2),
(65) H}ﬁia = (2p - a,p +a— 37 Dn—a,n—p+a—1)7
y ademads para a = 1,
(66) g,l = (p7 2pa Dn—(p—l—l))a
(6.7) HY >~ (2p—1,p—2,Dpyp),
y

X ~(1,-1, Dy), Y ~(1,2,D,—2), 3~ (2,1,Dp_2).

3. Dimensiones

Conociendo los diagramas de Young de la homologia trivial de A,(1,2), podemos
recalcular sus nimeros de Betti:

TEOREMA 6.5 ([2]). Para 0 <p <2n—1,
dim Hy(n) = <[21> <n[§] )

DEMOSTRACION. Es suficiente calcular las dimensiones sélo para la primera mitad, ya
que por la dualidad de Poincaré se tiene

dim Hp(n) = dim Hzn_l_p(n).
Por (6.3) y el Lema 5.13 tenemos, para 0 < p < n:
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o =[(*, )+ (7))
22, i ) .
+a2[(Z_i>(”+@—P—2)_(n+1—a)(n+a—;—3>]
B, i ) .
+a2[(Z—i>(n+a—p—l>_(n+1—a)(n+a—;—2>]

a=1

(22
_22: n n—1 N n—1

o \ntl-a n+a—p-—3 n+a—p-—2

(5]+1

n n—1

a=[2H]41 (”H_a) (”“L_p_?’)

2

[B1+1
5] (§]+1
<_§: n n B E: n n—1
n+l—a/\n+a—p—2 n+l—a)\n+a—p—3
= a2} 1
n d n n e n n
:n<é> ;;<n+a—p—l><n—a>_ ;; Q%ﬂ)<n+a_p_1>
pfl p
(55~] n_1 . [2]+1 , L
! n—a)\n+a-p-1) n+l—a/\n+a—p-3
a:[§]+1 a:[p+1]+1
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ors

23]

dim H,(n) = 1 <n+3:;_1><n2a>+ > <Z:;><n+a2p—1>

a=[2£1] a=[8]+1

:<[*’§]> (n[é 1)

T
[N4S]

v ‘

—

4. La sucesién exacta larga y la propiedad de cancelacién para A,(1,2)

Una completa descripcion de la estructura de gi;-moédulo de la homologia adjunta del
algebra n = A, (1,2), se sigue del hecho de que la sucesién exacta larga
(6.8)

é 1)
= Hpp1(0) @ (X @Y) 25 Hy(n) @3 = Hy(n,n) = Hy(n) @ (X @Y) =5 Hyp1(n) ®5 —
tiene la propiedad de cancelacion (ver la Seccién 4 del Capitulo 5).

Para entender los morfismos ¢, estudiamos en detalle la estructura de gi;-médulo
de la sucesion exacta larga. En particular, en algunos casos, construimos vectores de peso
maximo para algunos submaédulos irreducibles y luego evaluamos los morfismos de conexién

5.

Para esta subdlgebra vamos a necesitar conocer los vectores de peso maximo del pro-
ducto tensorial Vp®V,,_o (ver la seccién 6.1), recordemos que tanto Y como 3 son isomorfas
a Vj,—2 como representaciones de sl(n — 1). Para ello vamos a utilizar el Teorema 5.11 con
r=n—1.

Vamos a analizar primero la acciéon del centro de g;. Para ello recordemos que las
coordenadas de X, Y y 3 respecto de {h1,ho} € H (ver (6.1)) son (1,—1), (1,2) y (2,1)
respectivamente, y las coordenadas de los vectores de peso maximo de la homologia trivial
se pueden ver en el Teorema 6.4.

La siguiente tabla que nos da las coordenadas de los productos tensoriales necesarios
para calcular la homologia adjunta de n.

w P X A, 2V H” . ®3
(69) g (p+a72p_a) (p+a7 2p—a+3) (p+a/72p_a/)

pl(2p—a+lpta—4)|2p—a+lpta—1)]|(2p—ad,p+a -3

A partir de esta tabla, tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 6.6. Para 0 < p < 2n — 1, todas las componentes isotipicas de Hp(n) @

(X@Y) de tipos distintos al de Hg[w} ® X, son de libre de multiplicidad; y la componente
L2

isotipica de Hy(n) ® (X @Y) que contiene a H;[HQ] ® X es de multiplicidad 2. Ademds

H,(n) ® 3 es libre de multiplicidad.

2
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DEMOSTRACION. De acuerdo a la tabla (6.9), el centro de g1 actiia por diferentes pesos
en la familia de médulos {Hy, ® X, HJ, @Y, Hpo ® X, Hyo ® Y} para todos los valores
posibles de a, con una tnica excepcién. De hecho (p+a,2p—a)=(2p—d +1,p+ad —1)

se satisface sélo con a = [p+2] ya = [%]
Notemos que, por un lado
2
HY sy ® X = (p+ (221,20 = (B3], D, o2y o))
y por otro lado,
2 2
Yoy ©Y = (p+ (520,20~ 580, D, o o))

donde el tercer sumando no existe si p es impar.

Es decir que H;[¥] ® X coincide con un submédulo de H ;" 241 ® Y (el segundo

7]

sumando si p es impar y el tercero si p es par).

Por lo tanto la componente isotipica que contiene a H "[HQ ® X tiene multiplicidad 2.

i) ?]
Analogamente Hp(n) ® 3 es libre de multiplicidad. O

Enunciamos ademas el siguiente Lema, que serd de utilidad méas adelante,

LEMA 6.7. El mapa lineal 0y : APn — AP~ n satisface:

1. Im 9y C A*Y ® Al3, con 1 > 0.
2. Paral > 1, yi Ao ANy, Ao AN Az Ao ANz € ImOp.

DEMOSTRACION. Se sigue de la definicién de 9y y el corchete de n. 0

PROPOSICION 6.8. La accidn del gi-morfismo 6p, para 0 < p < 2n — 1, estd dada en
cada sumddulo irreducible de Hy(n) @ (X @Y) de la siguiente forma:
1. 6p(H7, ®Y) =0, para todo méx{1l,p+2—n} <a < [%],
2. 6p(Hpa ®Y) =0, para todo méx{1l,p+1—n} <a < [5].

3. Sip es impar, 0 # J, (lﬁfgp+1 ® Y(s)) - Hg_l o1 ®3(8), para cada s posible de
o 2
acuerdo al teorema 5.11,

L 0# 0,(HZ, ® X) C HY

1.0 ®3, para todo méx{l,p+2—n} <a< [pT]’

. Sip es par, op <H;’p+2 ®X) =0,

4
5
6. 0# 0p(Hpo® X) C Hy |, 1 ®3, para todo max{2,p+1—-n} <a < [pT],
7. S,(HY, © X) = 0.

DEMOSTRACION. Tenemos que ,(HJ,®Y) C Hy 1(0)®3y 0p(Hpa®Y) C Hp 1(n)®
3. En lo que sigue vamos a utilizar los resultados de la Tabla (6.9).
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1. El centro de g; actua por distintos pesos en Hy, ® Y y todos los submddulos
irreducibles de Hp—1(n) ® 3.

2. El centro de g; actia en H), ®Y por (2p—a+1,p+a—1) y actia por diferentes
pesos en todos los submédulos de Hp—1(n) ® 3, excepto en Hg—l,a' ® 3 con a =
p+1—a. Como a,a < [%], entonces a + a’ < 2[1%1] <p+l=a+d. Porlo
tanto se sigue que p debe ser impar y a = a’ = %.

3. Si p es impar, entonces por el item anterior tenemos
o o
b (s 07 ) €1 s 05

Por el Teorema 6.4,

U:«T/\yn—l/\-”/\yn_,_l_l%rl Nent N o Nz pa

2

es un vector de peso maximo de H" _,, y por el Teorema 5.11,
Py

1
Ws = VR Ys + Z —Ujv® Ymaz(J)
seag, 77
J#{s}

es un vector de peso maximo de H ;: »t1 ® Y (s) para cada s posible.
)

Ahora,

1
al(ws> = 81(_7) ®ys) + 0 Z ;UJU © Ymaz(J)

JEA(g
T#{s)

:—yn—1A---/\yn+1_L;1 /\Zn_l/\.../\zn+1_;%r1 ® 2z

1
+ 01 Z ;JUJ'U o2y Ymax(J)

JEA )
J#{s)

=—yn—1A---/\yn+1_L;1 /\Zn_l/\.../\zn_"_l_%«H@ZS

1
+ > U—UJ(yn,l/\.../\ynHJTﬂ Nonat Ao Nz pt1) @ Ziaa(d)

JEA()
TA{s}

1
= Z UiUJ(yn_l/\.../\yn_’_l_%/\Zn_l/\.../\Zn_’_l_L;l)@Zmax(‘])
JGA(S)

que es un vector de peso maximo de Hg_l »i1 @3(s) por el Teorema 5.11.
2

4. El centro de g1 actia en Hy , ® X por (a,p — a) y actiia por diferentes pesos en
todos los submédulos de HY | , @3y Hg_l,a, ®j salvoen Hy | , ®3. Por lo tanto

op(Hy,®X) C HJ 4 ,®jparamix{l,p+2—n} <a< [%]
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Para ver que 6,(Hy , ® X) # 0, evaluamos d;, en el vector de peso mdximo v,
de Hy , ® X.
» Para a =1, el vector de peso méaximo de Hy; ® X es
VI =Yn-1N.. . ANYnp R,
» Para2<a< [%] el vector de peso maximo de HJ , ® X es
Vo =Yn—1N o - ANYnta—p—1NZn—1 N . N2pt1-a@T

Por lo tanto,

01(v,) = (—1)iyn—1/\~--/\y/r:i/\---

oo NYnta—p-1N2Zn—1 N AN Zpt1—a ® Zn—i
y la conclusion se sigue del Lema 6.7.

3p+2 3p—2
2

, 5 ) y actua por

5. Si p es par, el centro de g; actiia en H;M ® X por (
)

diferentes pesos en todos los submoddulos HY |/ ®5y H]’j_La/ ® 3.

6. El centro de gq acttia en Hp, ® X por (2p—a+1,p+a—4) y actiia por diferentes
pesos en todos los submédulos Hy | @3y H5—1 o~ @3 excepto por Hg_l’a_l ® 3.
Por lo tanto d,(Hp, ® X) C HY |, | ®3 para méx{2,p+1—n} <a < (2],

Para ver que 0,(Hpq ® X) # 0, evaluamos §, en un vector de peso maximo v,

de Hyo ® X.

+1
Para 2 < a < [B5~],
Vg =T AYn—1 N o . NYnt1-aNZn—1 N . N 2ptap @

es un vector de peso maximo de Hp, ® X. Entonces

a—1
A1 (vg) = Z(—l)”lx AYna Ao Ani Ao AYntt—a A Zne1 A A Zngaep @ 2Zni
=1

y la conclusion se sigue del Lema 6.7.

7. El centro de g; actia en H]’f,l ® X por (2p,p — 3) y actia por diferentes pesos en
todos los submédulos HY | , ®3y H]’j_La/ ® 3.
O

Por lo tanto podemos concluir:

TEOREMA 6.9. La sucesion exacta larga de g1-mddulos (6.8), tiene la propiedad de
cancelacién.

DEMOSTRACION. Dado que H,_1(n)®3 es de multiplicidad libre, es suficiente mostrar
que cuando 6,(W) = 0, para un submédulo irreducible W, entonces Hy_1(n)®j3 no contiene
ningtn submédulo isomorfo a W.

De hecho este es el caso, por lo visto en la Proposicién 6.8. g
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5. La homologia adjunta de A,(1,2)

De acuerdo al Teorema 6.9, podemos dar una completa descripcién de la estructura de
gi-moédulo de Hy(n,n) = ker d, @ coker dp41, para todo p = 0,1,...,2n — 1, entendiendo
qué gq-submddulos irreducibles ocurren simultdneamente en H,(n)® (X ®Y) y Hp—1(n)®3
y cudles no. Los que aparecen en ambos se cancelan, los que quedan en el primero es ker d,,
mientras que lo que queda en el segundo es coker d,. Esto es esencialmente lo que hicimos
en la Proposicién 6.8.

OBSERVACION 6.10. Recordemos que:
» Un submddulo Hy , eziste si y sélo sia € N yméx{l,p+2—-n} <a< []%2]
= Un submddulo H), existe siy sélo sia € N ymax{l,p+1—n} <a< [Z’Qi]

Si p es par, de la Proposicién 6.8 obtenemos que

ker §, = Hy(n )@Y@H"p+2 @X©H, ®X.

Si p es impar, cada uno de los submédulos de H” s QY y HZ p+1 @ X no estan en ker d,,.
Sin embargo, el submdédulo irreducible de H s} ® Y que es 1s0morfo a H s} ® X y este
ultimo tienen la misma imagen por d, (que es un submodulo irreducible de H s ®3).

Entonces ker d,, contiene un submédulo irreducible W isomorfo a H? ,,; ® X que vive en
Py

la suma directa <H;7p+1 ® X) S <H5p+1 ® Y); con lo cual
’ 9 v

Hpy(n) ® Y
H" ., ®Y

v 2

ker 0, = eWeoeH) ®X

Entonces, uniendo los casos par e impar y teniendo en cuenta la Observacion 6.10,
obtenemos que para todo 1 < p <2n —1,

H,n)®Y

(610) kerép:mGBH;% ®X@H;p;rl ®X@HM1®X
va

Para conocer la estructura de coker dy41, para 1 < p < 2n — 1, notemos que Hy , @ 3
y H}’; a1 @ 3 tienen en general tres submédulos irreducibles cada uno. Se sigue de (6.4) y
(6.5) que para a > 2:

Hy, ®3=H),®@3(n—1)@H), ®3(n—p+a—-2)dH,,®3(n—a)
donde el segundo sumando existe sélo si a > p+3 —n y el tercer sumando sélo existe para
o< [H].

Hzl;,a®5:H£a®5(n_1)@Hga®5(n_p+a_1)@Hzl;,a®5(n_a)

donde el segundo sumando existe sélo si a > p+2 —n y el tercer sumando sélo existe para
a < [5].
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Para a =1 (ver (6.6) y (6.7)),
Hyy®3=Hy ®3n—1)@®H; ®3(n—p—1);
Hyy ®5 = Hy, @3(n—1) @ Hyy @3(n - p).
Como Hy,y, ® X es del mismo tipo de HJ, ®3(n —p+a—2)y Hy,; ,® X es del
mismo tipo de H" pa—1® 3(n —a+ 1), se sigue por la Proposicién 6.8 que
i1 (HS 10 ® X) = HYy @ 3(n—p+a—2)
Opi1(Hypy o ®@ X) = Hp\ 3 ®3(n—a+1).

Por lo tanto,

(2] (2]
coker 0p 41 = Z Hy,®@3n—-1)® Z Hy, ®3(n—a)
a=méax{1l,p+2—n} a=max{2,p+2—n}
(25

©® Z H;)L,a ® 5(” - 1)
a=méx{2,p+1—n}
(23]
& > HY,@3n-pta-1)
a=méx{1,p+2—n}

OBSERVACION 6.11. Notemos que, en virtud del Teorema 5.11, podemos exhibir ex-

plicitamente vectores de peso mdximo para todos los submddulos irreducibles de kerd, y
coker d,41.

TEOREMA 6.12. Para 0 < p < 2n — 1, la estructura de gi-modulo de la homologia
adjunta del dlgebra de Lie n = A, (1,2) es la siguiente:

H,(n)®Y o
Hp(n,n) Nm ©® (H p+2 ®X) (Hul ®X) (Hp,% ®X)
pt1
[p+1 p+1
® Z W ®3(n—1) Z o ®3(n—a)
a=p+2—n a=p+2—n
a>2
[P+1} P+1
&) Z ha®3(n—1)@ Z W ®3(n—p—1+a).
a=p+1l—m a= p+2 n

a>2

Siempre teniendo en cuenta la Observacién 6.10.
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COROLARIO 6.13. Los primeros grupos de homologia adjunta del dlgebra de Lie n =
Ap(1,2) como g1-mddulos, para n > 4, son:

Ho(n,n) ~Ho(n) @Y @ Hi; ® X;

_Hi(n)eY

- Hﬁ1®Y
@ (Hi; ®3(n—1))

:Hi1®Y@Hﬁl®X@Hil®X@Hil®3(n—1)@9Hf1®5(n—1)

~H{; @Y (n—-1)@®H{;®Y(n—-2) e (H{; ® X)® (H; ® X)
®HY, @3(n—1) @ Hfy ®@3(n—1).

Hi(n,n) OH @ X®(H{;® X ®H];®3(n—1)

Hy(n,n) ~Hy(n) @ Y @ HY, ®X@H§fl ® X ®HY; @3(n—1) @Hg"l ®3(n —2)
~H7, @Y (n-1)®H3; @Y (n—-3)®H5,@Y(n—-1)® H3, @Y (n —2)
©Hy, @Y(n-1)@oH);,®@Y(n-2)®H,® X ® Hy, ® X ®HJ; ®3(n—1)
© Hy, ®@3(n —2).
Mds aun, los vectores de peso mdaximo de la homologia para todo sumando irreducible son:
Ho(n,n) =(1® yn—1) & (1@ )
Hi(n,n) =(=Yn—1 @ Yn—-1) D (—Yn-1 Q@ Yn—2+ Yn—2 @ yn—1) ® (x ® x)
B (Yn-1Q2+ 2 yn—1)
Ho(n,n) =(=Yn—1 A Yn—2 @ Yn—1)
S Yn-1NYn2@Yn-3+Un-1"NYn-3DYn—2 = Yn-2 AN Yn—3 @ Yn—1)

D (—Yn—-1 N 2n—1 @ Yn—1)

B (—Yn—1 N 2n—1 Q@ Yn—2+ %yn_g AZp-1 @ Yn_1+ %yn_l A Zn—2 ® Yn_1)
(2 A 21 @ Y1) © (~T A 201 @ Yp—2 + T A 202 @ Yp—1)

B Yn1A2n1 Q) B (T A 2y ® )

DEMOSTRACION. Las descomposiciones en la primera parte se siguen del Teorema

6.12. Los vectores de peso méaximo se construyen de acuerdo al Teorema 5.11 usando
aquellos del Teorema 6.4 g



Capitulo 7

Homologia adjunta del algebra de Lie de Heisenberg

En este Capitulo vamos a calcular los grupos de homologia adjunta del algebra de Lie
de Heisenberg de dimension 2n — 1 y ademads las dimensiones de estos grupos.

Sea g =sl(n+1,C) y Iy = {e1 —e2, en—ent1}, entonces tenemos que A, (1,n) = Hop—1
es el algebra de Lie de Heisenberg de dimension 2n — 1, es decir
n={{z1,. ., Tno1,Y1s - Yn—1,2}),

donde los tnicos corchetes no nulos de elementos de la base son [z, yx] = z. Llamemos

X ={z1,..sxn1}), Y = {y1,-- s yn—1}) ¥ 3 = ({z}). Entonces Ha,—1 estd generada
como algebra de Lie por V=X @Y.

La subdlgebra parabdlica dentro de sl(n + 1) es

g1 | 1| 2| ... Tp_1 2

Y1

Y2

g1

Yn—1

g1

Al igual que en el Capitulo 6, la parte semisimple g{* es

n+1 n+1

gl gl?gl @CE’L’L@ @ CEJ,@CE@zEB @ (CEJ
2<i,5<n 2<,5<n
£ 1#£]
D ce o D ClEy Ejl
2<i,j<n 2<i,j<n
i#] i#j

Es decir, g§* ~ sl(n — 1).
El centro Zg, estd formado por las matrices
n
H = OéEl’l + BZEM + ’YEn—l—l,n—«—l; con o + (TL — 1)5 +~v=0.

=2
71
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Fijamos como base del centro de g; al conjunto {H;, Ho} donde

Hy =FE11— Enyin41,

1 n
H, =0 <(2 —n)Eyq + 3;]5’“ +(1— QH)En+1,n+1>

y definimos
hi =e1 — eny1,
1

n_|_1<2n61+3z:eZ 12nen+1>

Como base para el dual de la subédlgebra de Cartan de g; tomamos
(71) H= {h17h2,€27637...,6n_1}.

ha

Aqui {eg,...,en_1} es una base de ({ea,...,en_1,e,})/{{ea + -+ e, = 0}), el dual
de la subalgebra de Cartan de la parte semlslmple gi° ~sl(n —1).

Los subespacios 3, X e Y de n son gj-irreducibles, donde los vectores de peso maximo
son z, Tnp—1 € Y respectivamente.

Al igual que en el caso anterior se puede ver que con respecto a H, tenemos que:
(1) z es de peso (2,1,0,...,0);
~—

n—2
(2) xp—1 es depeso (1,—1,1,...,1);
2
e
(3) y1 es de peso (1,2,1,0,...,0).
—_———
n—2

Para el caso n = Hop_1 se tiene:
An)={e1 —¢;:2<j<n}U{e;—enp1:2<i<ntU{er —enq1},
AT ={e; —ej:2<i<j<n}
Por el Teorema de Kostant, sélo necesitamos calcular el conjunto W1 para conocer la
homologia trivial de esta algebra.
Para ellos definimos para 1 < a < b < n+ 1, las permutaciones o, y fiq,p COMO:

0;;(1):(1, U;’;(n—i—l):b, aab()<aab(j), para 2 <i < j<m,

Hap(D) =0, pgp(n+1) =a,  pgy (i) < pgp(i), para2 <i<j<n.

Entonces es facil ver que:

1, i =a; 1, i=1b;

n+1, z:b; n+1, i=a;

(7.2) oap(i) =4q i+1, i<a; Lap(l) =14 i+1, i<a;
1, a<1i<b; i, a <1i<b;

i—1, i>b. i—1, i>0b

y podemos enunciar:
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PROPOSICION 7.1. Para Hop—1 tenemos:

. le{aa,baﬂa,b:1§a<b§n+1},

» 0 AT NAT ={eg—e;:2<j<a}U{e;—epp1:0<j<n}y

v g pATNAT ={e1 —epi1}U{er1—e;:2<j<b—1}U{e;—ept1:a+1<j<n}.
n—+a—>b, ST W= 0qp

«M%aw%#@w:{:n_a+b—1,sﬂuzum

DEMOSTRACION. Dada una raiz e; — e; € A entonces w=!(e; — ej) > 0 si y sélo si
w (i) < wl(j) para 2 <i < j < n, es decir w = 04p 6 W= figp.

Dada e; —e; € A7, ie. con i > j, oqp(e; —ej) > 0siy s6lo si o,5(i) < 0qp(j) y esto
sélo puede ocurrir si i = a 6 j = b. Asi tenemos, o,p(eq —€j) > 0siysélosil <j+1,y
entonces e; — e; € 0, A7 NAT para 2 < j <a.

De la misma forma o44(e; —ep) > 0 siy sélosi i —1 < n+ 1, entonces tenemos que
€ — ent1 € 0gp AT NAT para b <i <n.

Por lo tanto g, A" NAT = {e; —¢; : 2 < j < a}U{ei—enp1 : b <i <n}y
#P5,, =n+a—b.

Anélogamente,
ua,bA_ﬂAJ“ ={er1 —epritU{e1—€;:2<j<b—-1}U{e;—enp1:a+1<i<n},y
#Ppy,, =n—a+b—1
]

1. La homologia trivial de Ho, 1.

Para el caso Heisenberg, el tinico wy € Wi (el grupo de Weyl de g1) tal que wo(A™) =

A~ es
[ 2 3 ... n—1 n
W=\pn n-t1t ... 3 2
Con esto se tiene:

wo(oap A" NAT)={e1 —ejin+2—a<j<n}U{e;—ent1:2<i<n+2-0b},
wo(papA™ N A1) ={e; —epy1} U{er — ej:n+3—-b<j<n}
U{e;—epnt1:2<i<n+1-—a}.
Al igual que en el caso anterior, sabemos que para cada 1 < a < b < n + 1 existen
g1-submédulos irreducibles H?(a,b) y H"(a,b) de Hy(Han—1).
psi0<p<n-—1,paral <a<p+ 1 definimos

(73) H}ia :Hg(a7n+a_p)7
msin<p<2n-—1, paral <a < 2n — p definimos,
(7.4) Hy,=H"(a,pt+a+1-n).

Notemos que Hp(n) = Hf;.

Por lo tanto, tenemos:
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TEOREMA 7.2. Los vectores de peso mdazrimo de la homologia trivial de Hop—1 y sus
pesos en la base H son:
» Paral<p<n-1.
1. Sia=1yp=n+1-5b:

’yl/\yg/\.../\yp,
(p,2p,1,...,1,0,...,0).
———

2. 5i2<a<pyp=n+a-—>b:

[T A2 A ATni—a AYL AR A AYpai

(p,2p—3a+3,2,...,2,1,...,1,0,...,0).
— Y~ —
p—a+1 n—p—1 a—2
3. Sta=p+1lyp=n-+a—>:

’xn_l NTp—a2 N... NTp_p,

(p,—p,1,...,1,0,...,0).
—— ——
n—p—1 p—1

= Para p =n.
1. Sia=1yb=2:

Ay Ay A Ay,

(n+1,2n-1,0,...,0).
2
e

2.85b=a+1y2<a<n-—1:

’Z/\a:n_1/\xn_g/\.../\an_aAyl/\ygA.../\yn_a,
(n+1,2n+2-3a,2,...,2,0,...,0).
—— ——

n—a a—2

3. Sia=nyb=n+1:

’z/\a:n_l/\xn_g/\.../\xl,‘

(n+1,2—-n,0,...,0).
———

n—2

= Paran+1<p<2n-1.
1. Sia=1yp=n+b—2:

’z/\a}n_l/\a:n_g/\.../\xgn_p/\yl/\yg/\.../\yn_l,
p+1,3n—p—1,1,...,1,0,...,0),
—— ——

2n—p—1 p—n—1
2. 512<a<2n—-pyp=n—a+b—1:

’z/\xn_l/\xn_g/\.../\a:2n+1_a_p/\y1/\yg/\.../\yn_a,
(p+1,3n+2—-p—3a,2,...,2,1,...,1,0,...,0).
——— N —

2n—a—p p—n a—2
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Y en términos de diagramas de Young para la parte simple sl(n— 1), podemos escribir:
m Paral<p<n-1:

H,(Hon—1) = D EBZ D] © D
a=2 \,_/

~— ——
p n—a,p—a+1 n—p—1
= Parap=n:
n—1
Ho(Hon1) =06 & 0.
a=
——
n—a,n—a

m Paran+1<p<2n—1:

2n—p
Hy(Han-1) D ) Z D]
a=2

~—~
2n—1—p na2nap

Con todo esto, podemos identificar un submddulo irreducible a través de una terna
que contenga: la accién del centro de g1, {h1,ha} (de la base H) y el diagrama de Young
correspondiente a la accién de la parte simple de g1 (sl(n —1)).

Asi tenemos,

1. Paraa =1:
Hyy ~ (p,2p, Dp),
H;fl ~(p+1,3n—p—1,Dyp_1-p).
2. Para a > 2:
(7.5) Hy >~ (p,2p—3a+3,Dnqpat1)
(7.6) HY ~(p+1,3n+2—p—3a,Dna2n—ap)-

2. Dimensiones.

A partir del Lema 5.13 y usando los resultados del Teorema 7.2, podemos recalcular
las dimensiones de la homologia trivial.

TEOREMA 7.3 ([17]). Para cada 0 < p <mn —1 tenemos,

. 2n — 2 2n — 2
dlme(H%_l)Z( p >_ <p2>

y el resto de los términos vienen dados por la dualidad de Poincaré.
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DEMOSTRACION. Para 0 < p < n — 1 tenemos,

dim Hy(Han-1) = [(n; 1) + <ni;i 1>] +zp: (Z:(l) (p—Z+ 1>

a=2

> o))

(DG
(o))

< - > ( - ) —_ 1 - )
< \a 1)\(p—1)—(a—1)
con lo que obtenemos:

am ot =2(" ) (70) - (0) - (")
(o))
o] (G R P | O R G S Gy
=)= ()17, )+ (50
GG
-, -(522)

3. La homologia adjunta de Ho, 1.

Ademas sabemos que,

()

+

3

Il
Is]
M- |
i

a

Vamos a analizar la accién del centro de g;. Para ellos recordemos que las coordenadas
de X, Y y 3 respecto de {h1, ha} € H (ver (7.1)) son (1,—1), (1,2) y (2, 1) respectivamente.

La siguiente tabla nos da esta accién sobre los productos tensoriales necesarios para
calcular la homologia adjunta de n.

w A%, ® X AT, Y ERCY
(7.7) | o (p+1,2p —3a+2) (p+1,2p —3a+5) (p+1,2p—3d +2)

wlp+2,3n+1—p—3a)| (p+2,3n+4—p—3a) | (p+2,3n+4—p—3d)

Entonces podemos enunciar los siguientes resultados:
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PROPOSICION 7.4. H,_1(Han—1) ® 3 es libre de multiplicidad.

DEMOSTRACION. De la Tabla (7.7) se observa que la accién del elemento hy (de la
base H del centro de g1) en HY |, ®jesp+ 1, mientras que la accion sobre H;‘_l,a, ® 3
es p + 2. Por lo tanto, cada mdédulo tiene una accién del centro de g; distinta y entonces

H,(H2n-1) ® 3 es libre de multiplicidad. O

LEMA 7.5. El morfismo de conexion 6, satisface lo siguiente:

= Paral<p<n-—1,
1. 6,(HS, © X) C HI .,
2. 8,(HS 1y @ X) = 0.
3. 0p(Hy,®Y)CHJ 4, 1®jparatodo2<a<p+1.
4. 8,(HS, @Y) = 0.

= Para p=n.
5. 6,(Hha @ (X ®Y)) =0.

m Paran+1<p<2n—1,
6. 0,(Hbq @ X) C Hﬁq,aﬂ ® 3 para todo 1 < a < 2n — p.
7. 6,(Hpa®Y) C H;ffl’a ® 3 para todo 1 < a < 2n — p.

® 3 para todo 1 < a < p.

DEMOSTRACION. De la Tabla (7.7) se puede observar que:

1. La acci6n del centro de g1 en H] , ® X es (p+1,2p—3a+2) y el tinico submédulo
de Hj,—1(n) ® 3 con la misma accién es Hy ; , ® 3 para 1 <a < p.

2. Como no hay ningtin submédulo de Hp_1(n) ® 3 que tenga la misma accién de

HY 1 ® X, entonces 6,(H] .1 ® X) =0,

3. Eltnico submédulo de Hj,—1(n)®3 con la misma accién que Hy ,®@Y es Hy ; , 1 ®3
para 2 <a <p+1.

4. Como no hay ningtin submédulo de Hy,_1(n) ® 3 que tenga la misma accién de
H7, ®Y, se tiene que 6,(H;; ®Y) = 0.

5. Ningin submédulo de H,_1(n) ® 3 tiene accién (n+2,2n+1—3a) 6 (n+2,2n +
4 — 3a), por lo tanto 6,(Hh . ® (X ®Y)) = 0.

6. El tinico submédulo de Hy,—1(n)®;3 con la misma accién que Hpo®@X es H)' | 1 ®3
paral <a <2n —p.

7. El tinico submoddulo de Hp_l(n) ®3 con la misma accion que H{f,a QY es H;f—l,a ®3
para 1l <a < 2n —p.
O

La descomposicién de HJ , ® (X ©Y) es, por los Teoremas 5.10 y 5.11, la siguiente:
1. Paral<p<n—-1,1<a<p+1,
a) H, @ X =H] @ X(n—-1)® HJ,® X(p—a+1)® HJ,® X(n —a), donde
el segundo sumando de la derecha sélo existe para max{l,p+3 —n} <a <p
y el tercer sumando sélo existe paraa >2y p <n — 2.
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b) Hy, @Y =HJ @Y(1)®Hy ,@Y(p—a+2)®H), @Y (n—a+1),
donde el segundo sumando de la derecha sélo existe paraa <pyp<n—2y
el tercer sumando sélo existe para 2 < a < min{n —1,p + 1}.

2. Paran<p<2n—-1,1<a<2n—p,

a) H g @ X =Hp)o @ X(n—1)® Hyya @ X(2n —a—p)® Hyo @ X(n —a),
donde el segundo sumando de la derecha sélo existe para max{1l,n+ 2 —p} <
a <2n—p—1y el tercer sumando sélo existe paraa >2y p>n+ 1.

b) Hy oY =Hpo @Y (1)@ Hya@Y(2n—a—p+ 1)@ H)e®Y(n—a+1),
donde el segundo sumando de la derecha sélo existe para a < 2n—p—1y
p >n+ 1y el tercer sumando sélo existe para 2 < a < min{2n — p,n — 1}.

En las siguientes proposiciones daremos la accién explicita del gi-morfismo 9,:
PROPOSICION 7.6. El morfismo 6, actia de la siguiente forma:

" Pamlgpgn—Q,
1. 6p(Hy ®X(n—1))—0pamtod01<a<p+1

2. 0p(Hy (n—a))—Opamtod02<a<p+1

3. 0p(Hy (1)) para todo 1 < a <p+1,

4. 6p(H7 ,®Y (p—a+2)) =0 para todo 1 < a <p.
= Parap=mn—1,

5. 6p(Hy_y,® X (n—1)) =0 para todo 2 < a <n,
6 ®Y (1)) =0 para todo 1 < a <n,

= Parap=n,
7. 6p(Hb o ® X (n—1)) =0 para todo 1 < a <n,
8. 0p(Hho® X(2n —a—mn)) =0 para todo 1 < a<n-—1,
9. 6p(Hh o @Y (1)) =0 para todo 1 < a <mn,
10. 6,(HY o @Y (n—a+1)) =0 para todo 2 < a <n—1.

= Paran+1<p<2n—1,

11. 6,(Hho @ X(n —1)) =0 para todo 2 < a < 2n —p,

12. 5( H)o® X(2n —a—p)) =0 para todo 1 <a<2n—p—1,
13. 6,(Hho @Y (1)) =0 para todo 1 <a<2n—p—1,
14. 5( H)o®Y(n—a+1)) =0 para todo 2 <a<2n—p

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar sélo el item 1, los items 2 a 6 y 11 a 14 son
analogos.

Por el Lema 7.5, 6,(H], ® X(n—1)) C HJ_

10 ®@3 paratodol <a<p.

El diagrama de Young (de la parte simple de g1) asociado a este submédulo es Dy, 2,
sia =1y Dp_2pn—qp-a+1 si 2 < a < p, mientras que el correspondiente a Hg—1,a ® 3 es
Dy 1sia=1y Dy_gpqsia>2. Porlotanto 6,(HJ,® X(n—1)) =0 paral <a<p.
Por el Lema 2 tenemos que esto se cumple también para a = p + 1.

Los items 7 a 10 se siguen del Lema 7.5. O

Veamos ahora un Lema que nos sera de utilidad en la siguiente Proposiciéon y ademaés
en el Capitulo 10.
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LEMA 7.7. Sea s de acuerdo al Teorema 5.10, entonces se tiene

1

Y —(-nV<o
oJ

JEA(s)

DEMOSTRACION. Por el Teorema 5.10, s =1 6 s es tal que g < Ag_1.

1
» Si s =1 entonces el tnico J es J = {1}y Z —(-DMI=-1<0.
o

JeA®)
» Si s £ 1 entonces, para cada J € A®) y cadaic J, 1 <i< s, tenemos
oi=Xs—Ai—(s—1i)+1<0,

y sit=s,
Os=As—As—(s—s)+1=1,

oy =]]oi= =D ] ol

eJ i€J
i<s

es decir que

y también,

N

— <0
o [Tl
ieJ
i<s
Por lo tanto

RIEENF 1 R/
> V= 3 e Y ()

J

JeAls) JeA(s)
[J]=>2 J={s}
:Z‘Qﬁw_l
o
Jeals) 7
[J]=>2
<0.

PROPOSICION 7.8.
1. Para 1 <p<n-—1,
0#0p(Hy,@Y(n—a+1)) CHJ |, 4 ®j para todo 2 < a <min{n —1,p+ 1},

2. Paran+1<p<2n-—1,
O#ép(H,ﬁfa®Y(2n—a—p+1))QHZ’)‘_M@;, para todo 1 < a <2n—p—1.

DEMOSTRACION.

1. Por los Teoremas 7.2 y 5.10 el vector de peso maximo de H] , ® Y (n —a+ 1) para
2<a<p+1les

1
w = Z ;VJ(xn—l Ao NZppr—a AYL Ao A yp—a-i—l) ® Ymin(J)
JeAln—a+1)
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por lo tanto tenemos,

1 _
o (w) = Z U—(—l)l‘]l’La Lo 1 Noo i NTp—qia ANYLA oo AN Yp—at1 ® 2
JeA(nfaA»l) J
_ i NI _1\a—1
= Z - (—1) (D) Yy g A AT a2 AYLA A Yparl 2
JeAm—atl) J

que salvo por el escalar, es el vector de peso maximo de Hy_, ,_y ®3. Por el Lema

1

77, > —(=1VI<0. Porlo tanto 6,(HS, ®Y (n—a+1)) = HJ | , 1 ®3
O-J k) b

JeA(n—a+l)
para2 <a <p+1.
2. Por los Teoremas 7.2 y 5.10, el vector de peso maximo de Hﬁl ®Y(2n —p) es
1
w = Z —Vj(z/\xn,l/\.../\:ngn,p/\yl/\.../\yn,l)®ymfn(J)

g
JeAen—p) 7

y entonces tenemos,

1 _
01 (w) = Z —(—1)|J‘+1+p "ENT A AN AN Tt AYL A A Y1 @ 2

o
JeA2n—p) d

1 _
= Z U—J(—l)"]| (—1)1+p "ZNTp AN N gl AYLA A Y1 R 2
JeA(2n—p)

’ . /"L
que salvo por el escalar es el vector de peso méaximo de H, ;| ® 3.

Por el Lema 7.7 este escalar es no nulo y por lo tanto
Sp(HY @Y (2n —p)) = H) | ®3.

Por los Teoremas 7.2 y 5.10 el vector de peso méaximo de H}, @Y (2n—a—p+1)
para2<a<2n—p—1es

1
w = Z ?VJ(Z ANTpa Ao ANTom—qpt1 AYLA ... AYn—q) ® Ymin(J)
JeA@n—a—pt1) 7
y por lo tanto,
1
nw)y= > =) Ar, g ALL
aJj
JeA(@n—a—p+1)
o NTop—g—rpr2 ANYLA . A Yp—qa ® 2

1
= > 07(—1)“' (=) P Az, AL
JecA@n—a—p+1)

o NZop—ag—pr2 AYLA .. A Y1 @ 2
que salvo por el escalar es el vector de peso maximo de Hﬁq,a ® 3.

Por el Lema 7.7 este escalar es no nulo y por lo tanto para 2 <a <2n—p—1
op(Hp, @Y (2n—a—p+1))=H | @3



3. LA HOMOLOGIA ADJUNTA DE Han_1.

81

g

Veamos ahora, otro Lema de utilidad tanto para la préxima proposicién, como para el

Capitulo 10.

LEMA 7.9. Sea s de acuerdo al Teorema 5.11, entonces se tiene

1
> U—J<0.

JEA(S)

DEMOSTRACION. Recordemos que de acuerdo al Teorema 5.11, s =n —1 6 s es tal

que Ag > Ag41.

1
» Sis=n—1entonces J ={n—1}y g —=-1<0.
o
» Sis#n—1,paracada J € A, y cadai € J, i > s tenemos

ai:)\s—)\i—(s—i)—1>0

y sit=s,
Os=Xs—As — (s —s)—1=—1.

UJ:HUi:_HUi<07

= =
i>s

Por lo tanto

1
y entonces Z — < 0.

PROPOSICION 7.10. El morfismo 6, actia de la siguiente forma:

= Paral<p<n-—2,

1. 0# 6,(HS, ® X(p—a+1)) CHJ

® 3 para todo 1 < a < p.
= Parap=n—1,
2.0 6p(Hy 11 ®@X(n—1)) CHJ 5,®3,

3. 0#6p(H 1,®X(n—a)) CHJ 5,®5 para todo 2 <a<n-—1

n

» Paran+1<p<2n-1,
4. 0#0,(H @ X(n—1)) CHY |, ®3,

5.0 6p(Hpa ® X(n—a)) §H5_17a+1®3 para todo 2 < a < 2n — p.

6.0 7& 6P(H1/;,2n—p ® Y(l)) g H;—lﬂn—p ® 3
DEMOSTRACION.
1. Por el Lema 7.5, 6,(Hy ,®X) C HJ ; ,®3. En particular, para 1 < a < p, tenemos

5P(Hg,a ® X(p —a+ 1)) - Hgfl,a ® 3.
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Por los Teoremas 7.2 y 5.11 un vector de peso maximo de Hy; ® X (p) es

1
wy= Y ?JUJ(yl/\-H/\yp)@xméx(J)

1
= Z e Ao N Yp—1 N Ymisx(J) @ Tmax(J)

y por lo tanto,
1
O1(wy) = Z — (=D’ A ANYype1 ® 2
1 P
=| > — | 1PyuA. Aypa®2
JEA(F)

que salvo por el escalar es el vector de peso maximo de HY 1,®3.

1
Por el Lema 7.9 para s = p, tenemos que Z — # 0 y por lo tanto
o

op(Hy 1 ® X(p)) = Hy_ 11 ®3.

Un vector de peso maximo de HJ, ® X(p—a+1) para2 <a < pes

1
Wy = Z U—UJ(a:n_l/\.../\xn+1_a/\y1/\.../\yp_a+1)®xméx(J).
J6A<p7a+1> J

Entonces tenemos,

1

O(wa) = Y — (D) T a A ATnpa AYLA - A Y0 @ 2
JEA(p—a+t1) J
1 p
— Z i ()P zp g A i AZppi—a ALA . A Yp—aq @ 2
JeApary) )

que salvo por el escalar es el vector de peso médximo de Hy_,; , ® 3.

Por el Lema 7.9 para s = p — a + 1, tenemos que el escalar es no nulo y por lo
tanto 6,(Hy,® X(p—a+1))=HJ ; ,®; para2 <a <p.

. Por los Teoremas 7.2 y 5.11, un vector de peso méaximo de Hy_;; ® X(n —1) es

w1 =Y N ... NYp—1 @ Tp_1
y por lo tanto,
O(wy) = (=1)"Ly AL A Y2 @2
que es un multiplo no nulo del vector de peso maximo de Hy_;; ® 3.

Por lo tanto 0,(Hy_1; ® X(n—1)) = HJ 1, ®3.



3. LA HOMOLOGIA ADJUNTA DE Han_1. 83

3. Un vector de peso méximo de Hy ; ,® X(n —a) para2 <a <n—1es

1
Wy = Z J—JUJ(@H A AN Brgi—a AYLA - A Yn—a) © Timax()-
JGA(n_a)

y entonces tenemos,

1
01(wg) = Z —(—1)"“:%_1 AN e NTpal—a ANYLA o A Yp—a—1 ® 2
JGA(n_a)

1
= Z — )" A ATl AYLA A Yp—a1 D 2

JEA ()

que salvo por el escalar es el vector de peso maximo de Hy 5 , @ 3.

Por el Lema 7.9 para s = n — a, tenemos que el escalar es no nulo y por lo
tanto 6,(Hy_1,® X(n—a))=H] ,,®3para2<a<n-1

4. El vector de peso maximo de Hgl ® X(n — 1) por los Teoremas 7.2 y 5.11 es
W=2ZANTp A N... AT p AYI Ao AN Y1 @ Tp_1
Aplicando 0; obtenemos
O(w) = (=1P2Axp 1 Ao AT p AYLA ... A Y2 ® 2,

y este es un multiplo no nulo del vector de peso maximo de H]’j_m ®3. Por lo tanto

op(Hyy @ X(n—1))=HJ | ,®5.

5. Por los Teoremas 7.2 y 5.11 un vector de peso maximo de H}, ® X (n — a) para
2<a<2n—pes

1
W, = Z —Uj(zANZp1 Ao o AZopgi—a—p AYILA .. AYn—q) ® Trméx(J)
JGA(n,a)

Por lo tanto tenemos,
1

01(wg) = Z —(—DP2AZp 1 A AT l—a—p AYLA o A Yp—q1 ® 2
1 p
= DY = | DPrAza A AT a p AULA L AYpa1 D2

que salvo por el escalar es el vector de peso maximo de H;L_La 11 @3 para 2 <

1
a < 2n — p. Pero Z — ## 0 por el Lema 7.9 para s = n — a. Por lo tanto

JGA(n_a)
0p(Hpa ® X(n—a)) = H}' | .., @ para2 <a<2n—p.

6. Por los Teoremas 7.2 y 5.10 un vector de peso méximo de H,, , ®Y(1) es
W=ZANTpa AN .. ANZIANYLNA N Yp—n @Y1
Por lo tanto tenemos,

81(w):(—1)”+lz/\:z:n_1/\.../\a:2/\y1/\.../\yp_n®z
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que es un multlplo no nulo del vector de peso maximo de H
tanto d,(H @Y(1)=H) 15, ,®3

“19n-p ® 3. Por lo

p2n P
O

OBSERVACION 7.11. Por las Proposiciones 7.8 y 7.10 se tiene que los siquientes submddu-
los de Hy(n) @ (X @Y') tienen como imagen por §, al mismo submddulo de H,_1 & 3.
m Paral1<p<n—-2yl1<a<p,
Hy @X(p—a+1) y H] .11 @Y (n— a) tienen como imagen al submddulo Hy_; ,®3.
Esto dice que un submodulo de Hl, @ X(p—a+1)®HJ 11 ®Y(n— a) estd en
ker 0.

= Parap=n—1yl<a<n-—2,
Hy 1 ,@X(n—a)yH] 4,1®Y(n—a)van al submédulo Hy o, ®3. Esto dice

n—1,a

que un submddulo de Hy_; ,® X (n —a) ® Hy] 1a+1®Y(nfa) estd en ker d,_1.
m Paran+1<p<2n—1y2<a<2n—p,

H  @X(n—a+1)yHy,®Y(2n—a—p+1) van al submédulo H) | , 3.

Esto dice que un submddulo de H, @ X(n—a+1)® Hp,®Y(2n —a—p+1)

estd en ker 0.

Dado que H,—1(Han—1) ® 3 es de multiplicidad libre, los inicos médulos que estan en
el coker 9, son aquellos que no tienen una preimagen por §,. Por las Proposiciones 7.8 y
7.10 tenemos:

1. Para0<p<n-—2,
cokerd,41 =0
2. Parap=n-—1,

coker d,41 = coker d,, = Z 1,0 ®3;
a=1

3. Paran <p<2n— 2,
coker 0,41 = 0,
4. Parap=2n—1,
coker dpy1 = Hy, |1 ®3.
Como §y = 0, tenemos
ker o = Ho(n) @ (X ©Y) = Hi, ® X(n— 1)@ Hy, @Y (1).

Ademas, por la Proposicién 7.6 y la Observacién 7.11 tenemos:

1. Paral <p<n-—2

p+1 p+1 p+1
ker5p_z JOXn-1) @) Hl, @X(n—a) &Y HI, Y1)
a=2 a=1
p+1

@Z @Y(p—a+2)0> HJ,@Y(n—a+1)
a=2
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2. Parap=n—1,

kerénl_z —1.®X(n—1) EBZ 1.®@Y(1 Z 1.®Y(n—a+1)
a=1

3. Para p = n,
n—1

kerén—z s X(n—1) EBZH“ ® X(n—a) EBZ
a=1

EBZ @Y (n—a+1)

4. Paran+1<p<2n—1,

2n—p 2n—p—1 2n—p—1
ker5p:ZH“ RX(n-1)® Z W@ X2n—a—p) & Z
a=1

2np 2n—p

Z OYn—a+1)® Z W®Y(2n—a-p+1)

Con todo esto, tenemos el resultado fundamental de este capitulo:

TEOREMA 7.12. La estructura de gi-mddulo de la homologia adjunta de Hon_1 viene
dada por:

1. Para0<p<n-—2,

p+1 p+1
Hy,(Hon—1,Hon-1) Z a®X(n—1) @Z W@ X(n—a)
a=2
p+1 P
®Y HI,@Y(1)o) Hy,oY(p—a+?2)
a=1 a=1
p+1

Z ®Y(n—a+1)

2. Parap=n—1,

n n
Hy—1(Han—1,Han—1) =~ Z HY 1,@X(n—-1)@® Z HY 1, ®Y(1)
a=2 a=1
n—1
®Y Hy 1,0Y(n—a+1) Z 14 ®3

a=

[\
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3. Para p =n,

n

Hy(Hon—1,Hon-1) ZZH“ ® X(n—1) Z W@ X(n—a)

a=1
@ZH“ @Y (1 ZH“ ®Y(n—a+1)

4. Paran+1<p<2n—2,

2n—p 2n—p—1
2n—p—1 2n—p

@ Z Y, ® ZH ®Y(n—a+1)
a=1
2n—p

@Z QY (20 —a—p+1)

5. Parap=2n—1,
Hop 1 (Han—1, Hon—1) ~Hy, |1 ®3

DEMOSTRACION. Se sigue de las Proposiciones 7.6, 7.8 y 7.10 O

4. Dimensiones de la Homologia Adjunta

En esta Seccion se inluyen los nimeros de Betti adjuntos para el algebra de Lie de
Heisenberg.

TEOREMA 7.13. Las dimensiones de los grupos de homologia adjunta del dlgebra de
Lie de Heisenberg Hop_1 son las siguientes:

1. Para 0 <p<n-—2,

i () — Kznp— 2> B (2:_—22” (2n—2) — [@_—f) B (2;1_‘32” .

2. Parap=mn—1,

i Ho (o) — [ (2:_—1> <2n— >] [ (2:_—22> ~ (2:_—42)} .
)-

3. Para p =n,

Iy —

<" >](2n—2).
4. Paran+1<p<2n—2,

dim H,(n, [(27@ —
dim Hyfo, ) = [ <2;_—12) - (2;Z+—12>] (2n —2) — [ (2;1_—22> - (an— 2)} ,

n—1
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5. Parap=2n-—1,
dim H,(n,n) = 1.

DEMOSTRACION. Dado que dim (Hp(n) ® V) = dim (ker d,) + dim (Im §,) y ademds
dim (Im d,41) = dim (Hp(n) ® 3) — dim (coker 6,41 ), entonces se tiene
dim Hy(n,n) = dim (Hp(n) ® V) — dim(Hp_1(n) ® 3) + dim(coker d,,) + dim(coker d,1).

Utilizando el Teorema 7.3, la demostracién se sigue.

0






Capitulo 8

Sobre el caso general: A, (k,1)

En este capitulo vamos a estudiar el caso general y dar algunos resultados que nos
permitirdan luego dar la homologia adjunta de A, (k, k4 1) y conocer ademés los primeros
grupos de homologia adjunta para n = A,,(k,[), como se verd en los dos capitulos siguien-
tes.

Un nilradical n de una subédlgebra parabdlica de A,, es 2-pasos nilpotente si y sélo si
IIIp| = 2 (Proposicién 3.3), es decir si

Iy = {ex — exr1,61 — €1y con 1 <k <l <n.

Se tiene entonces que,

(8.1) At ={e;—e;j:1<i<j<n+1},

AT ={e1 —ea,...,e1 — €2 —€3,...,69 — €k .., €11 — €k}
(8.2) U{ek+1 — €k+2,---,€kt1 — €l,-..,€1-1 — €1}

U{eir1 — €42y -5 €141 — €ntly--y€n — Entl},
y ademas,
A(n) ={€e1 — €kt1y.- 1 €1 —€1,€2 — €ily.e €2 — €yen. €k — Chily..., €k — €}
(8.3) U{€1 — €141y ---3€1 — €nglye-vsCh— €lily---sCh — Entl}
U{€kt1 — €a1s ey Chtl — Cptly--s €] — €141y €] — €ntl}-

Si denotamos,
= xé:EMJrkparalgigkylgjgl—k,
w2 =Ei paral<i<kyl<ji<n+1-1
=y =Eipjuparal <i<l-kyl<j<n+1-1]
y ademds llamamos
X = ({m%,x%,...,x}_k,...,xlf,...,xf_k}%

1 1 I—k I—k
Y ={y1,- Yns1-1o-- - Y1 N T, )

obtenemos que una base paranes V @3, donde V=Xa@Y,y
1 1 k k
3: <{Z17'"7Z’n+1fl""7217"'72714’17[})7

es el centro de n, es decir n = V @ 3, y los tnicos corchetes no nulos de elementos de la
base son [z¢, %] = z2.

89
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8. SOBRE EL CASO GENERAL: Aj,(k,1)

Matricialmente la parabdlica p = g; x n dentro de sl(n + 1) nos queda:

(8.4)

1 1 1 1
1 Tkl A1 Znt1-1
g1
k k k
1 Tkl A1 Zpt1-1
1 1
Y1 e Yn+1-1
g1
I—K I—k
Y1 e Ynt1-1

g1
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COHIO gl = h @ @ geifej @ @ geifej @ geifej = [91791] @ Zg17 con
1<i,j<k k+1<i,5<1 14+1<4,j<n+1
i#£] i#] i#£]
Zyg, el centro de g1. La parte semisimple g7* es

8§ __
91" =lo1, 1]
n+1
- |@crie @ crie @ cmo @ oy
1<4,5<k k4+1<4,5<1 1+1<i,j<n+1
i#] i#] i#]
n+1
Derio @ cro O cro @ on,
1<4,5<k k+1<4,5<1 +1<i,5<n+1
£ i#] i#]
- P crue @ ClEsEde @ CE
1<z J<k 1<i,j<k k+1<i,5<1
i#j i#]
o @ CE;Ede P CE;o @ CEy El
k+1<i,j<l 14+1<i,j<n+1 14+1<i,j<n+1
i#] i#] i#]

donde [E; j, Ej;] = E;j—Ej j, y los conjuntos {E; ;—Ej ; : 1 <i,j < k,i# j}, {Ei;i—Ej;:
k+1<i,j<lii#jty{Ei;—FE;;j:1+1<4,j<n+1,i# j} son conjuntos generadores
de las matrices diagonales de traza cero de orden k, [ — k y n+ 1 — [ respectivamente. Por
lo tanto, la parte semisimple g7° ~ sl(k) @ sl(l — k) @ sl(n +1—1).

El centro Zg, estd formado por las matrices

n+1
_QZEZZ—"_B Z Ezz""YZEzu
i=k+1 i=l+1

conka+(l—k)f+(n+1—-0)y=

Fijamos como base del centro de g; al conjunto {H;, Ho} donde

k l
1
Hl—n+1((2n+2—l—k)ZEm+(n—i—l—l—k) ZEZ’Z

=1 i=k+1

n+1
—(+k) Y Ezz) ;

i=l4+1

Hy =

k
i=1 ;

n+1
k—20) ) E) ,

1=[+1

n—+1
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y definimos

k l
hi :nil <(2n+2—l—k)Zei+(n+1—l—k) Z ei
=1 i=k+1
n+1
—(+k) Z €i> ;
i=l41
k !
hg = <(n+1+k—2l)26i+(2n—|—2+k—2l)Zei
n+l1 i=1 i=k+1
n+1
+(l€ - 21) Z 6i> s
i=l+1
Como base para el dual de la subédlgebra de Cartan de g; tomamos
(85) H = {hl, hg, €1y ey €k—1,Ck+15-++3€—k—1,Cl+1y- -+, €n},
k—1 I—k—1 n—l
donde,

= {e1,...,ex_1} es una base de ({e1,...,ex})/{({e1 + - -+ ex = 0}), el dual de la
subdlgebra de Cartan de sl(k),

» {€ki1,---,€_k_1} es una base de ({exi1,...,e1})/{{exs1+ -+ e =0}), el dual
de la subalgebra de Cartan de sl(l — k),

= {€141,...,6n} es una base de ({e;11,...,ent1})/{e141+ -+ eny1 = 0}), el dual
de la subalgebra de Cartan de sl(n +1 —1).

OBSERVACION 8.1. Notemos que tenmemos tres bloques actuando (sl(k), sl(l — k) y
sl(n +1 —1)), para cada uno de ellos denotaremos siempre a cada operador E;; con
1 <4, <k 1<4j<Il—-kyl<ij<n+1-—1 respectivamente. Es decir que
consideraremos su posicion dentro del bloque correspondiente y no dentro de sl(n + 1).
Con esto tenemos la siguiente accion:

vy sij=a,i#].
a —x% sti=0b,1#],
Ei,j'xb: aJ L
xy sii=j =a,
—xy sii=j=b
Que coincide con la accion pensando al operador dentro de sl(n + 1).

1. Homologia trivial de n

Por el Teorema de Kostant, el cdlculo de la homologia trivial de n se reduce a encontrar
el subconjunto W' C W y parametrizar los vectores de peso méximo de la homologia en
base a este subconjunto. Recordemos que el grupo de Weyl de A, es isomorfo al grupo de
permutaciones en n + 1 letras, S,11, y que la accién de S, 41 sobre A viene dada por:

o(ei — €5) = €s(i) = €o(j)-
Por lo tanto, para el caso general tenemos:

LEMA 8.2. W1 es el conjunto de todas las permutaciones w € S,1 tales que:
» w (i) <w H(j) para 1 <i< <k,
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» w (i) <w H(j) para k+1<i<j<lI,
» w (i) <w Hj) paral +1<i<j<n+l.

DEMOSTRACION. Dado que W! = {w € Sp41 : w™ A~ C At} tomando A y A
como en (8.2) y (8.1) tenemos que si & = ¢; —e; € AT, entonces w(a) = wl(e; —e;) =
€w—1(i) — €w—1(j) ¥ Para que w™ ' (a) € AT debemos tener w™!(i) < w™'(j). Por lo tanto w
estalque w (i) <w l(j)paral <i<j <k k+1<i<j<Ilyl+1<i<j<n+l. O

Si bien sabemos como actian las permutaciones en cada bloque de g1, desconocemos
cémo actian en dos raices de bloques distintos de n. Este calculo se vuelve bastante
complicado a medida que aumenta n y los tamanos de cada bloque. Por este motivo,
vamos a utilizar otra estrategia para calcular los vectores de peso maximo de la homologia
trivial.

Para ello, veamos primero la siguiente

DEFINICION 8.3. Para cada p fijo, definimos P2(p) como el conjunto de todas las
particiones de p de longitud igual a b y con términos menores o iguales que a. Es decir,
el conjunto de elementos de la forma

[n17n27”'7nb]7
b
cona>ny >ng > >np > 1 ytalesqueZni:p

=1

Sea ahora a = [a1, @, ..., 4] con ¢ < k una particién en P/, (p). Vamos a denotar
Vg al vector de APn,

_ 1 1 1 2 2 q q
Vo = fEl_k/\fL'l_k_l A.. ./\ﬂ:l_k+1_a1 /\fl_k/\ . '/\xl—k‘-i-l—o@ AL /\ﬂfl_k/\ . '/\xl—k)-‘rl—ocq'
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Matricialmente podemos ver a v, de la siguiente formas:

8. SOBRE EL CASO GENERAL: Aj,(k,1)

g1

1
Ll _kt+1—af

Tk

2
Tl kt1—as

2
Ti_ g

ktl—ag|-

Tk

g1

g1
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Analogamente, dada un particién § = [f1,02,...,04 con ¢ < I —k en 7’3+1_1(p)-
Denotamos vg al vector de APn,

1 1 1 2 2 q q
'Uﬂ = yn-i—l—l/\yn—l/\‘ . '/\yn+2—l—ﬁ1 /\yn+1—l/\‘ . '/\yn+2—l—ﬁ/\' . ‘/\yn+1—l/\' . '/\yn—i-Q—l—ﬁq'

Matricialmente podemos ver a vg de la siguiente forma:

g1

1 1
Ynt2-1-8, s Ynt+1-1

2
yn+2—l—62 s Ynt1-1

g1

q q
yn+27l75q' |¥Ynt1-1

g1
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L3 L3 _ . ey q
De la misma forma, consideremos v = [y1,72, ..., 7], una particién en P; ,_,(p) con
¢ < k. Vamos a denotar v, al vector de APn,
_ 1 1 1 2 2 q q
Uy = an,l/\zn,l/\. . ./\,Z,HZ,Z,AY1 /\an,l/\. . -/\Zn+271772 A.. ./\znﬂfl/\. . ./\zn+2717%7

que matricialmente se puede ver como:

1 1
Zn42—l—v; s Zn41-1

2 2
Z’n+2717'}/2 s “n+1-1

g1

q
Png2—l—rygt | Fn+1-1

g1

g1
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Con estas definiciones, vamos a ver que un vector de peso maximo v de H,(n) es un
vector de la forma

V= Vo A Vg A Uy,
donde a + b+ ¢ = p,
- a € P, (a), con qu < k;

» B € Pgi1_l(b)’ con g2 <1 —k;
=ye Pl (c), con g3 < k.

y bajo ciertas condiciones en la eleccién de las particiones «, 8y 7.

El siguiente Teorema nos da la forma de los vectores de peso méximo de la homologia
trivial Hp(n).

TEOREMA 8.4. Dado p fijo, los vectores de peso mdzimo de Hp(n), salvo multiplicacion
por escalar, son:

1. v =0q, con o € P, (p) con q < k.
2. v=ug, con B € PZH_l(p) conqg<l—k.

3. v = v, Ny, donde
=y ePl o) tal quel <q<kyc<p—q(l—Fk)y
o =[l—k,...,l—kog1,0042,...,0m] € P (p—c) cong <m < ky

q
l_kzaq+12aq+22"'2am>1-

4. v =uvgAv,, donde
- 'yGPgH_l(C) tal que 1 <g<kyc<p—(1—k)mn;vy
- B: [ﬁlvﬁ?a"'aﬁma’)/la“"’yl e'Pf;’_kl_l(p—C) Conlgmgl_kyn+1_l2
l—k—m
Br=>P2 > > By >m.
5. v =14 Nvg, donde
»aePl, (a) tal quea<pyq<k;y
s feP(p—a)conl <m<I1—k—ai.

6. (a) v ="v4 Nvg Av,y, obtenido por la Construccion 8.6.
(b) v =vq Avg Avy, obtenido por la Construccion 8.7

DEMOSTRACION. Por el Teorema de Kostant (5.1), un vector de peso méximo de la
homologia trivial es un vector homogéneo. Entonces, para un nilradical 2 pasos nilpotente
de una subdlgebra parabdlica de A, un vector de Hp(n) serd de la forma,

v=xh A Azh A AR A AZE Ay AL Ay A AYTE AL
41 Yay 31 tay, J1 Jby N
I-k 1 1 I-k I—k
ANy /\zm%/\.../\zmi1 /\.../\zml_k/\.../\z ek

bi—k 1 ey

Vamos a demostrar primero que todo vector de peso maximo homogéneo, es de la forma
Vo A Vg A vy. Para ello vamos a analizar cada bloque X, Y y 3 por separado. Analicemos
el bloque X, los otros dos se analizan en forma analoga.
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98
. /\:cfk A ./\xfk . Para que v sea un vector de peso maximo
1 a

Seav=zahl A...AzL A
1 1
1 aj

debe cumplir que si E; j11 € UT (sl(k)) entonces Ej ;1.0 =0paral < j < k—1y ademds
st Ejiv1 € UT(sl(l — k)) entonces E; ;1.0 =0paral <i<l—Fk—1.
La accién del operador de crecimiento E;_1; € UT (sl(k)) con 2 < j < k es:

aj
o 1 1 j o (nd j
Ej_1 ’U—in%/\.../\xi}ll/\.../\xi{/\.../\Ej_ld(xij)/\.../\a;ié‘
i=1 ¢ J
Ao ANTE AN A DR
7 ia),
aj
] —1
:295.11/\...Aa:11 AN A ATV A L A2
& lay i i) 'Lﬂj
=1

Ao ANTE AN A DR
Zl 3

Rt

Como los términos no nulos de esta suma son linealmente independientes, para que

E;_1 v =0, debemos tener
dTEA AN AL NG A AT =0
J- Z]. 7’1 Zak

[ aj

gh AL AT A AL ALA
i iy z{
para cada 1 <7 < aj, ycadal < j <k —1.Y esto solo ocurre si a:j;1 es un factor de v.
a;

Por lo tanto v tiene la forma,

_ 1 2 J1 1 2 Jj2 2 Jm
U*xil/\%l/\-~-/\xil/\371‘2/\37@‘2/\---/\%2/\-~- Naxg N AT

Azt

im

Mirando la representacién matricial 8.4, esto nos dice que si 77, es factor de v entonces
el elemento que est4 en la misma columna de z7, pero en la fila anterior, también es factor

de v.
Veamos ahora la accién de F;_1; € UT(sl(l — k)) para 2 < i < | — k. Tomemos en

particular la accién de FE;_ ; ., para 1 < g <m.

Eiigt1-v =) @i NaZ A AT A AT A A B (@) A A
=1
Ao Aah AL AT
1 i Jq
NZj N NG g N AT

Im

_ E: 1 2 J1

= — xll/\x“/\/\x“/\ iq
=1

Ao ANxp Ao AT
m Tm
Como los términos no nulos de esta suma son linealmente independientes, para que
FEi,i,+1.v = 0, debemos tener
TN NEEN AT N AT g AT AN A A =0
y esto ocurre sélo si xﬁqH es un factor de v para todo 1 <i<j,y1<qg<m.

Dado que z} ., es un factor de v, haciendo actuar Ej,, t1,,,+2 sobre v, obtenemos que

7
. es un

z; o también es un factor de v y continuando de esta manera, concluimos que z

factor de v paratodo 1 <t < j,y jg <j<l—k.
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En la representaciéon matricial esto dice que si un elemento x; es factor de v entonces
el elemento de la misma fila pero de la columna siguiente,también es factor de v.

De la accién de los dos bloques que actian sobre el bloque X concluimos que v tiene
la forma,

_ .1 1 1 q q q
V= X NT_p N A Tl ktl—ay Nood N Ny g Ao A a:l_kﬂ_aq

donde l—k>a1>2a>--2a,>21y1<qg<k.
Anidlogamente obtenemos que en el bloque Y debemos tener vg y en el bloque 3, v,.
Por lo tanto, un vector de peso maximo homogéneo es de la forma v = vy A vg A v,.
Veamos bajo qué condiciones son vectores de la homologia.
1. v, es un vector de la homologia ya que no contiene ningun factor que pertenezca
al centro de n.

2. Al igual que en el caso anterior, vg tampoco tiene factores que pertenezcan al
centro de n, por lo tanto es un vector de la homologia.

Consideremos ahora

_ 1 1 1 q q
Uy = an_l/\zn_l/\.../\zn”_l_,ﬂ/\.../\an_l/\.../\zn+2_l_vq

Veamos que no es un vector de la homologia. Sea

1 -k 1 1
w=x_1 Ny Nzp g NN zpio g ny N N2 AN

Zq
n+1-1 n+2—l—vq

entonces Jp(w) = v, y por lo tanto vy € Im 0.
3. Veamos cudndo un vector v = v, A v4 estd en la homologia.

Para que v esté en la homologia, ningin factor z} dev (1 <i<k 6;,<j<
n+1—1) debe poderse obtener como corchete de un %, y un yjparal <a <I—k.
Dado que ningin y;‘ es factor de v, siempre podemos usar un y;‘ para obtener

cualquiera de estos z; Por lo tanto, para cada z; debemos tener que todos los z%,
son factores de v para 1 < a <[ — k. Por lo tanto, v tiene la forma,

v=ab g A ATEATE A AZEA AT A AT AT AL

q+1 m m 1
'--/\33171@+17aq+1/\"'/\xlfk/\-"/\xlfkﬂfam/\zn+1fl/\~-'

1 2 2
N Zpso ey AN g N N Zpya gy N N2 A
q
RRAN zn+2_l_%
Es decir que debemos elegir v € Pg+1_l(c), donde 1 <g<kyc<p—q(l—k);

yademds o= [l —k,...,l — k,0q11,0g42, ..., 0] € Pf_k(p—c), dondeqg <m <k

q
yl—kZOéqulZOéquQZ"'Zale-

4. Andlogamente al caso anterior, si v = vg A v, es un vector de la homologia debe
tener como factores a todos los y;? con 1 < a <[—k, por lo tanto podemos concluir
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que

1 1 2 2
U= Ynp1 N NYngai-8 NYns1—1 N ANYnpagp, N -+
+1 +1
AR N A YR B AN N A Yy N
Ik I—k 1 1
"'/\yn+1—l/\"'/\yn+2—l—71 Nzggr g N i N2po gy Nee

q q
"'/\Zn+1—l/\"'/\zn+2—l—wq

donde v € P!, ;(c)con1 < qg < kytalqueec<p—-(I-FkyypB=
[ﬁlaﬁ?a"'vﬁma’ﬂw'w’}/l epjlllifl(p_c) COHlSmSl—/{y?’L—Fl-l

I—k—m
B1>02>-->Bm>m.

Gréficamente podemos ver los vectores v = v, Avy y v = vg Av, de la siguiente
forma:

si(k) L|_|_L sl(k)

sl(l—k) sl(l — k)

v

slin+1—1) sl(n+1—1)

5. Notemos que un vector v = v, A vg € Im dy ya que no contiene ningin factor que
pertenezca al centro de n. Entonces, para que sea un vector de peso méaximo de la
homologia basta ver que esta en ker dy.

Sea

_ .1 1 q q
U_'Z‘l*k/\"'/\'%l*/ﬁrl*al/\"‘/\xlfk/\"‘/\l'lkarlfaq/\
1 1
/\yn—&—l—ZA"'/\yn—&-l—m/\"’/\er-i-l—l/\"'/\er—&—l—l—ﬁm

Entonces dy(v) es una suma de términos que involucran una z, y varios a’s e ¢/'s.
Es decir

0o(v) :ZZ N Vot N Vg

Veamos que para que dp(v) = 0 estos sumandos no pueden contener una z. Es
decir que el corchete entre una z y una y siempre es 0.

Supongamos que existe un corchete no nulo entre factores de v, digamos z =
[z,y]. Entonces, para que dyo(v) = 0 debe existir otro sumando que se anule con
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el primero, es decir que existen 2’ e 3/ factores de v tales que z = [2/,y/]. Por lo
tanto el primer sumando sera

AT A NE AT A AT A
1 ~
AYpiii N ANTA L ANY ANy g,
y el sumando con el que se cancelard serd
SN A AT AT A AT o A
AY L A AY AL AYA LAY
Ynpr1—1 N AY A AY A N Y118,

pero esto es absurdo ya que uno contiene a 2’ y no a z y el otro contiene a z y no
a z’. Por lo tanto no existe tal 2z y todo corchete de factores de v es igual a cero.

Esto nos dice que si
1 1 q q
Vo =T]_p N ANZ)_py1_q, /\"‘/\‘Tl—k/\"'/\xl—k-s—l—aq’

entonces v no debe contener factores y; talesque l —k+1—a; <i <[ —k. Por
lo tanto v tiene la forma

1 1
V=T A AT gy N NI A AT A
1 1
ANYpi1t N oo ANYngr—py N oo AUR g A AYnta i,

donde o = [y, . . ., oy EPlk_k_l(a) conl<a<pypB=I[Bf,...,0m € P (p—a)
conl<m<Il—k-—a.

OBSERVACION 8.5. Notemos que para que exista al menos un elemento del
blogue Y, debemos tenerl —k+1— a1 > 1, es decir a; <1 —k — 1.

Gréficamente, el vector de peso méximo de la homologia v = v, A vg tiene la
forma

«aq

sl(k)

l—k‘—Ozl

sli—k) | ... |

sl(n+1—1)
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6. Consideremos ahora el caso v = v, A vg A v,. Tenemos que

Bo(v) =Y 2 A v AU Avy,

donde z es el corchete entre un z y un y factores de v (como en el caso anterior).
Entonces para que dy(v) sea 0, debemos tener que los sumandos se cancelen entre
si, 6 que los sumandos sean 0.

Los sumandos no se pueden cancelar entre si por la misma razén que en el
caso anterior. Entonces cada sumando debe ser cero. Entonces tenemos dos posi-
bilidades:

(a) Todo corchete [x,y] = 0.
(b) El corchete z = [z,y] es un factor de v para todo par (x,y) tal que z # 0.

Analicemos cada uno de estos casos:

(a) Supongamos que [z, y| es siempre cero, entonces sabemos cémo deben ser v, y
vg por el caso anterior; a = [aq,...,aqconl < oy <I—k—1y B =[01,...,0m]
conl<m<Il—k—o.

Veamos qué otras condiciones deben cumplir S y v para que v sea un vector
de peso maximo de la homologia.
» Siv, = Z}LH_I AN Z7lz+2—l—71 VAN, szH_l Ao A sz_Q_l_%, entonces
denotemos

Oy=2p g AN Zpg gy A N2 N N2
es decir que 0y es v, sin su primer factor Z}L 10
Supongamos que m < I — k — «y. Entonces si
W=t sy AU Ao Mg A
tenemos dyp(w) = v. Por lo tanto debemos tener que m =1 —k — a;.
» Supongamos ahora que y; > B_k_q,. Entonces sea

—

1

1
T R S Neo i NZpgo gy N

~ _ 1
Uy =Zpp1 g N A2

S S
"'/\Zn+1—l/\"'/\Zn-‘rQ—l—’Ys’

l—k—aq

nA1—1—By N Vo N vg N\ Uy, entonces

Consideremos w = {Ellf keay NY
Oo(w) = Z711+1—l—,31_k_a1 A Vo ANvg AUy = 0.
Esto nos dice que 71 < B1_k—q,-

» Consideremos ahora el primer o; tal que a; < g, 2 < i < ¢ (podria no
existir). Si

_ 1 1 s s
Uy = Zpyp1 g N N2ppo g N c N2 g N N 2o s

con s > i entonces sean
—_—

~ _ 1 1 i S
Oy = Zppi g N o AN pqo gy N N2 NN 2o
yw= a:;;kfai A yil_fl__?z A va A vg A Uy, por lo tanto
Oo(w) = 211 NVa AU AUy = 0.

Y esto nos dice que s < i.
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= Si g < k entonces consideremos
1 1 s s
Uy =Zp 1 g N e N2Zpqo g Necc N2 g g NN 20

con s > g+ 1y sean

~ 1 1 1
Uy = Zpy1 g AN oo o N 2o gy N N2 AN AN 2o
yw= :E;Ifkl A yi;rklfl Nvo Nug N\ UAV, por lo tanto
1 .
Oo(w) = Z:fs—l—l A Vo ANVg A Dy = .
Y esto nos dice que s < g+ 1.

Entonces debemos tener,
m 1 <a<p-2,
" a4+ Bi—p—oy(l —k—a1) +1<py ademds
" a+b+ Bg—a, (i —1) >p.

Por lo tanto podemos construir un vector de peso maximo de la homologia
H,(n) de la siguiente forma:

CONSTRUCCION 8.6.

1) Elegimos a = [, ..., 04] € qufkfl(a) conl<qg<k 1<a<min{p-—
2,k(I—k)}. Esto nos da el valor de ay y definimos i tal que «; es el primer
aj < aq, ysinoi=q+1.

2) Elegimos Bi—k—a, tal que Bj—g—o,(l —k—a1) <p—a—1.

3) Elegimos b tal que: p—a—B1_k—q,(i—1) < b < p—a—1. Entonces elegimos
B= B, Bi—k—ay] € Pf;rkl:?l (b) y finalmente,

4) Elegimos v = [y1,...,7| € Ps ' (p—a=—b).

l—k—aq

Con esta construcciéon v = v, A vg A v es un vector de peso maximo de
H,(n); ya que por lo visto anteriormente, todo corchete es nulo y por lo tanto
0o(v) = 0; ademds ninguno de factores de v que son elementos del centro se
puede obtener como corchete de dos elementos que no sean factores de v, y
entonces v ¢ Im Jp.
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Graficamente podemos ver el vector de peso maximo de la siguiente forma,

aq

—N—
L 1}i—1
sl(k)
}l—k—al
sl(l—k)
slin+1-1)

(b) Supongamos ahora que todo corchete no nulo de elementos de v también es
un factor de v.

Sean
_ .1 1 q q
va—xl_kA...Axl_k+1_a1/\.../\xl_k/\.../\a:l_k+1_aq,
y

1 1

Sea i el menor tal que m <l —k+1— q4, sino ¢ = ¢+ 1. Entonces para r > i,
el corchete [z7,yi] = 0.

Para 1 <7 < i tenemos [27,y/] = 2f conl —k+1—-a, <j<myn+2—
l—B; <t <n+1-—1I. Teniendo en cuenta quesil —k+1—-a, <j<m=
n+2—101—-B_ky1—a, <n+2-1-6; <n+2—1— By, obtenemos que v,
debe tener por factores a los

(8.6) ziconr<iyn+2—10—[F_gi1-a <t<n+1-1

Falta ver que otros posibles factores puede tener v,.

Los tunicos z; que pueden ser factores de v son aquellos tales que uno de a:;'

y y7 también sea factor de v pero no ambos (si ambos son factores, 2} ya fue
considerado antes). Si ni x;” ni y; son factores podemos construir un w tal que

0o(w) = v como lo hicimos en el caso anterior. Entonces si z’; es factor de v,

yi no puede ser factor de v y viceversa, para todos los posibles valores de j.



(8.8)

1. HOMOLOGIA TRIVIAL DE n 105

1) Consideremos los z’; que si son factores de v, es decir que 1 < r < gqy

l—k+1—a, <j<Il—k Tomemos también los yi que no sean factores
de v, es decir aquellos con 1 < j <Il—ky 1<t <n+1-1—p;. Entonces
debemos tener méx{1,l—k—1—a,} < j <Il—ky por lo tanto los posibles
factores de v, obtenidos son los

Zieconl<r<qgyl<t<n+1l-1-p 4.

2) Consideremos ahora los xg que no son factores de v, es decir aquellos con

1<r<kyl<j<l—k—a,. Tomemos también los y] que si sean factores
de v, es decir aquellos con 1 < j<myn+2—-1—-8; <t<n+1-1
Entonces debemos tener 1 < j < min{l — k — a,,,m} y por lo tanto los
posibles factores de v, obtenidos son los

ziconl<r<kyn+2-1l—-<t<n+1-1

Notemos que (8.7) y (8.8) contienen a (8.6).

Podemos graficar la situacién de la siguiente forma:

si(k) | ¢

sl(l—k)

Es decir, que el vector de peso maximo tiene la forma v = v, A vg A v,, donde
v, puede contener a cualquier factor de un v,/ contenido en la “esquina” del
bloque 3 que no incluye al rectdngulo sombreado de la figura (8.9) y que ademés
contiene a los factores obtenidos en (8.6).

Con todo esto podemos construir este tipo de vectores de peso maximo de la
siguiente forma:

CONSTRUCCION 8.7.
1) Elegimos a tal que 1 < a < min{k(I—k),p—2} ya = [a1,...,0q] € P, (a)
conl1<q<k.
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2) Definimos agi1 = 0 y elegimos i de modo que | —k + 1 — a;—1 < min{l —
k+1—aip—a}l.

3) Elegimos m tal que l —k+1—ca;—1 <m <min{l—k+1—oa;,p—a}.

4) Elegimos B1—k+1-a, , > 1 tal que

Bi—kt+1—a; (k-1 +i)<p—a—m+ (1 —k+1—0wi1)

5) Elegimos b tal que
b2 B—kri—as =k +1=a1)+m—(I—-k+1—-0ai—1), ¥y
b<min{p—a—(i—1)B—kt1-a;_-mn+1—-10}

6) Elegimos 51 > 1 tal que k1 +q(n+1—1—p1)>p—a—by
b1 < Hlfn{b — (ﬁl,k+1,ai71 - 1)(l — k- Oéi_l) —-—m+1,n+1-— l}

7) Elegimos 3= [B1,..., Bi—k41-ai1»-- > Bm] € Prq_i(b).
8) Elegimos v = [y1,...,7s) € Pr y_(p—a—b) coni—1<s5<Fk, v >
Bi—k+1-a; para 1l <j <i—1y ademds vg41 < P1.
OBSERVACION 8.8. Notemos que con esta construccion, después de sequir los

ocho pasos el vector que se obtiene es de peso mazrimo de la homologia. Sin embargo,
algun paso podria no ser posible debido a una mala eleccion en algin paso anterior.

g

OBSERVACION 8.9. Vamos a denotar el mdédulo de la homologia trivial asociado a
alguna combinacion de las particiones a, §, v como H(n), HP (), HY'(n), HY (n),

HyP (n) y HY (n) respectivamente.

2. Productos Tensoriales

Por todo lo expuesto en los capitulos anteriores, podemos calcular la homologia adjunta
de n = A, (k,l) en tres pasos:

1. calculando los vectores de peso méximo de la homologia trivial Hy,(n) (resuelto en
el Teorema 8.4);

2. calculando los vectores de peso méximo de los productos tensoriales H,(n) @ V' y
H,(n) ® 3, y por ultimo

3. conociendo cémo actia el morfismo de conexién ¢, sobre cada vector de los pro-
ductos tensoriales.

En esta seccién vamos a resolver el segundo paso, mientras que en la seccién siguiente
daremos algunos resultados sobre la acciéon del morfismo de conexidén.
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De la representacion matricial 8.4 y de la demostracién del Teorema 8.4, se observa que
sobre cada bloque (X, Y, 3) actian dos bloques. Graficamente la situacién es la siguiente,

sl(k) » X 3
/I\
sl(l—k)» Y
/]\
slin+1-1)

Asi, por ejemplo, sl(k) actia sobre los bloques X y 3, y sl(n + 1 — [) actda sobre los
bloques Y y 3.

Para cada conjunto J, recordemos que los operadores V; y U; son los definidos en
(5.8).

Consideremos en general un bloque B (que puede ser uno de los bloques X, Y 6 3) de
tamano a X b y cuyo vector de peso maximo es ué. Sea ademés u; un elemento de B y
supongamos que sobre B s6lo actiian sl(a) y sl(b). Entonces si Vp es una representacion,
un vector de peso maximo de Vp ® B viene dado por el siguiente teorema:

TEOREMA 8.10. Sea v un vector de peso mdzimo de Vp de peso X = (A1, ..., Ag—1)
como sl(a)-mddulo y de peso = (1, ..., pp—1) como sl(b)-mddulo.
m Sea s tal que s =1 0 Ag—1 > Ag para 1 < s < a y definimos Ay = 0.
Sea t tal que t =b 0 py > g1 para 1 <t < by definimos pp = 0.
Sean A®) = {J C [[a]] : méx(J) = s} y Ay ={J C[[b]] : min(J) = t}.
Para i < s definimos ; = A\s — \j — (s — i) + 1 ycTJ:HUT-.
€]
Para i >t definimos oy = py — i — (t —i) — 1 y oy = Hai.
ieJ

11 min(Jy)
w= Z Z ;%Uh(vhv) ® uméX(JQ)
J2€A() JieAls ~ 2T

Entonces

es un vector de peso mdximo de Vp ® B.
Ademds, como sl(a) modulo, w tiene peso

()\1+1,)\2,...,)\a_1), st s =1,
()\1,)\2, vy As 1, ...,)\a_l), st > 1.

y como sl(b) mddulo, w tiene peso

(/’L1+17,u’2+17“'7ua—1+1)7 Sit:ba
(1, 12y ooy it — 1, ooy ip—1), sit<b.

DEMOSTRACION. Debemos ver que el vector w asf definido es vector de peso maximo
tanto de sl(a) como de sl(b).
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» Veamos primero el caso sl(a). Sea E,,+1 € UT(sl(a)) con 1 < r < a, entonces
tenemos:

m1n(J1)
,,r+1 w = Z Z 7; rr+1aUJ2(VJ1 )] méx(]z)
J2€Any JieAls) 72T

fn(J
+ Z Z 77UJ2(VJ1) [”H’“Eg;((fz))]
Joa€AG JyeAls) 72

1 min(J1)
= Z Z o, O UJ2 ( r T+1VJ1 U) ® uméX(Jz)
Joa€Ayy JieAls) TU2 T

min(Jy)
D DD D N TN O )
JQGA(t) J1 cA(s) 2 E

ya que como Uy, € U™ (sl(b)) conmuta con E, 1.
Entonces obtenemos:

1 1 min(J
Er,r+1 W= Z ;UJQ Z %(Er,r-i—lvhv) ® uméx((le))
J2€EA 2 J1€A)
1 1 min(J1)
+ Z TUJQ Z U:(VJIU) & Er,r-i—la uméX(JQ):|

1 1 min(J1)
= Z O_—UJ2 Z O_:(Er,r+1VJ1U)®uméx(Jlg)+

Y 0o (B2

JieA®) 1
1 1 min(Jy)
- Z 0J, Ui | B Z TLVJW O Ui (1)
JQEA(t) J1 cA(s)
Y como Z —VJIU ®u$:;((‘h )) es un vector de peso maximo como sl(a)-médulo
oA

J1 cA(s)
por el Teorema 5.10, entonces obtenemos que Fy., 41 - w = 0.

= Andlogamente al caso anterior y teniendo en cuenta que Uy, y V;, conmutan ya
que Uy, € U (sl(b)) y Vi, € U (sl(a)), obtenemos E,, 1 - w = 0 para E.,41 €

U (sl(D)).
O

OBSERVACIONES 8.11.
1. Notemos que este Teorema contiene a los Teoremas 5.11 y 5.10.
2. Vamos a denotar el submddulo que tiene como vector de peso mdximo a w obtenido
a partir de este Teorema, como Vp ® B(s,t) para distinguir la eleccion de s y t.
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3. Esta construccion preserva los diagramas de Young: veamos esto con un ejemplo.
Supongamos que tenemos sl(15) dividido en tres blogques sl(4), sl(6) y sl(5),
donde los dos primeros blogques actian sobre el bloque X.
Consideremos la representacion Vp asociada a la particion (4,2,1) (como sl(4)-
mddulo) y que tiene como vector de peso mdzximo a v = xé/\m%/\xi/\x%/\x%/\x%/\x%.
Entonces como sl(6) modulo v tiene peso (3,3,2,2,1).

El vector de peso mdzimo de Vp ® X (2,4) (por ejemplo) serd entonces
min(Jq)
Z Z 77UJ2(V]1 ) & xmzix(Jg)‘
J2€A) J1€A2) J2
Un sumando de w (cuando elegimos Jo = {4} y J1 = {2}) es
—xé/\:ré/\x}“\x%/\:c%/\x%/\x%@xi,

que como sl(4)-mddulo tiene peso (4,3,1) y como sl(6)-mddulo tiene peso (3,3,2,1,1)
que es exactamente el mismo que se obtiene de tomar el diagrama de Young de v,
y agregarle un cuadrito en la fila 2 en el caso sl(4), ¢ removerle un cuadrito en la
fila 4 en el caso s1(6).

Grdficamente,

sl(4) - L]

sl(6)

sl(5)

3. La accion del centro de g;
Tal como lo hicimos en los capitulos anteriores, vamos a analizar la accién del centro
de g1 {h1,h2} (ver (8.5)) en cada uno de los vectores de peso maximo de los productos

tensoriales H,(n) ® X, Hy(n) ® Y y Hy(n) ® 3.

LEMA 8.12. Sean
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»aePl (a), B EPn_H (D), 76772‘11 l( c) tales que a +b+ ¢ =p;
. a’Equ_ (), p' € n+1 (), Pn+1 () tales que o’ +V +¢ =p—1.

Las siguientes tablas nos dan la accién del centro de g1 sobre los mddulos Hy(n) ® X,

H,(n)®Y y Hy_1(n) @ 3.
K H" @ X H'" QY
a (p+1,-p—1) (p+1,-p+2)
B (p+1,2p—1) (p+1,2p +2)
(8.10) ary (p+1+c,—a+c—1) (p+1+c,—a+c+2)
By (p+1+c,p+b-1) (p+1+c,p+b+2)
aff (p+1,—a+2b—1) (p+1,—a+2b+2)
afy|(p+14+c,—a+2b+c—1) | (p+1+c,—a+2b+c+2)
[ we | Hy)? 93 |
o (p+1,-p+2)
g’ (p+1,2p—1)
(8.11) o'y p+1+d,—d + +1)
By (p+1+d,p+0+1)
o (p+1,—ad’ +20 +1)
oY (p+1+d,—d +2V + +1)

DEMOSTRACION. Se sigue de observar que la accién del centro de g1, {hi, ha} (ver

(8.5)) es

a,—a), en un vector de tipo v,, con « una particién de a,
b,2b), en un vector de tipo vg, con B una particién de b,
¢, c¢), en un vector de tipo v,, con 7 una particién de c,
—1), en xll_k, el vector de peso maximo de X,

n
~—~~ ~ —~ —~ —~ —~ %

,2), en y}wkl, el vector de peso maximo de Y,
1

,1), en ! el vector de peso maximo de 3,

n+1-—0>

PROPOSICION 8.13. Para cada 0 < p < dimn, Hy(n) ® 3 es de multiplicidad libre.

DEMOSTRACION. Se sigue de la comparacién de la accién del centro de g; sobre
H}'(n) ® 3 para cada par de posibles w (Tabla (8.11)). O

En el siguiente Teorema damos algunos resultados sobre la accién del morfismo ¢, en
el caso general.

TEOREMA 8.14. Sean «, 8, v, &, ' y v como en el Lema 8.12. Entonces 0, actia

de la siguiente forma:

15( ()®X):0,
Sp(Hp (n) @ X) =0
<Hﬁv<> X) =
8p(Hy’ () ® X) =0,
Sp(Hy () @Y) =0,
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6. 6(H) (n)®@Y) =0,
Y ademds,
7. 5p(Hy (n) ® X) € H 4 (n) @3,
8. 5p(Ha67() )CHQIV/()®3sia:a’,b:1yc:c’,
9. 8,(Hp” ()®X)CHO‘67( y@3sia=d, b=V +1yc="¢,
10. 5,(Hg(n) ® Y) C HY' ()®3,
11. 6y(Hp () ® )CH;X (M@ sia=d+1yc=7,
12. 5,(HpP(n) @ Y) € Hy (n) @3 sia=1,
13. 6,(HY (n) @ )gH;/i(n)@g;,sm:a'H yb=1,
14. 6,(H HY" ()@ Y) C Hl‘f /"’,( y@3sia=ad +1,b=b yc=".

Se tiene también que H 71( n) ® 3 C cokerd,.

DEMOSTRACION. Se sigue de la comparacién de la accién del centro de g sobre H,(n)®

X y Hy(n) ®Y con la accién sobre Hy_1(n) @ 3. O






Capitulo 9

Las familias A,(k,k+ 1)

En este capitulo vamos a considerar las familias de nilradicales que se obtienen de elegir
dos raices consecutivas, es decir cuando Iy = {ex — €11, €k11 — €xyo} con 1 <k <n—1.
Notemos que el caso k = 1 corresponde a A, (1,2), y el caso k = n—1 (es decir A,(n—1,n))
es isomorfo a A,(1,2).

Sean X = <{$%, B :Elf}>a Y = <{y%7 e 7y7]7:—k}> y3= <{Z%7 ) ZylLfk;v e az]fy ) szk}%
entonces n = A, (k,k + 1) estd generada como dlgebra de Lie por V =X @Y y los tnicos
corchetes no nulos de elementos de la base son [z, yjl] = z; Es decir, 3 es el centro de n.

La subdlgebra parabdlica p dentro de g; es,

(9.1)
vy | & Znk
sl(k)
Ty | 21 Zﬁ—k
ui Yn—i
sl(n — k)

Y se puede ver facilmente a partir del Capitulo anterior, que la parte semisimple de la
subdlgebra reductiva es gi° ~ sl(k) & sl(n — k).

1. Homologia trivial de A, (k,k+1)

Como en los casos anteriores, necesitamos como paso intermedio para calcular la ho-
mologia adjunta de n, conocer primero su homologia trivial. Para ello tenemos

113
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TEOREMA 9.1. Los vectores de peso mdximo de H,(n) son:
1. va:x%/\x%/\...Axf stp <k, dondea=1[1,...,1].
P
2. vg = y}url—k—p A y711+2*k*p A A y}url—k: sip <k, donde B = [p].
3. v =1v4 Ny, donde
sy ePL (o) tal quel <g<kyc<p—gq y
wa=[1,..., 1, a¢41, 0042, am] € PIM(p—c) cong <m <k yog = agro =

q
c=am, = 1.

4. v =1vg Avy, donde
= ’YGPg_H_l(C) tal que 1 <qg<k,c<pym<p—c;y
= B=[B] €Py_y(p—c) con pr >
5. v=wv4 Nvg ANv,, donde
. aGqu(a) tal que 1 < g<k,1<ay2a+1<p;
= BePL (b)) conl1<bybla+1l)<p-—a;
sy =[] EP L p—a—b) conl<m<k y>y>>y>by
b2 Yat1 2 Yat2 = = Ym = 1.

DEMOSTRACION. Se sigue del Teorema 8.10. O

2. Homologia adjunta de A, (k,k+ 1)

Vamos a analizar la accién de ¢, en cada tipo de médulo del producto tensorial, para
luego calcular explicitamente la homologia adjunta de esta familia de nilradicales.

TEOREMA 9.2. Sean p > 2, a,d’,b,b/,c,d >0y

= aecPl(a), BePL,_,(b),ye PP, _(c) tales que a+b+c = p;

» o € Pfi(a’), BePy ), e Pz‘il_l(c') tales que o’/ + b0+ =p—1.

Entonces 0, actia de la siguiente forma:
1. Sip<n—k, B=I[p| y B =[p—1] entonces
5, (Hﬁ(n) ® X(1, 1)) — 0 () @3(lin—k—p+1).
Mds atn,
Hf_l(n) ®3(1,n — k) C coker ).

2.8 p<k,a=[,...,1lyd =[1,...,1],
P p—1

bp (Hy () @Y (Lin — k) = Hy'y (n) @ 3(p,n — k).
Mds atn,
H;‘Ll(n) ®3(1,n — k) C coker dp.

3. mSia=d+1,a=[1,....,1] yy=[7,...,7]) con1 <qg<d +1y ademds,
a’+1
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a) si g <ad entonces

5y (HS'(n) @ Y(1,)) = HS(n) @ 3(d + 1,1);
b) si g =da' + 1 entonces
bp (HY"(n) @ Y (1,1)) = 0.
» Sia=d,b=1,c=,y=[y1,...,7] conl1<q<d +1y ademds,
¢) Yar+1 = 0, entonces
5, (Hg’ﬁv(n) ® X (s, 1)) = B (n) ® 3(s,n — k).
Mds atin, si s #a +1 yt+#n—k entonces,

ngll (n) ®3(s,t) C coker .

4. wSia=d,b=V+1, c= y ademds
a) si ygr1 = + 1, entonces
3, (Hg’ﬁwn) ® X) —0,
b) st yy41 < b + 1, entonces

3p (Hz?'”(n) ® X (s, 1)) = H(n) @ 53(s,m — k — V).

s Sia=d +1,b="V, c= y ademds
c) siyg41 >V, entonces
5, (H;ﬁ’V(n) ® Y) —0,
d) siygi1 =1V, entonces

5, (H;“B/V(n) ® Y (1, t)) — B (n) @3’ + 1,1).

Mds atin, si vy 4 <V yt#n—k=V;dsiv, =V, s#d+1yt#n—k,
entonces
Hglﬂ/"’/ (n) ®3(s,t) C coker d,.

DEMOSTRACION.
1. Sea vg = yrlb_k Ao A y711+1_k_p con = [p]. Entonces un vector de peso méximo

del producto tensorial Hg (n) ® X de acuerdo al Teorema 8.10 serd
. 11 min(Jy)
U S o ) @ iy
Ja€A() J1€A)

En este caso t = 1 ya que el segundo bloque actuando sobre X es sl(1) y como
sl(k) actia trivialmente sobre vg, entonces el tinico s posible es s = 1. Por lo tanto:

1 1 min(J-
w= Z Z ——Un(Vyvs) ® xméx((jg))
Jo€A ) 72 TN
2€A1) J1€A
=—18Q® x%

1 1 1
== Ypp N A Yn+1—k—p ® xq
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Evaluando 0; obtenemos:
p —_—
1,1 1 1
o (w) = Z( Dy g A A Yni1pei N A Ung1—k—p @ Zng1—k—i-
i=1
Evidentemente 0; (w) ¢ Im 9y®1 ya que ningin factor yj- pertenece al centro de n'y
cada sumando el linealmente independiente con el resto. Como sl(k) médulo, 9; (w)

tiene peso (1,0,...,0) y como sl(n — k) médulo, su peso es (1,...,1,0,...,0). En-
——— ——— ———
k—2 n—k—p p—1

tonces si existiese un submédulo de H 511 ®3 con el mismo peso, por la Proposicién
8.13 se tendria que

0# 6,(HS () ® X(1,1)) € HY | ®35.
Veamos cudl es este submoddulo.
Sea vg =yl AL A y711+27k7p con 8/ = [p — 1]. Entonces un vector de peso
maximo de HﬁLl ® 3 tiene la forma
fn(.J
=2 > U 5 (Vivg) @ 2 ),
J2€A (1) J1EAD) 789

donde los posibles valores de t sont =n —kyt=n—k—p+1yaque vg tiene
peso (1,...,1,0,...,0) como sl(n — k)-mbdulo. Dado que sl(k) actia trivialmente
N N —

n—k—p+1 p—2
sobre vg entonces s = 1 y por lo tanto obtenemos los siguientes w’s

1 min(Jy)
w1 = Z Z 77UJ2 (VJ1U,3/) ® Zmax(Jlg)
J2€A (k) J1€AM) !

=—up® anlw

Wy = Z Z UJQ(VJ1U5’) rlnax(Jg)

J2€A(n—k—p+1) JleA(U 92
> o7 U"QUB' D Zmx(a)-
J2€Am—k—pr1)
Notemos que w; como sl(n — k) médulo tiene peso (2,...,2,1,...,1). Un

S—— ——
p—1 n—k—p

sumando de wy es —vg @ 2L p+1 (que resulta de elegir Jo = {n —k —p + 1})

por lo tanto se ve que wg tiene peso (1,...,1,0,...,0) como sl(n — k)-médulo y
—— ——
n—k—p p—1
tiene peso (1,0, ...,0) como sl(k)-médulo; y entonces podemos concluir que
~——
k—2

5, (Hg(n) ® X(1, 1)) — 7 () @iln—k-p+1)

Hfil(n) ®3(1,n — k) C coker §p.
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2. Este caso es analogo al anterior. Sea v, = x% A...Azf cona=[1,...,1]. Entonces

P
un vector de peso maximo del producto tensorial H,(n)®Y" de acuerdo al Teorema

8.10 sera

Y S D nmaent)

Ja€A @) J€AB) 720

En este caso s = 1 ya que el primer bloque actuando sobre Y es sl(1) y como
sl(n — k) actda trivialmente sobre v,, entonces el dinico ¢ posible es t = n — k. Por
lo tanto:

J
w= > > **UJQ(VJW@ Tonint )
J2€A(m_k) J1€AD) 92 @

= = Va ®yn—k

:—x%/\.../\xﬁD@y}I_k

Evaluando 0 obtenemos:

p —~ .
(w) =D (1) ain. Aai A A @2y
=1

Evidentemente 01 (w) ¢ Im dy®1 ya que ningtin factor :E; pertenece al centro de n'y

cada sumando el linealmente independiente con el resto. Como sl(k) médulo, 9y (w)

tiene peso (1,...,1,0,...,0) y como sl(n—k) médulo supesoes (1,...,1). Entonces
———— N — N——

p k—p—1 n—k—1
si existiese un submddulo de Hy of " | ® 3 con el mismo peso, por la Proposicién 8.13
se tendria que

0 4 6,(HS () @ Y (1,n — k) C HY | @3

Veamos cual es este submédulo.
-1 . .
Sea vy = x%/\. . ./\xlf con o = [1,...,1]. Entonces un vector de peso maximo

p—1
de Ha 1 ® 3 tiene la forma

Z Z 77UJ2(VJ1”(1) rIll’ll;I}l((({Ilz))’

J2€A<t) J1€A(s> TJ

donde los posibles valores de s son s = 1y s = p ya que v, como sl(k)-médulo tiene
peso (1,...,1,0,...,0). Dado que sl(n — k) actda trivialmente sobre v,/ entonces
—— ——

p—1 k—p
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t =n — k y por lo tanto obtenemos los siguientes w’s
min(J7)
w1 = Z Z 77UJ2 (le’l)a ) ® Zmax(Jlg)
T2€A Gy Hream 772

= — Vo ® Zn—k;?

o mln(J1)
w2 = Z Z 77[]*]2 (Vivar) @ “méx(J)
JQGA(n k) JleA(P)

_ Z VJ Vs @ zmln(J1)
= — V5 vy
Jeaw 0T

Notemos que wy como sl(k) médulo tiene peso (2,1,...,1,0,...,0). Un suman-
p—2 k—p
do de wy es —vy ® 2P, (que resulta de elegir J; = {p}) por lo tanto se ve que
wy tiene peso (1,...,1,0,...,0) como sl(k)-médulo y tiene peso (1,...,1) como
—— —— ——
p k—p—1 n—k—1
sl(n — k)-moédulo. Entonces podemos concluir que

y ademas

p— o () ®3(1,n—k) C coker 6.

. Sea v = [vi,... ,’yé,} con 1 < ¢ < a’ entonces T = vy A vy un vector de peso

I~ I~
méximo de H "} (n). Un vector de peso méximo de H,"} (n) ® 3 serd entonces

T Y Y UaVane i),

JQGA(tl) JLeAG) 9J
Como @ tiene peso (y;+1,...,7.,+1,0,...,0), como sl(k)-médulo y tiene el mismo
——
k—a'—1
peso de v, como sl(n — k) médulo, digamos p/ = (pf,...,pl,, 0,...,0 ), entonces
——
n—k—m/—1

los posibles s son:

[ ] S/ = 17

= aquellos donde vy < vg_1

ms'=d +1sia +1<k.
Los posibles ¢’ son

st/ =n—k,

= aquellos donde g}, > fiyr41.
Por lo tanto w tiene peso

/ /
(m+1...,7,+10,...,0)0+(0,..., 1 ,...,0),
k—a'—1 s'
como sl(k)-médulo y tiene peso
(W) s iy 0,...,0 )+(o,...,\—/1j,...,0),

n—k—m/—1 t’
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como sl(n — k)-mdédulo.

» Sean o = [1,...,1] y v = [y1,...,7] con 1 < ¢ < d + 1. Entonces por el

a’+1
Teorema 9.1 v = v, A vy es un vector de peso maximo de Hp” (n). Un vector
de peso méximo de H,”(n) ® Y serd entonces

Z Z TiUh(Vh ) Elar)l((( ))

J2€Ay JieAls) 7P
Como el primer bloque que actia es sl(1) y v como sl(n — k)-médulo tiene
peso el mismo peso de v, digamos pu = (u1, ..., ftm, 0,...,0 ), obtenemos que
———
n—k—m—1

s =1 y los posibles valores de ¢ son:
ot=n—k,
e aquellos donde iy > prgy1-

Por lo tanto tenemos
1 1
w= ) o Un @ Yngx()s
J2€Aw)
que como sl(k)-médulo tiene el mismo peso de vy A v

9.4 1, AYgar +1,0,...,0),
(9.4) (11 Ya'+1 )
k—a’'—2

y como sl(n — k)-médulo, tiene peso

9.5 0,...,0 0,..., —1,...,0
( ) (:u17 s Hmy U, ) )+(7 ) 9 7)

n—k—m—1 t

a) Siq=ad,esdecir y541 =0y 7o > 1, aplicando 9; a w obtenemos:

1
o1 (w) =01 E pu UJz (Ua N U’Y) ® yrlnéx(b)
JQGA(t) 2

1
:81 Z —Va A\ UJ2 (U“/) X yrlnéx(Jz)

TreAq 0.,
1 1N '+1 1
:81 Z 0_7551 A xa A UJ2 (U’Y) ® yméx(]z)
JQGA(t) J2
a/-‘rl 1 o~
_ +1 1 j "+ '
=S (-t Y ST AN AT AU (0) ® S
. JQEA(t) 2

Vamos a probar que 01 (w) ¢ Im 9y ® 1. Para ello consideremos el sumando
de 01 (w),

! I
w? +1 — (_1)a +1$% AL /\xl v’y ®Za Jrl7



120

)

9. LAS FAMILIAS A, (k,k+1)

que resulta de elegir i = @' + 1y Jo = {t}. Este sumando el linealmente
independiente del resto ya que la tinica forma de obtener zflﬂ

.z . ’ .
eleccién. Siu =21 A... A2 vy, es decir

es con dicha

w?’Jrl _ (71)11/4-1 ® Za +1

veamos que u € Im 0y. Si v € Im Jy entonces alguno de sus factores z; se

obtiene como corchete entre zj e yjl y ninguno de estos es factor de u. Por

lo tanto i > a’ ya que 21 A ... A :U‘f/ es factor de u, pero entonces no existe
tal factor z; ya que para i > a z; no es factor de vy y por lo tanto de w.

Comparando los pesos como sl(k)-médulos de (9.2) y (9.4) y los pesos
como sl(n — k)-médulos de (9.3) y (9.5) obtenemos que si v = +' entonces
pu= 'y eligiendo s’ =a’ + 1y t' =t obtenemos que

o (H" () @Y (1,6)) = H (n) @50+ 1,8).

Si g =a +1, es decir 7,41 > 1, aplicando d; a w obtenemos del caso
anterior, que

w?,H:( 1)a+1 1/\ Azl Uw®za+17
es un sumando de 0;(w) que es linealmente independiente del resto. Si u
es igual que antes, es decir
w?url — ( 1)a +1u ® Za +1

veamos que u € Im dy. Sea 7 = z¢ !

donde

1 a A
A yn—k+1—va/+1 ANxy Ao ANx] Noy

~ _ 1 1 a’'+1 a'+1
Uy =Zp g N o N2 iy N Ny e AN N2

[x]

nfk+27'ya/+1 ’

a’+1

k11 Entonces tenemos,

es decir 177 es v, sin el factor z

a’+1

! Az A AZY NG
,yn7k+17,ya,+1 xq A 41 U~y

—

+Z D yp gy Yol 41’ AT AT A AT AL A AT

=Z

’+1 1 a A~
Nk 1=y ANy N...ANxy Ao,

—

+ Y (12, AT AT AL AT AL AR AT

=Z

a’+1 1 a A~
n—k+1—740 41 AN S AN A VAN

/ _ ’
=(—1)* Pl A A2 A,

(_

1)“,+71+'“+7a’+1_1u.

Por lo tanto 01 (w) € Imdy ® 1 y entonces
by (H7(n) @ Y (1,1)) = 0.
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c) Sean B =[1]y v = [y1,.-.,7a] con 74 > 1. Entonces por el Teorema 9.1

5w

v = vy A vg A vy es un vector de peso maximo de H, . Un vector de

ab”r( )

peso maximo de H. ® X serd entonces

Z Z - —U (Vo) ® Z;I:((({]lz)) ’

0Jy, OJ
J2€A@) JieAls) 72 T

Como v tiene peso (71 + 1,...,7 + 1,0,...,0) como sl(k)-médulo y el
N——
k—a'—1
segundo bloque que actia es sl(1), obtenemos que los posibles valores de
s son:
o 5s=1,
e aquellos donde s < vs—1,
e s=d+1sid <k.
y ademas t = 1. Por lo tanto tenemos

J
w=- Z 7VJ1U® mln( 1)7
Jieas 7N

que como sl(k)-médulo tiene peso

(vi+1,.. Y% +1,0,...,0)+(0,...,. 1 ,...,0),
k—a'—1 8

y como sl(n — k)-médulo, tiene el mismo peso de vg A v,, digamos

(Ml""a/"’n—k;—b’_17"'7Hm7 0750)
——

n—k—m—1

Aplicando 0; obtenemos

1 mln
O(ws) ==01 | Y —ViuWh AvgAvy) @M

JieA®) 1

1

o 2 v
g
Jea N

’ 1
=D 2 ek AValu Avy) @ et
J1€A®) 1

1
=(-1)° Z —VJ(U ANvy) ® 2, 7(‘]1)
seam 7
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y este es justamente el vector de peso mdximo de H;ﬁl(n) ®3(s,m—k) ya

_ ,o. o'y
que como U = vy A v, es vector de peso maximo de Hp_l(n) entonces

_ 1 1 _ n(J
=y Y T:UJ2<VJIU>®ZE;1<(é>)
J2€A(n k) JI€A) 7
1 .
= - Z :VLE@Z;HEIZ(L)
o
JieA®)

es vector de peso maximo de HSZ (n) ®3(s,m — k).
Por lo tanto
Sp(HS PV (n) @ X (5,1)) = H (n) @ 3(s,n — k).
Teniendo en cuenta que por el Teorema 8.14, las tnicas posibles preimagenes
de H, " (n) ® 3 son
» H'(n)@Y sia=d +1yc=d;y
. Hgﬁv(n)(@X sita=d,b=1yc=/,
y que se han analizado todos estos casos, concluimos que

H;/7/(n)®3(s,t) C coker 6y, sis#ad +1yt#n—k.

4. = Sean o = 1,...,1],6’:[b’]yy’:['yi,...,'y;,] con vy >0 >, yqd <k

a/

Entonces por el Teorema 9.1 v = vy A vgr A vy €s un vector de peso maximo
//B/ !
de H;—1 T (n).

1l
Un vector de peso méximo de Hgﬁ 7 (n) ® 3 serd entonces

1 1 min(Jy)
(9:8) w= ) o7 55U (V) ® Zig ()
JQEA(t’) J1€A<5/) 2 1

Como v tiene peso (Y41, ., Yo +1, Yy g5+ Yr: 05 - - ., 0) como sl(k)-médulo
k—q'—1

y como sl(n — k) médulo tiene el mismo peso que vg A v/, digamos p =
(WYl g prs--- ), entonces obtenemos que los posibles valores de s’
son:

o s =1,

e aquellos donde v, <~%,_,

e s'=d+1sid <k
Y los posibles valores de t’ son:

ot/ =n—Fk,

e aquellos donde py > pyr41.
Entonces w tiene peso, como sl(k)-mé6dulo,

(9.9) (*yi—l—l,...,v;/+1,%/_,_1,...,7;/,0,...,0)—l—(O,..., 1.,...,0)
k—q'—1 s/

y como sl(n — k)-médulo

(9.10) (s ooy gy e e s i) + (0, =1 ..., 0),
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Teniendo en cuenta que por el Teorema 8.14, las preimédgenes posibles de
H;‘_Bl 7 (n) ® 3 son dnicamente

o Hgﬁv(n)(@X cona=d,b=b+1yc="/,
e HP ' )@Y cona=d +1, b=V yc=/,
podemos dividir los posibles v = [y1,72,...,7,] tales que 74 > b > 7,41 de la
siguiente forma:
(a) a=d, b=V +1, v tal que yp11 =0 +1,
(b) a=d,b=0b 41, v tal que 41 <V,
(¢c) a=d +1,b=10,~ tal que 41 >V,
(d) a=d +1,b=10, v tal que yp41 =10

Analicemos cada caso:

a) Sean B = [b'+ 1]y v = [71,--.,7] con y41 = V' + 1. Entonces por el
Teorema 9.1 v1 = vy Avg A vy es un vector de peso maximo de Hg/ﬁv(n).
Un vector de peso mdximo de Hy ' 7(n) ® X serd entonces

11 ]
w1 = Z Z TG:Uh(VJl”l) ® yﬂ;i(((]lz))'
J2€Ay e 20N
Como v tiene peso (y1 +1,...,% + L, Ya'41,---,7%0,...,0) como sl(k)-
——

k—q—1
médulo y el segundo bloque que actiia es sl(1), obtenemos que los posibles
valores de s son:
o s=1,
e aquellos donde 75 < v5_1,
es=d+1sid <k.
y ademas t = 1. Por lo tanto tenemos

1 mn(J
m= ¥ Ao
JieA®) J1

Aplicando 01 obtenemos

1 min
O1(wy) = — O Z — V5, (Vo Nug Avy) @ 24 (J1)

g
neaw N
1 n(J
= — al Z 7’VJ1 (UO/ /\ y}l*k‘ /\ [N /\ y’rllfk‘fb/ /\ ’U,\/) ® :Z:linln( 1)
O—Jl
J1EA®)

1y 1 min(J
=~ Y, Z U:y}%k A Ay AV (v Avy) @ 20

JieAl N
b +1
(1 . ]. S
_ b'+1)+1 1 1 1
=(—D) DNyt Y %ynfk/\.../\yn_kﬂ_i/\.../\yn_k_b//\
i=1 JreA() T

min(J1)

A Vi(vg A Ufy) ® 2y g1
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Veamos que este vector 01 (w) estd en Imdy ® 1. Para esto consideremos
uno de los sumandos de 9;(wy),
V41 (b +1)+1 V41,1 1
wy = () TOEDTH )T YL A A Yy A Ve AUy @ 25y,

que resulta de elegir i = b + 1y J; = {s}. Este sumando es linealmente
independiente con el resto ya que la tinica forma de obtener z5_, , es
eligiendo 7 y J; de dicha forma.

Siu= y}l_k Ao A y}hkﬂfb, A vy A vy, es decir
wg +1 _ (_1)(1 (b +1)+1(_1)b +1, Q ZTSL—’C—I)”

veamos que u € Im dp.
Sea

~ 1 a'+1 a’+1 q q
Uy =Zp_p N N2 /\"'/\Zn—kﬂ—b//\"‘/\Zn—k/\"'/\zn—k+1—7q’

es decir, v, sin el factor 2! +k1 ,. Consideremos @ = 2% 7 A vg A Uy A D
Entonces
b'+1 o
) — i+1 | 1 ~
80(“’) - Z( 1)Z [ 7yn k+1— z] A yn k ARRRWA yn—k;—"-l—'i Ao A Yn—k—b' NV N Uy
i=1
a b+1
i+ +b’ ‘ "1 A1 1 1
—G—ZZ VI g gyl kt1—j] A @] AN Ao AN i1 j N N Yn gy
=1 j=1
ATIA . ATEA AT ATy
b'+1

_ i+1_a’'+1 1 1 o~
_Z(_ Z ?L k+1— z/\yn k/\ /\ynfk+17i/\-../\yn_k_b//\’Ua//\’Ufy

a b+1 /\
i+ +b’ ) a'+1 1 1
+ZZ(_ Z ! Zn—k+1— ]/\‘7:1 /\yn k/\ /\yn—k_t,_]__j/\“’/\ynfk)*bl
i=1 j=1
AT AATEA AT A
+ —

i+1_a'+1 1 1 R
Z ) Z k+1— z/\yn kN ANY i N N Yy N Vot AUy
=1

v’ 1 1 1 o~
(—1) Zaj_k—b’ A yn—k VANRRAN yn—k+1—b’ A Vo' A 'UA/

n

/ =11 1
:(_1)0, ity yn—k FANRAAN yn—k+1—b’ A Vo' A\ U»y

(_1)a’+71+~~+7a/—1u

Por lo tanto 01 (wy) € Im 9y ® 1.

b) Sean S = [V +1],esdecirb=0 41,y v=[y1,...,7] con v >V +1>
Ya'+1- Entonces por el Teorema 9.1 v = vy A vg A v, es un vector de

peso méximo de HS ?7(n). Un vector de peso méximo de HS ?7(n) @ X
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sera entonces
1 1

o min(Jy)
w2 = Z Z ThU:hUJQ(VJIUQ) B T ix( )
Ja€A() J1€AW)
Como vy tiene peso (y1 + 1, ..., % + 1, %41, -+, 7, 0,...,0) como sl(k)-
———
k—q—1

médulo y el segundo bloque que acttia es sl(1), obtenemos que los posibles
valores de s son:

o 5s=1,

e aquellos donde 75 < y5—1,

es=d+1sid <k.
y ademas t = 1. Por lo tanto tenemos

1 min(J
wo = — Z :VJ1U2®5E1 ( 1),
JieA®) J1

que como sl(k)-médulo tiene peso

(9.11) m+1. 7%+ L% 41, -0,7:0,...,0) +(0,..., 1 ,...,0),
k—q—1 $

y como sl(n — k)-mddulo, tiene el mismo peso de vg A v, digamos

(912) (,ul,...,,un,k,b/—1,...,,um, O,,O)
N——

n—k—m—1

Aplicando 91 obtenemos

1 min
O (we) =— 01 Z — V5 (vy ANvg Avy) ® 2 (1)

g
Jreas N
1 in(J
=—0 Z O':VJl (U AYpg Ao ANy AUy) ® $11mn( g
JeA T

v 1 .
:(_1)0« (b +1)+181 Z O':y}L—k FANPIAN y’rll—k—b/ A VJ('U,a A\ 'U'Y) ® xrlnln(Jl)

JLeA®) Ji
v+1
!/ / ) 1 i
_ b 1)+1 1 ! ;
=(—1)@ '+ E (1) E ;yn—k AREERAY FES AT A
i=1 JieAl

/ min(J1)
A VJ(va A ’1)7) ® Zn7k+117i'
Veamos que este vector d; (w2) no estd en Im dy® 1. Para esto consideremos

uno de los sumandos de 01 (w2),

b41 (VA1) +1 B, 1 1
w? = (=17 DL ()P Yn kN AN Yn 1y AN VUa AV @ 25 gy,

que resulta de elegir i =V + 1y J; = {s}. Este sumando es linealmente
independiente con el resto ya que la tnica forma de obtener z5_, , es
eligiendo ¢ y J; de dicha forma. Si u = y}hk A A y}z_kﬂ_b, AV, A vy, €3

decir w?+1 = (=)@ HDH 1)y @ 25 veamos que u ¢ Tm dp.
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Si u estuviese en Im Jy entonces alguno de sus factores z;- deberia obtenerse
como el corchete de z} y y]1 y ademds estos elementos no deberian ser
factores de u. Supongamos que z; es tal factor, entonces debemos tener
i > a ya que x’l es factor de u para 1 < i < @’ y ademés debemos tener
jen—k+l-v>n—k+1-V yaquez, v,y <V parai>a +1.
Pero todo yjl- conn—k+1—-b <j <n-—k es factor de u entonces no
existe tal 2 y u ¢ Im dp.

De la comparacién de los pesos de (9.9) y (9.11); y los pesos de (9.10) y
(9.12) obtenemos que si 4/ = v entonces ' = p y si elegimos s = sy
t =n—k—1b' entonces 91 (w2) y el vector de peso maximo de H;ifi/v’ (n)®
3(s,n—k—0") tienen los mismos diagramas de Young como sl(k) y sl(n—k)-
moédulos. Por lo tanto

S (Hy' ™ (n) @ X (5,1)) = Hy' " (n) @ 3(s,m — k= ).

¢) Sean « = [1,...,1] y v = [71,--.,7]) con yx+1 > V. Entonces por el

N——
a’+1

Teorema 9.1 v3 = vy Avg A vy es un vector de peso méaximo de Hy' ().

Un vector de peso maximo de HS”7(n) ® Y serd entonces

1 1 min(J
w3 = Z Z 7:UJ2 (VJ1U3) ® yméx((le))'
0Js, OJy
J2€A) J1€AS)

Como el primer bloque que actia es s[(1) y v3 tiene el mismo peso que vg A
vy como sl(n — k)-médulo, digamos (1, .., fin—k—b/s---sfm, 0,...,0),
~——

n—k—m—1
obtenemos que s = 1 y los posibles valores de ¢ son:

o t=n—%k,
e aquellos donde i > pgy1,
et=n—k-V.

Por lo tanto tenemos

1
— U 1
w3 = E 0 JpU3 & Ymax(J2)-
JQEA(t) 2
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Aplicando 0; obtenemos

1
15,1 (wg) =0 Z TUJ2U3 ® ygnéx(Jz)
J2€A(y 2

1 /
o | Y S Un@ia AT Ay Av) © e

g
Jo€Aqy 2

1 /
=01 Z 7$% ARERRAY 1 A U, (vgr Avy) @ yrlnéx(Jz)

g
Ja€Aq O
a’+1 1 —
B 1 1 ~ a/+1 :
_ (=1)° Z U—xl Ao NTYA AT T AU, (g Avy) ®anéX(J2)
i=1 J2€A) /2

Veamos que este vector di(ws) estd en Im Jy ® 1. Para esto consideremos
uno de los sumandos de 9 (ws),

/ / ’
wh = (D" ai A AT Avg Avy ® 2 1

que resulta de elegir i = a’+1y Jy = {t}. Este sumando es linealmente in-

+

. d . / . .
dependiente con el resto ya que la tinica forma de obtener z;' Les eligiendo

1y Jo de dicha forma.

Siu:x%/\.../\x‘f//\vﬁz/\vv, es decir

t o a’+1 a’'+1
Werpr = (1) T u® 7

)

veamos que % € Im 0y.
Sea

a’'+1 a'+1 q q
kN NZ /\"'/\Zn—k:—b’/\"'/\Zn—k/\"‘/\zn—k—‘rl—'yq’
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. . / . —_ o~
es decir, vy sin el factor zgjklfb,. Consideremos u = y}l_k_b, Nva Nvgr N5,
Entonces
CLI+1 —

do(u) = DL ailAet AL AT AL A YT Nug AT+
1

=1
a

—

(—
+1 b
i+j+ 1 1 1 i "+1
+ZZ 7/] axlayn—k—‘rl—j]/\yn—k—b//\wl/\“'/\xi/\"‘/\xtf A
=1 j=1

Aok Ao AYD g Ao ATy
a’+1 -
=N (1) ATt AL AZ AL A T Avg AT+
=1
a’'+1 b e
N () Ay ey AT AL AT A AT T AL A
=1 j=1

1 A~
./\ynikﬂij/\.../\v7

(— 1)“+lza+1 y A TT A .../\a:cfl/\vgr/\ﬁ;

=(—1)Hnt gt A A2 Avg A,
(_1)1+71+-~~+7a/u

Por lo tanto 0y (ws) € Im 9y ® 1.

d) Sean av = [1,...,1] y v = [71,...,7%] con vy41 = V. Entonces por el
a’'+1
Teorema 9.1 v4 = vo A vz Avy es un vector de peso maximo de Hg” 7(n).
Un vector de peso maximo de Hy, o /ﬂ’(n) ® Y sera entonces
min(Jy)
=2 X j*Uh(VJl”‘l)  Pinix(12)
J2€A () J1eAlS) 2
Como el primer bloque que acttia es sl(1) y v4 tiene el mismo peso que vz A
vy como sl(n — k)-mddulo, digamos (1, .., tn—k—t/s- -3 fm, 0,...,0),
~——

n—k—m—1
entonces obtenemos que s = 1 y los posibles valores de ¢ son:
o t=n—%k,
ot=n—k-10,
e aquellos donde py > prey1.
Por lo tanto tenemos

1
Wy = Z O_—UJQU4 & yrlnéX(JQ),
J2€Aw)
que como sl(k)-mdédulo tiene peso
(913) (71 + 17 sy Yal+1 + 177(1’4—27 cee 7'7q7 07 BRI 70)7
~——
k—q—1
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y como sl(n — k)-mdédulo, tiene el mismo peso

9.14 e Bkt e e sty Oye e 0) H(0,..., —1,...,0).
(9.14) (K1, s Bn——b i )+ ( )
n—k—m—1 t
Aplicando 0; obtenemos
1 1
On(wg) =0 [ > ——Un(va Nog Avy) @ Yingx(1)
JQEA(t) J2
1 1
=0 Z p A Ug, (U AN y) @ Yo a)
J2€A(t) J2
a’+1 1 _
. N / 1 -
:Z(—1)1+1 Z ;x%/\/\ﬂl/\/\l’?-i_ /\UJQ(Uﬁl/\U'Y)@Zl%néX(JQ)
i=1 Jo€AG 7

Veamos que este vector d; (wy) no estd en Im dy® 1. Para esto consideremos
uno de los sumandos de 9 (wy),

/ / / /
wi = (=) et AL A2 Avg Ay @ 2T

que resulta de elegir i = a’+1y Jy = {t}. Este sumando es linealmente in-

+

. s . / P
dependiente con el resto ya que la tnica forma de obtener z;’ ! es eligiendo

iy Ji de dicha forma. Siu =zl A.. . A2% A vgr A v,, es decir

a'+1 _ a’+1 a’+1
wy =(-1) u® 2z,

veamos que u ¢ Im 0p. '

Si u estuviese en Im Jy entonces alguno de sus factores z; deberia obtenerse
como el corchete de ¢ y yjl. y ademds estos elementos no deberian ser
factores de u. Supongamos que z; es tal factor, entonces debemos tener
i > da' ya que z! es factor de u para 1 < i < o’ y ademds debemos tener
j>n—k+1—v>n—k+1-0 yaque z;- €vyyy < parai>ad+1.
Pero todo yj1 conn—k+1—b <j <n-—kes factor de u entonces no
existe tal 2% y u ¢ Im Op.

De la comparacion de los pesos de (9.9) y (9.13); y los pesos de (9.10) y
(9.14) obtenemos que si 4/ = v entonces ' = p y si elegimos s’ =a’+ 1y
t" = t entonces 01 (w4) y el vector de peso méximo de H;‘ﬁ T(n)@3(a’+1,1t)
tienen los mismos diagramas de Young como sl(k) y sl(n — k)-mddulos.
Por lo tanto

Sp(HSP Y () @ Y (1,8)) = HYZ (n) @ 3(a’ + 1,¢).

Teniendo en cuenta que por el Teorema 8.14, las tnicas posibles preimagenes
de H;_[iW (n) ® 3 son
. H;BW(n)@)X sia=ad,b=b+1yc=(;y
. H;’Bw(n)@)Y sia=d +1,b=Vyc=/,
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y que se han analizado todos estos casos, concluimos que

siyy g <Uyt#n—k-V;6

a/ﬁ/,\//
Hy' 77 (n) ®3(s,t) C coker 4y, Sy, =V, stad +1ytEn—k

OBSERVACION 9.3. Sean:

= vy Avg A vy un vector de peso mdximo de Hgﬁ'y(n) que como sl(k)-mddulo tiene
peso

m+1.. 7%+ 1L %41s %35 0,...,0),
—_——
k—qg3—1
y como sl(n — k)-mddulo tiene peso

(/1’17---7/1’n—k—bv"‘7/1’m7 07“'70 )
———
n—k—m—1
» Vo AU Ay un vector de peso mdximo de H;ﬁw (n) que como sl(k)-mddulo tiene
peso

(7{"‘17---;%,1/+17’Ya’+17~-77q’ O 0)7

k—q5—1
y como sl(n — k)-mddulo tiene peso
(ull,...,u;_k_b/,...,u;n/, O,...,O )

n—k—m/—1
Ademds sean
» S1={s|s=1,s=a+1ds estal que vs < Vs_1},
n So={tlt=n—k,t=n—k—>bdt estal que py > py+1},

n Q1 = {(a,7)|va A vy es vector de peso mdzimo de H,(n) y v, = 0},

= Qs = {(,7)|va A vy es vector de peso mdzimo de Hyp(n) y v, > 0},

» Q3 = {(B8,7)|vg A vy es vector de peso mdzimo de Hy(n) y y1 < b},

» Ri = {(a, B,7)|va Avg A vy es vector de peso mdzimo de Hp(n) y vat1 = b},
» Ro = {(a, B,7)|va Avg A vy es vector de peso mdzimo de Hp(n) y vat1 < b},
» Rz = {(a, B,7)|va Avg A vy es vector de peso mdzximo de Hy(n) y ~vq > b},

» Ry = {(a, B,7)|va Avg A vy es vector de peso mdzimo de Hyp(n) y v = b}.

Entonces por el Teorema 8.10 y el Teorema 9.2 se tiene que
» Hy(n) @Y = Hy(n) @ Y(1,n — k),
= HY(n)® X = Hj (n) ® X(1,1),
= HY'(n)®Y = EBHOw ®Y(Lt) P H () @ Y(1,1),

S
- P ()@ X = @H;ﬂv n)® X(s,1) & @ Hy?'(n) @ X(s,1),
S S1
- (oY =@PH W eyLt)e@H W eY (L),
Sa 52

» Hy(n)®@j = H(n)®@3(1,n—k)® Hy(n)®3(p+1,n—k), donde el seqgundo sumando
eriste st k > p+1;
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. Hﬁ( )R = Hﬁ(n)®3(1,n—k)@Hﬁ(n)@j(l,n—k—p), donde el sequndo sumando
eriste sin—k>p+1;

Himes;= @ HY Moo @ H () osa+ 1)

So

S1,82
s#a+1 ttn—k
t#n—k
@ @ HY'(n) ®3(s,n — k) & Hy'(n) @3(a+ 1,n — k);
S1
s#a+1

HPme;= P HP M) oss,e P HF () @s(a+1,t)

51,52 S
s#a+1 t#n—k—b

t#n—k

= Q}HaﬁV )®3(s,n—k—b) & HI(n) ®3(a+1,n—k —b);

e;ﬁa+1
Con esta descomposicion y el Teorema 9.2, podemos enunciar la siguiente proposicién
PROPOSICION 9.4. Sean o € P{(a), 8 € PL,,_;(b), v € PP, _,(c) tales que a+b+c=p
Y Yo > b > Yar1. Entonces se tiene:

= parap > 2:
kerd, ~Hi(m)@Xa @ HmeXo@H WeXoH/MeY
Q1UQ2 Q3
@@Hﬁ7 yoYe P HOMeY (L) e @ HY (n) @ X(s,1)
Q2,52 R1,51

® @ HYP ' (n) @ Y (1,¢);
R3,S2

= para p > 1:
coker 8,41 = EBHﬁ7 )®36 HY(n) @3(1,n— k)& H (n) @3(1,n — k)
o P Hmeishe @ H(n)@jst)

Q1UQ5,81,S9 R1,51,52
s#a+1 s#a+1
t#n—k t#n—k—b

«a
o @ HI(w) @505 0)
R2,51,52
t#n—k—b

donde H) existe sip <k y H,’,B existe sip<n—k

DEMOSTRACION.
1. Notemos que la condicién v, > b > 7441 nos permite afirmar que v, A vg A vy €s
un vector de peso méaximo de Hp(n). Por otra parte, notemos que los sumandos

con HS?V(n) existen sélo si p > 3.
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Los primeros cinco sumandos de kerd, y el primer sumando de coker d,41 se
siguen del Teorema 8.14. Por la Observacién 9.3 y el Teorema 9.2 se sigue que

P O mevL e @ B () e X(s,1)o @ Hy?'(n) @ Y(1,1) € kerd,.
Q2,52 R1,51 R3,S2

y ademas

cokerépBHg(n)®3(1,n—k)€BHﬁ 1) ®3(1,n—k)
o P HYmwestHe P HP(n)@;(st)

Q1UQ2,51,52 R1,51,52
s#a+1 s#a+1
t#n—k t#n—k—b

o @ HY(n)@s(s,t).

R2,51,5

t#n—k—b

A partir de esto podemos obtener la homologia adjunta de n = A, (k, k + 1):

TEOREMA 9.5. Sean o € P{(a), 8 € Pr,y_,(b), v € PE,_(c) tales que a+b+c=p
Y Ya = b > var1. Entonces la homologia adjunta del nilradical n = Ay, (k,k+ 1) es

12

Hy(nyn) >CXadCrY,

Hl(n,n):H?(n)@X@H?(n)@X@H?(n)@K

Hy(n,n) ~Hy () @ X @ HY (M) @ X G H (M) @ X @ HIM)@Y @ HY'(n) @Y
& P H ()@Y (1,t)® HY (n) @3 & Hs(n) ®5(1,n — k)

Q2,52
oHim@3(ln-ko B  H () @ss1)
Q1UQ9,51,52
s#a+1
t#n—k
y parap > 3
Hymn)~HmeoXe P HY0eXo@H MeXoH )Y
Q1UQ> Q3
esQBHB7 yeYe P HYm oY1) e P HYP(n) X(s,1)
Q2,52 R1,S81
o EB HP ()@Y (1, t) & @@ HY (n) ® 3@ Hy'(n) @ 3(1,n — k)
Q3,52 Q3
oHm@3Ln-ke @ HI0®;st)
Q1UQ9,51,82
s#a+1
t#n—k
o @ HPYmeis,to P Hy(n) @ ;s t);
R1,81,S2 R2,51,52
s#a+1 t£n—k—b

t#n—k—b
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donde Hy' existe sip <k y Hg existe sip <n —k.

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 9.4. O






Capitulo 10

Los primeros grupos de homologia adjunta

En este Capitulo se incluyen los grupos de homologia adjunta Hy(n,n), Hi(n,n) y
Hs(n,n) para cualquier nilradical n 2-pasos nilpotente de tipo A,,.

Vamos a analizar sélo para [l — k > 2 ya que el caso [ — k = 1 fue considerado en el
Capitulo 9.

Sean las particiones
"X = [3],0[2 = [2, 1],0[3 = [1,1,1],51 = [3],52 = [2,1],&3 = [1,1,1], de modo que
Vars Vasgs Vag, VB, U, Y Ugy son vectores de peso maximo de H3z(n);
way = 2,5 = [1,1], 84 = [2], 85 = [1,1], de modo que Va,, Vas, Vg, ¥ gy SOL
vectores de peso maximo de Ha(n);
» ag = [1], B = [1],7 = [1], de modo que vq, ¥ v, sOn vectores de peso maximo de

Hl(n);

1. La accién de 43

De los Teoremas 8.14 y 8.10 se tiene la siguiente descomposicion:

Hy(n) @3 =Hy"'(n) @3(L,n+1-1) & H"(n) ®3(2,n+1-1)

©H (M) @3(1,n+1-1)@H®(n)®@3(3,n+1-1)
O HYM)@3(Ln+1-1)@H () @3(1,n—1-1)
O HyM)®3(L,n+1-10)®H(n)®3(1,n—1)

& HS P () @3(1,n+1—1) & HSP(n) @ 3(1,n — 1)
& HS () @3(2,n+1—1) & HSP(n) @ 3(2,n — ).

Dado que nos interesa conocer el coker d3, enunciamos la siguiente

PROPOSICION 10.1. Sea |l — k > 2 y sean las particiones

a1 = 3,2 = [2,1],a3 = [1,1,1], 81 = [3], B2 = [2,1],83 = [1,1,1] de modo que
Vay s Vass Vags VB s U, Y Uy SON vectores de peso mdzimo de Hs(n);
wag = [2,a5 = [1,1],64 = [2],85 = [1,1] de modo que vo,, Vas, Vg, Y Vg; SON

vectores de peso maximo de Ha(n); y
» ag = [1], 86 = [1],7 = [1] de modo que vy y v, son vectores de peso mdximo de

Hl(n).
Entonces
1 BHTM) @Yl —-k—-2n+1-1)=H"*n)®@3(l,n+1-1) sil—k>3,
- 03(H5?(n) @Y (1 - kn+1—l))=H“4( n) ®3(2,n+1-1),
L S(H () @ Y(I—k—1n+1-1) = Hy (W) ©3(Ln+1 - 1),
L S(HS (M) @Y (1~ kon+1-1) = Hy*(n) @33, n+ 1 - 1),

135
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5. 83(HP(n) @ X(1,2)) = HY*(n) @ 3(1,n + 1 —1),

6. 63(HY' (n) © X(1,1)) = HY*(n) @ 3(1,n — 1 — 1),

7. 63(H(n) @ X(1,3)) = HY(n) @ 3(1,n+1—1) sil —k >3,

8. G3(H5*(n) @ X (1,1)) = Hy* (n) @ 3(1,n — 1),

9. S3(HS ()@ Y(I—k—1,n+1—1)) = H* (n) @ 3(1,n+1—1),
10. S3(HS*™ ()@Y (I —k—1,n—1)) = HS*® () @ 3(1,n — 1),
11. S3(HS ()@ Y (I —kyn+1—1)) = HY () @ 3(2,n+1—1),
12. S3(HS P () @ Y (I — kyn — 1)) = HE® (n) @ 3(2,n — 1),

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar sélo los items 1 y 5 por ser casos representativos,
los demas son analogos.

1. Un vector de peso méximo de Hg'(n) ® Y(Il —k —2,n+ 1 — 1) es, por el Teorema
8.10,

1 1 1 1 1 min(J;)
W= Z Z ;%Uh Vi (@ AN Ti_jo1 N T_jp—2) ® yméx(;z)
JzeA(nH,l) J € Al—k=2) 2 1
1 1 1 1 min(J;)
== Z — V3 (T AT AT o) @Yy

JicAll—k—2) Ju

Teniendo en cuenta que Vy, € U™ (sl(l—k)) y que si J; = {min(J1),j2, ..., Jm—1,l —k—2}

entonces V;, = Ej, j, Ej, j, ... Ej__2j,,_,, obtenemos que

1 1 1 _ Ji|—1,.1 1 1
Vi (@i Az Aapgg) = (D)l A A Lnin(Jy)s

es decir que

1 Jil-17,1 1 1 min(J;)
wp = — Z 0':(_1)| 1‘ (xl—k?/\xl—k—l /\xmin(Jl)) ®yn+1—ll
J € Al—k—2) J1
1 J 1 1 1 min(J
= > U:(—1)| b g Aty Al ) @y
Jy e Al—k—2) J1

y por lo tanto,

1
O (wy) = Z U:(_l)ljl‘ (T ATy © Zpi10),s
JicAl—k=2) J1

que es un multiplo no nulo del vector de peso méximo de H5*(n) ® 3(1,n + 1 — 1) por el
Lema 7.7.
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5. Un vector de peso maximo de H?Q (n) ® X(1,2) es, por el Teorema 8.10,

1 1 1 1 2 min(J1)
w2 = Z Z ——=—U.Vy (yn-l—l—l NYp_ N yn+1—l) ® xméX(JlQ)
0Jy OJ;
Jo€A@2) J1eAD)

1 1 1 2 1
= Z TUJQ (Yna1-10 N Yn—t N Yng1-1) @ Tinax( )
JQGA(Q) J2

Teniendo en cuenta que Uy, € U (sl(l — k)) vy que si Jo = {2,j2,..., Jm—1, max(J2)}
entonces Uy, = Enax(gy)jm_1 Ejm—1.dm—2 - - - Lijs,ja Eja 2, Obtenemos que

1 1 2 1 1 max(J2)
Udo(Un11 N Yn—i N Yns1-1) = Yns1—1 A Ynt A yn+1£l2 )

es decir que .
_ 1 1 méx(Jz) 1
wp = Z ;(yn—i—l—l ANYni NYpir—i) @ T inax(Ja)?
JQEA(Q) 2

y por lo tanto

1 1 1 1
(wz) = | — Z p— (Ynt1—1 AN Yni © Zpg1-1),
JQGA(Q) J2

que es un multiplo no nulo del vector de peso méximo de HQB ‘) ®3(L,n+1—1) por el
Lema 7.9.

Los demés casos se analizan de la misma forma utilizando el Teorema 8.10 y los Lemas
77y 7.9. O

Asi podemos enunciar,

COROLARIO 10.2. Dado un nilradical n = Ay (k,l) se tiene:
» s5il— k=1 entonces:
coker 8 = HY®(n) @ 3 & HS(n) @ 3(1,n — k) & HY* (n) @ 3(1,n — k)
& H " (n)®@3(l,n—k—1),
= 50l — k=2 entonces:
cokerdz =Hy*(n) @ 3(L,n+1—-10) @ H2B5(n) ®3(1,n+1-1),
» 50l —k > 3 entonces:

coker 93 = 0.

DEMOSTRACION.

El caso I — k = 1 se sigue de la Proposicién 9.4.

El caso [ —k = 2 se sigue de observar que la Proposicién 10.1 no incluye el caso l—k = 2
para estos submédulos y que tanto Hy*(n) ® 3(1,n+ 1 — 1) como H§5(n) ®3(1l,n+1-1)
no tienen preimagen en Hz(n) ® (X @Y)sil—k=2.

El caso I — k > 3 se sigue de la Proposicién 10.1. U
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2. La accién de 65

A partir del Teorema 8.14 y el Teorema 8.10 tenemos las siguientes descomposiciones
paral —k > 2:

Hy(n)® X =HX*(n)© X @ HP®(n) @ X @ HY'(n) @ X(1,1 — k) & HY' (n) © X(1,1)
& HP ()@ X(1,1— k)& HP(n) © X(1,2) & HS(n) @ X(1,1 — k)
& HY (n) @ X(1,1 — k — 1) & HZ% (n) ® X(1,1)

& HY (n) @ X (2,1 — k) & HS" (n) @ X (2,1 — k — 1)

& HY (n) @ X(2,1),

Hym) @Y =HXn)@Y(L,n+1-) & HM )@Y —k—1,n+1—1)
GHPM)Y(L,n+1-)dHSM)@Y(I—kn+1—-1)&HI M) QY
@HPM @Y @ Hm) oY (1L,n+1-1)

S HS M) @Y (1,n—1) & HS™ )@Y (2,n+1—1)

& HS P () @ X(2,n —1) & HS (n) @ X(I — k,n+1—1)

& HSP (n) @ X(1 — k,n— 1),

Hnwe;=H"n)®3;1,n+1-0)@H ) ®32,n+1-1)
S H M) @3(1,n+1—-1)® HPn) @ 3(1,n—1).

Tenemos la siguiente

PROPOSICION 10.3. Sea l — k > 2 y sean las particiones

way = 2,5 = [1,1],8s = [2],85 = [1,1] de modo que va,, Vas, Vg, Y Vgs SOT
vectores de peso mdzrimo de Ha(n); y

» ag = [1],86 = [1],7 = [1] de modo que vag, vg, son vectores de peso mdximo de
Hl(n).
Entonces
1. H#* M) @Y(l—k—1,n+1-10)=H"n)®@3;1,n+1-1),
2. 5o(H*(n) @Y (I — k n+1-—1)=H"mn)®;32,n+1-1),
3. 82(HY*(n) ® X(1,2)) = HP(n) @ 3(1,n+1—1),
4. S(HS (n) @ X (1,1)) = H*(n) @ 5(1,n — 1),

DEMOSTRACION. Al igual que en la Proposicién 10.1, vamos a demostrar sélo dos
casos, los otros dos se demuestran en forma andloga utilizando el Teorema 8.10 y los

Lemas 7.7 y 7.9.
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1. Un vector de peso méximo de Hy*(n) ® Y (I —k —1,n+ 1 —1) es, por el Teorema
8.10, de la forma:

1 1 min(Jy)
wy = Z E p—— — U,V (x}_ A}y 1)®yméx((]12)
J2€A(ny1-1) J e Al=k=1) 1
1 1 1 in(J
== Y =Vablrapeuhl.

JicAl—k=1) J1

Teniendo en cuenta que Vy, € U™ (sl(l—k)) y que si J1 = {min(J/1),j2, ..., Jm-1,1—k—1}
entonces Vy, = Ej, j, Ej, j, ... Ej__1j,,_,, obtenemos que
1 1 Il=1g1
Vi (z} gy Aapg ) = (1) 2l A xmm(Jl)

es decir que

wy = — Z O':( )‘ = xl ]C/\:'Umln(Jl)® ;Ln—;-nl( ll)
JeAt—k-1 O
y por lo tanto,
1 J 1 1
O(w) = | - Z U:(—1)| H @y @ 200 20),
neAt—k-n 7N

que es un multiplo no nulo del vector de peso méximo de Hy"(n) ® 3(1,n + 1 — ) por el
Lema 7.7.

3. Un vector de peso maximo de HBE’( ) ® X (1,2) es, por el Teorema 8.10,

min(J:
Z Z 77UJ2 Vi (yn+1 1 A yn+1 l) ® xméx((Jl?))
J2€A(2) J1€AD) T2 T
1 1 2 1
= Z TUJz (yn+1—l N yn—i-l—l) ® L max(Jz)
J2€A(3)

Teniendo en cuenta que Uy, € U™ (sl(l — k)) v que si Jo = {2,72,..., Jm—1, méx(J2)}
entonces Uy, = Enax(gs) jm_1 Eim-1.dm-2 - - - Lijs,ja Ejp 2, Obtenemos que

1 2 méx(Jz2)
Usy(YUns1-1 N Ynp1-1) = yn+1 PN Yng1og s

es decir que
B 1 méx(J2) 1
w2 = Z Ui(ynﬂfz NYpt1-1 ) ® Tmax(Jz)
J2€A)
y por lo tanto

1
O(w)=| > p— Ynt1-1 @ Zns1-0),
JQGA(Q) J.

que es un multiplo no nulo del vector de peso maximo de H 15 *(n) ®3(1,n+1—1) por el
Lema 7.9. O
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COROLARIO 10.4. Dado un nilradical n = Ay (k,l) se tiene:

s 55— k=1 entonces:

kerdy ~ HP ()@ X @ HS'(n) @ X @ HI Y (n)@ X @ H'(n) @ Y
SHI )@Y & HY ' (n) @ Y(1,n — k)
SHY M) @Y (1,n—k—1),
coker dp = H'(n) ®3(1,n — k) @ Hg(n) ®3(1,n—k),

m 51l — k> 2 entonces:

ker 6y ~ H$4(n) @ X @ HS®(n) @ X & HP*(n) @ X (1,1 — k)
S HY () © X(1,1— k)& HYP (n) @ X(1,1 — k)
®H M) @ X(1,1—k— 1)@ HS*™ (n)  X(1,1)

& H% () @ X(2,1 — k) & HS P (n) @ X (2,1 —k — 1)

& HS P (n) ® X(2,1) @ H3(n) @ Y(L,n+1—1)
GSHPM)@Y(L,n+1-)eHI M oY
GHPM QY & HY )@ Y(L,n+1-1)

S HS ()@Y (L,n—1)®HSP(n) @ Y(2,n+1—1)

& HY () @ X(2,n — 1) ® HSP (n) @ X(I —ky,n+1—1)
& HSP (n) @ X(1 — kyn— 1),

coker dy =

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 10.3 y de la Proposicién 9.4 teniendo en
cuenta que si p = 2 entonces EB HY ()@Y (1,t) = Hy'(n) @Y (1,n — k) ® Hy*(n) ®

Q2,52
Y(l,n—Fk—1). O

3. La accién de §;

A partir del Teorema 8.14 y el Teorema 8.10 tenemos las siguientes descomposiciones:
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HneX=HnmW"*X(1,l-koHMxX1,l-k-1)
OH )" X2,l—-koH M X(2,l-k—1)
® Hi(n)% @ X(1,1—k)® H(n)* o X(1,1)

HnY=Hm*“Y(1l,n+1-)eH W Y —-kn+1-1)
oHmW*Y(1,n+l1-1)®Hm*Y(1,n-—1)
OH %Y 2,n+1-1)oH 0% Y(2,n—1)

Ho(n) ® 3 ~C®3.
Tenemos la siguiente

PROPOSICION 10.5. Sea | — k > 2 y sean las particiones ag = [1], B = [1],7 = [1] de
modo que vag Y Vg, Son vectores de peso mdximo de Hi(n). Entonces

SH(Hm) @Y —k,n+1-1)) = Hy(n) ®3.

DEMOSTRACION. Un vector de peso méximo de H{*(n) @ Y (I —k,n+1—1) es

. mln(]l)
o= Y Y A lp ey
J2€A(ng1-1) Jy e AU—K)

1 n(J
== > —Vielyeyi?y
Jeat-® O
Teniendo en cuenta que Vj, € U™ (sl(l — k)) y que si J; = {min(J/1),j2, ..., Jm-1, — k}
entonces Vy, = Ej, j, Ej, j, ... B j,,_,, obtenemos que
J
VJ1 (mll—k:) ( )‘ = 1xrlmn(Jl)

es decir que
1

_ Ji|—1 2l min(J1)
w=- Z %(_1)| 1| mln(Jl) @y Ypt1- l1
J1€A(l k) !
y por lo tanto,
1 T
O (wi) = | — Z g:(_l)l @z ),
neAt-r O

que es un multiplo no nulo del vector de peso maximo de Hy(n) ® 3 por el Lema 7.7. O

Asi obtenemos,
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COROLARIO 10.6. Dado un nilradical n = Ay, (k,l) se tiene:
» 51l — k=1 entonces:

kerd; ~ H{"(n) ® X(1,1) ® H{"*(n) ® X(2,1)
@ HP(n) © X(1,1) @ HP () @ Y (1,1 — k)
SHPM) @Y (1,n—k—1)
coker 61 =0
m 51—k > 2 entonces:
kerd; ~Hi(n)* @ X (1,1 — k)@ HH(n)** @ X(1,l —k —1)

SHm"“®X2Il-koHm"®X2Il-k-1)
@ Hi(n)% @ X(1,1 — k) & Hy(n)® @ X(1,1)
SHM*Y(L,n+1-)oHm*Y(1,n+1-1)
SHm»PoY(1,n-)oHnm5 Y ©2,n+1-1)
®Hi(n% @Y (2,n—1)

coker 61 =0.

DEMOSTRACION. Se sigue de las Proposicién 10.5 y del Teorema 9.5.
4. Los grupos Hy(n,n), Hi(n,n) y Ha(n,n)

Sean las particiones

v a1 = [3lae = [2,1], 3 = [1,1,1], 81 = [3], 82 = [2,1], 83 = [1, 1, 1], de modo que

Vays Vags Vag, VB, U, Y Uy son vectores de peso maximo de H3z(n);

way = [2l,a5 = [1,1], 84 = [2], 85 = [1,1], de modo que Va,, Vas, Vg, Y VUgs SOL

vectores de peso méaximo de Ha(n);

» ag = [1], B = [1],7 = [1], de modo que v, ¥y Vg, son vectores de peso méximo de

Hl(n);

Con todo lo visto anteriormente podemos enunciar los siguientes Teoremas:

TEOREMA 10.7. Sean = A, (1, k) un nilradical 2-pasos nilpotente de tipo A,,. Entonces

el grupo de homologia adjunta Hy(n,n) es:
Hynn)~CeXaoCaY.

DEMOSTRACION. Se sigue del hecho de que ker §p = Hp(n) @ (X @ Y") y del Corolario

10.6.
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TEOREMA 10.8. Sea n = A, (I, k) un nilradical 2-pasos nilpotente de tipo A,,. Entonces
el grupo de homologia adjunta Hi(n,n) es:

m il —k=1:

Hi(n,n) ~H*(n) ® X(1,1) & H*(n) ® X(2,1)
G HPM) @ X(1,1)® H®n) @Y (1,n—k)
SHPM @Y (1,n—k—1)®H*0) @3(1,n— k)
® H®(n) ®3(1,n — k),

st —k>2:

Hi(nn) ~H*n) @ X(1,l - k)@ H(n) @ X(1,l -k —1)
G HM)®X(2,1—k) @ H®(n) @ X(2,] —k—1)
G H(n) @ X(1,1— k)@ H*(n) ® X(1,1)
GHYM @Y (l,n+l-)eH n) oY (1,n+1-1)
SHEM) Y (Ln—)eH M) oY(2,n+1—1)
S HPM) @Y (2,n—1).
DEMOSTRACION. Se sigue de los Corolarios 10.6 y 10.4. O

TEOREMA 10.9. Sean = A, (I, k) un nilradical 2-pasos nilpotente de tipo A,,. Entonces
el grupo de homologia adjunta Ha(n,n) es:

] SZl—]{?ZI

Hy(n,n) ~HP )@ X @ HS ()@ X @ HY'(n) @ X & H'(n) @ Y
S HI Y (M) @Y & HS ' (n) @ Y(1,n — k)
®HI M) @Y (1,n—k—1)@ Hy (n) @3
& H () @3(1,n — k) ® HP' (n) @ 3(1,n — k)
®H"(n)®@3(1,n—k—1),
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m sl —k=2:
Hy(n,n) ~H3(n) © X @ HPS(n) @ X @ HY' (n) @ X(1,2)
& HY (n) © X(1,2) @ Hy*™ (n) @ X(1,2)
& HS% (n) @ X(1,1) @ HS (n) @ X(2,2)
& HS(n) @ X(2,1) @ HY(n) @ Y(L,n+1—1)
SHPMQY(I,n+1-0)@®HI MY
SHPM QY @ HI(n) @Y (1,n+1—1)
& HY ()@Y (L,n—1)® HI(n) @ Y(2,n+1—1)
S HS ()@ X(2,n—1) & H () @3(1,n+1—1)
& HP () @3(1,n+1-1),

. sil— k>3

Hy(n,n) ~ H3(n) © X & HS®(n) @ X @ HY*(n) @ X(1,1 — k)

S HP (M) @ X(1,1—k) @ HS () @ X(1,1 — k)

& HS ()@ X(1,1 -k —1) ® H3 (n) @ X(1,1)
& HSP (n) @ X (2,1 — k) ® HY% (n) @ X (2,1 —k — 1)
@& HSP () @ X(2,1) @ HM(n) @ Y(1,n+1—1)
SHPEMY(L,n+l-)eH )oY
SHIM) @Y @ HY* M) oY (1,n+1—1)
SH* M) oY (1,n—1)® HY )@ Y(2,n+1—1)
& HS P (n) @ X(2,n —1) & HS (n) @ X(I — k,n+1—1)
& HS% (n) @ X(1 — k,n — ).

DEMOSTRACION. Se sigue de los Corolarios 10.6 y 10.4.
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