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Resumen

Se prueba un teorema tipo Simons-Berger sobre 1-formas totalmente anti-
simétricas con valores en un algebra de Lie de isometrias lineales. El tinico caso
transitivo para este teorema es el grupo total ortogonal. En su demostracién so-
lamente usamos métodos geométricos, evitando cualquier tipo de resultado clasifi-
catorio (incluso la clasificacién de los espacios simétricos de rango uno o la de las
acciones isométricas transitivas en la esfera).

Como aplicacién probamos que la conexién candnica de un espacio natural-
mente reductivo localmente irreducible es tnica, excepto para esferas, grupos de
Lie con métrica bi-invariante, o duales simétricos de grupos de Lie con métrica
bi-invariante. Como consecuencia, calculamos el grupo isometrias de espacios na-
turalmente reductivos compactos. Esto generaliza las clasificaciones de Onishchik,
para cocientes normal homogéneos de grupos simples, y Shankar, para espacios ho-
mogéneos de curvatura positiva. También responde a una pregunta formulada por
J. Wolf y Wang-Ziller: por qué el grupo de presentacién de un espacio isotrépica-
mente irreducible no se puede extender (excepto para esferas o grupos de Lie).

Otra aplicacién que damos es un teorema tipo-Berger para conexiones métricas
con torsion antisimétrica. Més precisamente, si el subgrupo ortogonal que se obtiene
transportando paralelamente el tensor de torsion es transitivo en la esfera, entonces
el espacio (asumido irreducible) es localmente isométrico a un grupo de Lie con
métrica bi-invariante o su dual simétrico. También estudiamos en detalle este tipo
de conexiones en grupos de Lie con métrica bi-invariante. Obtenemos que las Unicas
conexiones planas posibles son las dos conexiones candnicas planas y mostramos
que la holonomia de una conexiéon no-plana genérica coincide con la holonomia
riemanniana.

Finalmente, definimos y estudiamos un invariante geométrico que llamamos el
indice de simetria de una variedad riemanniana. Este invariante es trivial para es-
pacios simétricos y espacios isotrépicamente irreducibles (en los cuales es igual a la
dimensién del espacio o nulo). En contraste, probamos que para espacios normal
homogéneos compactos, no-simétricos, y ciertas presentaciones de espacios natu-
ralmente reductivos compactos, el indice de simetria es igual a la dimension del
subespacio de vectores fijos por la isotropia (en el espacio tangente).

MSC (2010): 53C30 Homogeneous manifolds, 53C35 Symmetric spaces, 53C29
Issues of holonomy.
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Abstract

We prove a Simons-Berger type theorem for totally skew-symmetric 1-forms
with values in a Lie algebra of linear isometries. The only transitive case for this
theorem is the full orthogonal group. We only use geometric tools and we do not
use any classification (not even that of transitive isometric actions on the sphere or
the list of rank one symmetric spaces).

As an application, we prove that the canonical connection of a locally irredu-
cible naturally reductive space is unique, provided the space is not a sphere, nor
a compact Lie group with a bi-invariant metric or its symmetric dual. As a conse-
quence, we compute the isometry group of compact naturally reductive spaces. This
generalizes the known classification results of Onishchik, for normal homogeneous
quotients of a simple Lie group, and Shankar, for homogeneous spaces of positive
curvature. This also answers a question posed by J. Wolf and Wang-Ziller: why
the isometry group of an isotropy irreducible space cannot be enlarged (except for
spheres or Lie groups with a bi-invariant metric).

Another application is a Berger-type theorem for metric connections with skew-
symmetric torsion. Namely, if the orthogonal subgroup spanned by parallel trans-
lations of the torsion tensor is transitive on the sphere, then the space (assumed
irreducible) is locally isometric to a Lie group with a bi-invariant metric or its sym-
metric dual. We also study in some detail this kind of connections on Lie groups
with a bi-invariant metric. We obtain that the only flat connections are the two
flat canonical connections, and we show that the holonomy of a non-flat generic
connection coincides with the Riemannian holonomy.

Finally, we define and study a geometric invariant called the index of symmetry
of a Riemannian manifold. This invariant is trivial for symmetric spaces and iso-
tropy irreducible spaces (it is equal to the dimension of the space or it vanishes). In
contrast, we prove that for compact, non-symmetric, normal homogeneous spaces,
and some presentations of naturally reductive spaces, the index of symmetry is the
dimension of the subspace of fixed vector of the isotropy (in the tangent space).

MSC (2010): 53C30 Homogeneous manifolds, 53C35 Symmetric spaces, 53C29
Issues of holonomy.

Key words: holonomy, naturally reductive spaces, normal homogeneous spaces,
symmetric spaces, connections with skew-symmetric torsion.
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Introduccién

1. Introduccién general

La familia de espacios simétricos es tal vez la familia més importante de va-
riedades riemannianas. Estos espacios fueron definidos y clasificados por E. Cartan
[Car26] y se caracterizan localmente por tener el tensor de curvatura paralelo.
Los espacios simétricos se generalizan de diversas formas a familias mas grandes
de espacios riemannianos homogéneos. Por ejemplo, es un hecho bien conocido que
el grupo de isotropia total de un espacio simétrico irreducible actia irreducible-
mente en el espacio tangente, via la representacion isotrépica. En este sentido, los
espacios isotropicamente irreducibles son una familia de espacios homogéneos que
contiene propiamente a los espacios simétricos irreducibles. Los espacios isotrépi-
camente irreducibles han sido largamente estudiados (y también clasificados), por
ejemplo en [Wol68l, [WZ91]. Los espacios isotrépicamente irreducibles llevan todos
métricas de Einstein, y, por un resultado en [Bes87|, un espacio isotrépicamente
irreducible no-compacto resulta simétrico. Otra familia que extiende a los espacios
simétricos compactos es la de los llamados espacios normal homogéneos, o, més
generalmente, los espacios naturalmente reductivos [DZ79]. La familia de espacios
normal homogéneos contiene a los espacios isotrépicamente irreducibles. Al igual
que los espacios isotropicamente irreducibles, casi todos los ejemplos de espacios de
Einstein llevan métricas naturalmente reductivas (ver [DZ79), Mor94), [AMS09]).

Los espacios simétricos se pueden definir de manera geométrica (la simetria
geodésica en cada punto se extiende a una isometria global), o por medio de una
presentacion homogénea que involucra el grupo total de isometrias (la presentacién
como par simétrico efectivo). Sin embargo, la definicién de un espacio naturalmente
reductivo, e incluso la de un espacio normal homogéneo, M = G/H depende del
grupo de presentacién G. En este caso, no es necesario que G sea el grupo total de
isometrias. Por ejemplo, la esfera de dimensién 7, con la métrica usual, admite dos
presentaciones isotrépicamente irreducibles (y por ende, naturalmente reductivas)

ST =80(8)/SO(7) = Spin(7)/Gs.
Lo mismo es cierto para
S8 = S0(7)/SO(6) = Go/ SU(3).

Asociado a un espacio naturalmente reductivo M = G/H se tiene una conexién
canénica V¢ La conexién candnica de un espacio naturalmente reductivo es una
conexién métrica, G-invariante, que tiene las mismas geodésicas que la conexién de
Levi-Civita de M (las cuales estdn dadas por subgrupos monoparamétricos de G).
La explicacién de la patologia en los ejemplos mencionados més arriba podria ser
la siguiente. El grupo de isometrias SO(8) de S7 no se comporta apropiadamente

11



12 INTRODUCCION

con respecto a la conexién canénica de S = Spin(7)/G» (andlogamente para la
presentacién S¢ = G5/ SU(3)).

En un contexto més general, ya en la década de 1920, Cartan habia pensado
en la idea buscar una conexién que se “adapte” a la geometria del espacio [Car24].
Por ejemplo, para un espacio naturalmente reductivo no-simétrico M = G/H el
tensor de curvatura riemanniano R no es paralelo con respecto a la conexion de
Levi-Civita, VR # 0, pero si lo es con respecto a la conexién canénica, VR = 0,
Maés atn, cualquier tensor geométrico en M es paralelo con respecto a la conexion
canoénica, pues V¢ es G-invariante. Vale la pena aclarar que en un espacio simétrico
la conexion de Levi-Civita es una conexién candnica.

Miés generalmente, pensemos en una variedad riemanniana arbitraria (M, (-, -)).
Informalmente hablando, si V es una conexién en M que se adapta a la geometria
del espacio, uno podria pensar que el tensor métrico es paralelo con respecto a V,

es decir, V es una conexién métrica. Si M no tiene estructuras adicionales, la si-
guiente condicién razonable que se podria imponer, es pedir que la conexién adap-
tada V tenga las mismas geodésicas que la conexién de Levi-Civita. Este hecho
es equivalente a que el tensor de torsién de V sea totalmente antisimétrico en to-
das sus variables (contraido con el tensor métrico). Es tal vez por esto que Cartan
dirigié su atencion, en principio, hacia las conexiones métricas con torsién anti-
simétrica (cfr. [Car22]). En la actualidad, las conexiones con torsién antisimétrica
son de particular importancia en fisica tedrica: teoria de cuerdas y supercuerdas
(ver, por ejemplo, [Agr03), [AF04, [Agr06] y las referencias all{).

Tlustremos lo anterior por medio de un ejemplo. Por un resultado de Cartan-
Schouten [CS26], estas conexiones adaptadas sirven para detectar cudndo el es-
pacio es un grupo de Lie (con métrica bi-invariante). En efecto, si M admite una
conexién métrica plana con torsién antisimétrica, entonces M es (localmente) un
producto de grupos de Lie con métrica bi-invariante y esferas S” con la métrica
usual. (Aqui uno puede observar que la esfera S”, pensada como las unidades del
anillo de octoniones, solo deja de ser un grupo de Lie porque la multiplicacién no
es asociativa.) Recientemente Agricola-Friedrich [AF10] dieron una nueva demos-
tracién del teorema de Cartan-Schouten que no depende de la clasificacién de los
espacios simétricos, como si lo hace la prueba original.

Un concepto sumamente importante, y estrechamente ligado al la teoria de co-
nexiones, es el de grupo de holonomfia. Para el caso de la conexién de Levi-Civita (o,
mas generalmente, para una conexién métrica) estos grupos son grupos ortogonales
que miden cudnto se aleja el espacio (o la conexién en cuestién) de ser plano. Los
grupos de holonomia también fueron introducidos por Cartan [Car26]| en su clasifi-
cacién de los espacios simétricos. En 1955, M. Berger [Ber55| probé que si el grupo
de holonomia (riemanniana) de un espacio irreducible no actia transitivamente en
la esfera (del espacio tangente), entonces el espacio debe ser localmente simétrico.
Este teorema es conocido como el teorema de holonomia de Berger, y es considerado
uno de los resultados generales mas importantes de la geometria riemanniana. Ber-
ger demostré este teorema clasificando los posibles grupos de holonomia de espacios
no-localmente simétricos (observando que todos estos grupos resultan transitivos
en la esfera). Estos grupos conforman la llamada lista de Berger, ver Cuadro en
los Preliminares. A lo largo de los afios se fue probando que cada grupo de la lista
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de Berger es, en efecto, la holonomia de un espacio riemanniano. Esto no siempre
fue facil, de hecho algunos de estos ejemplos se encontraron muchos anos después
(e.g., [YauT8, Bry87], [BS89, [Joy96Db|, [Joy96c, Joy96a, [Kov03]). Es un hecho
notable que cada uno de estos grupos de holonomia transitivos da lugar a una geo-
metria muy rica y particular. Esto es lo que a veces se conoce como el estudio de
la geometria riemanniana desde un punto de vista holonémico.

Siete anos después, en 1962, J. Simons dio una demostracién algebraica del
teorema de holonomia de Berger, la cual evita completamente la clasificaciéon de
Berger. Para dar esta prueba, Simons define y estudia los llamados sistemas ho-
lonémicos (i.e., tensores algebraicos de curvatura que toman valores en un &lgebra
de Lie ortogonal; ver Capitulo |1} Seccién . Es bien conocido el llamado teorema
de holonomia de Simons [Sim62], que dice que un sistema holonémico irreducible
y no-transitivo debe ser simétrico.

Los teoremas de Simons-Berger son ejemplos clasicos de lo que recientemente
se ha denominado como teoremas tipo-Berger. Informalmente, para establecer un
teorema tipo-Berger sobre ciertos objetos (algebraicos, geométricos, etc.) X, uno
deberia tener asignado a cada objeto X un subgrupo ortogonal ®x y se deberian
conocer los modelos simétricos de X. Por ejemplo, si nuestros objetos son las va-
riedades riemannianas, los subgrupos ®x son los grupos de holonomia de X y los
modelos simétricos son los espacios (localmente) simétricos. Un teorema tipo Ber-
ger dirfa que si X es irreducible y no es genérico (e.g., ®x no es transitivo en la
esfera), entonces X es simétrico.

Para clarificar un poco esta idea, mencionemos otros dos ejemplos de teoremas
tipo-Berger. El primero es un resultado debido a Thorbergsson [Tho91), [Olm93]: si
M es una subvariedad de la esfera con curvaturas principales constantes y el grupo
de holonomia normal de M actia de manera irreducible y no-transitiva, entonces
M es la érbita de una s-representacién (i.e., la representacién isotrépica de un
espacio simétrico semisimple). Recordemos que las érbitas de s-representaciones
juegan un papel central en la geometria de subvariedades, similar al que juegan los
espacios simétricos en la geometria riemanniana. Recientemente Console-Di Scala-
Olmos [CDSO11] probaron un teorema tipo-Berger para subvariedades complejas:
si M es una subvariedad completa, substancial e irreducible de CP™ y el grupo de
holonomia normal de M es no-transitivo, entonces M es la érbita (proyectivizada)
de una s-representaciéon hermitiana irreducible.

Otro problema de interés que se presenta en geometria riemanniana homogénea
es el de encontrar el grupo total de isometrias (componente conexa) de un espacio
riemanniano homogéneo M = G/H. Para espacios isotrépicamente irreducibles,
[Wol68|, [WZ91] probaron que el grupo de presentacién G da la componente conexa
del grupo de isometrias, excepto para ciertos ejemplos patoldgicos en esferas de
dimensién baja y grupos de Lie con métrica bi-invariante (ver los Preliminares y
Capitulo , los cuales son espacios simétricos y por ende su grupo de isometrias
estd bien determinado. Para espacios normal homogéneos M = G/H, con G simple,
el grupo de isometrias se puede obtener de la clasificacién de Onishchik [Oni92].
Otro resultado en esta direccién es debido a K. Shankar [Sha01], quien determind el
grupo de isometrias de espacios homogéneos de curvatura positiva.

Observemos que para un espacio naturalmente reductivo M = G/H con co-
nexién canénica asociada V¢, existe una forma estandar de extender el grupo G a
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un grupo mas grande de isometrias de M. M4és precisamente, esto se hace inclu-
yendo todas las isometrias de M que preservan la conexién canénica, es decir las
isometrias V¢-afines. En efecto, si M es simplemente conexa, cualquier isometria
lineal £ : T,M — T,M, con L.(R5) = Ri y £.(T5) = Ty se extiende a una iso-
metria de M (pues la conexién candnica tiene torsién y curvatura V¢-paralelas T¢
y R, respectivamente). Esta extensién también se puede hacer, para la componente
conexa y sélo en el caso compacto, agregando al dlgebra de Lie de G los campos in-
variantes por el grupo de transvecciones de la conexién canénica Tr(M, V€), el cual
es un subgrupo normal y transitivo de G (estos campos estdn en correspondencia
biyectiva con los vectores fijos de la isotropia H en T.yM). La extension estandar
es trivial en para ST = Spin(7)/Gs y S¢ = G2/ SU(3) (ver [Regl0]).

En esta tesis se obtienen diversos resultados sobre espacios naturalmente reduc-
tivos, y més generalmente, sobre variedades riemannianas munidas de una conexion
métrica con torsién antisimétrica, relacionados con los problemas mencionados an-
teriormente.

En lo que se refiere al grupo de isometrias de espacios naturalmente reductivos
obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA A. Sea M un espacio naturalmente reductivo compacto y localmente
irreducible. Supongamos que M no es globalmente isométrico a una esfera ni a un
espacio proyectivo real. Entonces, la componente conexa del grupo de isometrias
de M coincide con la componente conezxa del grupo de transformaciones afines de
la conexion candnica. Mds ain, si existe una isometria de M que no preserva la
conexion candnica, entonces M es isométrico a un grupo de Lie con métrica bi-
nvariante.

Este teorema extiende los resultados de [Oni92), [ShaO1] y también sirve pa-
ra obtener geométricamente los resultados de [Wol68l,  WZ91] sobre el grupo de
isometrias de espacios isotrépicamente irreducibles.

El Teorema [A] sigue del hecho de que la conexién canénica de un espacio natu-
ralmente reductivo es esencialmente tnica.

TEOREMA B. Sea M un espacio naturalmente reductivo localmente irreducible.
Supongamos que M no es globalmente isométrico a una esfera, un grupo de Lie
con métrica bi-invariante, ni al dual simétrico de un grupo de Lie con métrica
bi-invariante. Entonces, la conexion candnica en M es unica.

Sigue del teorema anterior que los espacios naturalmente reductivos que ad-
miten méas de una conexién canoénica son necesariamente simétricos. Por tanto,
tiene sentido pensar que podria existir una definicién geométrica de los espacios
naturalmente reductivos (que sea independiente de la presentacién como espacio
homogéneo). Por supuesto, tal definicién deberfa coincidir con la definicién usual
de los espacios simétricos.

El Teorema [B|sirve para responder, de manera geométrica, a una pregunta for-
mulada por J. Wolf y Wang-Ziller: ;por qué el grupo de presentacion de un espacio
isotrépicamente irreducible da la componente conexa del grupo de isometrias del
espacio (excepto para esferas y grupos de Lie, por supuesto)?. Ver Corolario

La demostracién del Teorema [B] sorprendentemente nos lleva, de manera na-
tural, a un teorema tipo-Berger andlogo al teorema de holonomia de Simons. Més
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. . ! . 7 . .
precisamente, si V¢ y V¢ son dos conexiones candnicas en un espacio naturalmente
reductivo M, entonces el tensor diferencia

0= (V" -V,

evaluado en un punto p € M, define una 1-forma algebraica totalmente antisimétri-
caen T,M (ie., (©,v,w) define una 3-forma en T,M).

Luego, es natural definir, como Simons hizo en [Sim62] para sistemas holonémi-
cos, el concepto de skew-torsion holonomy system: es decir un triple [V, 0, G| en
donde V es un espacio euclideo, G es un subgrupo de Lie conexo de SO(V) y © es
una 1l-forma totalmente antisimétrica en V que toma valores en el dlgebra de Lie
de G. Se tiene el siguiente teorema de holonomia.

TEOREMA C. Si[V,0,G] es irreducible y no-transitivo, entonces es simétrico.
Mas ain, si [V,0,G] es transitivo, entonces G = SO(V).

Este resultado podria confirmar la esperanza de J. Simons, quien decia que
una variacién algebraica de los sistemas holonémicos podria ser aplicable en otras
situaciones (ver [Sim62] Introduction]).

Quisiéramos aclarar que el Teorema [C] fue obtenido independientemente por
P-A. Nagy [Nag07], quien sigue un enfoque algebraico, utilizando las llamadas
algebras de Berger. Nuestra demostracién, aunque tampoco es sencilla, es total-
mente geométrica, y utiliza ingredientes la geometria de subvariedades. La parte
mas complicada es probar que el tinico caso transitivo para un skew-torsion holo-
nomy system [V,0,G] es el grupo ortogonal G = SO(V). Aclaremos también que
casi todos los casos transitivos ya habian sido excluidos por Agricola-Friedrich en
[AF04] (para Spin(9) después de largos cdlculos). En realidad, el tinico caso que les
falté tratar es el caso cuaterniénico-Kéhler G = Sp(1) x Sp(n) C SO(4n). Pero, con
las mismas ideas que ellos usan para excluir el caso Kéhleriano G = U(n) C SO(2n),
este caso se puede descartar ficilmente (considerando una 4-forma de Kéhler cua-
terniénica en lugar de una 2-forma de Kéhler).

Para aplicar el Teorema[C|en la demostracién que damos para el Teorema [B]en
el caso compacto, es necesario un resultado general de descomposicién de espacios
homogéneos compactos, ver Teorema [3.4] el cual es usado a su vez para probar
el Teorema [C] Esto muestra la estrecha relaciéon que hay entre ambos resultados.
El Teorema es falso en el caso no-compacto (en el cual tenemos que usar otros
argumentos para probar el Teorema y también resulta no trivial, debido al hecho
que la subvariedad integral determinada por los puntos fijos de la isotropia de un
espacio homogéneo es, en general, no trivial.

Remarquemos que el Teorema [C] no solamente tiene aplicaciones a espacios
naturalmente reductivos. Nosotros lo aplicaremos en un contexto mas general, el de
las variedades riemannianas (no necesariamente homogéneas) munidas ademds de
una conexién métrica V con las mismas geodésicas que la conexién de Levi-Civita.
En este caso el tensor diferencia D = V —V también define una 1-forma totalmente
antisimétrica en cada espacio tangente. Inspirados por la construcciéon de Ambrose-
Singer para el algebra de Lie de la holonomia, uno puede construir un subgrupo
ortogonal H(M, V) C SO(T, M), transportando paralelamente las transformaciones
antisimétricas D,,, con v € T'M, a lo largo de curvas arbitrarias. Asi, se obtiene el
siguiente teorema tipo-Berger.
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TEOREMA D. Si M es localmente irreducible y {e} # H(M,V) # SO(V),
entonces M es localmente isométrica a un grupo de Lie con métrica bi-invariante
o su dual simétrico.

En realidad, si uno asume que V # V, forzosamente se tiene H(M,V) # {e}.
Cabe aclarar que no existe un analogo general para el teorema de holonomia de
Berger para conexiones arbitrarias. En nuestro caso H(M, V) no es el grupo de ho-
lonomia de V. De hecho, en ciertos casos en los que V es plana, el grupo H (M, @)
contiene informacién sobre la geometria de (M ,@) Como consecuencia del Teo-
rema [D} el estudio de conexiones métricas con torsién antisimétrica se restringe,
cuando éstas no son genéricas, a su estudio en grupos de Lie de compactos (ver
Capitulo .

Finalmente, el estudio de los espacios naturalmente reductivos, y la riqueza
de la geometria de los puntos fijos de la isotropia (en contraposicién a los espacios
isotrépicamente irreducibles, en donde no hay puntos fijos), nos llevan naturalmente
a definir un nuevo invariante geométrico para variedades riemannianas, el cual lla-
mamos indice de simetria. Informalmente hablando, el indice de simetria is(M) de
una variedad riemanniana M, puede pensarse localmente como la méxima dimen-
sién de la foliacién totalmente geodésica £ de M, en cuyas hojas, cualquier tensor
geométrico del espacio ambiente es paralelo. En particular, las hojas de .Z resultan
subvariedades extrinsecamente simétricas. Obviamente se tiene que i5(M) = dim M
siy s6lo si M es un espacio simétrico. La definicién precisa del indice de simetria y
de la foliacién de simetria . puede hacerse en términos de transvecciones infinite-
simales (i.e., campos de Killing cuya derivada se anula en un punto). Para espacios
normal homogéneos compactos y ciertas presentaciones de espacios naturalmente
reductivos compactos, uno puede calcular explicitamente el indice de simetria.

TEOREMA E. Sea M = G/H un espacio normal homogéneo compacto, simple-
mente conezxo e irreducible que no es localmente simétrico. Entonces la foliacion de
simetria de M coincide con la foliacion G-invariante definida por los puntos fijos
de H en M.

Utilizando la llamada forma de Kostant, la cual permite pensar a un espacio
naturalmente reductivo como un espacio normal homogéneo, con respecto a una
métrica pseudo-riemanniana bi-invariante definida en el subgrupo de transvecciones
de la conexion canoénica, el teorema anterior se generaliza al caso naturalmente
reductivo.

TEOREMA F. Sea M = G/H un espacio naturalmente reductivo compacto,
simplemente conexo e irreducible que mo es localmente simétrico. Supongamos que
M estd presentado por el grupo de transvecciones de la conexion canonica. Entonces
la foliacion de simetria de M coincide con la foliacion G-invariante definida por
los puntos fijos de H en M.

Antes de pasar al resumen de los resultados obtenidos y organizacién de la tesis,
quisiéramos hacer un pequeno comentario sobre la metodologia de trabajo. Nues-
tro enfoque fue puramente geométrico, eventualmente usando resultados algebrai-
cos elementales. En este sentido, siempre priorizamos los argumentos conceptuales,
evitando todo tipo de resultados clasificatorios (incluso la clasificacién de los espa-
cios simétricos, o las acciones transitivas en la esfera). Asi es que obtenemos nuevas
pruebas conceptuales de resultados conocidos que dependian de estas clasificaciones
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(ver, por ejemplo, el Apéndice). Si bien estas demostraciones geométricas fueron,
a veces, dificiles de obtener, a partir de resultados sobre geometria altamente no
triviales (e.g., el teorema de Cartan-Schouten [CS26], los teoremas de holonomia
de Simons-Berger [Ber55], [Sim62], el estudio sobre espacios k-flats homogéneos
[HPTT94]), cada uno de estos resultados tiene una demostracién conceptual y
geométrica (e.g., [AF10], [Olm05al, [OIm05b], [EQ94] respectivamente). Nues-
tros métodos geométricos nos llevan frecuentemente a la geometria de subvarieda-
des, ilustrando, una vez mas, cémo se pueden obtener resultados sobre geometria
intrinseca a través de la geometria extrinseca, por medio de la llamada holonomia
normal.

Esta tesis puede considerarse como un nuevo esfuerzo en la direccién de lo que
a veces se llama la geometrizacién de la teorfa de Lie.

2. Sobre los resultados obtenidos

Los resultados originales de esta tesis se encuentran en los Capitulos 2Ho] en
tanto que el Capitulo [1]lo dedicamos a repasar algunos conceptos bésicos y resul-
tados conocidos.

En el Capitulo |2 definimos y estudiamos los llamados skew-torsion holonomy
systems. Después de estudiar la estructura del grupo generado por una familia de
1-formas con valores en un algebra de Lie ortogonal, damos una version débil, Teore-
ma[2.4] del Teorema[C] la cual es necesaria para probar la versién fuerte, enunciada
con precisiéon en el Teorema La prueba del Teorema [2.4] es analoga a la da-
da en [OlmO5b] para el teorema de holonomia de Simons y combina argumentos
de geometria de subvariedades y holonomia normal. El resultado principal de este
capitulo es el Teorema[2.11] a partir del cual sigue fécilmente el Teorema tam-
bién llamado el skew-torsion holonomy theorem. La demostracion del Teorema [2.11
esta lejos de ser trivial, involucra la geometria de subvariedades isoparamétricas del
espacio euclideo y utiliza el Teorema de descomposicion y la Proposicién
demostrados en los capitulos subsiguientes. Terminamos el Capitulo 2| haciendo una
consideracién sobre el caso cuaterniénico-Kéhler (recordar que Agricola-Friedrich
[AF04] habian excluido todos los casos transitivos excepto éste).

El Capitulo [3] estd destinado a probar los Teoremas [A] y [B] Para probar el
Teorema |B| distinguimos en dos casos: el caso compacto en el Teorema y el
caso no-compacto en el Teorema La primera seccion del Capitulo [3] la dedi-
camos a probar un resultado general de descomposicion de espacios homogéneos
compactos, Teorema[3.4] bajo cierta hipdtesis sobre el grupo de isotropfa. El Teore-
ma [3.4] combinado con el skew-torsion holonomy theorem implican el Teorema [3.7
de unicidad. Como consecuencia obtenemos el Corolario [3.10] el cual responde de
manera geométrica a una pregunta formulada por J. Wolf y Wang-Ziller sobre el
grupo de isometrias de espacios isotrépicamente irreducibles (ver la introduccién
general). Usamos también el skew-torsion holonomy theorem para calcular la holo-
nomia de espacios naturalmente reductivos (compactos o no). Como el Teorema
no vale para espacios no-compactos, tenemos que modificar nuestros argumentos
para probar la unicidad de la conexién candnica en este caso. Esto lo hacemos
en el Teorema Maés aun, si n # 3, probamos que el espacio hipérbolico H™
admite una tdnica presentacién naturalmente reductiva y también, usando teoria
de Hodge, vemos que la esfera S™ admite una unica conexién candnica asociada
a la descomposicién simétrica. Una simple observacién que usamos en la prueba
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del Teorema en combinacién con [Regl0], nos permite calcular el grupo de
isometrias de un espacio naturalmente reductivo compacto (este grupo era conocido
s6lo para espacios normal homogéneos).

En la primera parte del Capitulo[]introducimos los, a veces llamados, grupos de
holonomia combinada H(M, V) asociados a una variedad riemanniana M munida
de una conexién métrica con torsién antisimétrica @, y demostramos el Teorema
que no es otra cosa que una version precisa del Teorema[D] En la segunda parte de
este capitulo estudiamos minusciosamente las conexiones métricas V en un grupo
de Lie compacto G con métrica bi-invariante y H(G, V) # SO(g), en donde g es el
algebra de Lie de G. Vemos que esta familia de conexiones estd en correspondencia
biyectiva con el algebra de funciones diferenciables de G, y calculamos el grupo
de holonomia de cada una de estas conexiones. Como consecuencia, se obtiene
que las dnicas conexiones planas con torsién antisimétrica en G son las llamadas
conexiones (+), cuyo tensor de torsién estd dado por T'(X,Y) = £[X, Y] (las cuales
son conexiones candnicas).

En el Capitulo [5] definimos el llamado indice de simetria de una variedad rie-
manniana. En la primera parte nos referimos a ciertas propiedades estructurales
de este invariante para espacios compactos. En la segunda parte de este capitulo
probamos el Teorema [E] (en un contexto ligeramente més general). En la parte final
del Capitulo [5] mostramos cémo adaptar la prueba del Teorema [E| para probar el
Teorema [F], usando la llamada forma de Kostant.

Finalmente, el Capitulo [f] de esta tesis es un apéndice destinado a probar, con
argumentos puramente geométricos, un resultado sobre espacios isotrépicamente
irreducibles que sigue de la clasificacién de J. Wolf [Wol68], ver Proposicién
Aqui también se encuentran algunos resultados bien conocidos que usamos a lo largo
de la tesis. La idea es siempre dar demostraciones conceptuales, tratando de evitar
resultados clasificatorios. Por ejemplo, recordamos como probar que el tinico grupo
de Lie compacto de rango 1 es Spin(3), el cual es isométrico a la esfera S®. Esto
sigue de la clasificacién de los espacios simétricos, pero también puede probarse
usando sucesiones exacatas de homotopia.

Esta tesis estd basada en los articulos [OR12al, [Regl1], [OR12bl [ORT12] y
parte del articulo [Regl0].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos las definiciones bésicas mas importantes que uti-
lizaremos a lo largo de la tesis, asi como algunas notaciones y convenciones. También
recordamos, sin demostracién, algunos resultados bien conocidos e importantes que
utilizaremos en los préximos capitulos.

A lo largo de la tesis la palabra diferenciable significara de clase C°°. Las va-
riedades diferenciables se asumen satisfaciendo el segundo segundo axioma de nu-
merabilidad. Los espacios vectoriales y las algebras de Lie, salvo mencion explicita,
se asumen reales y de dimensién finita. La exponencial geométrica de una variedad
riemanniana se denotard por exp, en tanto que la funcién exponencial de un grupo
de Lie se denotara por Exp.

Cuando nos referimos a una variedad riemanniana homogénea M = G/H,
entendemos que G actia en M por isometrias y, salvo que aclaremos lo contrario,
de manera (casi) efectiva (es decir, el subgrupo de elementos de G que actiian
trivialmente en M se asume discreto). Finalmente, cuando digamos que G = H x K
es el producto casi directo de los subgrupos H y K asumimos que G = HK y que
H N K es un subgrupo discreto de G. En este siempre caso las correspondientes
subdlgebras de Lie forman una suma directa de ideales g = h @ €. A lo largo de
la tesis, los productos de grupos de Lie serdan productos casi directos (salvo que
aclaremos lo contrario), por ende s6lo mencionaremos esto para enfatizarlo.

1. Geometria riemanniana

1.1. La conexién de Levi-Civita y la curvatura riemanniana. Sea
(M, {-,-)) una variedad riemanniana de dimensién n. Denotamos por X(M) el
algebra de Lie de campos diferenciables en M. La conexién de Levi-Civita de M
serd usualmente denotada por V. El tensor de curvatura (riemanniano) de M se
denotara usualmente por R y estd definido por

RxyZ =VxVyZ—-VyVxZ—Vixy|Z

para todos X,Y,Z € X(M). Son bien conocidas las identidades del tensor de cur-
vatura: para todos X, Y, Z, W € X(M) valen

(i) Rxyy = —Ryx;
(ii) (RxyZ, W) = —(RxyW,Z), es decir, Rx y es una transformacién anti-
simétrica en cada espacio tangente;
(111) <}%X7yZ7 W> = <RZ,WXa Z>7
(iv) Rx,yZ+ Ry,zX + Rz xW = 0 (primera identidad de Bianchi).

Es un hecho algebraico que (iii) es consecuencia de las otras tres identidades. La
derivada covariante VR del tensor de curvatura también satisface la identidad de
Bianchi, es decir, el tensor de curvatura también tiene la siguiente propiedad:
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(V) (VxR)yzW + (VyR)z xW + (VzR)xyW = 0 (segunda identidad de
Bianchi).
Dado p € M y m C T,M un plano por el origen, denotamos por x(m) la
curvatura seccional de 7, la cual se define por

K(m) = (Ry »v,u)

en donde u, v es una base ortonormal de 7. La curvatura escalar en p se define por

scaly(R) = Y (Re,.c,¢;, ),
i<j
en donde ey, ...,e, es una base ortonormal de 7, M. Es un hecho elemental que
las definiciones de la curvatura seccional y la curvatura escalar no dependen de las

bases elegidas.
Dado v € T,M, el operador de Jacobi J, : {v}+ — {v}* se define por

Jp(Ww) = Ry v

para todo w € {v}*+ C T,M. Es un hecho bien conocido, el cual usaremos even-
tualmente, que M tiene curvaturas seccionales constantes en p si y sélo si todos los
operadores de Jacobi J,, con 0 # v € T, M, son un multiplo de la identidad.

1.2. Conexiones métricas con torsiéon antisimétrica. En esta tesis con-
sideraremos, ademas de la conexion de Levi-Civita, conexiones métricas con torsion
antisimétrica. Se dice que una conexién V en una variedad riemanniana M es una
conexién métrica si el tensor métrico es paralelo con respecto a V, es decir, si

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)

para todos X, Y, Z € X(M). Se dice que una conexién métrica V en M es una cone-
zidén métrica con torsion (totalmente) antisimétrica, si las V-geodésicas coinciden
con las geodésicas riemannianas. Sigue de la férmula de Koszul que V es una co-
nexién métrica con torsién totalmente antisimétrica si y sélo si el tensor diferencia
D =V —V es totalmente antisimétrico, es decir, (X,Y, Z) — (DxY, Z) define una
3-forma en M.

Notemos que si V es una conexién métrica en M y v # V, entonces el tensor
de torsién T(X, Y)= VY —VyX — [X,Y] de V es forzosamente distinto de cero.
Si ademés V tiene torsién antisimétrica, el tensor diferencia y el tensor de torsién
llevan la misma informacion.

PROPOSICION 1.1. Sea V una conexion métrica en M con torsion totalmente
antisimétrica. Entonces

1-
DxY = —éT(X, Y) para todos X,Y € X(M),

en donde D =V —V es el tensor diferencia y T es el tensor de torsion de V.

Naturalmente, esto motiva la definicién anterior.

Antes de pasar al siguiente apartado, quisiéramos mencionar un resultado de
Ambrose-Singer, el cual caracteriza los espacios homogéneos en términos de cone-
xiones métricas (no necesariamente con torsién antisimétrica).
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TEOREMA 1.2 (Ambrose-Singer [AS58|, [TV83]). Una variedad riemanniana
M es localmente homogénea si y sélo si existe una conexion métrica V en M tal
que VR=0y VD =0, en donde R es el tensor de curvatura riemanniano y D es
el tensor diferencia entre v y la conexion de Levi-Civita.

Un tensor D de tipo (1,2) y tal que VR=0,VD =0, endonde V=V-—D,
suele llamarse una estructura homogénea.

1.3. Grupos de holonomia y el teorema de Berger. Sea V una conexién
métrica en M. El transporte V-paralelo a lo largo de una curva diferenciable a trozos
¢:[0,1] = M se denotard usualmente por 7.. El hecho de que V sea una conexién
métrica se ve reflejado en que 7. : To.0)M — Ty M es una isometria lineal. Dado
p € M, el grupo de holonomia de V en p se define por

Hol, (V) = {#. : ¢ es una curva cerrada por p}.

Se sabe de la teoria que Hol,(V) C O(T, M) es un subgrupo de Lie (no necesa-
riamente cerrado). Su componente conexa por la identidad HOIZ(@) C SO(T,M)
es llamado el grupo de holonomia restricta en p y se obtiene obtiene considerando
transportes V-paralelos a lo largo de curvas cerradas por p homotépicas a cero. En

particular, si M es simplemente conexa Hol, (V) = Hol (V).

Si M es conexa, entonces los grupos de holonomia en diferentes puntos Hol, (V)
y Holy(V) son conjugados por transporte paralelo a lo largo de cualquier curva
que una p con q. Es por eso que en este caso omitimos el subindice que indica el

punto base, y nos referimos al grupo de holonomia Hol(V), o al grupo de holonomia
restricta Hol* (@), de V (aunque, a veces, el punto base estard implicito, por ejemplo
si quisiéramos ver a la holonomia como un subgrupo de SO(T,M)).

El teorema de Ambrose-Singer nos dice que el tensor de curvatura R de V (el
cual se define igual que el tensor de curvatura riemanniano) determina la holonomia
restricta. Notemos que si V es una conexién métrica, entonces R x,y determina una
transformacién antisimétrica en cada punto. Denotemos por bo[(@) el 4lgebra de
Lie del grupo de holonomia de M. Se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 1.3 (Ambrose-Singer [AS53]). La subdlgebra de Lie
hol(V) C so(T,M)

del grupo de holonomia de V en p, estd linealmente generada por elementos de la
forma

(Fo)s(Ruw) = (72) "t 0 Ryp 0 7 € 50(T, M),
en donde ¢ se toma entre todas las curvas diferenciables a trozos con ¢(0) = p y
u,v son vectores arbitrarios en To1yM.

Cuando V es la conexién de Levi-Civita de M, el grupo de holonomia de V
es llamado el grupo de holonomia de M y se denota Hol(V) = Hol(M). (Anélo-
gamente, nos referimos al grupo de holonomfa restricta Hol*(M) de M.) En este
caso, objetos algebraicos en un espacio tangente T, M invariantes por el grupo de
holonomia (e.g. vectores invariantes, subespacios invariantes, tensores algebraicos
invariantes, etc.), determinan objetos paralelos en M (e.g. campos paralelos, dis-
tribuciones paralelas, tensores paralelos, etc.). Por ejemplo, tenemos los famosos
teoremas de descomposicién de de Rham.



22 1. PRELIMINARES

TEOREMA 1.4 (Teorema de de Rham local). Una variedad riemanniana M
es localmente un producto alrededor de p € M si y solo si existe una distribucion
paralela 9 definida en un entorno de p.

Estrictamente hablando, en este caso el subespacio &, C T),M es invariante por
el llamado grupo de holonomia local HOILOC(M ) en p. Dicho grupo se define como

o0
Hol,>*(M) = () Hol*(Uy)

k=1

para cualquier base Uy D Uy D -+ de entornos abiertos y conexos de p € M.
Recordemos que una distribucién 2 en M se dice paralela si VxY € 2 para

todos X € X(M), Y € 2. En tanto que Z se dice autoparalela si VxY € Z para
todos X,Y € 2. Una distribuciéon & es autoparalela si y sélo si es integrable con
hojas totalmente geodésicas. Si & es paralela entonces la distribucién ortogonal a
2, usualmente denotada por 2 es también paralela. Reciprocamente, dos distri-
buciones autoparalelas complementarias, deben ser paralelas. Es decir si 21, 2> son
dos distribuciones autoparalelas ortogonales en M tales que TM = 2, ® %, enton-
ces 9; es una distribucién paralela en M, para i = 1,2. Esto no es necesariamente
cierto si se suman ortogonalmente mas de dos distribuciones autoparalelas.

TEOREMA 1.5 (Teorema de de Rham global). Sea M una variedad riemanniana
completa y simplemente conexa y sea p € M. Descomponemos ortogonalmente el
espacio tangente en p como TyM =Vo @V, ®--- @V en donde V es el conjunto
de vectores fijos de Hol(M) en T,M y Hol(M) actia irreduciblemente en V; para
todoi=1,...,k. Entonces M es el producto (riemanniano)

M = My x My x --- x My,

en donde M; es la subvariedad integral de la distribucion paralela Z; en M definida
por Di(p) = V;, para i =0,1,... k. Mds ain, los factores My, ..., My son dnicos
salvo el orden.

El factor My se dice el factor plano de M. Se dice que M es plana si M = M),
o equivalentemente si el tensor de curvatura se anula idénticamente, R = 0. Se dice
que M es sin factor plano si M = M; X -+ X M. También decimos que M es
irreducible si M = M en la descomposiciéon anterior, o bien M = My con dim M =
dim My = 1. Si M no es simplemente conexa, decimos que M es irreducible (resp.
sin factor plano) si su cubrimiento universal es irreducible (resp. sin factor plano).
Si no asumimos completitud las nociones anteriores se definen localmente.

Uno de los teoremas méas importantes de la geometria riemanniana es el llamado
teorema de holonomia de Berger.

TEOREMA 1.6 (Berger [Ber55]). Si el grupo de holonomia de un espacio lo-
calmente irreducible no actia transitivamente en la esfera (del espacio tangente),
entonces el espacio debe ser localmente simétrico.

La prueba de Berger sigue de la clasificacién de los posibles grupos de holo-
nomia de espacios no-localmente simétricos, los cuales resultan todos transitivos en
la esfera. Esta es la llamada lista de Berger (ver Cuadro. Esta lista inclufa origi-
nalmente al grupo Spin(9), pero en 1968 fue probado por D. V. Alekseevskii [Ale68]
(e independientemente por Brown-Gray [BG72] en 1972) que cualquier espacio con
holonomia Spin(9) debe ser simétrico. Los grupos SU(n), Sp(n), Spin(7) y G2 son
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las llamadas holonomias excepcionales, puesto que no existen espacios simétricos
que los tengan como holonomia. En 1962, J. Simons [Sim62] dio una prueba alge-
braica del Teorema la cual elude la clasificacién de Berger (ver Seccién . En
2005, C. Olmos [OlmO05al dio una demostracién geométrica del teorema de Ber-
ger, dicha demostracién utiliza herramientas de la geometria de subvariedades y la
llamada holonomia normal.

’ Hol(M) H dim M ‘ Nombre Einstein | Ricci-flat
SO(n) n variedad genérica orientable - -
U(n) 2n Kéhler - -

Sp(1) x Sp(n) 4n cuaterniénico-Kahler Si -
SU(n) 2n Calabi-Yau Si Si
Sp(n) 4n hiper-Kéhler Si Si
Spin(7) 8 variedad Spin(7) Si Si

G 7 variedad Go Si Si

CuADRO 1.1. Grupos de holonomia de espacios no-localmente simétricos.

1.4. Espacios simétricos y s-representaciones. Una de las familias més
bellas e importantes de variedades riemannianas es la de los llamados espacios
simétricos, en los cuales la simetria geodésica en cada punto se extiende a una
isometria global (y por ende resultan homogéneos). Estos espacios se caracterizan
localmente por tener el tensor de curvatura paralelo. Una presentacién que usaremos
a menudo es la dada por las transvecciones infinitesimales. Mdas precisamente, sea
M un espacio simétrico y sea # (M) el dlgebra de Lie de campos de Killing en M,
la cual se identifica naturalmente con el dlgebra de Lie del grupo isometrias Iso(M)
de M. Dado p € M, existen dos subespacios distinguidos en J& (M):

pP={XeX(M):(VX),=0} vy &={XY]:X,Yep}

Como # estd en el dlgebra de isotropia J,(M) = {X € (M) : X, = 0} de M,
se tiene que g = P @ pP es un dlgebra de Lie involutiva, es decir,

[P e cer,  [prptlcer, [ pPlCp”
Se tiene que g C J# (M) es independiente del punto p € M, razén por la cual
hemos omitido el supraindice en la notacién. Més ain, si M es un espacio simétrico
semisimple (i.e., sin factor plano) entonces g = ¢ (M). Los elementos de p? suelen
llamarse transvecciones infinitesimales en p y el subgrupo de Lie G C Iso(M) aso-
ciado a g se dice el grupo de transvecciones (geométricas) de M. Al ser M geodési-
camente completo, se tiene que G es transitivo en M, pues las curvas integrales de
elementos en pP son geodésicas por p.

Otra forma de presentar un espacio simétrico es mediante los llamados pares
simétricos. Sea G un grupo de Lie conexo y ¢ un automorfismo involutivo de G
(i.e., 02 = Id). Denotemos por G° C G el conjunto de puntos fijos de o y por (G)g
la componente conexa de G? por e € . Consideramos un subgrupo cerrado K de
G con (G7)y C K C G°. Notemos que la diferencial o, de o en la identidad es un
automorfismo involutivo del dlgebra de Lie g de G. Sean

t={Xecg:0.(X)=X} y p={Xecg:0.(X)=—-X}.



24 1. PRELIMINARES

Claramente t es el algebra de Lie de K, ademas g = € @ p es un algebra de Lie
involutiva. Esta descomposicién se llama descomposiciéon de Cartan de g con res-
pecto a o.. Si Adg(K) es un subgrupo compacto de GL(g) y p estd equipado con
un producto escalar Adg(K)-invariante, entonces (G, K) se dice un par simétrico
riemanniano. En este caso, la métrica G-invariante en M = G/K definida por el
producto interno Adg (K)-invariante en p ~ T, x M hace de M un espacio simétrico.

Reciprocamente, sean M un espacio simétrico y G = Isog(M) la componente
conexa de la identidad del grupo de isometrias de M. Dados p € M y K el subgrupo
de isotropia en p, la simetria geodésica s, determina un automorfismo involutivo
de G, definido por o(g) = s, 0go sy, con (G7)g C K C G°. El par (G, K) resulta
un par simétrico riemanniano.

Se tiene entonces que hay una correspondencia biyectiva entre espacios simétri-
cos M y pares simétricos riemannianos efectivos (G, K) (es decir, ¥ no contiene
ideales no triviales de g). Notar que el grupo de transvecciones de M podria estar
propiamente contenido en G, si M tiene factor plano.

Sea M = G /K un espacio simétrico semisimple (presentado como par simétrico,
o equivalentemente, por su grupo de transvecciones geométricas) con descomposi-
cién de Cartan g = € p. Supongamos que K es el subgrupo de isotropia de p € M.
Un k-flat en M es una subvariedad totalmente geodésica y plana de dimensién k.
Un k-flat por p se obtiene a partir de un subespacio abeliano a C p via la expo-
nencial geométrica exp,, : p — M, en donde identificamos T}, M con p de la manera
usual. El rango del espacio simétrico M es la dimensién de un k-flat maximal, o
equivalentemente la dimensién de una subdlgebra abeliana maximal de p. Recorde-
mos que toda geodésica de M esta contenida en un r-flat, en donde r es el rango
de M.

La representacién isotrépica de K en V = T,M, en donde K se identifica
con un subgrupo de SO(V) tomando las diferenciales en p de los elementos de
K, es lo que se llama una s-representacion. Se tiene que las érbitas de K en V
son polares, es decir, existe un subespacio afin ¥ C V, llamado una seccién, que
intersecta perpendicularmente cada érbita K - v. Mas precisamente, una seccién X
se corresponde con una subdlgebra abeliana maximal a C p.

Un hecho bien conocido, y que necesitaremos mas adelante, es el siguiente.

LEMA 1.7 ([BCOO03] pdg. 192]). Sean V un espacio euclideo y K un subgrupo
de Lie conexo de SO(V). Si K actia en V como una s-representacion, entonces
K = N(K), en donde N(K) es la componente conexa del normalizador de K en

SO(V).

Observemos que si M es un espacio simétrico simple, la representacién isotrépi-
ca es irreducible (i.e., la isotropfa actda irreduciblemente en el espacio tangente,
pues coincide con la holonomia). En este sentido, la siguiente familia de variedades
riemannianas generaliza a los espacios simétricos.

1.5. Espacios isotrépicamente irreducibles. Una variedad riemanniana
homogénea M = G/H se dice un espacio (fuertemente) isotrépicamente irreducible
si (la componente conexa de) H no tiene subespacios invariantes en Ty M. Estos
espacios fueron estudiados exhaustivamente por J. Wolf en [Wol68| y posterior-
mente, en el caso general, por Wang-Ziller en [WZ91]. No es dificil ver, usando que
H es compacto, que un espacio isotrépicamente irreducible es de Einstein. Luego si
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M no es compacto, entonces es un espacio simétrico (ver [Bes87]). Esto restringe
la atencién a los espacios isotrépicamente irreducibles compactos.
Destacamos algunos resultados que nos interesan sobre estos espacios.

TEOREMA 1.8 (Wolf [Wol68|). Sean M = G/H, M' = G'/H' dos espacios
(fuertemente) isotrépicamente irreducibles tales que M es isométrico a M'. Enton-
ces vale alguna de las siguientes:

1. Existe un isomorfismo ¥ : G — G’ con V(H) = H’;

2. M y M’ son isométricos al espacio euclideo R™ (n = dim M = dim M’);

3. M y M’ son isométricos a la esfera S7 con la métrica usual y las presen-
taciones ST = SO(8)/SO(7) = Spin(7)/Gs;

4. M y M’ son isométricos a la esfera S® con la métrica usual y las presen-
taciones S® = SO(7)/SO(6) = G2/ SU(3).

Se tiene que el grupo de presentaciéon de un espacio isotrépicamente irreducible
no se puede extender, salvo para esferas y grupos de Lie, a un grupo més grande de
isometrias. Mds precisamente, sea M = G/ H un espacio isotrépicamente irreducible
y supongamos que M no es un espacio euclideo. Como ya dijimos, si M es un espacio
simétrico, entonces la componente conexa Gy de G es la componente conexa del
grupo total de isometrias. Si M es fuertemente isotrépicamente irreducible y G/H #
S7 = Spin(7)/G2, G/H # S% = G2/ SU(3), sigue de [Wol68] que Gy = Isog(M).
Més ain, en el caso general, sigue de [WZ91] que Gy = Isop(M), excepto para
los ejemplos anteriores y ciertas presentaciones de grupos de Lie compactos con
métrica bi-invariante.

1.6. Espacios naturalmente reductivos. Una variedad riemanniana ho-
mogénea M = G/H se dice un espacio naturalmente reductivo si el dlgebra de Lie g
de G admite una descomposicién g = h @ m, en donde b es el dlgebra de Lie de H y
m es un subespacio Ad(H )-invariante tal que las geodésicas por p = eH estdn dadas
por los subgrupos monoparamétricos Exp(tX) - p, con X € m. Asociada a la des-
composicion reductiva g = fh & m uno tiene una conexién métrica G-invariante V¢,
llamada la conexion candnica, cuyas geodésicas por p coinciden con las geodésicas
riemannianas. Por ende, V¢ es una conexién con torsién totalmente antisimétrica.
Mas precisamente, V€ se obtiene, pasando a un fibrado vectorial asociado, a partir
de la conexién en el fibrado principal H - G — M = G/H, cuya distribucién
horizontal estd determinada por el subespacio m C g. En particular, el transporte
Ve-paralelo a lo largo de la geodésica candnica (y riemanniana) Exp(tX) - p, con
X € m, se realiza por la diferencial Exp(tX).. (Ver [KIN69] para més detalles.)

Un caso particular, pero de espacial importancia, es el de los espacios nor-
mal homogéneos, en donde el complemento reductivo se obtiene como m = ht,
el complemento ortogonal de la isotropia respecto de un producto escalar Ad(G)-
invariante en g (o equivalentemente, una métrica bi-invariante en G). En este caso
se tiene que G — M = G/H es una submersién riemanniana.

Obviamente, no todo espacio naturalmente reductivo es normal homogéneo (e.g.
el grupo de presentacién puede no admitir una métrica bi-invariante). Sin embargo,
es debido a B. Kostant [Kos56] el siguiente resultado, el cual nos dice, rdpidamente
hablando, que todo espacio naturalmente reductivo puede presentarse como un
espacio normal homogéneo con respecto a una métrica pseudo-riemanniana definida
en un subgrupo del grupo de presentacién. Mds precisamente, sea M = G/H un
espacio naturalmente reductivo y sea Tr(M, V) C G el subgrupo de transvecciones
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de la conexion canonica. Este grupo se puede definir como el subgrupo de Lie conexo
de G con élgebra de Lie tt(M, V¢) = m+ [m, m]. Se tiene que G’ = Tr(M, V°) actia
transitivamente en M y que el subgrupo de isotropia H' = Tr(M, V¢), en p tiene
dlgebra de Lie b’ = g'Nh, en donde g’ = tr(M, V). Por ende, M = G’ /H' es también
naturalmente reductivo con descomposicién reductiva g’ = h’@m. Manteniendo esta
notacion se tiene el siguiente teorema.

TEOREMA 1.9 (Kostant [Kos56|). FEzxiste una tnica forma bilineal simétrica,

no-degenerada y Ad(G')-invariante Q en g’ tal que

Q(blvm) =0 ) Qlm = (),
en donde (-,-) se identifica con la métrica riemanniana en T,M ~ m de la manera
usual. En particular Q|y es no degenerada.

Reciprocamente, supongamos que M = G'/H' es una variedad homogénea y g’
admite una forma bilineal simétrica no-degenerada y Ad(G')-invariante Q, tal que
la restriccion de Q a m = (h')* es definida positiva. Entonces M, con la métrica
G’ -invariante inducida por Q|m, es un espacio naturalmente reductivo con respecto
a dicha descomposicion.

Notemos que la métrica de un espacio isotrépicamente irreducible compacto
M = G/H debe ser naturalmente reductiva (més ain, es normal homogénea). Asf,
la familia de espacios naturalmente reductivos es una generalizacién de los espacios
simétricos, la cual incluye a la familia de los espacios isotrépicamente irreducibles.

Los espacios naturalmente reductivos también generalizan a los espacios simétri-
cos en el siguiente sentido. Si M = G/K es un espacio simétrico con descomposicién
de Cartan g = € @ p, entonces M es naturalmente reductivo con respecto a esta
descomposicién, tomando m = p.

Finalmente, observemos que Tricerri-Vanhecke [TV83] caracterizaron a los es-
pacios naturalmente reductivos en términos de estructuras homogéneas. Mas pre-
cisamente, un espacio homogéneo es un espacio naturalmente reductivo si y sélo
si admite una estructura homogénea D tal que D,x = 0 para todo x (ver Teore-
ma . En este caso, D suele llamarse una estructura homogénea naturalmente
reductiva o una estructura homogénea de clase 3.

2. Geometria de subvariedades

Aunque muchos de los resultados que se obtienen en esta tesis conciernen a pro-
blemas de geometria intrinseca (tanto local como global), los métodos que utiliza-
mos para resolverlos frecuentemente nos llevan al campo de la geometria extrinseca
o geometria de subvariedades, evidenciando una vez mas el estrecho vinculo entre
estas dos dreas (a través de llamada holonomia normal).

A continuacién nos referimos brevemente, y para su uso posterior, a algunos
resultados importantes de la geometria de subvariedades del espacio euclideo.

Sea M™ una subvariedad de R"** con la métrica inducida. El fibrado normal
de M se define como

vM = | ) (T,M)*
peEM
La fibra por p € M se denota por v, M = (TpM)L y es el espacio normal a M en
p. La conexién de Levi-Civita V de M se obtiene como

VxY =(VEY)", XY € X(M)
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en donde V¥ es la conexion de Levi-Civita del espacio euclideo R"** y el supraindice
T significa tomar la componente tangencial a M. También se tiene la llamada
conezién normal V+ de M, la cual es una conexién métrica en el fibrado vectorial
vM — M y se define de la siguiente manera. Si X € X(M) y & € T'(vM) es una
seccién del fibrado normal (i.e., un un campo siempre perpendicular M), entonces

Vxé = (VRO
La curvatura normal se define por
Rx y€ = VxVy& — VyVxE = Vix v)§
para todos X,Y € X(M), ¢ € T'(vM). Andlogamente se definen el transporte
paralelo normal a lo largo de una curva ¢ : [0,1] — M y los grupos de holonomia
normal Hol(V+) y de holonomia normal restricta Hol* (V<) (asumimos que M es
conexa). En este caso también vale teorema de Ambrose-Singer, es decir, el dlgebra
de Lie de la holonomf{a normal hol(V+) se recupera a partir del tensor de curvatura

normal.
Sean X,Y € X(M), ponemos

VEY =VxY +a(X,Y)

en donde a(X,Y) = (VEY)L es la llamada segunda forma fundamental de M.
Dados X € X(M) y £ € I'(vM) ponemos

VEE = ViE— AcX
en donde A:X = —(VEE)T es el llamado operador de forma. Tanto la segunda
forma fundamental como el operador de forma son tensoriales y estan relacionados
por
<Oé(X, Y)a €> = <A€X’ Y>
Se tiene que la segunda forma fundamental es simétrica, o, equivalentemente, los
operadores A¢ son simétricos y, en particular, diagonalizan en una base ortonormal.
La curvatura normal se puede obtener a partir del operador de forma, usando la
llamada ecuacién de Ricci, que en nuestro caso tiene la forma
(Rx y&m) = ([Ae, A X, Y)
en donde [A¢, Ay)] = Ac A, — Ay Ae.

Se tiene que M es una subvariedad totalmente geodésica si y sélo si la se-
gunda forma fundamental se anula idénticamente (o equivalentemente, todos los
operadores de forma se anulan).

Decimos que M es totalmente umbilica si todos los operadores de forma son un
miltiplo de la identidad. Es decir, A¢ = A(£) Id. En particular, todos los operadores
de forma conmutan. Como A es lineal en &, existe una seccién n € T'(vM) tal que
A(€) = (1,€). Un tal n se dice un normal de curvatura de M.

Maés generalmente, decimos que M tiene fibrado normal plano si el tensor de
curvatura normal es idénticamente nulo, R+ = 0, lo cual es equivalente, por la
identidad de Ricci, a que la familia de operadores A¢, con { € v, M, sea conmutativa,
y por ende simultdneamente diagonalizable (para cadap € M). Luego, dado p € M,
uno puede descomponer ortogonalmente

TyM = Eo(p) ® Er1(p) @ --- ® Ey(p)

en autoespacios de los operadores de forma. Asi, para cada { € v, M, A¢(v;) =
Ai(§vi siv; € Ey(p), parai=0,1,...,9y A\ # Aj sid # j. Aqui, Ey(p) corresponde
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al autovalor cero y podria ser trivial. Andlogamente al caso umbilico, se tiene que \;
es lineal en § y por ende existe un dnico 7;(p) € v, M tal que A;(§) = (n:(p), ). Los
vectores normales 71 (p),...,ny(p) (y eventualmente ny(p) = 0 si Ey(p) # {0}) se
llaman normales de curvatura en p, y E1(p), ..., E4(p) (y eventualmente Ey(p) si es
no trivial) se dicen las autodistribuciones en p. Se tiene que en un abierto denso U C
M la cantidad de normales de curvatura es localmente constante. Las distribuciones
FE; son C* en U para todo ¢« = 0,1,...,9. Mas ain, E; es integrable en U y
sus subvariedades integrales son subvariedades totalmente umbilicas del espacio
ambiente (de hecho, las subvariedades integrales de Ey son totalmente geodésicas
en el espacio ambiente).

2.1. Subvariedades isoparamétricas del espacio euclideo. Una subva-
riedad M™ de R™t* se dice isoparamétrica si M tiene fibrado normal plano y para
cada campo normal paralelo &, el operador de forma A¢ tiene autovalores constantes
(con multiplicidades constantes).

El siguiente teorema nos dice que toda subvariedad isoparamétrica homogénea
es una Orbita de la representacién isotrépica de un espacio simétrico. También men-
cionamos que, reciprocamente, si M es una érbita principal de una s-representacion,
dicha 6rbita debe ser polar, por [PT87]. Luego, por un resultado de Palais-Terng
[PT88], se tiene que M es isoparamétrica. Las 6rbitas de s-representaciones juegan
un papel muy importante en la geometria de subvariedades (similar al que juegan
los espacios simétricos en la geometria riemanniana). La definicién precisa de drbita
principal se puede consultar en el Apéndice.

TEOREMA 1.10 (ver [BCOO03| pdg. 162]). Sea M™ wuna subvariedad isopa-
ramétrica de R"*. Si M es extrinsecamente homogénea (i.e., M es la orbita de un
subgrupo de isometrias del espacio ambiente), entonces M es una drbita principal
de una s-representacion.

Recordemos que una subvariedad M™ de R™ ¥ se dice substanciaﬂ sino esté con-
tenida en ningin subespacio afin de R"™*. En el caso de rango alto se tiene el
siguiente resultado, el cual no asume, a priori, homogeneidad. (La nocién de rango
de una subvariedad se puede consultar en [BCOO03| pdg. 178].)

TEOREMA 1.11 (Thorbergsson [Tho91, [OIm93]). Sea M™ es una subvariedad
substancial e irreducible de R"** de rango al menos 3, entonces M es una drbita
de una s-representacion.

3. Tensores algebraicos de curvatura y el teorema de Simons

Sea V un espacio euclideo, es decir un espacio vectorial real con producto in-
terno. Un tensor algebraico de curvatura R en 'V es una aplicaciéon R : VXV xV — V|
denotada (u,v,w) — R, ,w, que es lineal en cada variable (fijadas las otras dos) y
satisface las identidades algebraicas del tensor de curvatura riemanniano (es decir,
todas las identidades mencionadas al principio de este capitulo, excepto la segunda
identidad de Bianchi). En particular, se tiene que R, , € s0(V) para todos u,v € V.
El conjunto Z, de todos tensores algebraicos de curvatura en V, es un subespacio del
espacio de tensores algebraicos de tipo (1,3) en V. Observemos que si g € SO(V)

1En inglés, full.
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y R es un tensor algebraico de curvatura, uno puede construir un nuevo tensor
algebraico de curvatura g(R) € # definiendo

9(R)uw =90 Rg-1(w) g-1() © 9 -
También podemos derivar el tensor algebraico de curvatura R con respecto a X €
50(V) y obtener un nuevo tensor algebraico de curvatura X - R € %, el cual se
define como
(X : R)u,v = [X’ Ru,v} - RXu,v - Ru,Xv-
Observemos que se verifica

d
X -R=—| Exp(tX)(R).
dt|,

Las curvaturas seccionales, curvatura escalar, etc., de un tensor algebraico de
curvatura R se definen de la misma manera que para el tensor de curvatura rie-
manniano. Es un hecho bien conocido que R = 0 si y sdlo si todas sus curvaturas
seccionales son nulas.

Un sistema holondmico es un triple [V, R, G] en donde V es un espacio euclideo,
G es un subgrupo de Lie conexo de SO(V) y R es un tensor algebraico de curvatura
que toma valores en el dlgebra de Lie g de G. Es decir R, , € g para todos u,v € V.
Un sistema holonémico [V, R, G] se dice:
= irreducible si G actia irreduciblemente en V;
= transitivo si G actia transitivamente en la esfera de V;
= simétrico si g(R) = R para todo g € G, o equivalentemente, si X - R = 0
para todo X € g.
El siguiente resultado es conocido como el teorema de holonomia de Simons.

TEOREMA 1.12 (Simons [Sim62]). Un sistema holondmico irreducible y no-
transitivo debe ser simétrico.

Los sistemas holonémicos fueron introducidos por J. Simons [Sim62] en 1962
para dar una demostracion algebraica del teorema de Berger que elude la clasifica-
cién de M. Berger [Ber55]E| En 2005, C. Olmos [OImO05b] también dio una prueba
del teorema de holonomia de Simons usando argumentos puramente geométricos.

Un dltimo resultado que quisiéramos destacar para su uso posterior es el si-
guiente.

LEMA 1.13 ([Sim62, [OImO05b]). Supongamos que [V, R, G] es un sistema ho-
lonomico irreducible y simétrico, con R # 0. Entonces G actia en V como una
s-representacion. Mds ain, si [V, R',G] es otro sistema holondmico irreducible y
simétrico, entonces R’ = AR para algin X € R.

2De hecho, la definicién de los sistemas holonémicos estd motivada por la siguiente obser-
vacién. Si M es una variedad riemanniana conexa y R es el tensor de curvatura riemanniano
evaluado en p € M, entonces [T, M, R,Hol*(M)] es un sistema holonémico (por el teorema de
Ambrose-Singer).






Capitulo 2

El skew-torsion holonomy theorem

En este capitulo definimos los llamados skew-torsion holonomy systems y desa-
rrollamos cierta teoria general. Estos objetos algebraicos son una variacién de los
llamados sistemas holonémicos definidos por J. Simons [Sim62] (ver Seccién 3| del
Capitulo 7 considerando, en lugar de tensores algebraicos de curvatura, 1-formas
con valores en un &lgebra de Lie ortogonal, y aparecen de manera muy natural un
contexto geométrico (ver Capitulos [3|y .

El principal resultado de este capitulo es el Teorema[2.10]y es uno de los llama-
dos teoremas tipo-Berger, analogo al teorema de holonomia de Simons. De hecho,
este resultado es, en realidad, mds fuerte que el teorema de Simons (en el cual hay
muchos casos transitivos, ver Cuadro , y fue probado independientemente por
P.-A. Nagy en [Nag07]. También Agricola-Friedrich [AF04] dieron una demostra-
cién parcial en la cual excluyen casi todos los casos transitivos excepto uno. La
prueba de Nagy es algebraica y utiliza las llamadas algebras de Berger. Nuestra
demostracién es puramente geométrica y utiliza herramientas de la geometria de
subvariedades. Alternativamente, también analizamos el caso cuaterniénico-Kahler,
que faltaba cubrir en [AF04], y mostramos cémo, con argumentos similares, puede
excluirse también (ver Nota [2.13)).

La referencia principal para este capitulo es el articulo [OR12al.

1. 1-formas totalmente antisimétricas

Sea V un espacio euclideo, es decir un espacio vectorial real con producto in-
terno, y sea G un subgrupo de Lie conexo de SO(V). Denotemos por g el dlgebra
de Lie de G. Un skew-torsion holonomy system es un triple [V,©,G] en donde
© es una l-forma totalmente antisimétrica en V que toma valores en g C so(V).
M4s precisamente, © : V — g, u — O, es lineal y tal que (u,v,w) — (O,v, w)
es una 3-forma algebraica en V, es decir, antisimétrica en todas las variables. Un
skew-torsion holonomy system [V, ©, G] se dice:

= jrreducible si G actia irreduciblemente en V;
= transitivo si G actia transitivamente en la esfera de V;
= simétrico si g(©) = O para todo g € G, en donde g(0©), = goOy-1(,y 09 "

Observar que la condicién de simetria resulta equivalente a que X - © = 0 para
todo X € g, en donde (X - ©), = [X,0,] — Ox, es la derivada de la curva de
1-formas Exp(tX)(©), en ¢t = 0.

Sea [V,0% G], con « € I, una familia de skew-torsion holonomy systems y sea
F={g(0%) :9g€ G, ael}

Sea g7 el subespacio lineal de g generado por {©, : © € .Z, u € V}. Entonces se
tiene que g7 es un ideal de g. En efecto, la familia .% es Ad(G)-invariante, lo cual

31
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implica que g7 es un ideal de g (notar que g7 es una subalgebra de Lie de g pues
las 1-formas ©% toman valores en g). Sea G el subgrupo de Lie conexo de G con
algebra de Lie g7 . Descomponemos ortogonalmente

V=VoaVi®- -8V
en donde Vj es el conjunto de puntos fijos de GZ y GZ actiia irreduciblemente en
V; para todo i = 1,...,k. Sea g7 = {0,, : © € Z, u; € V;} la subdlgebra de Lie
de g, con subgrupo de Lie conexo asociado G C G (cfr. [Sim62]). Observemos
que G§ = {e}, pues ©,,v = —0,uy = 0 para todo ug € Vo, v € V.

LEMA 2.1 (Ver [AF04] Section 4]). Siguiendo la notacion anterior se tiene
que:
1. G =G{ x - x G,? y G7 actia irreduciblemente en V; y trivialmente
en V; para todo 0 # ¢ # j.
2. La descomposicion V=Vo® V| P --- DV es unica salvo el orden de los
sumandos.

DEMOSTRACION. Sean © € .#,u; € V; y u; € Vj, coni # j. Entonces ©,,u; €
V;, pero ademds ©,,u; = —0,;u; € V;. Luego ©,,u; € V;NV; = {0}, lo cual
implica que G? actta sélo en V;. Por otro lado, si v = vo+v1+- - -+vg, conv; € V,
entonces la observacién que acabamos de hacer implica que ©, = ©,,, +---+0,, , en
donde ©,, € s0(V;). De aqui sigue que la accién de ij en V es irreducible, pues GZ
actia irreduciblemente en V;, lo cual prueba la primera parte del lema. La segunda
parte sigue de la misma construccién de los subespacios V; (7 =0,...,k). ]

LEMA 2.2 (Ver [AF04, Section 4]). Sea €;(g7) = {B € so(V;) : [B,g7] = 0}.
Entonces €;(g7 ) = {0}. En particular, g7 es semisimple.

DEMOSTRACION. Sea B € s0(V;). Observemos que ker B es G7 -invariante.
Luego, como G? actia irreduciblemente en V;, sigue que ker B = {0} o ker B = V;.
Por tanto, si asumimos que B # 0, tenemos que B es invertible. Sean © € %,
u,v,w € V;. Entonces

(0yBv,w) = (BOv,w) = —(BO,u,w)
= —(0,Bu,w) = (Op,v, w).
Luego (0, Bv,w) = (©p,v,w). Intercambiando u con w se obtiene ademds que
(0,Bv,w) = —(0,,Bv,u) = —(Op,v,u) = (O,v, Bw).
pero como B es antisimétrica,
<®uvv Bw> - 7<B®uvvw> - 7<®quaw>;
de donde sigue ©,, Bv = —0,Bv. Por tanto, © = 0 para toda © € .%, una contra-

diccién. Asi B = 0, lo cual concluye la prueba del lema. ([

PROPOSICION 2.3. Se tiene que G = Gox G = Gox G x---x Gk‘g, en donde
Go actiia en Vg y trivialmente en (Vo) (notar que Go puede ser arbitrario).

DEMOSTRACION. Como g7 es G-invariante, sigue que gg|(VO)L es un ideal
de g|(vo)¢. Luego, usando el lema anterior tenemos que g‘?|(VO)L = glvy)L- En
efecto, si B pertenece al ideal complementario de g7 l(vo)L en glev,)L, entonces
Be ‘K(gﬂhVO)L) y por consiguiente B = 0. De aqui sigue la proposicién, pues g7
es un ideal de g. [
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Consideremos ahora un skew-torsion holonomy system [V, 0, G| irreducible y
sea v, (G - v) el espacio normal en v a la 6rbita G - v. Digamos,

v,(G-v)={£e€eV: (&g -v)=0}.
Se tiene, al igual que para sistemas holonémicos [OImO5b), Proposition 3.1], que
W = 1,(G - v) es un subespacio O-invariante, es decir OwW C W. En efecto, si
& e Wy u eV entonces
0=(0,v,§) = _<@EU’ u)

y por lo tanto ©¢v = 0. Luego, ©¢ € g,, el dlgebra de Lie del subgrupo de isotropia
G, de v. Como G, deja invariante el espacio normal W a G - v en v, se tiene que
W es O-invariante.

La demostracién que se da en [OlmO5b| para el teorema de holonomia de
Simons, se puede adaptar para probar el siguiente teorema de holonomia para
skew-torsion holonomy systems. De hecho, la prueba resulta un poco més sencilla,
pues hay menos variables involucradas.

TEOREMA 2.4 (Weak skew-torsion holonomy theorem). Sea [V,0,G], © # 0,
un skew-torsion holonomy system irreducible y no-transitivo. Entonces [V,0,G] es
simétrico.

DEMOSTRACION. En primer lugar observemos que, dado v € V, la restriccién
©v de O al espacio normal v, (G - v) es invariante por el grupo de holonomia normal
Hol(V1) de G - v en v, es decir g(OV) = OV para todo g € Hol(V=+). En efecto,
sea c(t) una curva suave a trozos en G - v y sea 7;i- el transporte paralelo normal,
es decir asociado a la conexién normal de la 6rbita G - v, a lo largo de ¢(t). Sean
& € vy(G-v), i =1,2,3. Como © es constante en V, tiene derivada covariante

euclidea nula, VO = 0. Luego, si &(t) = 7;-(€), entonces

0= 40 () £5(1)) — (O 4.6,y E2(1), E5(1)
- <®fl(t) %52(t)’§3(t)> - <®£1(t)§2<t)’ %53“»

Pero, al ser &;(t) paralelo respecto a la conexién normal, %&(t) es tangente a la
6rbita G - v en c(t). Luego, por el comentario previo al teorema y usando que © es
totalmente antisimétrica, sigue que

d

= (06 m&(1), & (1) =0,
lo cual implica, tomando curvas cerradas por v, que g(©Y) = OV para todo g €
Hol(V1).

Supongamos que v € V es un vector principal. Por [Olm05al Lemma 2.2]
sabemos que existe un vector £ € v,(G - v), el cual no es un multiplo de v, tal que
la familia de espacios normales

Wi = vy (G- 7(1))
genera V, en donde v(t) = v + t£. Més ain, se tiene que v € W, para todo t € R.
Sea X € g, el cual identificamos con el campo de Killing de V dado por

d
= Exp(tX) - q.
¢ = xp(tX) - q

Es un hecho bien conocido que, dado un subespacio W C V| la proyeccién ortogonal
a W de la restriccién X|w es un campo de Killing de W. M4s adn, en [OlmO05b]
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(ver también [OS95]) se prueba que la proyeccién ortogonal de la restriccién de
X al espacio normal afin v 4+ v, (G - v) pertenece al dlgebra de Lie del grupo de
holonom{a normal Hol(V+).

Luego, si denotamos por X? la proyeccién ortogonal de la restriccién de X a
W, y por ©! la restriccién de © a W, se tiene que X* - ©% = 0. Es claro que
Xt 0! = (X -0)! es la restriccién de la 1-forma totalmente antisimétrica X - ©
a W,. Como v € W, para todo ¢, tenemos que (X - ©),|w, y por consiguiente
(X - ©), = 0, pues los subespacios W; generan V. Como el conjunto de vectores
principales es denso en V, se tiene que X - © = 0 para todo X € g, lo cual implica
que [V, 0, G| es simétrico. O

PROPOSICION 2.5. Sea [V,0,G], © # 0, un skew-torsion holonomy system
irreducible y simétrico. Entonces:

1. G =G7, es decir el span lineal de {g(©). : g € G, u € V} coincide con el
dlgebra de Lie g de G (aqui la familia F = {g(©) : g € G} estd generada
por una Unica 1-forma);

2. (V,[-,]]) es un dlgebra de Lie (ortogonal) simple con respecto al corchete
[u, v] = Oyu;

3. G=Ad(H), en donde H es el grupo de Lie conexo asociado a (V,[-,"]);

4. © es unica, salvo multiplos escalares.

DEMOSTRACION. El ftem 1 sigue de la Proposicién pues G actia irreduci-
blemente en V. Si B € g, entonces B - © = 0, pues [V, 0, G] es simétrico. Luego

(2.1) 0=(B-0),v=BO,v—0,Bv—0p,v.

Tomando B = ©,, sigue la identidad de Jacobi, lo cual implica que (V,[-,-]) es un
algebra de Lie. Usando esto y el item 1, sigue el item 3. Ahora, usando nuevamente
que G acttia irreduciblemente en V, se tiene que (V, [+, -]) es simple, lo cual completa
la prueba del item 2. En efecto, un subespacio W C V tal que O, W C W para todo
u € V resulta un subespacio G-invariante.

Para probar el item 4 usamos el hecho de que (V,[-,:]) es un &lgebra de Lie
simple. En efecto, si [V,0’,G] es otro skew-torsion holonomy system simétrico,
entonces ©/, es una derivacién de (V,[-,]) para todo u € V. En efecto, esto sigue
de la igualdad tomando B = ©!,. Como (V,[-,]) es simple, toda derivacién es
interior, y por consiguiente 0/, es de la forma O/, = [¢(u), ], en donde £ : V — V es
lineal. Como ©’ y [-, -] son G-invariantes, también lo es ¢, es decir, £ conmuta con
G. Como G actia por isometrias en V, entonces la parte antisimétrica ¢; y la parte
simétrica {2 de ¢ ambas deben conmutar con G. Usando el Lema[2.2] obtenemos que
f1 = 0. Més aun, como G actia irreduciblemente en V tenemos que £5 = AId, para
algin A € R, lo cual concluye la prueba de la proposicion. ([l

2. La 2-forma derivada con valores en un dlgebra de Lie

Sea [V, 0, G], © # 0, un skew-torsion holonomy system. A continuacién defini-
remos una 2-forma ) que toma valores en g tal que (€2, ,2z,w) es una 4-forma en
V. En efecto, definamos

Qpy :=(0;-0), =[0,,0,] —O0,y.

Claramente se tiene que ;, € g para todos z,y € V. Ademads, de la definicién
sigue que ), , es antisimétrica en x e y. Mas aun, para cada z fijo, (Qg 42, w) es
una 3-forma en las tltimas tres variables, pues © es totalmente antisimétrica y en
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consecuencia, B - © también lo es, para todo B € so(V). Por lo tanto (Q, ,z,w) es
una 4-forma algebraica.

Nota 2.6. Siv €V entonces §2, . es una 1-forma totalmente antisimétrica que
toma valores en el dlgebra de isotropia g, = {B € g : Bv = 0}. En efecto, como
es antisimétrica en todas sus variables, sigue que €, .v = 0.

LEMA 2.7. Sea [V,0,G], © # 0, un skew-torsion holonomy system y sea X
el conjunto de vectores fijos de H, en donde H es un subgrupo de N(G,0O(V)) (el
normalizador de G en el grupo ortogonal). Supongamos que la restriccion a ¥ de
(©.-,-) no es idénticamente nula. Sea G* la componente conexa del subgrupo de G
que deja X invariante. Entonces:

1. La cohomogeneidad de G* en ¥ es menor o igual que la cohomogeneidad
de G en'V (cohomogeneidad significa codimensidn de una orbita principal).

2. Eziste una 1-forma totalmente antisimétrica ©F # 0 en ¥, la cual toma
valores en el dlgebra de Lie g* de {g|s. : g € G*}, y tal que (©%-,-) coincide
con la restriccion a X de (O.-,-).

DEMOSTRACION. La parte 1 es un caso particular del Lema que probaremos
mas adelante. La parte 2 sigue del hecho que la proyeccién a ¥ (de la restriccién
a %, de un campo de Killing en V inducido por G, yace en g*; ver la prueba del
Lema [3:2] Para ser un poco més claros, adaptaremos los argumentos a este caso
particular.

Podemos asumir, tal vez tomando clausura, que H es compacto. Definimos

e = / h(©) dh,
heH

en donde la integral viene a partir de la medida de Haar a izquierda de H normali-
zada para que H tenga volumen 1. Observemos que ©% es una 1-forma totalmente
antisimétrica en V que toma valores en g. En efecto, si h € N(G,O(V)) tenemos
que h(0)y = hoOp-1(y) oh~! € g. Luego, h(©) toma valores en g para todo h € H
y por lo tanto ©% lo hace.

Por otro lado, si wy,ws, w3 € X, entonces

<é§1w2,w3>:/ (On=1(wy)h ™ (ws), k" (w3)) dh
heH

= / <®w1UJ2,U)3> dh = <®wlw2,w3).
heH

Sea ahora v € X1, Observemos que ¥+ es H-invariante y por lo tanto

/ h=Y(v)dh =0
heH

pues es un vector de X+ que es fijo por H. Luego

(62 wy,v) = / (On-s (™ (wa), k™ (v)) dh
heH

- / (O w3, b~ (v)) dh
heH

= <6w1w27\/ hil(v) dh> = 0.
heH
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Luego <(:)§1w2,v> = 0, es decir O, wy € X para todos wi,ws € . Esto implica
que ©%, la restriccién de O, tiene las propiedades deseadas. O

NoTA 2.8. Sea H un grupo de Lie compacto y sea b su algebra de Lie. Sea
ademds 0 # v € h. El espacio normal a la érbita H - v := Ad(H)v estd dado por

vo(H -v) =% (v):={{€bh:ad,(§) =0} ={Ech:[v,& =0}

Se tiene que v = Exp(tv) - v = Ad(Exp(tv))v, y por lo tanto Ad(Exp(tv)) deja
invariante v, (H - v). Mds atn, de la igualdad anterior se tiene que el conjunto de
puntos fijos del subgrupo monoparamétrico de isometrias lineales {Ad(Exp(tv))}
de B, es exactamente el espacio normal v, (H - v).

LEMA 2.9. Sea [V,0,G], © # 0, un skew-torsion holonomy system irreducible.
Entonces G actia en V como una s-representacion irreducible (i.e., la representa-
cidn isotrdpica de un espacio simétrico simple).

DEMOSTRACION. En primer lugar, definimos un tensor algebraico de curvatura
R # 0 en V que toma valores R, , en el dlgebra de Lie g de G. En efecto, sea

Rv,w = [@m@w} - %Qv,w,

en donde €, ,, = (0, - ©),, es la 2-forma derivada de © que definimos al comienzo
de la seccién. Luego, R, ., € g para todos v, w € V. A continuacién verificamos que
R es efectivamente un tensor algebraico de curvatura. Como (€2, ., 2, u) define una
4-forma, sigue que R, ,, = — Ry 0, ademds como [O,, ©,,] € g es antisimétrica, sigue
que (Ry w2, u) = —(Ry wu, 2). S6lo falta verificar la primera identidad de Bianchi.
Si T es un tensor algebraico de tipo (1,3), denotamos por B(T(v,w, z)) la suma
ciclica en las variables v, w, z, es decir

B(T(v,w,2)) =T(v,w,z)+T(w,z,v)+T(z,0,w).

Ahora, como , ,2 es antisimétrica en v, w, z tenemos que .@(%Qv,wz) = 20y 2.
Ahora calculemos

B([0y,04]2) = [04,04]2+ [Ow,0,]v+[0,,0,]|w
=0,0,z—-—0,60,z2+06,0,v—06,0,v+06,0,w—06,0,w.

Observemos que en esta suma, el primer término es igual al dltimo, el segundo es
igual al tercero y los otros dos términos restantes también son iguales. Luego,

%([@1,, @w]z) = 2(911@11)2 — 0,0,z + ez@vw)
= 2([0,,0u]2 — Og,wz) = 20y 4 2.

Luego #(Ry.,2) = 0y se cumple la primera identidad de Bianchi.
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Calculemos la curvatura escalar scal(R) del tensor de curvatura R. En efecto,

sea eq,...,e, una base ortonormal de V. Como (€, .z, u) es una 4-forma se tiene
SC&I(R) = Z<Rei7€j €5 ei> = Z<[@ei’ ®€j]€j7 ei)
i<j 1<j
= Z (<®ei@€jej7 €i> - <®ej @eiej, €i>)
i<j
= Z<®€j O, €5 ei> = Z<®€iej7 ®€j ei)
i<j i<j
== (0c,65,0c.6)) = = > [Oc.e5*.
i<j 1<j

Luego, scal(R) # 0 pues © # 0. Por lo tanto [V, R, G] es un sistema holonémico
irreducible, en el sentido de Simons y con curvatura escalar scal(R) # 0. Por con-
siguiente, G actia en V como una s-representacién, por Lema[I.13] En efecto, uno
puede construir un nuevo tensor algebraico de curvatura

R= /geG g(R) dg.

Se tiene que scal(R) = scal(R) # 0y por lo tanto [V, R, G] es un sistema holonémico
irreducible y simétrico (pues R es por definicién G-invariante). O

3. Enunciado y demostracién del skew-torsion holonomy theorem

En esta seccién probamos el resultado principal sobre skew-torsion holonomy
systems. Se trata de un teorema de holonomia del estilo del teorema de holonomia
de Simons [Sim62]. De hecho, este resultado es un poco més fuerte, pues nos dice
que existe un unico caso transitivo para los skew-torsion holonomy systems. Esto no
es cierto para los sistemas holonémicos, cuyos grupos transitivos fueron clasificados
por Berger [Ber55].

TEOREMA 2.10 (Skew-torsion holonomy theorem (ver también [Nag07])). Sea
[V,0,G], © # 0, un skew-torsion holonomy system irreducible con G # SO(V).

Entonces [V, 0,G] es simétrico y no-transitivo. Mds ain,

1. (V,[-,:]) es un dlgebra de Lie ortogonal, de rango al menos 2, con respecto
al corchete [u,v] = Oyv;

2. G = Ad(H) en donde H es el grupo de Lie conexo asociado al dlgebra de
Lie (Va [" D;

3. © es unica, salvo multiplos escalares.
Este teorema es consecuencia del siguiente resultado no trivial.

TEOREMA 2.11. Sea [V,0,G], © # 0, un skew-torsion holonomy system tran-
sitivo. Entonces G = SO(V).

DEMOSTRACION. En realidad, como sélo asumimos transitividad, podemos in-
dependizarnos de la 1-forma © en el siguiente sentido. Consideraremos la familia
% de 1l-formas totalmente antisimétricas en V que toman valores en el dlgebra
de Lie g de G. Sigue de nuestras hipdtesis que &% # {0}. Mds atn, como vimos
a comienzos del presente capitulo, se tiene que el subespacio lineal generado por
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{0, : © € #,v € V} coincide con g. En efecto, como G es transitivo en la es-
fera de V, su accién en V resulta irreducible, y por lo tanto el factor Gy en la
Proposicion [2.3] es trivial.

Para probar el teorema haremos induccién en la dimensién n de V. Observar
que debemos considerar n > 3, pues de lo contrario .# = {0}. Si n = 3, el teorema
vale, pues en dimension 3 el espacio de 3-formas algebraicas tiene dimension 1, es
decir .# = RO para (cualquier) © # 0 (o, lo que es lo mismo, una 3-forma resulta
unica salvo multiplos escalares), ya que (0,w, z) define una 3-forma en V. Por lo
tanto g = {©, : v € V} = s0(3), pues SO(3) no tiene subgrupos no triviales.

Sea entonces n > 3 y asumamos que el teorema vale para dimV < n.

Caso (a). Asumamos que existe una 1-forma © € # tal que su 2-forma derivada
Q) es distinta de cero, en donde €2, = (0, - 0),. Tomemos un v € V tal que
v = Q,. es distinta de cero. Observemos que ©" es una l-forma totalmente
antisimétrica en el complemento ortogonal {v}+ de v, la cual toma valores en la
subdlgebra de isotropia g, de v (esto lo vimos en la Nota. Sea G, el subgrupo
de isotropfa de v y presentemos a la esfera de V como S"~! = G/G,. Por la teorfa
para skew-torsion holonomy systems que desarrollamos al comienzo de este capitulo,
tenemos que H = G, y M = G/H satisfacen las hipétesis del Teorema con
k> 1, pues ©V # 0. Observemos que como la esfera S”~! es simplemente conexa,
G, resulta conexo. Luego, como la esfera es localmente irreducible, podemos aplicar
el Teorema|3.4] para concluir que k = 1, y en consecuencia H actia irreduciblemente
en el espacio tangente T,S"~! de la esfera S"~! = G - v. Si la isotropia H no es
transitiva (en la esfera unitaria de 7,S"~! = {v}1), entonces [{v}1, 0V, H] es un
skew-torsion holonomy system irreducible y no-transitivo. Luego, por la versién
débil del skew-torsion holonomy theorem, Teorema tenemos que [{v}+, 0", H]
es simétrico. Ahora, usando la Proposicién verificamos que G/H estd en las
hipotesis de la Proposicién y por tanto S"~! = G - v resulta isométrica a un
grupo de Lie simple con métrica bi-invariante, el cual debe tener rango al menos 2.
Esto es una contradiccion, pues en un grupo de Lie como ése existen subvariedades
totalmente geodésicas planas de dimensién mayor o igual que 2. Por lo tanto H
es transitivo en la esfera unitaria de {v}* y [{v}+, ©7, H] satisface las hipdtesis
de nuestro teorema con dim{v}* = n —1 < n = dimV. Luego, por la hipdtesis
inductiva, tenemos que H = SO({v}), lo cual implica G = SO(V), ya que H = G,
es el subgrupo de isotropia de v.

Caso (b). Supongamos que ©,, - © = 0 para toda © € % y para todo v € V
(ver Nota donde se muestra que esto puede ocurrir de manera no trivial).

Observemos que bajo nuestras hipétesis, cualquier elemento © € % define
un corchete de Lie ortogonal en V. En efecto, esto estd hecho en la prueba de la
Proposicion y es la condicién ©, - © = 0 la que implica que [u,v]® := ©,v
satisface la identidad de Jacobi. Luego [-,-]® es un corchete de Lie y ad? = ©,,.

Sea G® el subgrupo de Lie conexo de G asociado a la subélgebra {6, : v € V}
de g.

Proyectando una 1-forma dada 0 # © € .% a un subespacio G®-irreducible,
como lo hicimos al comienzo de este capitulo, podemos asumir que V se descompone
V = Vo @ (Vg)* como suma directa de subespacios ©-invariantes tal que © es
trivial en Vj e irreducible en (Vo)*. Més precisamente, Oy, = {0} y G® actiia
irreduciblemente en (Vo)=.
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Aqui surgen tres subcasos que requieren diferentes argumentos geométricos.
Estos subcasos son dimVy > 2, dimVy =1y dimVy = 0.

En estos tres subcasos usaremos que G actia en V como la representacion
isotrépica de un espacio simétrico simple, lo cual fue probado en el Lema Sea
0 # R el inico (salvo multiplos) tensor algebraico de curvatura en V tal que [V, R, G]
es un sistema holonémico simétrico (i.e. tal que g(R) = R para todo g € G). En este
caso, g coincide con el subespacio lineal generado por {R, , : u,v € V}. Nuestro
objetivo es probar que R tiene curvaturas seccionales constantes y por consiguiente
g = s0(V). Como G preserva R y actia transitivamente en la esfera, es suficiente
probar que existe v # 0 tal que el operador de Jacobi J, = R. ,v: {v}t — {v} es
un multiplo de la transformacién identidad.

Antes de continuar con la demostracién observemos el siguiente hecho: cualquier
espacio normal v, en z, a la érbita G® - z es R-totalmente geodésico, es decir
invariante por R, R, ,.v. C v,. En efecto, dado g € {e'®= : t € R}, como g(R) = R,
tenemos para u,x,y € v,

Ruoy = 9(R)uzy = 9(Ry-1(u).g-1()9 1) = 9(Ruzy).

Luego R, .y es un vector fijo por el subgrupo monoparamétrico {e!®= : t € R}. Por
tanto, por Nota [2.8] sigue que R, .y € v, y entonces v, es invariante por R.

Subcaso (by). Asumamos que dimVy > 2. Para v € V, denotemos por v, el
espacio normal en v a la érbita G® - v. Observemos que Vo + Rv C v,. M4s ain,
observemos que v, es el conjunto de puntos fijos del subgrupo monoparamétrico de
isometrias lineales {e!®v : ¢ € R} (ver Nota [2.8)). Se puede asumir que © € .F tiene
la siguiente propiedad: existe v € V tal que la 3-forma asociada (©.-,-), restringida
al espacio normal v, no es idénticamente nula. De lo contrario, si vg, wg € Vg son
linealmente independientes, entonces

(©yv0,wg) =0

para todos © € .% y v € V. Luego, Rug ® Rwy es perpendicular a cualquier G-
6rbita, pues g estd linealmente generado por {0, : © € .F,v € V}. Esto es una
contradiccién, ya que G es transitivo en la esfera.

Tomemos entonces v € Vy © € F tal que O restringida a v, no es idénticamen-
te nula. Perturbando ligeramente v, uno puede asumir que v € Vy. Més atn, si v’ es
la proyeccién ortogonal de v sobre (Vg)*, se tiene que v, = v,,. Por consiguiente,
podemos asumir que 0 # v € (Vo).

Ahora podemos aplicar el Lema [2.71a ¥ = v, y H = {e!®» : t € R}, de donde
concluimos que la cohomogeneidad de G** en v, es 1, es decir, G** es transitivo en la
esfera (recordar que, de acuerdo a la notacién del Lema G"v es la componente
conexa del subgrupo de G que deja v, invariante). Mds adn, existe una l-forma
totalmente antisimétrica ©Y # 0 en v, que toma valores en el dlgebra de Lie g¥ de
{glv, : g € G"}. Como dimv, < n = dimV, tenemos, por la hipdtesis inductiva,
que {g|,, : g € G*} = SO(v,).

Si denotamos por RV la restriccién de R al espacio normal v, (lo cual tiene
sentido pues v, es R-totalmente geodésico), entonces R” tiene curvaturas secciona-
les constantes, pues RY es SO(v, )-invariante. Para calcular la curvatura seccional
A, simplemente fijamos dos vectores ortonormales vg,wy € Vo C v, (notar que
aqui usamos la hip6tesis dim Vg > 2), entonces

A= <Jvo(w0)a w0>'
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Mas atin, esto sucede a lo largo de toda la érbita G® - v. En efecto, dado g € G©,
se tiene que g(vy) = vyv) v 9(RY) = RI™) . Como G¥s» = gG¥ ¢~ ", tenemos que
GV = SO(vy(y)) y por consiguiente RY (v) tiene curvaturas seccionales constantes.
Como Vg C vy, para todo g € G®, estas curvaturas son iguales a A\. En particular,

I

existe ¢ € G® tal que z € Vg(v)- En efecto, esto puede hacerse, por ejemplo, consi-

() = Ald,,,, para todo g € G®. Si ahora z € V es arbitrario, entonces siempre

derando el méximo de la funcién altura = + (z,z) a lo largo de la 6rbita G© - v.
Por consiguiente J,,(2) = Az y Jy, : {vo}+ — {vo}* es un miiltiplo de la identidad.
Esto completa la prueba de nuestro primer subcaso.

Subcaso (by). Supongamos que dimVy =1 y sea v € Vj un vector de longitud
unitaria. Observemos que G®© preserva R, fija v y actiia irreduciblemente en (Vo)+ =
{v}+. Luego G® conmuta con .J, y por consiguiente, J, resulta un multiplo de la
identidad.

Subcaso (bz). Supongamos que dimVy = 0, es decir, que G® actia irredu-
ciblemente en V. En este caso, las érbitas principales de G® son subvariedades
isoparamétricas irreducibles y substanciales de V. En efecto, esto sigue de que G©

actiia en V como la representacién adjunta de (V, [-,-]®) (ver los Preliminares, tam-
bién [PT88| y [BCOO03]). Se tiene que la cohomogeneidad de G® en V es al menos
2, en caso contrario el grupo de Lie asociado a (V, [-,-]®) deberfa ser de rango 1y

por lo tanto, por Lemal[6.1] dim V = 3. Lo cual es absurdo, pues estamos asumiendo
n > 3.

Sea M = G® - v una érbita principal. Sea & un elemento del espacio normal 1,
de M en v tal que el operador de forma A¢ tiene todos sus autovalores A, ..., Aq
distintos de cero, y g > 2. Un tal £ puede elegirse perturbando ligeramente el vector
posicién, pues la codimensién de M es al menos 2 y como consecuencia, dado que M
es substancial, M no es umbﬂicaﬂ Sean Ey, ..., E,4 los autoespacios de A¢ asociados
a Aq,...,Aq respectivamente. Escribimos

V=v,8E, @ - ®E,.

Sea v; = v + /\Z-_lf7 para i = 1,...,g. Se tiene que el espacio normal a la 6rbita
M; = G® - v; en v; estd dado por

vy, ={neV:0,v, =0} =v,®E,,

el cual es O-invariante pues {n € V : ©,v; = 0} es una subélgebra de Lie de
(V,[-,-]®). Més atin, la restriccién de © a v, no es idénticamente nula, pues v,,, no
es abeliana. En efecto, v, contiene a la subalgebra abeliana maximal v,. Observar
que, por Nota Vy, es el conjunto de puntos fijos de {e'®v : ¢ € R}, y como
ya observamos antes, v, resulta invariante por R. Por Lema sigue que G"vi es
transitivo en la esfera de v,,. Como consecuencia, por la hipétesis inductiva, ya que
dimv,, < dimV, sigue que G**i = SO(v,, ).

Como la restriccién R* de R a v,, es invariante por G** = SO(v,,), sigue
que R tiene curvaturas seccionales constantes, digamos p. Sea W; = {v}+ N,

1En efecto, si algin \; se anulara idénticamente en un entorno de v, entonces M tendria
un factor plano, lo cual es absurdo pues M estd contenida en la esfera de V. Por otro lado, si
g =1 en un entorno de v, entonces M resulta umbilica (i.e. todos los operadores de forma son un
multiplo de la identidad), y como consecuencia M es una esfera extrinseca, lo cual implica que M
estd contenida en un subespacio afin propio de V y por tanto M no seria substancial. Absurdo.
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entonces

J’U|W,‘, = ,uIdWi .
Observar que hemos omitido el subindice i para u, pues éste no depende de 1.
Para verificar esto simplemente observamos que si w € v, es un vector de norma
1 y perpendicular a v, entonces ambos, v y w, pertenecen a cualquier v,, y por
tanto p = (R, ,w, v). Esto muestra que p es independiente de ¢ = 1,...,g. Como
{v}+ = U; W;, concluimos que J, coincide en {v}+ con pldg,yz.

Esto concluye la prueba del teorema. O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [2.10l Poniendo juntos el Teorema (weak
skew-torsion holonomy theorem), la Proposicién y el Teorema gue el
Teorema Mads atin, usando el Lemasigue que (V| [-,]) tiene rango al menos
2, de lo contrario dimV =3y (V, [, ]) = s0(3). O

NoTa 2.12. Consideremos en R* = R @ s0(3) el corchete dado por el corchete
(trivial) de R y el corchete de s0(3), es decir

[(z,X),(y,Y)] = (0, XY - YX), z,y € R, XY € s0(3).

Como el espacio de 3-formas en R?* es canénicamente isométrico a R?*, cualquier
corchete en R* define de manera natural una 3-forma. M4s atin, el grupo ortogo-
nal SO(4) actia transitivamente en la familia de 3-formas de longitud unitaria.
Esto implica que cualquier 3-forma en R* define un corchete en R*, el cual es or-
togonalmente equivalente (salvo un miiltiplo escalar) al dado. Sea entonces © # 0
una 1-forma totalmente antisimétrica con valores en so(4). Sigue que O satisface la
ecuacién
0, -0=0

para todo v € R%. Sin embargo, [R*, ©,SO(4)] nunca es un skew-torsion holonomy
system simétrico.

Nota 2.13. Usando la clasificacién de los grupos transitivos en la esfera, tam-
bién es posible probar el Teorema[2.11] En efecto, casi todos los casos fueron exclui-
dos por Agricola y Friedrich en [AF04], excepto por el caso cuaterniénico-Kéhler
G = Sp(1) x Sp(n) C SO(4n), con n > 1. Repitiendo su argumento, el que usaron
para excluir el caso Kéhleriano, también es posible excluir este grupo. En efecto, en
lugar de usar la forma de Kéhler, uno tiene que usar 4-forma cuaterniénico-Kéhler.
La cual puede expresarse en una base adecuada ey, ..., e, de R*™ como

w=e;NeagNegNeg~+ -+ egm_3N\ean_9/Neqn_1/Ne4n.

Notar que w es invariante por Sp(1) x Sp(n). Sea © una 1-forma totalmente anti-
simétrica en R la cual toma valores en sp(1)@sp(n) y denotemos O, = (O, €, ex).
Como w es invariante por Sp(1) x Sp(n) se tiene que O, - w = 0 para todo v € R*".
Sean i, j, k tres indices tomados del conjunto {1,2,3,4}. En realidad, asumimos por
simplicidad que i =1, j = 2 y k = 3 (los otros casos son similares). Sea m >4 y r
arbitrario, entonces

0= (967« . w)(el7627€376m)
= w(O, €1,€2,€3,6r) +w(er, O e2,€3,n) +w(er, ez, O, €3,€n)
+w(er,e2,e3,0 €en)

= Orpmaw(er, ez, e3,e4) = Oppma = —Orup,.
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Luego, ©,4,, = 0. Similarmente se tiene O,3,, = O,2,, = ©p15, = 0. Y lo mismo
vale si reemplazamos © por g(0), para todo g € Sp(1) x Sp(n). Por tanto, para
todo g € Sp(1) x Sp(n) y para todo m > 1, tenemos

g(G)Tlm = g(@)TQm = g(e)rb’m = g(@)r4m = 0.

Observemos que el Lema y la Proposicién implican que sp(1) @ sp(n)
estd linealmente generado por {g(®), : v € R*"}. Luego, la igualdad anterior
implica que Sp(1) x Sp(n) deja invariante el subespacio generado por {e1, ea, €3,€4}.
Esto es una contradiccién, pues Sp(1) x Sp(n) actia irreduciblemente en R4", n > 1.
Por lo tanto, el caso G = Sp(1) x Sp(n) también es excluido.



Capitulo 3

La unicidad de la conexion candnica en espacios
naturalmente reductivos

En este capitulo probamos que la conexién canénica de un espacio naturalmente
reductivo es esencialmente unica (es decir, salvo que el espacio sea un grupo de Lie
con métrica bi-invariante o una esfera, en el caso compacto, o el dual simétrico de
un grupo de Lie con métrica bi-invariante en el caso no compacto). En el caso de
grupos de Lie compactos (o sus duales simétricos) encontramos todas las conexiones
canénicas, las cuales forman una recta (ver Nota . También mostramos que en
la esfera la conexién candnica es unica con la presentacién simétrica (salvo en
dimensiéon 3, ver Nota . Ademads calculamos el grupo de isometrias de un
espacio naturalmente reductivo compacto (ver Teorema .

La demostracién del resultado principal de este capitulo, la unicidad de la
conexién candnica, trata por separado el caso compacto en el Teorema [3.7] y el
caso no-compacto en el Teorema [3.16] La demostracién del Teorema [3.7] se basa
en el skew-torsion holonomy theorem (Teorema y un resultado general de
descomposicién para espacio homogéneos compactos, el Teorema Es un hecho
remarcable, que el Teorema es, a su vez, crucial para probar el skew-torsion
holonomy theorem.

El Teorema [3.4 no vale para espacios no-compactos y damos un contraejemplo
para esto. Por lo que para probar el resultado de unicidad en el caso no compac-
to, usamos el skew-torsion holonomy theorem, pero tenemos variar los argumentos,
pues no podemos usar el Teorema De hecho, la prueba que damos para el caso
no compacto es general (o sea, también vale para espacios naturalmente reducti-
vos compactos). Sin embargo, decidimos tratar por separado los dos casos no sélo
por razones cronoldgicas (el articulo con la demostracién para espacios natural-
mente reductivos compactos aparecié antes), sino porque ademds, como ya dijimos,
el Teorema [3.4] es un ingrediente esencial para probar el skew-torsion holonomy
theorem. Esto muestra el profundo vinculo que hay entre los espacios naturalmente
reductivos y los skew-torsion holonomy systems.

La referencia general para este capitulo son los articulos [OR12a| para el caso
compacto, [OR12b] para el caso no-compacto y |[Regl0] en lo que concierne al
célculo del grupo de isometrias de un espacio naturalmente reductivo.

1. Descomposiciéon de ciertos espacios homogéneos

En esta seccién probamos un resultado general, Teorema [3.4] para espacios
homogéneos compactos cuyo subgrupo de isotropia satisface cierta condicién.
Antes que nada, probamos algunos resultados que necesitaremos luego.

43
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LEMA 3.1. Sea M = G/G), una variedad riemanniana homogénea, sea H un
subgrupo normal de la isotropia G, y sea W el subespacio de T,M definido por

{veT,M :dh(v) =v para todo h € H}.

Entonces W es Gp-invariante. Mds aun, si 2 es la distribucion G-invariante en M
definida por 2, =W, entonces 2 es integrable con hojas totalmente geodésicas (o,
equivalentemente, 9 es autoparalela).

DEMOSTRACION. Como H es un subgrupo normal de G, claramente se tiene
que W es un subespacio Gp-invariante. Construyamos explicitamente la subvariedad
integral S(q) de 2 que pasa por el punto gq. Sea ¢ =g -p y sea

S(qg)={xre€M:h-x=xparatodohec gHg '}

el conjunto de puntos fijos de gHg !. Es un hecho bien conocido que S(q) es
una subvariedad totalmente geodésica de M (podemos asumir que H es compacto,
pues en caso contrario, la clausura de H es también un subgrupo normal de G,
que tiene el mismo conjunto de vectores fijos). Se tiene que T4(S(q)) = Z,. Sea
ahora r € S(¢). Como S(q) es una subvariedad homogénea de M (ver Lema
més abajo) existe ¢’ € G tal que r = ¢’ - ¢ y tal que ¢’(S(q)) = S(q). Luego
T.(S(q)) = d¢'(T4(S(q))) = dg'(Z,) = P», pues P es G-invariante. Esto prueba
que S(q) es una subvariedad integral de 2. O

LEMA 3.2. Sea M una variedad riemanniana, G un subgrupo cerrado y conexo
del grupo de isometrias Iso(M) de M y sea H C N(G,Iso(M)) (el normalizador de
G en el grupo total de isometrias). Sea

Y ={x € M: h(z) =z para todo h € H}

el conjunto de puntos fijos de H, el cual asumimos no vacio (observar que ¥ es una
subvariedad cerrada y totalmente geodésica de M ). Sea G* la componente conexa
del subgrupo de G que deja invariante . Entonces la cohomogeneidad de G* en
> es menor o igual que la cohomogeneidad de G en M. En particular, si G es
transitivo en M, entonces G> es transitivo en .

Recordemos que la cohomogeneidad de la accién de G en M significa codimen-
sién de una G-6rbita principal.

DEMOSTRACION. Uno puede asumir, tomando clausura, que H es un subgrupo
cerrado. Luego, H resulta compacto, pues cualquier elemento de ¥ es fijo por H.
Dotamos a H de un elemento de volumen H-invariante tal que vol(H) = 1. Sea
X € H#g(M) ~ g = Lie(G), la subélgebra de Lie de campos de Killing inducidos
por G, y definamos X € #5(M) por

X = h«(X)dh € g (M).
heH
Se tiene que X, es la proyeccién a T,.% de X, para todo r € 3. En efecto,

X, = dhlp—1y(Xn-1(ry) dh
heH

= / dhl.(X,) dh
heH

—/heHdh|T(v)dh+/ dh, (w) dh,

heH
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en donde X, =v+wconv € T,Yyw e (T,X)*. Se tiene que

/ dh|(v) dh:/ vdh = .
heH heH

Por otro lado, el vector z = fheH w dh es perpendicular a T,.X y es fijo por H. Esto
implica que z = 0. Luego X |5, es siempre tangente a . M4s atin, X |y coincide con
la proyeccién de X[y a TX.

Sea J#(X) el dlgebra de Lie de campos de Killing de M, inducidos por G,
tales que restrictos a ¥ son siempre tangentes a X. Luego, £ (M) coincide con la
proyeccién, de la restriccién a X, de los elementos de £ (M). Ahora es claro que
un vector en T,X que es perpendicular a G* - r, es también perpendicular a G - r.
Esto implica el lema. O

El siguiente lema es crucial para nuestros propdsitos.

LEMA 3.3. Sea M = G/H una variedad riemanniana homogénea compacta con
H conexo. Sea Vo C T, M el conjunto de vectores fijos de H enp = eH. Supongamos
que H actiia irreduciblemente en (Vo)* y que €(h) = {0}, en donde b es el dlgebra
de Lie de H y €(h) = {B € 50((Vo)*) : [B,h] = 0}. Sea Z la distribucion G-
invariante en M definida por 9, = V. Entonces 2 es una distribucion paralela en
M (y por lo tanto, si 9 es no trivial, M es localmente un producto).

DEMOSTRACION. Sea v € Vg y sea V el campo G-invariante en M definido por
V, = v. Como M es compacta, V es sin divergencia en M (pues su flujo conmuta
con Gy, por ende, éste preserva volumen; ver Nota . M4s atn, si S(q) es la
subvariedad integral de & por ¢ (la cual es una subvariedad cerrada y totalmente
geodésica de M), entonces V|g(,) es sin divergencia en S(gq). En efecto, sea

Glg) ={9€G:9(5(q) C S(a)}-

Entonces G(g) es un subgrupo cerrado de G, el cual actia transitivamente en la
subvariedad compacta S(g) (ver Lema . Se tiene que V|g(q) es G(g)-invariante.
Por consiguiente V[g(4) es sin divergencia en S(gq).

Como Z es una distribucién G-invariante, es suficiente probar que Z es paralela
en p. Si h € H es arbitrario, se tiene

dh(V.V) = Vanwyh«(V) = Vanw)V

para todo u € T,M. Luego si £ : T,M — T, M es el endomorfismo definido por
l(u) = V,V, entonces ¢ conmuta con H (via la representacién isotrépica). Luego
H conmuta con las partes simétrica, digamos A, y antisimétrica, digamos B, de /.
En particular, tanto A como B dejan invariantes los subespacios Vg y (Vo)+. Como
Bl vy € €(b), uno tiene por hipdtesis que Bly,y+ = 0.

Como V es sin divergencia en M, uno tiene que traza(A) = 0. Como Vg, es
también sin divergencia, traza(Aly,) = 0y por lo tanto traza(A|(y,)+) = 0. Ahora,
como H actia irreduciblemente en (Vo)*, se tiene que Al(y,). = AId para algin
A € R. Esto implica que Al ). = 0.

Luego ((T,M) = Vr,iV C Vo = Z,, y por tanto Z es paralela en p. Como &
es G-invariante, 2 resulta paralela en todo M. [l

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion.
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TEOREMA 3.4. Sea M = G/H' una variedad riemanniana homogénea compacta
y sea H la componente conexa de H'. Supongamos que en p = eH' erxisten una
descomposicion ortogonal del espacio tangente Ty,M = Vo &V @ --- ®Vy y una
descomposicion H = Hy x Hy X --- x Hy en donde:

1. Hy actia solamente en Vg y, para i > 1, H; actia irreduciblemente en V;
y trivialmente en V; si j # i;
2. Mds ain, supongamos que para i > 1 se tiene €;(h;) = {0}, en donde b; es
el dlgebra de Lie de H; y €;(h;) = {B € s0(V;) : [B, ;] = 0}.
Si M es localmente irreducible, entonces k = 0 o k = 1. Mds aun, si k = 1
entonces Vo = {0}.

DEMOSTRACION. En primer lugar observemos que G puede asumirse compacto.
En efecto, sea (C_v'p)o la componente conexa del subgrupo de isotropia C_;p de la
clausura G de G en el grupo total de isometrias Iso(M) (el cual es compacto).
Entonces (Gp)olv, = H|y, paratodoi = 1,..., k. Si asf no fuera, cualquier elemento
X # 0 en un ideal complementario de b; (dentro del dlgebra de Lie de (G,)lv,),

perteneceria €;(h;), lo cual es absurdo. Esto implica que

(Gp)o = Ho x Hy x -+ x Hy,

en donde Hy actia solamente en V. Luego (G,)o estd dentro de las hipétesis del
teorema que queremos probar. También podemos asumir, pasando tal vez a un
cubrimiento finito, que H' = H.
El hecho clave es probar que la distribucién que definen los puntos fijos de la iso-
tropia, es paralela a lo largo de las distribuciones G-invariantes definidas por (VO)L.
Asumamos que k > 1y sea

H''= Hy x Hy X -+ x Hy,

el cual es, asi como lo es Hj, un subgrupo normal de H. Sea V! = W, @ V; el
conjunto de vectores fijos en p de H', en donde W es el conjunto de vectores fijos en
p de Hy. El subespacio V! es H-invariante y por tanto se extiende a una distribucién
G-invariante 2% en M, la cual es autoparalela por el Lema Observemos que la
subvariedad integral S*(p) de 2! por p es (la componente conexa que contiene a p
de) el conjunto de puntos fijos de H* en M. De acuerdo con el Lema [3.2] se tiene
que S*(p) es homogénea bajo la accién del grupo

G'p)={9€G:9(S'(p)) CS*(p)}={9€G:g9-peS' ()}

Observemos que la isotropia (G'(p)), coincide con H. Pero H' actia trivialmente
en S'(p). Luego, la isotropfa efectiva de S*(p) es Hj. Se tiene que Wy C T,,(S(p))
es el conjunto de vectores fijos en p de H; en S'(p). Luego, por el lema anterior,
la distribucién G-invariante %, definida por Zy(p) = Wy, es paralela a lo largo
de S'(p). Esto implica que la distribucién G-invariante 2; en M, definida por
91 (p) = Vy, también es paralela a lo largo de S*(p). Luego, por la G-invariancia de
D1y D', tenemos que Z; es paralela a lo largo de S*(q) para todo ¢ € M. Sigue
que 2, es una distribucién autoparalela en M, pues 2" es autoparalelay 2, C 2.
Pero (21)* también es autoparalela en M. En efecto, (21); = Vo®Va@- - &V es
el conjunto de vectores fijos en p de H; (y aqui aplicamos nuevamente el Lema.
Ahora, dos distribuciones ortogonales, complementarias y autoparalelas deben ser
paralelas (ver por ejemplo [BCOO03| pdg. 31]). Luego M es localmente un producto,
a menos que (2;)+ = {0}. O



2. APLICACIONES A ESPACIOS NATURALMENTE REDUCTIVOS COMPACTOS 47

Nota 3.5. El Teorema [3.4] no vale si no asumimos que M es compacta. En
efecto, sea H™, n > 4, el espacio hiperbdlico real y sea % la foliaciéon de H™
por horosferas paralelas centradas en el mismo punto en el infinito ¢,. Sea G (la
componente conexa de) el subgrupo de isometrias Isog(H™) = SOp(n+1,1) que deja
Z invariante. Entonces G actia transitivamente en H", pues contiene un subgrupo
soluble que fija el punto g. Sea p € H" y sea v € T, H" un vector perpendicular
a la horosfera de # que pasa por p. Entonces el subgrupo de isotropia Gy, via
la representacién isotrépica, fija v. Mas atin G, restringido a {v}* coincide con
SO({v}+) ~ SO(n—1), el cual actiia irreduciblemente, pues n > 4. Si el Teorema
valiera, entonces H" seria reducible, y en este caso H" tendria una linea como factor
riemanniano, lo cual es absurdo.

NoTA 3.6. Sea M una variedad riemanniana y sea G un grupo de Lie que actiua
transitivamente en M por isometrias y admite una métrica bi-invariante (-,-). Sea
¢ un difeomorfismo de M que conmuta con G. Entonces, como es bien sabido, ¢
preserva volumen. En efecto, sea B. una bola de volumen ¢, con respecto a (-, ),
alrededor de la identidad e € G. Si p € M, entonces {B. -p : € > 0} es una base de
entornos de p en M. Sea g € G tal que g - p = ¢(p). Entonces

¢(Be-p) = Be - ¢(p) = B- - (9-p) = g(97 ' Beg) -p = gB: - p
y por tanto
VO](SD(BE p)) = VOl(ng : p) = VOI(BE 'p)'
Esto implica que ¢ preserva volumen.

2. Aplicaciones a espacios naturalmente reductivos compactos

Sea M = G/H una variedad riemanniana homogénea, dotada de una métrica
G-invariante (-, -). Se dice que M es un espacio naturalmente reductivo si existe una
descomposicién reductiva

g=hodm
en donde g es el dlgebra de Lie de G, h es el dlgebra de Lie de H y m es un
subespacio Ad(H)-invariante de g tal que las geodésicas por p = eH estdn dadas
por los subgrupos monoparamétricos
vx.p(t) = Exp(tX) - p
para todo X € m. En otras palabras, las geodésicas riemannianas coinciden con las
Ve-geodésicas, en donde V€ es la conexién candnica en M, la cual es una conexion
métrica, asociada a la descomposicion reductiva g = hdm. Este hecho es equivalente
a la siguiente propiedad: los operadores [X, ]m : m — m son antisimétricos para
todo X € m, es decir
<[Xa Y}m,Z> + <K [X’ Z]m> =0
para todos X,Y,Z € m. Mencionemos también que el transporte V¢-paralelo a
lo largo de las geodésicas Exp(tX) - p, con X € M, estd dado por Exp(tX),.
La conexién canénica es G-invariante y tiene torsién y curvatura V¢-paralelas.
En general, cualquier tensor G-invariante resulta V¢-paralelo. Por tanto, cualquier
tensor geométrico, como el tensor métrico o la curvatura riemanniana, también
resulta V¢-paralelo.

Una familia muy importante de espacios naturalmente reductivos es la de los
llamados espacios normal homogéneos. Decimos que un espacio naturalmente re-
ductivo M = G/H es un espacio normal homogéneo si el complemento reductivo
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m = bt estd dado por el complemento ortogonal de h con respecto a una métrica
bi-invariante en G.

En cualquier espacio naturalmente reductivo (no necesariamente compacto) uno
puede calcular explicitamente, identificando 7}, M con m, la conexién de Levi-Civita
y la conexién canénica. En efecto,

—_

1
P:§ 7§[X7Y]m’

(v?(?)p = [X"}N/}p = —[X, Y}nu

en donde denotamos por Z el campo de Killing en M inducido por el elemento
Zem,esdecir Z, =2 -q= %|0 Exp(tZ) - q. En efecto, siempre evaluando en p, al

ser VXX =0, se tiene que VY = —Vyf(, y por lo tanto
(X,Y]=V4Y - Vs X =2V3Y.

La segunda identidad es una consecuencia directa de la férmula de la derivada de
Lie en términos del flujo.

El tensor diferencia entre la conexién candnica y la conexién de Levi-Civita
estd dado, para v,w € T, M, por

1
Dyw = Vi = Vi = —3[0,6] = =V,

en donde % denota el campo de Killing en M inducido por el unico elemento U € m
tal que U - p = u € T, M. Luego D es un tensor totalmente antisimétrico, es decir
(Dyw, u) define una 3-forma en M.

A partir de ahora, y en lo que resta de esta seccién, asumimos, salvo mencién
contraria, que M es compacta.

2.1. La unicidad de la conexién candnica. Supongamos que M es tam-
bién naturalmente reductiva con respecto a otra descomposicion. Es decir, podemos
presentar M = G'/H' y existe una descomposicién reductiva

g/ — h/ EB m/
en donde g’ es el algebra de Lie de G’, §’ es el dlgebra de Lie de H', m’ es un
subespacio de g’ tal que Ad(H')m’ C m’ y las geodésicas riemannianas por p estéan
dadas por
Vx p(t) = Exp(tX) - p
para todo X € m’.

/ .- ’ . . . -7
Denotemos por V¢ la conexién canénica asociada a esta nueva descomposicion
. . . . . / .
reductiva. Similarmente, se define el tensor diferencia D' = V-V , el cual satisface

. 1
Diw =V, -V = —5[@’,17/],, = -V, 0,

en donde ahora @' denota el campo de Killing en M inducido por el tinico elemento
U' e w tal que U -p = u € T,M. El tensor D’ es, al igual que D, totalmente
antisimétrico.
Se tiene que
Dyw — Dlw = V(i — ') = —V, W,
en donde W = w — @’ es un campo de Killing en M que se anula en p. Luego, uno
tiene que (VW),, € iso(M), toma valores en el dlgebra de Lie iso(M), del grupo de
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isotropia Iso(M), del grupo total de isometrias (via la representacién isotrépica).
En efecto,

VW = dopy,,

en donde ¢; es el flujo local asociado a W. Observemos también que D — D' =
V¢ — V¢ es el tensor diferencia entre las dos conexiones canénicas dadas.

Luego, si uno define © = D — D', se tiene Ow = —(VW), € iso(M),, o,
equivalentemente

Oy = (VW), € iso(M),,

pues O es totalmente antisimétrica. Es decir, ©,, pertenece al dlgebra de isotropia
del grupo total de isometrias, para todo w € T, M.

Sea

h = span{g(©)., : g € Iso(M),, w € T,M},

en donde “span” significa “subespacio lineal generado por”. Por los resultados del
Capitulo [2] se tiene b es un ideal de iso(M), C so(T,M).

Sea H el subgrupo de Lie conexo de SO(T, M) con &lgebra de Lie b. Por la teorfa
que desarrollamos para skew-torsion holonomy systems en el Capitulo [2] tenemos
una descomposicién ortogonal

To,M=VodV,@---dVy
y una descomposicién de la isotropia total
(ISO()(M)p)() = H() X H1 X e X Hk,

en donde Hj, actda solamente en Vy y, para ¢ > 1, H; actia irreduciblemente en
V; y trivialmente en V; si j # 7. Mas atn, estos grupos satisfacen las hipdtesis del
Teorema [3.4] Luego, si M es localmente irreducible, o bien se tiene

(Isog(M)p)o = Ho 'y Tp,M =V,

o bien
(ISOO(M)p)O = H1 y TpM = Vl.
Si (Isog(M),)o = Ho, entonces g(0) = 0 para todo ¢g. En particular, © =0y
por consiguiente v =ve.
Analicemos el caso en que (Isog(M),)o = Hi. Por el Teorema hay sola-
mente dos posibilidades.

Caso (a). Hi = SO(T,M). En este caso M tiene curvaturas seccionales cons-
tantes (positivas) y por tanto es un espacio globalmente simétrico (ver Lema [6.2]).
Luego M = S™ o M =RP™.

Caso (b). Hy actia en T, M como la representacién adjunta de un grupo de Lie
simple y compacto. Se sigue que M es isométrica a un grupo de Lie compacto con
métrica bi-invariante. Este es un hecho bien conocido que sigue de la clasificacion
de J. Wolf de los espacios isotrépicamente irreducibles [Wol68]. Nosotros damos
una prueba geométrica, y que no utiliza resultados clasificatorios, de este mismo
hecho (ver Proposicién [6.4)).

Resumiendo, hemos probado el siguiente teorema de unicidad.

TEOREMA 3.7. Sea M un espacio naturalmente reductivo compacto y localmen-
te irreducible. Supongamos que M no es (globalmente) isométrico a una esfera, ni a
un espacio proyectivo real, ni a un grupo de Lie con métrica bi-invariante. Entonces
la conexion candnica en M es inica.
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2.2. El grupo de isometrias de un espacio naturalmente reductivo
compacto. En esta subsecciéon mostramos que la componente conexa del grupo de
isometrias de un espacio naturalmente reductivo compacto coincide con la compo-
nente conexa del grupo de transformaciones afines de la conexién canénica, excepto
quizés (dependiendo de la presentacién), para la esfera o el espacio proyectivo. Un
poco mas adelante, en este mismo capitulo, podremos calcular explicitamente el
grupo de isometrias de un espacio naturalmente reductivo compacto.

Nora 3.8. Mantengamos la notacién de los parrafos anteriores. Supongamos,
como en el Caso (b) més arriba, que M es isométrica a un grupo de Lie compacto
con métrica bi-invariante. En este caso, la familia de conexiones candnicas en M es
la recta afin

L ={tV+(1-t)V°:t R}

pues el tensor diferencia entre dos conexiones candnicas debe ser tnico, salvo multi-
plos escalares (ver Proposici(’)n. Aqui asumimos, por supuesto, que V # V¢. En
este caso, Isog(M) fija la recta . punto a punto, pues Iso(M) induce una isometria
en . con un punto fijo V. Observar también que la simetria geodésica (por la
identidad) manda el tensor totalmente antisimétrico D en su opuesto —D. Luego,
la simetria geodésica manda la conexién candnica V¢ =V — D en

V+D=2V+(-V+D)=2V-V-

Luego, la simetria geodésica no pertenece al grupo de transformaciones afines
Aff(M,V°) de V°©.

TEOREMA 3.9. Sea M = G/H un espacio naturalmente reductivo compacto y
sea V€ la conexion canonica asociada. Supongamos que M es localmente irreducible
y que M # 8™, M # RP™. Entonces:

1. Isop(M) = Affo(M,V°).
2. Silso(M) ¢ Aff(M,V°), entonces M es isométrica a un grupo de Lie con

métrica bi-invariante. En este caso, la simetria geodésica por la identidad
manda V¢ en 2V — V°.

DEMOSTRACION. Supongamos que M tampoco es isométrica a un grupo de
Lie compacto (y simple) con métrica bi-invariante. Luego, por el Teorema se
tiene que Iso(M) C Aff(M, V¢), pues cualquier isometria debe mandar la conexién
candnica en si misma. Pero siempre vale

Aff(M,V®) C Aff(M, V),

en donde Aff(M,V) es el grupo de transformaciones afines con respecto a la cone-
xi6n de Levi-Civita. En efecto, cualquier elemento g € Aff(M, V), manda geodési-
cas riemannianas en geodésicas riemannianas, pues las geodésicas riemannianas
coinciden con las geodésicas candnicas. Luego, como V es sin torsion, es bien cono-
cido que g € Aff(M,V) (ver [Regl0]). Sigue que

Iso(M) C Aff(M, V) C AfF(M, V).

Como M es compacta, uno tiene que Isog(M) = Affo(M, V) (ver Nota[3.12) y por
lo tanto

ISOO(M) = Affo (M, VC)
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Si M es isométrica a un grupo de Lie compacto con métrica bi-invariante,
entonces Isog(M) C Affo(M, V) (ver Nota [3.8]). Pero, como observamos antes

Aff(M, V) C Aff(M,V).
Usando la Nota [3.12| una vez mads, uno tiene, también en este caso, que
ISO()(M) = Affo (M, VC)

La simetria geodésica, como ya observamos en la Nota |3.8) no preserva la co-
nexién canénica (si ésta es diferente de la conexién de Levi-Civita). Esto concluye
la prueba del teorema. O

El teorema anterior tiene el siguiente corolario que explica, de manera geométri-
ca, por qué el grupo de presentacion de un espacio isotropicamente irreducible da la
componente conexa del grupo de isometrias (excepto, tal vez, para la esfera). Esto
responde a una pregunta formulada por J. Wolf [Wol68]| para espacios fuertemente
isotrépicamente irreducibles, y por M. Wang y W. Ziller [IWZ91] en el caso general.

COROLARIO 3.10 ([Wol68, [WZ91]). Sea M™ = G/H una variedad rieman-
niana homogénea, compacta, simplemente conexa e irreducible tal que M no es
isométrica a la esfera S™. Supongamos que M es isotropicamente irreducible con
respecto al par (G, H) (accion efectiva). Supongamos ademds que M no es isométri-
ca a un grupo de Lie (simple y) compacto con métrica bi-invariante. Entonces la
componente conexa de G coincide con la componente conexa del grupo de isometrias

de M, es decir Gy = Isog(M).

DEMOSTRACION. Observemos primero que G es semisimple. En efecto, sea 2
la distribuciéon en M dada por los espacios tangentes a las 6rbitas de un subgrupo
(conexo) normal abeliano maximal A de Gy. Tal distribucién debe ser G-invariante
y por lo tanto, ya que la accién es efectiva, se tiene que %, = T,M para todo
q € M. Luego A actua transitivamente en M y por consiguiente M es plana, lo
cual es absurdo. Dotemos a M de una métrica normal homogénea (-, -)’ con respecto
a la descomposicién g = hdhL. Més precisamente, el producto escalar en TyM ~ ht
es la restriccién de —B, en donde B es la forma de Killing de Gj.

Tal métrica distinguida deber ser también G-invariante, pues cualquier elemen-
to de H preserva tanto h como B. Como H actua irreduciblemente en el espacio
tangente, uno tiene que la métrica (-,-)’ coincide, salvo un miltiplo, con la métrica
(+,+) de M. Sea Tr(M, V°) el subgrupo normal de Affo(M, V°) que consiste de las
transvecciones con respecto a la conexién candnica V¢ asociada a la descomposi-
cién reductiva g = h®hL. Recordemos que una transveccién es una transformacion
Ve-afin que preserva el subfibrado de holonomia del fibrado de marcos ortonorma-
les. Es un hecho bien conocido que el dlgebra de Lie de Tr(M, V¢) estd dada por
te(M, V) = [h,b] + b+ (no es suma directa, en general), lo cual implica que
Tr(M,V®) C Gy. Por el Teorema [3.9] tenemos que Isog(M) = Affo(M, V®). Luego,
Tr(M, V°) es un subgrupo normal de Isog(M).

A continuacién probaremos que estos dos grupos coinciden. En efecto, asuma-
mos que Tr(M, V¢) estd propiamente contenido en Isog(M). Sea g’ un ideal com-
plementario, en el dlgebra de Lie de Isog(M), del ideal te(M,V°) (ver [Regl0]).
Si0# X € ¢, entonces el campo X'q = X . q es Tr(M, V°)-invariante. Luego,
la isotropia de Tr(M,V*¢) fija el vector Xp, en donde p = eH. Pero el subespa-
cio W de T, M que consiste de los vectores fijos por Tr(M, V), es invariante por
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H, pues Tr(M,V¢) es un subgrupo normal de G. Notemos que, por la parte 2
del Teorema uno tiene que G C Aff(M,V°). Como H actia irreduciblemente
en T,M, sigue que W = T,M. Luego Tr(M, V°) actda simple y transitivamente
en M. Asi, [h,b1] C b+ y por lo tanto h+ es un ideal de g. Esto implica que
M es isométrica al grupo de Lie Tr(M, V¢) (con métrica bi-invariante), una con-
tradiccién. Luego Tr(M, V) = Isog(M), lo cual implica que Gy = Isog(M), pues
Tr(M7 VC) Cc Gy C ISO()(M). O

Nota 3.11. Para espacios fuertemente isotrépicamente irreducibles, uno no
necesita asumir que M no es isométrica a un grupo de Lie compacto con métrica
bi-invariante. La prueba es la misma, pues siempre vale Isog(M) = Affg(M, V°), lo
cual sigue de la parte 1 del Teorema [3.9 y no necesitamos usar la parte 2 de ese
resultado.

Nota 3.12 (ver [Regl0]). Sea M una variedad riemanniana compacta y sea
X un campo de Killing afin en M, es decir, el flujo ¢, asociado a X preserva
la conexién de Levi-Civita V. Sea 7(t) una geodésica arbitraria en M. Entonces
X (7(t)) es un campo de Jacobi a lo largo de v(¢). En efecto, para cualquier s € R,
uno tiene que v5(t) = @s(y(t)) es una geodésica, pues las transformaciones afines
mandan geodésicas en geodésicas (notemos que X (v(t)) = %|O'ys(t)). Como M
es compacta, X es acotado, y por ende la proyeccién ortogonal de X (v(t)) sobre
7' (t) es constante (pues ésta tiene la forma (a + tb)7'(t)). Luego, diferenciando la
ecuacién (X (v(t)),7/(t)) = const., se obtiene

<ny/(t)X7 ’}/(t)> =0.

Es decir, X satisface la ecuacién de Killing (riemanniana), pues () es arbitraria.
Luego X es un campo de Killing y esto implica que Affy(M, V) = Isog(M).

Nora 3.13. Sea M = G/G, un espacio naturalmente reductivo y sea M =
G/Gj su cubrimiento universal, en donde G es el levantamiento (conexo) de G a
M y p se proyecta sobre p. Observemos que M también es un espacio naturalmente
reductivo. Como G admite una métrica bi-invariante, cualquier difeomorfismo de
M que conmute con G, preserva volumen (Ver Nota . Luego, con los mismos
argumentos que en la prueba del Teorema uno tlene que la conexién candnica
de M también es tnica, siempre que M sea 1rreduc1ble y no sea isométrica a una
esfera ni a un grupo de Lie con métrica bi-invariante. Luego, en este caso, la conexién
canodnica también es Unica.

2.3. Holonomia de espacios naturalmente reductivos. Sea M™ un es-
pacio naturalmente reductivo (no necesariamente compacto) con conexién canénica
asociada V°. Se tiene que el tensor diferencia D = V — V¢ entre la conexién de Levi-
Civita y la conexién candnica es totalmente antisimétrico. Mas ain, como vimos
al comienzo de esta seccién, este tensor da la derivada de campos de Killing en un
punto p € M. Luego, por [Kos55, [AKT5|, uno tiene que para todo v € T,M, D,
pertenece al dlgebra de holonomia restricta (ver [CDSOO02]). Si M no es un espacio
simétrico, entonces D # 0. Més atin, usando el teorema de Berger y el Teorema[2.10]
uno tiene que el grupo de holonomia restricta es SO(n). Esto extiende el resultado
de Wolf [Wol68| para espacios (fuertemente) isotrépicamente irreducibles.

2.4. El cédlculo del grupo Aff(M, V). En este apartado mostramos cémo
se calcula geométricamente el grupo Ve-afin (componente conexa) para un espacio
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naturalmente reductivo compacto. Ver [ReglO] para més detalles. Sea M = G/H
un espacio naturalmente reductivo compacto, con descomposicién reductiva aso-
ciada g = h @ m y conexién canénica V€. Supongamos que H es el subgrupo de
isotropia de p € M. Consideremos el grupo de transvecciones Tr(M, V¢) de la co-
nexién candnica (es decir, el subgrupo de transformaciones V°-afines que preservan
los subfibrados de V¢-holonomia del fibrado de marcos ortonormales). El grupo de
transvecciones de la conexién candnica es un subgrupo normal de Aff(M, V). Mdas
aun, Tr(M, V¢) estd contenido en G y el dlgebra de Lie de Tr(M, V¢) estd dada por

(M, Ve) = [m,m] +m

(no es suma directa, en general).

Ahora, como Tr(M, V¢) es un subgrupo normal de Aff(M, V¢), uno puede com-
plementar el ideal te(M, V) en el dlgebra de Lie aff(M, V) del grupo V¢-afin. Es
decir, existe un ideal g’ de aff(M, V) tal que

aff(Ma vc) = tt(Ma vc) S5 g/'

Observemos que Affo(M,V¢) es un subgrupo cerrado, y por ende compacto,

del grupo
Aﬂo(M, V) = ISOO(]\f)7

ver la prueba del Teorema [3.9] (la tltima igualdad sigue de la Nota [3.12)).

Si X € ¢/, entonces el flujo ¢; de X conmuta con tt(M,V¢) y por lo tanto
X, mirado como un campo de M, resulta Tr(M, V¢)-invariante. Luego, uno tiene
que aff(M, V) estd dada por el dlgebra de transvecciones de la conexién canéni-
ca y una subdlgebra de campos Tr(M, V¢)-invariantes. Asi, uno puede escribir el
grupo Affy(M,V¢) como el producto (no necesariamente directo) de dos subgru-
pos bien conocidos de transformaciones V¢-afines. En realidad, uno puede mejorar
estd presentacion para obtener un producto casi directo (es decir, con interseccién
discreta de los factores). Esto estd hecho en detalle en [Regl0] para espacios nor-
mal homogéneos y mas adelante, en esta misma tesis, para espacios naturalmente
reductivos en general.

Norta 3.14 (Ver [Regl0]). Si M = G/H es un espacio normal homogéneo,
entonces cualquier campo G-invariante pertenece al dlgebra afin aff(M,V¢). En
efecto, sea ¢, el flujo de un campo G-invariante, entonces ¢;(p) es un punto fijo de
H para todo t € R. Pero la isotropia no cambia a lo largo del conjunto de puntos
fijos de H. Luego, la descomposicién reductiva en ¢;(p) es la misma para todo t,
pues el complemento reductivo es siempre el mismo m = h*. De este hecho sigue
que ¢ es un difeomorfismo V¢-afin para todo ¢.

Nota 3.15. Es un hecho bien conocido que un difeomorfismo es afin (i.e. pre-
serva alguna conexién) si manda geodésicas en geodésicas y preserva el tensor de
torsion. Para una conexién canénica V¢ en un espacio naturalmente reductivo M
(simplemente conexo), cualquier isometria lineal ¢ : T,M — T,M que mande la
curvatura y torsion canodnicas en p en los mismo objetos en ¢, se extiende a una
transformacién V¢-afin. Esto es porque la curvatura y la torsion canoénicas son
tensores V¢-paralelos (ver la Introduccién).

3. Aplicaciones a espacios naturalmente reductivos no-compactos

3.1. La unicidad de la conexién candnica en el caso general. En este
apartado demostramos un resultado de unicidad para la conexién candnica de un
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espacio naturalmente reductivo, sin asumir compacidad del espacio. Aunque ciertos
hechos cruciales que se usaron para probar la unicidad en el caso compacto no
valen si no se asume la compacidad (vale decir, el Teorema que es también
fundamental para probar el skew-torsion holonomy theorem), atn asi es posible
adaptar los argumentos del caso compacto al caso general.

TEOREMA 3.16. Sea M un espacio naturalmente reductivo simplemente conexo
e irreducible. Asumamos que M no es (globalmente) isométrico a una esfera, ni al
espacio hiperbélico H3, ni a un grupo de Lie con métrica bi-invariante o su dual
simétrico. Entonces la conexion candnica en M es inica.

Notar que H? es, efectivamente, el dual simétrico del grupo de Lie Spin(3),
el cual es isométrico a la esfera S2. Sin embargo, lo incluimos en el enunciado, a
pesar de que esto sea redundante, para enfatizar que el espacio hiperbolico H™, con
n # 3, el cual es el dual simétrico de la esferas S™, satisface la propiedad de que
conexién candnica es unica (lo cual no es cierto para S™).

Antes de pasar a la prueba del Teorema [3.16] probamos el siguiente lema.

LEMA 3.17. Sea M = G/H un espacio naturalmente reductivo. Si X es un
campo G-invariante en M, entonces X es un campo de Killing.

DEMOSTRACION. Sea D = V — V¢ el tensor diferencia entre la conexién de
Levi-Civita V y una conexién candénica V¢ en M. Como X es G-invariante, se
tiene que X es V¢-paralelo (pues una conexién canénica es G-invariante). Luego
VX = DX es antisimétrica. Esto dice que X es un campo de Killing. O

7z ! . ’ .

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [3.16l Sean V¢ y V¢ dos conexiones canéni-

cas en M. Siguiendo los argumentos y la notacién que utilizamos para el caso
compacto tenemos una descomposicion ortogonal

T,M=Vo®V, DDV
y una descomposicién de la isotropia
H:= (ISOO(M)p)O = HO X H1 X X Hk

tales que Hy x---x Hy, es el grupo generado por la 1-forma totalmente antisimétrica
0=V -ve y ademés H; actia solamente en V; y esta accién es irreducible si
i > 1 con %;(h;) = {0}. Es decir, estas descomposiciones satisfacen las hipétesis del
Teorema [3.:4] Observemos que no se puede usar este teorema, pues M no se asume
compacta. Sin embargo, podemos utilizar otros argumentos para probar que la con-
clusién del Teorema vale en este caso particular (es decir las descomposiciones
anteriores resultan triviales). En efecto, asumamos como lo hicimos en la prueba
del Teorema que k> 1y sea

H'= Hy x Hy X -+ X Hp.

Sea V! = W, @V el conjunto de puntos fijos de H', en donde W es el conjunto de
vectores fijos de Hy. Por el Lema[3.1] se tiene que la distribucién G-invariante en M
inducida por V! es autoparalela. Sea 2 la distribucién G-invariante y autoparalela
inducida por Wg. Probaremos, al igual que lo hicimos en el Teorema que 9, es
paralela a lo largo de Z1.

Sea S1(p) la subvariedad integral conexa maximal de 2! que contiene a p, es
decir, S'(p) es el conjunto de puntos fijos de H! en M (componente conexa). Como
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ya vimos antes, se tiene que S(p) es una subvariedad homogénea bajo la accién
del grupo

G'(p)={9€G:9(S'(p) CS'(P)}={9eG:g-peS(p)}
(aqui denotamos por G el grupo de presentacién de M como espacio naturalmente
reductivo). Mds atin, en nuestro caso particular, tenemos que la métrica en S*(p)
es naturalmente reductiva, pues S'(p) es una subvariedad totalmente geodésica de
M.

Sea X € Wy y sea X el campo G (p)-invariante en S*(p) tal que X(p) = X.
Equivalentemente, X puede ser visto como la restriccién a S'(p) del campo G-
invariante en M con condicién inicial X. Por el Lema X es un campo de
Killing y por consiguiente su derivada VX es antisimétrica. Luego, si h € Hy y
vE Wy ®dV; ~T,5(p), entonces

dh(VX) = Van(yhs(X) = Var X.

Asi, (VX )p conmuta con H; (via la representacién isotrépica) y por tanto deja
invariantes Wy y V. Como % (h1) = {0}, tenemos que (VX),|y, = 0. Esto implica
que V,X € W, para todo v € Wy @ V;. De esto sigue que %, es paralela a lo
largo de 2! y por tanto su distribucién complementaria &, también es paralela a
lo largo de 2'. Como 2! es autoparalela en M, sigue que Z; es autoparalela en
M. Como (2)* es también autoparalela en M, pues (2i-) = Vo @ Vo @ - @V,
es el conjunto de vectores fijos por Hi, sigue que M es localmente un producto, a
menos que estas distribuciones sean triviales.
Finalmente, y al igual que en el caso compacto, se abren dos posibilidades:
1. (ISOO(M)p)O = Ho y TpM = %7()7 (6]
2. (ISOQ(M)p)O = H1 y TpM = Vl-

En el primer caso el grupo generado por © = V¢ — V€ resulta trivial y por
tanto V¢ = V¢,

En el segundo caso se abren nuevamente dos posibilidades. Primero, si H; es
transitivo en la esfera de T, M, usando el skew-torsion holonomy theorem, se tiene
que H; = SO(T,M). Es estandar ver que en esta situacién uno tiene que M = S" o
M = H". Ver la Proposicién [3.18] y la Nota [3.20] para excluir el espacio hiperbélico
cuando n # 3. Por otro lado, si H; no es transitivo en la esfera, el skew-torsion
holonomy theorem nos dice que H; actda en T, M como la representacién adjunta
de un grupo de Lie simple y compacto. Luego, si M es compacto, entonces M es
isométrico a un grupo de Lie con métrica bi-invariante, por Proposicién [6.4} Si M
es no-compacto, no es dificil ver que M es un espacio simétrico (ver Nota . Si
Ve # V¢ uno tiene, tomando el dual simétrico, que M* es isométrico a un grupo
de Lie con métrica bi-invariante. En efecto, esto sigue de la correspondencia uno
a uno entre las conexiones canénicas de M y las conexiones canénicas de M* (ver

Nota [3.22)).

Esto completa la prueba del Teorema [3.16 g

PROPOSICION 3.18. El espacio hiperbélico real H™ admite una tinica descom-
posicion naturalmente reductiva, la descomposicion como par simétrico
H™ =S0¢(n+1,1)/SO(n).

El siguiente lema es estdndar y nos serd muy 1util en la prueba de la Proposi-

cién B.18
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LEMA 3.19. Sea G un subgrupo de Lie de Iso(H™) tal que G es transitivo en
H™. Supongamos que G no es semisimple y sea A un subgrupo de Lie abeliano y
normal en G. Entonces A fija un dnico punto en el infinito o traslada una inica
geodésica.

DEMOSTRACION. Sea a el dlgebra de Lie de A y sea X € a un campo de Killing
en H™ con flujo asociado ;X . Es un hecho bien conocido para espacios de Hadamard
que una de las siguientes tres posibilidades ocurre (ver por ejemplo [Ebe96] ):

1. existe p € H" tal que X - p = 0;
2. existe p € H™ tal que ¢;* (p) es una geodésica;
3. existe goo € Soo(H™) tal que ;% (¢oo) = Goo-

Si (3.) vale y ¢, fija otro punto en el infinito, digamos ¢, entonces ¢; traslada
la geodésica que une g, con Go.. Como A es abeliano, entonces debe trasladar tal
geodésica (pues A conmuta con el fluyjo de X). Notar que una isometria no trivial
de H™ traslada a lo sumo una geodésica.

Si vale (2.), entonces ¢y traslada la geodésica dada por la curva integral por p.
Por tanto A traslada esta nica geodésica también.

Finalmente, si X -p =0y X - ¢ = 0 para q # p entonces »;* fija la geodésica
que une p con ¢ y, por consiguiente, A lo hace. Si X - p = 0 para un tinico p € H",
entonces Y - p = 0 para todo Y € a. En efecto ¢;X (oY (p)) = Y (p), de donde sigue
que @Y (p) = p. Luego a es un ideal abeliano contenido en el algebra de Lie de la
isotropia, por tanto la accién de G en H™ no puede ser efectiva. Absurdo, pues G
actia por isometrias. O

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION [3.18l Sea G un subgrupo de Lie conexo
y transitivo de Iso(H™) tal que H™ = G/H es naturalmente reductivo. Si G es
semisimple, es estdndar probar que G = Isog(H™) = SO¢(n + 1,1). En efecto, sea
K un subgrupo compacto maximal de GG, entonces, por el teorema del punto fijo de
Cartan, K tiene un punto fijo, digamos p. Podemos asumir que H es el subgrupo
de isotropia en p. Luego, por maximalidad, H = K. Por lo tanto (G, H) es una
presentacién de H™ como par simétrico riemanniano efectivo, y consecuentemente
G = SO¢(n+1,1) (de lo contrario H™ tendria otra presentacién como par simétrico).

Si G no es semisimple, entonces G tiene un subgrupo de Lie abeliano y normal
A. Entonces A debe fijar un tinico punto del infinito o trasladar una unica geodésica,
por Lema Si A traslada una dnica geodésica v(t), entonces G deja 7 invariante,
pues A es un subgrupo normal de G, y por ende G no puede ser transitivo, lo cual
es absurdo. Por tanto, sea g, €l tinico punto en el infinito fijo por A, y sea %
la foliacién por horosferas centradas en ¢o,. Luego A deja invariante .# y por
consiguiente G lo hace. Sea p € H" y sea %, la horosfera por p. Llamemos Gala
componente conexa de G que deja %, invariante. Entonces G es transitivo en Fp.
Luego, como H" es naturalmente reductivo con respecto a la descomposiciéon G/ H,
entonces cada horosfera debe ser totalmente geodésica, lo cual es absurdo. [

Nota 3.20. Consideremos la esfera S™ = SO(n+1)/SO(n). Entonces, para to-
do n # 3, la conexién de Levi-Civita es la tnica conexién candnica en S™ asociada a
esta presentacién naturalmente reductiva. En efecto, si V¢ es otra conexién candni-
ca en S™ asociada a dicha presentacién, entonces el tensor diferencia D =V — V¢
induce una 3-forma SO(n + 1)-invariante w(x,y, z) = (Dyy, z). Como w es invarian-
te, w es una 3-forma arménica en S™ (ver [Hel78]). Por la teoria de Hodge (ver



3. APLICACIONES A ESPACIOS NATURALMENTE REDUCTIVOS NO-COMPACTOS 57

por ejemplo [War83]), w representa una clase no trivial de cohomologia de orden
3 en S”. Esto es una contradiccién, a menos que n = 3.

Consecuentemente, sigue de la Proposicién que el espacio hiperbdlico real
H™ admite una tinica conexién canénica para cada n # 3. Si n = 3, entonces H? es
el dual simétrico del grupo de Lie S3 ~ Spin(3), y por lo tanto tiene exactamente
una recta de conexiones canénicas (ver Nota [3.8).

NotaA 3.21 (ver también [WZ91], Theorem 2.1]). Sea M = G/H un espacio
(fuertemente) isotrépicamente irreducible no-compacto. Si M es naturalmente re-
ductivo, entonces M es un espacio simétrico de tipo no compacto. En efecto, primero
notemos que G debe ser semisimple, en caso contrario, existe un ideal abeliano a
de g (en donde g es el dlgebra de Lie de G). Como G actia efectivamente en M,
uno tiene que a Nm # {0}, en donde m es el complemento naturalmente reductivo
del dlgebra de isotropfa, y por consiguiente a N'm resulta Ad(H)-invariante. Como
M es isotrépicamente irreducible sigue que a Nm = m y asi m resulta abeliano.
Esto implica que M es plana y por lo tanto isométrica al espacio euclideo R”, salvo
cubrimiento universal. En efecto, recordemos que la conexion de Levi-Civita de M
estd dada por un multiplo del corchete de m. Luego, G es un grupo de Lie semisim-
ple y H es compacto. Si H no es un subgrupo compacto maximal de G, entonces
tomando un subgrupo compacto maximal K de G que contenga a H, tenemos que
h C ¢ en donde b es el dlgebra de Lie de H y £ es el dlgebra de Lie de K. Luego
tNm es Ad(H)-invariante, lo cual contradice el hecho de que M es isotrépicamente
irreducible, a menos que h = £ Luego (G, H) es un par simétrico y M es un espacio
simétrico de tipo no-compacto.

Nota 3.22. Sea M = G/K un espacio simétrico con descomposicién de Cartan
asociada g = t @ p. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre las cone-
xiones canénicas en M = G/K y las conexiones candnicas en el dual M* = G*/K.
En efecto, supongamos que M admite una conexién candnica V¢ asociada a una
descomposicion reductiva g = € @ m. Sea g* = £ @ i p, mirada como un subespacio
de la complexificacién g€ de g. Es claro que m* (el subespacio de g* inducido via
el isomorfismo canénico g ~ g*) es un subespacio Ad*(K)-invariante tal que las
geodésicas por p = eK estan dadas por subgrupos monoparamétricos con velocida-
des iniciales en m*. Luego V¢ se corresponde a una tnica conexién canénica en M™*
y viceversa.

3.2. El grupo de isometrias de un espacio naturalmente reductivo
compacto (continuacién). Sea M = G/H un espacio naturalmente reductivo
compacto y localmente irreducible, y sea V¢ la conexién candnica en M asociada
a la descomposicién reductiva g = h & m. Supongamos que M # S", M # RP™.
Entonces, por el Teorema uno tiene que Isog(M) = Affy(M,V®), en donde
Affg(M,V°) es la componente conexa del grupo de transformaciones afines de la
conexién candnica.

Usando el Lema y algunos argumentos de [Regl0] se puede obtener la
componente conexa del grupo de isometrias de M. En realidad, esto simplifica los
argumentos usados en [Regl0].

En efecto, sea Tr(M, V¢) el grupo de transvecciones de la conexién candnica,
es decir, el subgrupo de Lie conexo de Aff(M, V) con algebra de Lie tv(M,V°) =
[m,m] + m (no es suma directa, en general). Observemos que Tr(M,V®) es un
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subgrupo normal de Affo(M,V¢). Del mismo modo que se hizo en [Regl0], Pro-
position 4.2] para espacios normal homogéneos (ver también la Subseccién del
presente capitulo), uno tiene que G = Tr(M, V¢), pues Iso(M) es compacto y por
ende G admite una métrica bi-invariante. En efecto, un ideal complementario de
tv(M, V) en g debe estar contenido en la isotropia, lo cual contradice el hecho de
que la accién de G en M es efectiva.

Ahora, como G es un subgrupo normal de Affo(M, V¢) = Isog(M), uno puede
escribir

iso(M)=g®b

en donde b es un ideal complementario a g en iso(M ), con respecto a una métrica
bi-invariante en Iso(M). Notemos que los elementos de b son campos de Killing
G-invariantes. Mds aun, por el Lema todo campo G-invariante es un campo
de Killing (aunque no necesariamente pertenece a b).

Resumiendo, obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 3.23. Sea M = G/H wun espacio naturalmente reductivo compacto.
Supongamos que M es localmente irreducible y que no es globalmente isométrico
a la esfera S™ ni al espacio proyectivo RP™. Entonces, la componente conezxa del
grupo de isometrias de M estd dada por

Isog(M) = Gss X K (producto casi directo),

en donde Gy es la parte semisimple de G y K es el subgrupo de Lie conezxo de
Iso(M) cuya dlgebra de Lie consiste de los campos G-invariantes. En particular,
Iso(M) es semisimple si y sélo si K es semisimple.

Usando la descomposicién que nos da el teorema anterior, la misma prueba que
en [Regl0, Theorem 1.4] demuestra el siguiente corolario.

COROLARIO 3.24. Sea S, la componente conexa por p € M de los puntos fijos
de la isotropia Isog(M), en M. Entonces S, es un toro (eventualmente trivial).



Capitulo 4

Un teorema tipo-Berger para conexiones métricas
con torsién antisimétrica

En la primera parte de este capitulo obtenemos un teorema tipo-Berger de ho-
lonomia, similar al teorema de holonomia de Berger, para conexiones métricas con
torsion antisimétrica. Nuestro resultado principal, el Teorema |4.5 es un teorema
general (no se asume ni siquiera homogeneidad del espacio) y vale tanto local, co-
mo globalmente. Informalmente, recordemos que un teorema tipo-Berger involucra
ciertos grupos ortogonales ® x asociados a ciertos objetos (geométricos, algebraicos,
etc.) X y modelos simétricos de dichos objetos. Un teorema tipo-Berger diria que
si nuestro objeto X es irreducible y no es genérico (e.g., ®x no es transitivo en la
esfera), entonces debe ser simétrico. En nuestro caso, los objetos X serdn varieda-
des riemannianas munidas de conexiones métricas con torsién antisimétrica y los
objetos simétricos seran grupos de Lie con métrica bi-invariante munidos de una
conexién canonica. Cabe aclarar que en nuestro teorema el grupo ®x no serd el
grupo de holonomia de la conexién con torsién en X (de hecho, estos objetos son
interesantes aun en el caso plano) sino el grupo ortogonal generado por el tensor
de torsién. Asi, veremos que si {e} # ®x # SO(n), en donde n = dim X, entonces
X es localmente un grupo de Lie con métrica bi-invariante.

En la segunda parte de este capitulo estudiamos las conexiones métricas no-
genéricas con torsiéon antisimétrica en un grupo de Lie con métrica bi-invariante.
Calculamos su grupo de holonomia y probamos que sélo hay dos conexiones métri-
cas planas en un grupo de Lie (simple) con métrica bi-invariante, las llamadas
conexiones (%), cuyo tensor de torsién estd dado por T'(X,Y) = £[X,Y]

La referencia general para este capitulo es el articulo [Regll].

1. El teorema tipo-Berger

Sean (M, (-,-)) una variedad riemanniana, V la conexién de Levi-Civita de M
y sea V una conexion métrica en M que tiene las mismas geodésicas que V. Sigue
que el tensor diferencia

D=V -V

es totalmente antisimétrico, es decir (X,Y,Z) — (DxY, Z) define una 3-forma en
M. Equivalentemente, se dice que V es una de las llamadas conexiones con torsién
totalmente antisimétrica (ver Capitulo .

Dado p € M, definimos h C so(T, M) como la subdlgebra de Lie generada por
los elementos de la forma

(TC)*(DU) = (TC)71 oD,

59
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donde 7. denota el transporte paralelo (riemanniano) a lo largo de la curva ¢, con
c(0) =pywveT,mM (aqui ¢ : [0,1] = M y v se mueven entre todas las curvas
diferenciables a trozos que empiezan en p y todos los vectores tangentes en ¢(1)).

Sea H el subgrupo de Lie conexo de SO(T,M) con &lgebra de Lie . Notemos
que si M es conexa, entonces H no depende del punto p. Méas precisamente, el grupo
que se obtiene a partir de esta construccién en otro punto g € M es conjugado a H
por transporte paralelo a lo largo de cualquier curva que una p con q.

DEFINICION 4.1. Sea M una variedad riemanniana conexa, y sea V una cone-
xion métrica en M con las mismas geodésicas que la conexion de Levi-Civita. Defi-
nimos el grupo H(M, @) como el subgrupo ortogonal H construido en los parrafos
anteriores (observemos que, al ser M conexa, hemos omitido el punto base p en la
definicién).

A continuacién estudiaremos el grupo H = H (M, @) desde un punto de vista
holonémico, y las implicancias de sus propiedades en la geometria de M.

Antes que nada, observemos que si g € Hol(V), el grupo de holonomia de M,
entonces gHg~! C H. Luego,

Hol(V) C N(H),

en donde N(H) es (la componente conexa de) el normalizador de H en el grupo
ortogonal.

LEMA 4.2. Si H actda irreduciblemente en T,M, entonces H = N(H). Como
consecuencia, se tiene que Hol(V) C H.

DEMOSTRACION. Sea p € M tal que DP # (. Solamente tenemos que observar
que si © = DP, entonces [T,,M, O, H] es un skew-torsion holonomy system irredu-
cible. Luego, por el Lema (ver también [OR12al Lemma 3.4]) se tiene que H
actia en T, M como una s-representacién. Por lo tanto, H = N(H), un hecho bien
conocido sobre s-representaciones (ver Lema . t

Nota 4.3. Uno puede probar el Lema directamente desde el skew-torsion
holonomy theorem. En efecto, para ambos skew-torsion holonomy systems

[TPM7®7H] y [TpM7®7N(H)]

tenemos que H = Ad(G) = N(H), donde G es el grupo de Lie (simple) con &lgebra
de Lie (T, M, [-,]), con el corchete de Lie dado por [v,w] = ©,w. Pero observemos
que en la prueba del skew-torsion holonomy theorem se usa el hecho de que H actua
como una s-representacion.

NoTA 4.4. Notemos que si M es localmente irreducible, entonces H actia irre-
duciblemente en T, M. En efecto, esto se probard més adelante, en la demostracién
del Teorema Sin embargo, H podria actuar irreduciblemente en 7, M incluso
si M es localmente un producto (de variedades riemannianas).

Para dar un contraejemplo, consideremos en la esfera S™ una conexién candnica
Ve # Vysea D=V —VC En efecto, si n = 6 o n = 7 tenemos las conexiones
candnicas asociadas a las descomposiciones naturalmente reductivas no estandares
S6 = Gy/SU(3) y S7 = Spin(7)/Gs (ver Teorema. Consideremos en el producto
M = 5™ x 8™ el tensor totalmente antisimétrico

D(an)(vl7 wl) = (D'U'UI + wa/a Dw (U/ + U)/))
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y la correspondiente conexién V con torsién totalmente antisimétrica en M. No es
dificil ver que H = SO(2n). Luego, la irreductibilidad de la accién de H no implica
que M sea irreducible. En efecto, uno puede representar matricialmente

» Dv Dw
D(ﬂ,w) = (Dw Dw) .
Luego, como M es un producto, el transporte paralelo 7. a lo largo de una
curva c¢ se parte a lo largo de las curvas proyectadas ¢y y co. Asi,

~ Tc_l O DU Dw 7'01 O
e =(5 ) (2 2 (5 )

y esto implica que h = so(2n).

TEOREMA 4.5. Sea M una variedad riemanniana y sea V una conezién métrica
en M con torsién totalmente antisimétrica T. Supongamos que M es simplemente
conexa, completa e irreducible. Si {e} # H(M,V) # SO(T,M), entonces M es
isométrica a un grupo de Lie con métrica bi-invariante o a su dual simétrico. Mds
aun, si T es invariante, entonces V es una conexidn candnica en M.

DEMOSTRACION. Sea p € M tal que DP # 0 y sea © = DP el tensor dife-
rencia evaluado en p. Denotemos H = H(M, V) para simplificar notacién. Enton-
ces [T,M,0, H] es un skew-torsion holonomy system irreducible y no-transitivo.
En efecto, como M es irreducible, tenemos que Hol(V) actia irreduciblemente en
T,M, y por ende N(H) actda irreduciblemente en 7, M. Usando el skew-torsion
holonomy theorem se tiene que N(H) es un grupo de Lie simple. Como H es un
subgrupo normal de N (H), sigue que H = N(H). Luego, el grupo de holonomia de
M es no transitivo en la esfera y por consiguiente M es un espacio simétrico.

Sea g el dlgebra de Lie (T,M, [-,-]), en donde [v, w] = O,w, y sea G el grupo de
Lie conexo con algebra de Lie g. Notemos que G es isomorfo a H via la represen-
tacién adjunta Ad : G — H (cfr. Capitulo [2|y [OR12a]). Consideremos la métrica
bi-invariante en H inducida por el producto escalar de T}, M.

Sea R el tensor de curvatura de M evaluado en p y sea R el tensor de cur-
vatura de H evaluado en e ~ p. Observemos que tanto R como R toman valores
en el dlgebra de Lie de H. Luego, [T, M, R, H] y [T,,M, R, H] son dos sistemas ho-
lonémicos irreducibles y simétricos, en el sentido de Simons (pues tanto R como
R son tensores de curvatura de un espacio simétrico irreducible). Por tanto, sigue
del Lema (ver también [Sim62, [OImO5b]) que R = AR, para algin X\ # 0.
Tomando un multiplo del corchete de Lie en h podemos asumir que A = £1.

Si A = 1, entonces por el teorema de Cartan-Ambrose-Hicks se tiene que la
identidad Id : T, M — T, M se extiende a una isometria de M sobre el cubrimiento
universal de H. Por otro lado, si A = —1, tomando el dual simétrico M* de M,
tenemos que R* = —R. Luego, con el mismo argumento que antes, vemos que M*
es isométrico a un grupo de Lie con métrica bi-invariante.

Finalmente, fijemos una conexién canénica V¢ # V en M. Luego, por el skew-
torsion holonomy theorem tenemos que D = f(V — V¢), para alguna funcién dife-

renciable f : M — R. Notemos que la invariancia de T implica que D es un tensor
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invariante. Luego, como V¢ también es invariante, tenemos para todo v € T, M
0=ViD=v(f)(V—=V)+ f(@V5(V=V)=v(f)(V-V).

Luego df = 0, y por ende f es una funcién constante (pues se asume que M es
conexa). Esto implica que V es una conexién canénica en M (ver Nota [3.8). (|

La prueba del teorema anterior motiva el estudio de la familia de conexiones
métricas con torsién totalmente antisimétrica de la forma V — fD, en un grupo
de Lie compacto G con métrica bi-invariante, donde f : G — R es una funcién
diferenciable (en realidad, veremos més adelante que todas las conexiones métricas
con torsién antisimétrica no-genéricas en G deben ser de esta forma). Esto es lo
que haremos en la proxima seccion.

2. El grupo de holonomia de conexiones métricas con torsién
antisimétrica en grupos de Lie compactos

Sea M un grupo de Lie (simple y) compacto con métrica bi-invariante. Presen-
tamos a M como un espacio simétrico M = (G x G)/diag(G x G). Denotaremos
indistintamente la variedad riemanniana M por (G x G)/diag(G x G) o simple-
mente G. También identificamos, de manera natural, el grupo de holonomia de
M con G. Recordemos que la familia de conexiones candnicas en M es la familia
monoparamétrica asociada con los complementos naturalmente reductivos

my={(A+ DX, A-1)X): X eg}, AeR

En particular, mg = p en la descomposicién de Cartan g g =t P p, y en este caso
la correspondiente conexién candnica es la conexién de Levi-Civita de M.

NOTACION. En lo que resta de la seccién denotaremos por V* la conexién
canodnica asociada a la descomposicién reductiva

g © g = diag(g ® g) © my.

El transporte V*-paralelo a lo largo de una curva c se denotara por 7. En parti-
cular, V? = V es la conexién de Levi-Civita de M.

Notemos que tanto V! como V™! tienen holonomfa trivial, es decir,
hol(V") = bol(V 1) = {0}.

Ma4s aun, estas son las conexiones candnicas que se obtienen de las presentaciones
M = G/{e}, donde la accién de G en M estd dada por multiplicacién a izquierda
o a derecha, respectivamente. Para todas las demds conexiones canénicas V>, con
A # +1, se tiene que Hol(V?*) = diag(G x G) ~ G. En efecto, el grupo de holonomia
de cualquier conexién canénica V*, con A € R, coincide con la isotropia del grupo
de transvecciones de V*. Pero el dlgebra de Lie del grupo de transvecciones de V*
estd dada por tt(V?) = [my, my] + my (no es suma directa, en general).

Por los resultados de la seccién previa, tenemos que el grupo H (M, V*) asociado
con el tensor diferencia D = V — V*, con A # 0, coincide con G. En efecto, esto
sigue del Teorema donde probamos que G ~ H(M,V?*) (salvo cubrimiento
universal).

Fijemos )\ # 0 y consideremos el tensor diferencia D = V — V*. El objetivo de
esta seccion es estudiar el grupo de holonomia de la familia de conexiones métricas
con torsion antisimétrica dada por

VIi=V-fD, feC>®QG),
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es decir, cuyo tensor diferencia es igual a fD.

Antes que nada, observemos que si f es una funcién constante, entonces v/
es una conexién candnica (esto se debe al hecho de que en un grupo de Lie simple
y compacto, existe s6lo una recta afin de conexiones canodnicas, ver Nota . En
particular, para f = 0 tenemos que VO = V? = V, y para f = 1 tenemos que V! =
V. Remarquemos el caso espacial en el que V* = V*! es una conexién canénica
plana. En este caso, la simetria geodésica manda V> en la conexién canénica plana
opuesta, respecto de la conexién de Levi-Civita, V™* = VT! (pues la simetria
geodésica invierte el signo del tensor diferencia, ver Teoremao también [OR12al,
Theorem 1.1]).

A

Sea ¢(t) una curva en en M con ¢(0) = p, y denotemos por 7; (resp. 73') el
transporte V-paralelo (resp. V*-paralelo) a lo largo de cljo,4-
LEMA 4.6. Se tiene que 2,7, para t pequenio, es un subgrupo (local) monopa-

ramétrico de H(M,V*) ~ G.

DEMOSTRACION. En efecto, probemos que la curva a(t) = 2,7, € SO(T,M)
es siempre tangente a Hy,(M,V*) ~ H(M,V?). Sea v € T,M y sea v(t) = 7(v) el
transporte paralelo de v a lo largo de ¢(t). Claramente se tiene que

Vo v(t) = =Do@yv(t) = Doy 7 (v).

Por otro lado,

0 d
A A PPN
vc’(t)v(t) = s oTt 71(t+s)7t+5(”) =T %Tfﬂt(v)-
Luego,
d
&Tit’rt = _TitDc’(t)Tt = _TétTt(TftD’y’(t)Tt) = _Ti\tTtDc’(O)v
pues D es un tensor V-paralelo. Esta ecuacién diferencial tiene solucién tinica

a(t) =17 = e P o

la cual es siempre tangente a H (M, V*). Finalmente, es obvio que a(t) es un sub-
grupo monoparamétrico de H (M, V*) lo cual concluye la prueba del lema. O

Se tiene un resultado similar para la familia de conexiones V', con f € C* (G).
Denotemos por ?tf el transporte V7-paralelo a lo largo de cljo,g-

COROLARIO 4.7. Se tiene que ?ftn € H(M,V?) para todo t. En particular, se
tiene que Hol(V/) C G.

DEMOSTRACION. Con el mismo argumento que usamos en la demostracién del
lema previo, uno obtiene la siguiente ecuacion diferencial,

%ﬁctn = —f(c(t))7~'ft7'tDc/(0)7
la cual tiene solucién tnica
%ftTt = e F®Dero)
donde F(t) = [y f(c(s))ds. 0

Notemos que 7/ +T¢ 110 es un subgrupo monoparamétrico de H (M, V*), a menos,

por supuesto, que f sea constante.
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NotaA 4.8. Como V y V7 tienen las mismas geodésicas, cualquier transforma-
cién V/-afin resulta V-afin, pues manda geodésicas en geodésicas y V es sin torsion.
Como M es compacta, esto implica que cualquier transformacién V7-affn en la com-
ponente conexa de la identidad es una isometria de M (ver [Regl0, Lemma 3.6]).
Es decir,

Affo(VF) € Tsog(M) C Iso(M).
En particular, para cada ¢ € Affo(V/), se tiene

D =w.(fD)=(fop)D,

pues ¢ preserva el tensor de torsién de V/ y Affo(V*) = Isog (M) (ver Teorema/3.9).
Esto da una obstruccién al tamafo del grupo afin de V/ cuando f no es una funcién
constante.

COROLARIO 4.9. 8i Affo(V7) es transitivo en M, entonces V' es una conexidn
candnica en M.

DEMOSTRACION. Sigue directamente de la nota previa. En efecto, si Affo(V/)
es transitivo en M, entonces f resultaria invariante por un grupo transitivo de
isometrias, y por lo tanto debe ser constante. O

En el caso de una conexién métrica plana con torsiéon antisimétrica uno puede
decir todavia mas.

TEOREMA 4.10. Sea M wuna variedad riemanniana completa, simplemente co-
neza e irreducible. Sea V una conexién métrica en M con las mismas geodésicas que
la conezién de Levi-Civita. Si M # S7 y 'V es plana (es decir, R= 0), entonces M
es un grupo de Lie con métrica bi-invariante y V = V¥ es una conexidn candnica
en M.

Como asumimos que M # S7, sigue de un resultado de Cartan-Schouten
[CS26), (AF10] que M es un grupo de Lie con métrica bi-invariante. Luego, pode-
mos mantener la notaciéon que hemos usado a lo largo de esta seccién. Antes de dar
la prueba del Teorema |4.10| necesitamos las siguientes observaciones.

NoTA 4.11. Sean X, Y € my y X,Y los campos de Killing inducidos por X,Y
con condiciones iniciales X (p) = X, Y(p) = Y, en donde hemos identificado T}, M
con my de la manera usual. Como ya hemos observado antes, la conexién de Levi-
Civita V y la conexién canénica V> estdan dadas por

~ 1

(VgY), = [X, f/}p =

- 5 [Xv Y]m,\

1

2
(vi\zi/)P - [Xv i/]P = 7[X7 Y]mx

Ver, por ejemplo, Capitulo [3|y [Regl0]. Teniendo en cuenta estas férmulas, no es

dificil probar que la relacién entre los tensores diferencia D = V — V* y DF =
V — V# esta dada por

%DA:D“, M ER, A #O.

En particular, para todo A # 0, obtenemos las dos conexiones candnicas planas con
+1 _ L 1pA
D> = £ D"
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NoTA 4.12. Sea VI = V — fD. A continuacién damos una férmula explicita
para el tensor de curvatura Rf de V! en coordenadas locales x;. Abusando de la
notacién, denotaremos los campos coordenados por i = 9/dx;. No es dificil chequear
que la expresién para la curvatura de V/ en estas coordenadas es

5 of of

Rl =R;;+ f[Di, Dj] + f ([V;, Di] — [Vi,Dj]) + @Di - GxiDj’
donde [V;, D;lk = V;(D;k) — D;(V;k). Usando el hecho de que existen dos cone-
xiones candnicas planas, con f = :I:%, se obtiene que

Luego la féormula anterior se simplifica a

of p, 01,

R/ =R, + f*[Di,D;]| + ==D; — =—D;,.
1,] 7J+f[ ) J]+8xj 8$1 J

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4.10l Para cada p € G consideramos la sub-
algebra de Lie b, C so(g) definida por b, = Span{ﬁv :v € T,G} (span algebraico),
con las identificaciones usuales.

Si b, # so(g) para todo p € G, entonces D es un multiplo escalar de D en cada
punto (esto es consecuencia del skew-torsion holonomy theorem) y por lo tanto
V = V/ para alguna f € C°°(G). Por otro lado, si existe p € G tal que b, = s0(g)
entonces G tiene curvaturas seccionales constantes (ver [AF10]) y debe ser una
esfera, G = Spin(3) = S3. Pero, en el caso 3-dimensional, sélo existe una 3-forma
algebraica, salvo multiplos escalares. Luego, también se tiene que V = V7 para
alguna f € C*(G).

Por consiguiente, podemos asumir que V es de la forma V = V/ para alguna
fel=(q).

Ahora, la nota previa nos da un sistema (no lineal) de ecuaciones en derivadas
parciales para una conexién plana con torsién antisimétrica V/,
aof of L,
c’):nle_ 8:U1-DJ’ Z#J-

Si probamos que el sistema [4.1] no admite soluciones no-constantes, entonces
habremos probado que V7 es una conexién canénica. Como sabemos que exis-
ten dos soluciones constantes f = 4+ para el sistema obtenemos que R; ; =
—+z1Ds, D;], y la ecuacién anterior se convierte en

| of of

Ahora, como D induce un corchete de Lie ortogonal en cada espacio tangente (nue-
vamente, por el skew-torsion holonomy theorem), siempre podemos elegir una pareja
de indices ¢, j tal que D;, D; y [D;, D;] sea un conjunto linealmente independiente

(localmente). Luego, f2 — % =0y por lo tanto f = j:%. O

(4.1) 0= Ri;+ f°[Ds,D;] +

A continuacién, y para terminar este capitulo, probamos que el grupo de ho-
lonomia de una conexiéon métrica no-genérica, con torsiéon antisimétrica, V en G,
coincide con la holonomia riemanniana.

TEOREMA 4.13. Sea V una conexion métrica con torsion antisimétrica en G.

Si V no es plana y H(G,V) # SO(g), entonces Hol(V) = G.
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DEMOSTRACION. Como H(G,V) # SO(g) podemos asumir que V = V7 para
alguna f € C°(G). En efecto, esto estd hecho en la prueba del Teorema Como
V 1o es plana, por el Teorema se tiene que v/ £ VL

Sea p € G tal que |f(p)| # 1y grad(f), # 0. Consideremos coordenadas locales
x; como en la Nota Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que 9/9x1 =
grad(f) es el campo gradiente de f cerca de p y que los campos coordenados 9/0x;
son ortogonales en p. Luego, la aplicacién lineal R{ g — ha[(@f ) es inyectiva
restringida al subespacio ortogonal a grad(f),. En efecto, por los célculos anteriores,
tenemos que

Rl = (707 = 55 ) 1D Dyl arad (1), 1Dy

Como D induce un &lgebra de Lie ortogonal, [Dq,D;] es ortogonal a D; en p.
Entonces R{j # (0 para todo j > 2, y por consiguiente dimho[(@f) > (dimg) — 1.
Si fuera dim hol(V/) = (dimg) — 1, entonces hol(V7) serfa un ideal de 1 de g, lo
cual es absurdo. Luego, hol(V/) = hol(V) = g.

Finalmente, la componente conexa de Hol(V/) coincide con G' = Hol(V). Por
el Corolario sigue que Hol(@f ) es conexo y coincide con G. (]



Capitulo 5

El indice de simetria de una variedad riemanniana

En este capitulo introducimos un invariante geométrico llamado el indice de
simetria, el cual mide, en cierto sentido, qué tan lejos estd una variedad riemannia-
na de ser un espacio simétrico. El indice de simetria tiene asociada una foliacion
llamada foliacién de simetria, cuyas hojas son subvariedades totalmente geodésicas
simétricas del espacio ambiente, en donde cualquier objeto geométrico del espacio
resulta paralelo.

En la primera seccién del presente capitulo damos la definicién formal del indice
de simetria, distribucién de simetria, etc., de una variedad riemanniana asi como
algunos resultados estructurales. En la segunda seccién calculamos el indice de si-
metria de un espacio normal homogéneo compacto. Mas atin, probamos que, en el
caso no-simétrico, la distribucién de simetria estd dada por la distribucién definida
por los puntos fijos de las isotropias. Finalmente, en la ultima parte del capitulo
extendemos el resultado anterior, usando la llamada forma de Kostant, a un es-
pacio naturalmente reductivo compacto, no-simétrico, presentado por el grupo de
transvecciones de la conexién candnica.

Los resultados de este capitulo se basan en el articulo [ORT12].

1. El indice de simetria

Sea M una variedad riemanniana y denotemos por ¢ (M) el dlgebra de Lie de
campos de Killing globales en M. Dado ¢ € M, definimos el subespacio de Cartan
p? en q por

pl={X e (M):(VX), =0}
El dlgebra de isotropia simétrica en g se define por
e ={[X,Y]: X,Y € p?}.

Observemos que 7 estd contenida en el algebra total de isotropia J#;(M). En efecto,
si X,Y € p?, entonces [X,Y], = (VxY), — (VyX), = 0. Mds ain, como p? es
invariante por la isotropia en ¢, se tiene que

g7 = 7 & pt
es un algebra de Lie involutiva.

Nota 5.1. Si X € p?, entonces v(t) = Exp(tX) - ¢ es una geodésica. M4ds
atn, el transporte paralelo a lo largo de 7(t) estd dado por dLgxp(¢x)lq, en donde
dL4(x) = g - z. En efecto, para cualquier campo de Killing X en M se tiene

T-t© dLExp(tX)|q = et(VX)q € SO(TQM)7

en donde 73 denota el transporte paralelo a lo largo de v(t) (cfr. [BCOO03, pég. 163]
y [OS95]).

67
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Sea G el subgrupo de Lie conexo de Iso(M) con dlgebra de Lie g?. Por la
nota anterior tenemos que G? - ¢ es una subvariedad totalmente geodésica de M.
Observemos también que G9°¢ = ¢G99~ y que G* = GY para todo = € G9 - q.

El subespacio simétrico s, en q se define por

s:=p?-g={X-q: X epi}.
DEFINICION 5.2. El indice de simetria is(M) de M se define como

is(M) = qienl\f;[ dim s,.

Observemos que L(g) := GY - ¢ coincide con exp(s,y). Mas aun, para todo z €
G1-q, se tiene que T,,(GY-q) = s,. Luego, la subvariedad totalmente geodésica L(q)
es la hoja de la distribucién, a priori no necesariamente suave (y eventualmente
singular), p — s,, p € M. Decimos que s es la distribucion de simetria de M.
La foliacién £ cuya hoja por ¢ es L(q) es llamada la foliacion de simetria de M.
Notemos que L(g) es un espacio localmente simétrico cuyo grupo de transvecciones
es G9, médulo elementos que actiian trivialmente en L(q) (enseguida veremos que
la accién de G? en L(q) es casi efectiva si M es compacta). Més atn, por [EQ94],
se tiene L(g) es un espacio globalmente simétrico (ver Lemma 5 en esta referencia).

LEMA 5.3. Si M es compacta, entonces G% actia casi efectivamente en L(q)
para todo g € M.

DEMOSTRACION. Como M es compacta, el grupo de isometrias de M es tam-
bién compacto. Sea (-,-) un producto interno Ad(Iso(M))-invariante en algebra de
Lie de Iso(M). Sea h C g7 el ideal correspondiente al subgrupo normal H de G?
que actia trivialmente en L(q). Sea Z € h. Sigue que [Z,p?] C p?, pues la iso-
tropia en ¢ deja invariante el subespacio de Cartan. Por otro lado, como H actua
trivialmente en s, = T,(L(q)), uno tiene que [Z, X], = 0 para todo X € p?. Luego
[Z,p?] = {0}. Por lo tanto, si X,Y € ¢, entonces (Z,[X,Y]) = ([Z, X],Y). Luego
Z es perpendicular a €7 = [p?, p?] y por ende h = {0}. O

Identifiquemos T, (L(q)) = s4 ~ p? y descompongamos p? = pd ® p{ @ --- @ p?
en donde p{ corresponde al factor euclideo y p?, i > 1, corresponde al i-ésimo factor
irreducible en la descomposicién de de Rham de L(q). Para j = 0,1, ..., s definimos
€ = [pf,pj] v 9] = €] @ pj. Se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 5.4. Si M es compacta, entonces t} = {0}, [gf,g?] ={0} sii #j,
y por ende g7 es la suma directa de los ideales gd,91,...,9%. En otras palabras,
GI=GIxG]x- - x@G? (producto casi directo),
en donde G es el subgrupo de Lie de G9 con dlgebra de Lie g.
Siguiendo la notacion del corolario anterior definimos
Li(q) == G!-q, i=0,1,...,s

y lo llamamos i-ésimo factor de de Rham por q de L(q). Més generalmente, si
J c{0,1,...,s} llamamos
G% = H Gj.

jeJ
La 6rbita Lj(q) = G% - ¢ es llamada un factor local por ¢ de L(q).
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Sea
G4 ={g €lso(M): g- L(q) = L(q)}o-

Sige€ GY, entonces G4 = G99 = gG9¢~!. Luego, G? es un subgrupo normal de
G4. Llamemos

H? = {g € Iso(M) : g actdia trivialmente en L(q)}o
y observemos que H? también es un subgrupo normal de GY.
LEMA 5.5. G¢ = GY x HY (producto casi directo).

DEMOSTRACION. Por Lema tenemos que G9 N HY? es discreto. Sea X un
campo de Killing inducido por G?. Se tiene que X|r(,) es un campo de Killing
intrinseco de L(q) el cual debe ser acotado. Luego X|1(4) yace en el algebra de Lie
del grupo de transvecciones (intrinsecas) de L(q). Por tanto, existe un campo de
Killing Y € g? tal que Y| = X|r(g)- Asi, Z =Y — X es idénticamente nulo
restringido a la hoja L(q). Esto implica la descomposicién deseada. [

Uno puede hacer una construccién similar trabajando con un factor local. En
efecto, si J C {0,1,...,s} denotemos

(5.1) G5 ={g €Tso(M): g-Ls(q) = Ls(9)}o.
Razonando como antes, se tiene que G% es un subgrupo normal de C:'% Sea
H? = {g € Iso(M) : g acttia trivialmente en L ;(q)}o.

También se tiene que H 4 es un subgrupo normal de @?I Observemos que G actia
trivialmente en L;(q) para todo ¢ ¢ J. Luego, por el Lema [5.5| se tiene

HY=HIxG"
en donde
¢ =1]ct
igJ
Se tiene ademas que
(5.2) G% =G% x HY (producto casi directo).

Observemos que Iso(M), C éqJ, pues la isotropia total deja invariante el factor
local L;(q). Luego
(5.3) iso(M), =% @bn? (suma directa de ideales).

en donde
¢ =Lie(H)) y t4=@pt.
jeJ

1.1. La férmula del corchete. Recordemos la llamada férmula de Koszul,
la cual nos da la conexién de Levi-Civita de M en términos de la métrica rieman-
niana y el corchete de Lie: dados tres campos cualesquiera X,Y, Z en M, vale

2AVxY, Z) = X(Y, Z) + Y (X, Z) — Z(X,Y)
+(X, Y], Z2) - ([X,2],Y) - ([Y, Z], X).
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Supongamos ahora que X,Y,Z son campos de Killing. Como el flujo de un
campo de Killing preserva el tensor métrico, la derivada de Lie de la métrica a lo
largo de dicho campo de Killing es cero. Luego

X(Y,Z> - <[X’Y]7Z> + <K [X’ Z]>>

y lo mismo vale si uno permuta X, Y, Z. Usando estas relaciones en la féormula de
Koszul, se obtiene la bien conocida férmula para la conexién de Levi-Civita en
términos de campos de Killing:

2AVxY, Z) =([X,Y],2) + (X, Z2].Y) + ([Y, Z], X).
Suponiendo ademaés que Y es paralelo en ¢ se obtiene

(X, Y], 2)q + ([X, 2], Y)q +([Y, Z], X)q = 0.

PROPOSICION 5.6. Sea M wuna variedad riemanniana homogénea y sea £ su
foliacion de simetria. Supongamos que la métrica de M se proyecta al cociente
M/.,S,”H Sea q € M y sea X un campo de Killing paralelo en q (observar que
X(q) € T,(L(q)), donde L(q) es el elemento de £ que contiene a q). Sean &, n
campos de Killing en M tales que su restriccion a L(q) es siempre perpendicular a
L(q). Entonces

<[€’X},n>q = _%<X7 [5»77}>q~

DEMOSTRACION. En la igualdad previa a la proposicién renombramos Y por
X, X por £ y Z por 1. Se obtiene

(5.4) (& X1, mq + (€, m], X)q + ([ X, n],§)q = 0.
Ahora observemos que
(5.5) 0=X(q){&,n = (Vx&mq+ (& Vxng

pues la métrica de M se proyecta al cociente y por ende (£,7) debe ser constante
a lo largo de la curva integral de X por ¢ (observar que los campos de Killing son
proyectables, pues su flujo preserva la foliacién de simetria).

Como V es sin torsién y (VX), = 0, se tiene que (Vx&), = [X, €], v (Vxn)y =
[X,n]q- Luego, por la igualdad [5.5] se tiene que ([X,&],n)q + (€, [X,n])q = 0. Final-
mente, usando la igualdad [5.4] se obtiene la férmula deseada. O

NoTA 5.7. La Proposicién sigue valiendo si uno reemplaza £ por %, en
donde .Z; es la foliacién cuyas hojas son L;(x). Si i > 0, el cociente M/.%; es una
variedad pues las hojas de .Z; son compactas y por ende 6rbitas de un grupo de Lie
compacto.

Concluimos esta seccién con un resultado elemental y bien conocido sobre alge-
bras de Lie que nos serd muy ttil en lo que queda del capitulo.

LEMA 5.8. Sea g un dlgebra de Lie (real) y sea Q una forma bilineal simétrica
Ad-invariante en g. Supongamos que g se descompone como suma directa de ideales
g = g1 D ge en donde g1 es semisimple. Entonces tal descomposicion debe ser
ortogonal con respecto a Q, es decir Q(g1,92) = 0. Mds ain, si g1 es simple,
entonces la restriccion Qlg, de Q a g1 debe ser un multiplo escalar de la forma de
Killing de g1 .

1s6lo localmente, pues M/ podria no ser una variedad si las hojas de . no son subvarie-
dades cerradas.
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DEMOSTRACION. Sean X', X" € g1 yseaY € go. Si X = [X’, X”], un célculo
estandar nos da

Q(Xa Y) = Q([X/aXN]’Y) = _Q(X/lv [X’7Y]) = _Q(Xﬂvo) = 0.

Como g es semisimple se tiene que g; = [g1, g1] (i-e., g1 estd linealmente generada
por elementos de la forma X = [X’, X"]) y por ende Q(g1,g2) = 0.

Si ademas suponemos que g1 es simple, es bien conocido que el Lema de Schur
implica que @|y, deber ser un miultiplo de la forma de Killing de g;. O

2. El indice de simetria de un espacio normal homogéneo
El objetivo de esta seccién es probar el siguiente teorema.

TEOREMA 5.9. Sea M = G/H un espacio normal homogéneo compacto y sim-
plemente conexo, con G conexo. Supongamos que M es una variedad riemanniana
irreducible que no es un espacio simétrico. Entonces la distribucion de simetria de
M coincide con la distribucion G-invariante definida por los vectores fijos de H en
Teua M (via la representacion isotrdpica,).

Es fécil ver que uno puede debilitar un poco las hipétesis del Teorema [5.9] En
efecto, nosotros haremos la prueba de este teorema en el siguiente caso un poco
més general.

HIPOTESIS. En lo que resta de la seccion supondremos que M = G/H es un es-
pacio normal homogéneo compacto, localmente irreducible y no localmente simétri-
co. Supondremos también que G es compacto y conero, y que H es conezxo.

Si el subgrupo de isotropia H, digamos en g, tiene vectores fijos no nulos en
T, M, entonces la componente conexa del grupo de isometrias Isog(M) es en general
més grande que G. Si G C Isog(M) entonces la métrica en M no es normal ho-
mogénea con respecto a la presentacion M = Iso(M)/Iso(M),. En caso contrario,
el grupo de transvecciones de la conexién canénica coincidiria con Isog(M). Lo cual
es absurdo (ver |[Regl0], Proposition 4.2]).

Una transveccién X en ¢, es decir un campo de Killing que es paralelo en g,
no puede pertenecer al dlgebra de Lie g de G. En efecto, como seguird de nuestro
resultado principal, X nunca esté en g (a menos que los vectores fijos de H coincidan
con Ty(Gap - q), en donde Gy, es la parte abeliana de G).

Al ser M homogénea, la distribucién de simetria x — s, es G-invariante y
por ende diferenciable y no-singular. En particular i5(M) = dims,. Observemos
también que p9'? = Ad(g)p? y €97 = Ad(g)¢?.

LEMA 5.10. Sea X(q) la componente conexa por q de los puntos fijos de H
en M, o, equivalentemente, la subvariedad integral por q de la distribucion 2 de
vectores fijos de las isotropias. Entonces ¥(q) es un factor local de L(q).

DEMOSTRACION. Por el Teorema del Capitulo [3| (ver también [Regl0])
uno tiene que la componente conexa del grupo total de isometrias de M es

Isog(M) = Ggs X K (producto casi directo)

en donde Ggg es la parte semisimple de G y los campos de Killing inducidos por K
son los campos G-invariantes (un campo G invariante estd univocamente determi-
nado por un vector en ;). Luego el flujo de cualquier campo de Killing inducido
por K preserva la distribucién (autoparalela) de vectores fijos de las isotropias Z.
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Observemos que Gy también preserva 2, pues G lo hace. Luego Isog (M) preserva
2. En particular, 9|14 es preservada por el grupo de transvecciones G C Isog(M)
de la hoja L(q). Por tanto 2|1, es una distribucién paralela de L(g), la cual debe
contener al factor plano, por el Lema Esto implica la afirmacién. ([

LEMA 5.11. Sea Lo(q) = G - q el factor plano de L(q). Entonces Ty(Lo(q))
estd incluido en el conjunto de vectores fijos de H en TyM.

DEMOSTRACION. Sea X un campo de Killing inducido por H. Entonces X es
acotado, pues M es compacta. El grupo monoparamétrico de isometrias asociado a
X debe dejar invariante la hoja Lo(q). Luego, X |1 es siempre tangente a Lo(q).
Como X es acotado y Lo(g) es plana, sigue que X[z, debe ser paralelo. Como
X(q) =0, entonces X|r, (g = 0. La afirmacién sigue pues H es conexo. O

LEMA 5.12. Sea L;(q) un factor de de Rham por q de L(q) el cual es per-
pendicular en q al factor X(q). Entonces gi C g. En otras palabras, si X es una
transveccion en q que pertenece a gf, entonces X € g.

Notemos que el hecho de que L;(q) sea perpendicular a X(q) es equivalente, por
Lema y Lema a que L;(q) no esté contenido en 3(g). Ademds, en estas
condiciones se tiene que ¢ > 1, por Lema

DEMOSTRACION DEL LEMA [5.12] Tenemos que Isog(M) = G x & (producto
casi directo), en donde Y es Y (q) pero mirado como grupo de Lie. En efecto, los
campos de Killing en M inducidos por ¥(g) son los campos G-invariantes, los cuales
estdn determinados por su condicién inicial, es decir, un vector en T,(3(g)). Sea
Y la parte semisimple del grupo de Lie 3. Necesitaremos el siguiente resultado
auxiliar.

SUB-LEMA. Y C G%, en donde J = {j € {1,...,s} : L;(q) C Bss(q)} ¥ Zss(q)
es el factor local semisimple del espacio simétrico ¥(q).

DEMOSTRACION. Se tiene que Yy es un subgrupo normal semisimple de
G% =G% x HY (producto casi directo),

pues Y deja invariante Y«s(q) v es un subgrupo normal de Iso(M). Luego, es su-
ficiente probar que g N H 9 es discreto. En efecto, si X pertenece al dlgebra de
Lie de Y N Hg, entonces X (q) = 0, pues Hg esta contenido en la isotropia total
Iso(M),. Pero un campo de Killing en el dlgebra de Lie de Ses C 3 estd completa-
mente determinado por su valor en q. Luego X = 0 y por ende Ses C GY (estamos
usando aqui que Sy no tiene parte abeliana, pues 0 ¢ J). ([l

Continuamos con la prueba del Lema Por el sub-lema anterior tenemos
que Y C GY%. Llamemos g% al dlgebra de Lie de G%. Como [gf,g%] = {0} y

g! N g% = {0}, uno tiene que [g}, Lie(Xs)] = {0} y gf N Lie(Xs) = 0. Esto implica
que

97 C gss @ 0 C gss @ a1 @ Lie(Sy) = iso(M)
(suma directa de ideales), en donde a es el dlgebra de Lie abeliana asociada a la
parte plana de ¥ y ggs es el dlgebra de Lie de Gg. Luego, como gf es semisimple,
se debe tener g7 C gss C g. Esto completa la prueba del lema. [
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Sea X una transveccién en ¢ que yace en g7, en donde el factor de de Rham
Li(q) = G- q es perpendicular al factor local ¥ de L(g). Por el Lema tenemos
que X pertenece al dlgebra de Lie g de G.

Denotemos por g = h & m la descomposicion reductiva de M. Como es M =
G/H es normal homogénea, m = h' es el complemento ortogonal con respecto a
un producto interno Ad(G)-invariante en g.

Ahora tomemos Y € m tal que Y - ¢ = %X - q. Recordemos que la aplicacion
lineal de m en si mismo, U +— [W, U] es antisimétrica para todo W € m. Observemos
también que un elemento ¢ € m, mirado como campo de Killing x — ¢ - =, que es
perpendicular a L(q) en g, es siempre perpendicular a L(q) (esto estd hecho en la
Nota y lo mismo vale si reemplazamos L(q) por L;(q)). Luego, dados £,n € m
dos elementos arbitrarios, perpendiculares a L;(g) en g en ¢, se tiene

<[€’Y]7n>q = _<Yv [5,77}>q~

Luego, por Proposicién [5.6] se obtiene que Z = X — Y satisface

<[£’ Z]777>q =0

y esto implica que Z, mirado en el cociente M/.%; de M por la foliacién .%;, es
idénticamente nula (pues sus dos condiciones iniciales son nulas). Recordemos que
el cociente M/.%; se puede mirar globalmente, pues las hojas L;(z) de .%; son
compactas. Luego, el campo de Killing Z en M es siempre tangente a la foliacién
Z;. Notemos que Z - g es un vector arbitrario en T, (L;(q)), pues Z-q = %X -q. Més
aun, el mismo argumento nos dice que siempre existe un campo de Killing, siempre
tangente a las hojas de .%; y con una condicién inicial arbitraria en T, (L;(z)) para
cada z fijo en M.

Consideremos el ideal §; de g de los campos de Killing que son siempre tangentes
a las hojas de % (observar que §; es no trivial por lo que acabamos de observar en el
parrafo anterior). Sea G; el subgrupo normal de G asociado a §;. Como observamos
antes, las 6rbitas de G; son las hojas L;(z) de la foliacién .%;. Sea G el subgrupo
de G asociado al ideal complementario g} := (g;)* de g; en g. Se tiene que

G=0G;ixG, (producto casi directo)

y que G actiia transitivamente en el cociente M/.%; = Isog(M)/GY. Aqui denota-
mos GY = G‘{]i}, de acuerdo a la notacién dada en

Sea Z € g; tal que Z se anula idénticamente en L;(z) para algin x € M.
Si y € M, entonces existe ¢ € G, tal que ¢’ - L;(x) = L;(y), pues G} actia
transitivamente en M/.%;. Podemos asumir, reemplazando x por otro elemento en
L;(z), que ¢’ - © = y. Luego

Z-y=2-(¢  x)=dmy(Ad((¢") 1) 2) v =dmy(Z-z) =0,

en donde m denota la accién de G en M. Esto prueba que el campo de Killing
asociado a Z se anula idénticamente en M. Luego, Z = 0.

LEMA 5.13. Se tiene que el subgrupo normal G de G estd contenido en el grupo
de transvecciones G del espacio simétrico L;(z), para todo x € M.

DEMOSTRACION. Dado x € M se tiene que

G C G =G4 x HY (producto casi directo),
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pues G, deja invariante cualquier hoja de .Z;. Se tiene que Gi N f[f es discreto. Si
asi no fuera, entonces existe Z € g, el cual se anula idénticamente en L;(x) y por
tanto, como observamos antes Z = 0. La prueba del lema se concluye observando
que G; es un subgrupo normal de GZ y que G es semisimple. O

La siguiente proposicién es crucial para la prueba del Teorema Aqui se
usa fuertemente la hipétesis is(M) < dim M, es decir, que M no es un espacio
simétrico.

PROPOSICION 5.14. El espacio localmente simétrico (irreducible) L;(x) es de
tipo grupo. Mds precisamente, GT = K x K (producto casi directo), en donde K

es un grupo de Lie simple de tipo compacto. Mds ain, G; coincide con uno de los
factores K.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que Gi = G¥. Notemos que si X es una
transveccién en x con X € p? C g7, entonces X yace en g;. Sean Xq,..., X, € p?
(i.e., transvecciones en z) tales que X7 -z, ..., X, -« forman una base de T, (L;(z)).
Entonces X1, ..., X, es una trivializacion local de la distribucién s; de los espacios
tangentes de la foliacién .Z;. Como X1, ..., X, son paralelos en z, concluimos que la
distribucién s; es paralela en x. Al ser x arbitrario en M, se tiene que la distribucién
(no trivial) s; es paralela en M y por ende M es localmente un producto, ya que
dims; < dim M al no ser M un espacio simétrico. Una contradiccion.

Luego G; es un subgrupo normal, propio, no trivial de G?. Al ser L;(z) un
espacio localmente simétrico irreducible, el grupo de isometrias G¥ de L;(z) deber
ser semisimple. Pero este grupo no puede ser simple, pues admite un subgrupo
normal propio y no trivial. Luego L;(x) debe ser de tipo grupo y G¥ = K x K con
K simple (pues L;(x) es irreducible). O

NoOTA 5.15. Se tiene que L;(z) es un grupo de Lie con métrica bi-invariante.
En efecto, se tiene que L;(x) es un espacio globalmente simétrico (esto se prueba
con el mismo argumento con el que probamos que L(z) es un espacio globalmente
simétrico, ver [EQ94]). Luego por el Lema se concluye que L;(x) es un grupo
de Lie con métrica bi-invariante.

NoTa 5.16. Aqui mostramos como identificamos las multiplicaciones a izquier-
da y a derecha en L;(z). Fijemos z € M. Sea ¥, : §; — g, definida como sigue.
Dado X € §;, ¥,(X) es el tinico elemento en g} tal que ¥,(X) -z = —X - z. Se
tiene que ¥, : §; — ¥,(g;) es un isomorfismo de dlgebras de Lie, para cada z € M.
Més atin, gf = g; ® V2 (8:) ¥

E={X+V,(X): X €g;} = diag(§g ® V.(g;)).
En lo que sigue identificaremos g7 ~ §; ® §; de esta manera.

Sea B’ el ideal de la subdlgebra de isotropia h C g que consiste de todos los
campos de Killing inducidos por G que se anulan idénticamente en la hoja L;(q).
Por el Lema se tiene que €/ C h. Mds atn, con los mismos argumentos que en
[5-3] para el caso en el que b es el dlgebra total de isotropia, se descompone

h=1bh'oe! (suma directa de ideales).

Como £ es simple, por Lema la descomposicién anterior debe ser ortogonal
con respecto al producto interno Ad(G)-invariante (-, -) en g (o, mas generalmente,
con respecto a cualquier forma bilineal simétrica Ad(G)-invariante en g).
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Como ' C h? y b7 es un ideal de g7, se tiene que h’ es también un ideal de
h @ gf. Como g/ es semisimple, nuevamente por Lema esta descomposicién
debe ser ortogonal.
Por otro lado, la descomposicién g = b’ @ € @& m también es ortogonal. Por
ende, se tiene que (£/)- Ng! C m.
Definimos los siguientes subespacios complementarios de m:
m | = EHtng! cm y mi, = (m; )" Nm.

Siguiendo la notacién del la Proposicién y la Nota tenemos que la
descomposicién g7 = g; @ g;, en donde el primer sumando es mirado como un ideal
de gy el segundo como una subélgebra de Lie de g}, debe ser ortogonal (también por
Lema . M4s atin, tomando un multiplo positivo del producto interno Ad(G)-
invariante (-,-) en g, podemos asumir que la restriccién de (-,-) a gf = §; @ g; tiene
la forma

(,)lgr = B®AB

para algin A > 0, en donde B es menos la forma de Killing de g;.

Con esta notacién y estas identificaciones se tiene

=fwnvead o ={(Go-g0) el

mi,. = 77>\071 v]:iveEg
E AU I el
Observar que con estas identificaciones, si X = (u,v) € g/, se tiene

X-q=(u,v)-g=(u—v)-q.

Sea a = 3 (A — 1). Entonces para todo v € §; se tiene que

1+ 1 € m!
5 tajv,—5v my .

En efecto, si (w,w) € £, entonces

(e (o2~ ) r{mb)

1 A
( +a-— ) (w,v)
Notemos ademas que

2
((;—&-a)v,—;v) g=(l+aw-q.

Es claro también que, identificando m ~ T, M de la manera usual, se tiene
my = (Ty(Li(g)))™

Sean ahora &,7n € mg_’Q. Como observamos antes, los campos de Killing en M

2
1 1 A
2“!‘2()\_1)_2) (w,v) = 0.

inducidos por £ y 7 son siempre perpendiculares a L;(g). Si X = (%v, f%v) €ples
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una transveccién en ¢, entonces, por Proposicion [5.6] tenemos que

1
<[€7X}777>q = _§<X7 [fﬂqu
Como g; es un ideal de g sigue que

(¢ (av,0)],m)q = 0.
Luego, si Y = X + (av,0), entonces

(6 Y] 0 = {16 X)m)g = =5 (€ g = (X (60,

Como X - q = H%Y - q, la igualdad anterior nos lleva a

1
Y - -
<[£) }777>q 2(1 + a)
Por otro lado, ya que Y € mg’l C my M es normal homogénea, se debe tener

_ ; q : qa .4
= 1, o bien m{, es perpendicular a [m{,, m{,|n. En el

Por ende, o bien ﬁ

primer caso, se obtiene
1 1

20+3i(A-1) 14X

lo cual es absurdo, pues A > 0. En el segundo caso se obtiene que la distribu-

cién (s;)* es integrable, y por lo tanto totalmente geodésica. Esto también es una
contradiccién (ver Nota|5.17)).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [5.9] Sigue de la discusién anterior que no pue-
de existir ninguna transveccién en ¢ perpendicular en ¢ a los vectores fijos de la
isotropia. Esto completa la prueba del Teorema 5.9 [

NotaA 5.17. Denotemos por gel campo de Killing en M inducido por &, el cual
estd dado por ém = &z (y lo mismo para 7). Tenemos que [€, 7]y, € mg’Q y queremos
probar que [£,7] yace en la distribucién (s;)*. Observemos que si ¢ = g-q y &,7
son los campos invariantes a derecha en G tales que £ =&,y Ne = 7., entonces
& =dm(&y), Ny = dn(7y) v [€, 7]y = dn([€,7]4), pues [£, 7] es invariante a derecha,
Aqui denotamos 7 : G — M = G/H la proyeccién al cociente.

Por otro lado, podemos identificar T,y M con Ad(g~')m via Z — Z-¢'. Notemos
que la isotropfa en ¢’ es Ad(g~")b y (s:)y = (Ad(g~")m{,) - ¢'. Luego

[57 ﬁ]q’ = dﬂ-([ga ﬁ]g) = dﬂ-(ng [ga 77]]6)
= —dn(dRy[€, nle) = —dm(dLy Ad(g™")[€, 7))
= —dLydr(Ad(g™")[E.1le) € (s)y,

en donde, por abuso de notacién, hemos denotado por L, la multiplicacién a izquier-
da por g tanto en G' como en M. Por consiguiente, (s;)* es integrable y autoparalela.
Esto implica que M es localmente un producto, lo cual es absurdo.

NOTA 5.18. Sea & € m tal que el campo de Killing & definido por &, = € - =
es perpendicular a L(q) en g. Notemos que T, (L(q)) = s, para todo = € L(q).
Sea my C m el subespacio tal que s, = mg - ¢. Como la distribucién de simetria es
G-invariante, tenemos que sy = (Ad(g)mg) -¢’, en donde g € Gy ¢’ = g-¢. Ahora,
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f:q/ = (Ad(g)¢) - ¢ es perpendicular a s,. Como g es arbitrario, se concluye que si
¢ es perpendicular a L(g) en ¢, entonces es siempre perpendicular a L(q).

3. El caso naturalmente reductivo

El Teorema no tiene por qué valer en el caso en que M = G/H es un espacio
naturalmente reductivo con descomposiciéon g = h & m. Como vimos en la seccién
anterior, fue crucial el hecho de que G admitiera una métrica bi-invariante tal que
m = h*. Esto deja de cumplirse si M no es normal homogénea. Sin embargo,
si G es el grupo de transvecciones de la conexién candnica de M, es decir g =
m + [m, m], un famoso resultado de Kostant [Ko0s56] nos asegura que existe una
forma bilineal simétrica, no-degenerada, Ad(G)-invariante en g (no necesariamente
definida positiva) tal que

Q(ham) :07 Q‘m: <'7'>7
en donde (-,-) es el tensor métrico de M en T,y M ~ m. En particular Q| es no
degeneradaﬂ
Para el caso naturalmente reductivo estamos en condiciones de probar el si-
guiente resultado.

TEOREMA 5.19. Sea M = G/H wun espacio naturalmente reductivo compacto,
en donde G es el grupo de transvecciones de la conexion candnica. Supongamos
que M es simplemente conexa, irreducible como variedad riemanniana y que no
es un espacio simétrico. Entonces la distribucion de simetria de M coincide con
la distribucion G-invariante definida por los vectores fijos de H en T,pM (via la
representacion isotrdpica).

Observemos que el grupo G de transvecciones de la conexién canodnica es por
definicién conexo, por ende H resulta conexo, pues M es simplemente conexa.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [5.19] Mantenemos la notacién de la seccién
previa, atentos a que en lugar de tener una métrica bi-invariante (-, -) en G tenemos
la forma de Kostant ) antes mencionada. Exactamente la misma demostracién que
hicimos para el caso normal homogéneo sea adapta si reemplazamos (-,-) por Q.
Sin embargo uno debe ser cuidadoso, pues @ podria, a priori, ser degenerada en
ciertos subespacios de g.

Recordemos de la seccién anterior que gf = €7 @ p? se identifica naturalmente
con §; ® §; y que con esta identificacién € = diag(g; @ §;). Mds ain, como §; es
simple, sigue del Lema [5.8 que esta descomposicién debe ser Q-ortogonal. Se tiene
que la restriccién de Q a g es de la forma Q\gg = AB @& uB, en donde B es menos
la forma de Killing de g;. Observemos primeramente que tanto A como p deben
ser no nulos. En efecto, si A = 0, al ser el primer sumando de la descomposicién
g7 = 9;®0; un ideal de g, @ serfa degenerada en g, lo cual por hipdtesis es imposible.
Por otro lado, supongamos que = 0. Como h = h’ @ ¢! (descomposicién ortogonal
con respecto a Q) y Q| es no degenerada, entonces Q|e;1 es no degenerada (mds
ain, es un multiplo no nulo de la forma de Killing de E? ~ diag(g; D §i) =~ §i)-
Como g! = §; @ §; es ortogonal a b’ y el segundo sumando en esta descomposicién
es ortogonal a €7, este sumando debe estar contenido en m, pues g = b’ @ € &m

2La reciproca también es cierta, es decir si existe @) con estas propiedades, entonces M = G/H
es un espacio naturalmente reductivo (ver Teorema .
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(descomposicién ortogonal con respecto a Q). Pero esto es absurdo, pues Q|m es
definida positiva.

Si Q| g €s definida positiva, la demostracion se reduce a la que hicimos en el
caso normal homogéneo. Por consiguiente, podemos asumir que Q| g7 DO es definida
positiva. Notemos que en este caso \ y p deben tener distinto signo, pues si ambos
fueran negativos, razonando como antes, se contradice el hecho de que Q| es
definida positiva. Si p < 0 < A, entonces modificando por un multiplo positivo la
métrica en M, podemos asumir que

Qlg» = Bo uB

y la misma prueba que dimos para el caso normal homogéneo vale (reemplazando
A por p en la seccién previa, por supuesto). En efecto, en la seccién anterior sélo
usamos que p # 0.

Sélo resta analizar el caso A < 0 < p. Nuevamente, modificando la métrica en
M por un multiplo positivo podemos asumir que la situacion es

Q|gg = —-\AB® B, para algin A > 0.

Observemos que A # 1, pues de lo contrario @ serfa degenerada en el ideal £] de la
isotropia h. En este caso obtenemos las siguientes identificaciones similares a las de
la Seccién 2

tf={(v,v) 1 v ey}, P?Z{(évv—;}) iveﬁi}

m! . = L vi)\ v)]:vEg
14~ T2 01-0Y) Gi (-

Ahora tenemos que si a = —1(\ + 1), entonces

}4— ! emy
5 Ta)u—5v i1

para todo v € §;. Siguiendo las cuentas que hicimos en la seccién previa obtenemos

en este caso la contradiccion
1 1 1

2(14+a) 201-3A+1) 1-X
Esto completa la prueba del Teorema [5.19 (I



Capitulo 6
Apéndice

Usamos este apéndice para dar una prueba conceptual de la Proposicién[6.4] un
resultado que sigue de la clasificacién de los espacios (fuertemente) isotrépicamente
irreducibles dada por J. Wolf en [Wol68|. Siguiendo la filosofia de esta tesis, la
demostracién que damos es puramente geométrica y no usa ninguna clasificacién
(ni la de los espacios simétricos, ni la de los grupos transitivos en la esfera).

También damos las pruebas conceptuales de ciertos resultados bien conocidos
y relativamente elementales que usamos, no sélo para probar el resultado principal
de este apéndice, sino en numerosas oportunidades a lo largo de la tesis.

Fl siguiente resultado es bien conocido y sigue también de la clasificacién de
Cartan de los espacios simétricos [Car26]. A continuacién damos una prueba to-
polégica del mismo que no usa esta clasificacién.

LEMA 6.1 (ver [Loo69]). Elinico grupo de Lie simplemente conexo de rango 1
es Spin(3), el cubrimiento universal de SO(3), el cual es isométrico a la esfera S3.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo de Lie compacto, simplemente conexo de
rango 1 y dimensién n. Presentamos a G como espacio simétrico

G = (G x G)/ diag(G x G).

Como G es un espacio simétrico de rango 1, entonces G ~ diag(G x G) actia
transitivamente en la esfera S"~! del espacio tangente en la identidad. Luego,
Sn=1 = G/S', en donde S!' es un subgrupo de Lie compacto de G, de dimen-
sién 1 (y por consiguiente, S es homeomorfo al circulo). Recordemos que todos los
grupos de homotopia de S son triviales, excepto por el primero. Si n — 1 # 2, esto
lleva a una contradiccién en la sucesion exacta en homotopia inducida por

0—S'—G— st —o.

Luego n = 3. En este caso el corchete es unico, pues en dimensiéon 3 existe una
unica 3-forma salvo multiplos. Este corchete da lugar al algebra de Lie s0(3). O

El siguiente resultado también es bien conocido.

LEMA 6.2. Sea M™ = G/H' una variedad riemanniana homogénea tal que la
componente conexa H de H' coincide con el grupo ortogonal del espacio tangente,
H =SO(TegM). Entonces M es isométrica a la esfera S™ o al espacio proyectivo
real RP™.

DEMOSTRACION. Sea p = eH’. Como la isotropia actia transitivamente en el
conjunto de planos de T, M, sigue que M tiene curvaturas seccionales constantes,
digamos k. Observar que k > 0, pues M es homogénea y compacta. Sea S"™ =
SO(n+1)/SO(n) el cubrimiento universal de M y sea I' el subgrupo de isomorfismos
de las fibras de S™ — M. Notar que la isotropia g SO(n)g~! de la esfera en g - e;

79
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se proyecta a M. Luego, como I' es discreto y las isotropias conexas, sigue que
I' conmuta con cualquier subgrupo de isotropia de la esfera. Esto implica que T’
conmuta con SO(n + 1). Luego I' = {Id} o I' = {x1d}, y por tanto M = S™ o
M = RP", respectivamente. [

Antes de pasar al resultado principal de este apéndice, enunciamos y demostra-
mos el siguiente resultado bien conocido, que también sera usado varias veces esta
tesis.

LEMA 6.3. Si M es un espacio globalmente simétrico irreducible de tipo grupo,
entonces M es un grupo de Lie con métrica bi-invariante

DEMOSTRACION. Sea M el cubrimiento universal de M, entonces M = G es

un grupo de Lie simple y compacto con métrica bi-invariante. Sea I' C Iso(M) el
grupo de transformaciones de cubrimiento de M — M. Entonces

M = M/T' =G/T,
en donde I'" = {y-e € G : v € I'}. Basta ver que I es un subgrupo normal de G.

Se tiene que I' es un subgrupo normal de ISOO(M ). Mds ain, como M es compacta,
I" es finito y su accién en M es propiamente discontinua. Por ende, si ¢ € Isog(M)
es proximo a la identidad, entonces ¢ o o ¢~ ! = ~ para todo v € I'. Pero esto

implica que la componente conexa de Iso(M) ~ G x G conmuta con I'. Luego
g(y-e)g ' =RyoyoLyi(e)=70Ry0L,1(e) =7 e

para todo g € G. Por ende IV es un subgrupo normal de G y M resulta un grupo
de Lie con métrica bi-invariante. O

PROPOSICION 6.4 (ver [Wol68]). Sea M = G/H' una variedad riemanniana
homogénea y compacta tal que la componente conexa H de H' actia en el espacio
tangente Teg M como la representacion adjunta de un grupo de Lie simple y com-
pacto. Entonces M es isométrica a un grupo de Lie compacto y simple con métrica
bi-invariante.

DEMOSTRACION. Sea p = eH’. Si H tiene rango 1, entonces por el Lema
M tiene dimensién 3 y H = SO(T,M). Luego, por el Lema sigue que M es
isométrica a S ~ Spin(3) o RP? ~ SO(3) y la conclusién vale. Por tanto, asumamos
que H tiene rango k > 2, el cual coincide con la codimension de las H-6rbitas
principalerﬂ

Identificando el dlgebra de Lie b de H con T, M tenemos que H actia en T, M,
via la representacién isotrépica, como la accién adjunta de H en h. El espacio
normal a la 6rbita H - v estd dado por

VU(H ' U) = Cg(v) = {g € h : [gvv] = 0}

1Recordemos que una érbita H-v = H/H, es una drbita principal siy sélo si la representacién
slice es trivial en v. La representacién slice se define de la siguiente manera. Si

h~Tyh=T,(H -v)®vy(H-v),

entonces todo elemento h € H, manda cada sumando en si mismo. La representacion slice de
H, en v, (H - v) se define por h - £ = dh|,(€). Las érbitas principales son de dimensién maximal.
Una érbita de dimensién maximal que no es principal se dice una drbita excepcional, en tanto que
una 6rbita de dimensién menor que una orbita principal se dice una drbita singular. Es un hecho
bien conocido que la unién de todas las érbitas principales es un subconjunto abierto y denso (del
espacio ambiente).
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Recordemos el siguiente hecho que ya vimos en la Nota 28] Se tiene que v =
Exp(tv) -v = Ad(Exp(tv))(v). Luego, para todo t € R, Ad(Exp(tv)) deja invariante
el espacio normal v, (H -v). Més atn, por la igualdad anterior sigue que el v, (H -v)
es exactamente el conjunto de puntos fijos del subgrupo {Ad(Exp(tv)) : t € R} de
isometrias de b.
Ahora escribamos
dh|, = Ad(Exp(tv)),

donde h; € H. Luego S = {h: : t € R} es un subgrupo monoparamétrico de
isometrias de M tal que M" := exp,(v,(H - v)) es la componente conexa (que
contiene a p) del conjunto de puntos fijos de S. Es un hecho bien conocido que
MY es una subvariedad totalmente geodésica de M. Por el Lema [3.2] sigue que M"
es una subvariedad homogénea de M. Més aun, no es dificil ver que el algebra de
isotropia de M"? es ¥ (v). En el caso en que H - v es una érbita focal maximal, se
tiene que
¢(v) =Ro by,

en donde 61, es una subdlgebra de Lie semisimple de h. El algebra de Lie 61, pue-
de mirarse como el algebra de holonomia normal de la érbita singular maximal
H - v. Se tiene que b, coincide con su normalizador en so({v}1), pues actiia como
una s-representacién, en donde {v}+ es mirado dentro de v, (H - v) (ver [BCOO03|
pag. 192]). A partir de esta propiedad, al ser h, semisimple, uno tiene que

{0} =€ (by) = {B € so({v}") : [B,b,] = 0}.

Asi, estamos bajo las hipdtesis de Lema [3.3] Por tanto, M" parte localmente
la geodésica ,.

Sea ahora H -u una 6rbita principal y tomemos 0 # v € u+v,, (H-u) = v, (H -u)
tal que H -v es una Orbita singular maximalﬂ Como MV parte localmente la geodési-
ca ,, entonces también M"™ parte localmente ~,, pues M* es una subvariedad
totalmente geodésica de MY (esto se debe a que v, (H - v) C v,(H - v)).

Sea W el grupo de Weyl de v, (H - u), el cual actia irreduciblemente en

u~+ vy (H - u) = vy (H - u).

Dado g € W, existe h € H tal que h - vy (H - u) = vy(H - u) y by, (5u) = 9-
Entonces M" = h - M* también parte yn., = Y4(v), Para todo g € W. Luego M"
es plana (y compacta), pues W - v genera v, (H - u). Sea ahora z € T, M un vector
arbitrario. Entonces existe w € H -u tal que z € vy, (H -u) = v, (H -w) (por ejemplo,
eligiendo w un punto en donde la funcién altura « — (x,z), © € H - u, alcanza su
valor maximo). Luego, la geodésica arbitraria ~y,, por p, estd contenida en el k-flat
compacto M", en donde k > 2 es el rango de H. Sigue de [HPTT94] que M es un
espacio globalmente simétrico de rango al menos 2 (ver [EO94] para una prueba
conceptual).

Observemos que H, mirado como un subgrupo de la isotropia de M, coincide
con la componente conexa de la isotropia total Isog(M), de M en p. Si asi no
fuera, Isog (M), seria transitivo en la esfera por el teorema de holonomia de Simons
[Sim62), [(OIm05b] (pues una s-representacién no se puede agrandar sin actuar

2Esto se hace eligiendo v en un simplex 1-dimensional de una cdmara de Weyl del espacio
normal vy (H - u). Recordemos que las H-drbitas principales son subvariedades isoparamétricas.
Ver [PT88),  BCOO03|.
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transitivamente en la esfera). Pero entonces el espacio simétrico M deberfa ser de
rango 1. Esto es una contradiccién, pues existen flats no triviales en M.

Luego, como M es un espacio simétrico, H = Isog(M), coincide con el grupo
de holonomfia restricta de M en p (via la representacién isotrépica).

Sea X el espacio simétrico H munido de una métrica bi-invariante. Identificando
T,M ~ T.X uno tiene que tanto M como X tienen la misma holonomia (restricta).
Luego los tensores de curvatura de M y de X son iguales salvo un multiplo escalar
positivo (esto sigue, por ejemplo del Lema. Luego M es localmente un espacio
simétrico de tipo grupo. Como M es globalmente simétrico, sigue del Lema que
M es un grupo de Lie con métrica bi-invariante. (I
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