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Resumen

En esta tesis tratamos dos problemas que involucran espacios de geodésicas: por
un lado, el flujo magnético en la variedad de geodésicas orientadas de las formas espa-
ciales de dimensién tres, y por otro la estructura de contacto candnica en el espacio de
geodésicas nulas orientadas de pseudoesferas y productos.

Con respecto al primer problema, sea M una forma espacial de dimension tres y
sea L la variedad de geodésicas orientadas de M, la cual es un espacio simétrico her-
mitiano pseudo-riemanniano. Dado que una curva suave en el espacio de geodésicas
orientadas de una variedad determina una superficie reglada en dicha variedad, car-
acterizamos las superficies regladas de M asociadas a las geodésicas magnéticas de L.
Para la prueba de los resultados centrales usamos un teorema de Adachi et al, donde
dan una expresion para las geodésicas magnéticas de un espacio simétrico hermitiano
de Kéhler. Ademas, usamos propiedades del borde asintotico del espacio hiperbdlico y
la distribucién horosférica (para el caso en que M tiene curvatura seccional negativa).

Para el segundo problema, consideramos la estructura de contacto canénica (defini-
da por B. Khesin y S. Tabachnikov) en el espacio de geodésicas nulas orientadas de
una variedad pseudo-riemanniana y la estudiamos para la pseudoesfera y productos
pseudo-riemannianos de variedades riemannianas. Sea S la pseudoesfera de signatura
(k,m) y sea L°(S) el espacio de geodésicas nulas orientadas de S. Probamos que £°(S)
es una variedad y describimos geométricamente su distribucién de contacto canoénica
en términos del espacio de geodésicas orientadas de una cierta hipersuperficie total-
mente geodésica degenerada en S. Ademads, encontramos un contactomorfismo con una
variedad de contacto estandar, mas precisamente, el fibrado tangente unitario de una
variedad pseudo-riemanniana. También, expresamos el operador billar nulo en £°(S)
asociado a algunas regiones sencillas en S mediante el flujo geodésico de esferas. Para

N el producto pseudo-riemanniano de dos variedades riemannianas completas, damos
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condiciones geométricas en los factores para que L°(N) sea una variedad y exhibimos

un contactomorfismo con una variedad de contacto més concreta.
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Abstract

In this thesis we deal with two problems involving spaces of oriented geodesics:
on the one hand, the magnetic flow on the manifold of oriented geodesics of a three
dimensional space form, and on the other hand the canonical contact structure on the
space of oriented null geodesics of pseudospheres and products.

With respect to the first problem, let M be a three dimensional space form and let
L be the manifold of oriented geodesics of M, which is a pseudo-Riemannian Hermitian
symmetric space. Since a smooth curve in the space of oriented geodesics of a manifold
determines a ruled surface in such manifold, we characterize the ruled surfaces of M
associated with the magnetic geodesics of L. For the proof of our central results we use
a theorem of Adachi et al, where they give an expression for magnetic geodesics of a
Kahler Hermitian symmetric space. We also use properties of the asymptotic boundary
of the hyperbolic space and the horospherical distribution (for the negative curvature
case).

For the second problem, we consider the canonical contact structure (defined by
B. Khesin and S. Tabachnikov) on the space of oriented null geodesics of a pseudo-
Riemannian manifold and we study it for the pseudosphere and pseudo-Riemannian
products of Riemannian manifolds. Let S be the pseudosphere of signature (k,m) and
let £°(S) be the space of oriented null geodesics of S. We prove that £°(9) is a manifold
and describe geometrically its canonical contact distribution in terms of the space of
oriented geodesics of certain totally geodesic degenerate hypersurfaces on S. Further,
we find a contactomorphism with a standard contact manifold, more precisely, the unit
tangent bundle of a pseudo-Riemannian manifold. We also study the billiard operator
on L£%(S) associated with some regions in S and describe it in terms of the geodesic

flows on spheres. For N the pseudo-Riemannian product of two complete Riemannian
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manifolds, we give geometrical conditions on the factors for L°(N) to be a manifold,

and exhibit a contactomorphism with a concrete contact manifold.
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53C55 Hermitian and Kéahlerian manifolds, 53B30 Indefinite metrics, 53C50 Manifolds
with indefinite metrics, 53D10 Contact manifolds, 53D25 Geodesic flows, 37D50 Hyper-
bolic systems with singularities, 58D10 Spaces of imbeddings and immersions.
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Capitulo 1

Introduccién

El marco general de los espacios de geodésicas es el de espacios de subvariedades
congruentes: Sea N una variedad diferenciable donde actia un grupo de Lie G. Sea M
una subvariedad cerrada de N y sea C el conjunto de todas las subvariedades de N

congruentes a M por la acciéon de G, es decir,
C={g(M):geG}.

Sea H el subconjunto de todos los elementos en GG que preservan a M. Como M es
cerrada en N, se tiene que H es un subgrupo de Lie de G cerrado y podemos identificar
C~G/H.

A veces C admite geometrias distinguidas dignas de estudio por si mismas. Por ejem-
plo, métricas pseudo-riemanianas invariantes por la componente conexa de la identidad
del grupo de isometrias de N ([Sal05], [Sal07]), estructuras de (para)Kéhler ([Anc],
[Sal05], [Sal07], [GG10b]), estructuras simplécticas, de contacto o (para)complejas
([Anc], [AGK11], [KT09]). En otros casos, es de interés la relacién entre las geo-

metrias de C y de N. Entre ellos podemos mencionar los siguientes:

= Notemos que una curva en C determina genéricamente una inmersién de dimen-
sion m 4+ 1 en N (donde m es la dimensién de M), mediante barrido.

Los casos donde N es la esfera, M es un circulo maximo o una esfera maxi-
ma y G es el grupo de transformaciones conformes que preservan orientacion, se
estudian por ejemplo en [LS11], [LOS11] y [LO10]. Las superficies regladas de-
terminadas por las geodésicas de C, en los casos en que N es el espacio hiperboli-
co o euclideo y M es una geodésica orientada son estudiados, por ejemplo, en
[Hon12|], [GKO05] y [GG10b].

= En el caso en que M es una geodésica orientada en una variedad riemanniana y

G el grupo de isometrias, una hipersuperficie orientada S de N determina una

11



12 1. INTRODUCCION

subvariedad ¢ : S — C, ¢ (p) = {,, (donde ¢, es la geodésica orientada ortogonal
a S que pasa por p; la orientacion de £, esta dada por la de S) de dimensién
n — 1, donde n es la dimensién de N (ver por ejemplo, [GG10al).

= Fibraciones de N por subvariedades congruentes a M: El problema consiste en
describir geométricamente cudles subconjuntos F' de C determinan foliaciones
de (subconjuntos abiertos de) N. El paradigma es el articulo [GW83]|, donde
las foliaciones de S® por circulos méximos son caracterizadas de esta manera.
Ver también [Sal02] (una generalizacién parcial de [GW83]) y [Sal09], con la
foliaciones globales de R? por rectas, el cual incluye una reformulacién pseudo-

riemanniana del resultado principal de [GW83].

En este tesis estudiamos dos problemas que involucran espacios de geodésicas en el
contexto establecido arriba, obteniendo resultados sobre la relacién entre las geometrias
de N y de C, en el primer caso, y estudiando geometrias distinguidas, en el segundo.
Estos problemas son desarrollamos en los dos capitulos siguientes que describimos breve-

mente a continuacion.

Capitulo 2. El flujo magnético en la variedad de geodésicas orientadas de las formas
espaciales de dimension tres.

Sea (M, g, J) una variedad pseudo-riemanniana de Kéhler (como es usual, consider-
amos la geometria riemanniana como un caso particular de la pseudo-riemanniana), es
decir, J es un campo tensorial de tipo (1, 1) tal que J, es una transformacién ortogonal
en (T,M,g,) y Jg = — id para todo p € M, y ademas V.J = 0, donde V es la conexién
de Levi-Civita.

Una curva o en M es una geodésica magnética de M si satisface la ecuacion
Vs = J&. Adachi et al [AMUOQQ] (ver también [Tka03, Teorema 6.1]) encontraron una
expresion para tales curvas en espacios simétricos hermitianos compactos (ver también
[BJOS|, Remark 1). Con hipétesis ligeramente mas generales, en la Seccién 4| damos
una prueba alternativa de la validez de tal expresién usando las ecuaciones de O’Neill
para la derivada covariante en el contexto de submersiones. Para ello, en la Seccion

recordamos dichas ecuaciones de O’Neill y en las Secciones [2| y [3| repasamos la teoria
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de espacios normales y espacios simétricos hermitianos en el caso particular que nos
interesa y su estructura de Kahler.

En segundo lugar, consideramos las formas espaciales de dimension tres, es decir, los
espacios simplemente conexos completos de dimensién tres M, de curvatura seccional
constante Kk = 0, %1, y sus respectivas variedades de geodésicas orientadas L. En la
Seccién [5| verificamos que la variedad pseudo-riemanniana L, posee una estructura de
espacio simétrico hermitiano (en el contexto presentado en la Seccién . Una curva
de L, determina una superficie reglada en M. Guilfoyle y Klingenberg probaron en
[GKO05| que, para x = 0, una geodésica genérica de L, describe un helicoide en M. Los

resultados centrales de este capitulo se encuentran en los Teoremas [2.11} [2.29| y [2.30},

donde daremos una descripcion de las superficies regladas en M, determinadas por las
geodésicas magnéticas de L,. Para tratar el caso k = —1, en la Seccién [7] repasamos el
concepto de borde imaginario del espacio hiperbdlico y estudiamos detalladamente las

distribuciones horosféricas en £_;.

Capitulo 3. La estructura de contacto candnica en el espacio de geodésicas nulas orien-
tadas de pseudoesferas y productos.

Sea N una variedad pseudo-riemanniana completa. Dos geodésicas nulas vy 0 de N
son equivalentes si tienen la misma trayectoria y orientacién. Llamando £°(N) al con-
junto de todas las clases de equivalencia de geodésicas nulas de N, decimos que L°(N) es
una variedad si admite una estructura diferenciable (no necesariamente Hausdorff) tal
que la proyeccién canénica IT: T°N — L°(N) es una submersién, donde T°N denota el
conjunto de vectores tangentes a /N no nulos de norma cero. Este no es siempre el caso,
ver por ejemplo la métrica pseudo-riemanniana en el toro T? dada en [Low01] tal que
la trayectoria de cada geodésica nula es densa. Sin embargo, consideraciones infinites-
imales en una [y] € £L°(N) fija son siempre posibles, por ejemplo mediante campos de
Jacobi a lo largo de 7.

Para el caso en que L°(N) es una variedad, B. Khesin y S. Tabachnikov introducen
en [KT09] una estructura de contacto canénica en L°(N) (generalizando la definicién

dada en el caso lorentziano por R. Low en [Low01]) y la estudian para el espacio
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pseudo-euclidiano. Continuamos trabajando en esa direccién para otros espacios tales
como pseudoesferas y algunos productos.

Para esto, repasamos la definicion de variedad de contacto, algunos ejemplos tipicos
de éstas (tales como los fibrados tangentes unitarios de variedades pseudo-riemannianas)
y retomamos la definicién de dicha estructura de contacto candnica.

Sea R¥+1™ ] espacio pseudo-euclidiano de signatura (k+ 1,m). La pseudoesfera de

radio 1 en R¥T1™ se define por
Sk = {p € RMM [ (pp) = 1} = {(u,v) € R¥L™ | Juf® — [uf? = 1},

la cual es una hipersuperficie de R¥*1™ con métrica inducida de signatura (k,m) y
difeomorfa a S* x R™. Notar que la pseudoesfera de Lorentz S*! es el espacio de de
Sitter. Las geodésicas nulas de S¥™ son lineas rectas en R¥*1™ con velocidad inicial en
TOS*m Otras propiedades geométricas de las pseudoesferas se estudian por ejemplo en
[O’N83| y [Har90].

En la Seccién [4f mostramos que £°(S*™) es una variedad y es contactomorfa al
fibrado tangente unitario de una cierta variedad pseudo-riemanniana. Este resultado
esta motivado por el hecho que los fibrados tangentes unitarios de variedades pseudo-
riemannianas estan entre los ejemplos estandar de variedades de contacto. Ademas,
describimos geométricamente su distribucién de contacto candnica en términos del es-
pacio de geodésicas orientadas de una hipersuperficie totalmente geodésica degenerada
en S¥™ Khesin y Tabachnikov en [KT09] introducen el operador billar nulo y estudian
su dindmica para el espacio pseudo-euclidiano. En esta seccién, también expresamos el
operador billar nulo de £°(S%™) asociado a ciertas regiones sencillas en S*™ en términos
del flujo geodésico de esferas.

Dadas M y N variedades riemannianas completas, consideramos en M x N la métrica
pseudo-riemanniana cuya norma estd definida por ((u,v), (u,v)) = |ul3;, — |[v|%, para
cada (u,v) € T(pq (M x N) y (p,q) € M x N. A esta variedad pseudo-riemanniana la
denotamos por M, x N_. En la Seccién |§| probamos que £°(M, x N_) es una variedad
si el flujo geodésico de M es libre y propio. También encontramos condiciones en M y
N para la existencia de un contactomorfismo entre £°(M, x N_) y una variedad de

contacto més concreta.



Capitulo 2

El flujo magnético en la variedad de geodésicas orientadas de

las formas espaciales de dimension tres

Sea M una variedad simplemente conexa completa de dimensién tres de curvatura
seccional constante 0,1 or —1. Sea L la variedad de todas las geodésicas completas
orientadas (salvo parametrizacién) de M, munida de su métrica pseudo-riemanniana
candnica de signatura (2,2) y estructura de Kéhler J. Una curva suave en £ determina
una superficie reglada en M.

Caracterizamos las superficies regladas de M asociadas a las geodésicas magnéticas
de L, es decir, aquellas curvas o en L que satisfacen Vs = Jo. Mas precisamente:
una geodésica magnética de tipo temporal (de tipo espacial) determina la superficie
reglada en M dada por el campo binormal a lo largo de una hélice con torsiéon pos-
itiva (negativa). Geodésicas magnéticas nulas describen conos, cilindros o, en el caso
hiperbdlico, también conos con vértices en el infinito. Esto determina una relacion entre

las geometrias de £ y M.

1. Submersiones y transporte paralelo

Sea m : B — M una submersion pseudo-riemanniana, es decir, 7 es una aplicacién
diferenciable y suryectiva, el subespacio horizontal H, del espacio tangente a = de B es
no degenerado, (dr), es suryectiva y (dm)z|y : Hy — Tr@yM es una isometria, para
todo x € B.

Recordamos los resultados de O’Neill [O’N67] en el caso particular en que las fibras
son totalmente geodésicas.

Se denotan por ‘H y V las proyecciones de cada espacio tangente de B sobre sus

subespacios vectoriales horizontal y vertical, respectivamente. El tensor candnico de

15



16 2. EL FLUJO MAGNETICO

O’Neill A, en campos vectoriales arbitrarios ' y F' de B, esta definido por
ApF =VVyp (HF) + HVye (VF).

Este tensor satisface las siguientes propiedades:

1. Ag es, en cada punto, un operador lineal antisimétrico del espacio tangente de
B; transforma vectores verticales en horizontales y horizontales en verticales;
2. A es horizontal, esto es, Ap = Ayg;

3. para campos vectoriales horizontales, AxY = %V (X,Y]=—-Ay X.

Si E es un campo vectorial a lo largo de una curva « en B, denotaremos por H
y V la parte horizontal HE y la parte vertical VE de E, respectivamente, y por F,
el campo vectorial dn(E) = dr(H) a lo largo de 7 o a. La derivada covariante de un
campo vectorial a lo largo de una curva serd denotada por una prima; es decir (E,)
sera un campo vectorial a lo largo de 7 o a. Dado un campo vectorial U a lo largo de
la curva m o a en M, denotaremos por U a su levantamiento horizontal a . Con lo
cual, (/E\:)/ denotara el campo vectorial horizontal a lo largo de o que se proyecta a la

derivada covariante de dr(E).

Teorema 2.1. [O’N67| Sea m : B — M una submersion pseudo-riemanniana, y sea
E = H +V un campo vectorial a lo largo de una curva o en B. Si las fibras son

totalmente geodésicas, entonces

—~—

(2.1) H(E) = (E.) +Ag (Va) + A (V)

(2.2) V(E) = Ay (H)+V (V).

2. Espacios normales

Sea G un grupo de Lie conexo con algebra de Lie g munido de una métrica pseudo-
riemanniana bi-invariante g. Sea H un subgrupo de Lie cerrado y conexo de G con
algebra de Lie b tal que g|hXb es no degenerada. Sea p el complemento ortogonal de

h. Se cumple que Ad(H)p C p (en particular g|, ., es Ad(H)-invariante). Luego, g

pxp
induce una métrica pseudo-riemanniana en M = G/H tal que la proyeccién canénica
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7 : G — M es una submersiéon pseudo-riemanniana. El espacio homogéneo M provisto
de dicha métrica pseudo-riemanniana se denomina espacio normal.

En estas condiciones las fibras son subvariedades totalmente geodésicas, ya que las
geodésicas de GG son subgrupos monoparamétricos.

A partir de estas hipdtesis, enunciamos y demostramos el siguiente lema.

Lema 2.2. Sea G un grupo de Lie conexo con una métrica pseudo-riemanniana bi-
wmvariante y sea H un subgrupo de Lie de G como arriba. Sea 3 la curva en el espacio
normal M = G/H definida por 5 (t) = mo a(t), donde a(t) = exptZ, con Z € g. Si
=Y +W,conY €pyW b, entonces

DB

o (8) = dTa@[W: Y]a@-

PRUEBA. Observemos que al ser o una geodésica de G (pues la métrica de G es
bi-invariante), las partes vertical y horizontal de la derivada covariante de ¢ son nulas,
para cada t. Entonces, aplicando la ecuacién (2.1)) del Teorema de O’Neill al campo

E = &, se obtiene la siguiente igualdad

—_~—

() + 2Ans (Vi) =0,

donde (é,)" denota el campo vectorial horizontal a lo largo de o que se proyecta a la
derivada covariante de drm (&) = B, es decir, dr(én) = 4 (recordamos que la prima
aqui denota la derivada covariante a lo largo de (). Utilizando la definicién del tensor

A y la propiedad de ser horizontal en el sentido que Ar = Ay g, tenemos
Ay (V&) = Ag (Va) = H(VyaVa).

Entonces, como Hda(t) = You vy Va(t) = W,

(2.3) B(t) = —2dma) (Vaa V) = —2dmam (VyW)ag) -

Finalmente, como la métrica de GG es bi-invariante se tiene que VyW = %[Y, W1, con lo

cual de (2.3)) resulta Z—f(t) = dma@) [W, Y]a(), como queriamos verificar. O
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3. Espacios simétricos hermitianos

Sea GG un grupo de Lie conexo con una métrica pseudo-riemanniana bi-invariante y
sea H un subgrupo de Lie de G como en la seccién anterior (en particular conexo). Sea
7 un automorfismo involutivo de G tal que H es la componente conexa de la identidad
de {z € G|7(x) = x}. Entonces, el espacio normal M = G//H es un espacio simétrico
pseudo-riemanniano (ver por ejemplo [O’IN83, pagina 315]).

Para cada g € G, sea Ly, : M — M el difeomorfismo dado por Ly(kH) = gkH.

Proposicion 2.3. Sean G un grupo de Lie conexo y H un subgrupo de Lie de G como
arriba. Sea a un elemento del centro de b tal que ad , es ortogonal y ad? = —id en p. Si
Jog =: dweoadao(dﬂe\p)_l, entonces, para cada g € G, Jgg = (dLg)er 0 Jem o (dLy—1)gu

define una estructura Hermitiana en M.

Para la prueba de la proposicién usaremos reiteradamente las bien conocidas iden-

tidades presentadas en el siguiente lema:

Lema 2.4. Para cada h € H,

(2.4) (dLp) gy o dme = dm. o Ad (h),

(2.5) ad, o Ad (h) = Ad (h) o ad,,.

PRUEBA. La primera identidad se debe a que L, om = wol, y dr. o Ad(h) =
dmy, o (dly)e, con [, la multiplicacién a izquierda por h en GG, ambas igualdades de facil

verificacion. La segunda se reduce al hecho que Ad(h)a = a si h € H. Pues, si X € p,
Ad(h)oad,(X) = Ad(h)([a, X])
= [Ad(h)a,Ad(h)X]
= [a,Ad(h)X]
= ad, o Ad(h)(X).

Finalmente nos dedicaremos a comprobar ese hecho. Observemos que si h € H es un

elemento en un entorno de la identidad donde la exponencial es un difeomorfismo,
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entonces existirda Z € h tal que h = exp Z. Consideremos ahora la curva v dada por

t — Ad(exptZ)a y veamos que ésta es constante. Sea t, € R y calculemos 5(,),

d
"Y(t‘i‘to) = 7

d
iy — 4
¥(to) ) o

o Ad (exp(t +t,)Z)a

0

= Ad(expt,Z) % Ad(exptZ)a = Ad (expt,Z) % exptadza

0 0
= Ad(expt,Z)oad za = Ad (expt,Z)[Z, al.

Como a esté en el centro de b se tiene que *(t,) = 0. Luego, v(t) = a para todo t, en
particular para t = 1. Ahora, por ser H conexo, cualquier h € H esta generado por
elementos de la forma exp Z con Z en un entorno del origen de f donde la exponencial

es un difeomorfismo. Entonces por lo probado arriba se ve que Ad (h)a = a, para todo

heH. U

PRUEBA DE LA PROPOSICION 2.3 Primero observemos que, por definicién, J,y
resulta ortogonal y con cuadrado igual a —id en 7.y M. Se tiene que J determina
una estructura casi hermitiana en M, pues J asi definida es en cada punto de M una
transformacién ortogonal del espacio tangente a dicho punto, su cuadrado es menos la
transformacién identidad y estd bien definida. Las dos primeras propiedades se cumplen
claramente. Restaria verificar que .J estd bien definida.

Si gH = kH, con g,k € G, queremos probar que Jyz = Jigr. Consideremos un

elemento X € T,y M. Tenemos

JouX = (dLg) 0 eHo(dLgfl)gHX

= (dLg) o Jem o (dLg’lk)kflgH o (dLg-1),y X.

Como dr|, es un isomorfismo de p sobre T,y M, existe Y € p tal que (dLy-1),; X =

b
dr.Y . Reemplazando esto en lo anterior, y usando la definicion de J en eH y la identidad

(2-4) del Lema2.4 ya que g~'k € H, se tiene lo siguiente

(dLy)err © Jopr 0 dm. 0 Ad(g™ k)Y = (dLy)ey 0 dm. 0 ad, o Ad(g™ k)Y,
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Ahora, por (2.4) y (2.5) del Lema , lo anterior es igual a

(dLg)eH © dﬂ-@ o Ad(g_lk) o aJdaYV = (dLg)eH o (dLgflk)eH o dﬂ-e o adaY
= (de)eH o Jeg © dﬂ-eY
= (de)eH e} JeH o} (defl)kHX

= JipX.

Con lo cual queda demostrada la buena definicion de J.

Debemos comprobar que VJ = 0, donde V es la conexién de Levi-Civita de M.
Por definicién tenemos que (VJ)(X,Y) = VgJY — JV¢Y, para cada par de campos
X,Y en M. Consideremos los tinicos elementos X,Y en p tales que dr.X = Xy y
dr.Y = Y,y y tomemos el campo paralelo a lo largo de la curva a : t = 7w(exptX) dado

por Ya(t) = (dLexptx)en © dmeY (recordemos que M es un espacio simétrico), luego

(JVY)en = Jen(VxY)ew =0.
Por otro lado,

Ja(t) alt) — dLexth o JeH o dLexp(ftX) o (dLexth)eH o dﬂ—eY
= dLexth o JeH o dﬂey
Como JY (a(t)) = dLexptx © Jopr © dm.Y es también un campo paralelo a lo largo de a,
se tiene
(VXJY)eH =0.

Asi (VJ)eg = 0. Luego, como la conexién de Levi-Civita y J son G -invariantes, se

tiene que VJ = 0. Il

4. Geodésicas magnéticas en espacios simétricos pseudo-hermitianos

En esta seccion retomamos el concepto de geodésica magnética dado en la Introduc-

cion.



4. GEODESICAS MAGNETICAS EN ESPACIOS SIMETRICOS PSEUDO-HERMITIANOS 21

Definicién 2.5. Sea (M, g, J) una variedad pseudo-riemanniana de Kéhler. Una curva

o en M es una geodésica magnética de M si satisface la ecuacion
Veo=J,0.

De la definiciéon de geodésica magnética se tiene que dado p en M, para cada v € T, M
existe una tnica geodésica magnética o con o(0) = py ¢(0) = v. Ademas, las geodésicas

magnéticas tienen rapidez constante pues

d . . D : . .
S40(0),6(8) = 2(=6(t), 6(t)) = 2{Jo(t),6(1)) =0

ya que para todo u € T'M vale
(Ju,u) = (Ju, J' Ju) = (J*u, Ju) = —(u, Ju).

Para finalizar esta seccion, presentamos una aplicacién directa del resultado de
Adachi et al [AMUO0Q].

Sea GG un grupo de Lie conexo con una métrica pseudo-riemanniana bi-invariante y
sea H un subgrupo de Lie de G tal que M = G/H es un espacio normal (como se vio en
la Seccién . Ademas, supongamos que M es un espacio simétrico pseudo-riemanniano
y que su estructura de Kahler es la determinada por un elemento a del centro del dlgebra
de Lie de H que satisface las hipotesis de la Proposicion [2.3]

Adachi et al enunciaron el teorema para el caso riemanniano (ver también [Ika03|,
Teorema 6.1]). Como la prueba no se encuentra explicita en [AMUOOQ|, damos una
prueba alternativa de su validez en el contexto establecido arriba (ligeramente més

general), usando el Teorema de O’Neill 2.1]

Proposicién 2.6. Sea M = G/H un espacio simétrico pseudo-hermitiano como arriba.
Si o (t) es una geodésica magnética de M con condiciones iniciales o (0) = eH y & (0) =

X € p, entonces o (t) = 7 (expt(X + a)).

PRUEBA. Sea a (t) = expt(X +a) y sea 5(t) = m o a(t). En primer lugar, 5 es una
geodésica magnética de M. De hecho, recordando la definiciéon de J y utilizando las

identidades presentadas mas arriba, donde [/, denota la multiplicacién a izquierda por
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g en GG, tenemos

JowB(t) = )t © Jerr © (L)1) ey B(2)

(0)ert © Jer © (Lo -1)p(r) © dTa(ry G(t)

(dL
(dL
(dLa(t)>eH © JeH ° d7T€ o (dla(t)_l)a(t) Oé(t)
(dL

a(t))err © dme © ad, 0 (dla(t)_1)a(t) a(t).
Observando que &(t) = (dla@))e(X + a)e, lo anterior es igual a
(dLat))enr 0 dme 0 ado(X +a)e = (dLag))en © dme[a, X].

= d?Ta(t) o (dla(t))e [CL, X]e

= dma) a, X]ag)-

Ahora, como a € h y X € p, por el Lema [2.2 Z—f(t) = dma)|a, X]aw). Con lo cual se

tiene que Z—f(t) = JaB(t). Como S tiene las mismas condiciones iniciales que o, por

unicidad de las geodésicas magnéticas, se tiene la igualdad buscada. U

5. Variedades de geodésicas orientadas de las formas espaciales de

dimensién tres

En esta seccién denotamos por M, a la variedad riemanniana completa simplemente
conexa de curvatura seccional constante kK = 0,1, —1 y de dimensién tres. Para el analisis
simultaneo de los tres casos k = 0,1, —1, consideramos la presentacion estandar de M,

como una subvariedad de R*, es decir,
RP={(1,z) eR' |z eR*}, S'={zeR'|lzP=1} y

H? = {xER4 | —x%+x%+x%+x§:—1yxo>0}.

Sea L, el espacio de todas las geodésicas orientadas completas de M, (salvo repara-
metrizaciones que preserven la orientacién). A cada elemento ¢ € L, se lo puede ver
como la clase de equivalencia de geodésicas de rapidez unitaria v : R — M,, con imagen
c tal que {7 (s)} es una base positiva de T, c para todo s.

A continuaciéon presentamos una métrica pseudo-riemanniana en L, extraida de

[Sal09]. Sea v una geodésica completa de M, de rapidez unitaria y sea J, el espacio
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de los campos de Jacobi a lo largo de v que son ortogonales a . Existe un isomorfismo
canoénico bien definido

(2.6) T, : Iy — Ty Lo, T,(J) = i), [,

donde 7; es cualquier variacién de v por geodésicas de rapidez unitaria asociada a J.

Se puede definir en £, una métrica pseudo-riemanniana de signatura (2,2) como

sigue: para X € Tj,)L,, || X|| := (X, X), estd dado por
(2.7) 1 XN = (3 = J,.J),

donde X = T.(J), el producto cruz x estd inducido por una orientacién fija de M, y
J' denota la derivada covariante de J a lo largo de 7. Notar que || X|| estd bien definido

pues
(A x LY =Fx I, I+ (v x J,J",

que es idénticamente cero ya que J” = R,(J,%)¥ es un miltiplo de J (aqui R, es el
tensor de curvatura de M,).

Recordemos que X es nulo, de tipo temporal o de tipo espacial si || X|| =0, || X]|| <0
o || X]| > 0, respectivamente.

Sea [y] € L, y sea R, la rotaciéon en M, en angulo 7/2 que fija . Esta rotacién
induce una isometria Ew de L, cuya diferencial en [y] es una isometria lineal de T, L,
que al cuadrado es —id. Esto da una estructura casi hermitiana .J en £,. Con la métrica

definida arriba, £, es Kéhler (ver Proposicién [2.8).

5.1. L, como espacio simétrico pseudo-hermitiano. Sea G, la componente
de la identidad del grupo de isometrias de M,, es decir, Gy = SO3 x R?, G; = SO, v
G_1 = 0, (1,3). Consideramos la presentacién usual de Gy como subgrupo de Gl4 (R).
El grupo G, actia en £, como sigue: g-[y] = [go~]. Esta accién es suave y es transitiva
pues el grupo de isometrias actiia transitivamente en T M,,.

Si denotamos por g, al algebra de Lie de G,, se tiene que,

O. = |z € R?, B € so3



24 2. EL FLUJO MAGNETICO

Sea 7, la geodésica de M, con 7,(0) = eg y velocidad e; € T M,,, donde {eg, €1, €2, 3}

A0
es la base canénica de R*. Para A, B € R**2 sea diag (4, B) = ? , donde 0,
B

02
denota la matriz nula 2 x 2. Entonces el subgrupo de isotropia de G, en [v,] es

H, = {diag (R. (). B) |t € R, B € SO},

donde
(2.8)
10 cost —sent cosht senht
Ry (t) = , Ri(t) = , R (t) =
t 1 sent cost senht cosht
. 0 -1 ) .
Sea j = . El 4lgebra de Lie de H, es
1 0
h. = {diag (r. (t),sj) | s,t € R},
0 —~kt
donde r, (t) = . Entonces podemos identificar £, con G/ H, via el difeo-
t 0
morfismo
(2.9) ¢:Go/H.— Ly, &(gH) =9 [Vo)-

02 <_K"Z'7 _y)t

($, y) 02

P = {Z(‘Tay) ng|xayER2}7

Para z,y € R? denotamos Z(z,y) = . Sea

el cual es un complemento Ad (H, )-invariante de b,.

Para k = 0, 1, consideramos en g, el producto interno tal que b, Lp,,

(2.10) 1Z(,y)ll = det (z,y) v |ldiag (e (t) , 55)]| = —ts.

(ver [KIM96,, pagina 499] para £ = 0). En g_; consideramos la forma de Killing (h,Lp,
también se cumple).

Para x = 0,1,—1, este producto interno en g, induce en G, una métrica bi-
invariante. Entonces, existe una tnica métrica en £,, ~ G, /H, tal que 7 : G, — G/ H,,

es una submersion pseudo-riemanniana. Luego, £, es un espacio normal.
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Observacién 2.7. Para k = 0,1, la métrica en £, dada en (2.10) coincide con la
dada en (2.7) (ver Lema [2.13). Para k = —1, la métrica en £_; asociada a la forma de
Killing es diferente de la definida en . Sin embargo, las geodésicas magnéticas de
ambas métricas en £_; son las mismas. Esto se sigue debido a que las geodésicas son
las mismas (ver [Sal07] o [O’N83|, pag. 330, ejercicio 10 b)]), con lo cual las conexiones

de Levi-Civita coinciden.

Sea I = diag (—1,1), donde I es la matriz identidad de R?*2, entonces 7 : G,, — G,
definido por 7(B) = IBI, es un automorfismo involutivo de G, tal que 7(B) = B para
todo B € H,. Luego, G,,/H,, con la métrica considerada arriba, es un espacio simétrico

pseudo-riemanniano.

Sea A = diag(09, j). Este elemento estd en el centro de b,.. Ademas, ad 4 es ortogonal
y ad% = —id en p,.. Luego, por la Proposicién , G./H, ~ L, esun espacio simétrico
pseudo-hermitiano.

A continuacién vemos que esta estructura casi hermitiana en G, /H, coincide con
la estructura casi hermitiana J definida de manera mas geométrica al comienzo de esta

seccion.

Proposicién 2.8. Sea J la estructura casi hermitiana en L, que en cada [y] € L,
estd definida por la diferencial en [y] de la isometria f%, donde R, es la rotacion en M,
en dngulo /2 que fija 7y, y sea J la estructura de Khiler en L, ~ G /H, determinada
por A =diag (0q,7) y el difeomorfismo ¢ dado en . Entonces, ambas estructuras
cast hermitianas coinciden.

En consecuencia, con la métrica definida en 1' y la estructura casi hermitiana J,

la variedad L, es Kdhler.

PRUEBA. En efecto, por la G-invariancia de J y J, es suficiente verificar que
ARy} = Jp,s

donde Jp,,) = dp o drroadao (dr|, )" o(dp)~" y R = diag (I, j)l,,, - Denotemos por

€1y € a los vectores de la base canénica de R? y tomemos

E1 = Z(El,O), E2 = Z(EQ,O), E3 = Z(O,El) y E4 = Z(O,Eg).
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El conjunto {Ey, Fs, F3, E4} es una base de p,. Ahora, sea {vi,vq,v3,v4} la base de
T1,,1L dada por v; = d¢ o dm; E;, para i = 1, 2,3, 4. Realizando los célculos necesarios,

tenemos que

(2.11) T 01 = V2, Jpp 02 = —v1, Jp, U3 =04 Y Jjy Vs = —03.

Por otro lado, como R € H,, usando del Lema llegamos a
dého]vi = % ) ¢poLgom(exptl;) = dorg, odnroAd(R) E;,

para todo 7. Luego, haciendo los calculos para cada i, resulta

(2.12) dﬁ[%}vl = Uy, dého]vg = —uy, dého]vg =,y dﬁho]m = —V3.

Finalmente, por (2.11) y (2.12)) se tiene la igualdad de las transformaciones. O

Por completitud de la exposicién, demostramos el siguiente hecho usado en la Ob-

servacion 2.71

Lema 2.9. Sea M wuna variedad diferenciable y sean g y g dos métricas pseudo-
riemannianas en M. Si las geodésicas de (M, g) y (M, g) coinciden, entonces las conex-

tones de Levi-Civita asociadas a g y g son iguales.

PRUEBA. Consideremos el tensor D de tipo (2,1) que en cada par de campos X,Y
de M esta definido por

D(X,Y)=VxY — VyY,

donde V y V son las conexiones de Levi-Civita asociadas a ¢ y § respectivamente.
Veamos primero que D(X, X) = 0, para todo X € X(M). Para esto es suficiente
probar que D(X, X)(p) = 0 para cada p € M en donde X, # 0. Sea vy la geodésica en
M que pasa por p y tiene velocidad inicial X, # 0. Luego v : R — M es una inmersién
y 7 es un campo a lo largo de . Por la extensiéon local de campos a lo largo de una
inmersién existirdan € > 0, U entorno de p en M y un campo diferenciable X en U con
v(—ee) C U tal que X o [ o) = ¥ [, o). Como D(X,X)(p) = D(X,X)(p) ¥
Vx,X = 22 |y X o7(t) = 0 al igual que con la conexién asociada a g, se tiene que

P

D(X,X)(p) =0.
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Finalmente, como D es un tensor simétrico, ya que ambas conexiones son sin torsion,

por polarizacién resulta que D(X,Y’) = 0 para todo par de campos X,Y en M. Il

6. Geodésicas magnéticas espaciales y temporales de £,

Denotamos por 7, la geodésica en M, con velocidad inicial v. Como se vio en
la Seccion 4, las geodésicas magnéticas tienen rapidez constante, en particular, son

espaciales, temporales o nulas.

Definicién 2.10. Una superficie reglada en M, es una superficie que admite una
parametrizacién de la forma
(8, 8) — Yo (5),

donde w(t) es una curva en T M, definida en un intervalo abierto I y s € R.

Recordemos que una curva de £, determina una superficie reglada en M,,. B. Guil-
foyle y W. Klingenberg en [GKO05] mostraron que las superficies regladas en R? deter-
minadas por las geodésicas no nulas del espacio de rectas orientadas Ly son helicoides
en R3.

En esta seccién estudiamos las geodésicas magnéticas de tipo espacial y de tipo

temporal de L, y las superficies regladas en M,, asociadas a ellas.

Teorema 2.11. Sea M, una variedad diferenciable completa simplemente conexa de
dimension tres y curvatura seccional constante k = 0, 1, —1. Una geodésica magnética
genérica o de L, describe la superficie reglada en M, determinada por el campo binormal
de una hélice.

Mas precisamente, o es una geodésica magnética de tipo temporal (de tipo espacial)

de L, siy solo si o tiene la forma

(2.13) o(t) = [vBw)

donde B es el campo binormal de una hélice h de M, de curvatura k, rapidez 1/k y

torsion positiva (negativa), para algin k > 0.

Para el desarrollo de la demostracion del teorema, necesitamos ciertos lemas y ob-

servaciones que presentamos a continuacion.
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Observacion 2.12. Sea G un grupo de Lie que actia por isometrias en una variedad
N y sea g su algebra de Lie. Dados X € gy ¢ € N, sea ¢ la curva en N definida por
c(t) = exp(tX)-q, para todo t € R. Si dim N = 2, ¢ tiene rapidez y curvatura geodésica

constantes y si dim N = 3, la rapidez, curvatura y torsiéon de la curva ¢ son constantes.

La validez de la observacion resulta del hecho que ¢(t+t,) = expt, X -c(t) y expt, X
es una isometria de N que preserva la orientacién, para todo t, € R.
Como se vio en (2.6)), existe un isomorfismo entre 7., y Tt,,)Lx. En el siguiente lema

relacionamos p,. y J,, explicitamente, a través de la matriz A.

Lema 2.13. Sea Z = Z (z,y) € px.

a) El campo de Jacobi J(s) = %‘Oexpt(Z + A) - v,(s) en T, es el unico que satisface

J(0) = (0,0,2)" y J'(0) = (0.0, )"
b) T, (J) =d(pom)Z y sunorma es ||d(¢ om)Z| = det (z,y).
PRUEBA. Para cada k, consideramos la siguiente parametrizacion de ,:

70(5) - (1787070)a sl ’{:07

Yo(s) = (coss,sens,0,0), si k=1;

I
|
=

Yo(s) = (coshs,senhs 0,0), si k&

Dado Z = Z(x,y) € p, el campo de Jacobi a lo largo de 7, definido por J(s) =
expt(Z + A) - 7,(s) estd en J,,, pues para todo s € R,

ilo
((5),70(5)) = ((Z + A)(3(5)), To(s)) = 0,

va que (Z 4+ A)(7,(s)) es ortogonal a ey y e1, mientras que v,(s) tiene componentes
no nulas sélo en esas dos direcciones.

Se verifica facilmente que J (0) = (Z 4 A) (eg) = (0,0, z)". Por otro lado,

7o) = 2

B expt (2 + A) -7 (s)

0

|3

B expt(Z + A) (e)) = (Z + A) (e1) = (0,0,y)" .

0
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Ademas,

T,(J) = lexpt(Z + A) - %] = —| dlexpt(Z + A)H,)

0

4 4
dt dt|,
d
pr o(m(expt(Z + A))) =dpodnZ,

0
donde la tltima igualdad se cumple pues A € b,.. Finalmente, la norma (2.7)) de d(¢pom)Z

es igual a
ld(¢ o m) Z|| = (7o (0) x J (0),J"(0)) = det (z,y)
y la afirmacién del inciso b) queda verificada. U
Sea Z(x,y) € p, y sea h = diag (R, (t),B) € H,, donde B € SOy y
cu(t) —rsk(t)
Se(t) ()
es como en . Entonces Ad(h)Z(z,y) = Z(Bxy, By;), donde

Ry (t) =

T = cu(t)r — sx(t)y, Y = Ksp(t)xr + cu(t)y.

Nuevamente aqui, denotamos por €; v €, a los vectores de la base canénica de R2.

Lema 2.14. Sea Z(z,y) # 0 en p,.

a) St {x,y} es un conjunto linealmente independiente de R?, entonces existe h € H, tal
que Ad(h)Z(z,y) = Z(a€y,bey), cona >0y b#0, para k =0, +£1.

b) Si k= 0,1y {x,y} es un conjunto linealmente dependiente de R?, entonces existe
h € H, tal que Ad(h)Z(x,y) = Z(0,bes), con b # 0, o bien Ad(h)Z(x,y) = Z(aey,0),
con a > 0. Esto vale para k = —1 si ademds |x| # |y|.

¢) Para k =1, existe h € H,, tal que Ad(h)Z(e1,0) = Z(0, €3).

PRUEBA. Para probar a) observamos que, como {z,y} es un conjunto linealmente
independiente, para x = 0, %1 existe t € R tal que (zy,y;) = 0. En efecto, para cada k&,
esto es equivalente a que la ecuacion

cg —cot =0 si Kk =0;
(cp — o) sen(2t) + 3 cos(2t) =0 si k=1,
(c1 + c2)senh (2¢) +czcosh (2t) =0 si k= —1

WI= o=
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tenga una solucién en los reales, donde ¢; = (z,x), co = (y,y) v ¢3 = (x,y). Pero la
independencia lineal de x e y determina la existencia de dicha soluciéon en cada caso.
Entonces, podemos tomar B € SO, tal que Bx; = aey, cona > 0y By, = bes, con b # 0.
Luego, la isometria h = diag (R, (t), B) € H, satisface Ad(h)Z(z,y) = Z(aey, be).

Para la prueba de b), primero supongamos que x = 0 o y = 0 (pero no ambos
nulos pues Z(z,y) # 0). Sea B € SO, tal que Bx = ae; con a > 0, si x # 0, y en el
caso que y # 0, sea B € SO, tal que By = bey, con b # 0. Entonces podemos tomar
h = diag (I, B) € H,.

Ahora, sean x # 0 e y # 0. Luego = Ay o y = Az, con A # 0. Supongamos que
y = Az (para z = Ay el argumento es similar). En los casos k = 0,1 existe ¢t € R tal
que x; = 0. En efecto, a partir de las hipdtesis y de algunos calculos, t € R se obtiene

resolviendo
1—X=0, si k=0 y cost — Asent =0, sik=1.

Entonces, tomando B € SO, tal que By; = bes (con b # 0 ya que y; # 0), tenemos que
h = diag (R (t), B) € H, satisface Ad(h)Z(x,y) = Z(0, bes).
Para k = —1, como en los casos k = 0, 1, encontramos ¢ € R tal que z; = 0 o bien

y¢ = 0 al resolver
cosht — Asenht = 0, y —senht + Acosht = 0,

respectivamente. Pero estas ecuaciones tienen solucion si y solo si A # +1. Es decir,
si y s6lo si |z| # |y|. Con lo cual tomamos B € SO, tal que By; = bey o bien Bz, =
ae; (con a > 0; aqui de nuevo tenemos que z; # 0), segin corresponda. Entonces
h = diag (R_1 (t), B) € H_; es la isometria buscada en este caso.

Para la parte c¢), observamos que h = diag (R (7/2), B) € Hy, donde B € SO, lleva
€1 a €, satisface Ad(h)Z(e1,0) = Z(0, €3). O

Observaciéon 2.15. El lema anterior se corresponde, geométricamente, con el hecho de
encontrar un s € R en el cual el campo de Jacobi asociado a Z(x,y) (dado por el Lema

2.13)) y su derivada covariante son ortogonales.
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Recordemos que si h es una curva regular en M, de rapidez constante a, entonces

el aparato de Frenet de h es
(214 T =Lh), N =KONKGI B =T x N .

(aqui la prima denota derivada covariante a lo largo de h), y su curvatura y torsién

estan dadas por
(2.15) K(it) =& 0N, 7(t) = =1 (B'(1), N(1)),

respectivamente.
Por otro lado, como la derivada covariante en R* coincide con la derivada usual de

R* v ademés M, es una subvariedad de R*, si 3 es una curva en M,, se tiene que

b =[2s0]

donde T denota la proyeccién ortogonal sobre T'M,, para cada k.

Para cada g € G, se tiene que g es una isometria de L, y preserva la estructura de

Kéhler. Con lo cual, lleva geodésicas magnéticas en geodésicas magnéticas.

PRUEBA DEL TEOREMA 2,11l Sea Z € p,; la velocidad inicial de o, con || Z]| # 0.
Primero, consideremos el caso Z = Z(aey, bey), con a > 0y b # 0.

Para cada t € R, sea a(t) = expt(Z + A). Por Teorema 2.6y el difeomorfismo ¢ en
([2-9), sabemos que o (t) = a(t) - [vo], es decir, o (t) = [a(t) - Vo).

Sea hla curva en M, dada por h(t) = a(t)(ep). Como « es un subgrupo monoparamé-
trico de isometrias de M,, tenemos que h es una curva de curvatura y torsiéon constantes,
con lo cual h es una hélice en M,..

Veamos que o(t) = [yp()], donde B(t) es el campo binormal de h. Para cada t € R,
la velocidad inicial de la geodésica a(t) -7, es d (a(t)) (e1), por lo cual o(t) = [Va(a())(er)]-
Entonces, tenemos que verificar que B(t) = d («(t)) (e1), para todo t € R. Como «(t)
es una isometria que preserva la hélice y lleva el marco de Frenet en ¢ = 0 al marco de

Frenet en ¢, es suficiente mostrar que B (0) = e;.
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Por las identificaciones usuales, como « () es una transformacién lineal, podemos

escribir d («(t)) (e1) = a(t) (e1), luego
h(t) = a(t) ((Z + A)eo) y W (1) = [a(t)(Z + A)e)]T,
donde T denota la proyecciéon tangente. Evaluando en t = 0,
h(0) = (Z + Aey = aes,

W (0) = [(Z+ A)e]” = [~ra’eo + aes)” = aey

y como «(t) es una isometria, se tiene que ‘h(t)‘ = a para todo t. Por los cédlculos

anteriores y (2.14) obtenemos que

B(0) = % h(0) x B'(0) = e;.

En consecuencia, B(t) = a(t)(e1). Entonces B'(t) = [a(t)((Z + A)ey)|T v B'(0) = bes.
Ademas, usando ([2.14)) y los célculos previos, se sigue que N(0) = e3. Con lo cual, por

(2.15) la curvatura y la torsién de h son iguales a
(2.16) k=1/a, 71=—b/a.

La afirmacién sobre el signo de la torsién es inmediata a partir del Lema b)y
. Luego, el teorema queda probado en este caso particular.

Ahora, sea o una geodésica magnética con o(0) = [y] y velocidad inicial de norma no
nula. Como G actia transitivamente sobre L, existe una isometria g tal que g - [y] =
[7o]. Por lo cual, la geodésica magnética g - o también tiene velocidad inicial de norma
no nula y g - o(0) = [y,]. Por Lema [2.13|b), si d(¢ o m)Z(x, y) es la velocidad inicial de
g - o, tenemos que los vectores {x,y} son linealmente independientes. Luego, por Lema
a), existe h € H, tal que Ad(h)Z(z,y) = Z(aey, bey), con a > 0y b # 0. Como

d

z| (hog)-o(t)=d(¢or)(Ad(h)Z(z,y)),

la curva (h o g) - o es una geodésica magnética del tipo estudiado arriba. Por lo tanto,

o tiene la forma ([2.13)).

Reciprocamente, sea h una hélice en M, de curvatura k£ > 0, torsiéon no nula 7 y

rapidez 1/k. Sea {T, B, N} el marco de Frenet de h. Al ser M, una variedad simplemente
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conexa de curvatura constante, existe una isometria g de M, que preserva la orientacién
tal que g(h(0)) = eg y su diferencial en h (0) lleva B(0) a e, T(0) a e y N(0) a es.
Sea a = 1/k y b = —7/k. Tomemos, ademds, Z = Z(aey, bes) € p,.. Consideramos,
para cada t € R, «a(t) = expt(Z + A). Segun los calculos de la primera parte de la
prueba, ambas hélices tienen posicion inicial ey, curvatura k, torsion 7, rapidez 1/k y
el mismo marco de Frenet en t = 0. Con lo cual (goh)(t) = a(t)(ep). Entonces, si
llamamos B al campo binormal de g o h, tenemos que B(t) = d (a(t)) e1, para todo t.

Finalmente, como la curva [yg ] es una geodésica magnética en L, y

[’YB(t)] = ['ng—lé(t)] = gfl :

resulta que [yp(y)] también lo es. O

7. El borde asintotico del espacio hiperbdlico y la distribucién horosférica

Para estudiar las geodésicas nulas en £_; recordamos el concepto de borde imag-
inario del espacio hiperbdlico y estudiamos la distribucién horosférica en £_; y sus
propiedades. La teoria de la primera parte de esta seccién, y que presentamos sin de-
mostracién, fue extraida de [Ebe96].

Para simplificar la notacion, en lo que sigue omitiremos el subindice —1 cuando

hablemos del espacio de geodésicas y del grupo de isometrias del espacio hiperbdlico.

Definicién 2.16. Dos geodésicas de rapidez unitaria v y o de H? son asintéticas si
existe una constante positiva C' tal que d(y(s),o(s)) < C para todo s > 0. Dos vectores
unitarios v, w € T'H? son asintdticos si sus correspondientes geodésicas 7, v 7, tienen

esa propiedad.

La relacion de asintoticidad es una relacién de equivalencia en el conjunto de geodésicas

de rapidez unitaria de H? o en TH?.

Definicién 2.17. Un punto en el infinito de H? es una clase de equivalencia de geodésicas

asintéticas de HS.

El conjunto de todos los puntos en el infinito de H3 es denotado por H?(c0) y

se denomina borde asintético de H?. La clase de equivalencia de una geodésica v es
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denotada por (o), y la clase de equivalencia de la geodésica orientada en forma opuesta
a 7y es denotada por y(—o0).

Para cada p € H?, sea F, : T)H? — H?(c0) la aplicacién dada por Fy(v) = 7,(c0).
Como F), es una biyeccién, le damos a H?(co) la topologia copiada de Tle?’. Esta
topologfa no depende del punto elegido en H?. Ademds, como H? es un espacio simétrico
no compacto de rango 1 las estructuras diferenciables en H?(co) inducidas por F, no
dependen de p. Es decir, H?(co) admite una estructura diferenciable bien definida de

esta manera.

Observacién 2.18. Si g es una isometria de H?, entonces ¢ se extiende a un difeo-
morfismo de H?(c0): dado un punto x € H?(co) y una geodésica v tal que y(oco) = =
se define g(x) como la clase de asintoticidad de la geodésica g o «y. Como g preserva la

distancia se tiene que la extension asintética de g esta bien definida.

Proposicién 2.19. Sea v una geodésica de H3. Entonces para cada p € H? existe una

tinica geodésica de rapidez unitaria o de H? tal que a(0) = p y « es asintdtica a .

Si p es cualquier punto de H? y v es cualquier vector unitario en el tangente de H?,

entonces v(p) denota al tinico vector unitario en p que es asintético a v.

Definicién 2.20. Sea v € T'H?. La funcién de Busemann f, : H> — R se define por

fo(p) = lim d(p,7,(s)) — s.

s§——+00

Listamos ciertas propiedades basicas de esta funcién.

Proposicién 2.21. Sea v € T'H? y sea f, su correspondiente funcion de Busemann.

Entonces:

;4 00 3
» )
a) f, es una funcion C* y convera en H

b) grad f,(p) = —v(p).

c) Siw = v(p) para cierto p € H3, entonces f, — f., es una funcién constante en

H3.
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Definicién 2.22. Dado v € TplIHI3 se define

H(v) = {g e H’: f,(q) = O}.
Diremos que H(v) es la horosfera determinada por v.

Geométricamente, la horosfera H(v) es el limite de esferas métricas {S,,} en H* que

pasan por el punto pie de v cuando los centros {p,} de {S,} convergen a x = ,(c0).

Definicién 2.23. Un campo de Jacobi Y a lo largo de una geodésica v de H? se dice

estable (inestable) si existe una constante ¢ > 0 tal que
[Y(s)| <c V¥s>0 (Vs<0).

Los campos de Jacobi estables e inestables a lo largo de una geodésica v estan

relacionados con las horosferas H(v) y H(—v), donde v = 4(0).

Proposicién 2.24. Sea v € T)H* un vector tangente unitario. Si z : (—¢,e) — T'H?
es una curva C' tal que 2(0) = v y los vectores z(t) (respectivamente, —z(t)) son
asintdticos para todo t € (—¢,¢€), entonces el campo de Jacobi a lo largo de ~y, determina-
do por la variacion de geodésicas (s,t) — 7.1 (s) es estable (respectivamente, inestable).
Reciprocamente, todo campo de Jacobi a lo largo de 7y, estable (respectivamente, inestable)

es de esta forma.

Los campos de Jacobi ortogonales a 7, son de la forma
(2.17) J(s) =¢€U(s) + e *V(s),

donde U y V son campos paralelos a lo largo de 7, y ortogonales a 7,.

En lo que sigue, denotamos por 7 a la proyeccién canénica de TH? sobre H3.

Sean ¢* : L — H?(co) las funciones suaves definidas por ¢*[y] = (£ o) y sean
D* las distribuciones en £ dadas por D[j;] = Ker (dw[iy]).

Necesitamos relacionar las distribuciones D* con distribuciones £+ y £* en G y
T'H3, respectivamente.

Sean £7 las distribuciones en G invariantes a izquierda que en I € G estan definidas
por

Ef ={Z(u,Fu) €p|ueR?}.



36 2. EL FLUJO MAGNETICO

Como la accién canénica de G en THH? es transitiva, la proyeccién p : G — T1H3
dada por p(g) = dge,e1 es una submersién. Como dado v € T H? existe g € G tal que

p(g) = v, definimos:
E¥(v) = (dpE¥)(Plg)) = dpy(E7)-

Se tiene que £* determinan distribuciones bien definidas en T'H? que se denominan
distribuciones horosféricas en TTH?. Estas distribuciones tienen la siguiente propiedad:
sit+ v(t) es una curva en THH? que es tangente a la distribucién €% entonces 7 (v(t))

estd en una horosfera.

Lema 2.25. Sea Z € £F. Para cadat € R, sea v (s) = expt(Z+A)-7,(% s). Entonces

las geodésicas viE son asintdticas entre st para todo t € R.

PRUEBA. Sea J el campo de Jacobi asociado a la variacién por geodésicas t + 7.

Por el Lema J(0) = =J'(0). Con lo cual, por (2.17) se tiene que J(s) = e *U(s),

donde U es un campo paralelo a lo largo de v, y ortogonal a 7,. Luego, J serd un campo
estable. Es decir, existird ¢ > 0 tal que ||J(s)|| < ¢ Vs > 0.

Debemos probar que dados ty, t; € R con ty < t1, existe N > 0 tal que
d(%iy(5), 73 (s)) < N Vs> 0.
Por definicién de distancia, tenemos que para s fijo,

dt.

U517 5) < long (to. 1] 3 1 27(9) = [ || S

to

Para cada t € R, sea Ji(s) = 447°(s). Observemos que, para t # t', Jyi(s) =

d(expt'Z) Jy(s) y como expt'Z es una isometria tenemos que ||J;(s)|| = ||J(s)||. Luego,
t1 t1
|1l = [ 1) 1de < et~ o)
to to

para todo s > 0. Con lo cual, existe N = ¢(t; — ty) > 0 que acota la distancia entre
vio(s) v 7i5(s) para todo s > 0. Por lo tanto, ;- y 7;5 son asintéticas, como querfamos

probar. O
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Consideramos la proyecciéon p : T'H? — L, p (v) = [1.]. Sea DF la distribucién en
L p-relacionada con £* (bien definida). M4s especificamente, dada [y] € £y v € T'H?
tal que p(v) = [7] (existe v € T'H? por Proposicién [2.19)),

D) = dp, 5.

Recordemos que p : G — T'H? estd definida por p(g) = dge,e1 y observemos que
p(I) = (eg,e1) y pleo, e1) = [7,). Omitiremos, para abreviar, el punto pie de los vectores
tangentes de H? y escribiremos e; en lugar de (e, e1).

Queremos verificar que D* = D*. Un primer paso es la siguiente proposicién.

Proposicién 2.26. Sean D* la distribuciones en L definidas anteriormente. Entonces

Dp, ) = dpe,(EX).

PRUEBA. Sea Z € £F. Consideramos la curva en £ dada por a(t) = exptZ - [7,).
Como a(t) = p o p(exptZ), tenemos que «(0) = [y,] v &(0) = d(p o p);Z. Es decir,
&(0) € dp, (EF). Ademds,

d d
(2.18) | exptZ - v,(s) = —| expt(Z+ A)-7(s),
dt|, dt |,

pues ambos campos de Jacobi tienen las mismas condiciones iniciales. Luego, el Lema
m puede aplicarse a las geodésicas i (s) = exptZ - 7, (£s). Con lo cual, 1)* o v es
constante. Entonces (d¢®)p,,)(@(0)) = 0, es decir, ¢(0) € D[j;o].

Por otro lado, sea ¢ : T. H* — L, ¢ (v) = [y,], la subvariedad cuya imagen L.,
consiste de todas las geodésicas orientadas en H? que pasan por ey. Ademds, H? (c0)
es una variedad con la estructura diferenciable (bien definida) tal que F,, : T) H® —
H? (00) dada por F,, (v) = 7, (00) es un difeomorfismo. Luego, como 1/)+|£60 op=F,,
tenemos que (d@[)*)[%} es suryectiva. Ahora, (d@b*)[%} es también suryectiva pues )~

es la composicién de 1™ con el difeomorfismo de £ dado por [7] — [y~!]. Finalmente,

como dim DF dim DF

o] = ADEC tiene la igualdad. O

Proposicién 2.27. Las distribuciones DT y DT son G-invariantes.

PRUEBA. Como la accién de G en L es transitiva, para probar la proposicién basta

con verificar lo siguiente: dadas [y,] y [y] en £, si g es una isometria de £ tal que
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g [V =[] entonces
+ _ ot
(2.19) dg[%ﬂ)[%] = D[’Y]
y
N+ N+

+
[Yol

cién [2.26] existe Z € £F tal que v = d(p o p);Z. Por el Lema [2.25]y (2.18) se tiene que
I

las geodésicas v, = exptZ -, o bien las geodésicas orientadas en forma opuesta a las 4

Comencemos verificando ([2.19)). Para ello observemos que si v € Dy ,, por Proposi-

son asintéticas para todo t. Como g es isometria de H3, las curvas g-; o las orientadas
en forma opuesta a ellas también son geodésicas asintoticas para todo t. Con lo cual

¥*([g - v]) es constante para todo t. Esto implica que
di
i, V= (lg - )

y como %|0 [7:] = v se tiene que

dy=(dgp,v) = 0.

Es decir, dgj,,jv € D[“,—:O}. Con lo cual dghD]D[ijo} estd contenido en D[jf/]. Como Dﬁo] y Di}

tienen la misma dimensioén y dgp,,) es un isomorfismo, se tiene la validez de .
Para probar (2.20)), consideramos, para cada h € G, la aplicacién yy, : T'H? — T'H?

dada por py(w) = dhz@wyw y probemos las siguientes identidades:

L polp=ppop;

2. poup=nhop,
donde I es la multiplicacién a izquierda por h de G. Comencemos tomando k € G,
luego

poln(k) = p(hk) = d(hk)e,e1 = (dh)y(eq) (dk)eoe1 =
(dh)k(eo)P(k) = pn(P(K)) = pn © (k).

Con esto se ve la primera identidad. Tomemos ahora v € T'H?, entonces

poun(v) =ph-v) =[] = [k =h-[w=hop(),

con lo cual se tiene la identidad 2.
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Finalmente, como g - [’Yo] = ['Y] se tiene [7] = p(g . 61), por lo que
Dy = (dp)ge, dpy E; = (dp)ge, dpy (dly)r EF,

ya que £* es invariante a izquierda. Usando la primera identidad, y luego la segunda,

la ultima expresion es igual a

(dp)ger (dptger (dp)1 & = (dg)py,) (dp)e, (dP)r & = (dg)py) Df,)s

como queriamos probar. O
De las Proposiciones y se tiene lo siguiente:

Proposicién 2.28. Sean Dt y D* las distribuciones en L definidas anteriormente.

Entonces Dt = D*.
A las distribuciones D¥ las llamaremos distribuciones horosféricas en L.

8. Geodésicas magnéticas nulas de L,

Para la descripcién de las superficies regladas determinadas por geodésicas magnéti-
cas nulas de la variedad de geodésicas orientadas del espacio hiperbdlico es necesario
introducir la nociéon de cono con vértice en el infinito.

Aqui, como en la seccién anterior, omitimos el subindice —1 al referirnos a la variedad

de geodésicas orientadas del espacio hiperbdlico H?.

Conos con vértices en el infinito: Sea x € H3(c0) y sea v, € T'H? tal que v, (£0) € .
Sea t + v(t) una curva en T'H? tal que v(0) = +wv,, v(t) es asintdtico a +v, para todo
t € R y los puntos pies de v(t) recorren una circunferencia de curvatura geodésica +k
(con k > 0) y rapidez 1/k en la horosfera determinada por +v,. Bajo estas condiciones
decimos que la curva en £ dada por t — [vi, ()] describe un cono con vértice delantero
en x (para +) oun cono con vértice trasero en x (para —).

Estos conos pueden visualizarse mejor en el modelo del semi-espacio superior de H?
(en particular H® (00) = {z = 0} U {oo}): Sea ;" (s) = (% cos (t), £+ sen (t),e**). Una

curva o en L describe un cono con vértice delantero (respectivamente, trasero) en oo si

es S (2,C)-congruente a t — [y;"] (respectivamente, a ¢ — [, ]).
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Para el caso de las geodésicas nulas del espacio de rectas orientadas de R?, B.
Guilfoyle y W. Klingenberg encontraron que las superficies regladas de R? asociadas a
tales curvas son planos (ver [GKO05]).

A continuacion caracterizamos las superficies regladas determinas por las geodésicas

magnéticas nulas en L.

Teorema 2.29. Sea H? el espacio hiperbdlico y sea D* la distribucion horosférica en
L. Una geodésica magnética nula de £ describe en H? un cilindro, un cono con vértice
enp € H? o un cono con vértice en el infinito.

Mads precisamente, si o es una curva de L, entonces

a) o es una geodésica magnética nula con ¢(0) € Dj(o) si y solo si o describe un

cono con vértice en o(0)(£ 00);

b) o es una geodésica magnética nula con &(0) ¢ Df(o) si y solo si o es de la forma

(2.21) o(t) = [vaw);

donde B es el campo binormal de una hélice h de H? de curvatura k > 0, rapidez
1/k y torsion cero (en particular, h estd contenida en una superficie totalmente

geodésica S y B es normal a S y paralelo a lo largo de h), o es de la forma

(2.22) a(t) = [,

donde v es una curva de curvatura geodésica constante k > 0 y rapidez 1/k en

T, H?, para algin p € H?, para cierto k > 0.
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Teorema 2.30. Las superficies regladas asociadas a geodésicas magnéticas nulas de L,
para k= 0,1 se describen de manera andloga al teorema previo, excepto que el caso a)

es vacio. Ademds, para k = 1, una geodésica magnética nula tiene simultdineamente las

formas @21) y @22).

La palabra cilindro en el enunciado del Teorema[2.29se refiere a la superficie reglada
determinada por un campo paralelo a lo largo de una curva ¢ de curvatura geodésica
constante k contenida en una superficie totalmente geodésica en M, (y normal a ella),
como se explicé. Para k = —1, esta superficie reglada es difeomorfa a S x R si k| > 1;

en caso contrario es difeomorfa a un plano.

PRUEBA DEL TEOREMA a). Por el Lema b), tenemos que todo elemento
de DE

] ©8 nulo. Como G actia transitivamente sobre £ y por la G-invariancia de las

distribuciones horosféricas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que o(0) =
[70], con lo cual 6(0) € D[i%]. Por la Proposicién , existe Z € &F tal que ¢(0) =
(dp)e, (dp);Z. Luego, por el Teorema , o(t) =[expt(Z+ A) -7,

Asumimos que Z € &;7. Mostremos que o describe un cono con vértice delantero en
Yo(+00). De manera similar se prueba que si Z € £, , entonces o describe un cono con
vértice trasero en 7,(—00).

Consideramos las geodésicas 7; (s) = expt(Z + A) -7, (s) de H?. Como Z € &', por
el Lema[2.25] tenemos que las geodésicas v; son asintGticas entre sf para todo ¢. Luego,
v(t) = 4(0) es una curva en T'H? de vectores asintéticos a e;.

Sea c(t) = 7(v(t)) = expt(Z + A)(eg). Para ver que c¢(t) € H(ey) para todo t,

observamos que
(2.23)  Ta(el1)) = (e )oélt) = amad (). (1)
Como grad, (f,) = —v(p) tenemos que

grad ) (f.1) = —0(t) = —d (expt(Z + A)) er

Por otro lado,

¢(t) = d(exp t(Z + A))(Z + A)eg.
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Como exp t(Z+A) es una isometria y observando que (Z+ A)eg y €1 son perpendiculares
(Z € &}), se sigue que la expresién en esigual a —(ey, (Z+A)(e,)) = 0. Entonces,
fe(c(t)) = fe,(e0) = 0 para todo ¢, es decir, ¢(t) € H(ey) para todo t.

Ahora, como ¢ es la orbita por ey de un subgrupo monoparamétrico de isometrias
de G que preservan H(e;), su curvatura geodésica y rapidez son constantes. Si Z =
Z(u, —u) para cierto 0 # u € R?, obtenemos que la rapidez de c es |u|. Para cada v €
T'H? consideramos en H(v) la orientacién dada por — grad f,. La curvatura geodésica

de ¢ es entonces

k= (—grad,, (fe,),c(0) x &(0))/|uf’ = 1/]ul,

pues ¢(0) = (Z+A)egy & (0) = ((Z + A)? eO)T. Como para cadav € T'H?, H(v), con la
métrica inducida de H3, es isométrico a R?, tenemos que c(t) recorre una circunferencia
en H(ep) de curvatura geodésica k = 1/|u| > 0 y rapidez 1/k = |u].

Ademads, o(t) = [yy@)]. Asi, se satisfacen todas las condiciones para asegurar que o
describe un cono con vértice en v, (+00).

Reciprocamente, sea ¢ una curva en £ que describe un cono con vértice delantero
en el infinito. Como G actia transitivamente sobre el fibrado de marcos positivamente
orientados y cada elemento de G lleva horosferas en horosferas, preservando su ori-
entacién, podemos suponer que o(t) = [y,), donde v(t) es una curva en T'H? de
vectores asintéticos a v (0) = ey y ¢(t) = 7(v(¢)) es una curva de curvatura geodésica k
y rapidez 1/k en H(e;y) con ¢ (0) = tes, para algin k > 0. Sea Z = Z(1e1, —1€1) € &}

Definimos
c(t) =expt(Z +A)(ey) v v(t) =d(expt(Z + A)) (e1).

. _ s . 1
Arriba mostramos que ¢(t) es una curva de curvatura geodésica k y rapidez 1 en H(e1).

1

se2. Asi, obtenemos que ¢ = c¢. Y como

Mas aun, ¢(0) = eq y la velocidad inicial de ¢ es

ToU=CymTouv=c, entonces Tov =7 ow.
De acuerdo a lo probado en la primera parte de la demostracién, v y v son curvas de

vectores asintéticos a e;. Con lo cual, —0(t) = gradsu) (fe,) = —v(t). Por lo tanto, [y

es una geodésica magnética nula con velocidad inicial en la distribucién horosférica ya

que [yu] = o] = [expt(Z + A) - 7). O
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PRUEBA DEL TEOREMA b). Primero supongamos que o es una geodésica mag-
nética nula tal que o (0) = [v,] v ¢ (0) = d(¢ o m)Z(aer,0) ¢ D[“f/o}, con a > 0. La ex-
presion (2.21)) y la relacion entre la rapidez y la curvatura de h se obtienen de manera

andloga a la de la prueba del Teorema [2.11] Por (2.16)) sabemos que la torsion de h es

7= —b/a =0 (pues b =0). Con lo cual, h esta contenida en una superficie totalmente
geodésica S de H? y B es normal a S.

Ahora, supongamos que ¢ (0) = d(¢ o m)Z, donde Z = Z(0,bez) con b # 0.
Claramente, ¢ (0) ¢ D[“ffo}. Por el Teorema tenemos que o(t) = [a(t) - 7,], donde
a(t) = expt(Z + A). Como Z + A esta en el dlgebra de Lie del subgrupo de isotropia
de G en ey € H?, obtenemos que a(t) fija eg. Més atin, si v es la curva en T H* dada

por v(t) = d («a(t)) e1, entonces

O(t) = [Ot(t) ’ '70] = [71}(75)]7

ya que la velocidad inicial de la geodésica a(t) - v, es v(t), para cada t € R.
Ademds, como v es la 6rbita por e; de un subgrupo monoparamétrico (respecto de
la accién de G sobre T610H3 dada por la diferencial), entonces v tiene rapidez y curvatura

geodésica constantes en T, H® = §?. Simples calculos muestran que
#(0) = (0,0,b)" y (0) = (—b%, —b,0)".
Asi, la rapidez de v es |b| y su curvatura geodésica es

k= (v(0),(0) x 9(0))/[b* = 1/]b]

(consideramos la orientacién de la esfera dada por el campo normal unitario que apunta
hacia afuera). Luego, v es una curva en 7, eloH?’ de curvatura geodésica k > 0 y rapidez
1/k . En consecuencia, o tiene la forma ([2.22).

Sea o una geodésica magnética nula tal que o(0) = [y] y ¢(0) ¢ D[“TLY]. Como G
actua transitivamente sobre £ y por la G-invariancia de las distribuciones horosféricas,
podemos asumir que o(0) = [v,] v 7 (0) ¢ D[i%}. Sea Z = Z(z,y) € p tal que 6(0) =
d(¢ o m)Z. Por el Lema b), como la norma de la velocidad inicial de o es cero,

tenemos que z e y son linealmente dependientes, y como d(¢ o )7 ¢ D[fo}, tenemos

también que |z| # |y|. Ahora, las isometrias en el Lema b) llevan o a geodésicas
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magnéticas de los tipos particulares estudiados arriba. Luego, o tiene la forma o
la forma ([2.22)), como queriamos.

Reciprocamente, dada una hélice h en H?® de curvatura k, rapidez 1/k y torsién
7 =0, la prueba de que la expresién es una geodésica magnética es idéntica a la
prueba de la reciproca del Teorema[2.11] Como h tiene torsién cero, la velocidad inicial
de la geodésica magnética en no esta en las distribuciones D .

Ahora, sea v una curva en Tpl]H[?’ de curvatura geodésica k > 0 y rapidez 1/k. Sea
g la isometria de H? que preserva la orientacién tal que g(p) = ey, dg (v(0)) = e; y
dg (0(0)) = bes, para cierto b > 0. Luego, g-v es una curva en T, H* que tiene la misma
curvatura geodésica y la misma rapidez que v, y ademés b = 1/k. Sean Z = Z(0, bey),
a(t) = expt(Z+ A) y v(t) = d(a(t))e;. Como mostramos arriba, ¥ es una curva en
T, H? con 9(0) = g - v(0) y con la misma velocidad inicial y curvatura geodésica que
g - v. Por unicidad, tenemos que v = ¢ - v. Para finalizar la prueba observamos que
9wl = Dgow] = Daw] O

Concluimos esta seccién con la demostracién del Teorema 2,301

PRUEBA DEL TEOREMA [2.30. El Lema b) implica que el andlogo del Teorema
a) es vacio para los casos k = 0, 1. La prueba del hecho que toda curva ¢ en L,
es una geodésica magnética nula si y sélo si o tiene la forma 0 es similar
a la prueba del Teorema b).

Verificamos la tltima afirmacion del teorema. Sin pérdida de generalidad, consid-
eremos sélo geodésicas magnéticas que pasen por [y,] en t = 0. Observemos que si, en
particular, o es una geodésica magnética nula con velocidad inicial d(¢om)Z (aeq,0), con
a > 0, (es decir, o tiene la forma ), entonces por el Lema c) existe h € H; tal
que Ad(h)Z(ae,0) = Z(0, aez). Con lo cual, h - o es una geodésica magnética nula con
velocidad inicial d(¢ o 7)Z(0, aes), y por lo tanto tiene la forma (2.22)). Asi, o también

tiene esta forma. O

Una versién mas reducida de estos resultados se encontrara en [GS12b].



Capitulo 3

La estructura de contacto canodnica en el espacio de geodésicas

nulas orientadas de pseudoesferas y productos

Sea N una variedad pseudo-riemanniana tal que L£°(N), el espacio de todas sus
geodésicas nulas orientadas, es una variedad. B. Khesin and S. Tabachnikov introducen
una estructura de contacto canénica en L°(N) (generalizando la definicién dada por R.
Low en el caso lorentziano), y la estudian para el espacio pseudo-euclidiano. Continu-
amos en esa direccién para otros espacios.

Sea S*™ la pseudoesfera de signatura (k,m). Probamos que £°(S*™) es una var-
iedad y describimos geométricamente su distribucion de contacto candnica en términos
del espacio de geodésicas orientadas de una cierta hipersuperficie totalmente geodésica
degenerada en S¥™. Ademds, encontramos un contactomorfismo con una variedad de
contacto estandar, mas precisamente, el fibrado tangente unitario de una variedad
pseudo-riemanniana. También, expresamos en operador billar nulo en £°(S*™) aso-
ciado a algunas regiones simples en S*™ mediante el flujo geodésico de esferas.

Para N el producto pseudo-riemanniano de dos variedades riemannianas completas,
damos condiciones geométricas en los factores para que L°(N) sea una variedad y

exhibimos un contactomorfismo con una variedad de contacto més concreta.

1. Variedades de contacto

En esta seccién repasamos la definicién de variedad de contacto, que usaremos a lo
largo de este capitulo. Esta es una definicion en un sentido mas general que la dada en

[Bla02] y fue extraida de [Gei06].

Definicion 3.1. Sea M una variedad de dimension 2n + 1. Una estructura de contacto

en M es una distribucion D C T'M de dimensién 2n tal que si localmente D = Ker «,

45
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entonces la 1-forma « satisface
(3.1) a A (da)™ #0.
A D se la denomina distribucion de contacto y al par (M, D) variedad de contacto.

Se tiene que la distribucion D es maximalmente no integrable, es decir, la maxima
dimensién de una subvariedad integral de la distribucién de contacto D es n.

La condicion (3.1) es independiente de la eleccién de o y es de hecho una propiedad
de D: Cualquier otra 1-forma local que determine la misma distribuciéon de contacto en

M serfa de la forma Aa para una cierta funcién suave A : M — R~ {0} y se tiene que
(Aa) A (d(Aa))" = (Aa) A (Ada + dA A )" = X" a A (da)™ # 0.

Si existe una 1-forma « definida en M tal que D = Ker «, entonces a dicha 1-forma
la llamaremos forma de contacto. Se observa que en ese caso, o A (da)™ es una forma
de volumen en M; en particular, M es orientable.

Un primer ejemplo de variedad de contacto es el siguiente. En R?"*! con coordenadas

(X1, ooy iy Y1y -y Yn, 2), la 1-forma

o =dz — Zn:yidxi,
i=1

es una forma de contacto. En efecto, a A (da)” = ndz Adxy Ady; A ... Adx, A dy, # 0.

De la bibliografia tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2 (Darboux). Alrededor de cada punto de una variedad de contacto
(M?"1 D) eriste un sistema de coordenadas (U, (z1, ..., Tn, Y1, -, Yn, 2)) tal que

D = Kera en U, para
a=dz— Zyld:vl
i=1

Luego, dos variedades de contacto son indistinguibles localmente.

Definicién 3.3. Dos variedades de contacto (M, D;) y (Ms,Ds) se dicen contacto-
morfas si existe un difeomorfismo F' : M; — M tal que dF(D;) = Ds. Si D; = Ker o,
1 = 1,2, esto es equivalente a la existencia de una funcién nunca nula A : M; — R tal

que F*as = A\ay.
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Un ejemplo estandar de variedad de contacto es el fibrado tangente unitario de
una variedad pseudo-riemanniana M"*!. Por completitud de la exposicién damos la
demostracion de este hecho.

Sean : T'M — M la proyeccién canénica. Consideramos la 1-forma w en M definida

por

(3.2) wu(§) = (u, dmu8),

para u € T*M v £ € T, T*M. Esta 1-forma determina una estructura de contacto en
T'M. En efecto, sea u € T*M y sea {ey = u, ey, ..., ¢, } una base ortonormal de Ty M.

Consideramos el isomorfismo lineal
(3.3) Oy T,TM — TryM X TryM, ou(§) = (dmy&, K, §),

donde K, : T, TM — Ty, M es el operador de conexion.
Sean h; y v; en T,,T* M tales que

ou(hs) = (€;,0); i=0,...n

ou(vi) = (0,¢;); i=1,....,n.

Como T,T'M = {¢£ € T, TM | (K, &,u) = 0},
B = {hi}io U{vitis,

es base de T, T'M. Ademss, para X € TrwM e Y € ut, via @,, se tiene que
wu (1 (X,Y)) = (u, X). Asi, en la base dual de B, w, = h°.

Supongamos que M tiene signatura (p,n + 1 — p). Se calcula
(dw)u(py (X, Y), 0, (W, 2)) = (X, Z) — (W, Y),

donde X,Y € Th(yM y Z,W € ut (la prueba de dicha expresién sale tomando una
superficie parametrizada f : U C R? — T*M tal que f(0,0) = u, % 00 = e (X,Y)
y %‘(0 0= 01 (W, Z)). Luego, (dw), respecto de la base dual de la base canénica de

A?(T, T'M) asociada a B queda expresada de la siguiente manera

-1 n
(dw) :thi/\vi—Zhi/\vi.
i=1 i=p
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Finalmente, se ve que
(dw )™ = const. A" Av' A .. AR AU

Entonces

Wy A (dw )™ = const. RO A Y Avt A o AR AV £ 0,

como queriamos probar.

2. Espacios de geodésicas nulas orientadas

Sea N una variedad pseudo-riemanniana completa. Dos geodésicas nulas v y o de
N son equivalentes si existen A > 0y b € R tales que o(s) = y(As + b), para todo
s € R. Es decir, dos geodésicas nulas de N son equivalentes si tienen la misma trayec-
toria y orientacién. Llamamos L°(N) al conjunto de todas las clases de equivalencia de
geodésicas nulas orientadas de N.

Para u € T,N denotamos |[u|| = (u,u) y |u| = \/[{u, u)|. Parar = 0,1, sea T"N =
{u € TN |||u]| = r,u # 0}. Ademas, denotamos por 7, a la tnica geodésica de N cuya
velocidad inicial es u.

Para dar a £°(N) una estructura diferenciable, la identificamos con un cociente de

TYN. Primero, observamos que dadas dos geodésicas nulas v y o de N
v~ o siy sélosiexisten A >0y beR tales que 6(0) = Ay(b).
Por otro lado, sea A = Aff, (R) el grupo de Lie de transformaciones afines de R que
preservan orientacién y consideremos la accién a derecha de A en T°N definida de la
siguiente manera: siu € T°N y g € A,

(3.4) u-g = % Ovu(g(t))-

A partir de la observacion anterior, podemos identificar al conjunto de geodésicas
nulas orientadas de N con el espacio de drbitas de dicha accién, es decir, LO(N) =~
T°N/A.

Ademds, si esta accién es libre y propia, entonces LO(N) ~ TN/ A es una variedad
diferenciable de Hausdorff tal que la proyeccién canénica IT : T°N — L°(N) es una

submersién (ver por ejemplo Proposicién 2.3.8 de [OR04]).
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Por abuso de notacién, decimos que £°(N) es una variedad si admite una estructura
diferenciable (no necesariamente Hausdorff) tal que la proyeccion IT : T°N — LO(N),

[T(u) = [v,], es una submersién suave.

3. La distribucién de contacto candnica en L°(N)

Presentamos la definicién de la distribucién de contacto canénica dada por Khesin
y Tabachnikov en [KT09|. Sea N una variedad pseudo-riemanniana, sea 7 : TN — N
la proyeccién candnica y para r = 0,1 sea ¢ : T"N — TN la inclusién. Sean 6 y « las

1-formas candnicas en T'N y T" N respectivamente, es decir, parau € TN y € € T, TN,

Notar que, para el caso r = 1, la 1-forma « es exactamente la forma de contacto w

definida en (3.2)).

Definicién 3.4. [KT09, Low01] Sea N una variedad pseudo-riemanniana tal que
L°(N) es una variedad. La distribucién de contacto canénica D en L°(N) estd bien

definida por
(36) DH(u) - dHu(Ker au)7
para cada u € T'N.

Observamos que la forma de contacto en T°N no baja a L°(N) pero si lo hace la
distribucion de contacto Ker a.

Aqui, la estructura de contacto candnica es presentada siguiendo el enfoque de
[Low01], en una manera ligeramente diferente a la dada en el articulo [KT09] de
Khesin y Tabachnikov (ellos la definen en dos pasos via el espacio de geodésicas nulas
escaladas, obteniendo al mismo tiempo una simplectificacién de L°(N)).

Por completitud de la exposicion damos una prueba de la buena definicién de D en
el caso que nos interesa. Es decir, en el caso que N es una variedad pseudo-riemanniana

completa tal que A actia en forma libre y propia sobre T°N.
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Con estas hipotesis extras, para verificar la buena definicién de D es suficiente
mostrar que si g = (b,\) € R x R, = A entonces g*a = Aa, donde §(u) = u - g para
todo u € T°N.

Sean u € TN y £ € T, T°N. Tomemos una curva u(t) en T°N tal que u(0) = u y
u'(0) = €. En particular,

Yu() (A8 4 b) = XMy (D).
0

ut) =

Calculamos

d

(77 )ul(&) = (9(u), dmge)(dGul) ) = (Nu(b), —

0 Yy (D)) = AAu(b), (D)),

donde J es el campo de Jacobi a lo largo de ~, definido por

d

J(s) = pr

Yu(t) (S)-
0

De la misma manera, a, (&) = (%,(0), J(0)). Luego, es suficiente probar que

(Fu(s), J(s)) no depende de s. En efecto, para todo s € R

<’.7U(t)(8)7/yu(t)(8)> = <u(t)7 u(t» =0,
pues u(t) € T'N. Luego,

0=2(g|o Yuw(s), 7u(s)) = 2(F o (s), 7uls))

= 2(J(s), 4u(s)) = 2 £ (T(5), uls))-

Asi, obtenemos que g*a = A\ «, como queriamos verificar.

4. La estructura de contacto canénica en £°(S%™)

Sea R*¥+1™ ¢] espacio pseudo-euclidiano de signatura (k+1,m), es decir, R*! x R™
munido del producto interno cuya norma estd dada por ||(u,v)|| = |u|* — |v|? (aqui, ||
denota la norma del producto interno canénico del espacio euclideo). La pseudoesfera

de radio 1 en R¥+1™ ge define por

Sk = {(u,0) € R¥L™ fuf? — [uf? = 1},
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la cual es una hipersuperficie de R¥*1™ con métrica inducida de signatura (k,m) y
difeomorfa a S*¥ x R™. Las geodésicas nulas de S*™ son lineas rectas en R¥*1™ con
velocidad inicial en T°S%™,

El siguiente resultado esta motivado por el hecho que los fibrados tangentes unitarios
de variedades pseudo-riemannianas estan entre los ejemplos estandar de variedades de
contacto (cuya forma de contacto es la dada en como se vio en la Seccién [1).

Sea S_’j x S™~1 ]a variedad S* x S™ ! con la métrica pseudo-riemanniana tal que

para cada (2,y) € Tiuw (S* x S™7Y), ||(z,y)]| = |=> — |y|*.

Teorema 3.5. El conjunto L°(S*™) es una variedad, y si se consideran en L°(S%™)

y TH(S* x S™71) las estructuras de contacto candnicas, entonces la aplicacion
F:THSE x Sm7h) — £2(S5™),  F((u,v), (2,y)) = [,
con y(t) = (z,y) + t(u,v), es un contactomorfismo.

PRUEBA. Primero probemos que £°(S*¥™) es una variedad. Por lo expuesto anteri-
ormente, como un calculo directo muestra que la accién de A sobre T°S*™ es claramente
libre, es suficiente verificar que la accién es propia. Entonces, sea (p,,u,) una sucesién
que converge a (p,u) en TOS*™ y sea (s,,\,) una sucesién en R x R, = A tal que
(Dns Un) * (8ns An) converge a (q,v) en T°S¥™ Tenemos que mostrar que existe una sub-
sucesion convergente de (s, \,) en A. Los puntos pie p, convergen a p en S¥™ y como
las geodésicas nulas en S®™ son lineas rectas, para cada n € N, (p,,u,) * (Sn, \n) =
(Pn + Spln, Anuy,). Con lo cual, por hipétesis, A u, — vy p, + Spu, — ¢. Considerando

el producto interno canénico (,) en R¥1™ como u # 0, obtenemos que
Ao = (vou)/[ul* vy sa = (g —pyu)/|ul”.

Ahora, verificamos que F' es un difeomorfismo. La aplicacion esta bien definida pues

dado (z,y) € T(lu,u)(Si x S™~1), tenemos que
(3.7) ul* = 1=, (w2)=0={(v,9) y [af'—[y? =1

Entonces, (I, y) < Sk’ma (u7 U) € (I»y)J— = T(z,y)Sk7m7 ||(u7 U)H =0 yte— ((L’,y) + t(u7 U)
es una geodésica nula en S*™. Asi, F((u,v), (z,y)) € LO(SH™).
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Se tiene que F' es suave pues todos los espacios involucrados son (cocientes de)
subvariedades embebidas de E = RktIFm 5 RE+HAm v g B 5 B g((u,v), (z,y)) =
((x,y), (u,v)), es obviamente suave y desciende a F'.

Por otro lado, si 7 es una geodésica nula en S*™, entonces v(t) = (z,y) + t(u,v)

con (z,y) € S¥™ 0 # (u,v) L (z,y) en R¥1™ v |y|2 — |v]? = 0. Luego, tenemos que

(3.8) F7H([]) = (Jul ™ (w,0), (2,y) = Jul (2, u)(u, v)) |

y ademas es una aplicacién suave.

Finalmente, probemos que F es un contactomorfismo, es decir dF (Kerw) = D,
donde D esta definida en y w es la forma de contacto canénica en T'(S* x $™71)
como en ((3.2)).

Sea p: TH(Sk x Sy — S x S™~1 la proyeccién canénica y sea
f:T 1(5_’i x 8™y — TOGkm ]a restriccién de la aplicacién g definida arriba. Sean

U= ((u,v),(z,y)) € T(S* x S™ 1) y ¢ € Kerwy. Como el diagrama

Tl(g_kF % 5'7_71—1) 5. 70 gk

CO (Sk,m)

conmuta, sélo tenemos que verificar que dfy § € Ker o). Para ello, sea t — (c(t), 2(1))
una curva en T (S* x ™) tal que ¢(0) = (u,v), 2(0) = (z,y) y de velocidad inicial £.

Por definicién de w, tenemos que

0 =wy(§) = {dpu €, 2(0)) = {c'(0), 2(0)).

Como (z(t),c(t)) = f(c(t), 2(t)) € T°S*™ se sigue que c(t) L z(t) en R¥1™ para
todo t. Con lo cual,

d

0= g5 (elt):2(0) = (e'(0),2(0)) + (c(0), /(0

Entonces,

ayw) (dfv §) = (drsw) (dfv §), ¢(0)) = (d(m o flu &, c(0)) = (27(0),¢(0)) = 0.
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En consecuencia, dFy { € Dp@) y como ambas distribuciones de contacto tienen la

misma dimension, resultan iguales. U

La siguiente proposicién es un analogo de la Proposicién 2.6 (1) de [K'T'09] y en ella
describimos geométricamente la distribucién de contacto canénica en £°(S*™) en térmi-
nos del espacio de geodésicas orientadas de una hipersuperficie totalmente geodésica

degenerada en SF™,

Proposicién 3.6. Sea(t) = p+tu una geodésica nula en S*™. Sea H la hipersuperficie
degenerada totalmente geodésica de S*™ que contiene a la imagen de v dada por H =
ut N SE™ y sea L(H) el espacio de geodésicas orientadas de H. Si D es la distribucion

de contacto candnica en LO(S*™), entonces, a nivel infinitesimal,
Dy = Tiy L(H).

PRUEBA. La afirmacién se debe entender en el siguiente sentido (no aborda la
cuestion si L(H) es una variedad): Dado X = dIlIy(§) € D}, (recordamos que D
estd definida en (3.6))), existe una variaciéon por geodésicas contenidas en H cuyo cam-
po de Jacobi a lo largo de v satisface J(0) = dm,£ y J'(0) = K, ¢ (aqui K, : T, T°SH™ —
T, ﬂ(u)S’“m es el operador de conexién).

Especificamente, como ¢ € Kera, C T,7°S®™ tenemos que (dm,&u) = 0 =
(Ky& u) y esto implica que dm,§, K,§ € TrwH. Sea ¢ una curva en H tal que
c(0) =7(u) y ¢'(0) = dm,& y consideremos

s u(s) =15 (u+ sK, &),

donde 7 denota el transporte paralelo a lo largo de ¢ desde 0 a s. Como H es totalmente
geodésica y u + sK, § € Ty H para todo s € R, obtenemos que v(s) € Ty H y la
imagen de 7,(s) estd contenida en H para cada s (ver por ejemplo [O’N83| pag. 125]).

Ademas, como
D

= d —
v(0) =u an =

v(s) = Ku¢,
0

entonces el campo de Jacobi J(t) = P
s
requeridas. Il

Yu(s)(t) a lo largo de v tiene las propiedades
0
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5. Billares

Recordemos la definicién del operador billar nulo (ver Seccién 3 de [KT09]) en un
caso especial. Sea N una variedad pseudo-riemanniana completa y sea R una regién en
N con borde suave y no degenerado M. Adicionalmente requerimos que toda geodésica
nula vy que interseque el interior de R satisfaga que y(R) N R = v([to, t1]). Llamamos
£ C L°(N) al conjunto de todas las geodésicas nulas orientadas que intersecan el interior
de R.

Sea v una geodésica nula de N tal que [y] € £. Descomponemos %(t;) en sus
componentes tangencial y normal, es decir, 4(t1) = v’ 4+ u* con v’ € T, /\M y u* €

T, M)*. El operador billar nulo B est4 bien definido de la siguiente manera:
v(t1)
B:2—¢ B(]) =, con w=u" —u.

Una representacion grafica del billar riemanniano es la siguiente:

Como en el caso pseudo-euclidiano [KT09], el operador billar nulo preserva la es-

tructura de contacto en L°(NV). Por completitud, incluimos este hecho como proposicion.

Proposicién 3.7. Si N es una variedad pseudo-riemanniana completa tal que LO(N)
es una variedad y R es una region en N como arriba, entonces la estructura de contacto

candnica en LO(N) es preservada por B.

PRUEBA. Sean / € £ y X € D,. Por definicién de L°(N) podemos tomar u € T°N
tal que II(u) = ¢ y w(u) € M. Por otro lado, existe n € Kerq, tal que d1l,n = X.
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Como TN = Ru + Ty, M, entonces dm,n = Au+ v, con v € Tr(yM y A € R. Sea
©, €l isomorfismo lineal dado en . Luego, & = ¢, ' (v, K,n) € Kera, y es tal que
dll,§ = X y dm,§ € TryM. Sea ¢ una curva en M con velocidad inicial dm,§. Como
|0y €8 una submersion, existe una curva t — u(t) en T°N tal que u(0) = u, v/(0) = ¢

y m(u(t)) = c(t). Asi,
(3.9) 0 = au(§) = (u(0), dru)u'(0)) = (u(0),c’(0)).

Descomponemos u(t) = v (¢) + u(¢), donde v’ (t) € T.yM y ut(t) € (TopM)*

(recordamos que se supone que M es no degenerada). Tomando £(t) = I1(u(t)), tenemos

ngX:i

d
= B = -

0 = L () = ut (1)),

0

Observamos que m(u”(t) — ut(t)) = ¢(t). Entonces, para ver que dB; X € Dpy,

solo tenemos que verificar que
(3.10) (u™(0) — u*(0),¢’(0)) = 0.

Pero, por (3.9) y el hecho que ¢’(0) € T, )M, obtenemos que (u’(0),¢’(0)) =0, y esto
implica que (3.10) se cumple.

Finalmente, como D tiene dimensién constante y dB, es no singular, se sigue que

dB; Dy = D). O

Khesin y Tabachnikov en [KT09| estudian la dindmica del operar billar nulo para
el espacio pseudo-euclidiano. Nosotros estudiamos el operador billar nulo asociado a las
siguientes regiones sencillas en la pseudoesfera.

Para ¢ > 0, sea R, la regién en S*™ dada por
R. = {(u,v) € S | o] < c},

con borde M. = {(u,v) € S¥™||v| = ¢}, el cual es no degenerado pues V(u,v) =
(cPu, (1 4+ ¢*)v) es un campo normal de tipo temporal que apunta hacia afuera.

Consideramos la aplicacion

i THSE x 8™ 5 TSE < TS™ 1, i((u,v), (z,9) = (v, 2), (v,9))-
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Como antes, llamamos £ al conjunto de todas las geodésicas nulas orientadas en S*™
que intersecan el interior de R, y denotamos L =io F~1(£) C TS* x TS™! donde F

es el contactomorfismo del Teorema [3.5] Tenemos el siguiente diagrama

e

e £oskmy B opelg) c TY(SE x SmY A L
B) |5

g LSt T P C TS xS L

A continuacion expresamos el operador B en términos de flujos geodésicos de esferas.

Sean ¢ y 1 los flujos geodésicos de S¥ y S™1, respectivamente.

Proposicién 3.8. Sea B : L — L el conjugado del operador billar nulo en £ por la

aplicacion i o F~1. Entonces,

(3.11) B((u, ), (v,9)) = (|z] @20, (u, z/|21), [yl vas, (v, y/ly]),
donde 0,, 0, € (—7,0] son tales que |r|tanf, = —/c? — |y|? = |y|tan6,.

PRUEBA. Sea ((u,z), (v,y)) € L. Usando 1) encontramos que t; = y/c? — |y|? es

como en la definicién del operador billar nulo. Luego, tenemos que F'((u,v),(x,y)) =
(7] con v(t) = (z,y) + t(u,v) y podemos descomponer el vector (u,v) en sus partes

tangencial y normal en v(¢;). En efecto,

1 1
(100" = (1l ), (e~ o)

y (u,v)*+ = (1i —— (tiu+ ), b (t1v+y)).

Entonces, por definicion de B y usando la expresién para la inversa de F' dada en

B3), obtenemos que B((u,z), (v,9)) = ((u’,2"), (v",y")), donde

1+ 1+¢ ]:c| A |z

= |JZ| 26, (U’v J}/|l’|),
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con 0, tal que tanf, = —t,/|z|, y

con (P =8 2yl y 2tilyl WP -t y
(U 'Y ) - ( 02 v C2 |y|7’y| 02 v+ CQ |y|

= |yl 920, (v, y/lyl),

con 6, tal que tanf, = —t1/|y|. O

Corolario 3.9. (Caso lorentziano) Sea B el conjugado del operador billar nulo en

LO(S*Y) por las identificaciones LO(S*F1) = T (S* x S%) ~ T1S* x {—1,1}, entonces

B((U,ZL‘),€) = (90 —2arctan(c)(u7 CL’), _5)7

donde w € S*, v Lu ye==+1.

6. La estructura de contacto canénica en L°(M, x N_)

Sean M y N variedades riemannianas completas. Sea M, x N_ la variedad M x N
con la métrica pseudo-riemanniana cuya norma esté definida por ||(u,v)|| = |ul%; — |[v|%,
para cada (u,v) € Tip g (M x N)y (p,q) € M x N.

Sea L(M) el espacio de geodésicas orientadas de M, es decir, el cociente de T'M
por la accién de R en él determinada por el flujo geodésico de M.

Llamamos py, ps a las proyecciones de £L(M) x T* N sobre el primer y segundo factor,
respectivamente, y sean ay y s las 1-formas canénicas en T M y TN, respectivamente,
definidas como en (3.5]).

Determinamos condiciones sobre M y N para que el conjunto de geodésicas nulas
orientadas de M, x N_ sea una variedad. Ademads, encontramos un contactomorfismo
entre L%(M, x N_) munida de su estructura de contacto canénica y una variedad de

contacto mas concreta.

Teorema 3.10. Sean M y N wvariedades riemannianas completas tales que el flujo
geodésico de M es libre y propio. Entonces, LO(M, x N_) es una variedad. Supongamos
adicionalmente que existe una seccion global suave S : L(M) — T'M. Entonces 05 =

piS*ay — phay es una forma de contacto en L(M) x T'N y la aplicacion

G:L(M)xT'N = LO(M;y x N_),  G(£,v) = [(vs(0), )]
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es un contactomorfismo, donde LO(M, x N_) estd munida de su estructura de contacto

canonica.

PRUEBA. En primer lugar, notemos que £(M) = T*M/R es una variedad pues el
flujo geodésico de M es libre y propio. Ahora, £L°(M, x N_) es también una variedad
pues la accién a derecha de A en T°(M, x N_) definida en (3.4)) resulta ser libre y propia.
En efecto, la accion es libre debido a que las geodésicas tienen rapidez constante y el
flujo geodésico de M es libre. Por otro lado, dada una sucesién (u,,v,) que converge
a (u,v) en T°(M, x N_) y una sucesién (s,,\,) en R x R, = A tal que la sucesién
(Uns V3) * (Sns An) = (A, (80), AnYa, (85)) converge a (z,w) en T°(M, x N_), entonces
tenemos que

MYu, (Sn) = 2y U, —u

en T'M. Por lo tanto,

MV (S)l = 12 Y | Fun (80)] = |u] # 0,

con lo cual \, — |z|/|u|. Ademés,

;Yun/lun\(lunbn) = ‘unl_l 7un(5n) y ’Yun(sn) = )‘7;10‘71 Vun(sn)) - ’ulz/|z‘
Entonces
ﬁun/\un|(|un|SN) — 2/|z|

en T'M. Como la sucesién u,/|u,| converge a u/|u| en T'M y el flujo geodésico de
M es propio, existe una subsucesion |u,;|s,, que converge a algin s en R. Entonces,
(8n;, An;) = (s/]ul, |2]/|u]) en A, y asi la accién es propia.

Para verificar que (L£(M) x T'N,Kerfs) es una variedad de contacto veamos que
G es un difeomorfismo tal que dG(Kerg) = D, donde D es la distribucién de contacto
definida en (3.6)).

Sea h: T'M xT*N — T°(M, x N_) la inclusién canénica. Como G = IToho(S xid)
y cada una de estas aplicaciones es suave, obtenemos que G es suave.

Sea my @ T'M — L(M) la proyeccién canénica. Bajo las hipétesis en el flujo
geodésico de M, (T*M, 7y, L(M)) es un R-fibrado principal (ver por ejemplo [OR04,

Proposition 2.3.8 (iii)]). Con lo cual, existe una aplicacién suave z : T*M — R tal que
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S(ma(u)) = Au(x(u)). Entonces, si v y o son geodésicas en M y N, respectivamente,

tales que [(v,0)] € L2%(M, x N_), tenemos que
G LMy x N2) = LIM) x TN, G7H([(v,0)]) = ([l o ( (),

donde u = ¥(0)/|7(0)| € T*M y v = 5(0)/|5(0)] € T*N. Como G~ o 7y, es suave y
7 s una submersion, se sigue que G~! es una aplicacién suave. Por lo tanto, G es un
difeomorfismo.

Finalmente, comprobamos que dG(Ker fg) = D. Para ello, sea p = (¢,v) € L(M) x
T'N y tomemos (§,7) € Ker (0s),. Sea t — (¢;,v;) una curva en L(M) x T*N tal que
(Lo, v0) =py (Ly,v5) = (&§m). Como G(4,vy) = I1(S(¢;),v:), entonces

d d
dG,(&,m) = T Gy, v) = d 1500 7 (S(ly), vy).
0 0

Por definicién de D, sélo tenemos que verificar que X = %‘0 (S(y),vy) € Ker ayge),0)-
Si llamamos 7! : T*M — M y 72 : T*'N — N a las proyecciones canénicas, tenemos

que
A5 X = (dmspy(dSe€), dm?(n)).

Entonces,

asom(X) = ((8(6),v), dr(s@)nX)
= (S(0), dmg)(dSe))m — (v, dmy(n)) n
= (S"a1)e(§) — (az)u(n)
= (piS" a1 — p3az) s (€ m)

= (Bs)yls.m) =0.

Con lo cual, dG,(&,m) € Degp. Al tener ambas distribuciones la misma dimensién,
obtenemos su igualdad. En consecuencia, como D es una distribucién de contacto, fg

es una forma de contacto en L(M) x T*N y G es un contactomorfismo. U

Ejemplo 3.11. Escribiendo a R™" = R x R* se tiene que L°(R™*) ~ L(R") x T'RF ~
TS 1 xR* x S*~1. La Proposicién 2.6 (2) en [K'T09] da otra presentacién de L£°(R™F),

en términos de 1-jets, la cual tiene la ventaja de ser natural.
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Ejemplo 3.12. Si M es o bien una variedad de Hadamard o el paraboloide de re-
volucion {(x,y,2? + y?) | x,y € R}, entonces L(M) es una variedad y tiene una seccién
suave en T M. Luego, se satisfacen las hipétesis del Teorema .

Supongamos primero que M es una variedad de Hadamard. El flujo geodésico de
M es libre pues la exponencial es un difeomorfismo en cada punto. Ademas, dada
una sucesion (p,,v,) que converge a (p,v) en T'M y una sucesién ¢, en R tal que
(Yo (tn), Yo, (tn)) converge a (g, u), tenemos que d(pn, Vo, (tn)) = |tn|, pues las geodésicas
en M minimizan la distancia. Como la distancia es una funcién continua, se sigue que
ltn,] — d(p,q). Entonces la sucesion t, tiene una subsucesién convergente y el flujo
geodésico de M es propio. Luego, L(M) es una variedad.

Fijado p € M, sea H : T(T, M) — L(M) la aplicacién definida como sigue: Sean
u € Tle y © € T,M con ul x, entonces H(u,x) es la geodésica orientada con punto
inicial exp,(x) y velocidad inicial igual al transporte paralelo de u a lo largo de la
geodésica t + exp,(tx) entre t = 0y t = 1. La Proposicién 4.14 de [BLP96] afirma que
H es un difeomorfismo. Con lo cual, existe una seccién global S : L(M) — T'M que
asigna a cada geodésica orientada de rapidez unitaria de M su velocidad en el punto
mas cercano a p.

El caso en que M es el paraboloide de revolucién estéd probado en [GS12al.

Ejemplo 3.13. No existe una seccién S : £(S5?) — T*S?, de lo contrario existirfa un

campo de vectores nunca nulo en la 2-esfera ya que £(S?) = S2.

En el articulo [BLP96] no se incluyé la prueba del hecho que la aplicacién H
considerada en el ejemplo [3.12] es un difeomorfismo. Finalmente, por completitud de
la exposicién, damos la prueba para el caso en que la variedad de Hadamard es de
dimension 3.

Sea M una tal variedad. Fijemos un punto p € M y llamemos 5, = Tle . Se tiene
que

TS, ={(u,z) € S, x T,M | {u,z) = 0}.
Sea

H:TS,—»T'M,  H(u,z)=1,5u),
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donde 7., |§ denota el transporte paralelo a lo largo de =, entre 0y 1. Si mp : T'M —
L(M) es la proyeccién canénica, H = my; o H y claramente es una aplicacion suave.
Veamos que H es una biyeccion. Observemos que, como M es una variedad de Hadamard,
dada una geodésica v de rapidez unitaria de M existe t, € R en el cual se alcanza el
valor minimo de la distancia entre y(¢) y p (ver por ejemplo [Ebe96]). Sea d el valor de
dicha distancia minima. Ademas, existe una tnica geodésica o en M tal que o(0) =py
o(d) = v(t,). Se cumple que (5(d),(t,)) = 0 (ver [dC92| pag. 209, ejercicio 6]). Luego,
u = 1,|9(%(t,)) y * = 6(0) son tales que (u,z) € TS, y H'([7]) = (u,z), con H~! bien
definida en L(M).

Como T'S, y el espacio de geodésicas orientadas de M tienen la misma dimensién
y H es biyectiva, para probar que H es un difeomorfismo es suficiente verificar que su
diferencial en cada punto es inyectiva. Pero esto 1ltimo es equivalente a mostrar que
dﬁ(u@) esl:1lelm dﬁ(u,m) N Ker (dmar) fguqz) = 10}

El caso = 0 es sencillo de probar. Supongamos que x # 0. Sea & = z/|x| y sea

v € T,M tal que {u,Z,v} es una base ortonormal de 7,M. Tenemos que

{(07 ’1“1}), (Oa *%)7 (Ua O)a (_i'7 ’x‘u>}
es una base de T, ) (T'S,) y son velocidades iniciales de las siguientes curvas en T'S,:

) (u, (cost)x + (sent)|z|v)

) = (u,z+1tz)

) ((cost)u + (sent)v, x)

) ((cost)u — (sent)z, (cost)r + (sent)|z|u).

Sean ¢ = v,(1), U = H(u,z), V = 7, [§(v) y X = 7,_|3(&). Como U, V y X son el
transporte paralelo de una base ortonormal a lo largo de ~,, se tiene que {U,V, X} es
una base ortonormal de T, M.

Sea 7 : T'M — M la proyeccién candénica y sea py : T'S, x T, M — T,,M la proyeccién

sobre la segunda coordenada. Como 7o H = exp, opa, si

(AH )y (@ (0. [2]0) + b (0,8) + ¢ (v,0) + d (i, |2]u)) = 0.
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aplicando dm a ambos miembros, se tiene que
(dexp,).(alz|v + bt + d|z|u) = 0.

Y como (dexp,), es un isomorfismo y {u,Z,v} es un conjunto linealmente independi-
ente, a = b = d = 0. Por dltimo, un célculo muestra que ¢y ((dH )z (v,0)) = (0,V),
donde ¢y es el isomorfismo lineal definido en . Luego, ¢ (dH) () (v,0) = 0 implica
que ¢ = 0. Por lo tanto, (dH ), es inyectiva.

Para verificar que Im dH, ;) N Ker (dmyr)y = {0}, comencemos por observar que
Ker (dmas)us = span{ ], 3u(1)} y que gy (4], 30(1)) = (U.0). Supongamos que (U, Y) €

ou(ImdH, ). Entonces existirdn niimeros reales a, b, ¢ y d tales que
o (U,Y) = a(dH ) @) (0, |2|0)+b (dH ) (42 (0, &) +c (dH) (u2) (v, 0)+d (dH) (u.2) (— 2, |2 |0).
Calculando cada uno de esos términos, por un lado, tenemos que

U = al|z|(dexp,).(v) + bX + d|z|(dexp,).(u).

Como X = (dexp,).(Z), por el Lema de Gauss se tiene que (dexp,).(v) y (dexp,).(u)
no poseen componente en la direcciéon de X. Y al ser U y X ortogonales, se tiene
que b = 0, con lo cual U = (dexp,).(a|z|v + d|z|u). Por otro lado, sean r(t) =
(cost)x+ (sent)|xz|v y ry(t) = (cost)z + (sent)|z|u. Es decir, las segundas componentes
de c; y c4, respectivamente. Ambas curvas estdn en la esfera S, C T,M de radio |z|.

Tomando Yy = Z| 7, [6(u) e Ya= L| 7, [5(u), tenemos que
Y = aY; + eV +d(Ys — X).

Consideremos las superficies parametrizadas en 7),M definidas de la siguiente man-

era,

f(s,t) = |x|(cost)((cos s)Z + (sen s)v) + |x|(sent)u,

u(s,t) =u — (tant)((sen s)v — (cos s)T)

para s € [0,27) y t € (—7/2,7/2). Se tiene que u(s,t) y f(s,t) son ortogonales y que
f(s,t) € S|z, para todo s y .
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Ademis, sea U el campo que en los puntos exp,(f(s,t)) de la esfera geodésica

exp,,(S,|) esta definido por el transporte paralelo de u(s,t) a lo largo de vy desde 0
a 1. Como r(t) = f(0,t) y r4(t) = f(s,0), tenemos que

D
le = d_ u(expp(f(sa O))) — V(dexpp)z(‘xw)u’
Slo
D o
Yo = i (U(exp,(f(0,1))) + tan(t)7,, ., [o(2)) = Videxp,). (2l + X.
0

Con lo cual, Y = VyU + c¢V. Se tiene que (VyU, X) # 0, pues es bien conocido que
la segunda forma fundamental de las esferas geodésicas en una variedad de Hadamard
es no degenerada. Luego, Y # 0y (U,0) ¢ ¢y (ImdH,)). Finalmente, como ¢y es un

isomorfismo, se tiene que sélo el vector nulo esta en la mencionada interseccion.
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