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Resumen

Sea G un grupo finito no abeliano. Esta tesis trata acerca del problema de clasificaciéon de las
algebras de Hopf punteadas complejas de dimension finita H con grupo de elementos de tipo grupo
G(H) isomorfo a G. Los principales resultados aqui presentados forman parte de varios trabajos:
|AF1], [AF2|, |F|, [AF3| y |AFZ], estando los dos primeros ya publicados.

En esta tesis, se analizan criterios que permiten dar condiciones suficientes para que el dlgebra
de Nichols B(0, p) tenga dimension infinita estudiando subracks de O, donde O es una clase de
conjugaciéon de G' y p es una representacion irreducible de G, el centralizador de un elemento fijo
o en . Mas precisamente, se estudian criterios de dimension infinita mediante subracks abelianos
y se desarrollan criterios de dimensién infinita mediante subracks no abelianos.

Se utilizan estos criterios para cuando G pertenece a una de las siguientes familias de grupos no
abelianos: simétricos, alternados, diedrales y de Mathieu simples.

Cuando G es un grupo simétrico, se prueba que si O es una clase de conjugacién pura, en-
tonces o bien el dlgebra de Nichols B(O, p) es de dimension infinita, o bien la trenza del médulo
Yetter-Drinfeld M (O, p) es negativa. Ademas, si o € S, de tipo (1™1,2"2,...,m"™), O la clase de

—

conjugacion de o y p € SZ, son tales que dim B (0O, p) < oo, entonces ¢y, = —1 y:
(i) n; = 0, para todo j par, con j # 2% k> 1; (ii) nox = 0, 1 6 2, para todo k > 2; (iii) ng < 5.

También se determinan otras restricciones:

(a) siexiste j > 3 tal que nj > 1, entoncesng >1yng=0,6n1 =0yny=1062.

(b) sin; =0, 3 <j < m, entonces el tipo de o es (1"1,2!), con pg = X)) ® €0 xq) ®@sen, [ =1,
3, 5.

(c) si o es de tipo (272,4™ ..., (2F)"2*), entonces dim p = 1.

(d) si o es de tipo (1™,2"2,8"8), entonces ng = 0.

Para el caso en que G es un grupo alternado se obtiene que, salvo isomorfismos, las tnicas
algebras de Hopf punteadas complejas de dimension finita con grupo de elementos de tipo grupo
isomorfo a As 6 A7 son las algebras de grupo CAs 6 CAz, respectivamente. Ademas, se muestra
que si 0 € Ay, salvo el caso 0 = (123) 6 (132) en Ay, satisface que dim B(O,, p) < oo, entonces
oo = —1, y por lo tanto o debe tener orden par. También se obtiene, para el caso de los grupos
alternados Ay, Ag y Ag, una lista de pares (O, p) que dan lugar a M (O, p) de trenza negativa. Por
otro lado, se estudian algebras de Hopf punteadas sobre los grupos diedrales.



Cuando G es un grupo de Mathieu simple se prueba que o bien el algebra de Nichols B(O, p)
es de dimension infinita, o bien la trenza del médulo de Yetter-Drinfeld M (O, p) es negativa. Como
consecuencia de estos resultados se obtiene que si G ~ My 6 Myy, entonces el dlgebra de grupo de
G es (salvo isomorfismo) la tnica 4lgebra de Hopf punteada compleja de dimensién finita con grupo
de elementos de tipo grupo isomorfo a G. Para estos cinco grupos se determina que, salvo 7 de 1137
pares (O, p), dimB(O, p) = oco.

Finalmente, se dan algunas consideraciones acerca de dlgebras de Nichols sobre algebras de Hopf
semisimples: se muestra que si G(H) ~ Az, A7, Mas 6 Moy, entonces cualquier algebra de Hopf
punteada compleja de dimension finita con corradical isomorfo a (CG)”, con J un torcimiento, es
necesariamente isomorfa a (CG)”.

Palabras claves: algebras de Hopf punteadas, dlgebras de Nichols, racks.

2000 Mathematics Subject Classification: 16W30, 17B37



Abstract

Let G be a non-abelian finite group. This thesis is about the classification problem of finite-
dimensional complex pointed Hopf algebras H with group of group-like elements G(H ) isomorphic
to G. The main results that we present here are based on several articles: [AF1]|, [AF2], [F|, [AF3]
and |AFZ|, being the two first already published.

In this thesis, we analyze criteria that allow to give sufficient conditions in order that the Nichols
algebra B(0, p) is infinite-dimensional studying subracks of O, where O is a conjugacy class of G
and p is an irreducible representation of G?, the centralizer of a fixed element ¢ in O. Indeed, we
study infinite-dimensional criteria by means of abelian subracks and we develop infinite-dimensional
criteria by means of non-abelian subracks.

These criteria are used in the cases when G belongs to one of the following families of non-abelian
groups: symmetric, alternating, dihedral and Mathieu simple groups.

When G is a symmetric group, we prove that if O is an unmized conjugacy class, then either
the Nichols algebra B(0O, p) is infinite-dimensional, or the braiding of the Yetter-Drinfeld module
M(O, p) is negative. Furthermore, if o € S, of type (1™,2"2 ... m™"), O the conjugacy class of
oand p € S/i satisfy dim B (0, p) < oo, then ¢,, = —1 and:

(i) n; = 0, for all j even, with j # 2% k> 1; (i) nge = 0, 1 or 2, for all k > 2; (iii) ng < 5.

Also, we have other restrictions:

(a) if there exists j > 3 such that n; > 1, then ny > 1 and ng =0, or ny = 0 and ny =1 or 2.

(b) if n; =0, 3 < j < m, then the type of o is (1™,2!), with py = X ®€or xq ®@sgn, =1, 3,
5.

(c) if o is of type (272,4™, ..., (2F)"2*), then dimp = 1.

(d) if o is of type (1™,2"2,8"8), then ng = 0.

For the case when G is an alternating group, we obtain that, up to isomorphisms, the only
finite-dimensional complex pointed Hopf algebras with group-likes isomorphic to Az or A7 are the
group algebras CAj or CAy, respectively. Also, we show that if o € A,,, except the case o = (123)
or (132) in Ay, satisfies dim B(O,, p) < oo, then ¢,, = —1, and o has even order. In addition, we
have, for the cases of the alternating groups A4, Ag and Ag, a list of pairs (O, p) which give rise
to M (O, p) of negative braiding. On the other hand, we study pointed Hopf algebras over dihedral
groups.



When G is a Mathieu simple group we prove that either the Nichols algebra B(Q, p) is infinite-
dimensional, or the braiding of the Yetter-Drinfeld module M (Q, p) is negative. As a consequence of
our research, we have that if G ~ Mas or May, then the group algebra of G is (up to isomorphisms)
the only finite-dimensional complex pointed Hopf algebra with group-likes isomorphic to G. For
these five groups we determine that, up to 7 of 1137 pairs (O, p), dim*B(O, p) = cc.

Finally, we give some considerations about the Nichols algebras over semisimple Hopf algebras:
we show that if G(H) ~ As, A7, May or My, then any finite-dimensional complex pointed Hopf
algebra with coradical isomorphic to (CG)”7, with J a twist, is necessarily isomorphic to (CG)”.

Key words: pointed Hopf algebras, Nichols algebras, racks.
2000 Mathematics Subject Classification: 16W30, 17B37
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Introduccion

Generalidades

Las &lgebras de Hopf, introducidas en la década del 50, han sido estudiadas en primer lugar
en relaciéon con grupos algebraicos siendo especialmente eficientes en la descripcién de fendémenos
tipicos de caracteristica positiva. Mas adelante, fueron estudiadas como objetos de interés en si
mismos — ver por ejemplo [Sw].

Los grupos cuénticos, introducidos en 1986 por Drinfeld en su Conferencia [Dr|, forman una
clase particular de algebras de Hopf. Los mismos pueden ser presentados a partir de deformaciones
en un parametro de algebras universales de &lgebras de Lie o de 4lgebras de funciones regulares
de grupos algebraicos afines. También se las puede encontrar codificando la simetria de categorias
trenzadas, es decir, categorias munidas de un producto tensorial asociativo y conmutativo. El hecho
destacable aqui es que la transformaciéon de conmutatividad

c: VoW -WeV

no es involutiva. De esta forma, se los pueden encontrar en diversas areas relacionadas con la teoria
conforme de campos; por ejemplo, en invariantes de variedades topoldgicas de dimension baja.

En los tltimos veinte anos, los grupos cudnticos han atraido el interés de matemaéticos de distintas
areas. En particular, ha habido gran interés en problemas de clasificaciéon de &lgebras de Hopf —
ver por ejemplo [A]. También podemos citar las familias de édlgebras de Hopf de dimension finita
introdicidas por Lusztig en [L1, L2|, conocidas como nucleos de Frobenius-Lusztig.

La clasificacion de algebras de Hopf de dimension finita se encarrila por dos caminos diferentes:
las semisimples y las no semisimples. Los resultados conocidos hasta ahora ponen de relieve la
estrecha relacion entre las algebras de Hopf tanto con los grupos finitos como con las algebras de
Lie. Por un lado, los grupos finitos se relacionan estrechamente con las algebras de Hopf semisimples;
mientras que por otro lado, ejemplos como los nucleos de Frobenius-Lusztig muestran la interacciéon
de la teoria de Lie con la teoria de dlgebras de Hopf no semisimples. Una estrategia para estudiar el
caso no semisimple es considerar la posicion relativa del corradical, es decir, de la mayor subcoélgebra
cosemisimple. En efecto, en [AS1, AS4| se consider6 una subclase particular de las dlgebras de Hopf
no semisimples: las punteadas, donde el corradical es una subalgebra de Hopf semisimple, y se mostrd
que ciertas clases de ellas estan constituidas por variaciones de niicleos de Frobenius-Lusztig.

Las algebras de Hopf tienen importantes aplicaciones en matematica y en fisica matemética. En
efecto, las algebras de Hopf dan lugar a categorias tensoriales finitas en el sentido de [ENiO, EO]
mediante sus categorias de representaciones. De esta forma, por ejemplo, las algebras de Hopf
semisimples estan presentes de una manera fundamental en la teoria de campos conformes racionales.

vil
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Ademas, las algebras de Hopf no semisimples estan relacionadas a teorias de campos conformes
logaritmicos [Ga]. Es natural esperar que resultados de clasificacion sobre dlgebras de Hopf de
dimensioén finita tengan un impacto significante en aquellas areas. Por otra parte, nuevos ejemplos
pueden ser descubiertos en dichos estudios de clasificacién.

Las algebras de Hopf punteadas son una clase importante de algebras de Hopf que contiene a
las algebras envolventes de las algebras de Lie y a las correspondientes deformaciones cuénticas
de Drinfeld y Jimbo. La estrategia general para su clasificacion fue planteada por Andruskiewitsch
y Schneider quienes obtuvieron una serie de resultados generales y particulares a partir de ella
[AS1, AS2, AS3, AS4]. A la mencionada estrategia, que explicaremos mas adelante, se la conoce
como método del levante — ver el articulo panoramico [AS3|.

Presentacién del problema

Sea H un algebra de Hopf con comultiplicacion A. El conjunto
G(H)={g9eH-0:A(g) =g®g}

forma un grupo con la multiplicacién de H llamado el grupo de los elementos de tipo grupo de H.
El algebra de Hopf H es punteada si y solo si el corradical de H es el dlgebra de grupo de G(H).

Sea G un grupo finito. En el contexto anteriormente citado, un paso importante en la clasificacion
de las élgebras de Hopf complejas de dimension finita H con G(H) ~ G, es la determinacion de
todos los mddulos de Yetter-Drinfeld V sobre el dlgebra de grupo de G tales que el algebra de
Nichols B(V') es de dimension finita.

Cuando el grupo finito G es abeliano, esto equivale al estudio de las algebras de Nichols de
tipo diagonal. En este sentido, importantes avances se han logrado en los ultimos anos debido a N.
Andruskiewitsch, H.-J. Schneider, M. Grana e I. Heckenberger. La clasificacion de las algebras de
Nichols de dimensi6n finita sobre un grupo abeliano G sigue de [H4]|, con importantes resultados
parciales previos en [AS2, H1|. Esto conduce a substantiales resultados de clasificacion de las algebras
de Hopf punteadas H con G(H) abeliano. En [AS4], se clasifican las algebras de Hopf punteadas H
con G(H) abeliano, tales que los divisores primos del orden del grupo son mayores que 7, utilizando
aquellos resultados.

Por lo mencionado, la clasificacién de las dlgebras de Hopf punteadas complejas de dimensién
finita H con G(H) abeliano esta cerca de ser completada. Mientras que si G(H) es no abeliano,
poco es lo que se conoce [MS, AGnl, AGn2, Gnl, AZ, AF1, AF2, FrGnV, F, FrV, AFZ].

Para un grupo finito cualquiera G, los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre CG estan
parametrizados (salvo isomorfismos) por pares (O, p), donde O es una clase de conjugacion de Gy
p es una representacion irreducible del centralizador G* de un elemento fijo s € O. Se denotaré por
M(O, p) al modulo de Yetter-Drinfeld irreducible correspondiente al par (O, p) y por B(O, p) a su
algebra de Nichols.

Asi, el paso crucial para clasificar dlgebras de Hopf punteadas complejas de dimension finita H
con G(H) ~ G fijo, es determinar cuando el algebra de Nichols B(0O, p) de un modulo de Yetter-
Drinfeld irreducible M (O, p) sobre G es de dimensién finita.

En esta direccién, es natural comenzar por descartar moédulos de Yetter-Drinfeld irreducibles
sobre un grupo no abeliano finito que contienen un subespacio vectorial trenzado cuya algebra de
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Nichols es de dimensién infinita. Para ello, se trata de determinar los pares (O, p) para los cuales el
algebra de Nichols de M (O, p) tiene dimension infinita. Esta estrategia, sugerida inicialmente por
M. Grana [Gnl], consiste en: dado un par (O, p), encontrar un subespacio trenzado U de M (O, p),
verificar si la dimension del dlgebra de Nichols B (U) es infinita; si es asi, entonces dim B(0, p) = oc.
En sintesis:

Estrategia: dado (O, p), encontrar un subespacio trenzado U de M(O,p). Verificar
si la dimension del dlgebra de Nichols B(U) es infinita. Si es asi, entonces B(O, p)
también serd de dimension infinita.

Principales resultados obtenidos

La presente tesis se enmarca en el problema de clasificacion de las &lgebras de Hopf punteadas
complejas de dimension finita H, en el contexto del método del levante, donde los elementos de tipo
grupo G(H) forman un grupo no abeliano. Se trabajara sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado
de caracteristica cero que en la mayor parte de la tesis serd k = C.

Gran parte de esta tesis se encuentra en los trabajos [AF1], [AF2], [F], [AF3] y [AFZ].

En [AF1], se dan varios resultados parciales sobre la clasificacion de algebras de Hopf punteadas
complejas de dimensién finita cuyo corradical es el algebra de grupo de un grupo simétrico. Mas
precisamente, se prueba que si s es una permutacion pura en S,,, entonces B(Os, p) es de dimension
infinita o M (Qs, p) tiene trenza negativa.

En [AF2], se aplica la estrategia de eliminacion por medio de subracks abelianos a los grupos
alternados y diedrales. En el mismo, se muestra que cualquier algebra de Hopf punteada con trenza
infinitesimal asociada con la clase de conjugacién de un elemento o en A, es de dimension infinita
si el orden de o es impar excepto cuando 0 = (123) 6 0 = (123) en Ay y p = w, con w # 1 una
raiz tercera de la unidad. En particular, se clasifican las dlgebras de Hopf punteadas complejas de
dimension finita con corradical isomorfo a CAjs. El grupo alternado Ajs fue el primer grupo finito
no abeliano G para el cual se conocieron todas las élgebras de Hopf punteadas H con G(H) ~ G.
En dicho trabajo, también se estudian algebras de Hopf punteadas sobre los grupos diedrales,
dando condiciones necesarias sobre los moédulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre un grupo
diedral para que sus correspondientes dlgebras de Nichols sean de dimension finita. Ademaés, se
dan generalizaciones de [AZ, Lema 1.3], una herramienta bésica en [AZ, AF1], ver [AF2, Lemas 1.8,
1.9]. Un resultado similar aparece en [FrGnV, Corolario 2.2].

En [AF3|, se desarrollaron técnicas de eliminacién por medio de subracks no abelianos.

En [F], se aplico la estrategia de eliminacion por medio de subracks abelianos y no abelianos a los
grupos de Mathieu simples. Para ello se utilizo el sistema computacional de algebra discreta GAP
[Sch+]. En dicho articulo, se determiné que si G es un grupo de Mathieu simple, s € G, O; la clase
de conjugacion de s y p una representacion irreducible del centralizador de s, entonces, al igual que
en las anteriores familias de grupos, o bien el dlgebra de Nichols B(QOg, p) es de dimension infinita,
o bien la trenza del modulo de Yetter-Drinfeld M (Os, p) es negativa. En particular, se determiné
que no existen algebras de Hopf punteadas complejas de dimension finita con G(H) ~ My 6 Moy
salvo las dlgebras de grupo de May 6 Moy, respectivamente.

En el trabajo [AFZ], se avanza en el estudio de las algebras de Nichols de mo6dulos de Yetter-
Drinfeld sobre los grupos simétricos.



x INTRODUCCION

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1, damos definiciones y resultados
béasicos de la teoria de dlgebras de Hopf. Ademas, se introducen otras definiciones necesarias para la
tesis: espacio vectorial trenzado, médulo de Yetter-Drinfeld, etc. También se dan algunas nociones
categoricas bésicas para una mejor presentacion del concepto de algebra de Nichols y una mejor
exposiciéon del método del levante.

En el Capitulo 2, se explican las nociones elementales para entender la “estrategia de eliminacién”
por medio de subracks abelianos y no abelianos. También se define el concepto de trenza negativa
y se dan las herramientas basicas y los criterios de eliminaciéon que se usaran en los capitulos
subsiguientes.

En el Capitulo 3, se estudian las dlgebras de Hopf punteadas complejas con corradical el dlgebra
de grupo de un grupo simétrico. En el mismo, se muestra que si ¢ € S;, es un producto de ciclos
disjuntos de la misma longitud, O la clase de conjugacién de o y p una representacion irreducible
del centralizador de o, entonces o bien el algebra B(O, p) es de dimension infinita, o bien la trenza
del modulo de Yetter-Drinfeld M (O, p) es negativa. Més precisamente:

Teorema 1. Sea o € Sk, pura de tipo (k™) y p € g};f;

(A) Si k es impar, entonces dimB(O, p) = oo.
(B) Asumamos que k = 2.

(i) Sin es par, entonces dimB(O, p) = oo.

(ii) Supongamos que n es impar, n > 1. Si p = X(n) ® € 0 X(n) ® sgn, entonces la trenza es
negativa. En caso contrario, dim B(O, p) = co.

(C) Asumamos que k = 2r, con r > 1.

(i) Sin =1, entonces dim*B(O, p) = o0 si p = Xw, con w # —1, y la trenza es negativa si
P = Xw, CON w = —1.

(i) Asumamos quen > 1. Sidegp > 1, 6 sidegp =1y p(o) # —1, entonces dimB(O, p) =
00. Supongamos que degp =1y p(o) = —1. Si p = Xp..»r @ pu, con r par 6 impar, ¢ si

P = Xeye @, CONT par yc =5 0 %, entonces la trenza es negativa, donde p = € o

sgn; en caso contrario, dimB(O, p) = cc.

Miés aun, despues de aplicar los criterios de eliminacién mediante subracks no abelianos hemos
probado que:

Teorema 2. Sea o € S, de tipo (1",2"2 ... .m"™), O la clase de conjugacion de o y p € S/;ZL Si
dim B (0O, p) < oo, entonces ¢oe = —1 y:

(i) nj =0, para todo j par, con j # 2%, k > 1;
(ii) nor =0, 1 6 2, para todo k > 2;

(iii) ng < 5.
Mads atin,

(a) si existe j > 3 tal que n; > 1, entonces
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e >1yny=0;0

on1:0yn2:10’2;

(b) sinj=0,3<j<m, entonces el tipo de o es (1",2'), con py = X() ®€ 6 xq @sgn, [ =1,
3, 5.

(c) sio es de tipo (272,4™4 ... (2F)"2+) entonces dim p = 1;

(d) sio es de tipo (1™,2"2, 8"8)  entonces ng = 0.

En el Capitulo 4, se estudian las dlgebras de Hopf punteadas complejas con corradical el dlgebra
de grupo de un grupo alternado o diedral. Se prueba que cualquier &lgebra de Hopf punteada
compleja H de dimension finita con G(H) ~ Az 6 Ay, es isomorfa al dlgebra de grupo de As 6
A7, respectivamente. Ademaés, se prueba que dimB(O,, p) = oo, para cualquier o en A,, de orden
impar, excepto para 0 = (123) 6 0 = (132) en Ay y p = w, con w una raiz tercera de la unidad.

Teorema 3. Sean o0 € A, y p € K% Supongamos que o no es (123) ni (132) en Ay. Si
dimB(O,, p) < 00, entonces g,o = —1 y o tiene orden par.

Los cuatro casos restantes son particularmente interesantes; los mismos corresponden al rack
del “tetraedro” con cociclo constante w € Gs — 1. Las técnicas hasta ahora disponibles no proveen
informacién acerca de la dimension del algebra de Nichols correspondiente. También se obtiene,
para el caso de los grupos alternados Ay, Ag y Ag, una lista de pares (O, p) que dan lugar a M (O, p)
de trenza negativa — ver Tabla 1; los pares restantes satisfacen dim B (O, p) = co.

Clase de con_]ugacmn Centralizador Representac10n ‘

| | |
| Ay [ Op,0=(123)6 (132) | (o) ~Z/3 | o( —wg,w§ |
[ A¢ | Op, 0 = 12)(3456) \ (o) ~Z/4 | plo) = -1 |
’ Ag ‘ Oy, 0=(1234)(5678) ‘ no abeliano, [AZ| = 16 ‘ egrado 1 ‘

Tabla 1: Casos de trenza negativa en los grupos A4, Ag v Ag.

Finalmente, se estudian algebras de Hopf punteadas sobre los grupos diedrales. Resumimos
nuestras conclusiones para este caso en el siguiente enunciado.

Teorema 4. Sea M(O,p) el mddulo de Yetter-Drinfeld irreducible sobre CDy, correspondiente al
par (O, p). Supongamos que su dlgebra de Nichols B(O, p) es de dimension finita.

(a) Sim es impar, entonces (O, p) = (Oy,sgn), donde sgn € @, DI = (x) ~ Zs.

(b) Sim =2n es par, entonces (O, p) es una de las siguientes:

(1) (O

(i1) (Oyn, X/), donde 1 <h <m—1, htnywd =—1.
(113) (O, sgn @sgn) ¢ (O, sgn ®e), con sgn @ sgn, sgn e € ﬁ%, D = (x) ® (y") ~ Za X Zs.
(1)

Yy P), CON p E m tal que p(y™) = —1.

(Osy,sgn®@sgn) 6 (Ogy,sgn®e), con sgn®@sgn, sgn®e € DpY, Dyt = (zy) & (y") ~
Zg X ZQ.
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INTRODUCCION

| G | j |lsj|| Centralizador [ Representacién | dim M (O, p) |
My | 4| 4 | (z)~2Z/8, 2°=s4 vo(z) i=1i 990
ve(x) == —i
6 | 8 (s¢) ~7/8 X(=1) 990
718 (s7) ~7/8 X(=1) 990
[ M [13] 10 [ (s13) = Z/10 X(—1) \ 9504
M23 12 14 <812> ~ Z/14 X(,l) 728640
13| 14 (s13) =~ Z/14 X(-1) 728640

Tabla 2: Grupos de Mathieu simples: casos abiertos.

En los casos (i) y (ii) la dimension es finita. En los casos (iii) y (iv), la trenza es negativa.

En el Capitulo 5, aplicamos la estrategia de eliminacién por medio de subracks abelianos y no
abelianos a los grupos de Mathieu simples. Los resultados obtenidos se detallan en el siguiente

Teorema 5. Sea G un grupo de Mathieu simple: My, Mis, Moo, Mog 6 Moy, s € G, Oy la clase
de conjugacion de s y p € G5. Si dim B(Os, p) < 00, entonces (Os, p) es uno de los pares listados
en Table 2. En particular, las inicas dlgebras de Hopf punteadas complejas de dimension finita con
G(H) ~ My 6 May son las dlgebras de grupo CMay 6 CMay, respectivamente.

Finalmente, en el Capitulo 6, y teniendo en cuenta los resultados de los capitulos anteriores, se
dan unas breves consideraciones acerca de algebras de Nichols sobre algebras de Hopf semisimples,
que resumimos en el siguiente enunciado.

Teorema 6. Sea G(H) ~ As, A7, Mag 6 May. Entonces cualquier dlgebra de Hopf punteada comple-

ja H de dimension finita con corradical isomorfo a (CG)”, con J un torcimiento, es necesariamente
isomorfa al dlgebra (CG)”.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se daran las definiciones y nociones béasicas sobre la teoria de algebras de Hopf
que seran necesarias para demostrar los resultados mas importantes. Nuestras referencias para la
teoria de algebras de Hopf son [Sw], [Mo], [S] y [Ka|, ademés, del articulo panoramico [AS3].

1.1. Definiciones

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Todos los pro-
ductos tensoriales que consideramos son sobre el cuerpo k, a menos que se exprese lo contrario. Sin
pérdida de generalidad, se supondré por brevedad de la exposicion que k = C.

Notacioén: denotamos por G, al grupo de las raices n-ésimas de la unidad en C, y por w, a
la primera raiz n-ésima primitiva de la unidad, o sea w, := exp(l%“), donde i = /-1, y definimos
G := UnZlGn-

Definicion 1.1.1. Una k-dlgebra con unidad es un anillo A con un morfismo de anillos u : k — A
cuya imagen esté contenida en el centro de A. La aplicacion k x A — A dada por (A, a) — u(N)a
le da a A una estructura de k-espacio vectorial tal que la multiplicacion m : A x A — A resulta
bilineal. Es decir, A es un k-espacio vectorial con dos aplicaciones k-lineales v y m tal que los
siguientes diagramas conmutan:

Asociatividad: Unidad:
m@id
AQARA——— AR A AR A
o e
id@m m k® A m Aok
A® A A \ /
m A

Notar que la unidad en A estd dada por 14 = u(lg).

Definicion 1.1.2. Sean V' y W dos k-espacios vectoriales. Se define la aplicaciéon flip 7 como la
aplicacion lineal 7: V@ W — W ® V dada por 7(v ® w) = w ® v para todo v € V, w € W.

1
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Notar que A es conmutativa si y s6lo si m o7 =m en A ® A. Dualizando la nocién de dlgebra
se define:

Definicion 1.1.3. Una k-codlgebra con counidad es un k-espacio vectorial no nulo C' munido de
dos aplicaciones lineales, la comultiplicacion o coproducto A : C' — C ® C y la counidad € : C — Kk,
tales que los siguientes diagramas conmutan:

Coasociatividad: Counidad:
e & ~cec C
A A®id ke C A C ok
CRC——za=C0®CBC Z@@id\c(g)%

Se dice que C' es coconmutativa si To A = A en C.
Definicion 1.1.4. Sean C'y D dos coalgebras con comultiplicacion Ac y Ap y counidad ec y ep
respectivamente.
(7) Una aplicacion lineal f : C — D es un morfismo de codlgebras si Apo f = (f ® f)Acy
ec=c¢pof.
(i4) Un subespacio I C C es un coideal si A(I) CTQC+C®Iyec(I)=0.
Es claro que I es un coideal de C' si y solo si el k-espacio vectorial C'/I es una coalgebra con la

comultiplicacién inducida de Ag. Notar que, al ser e¢ un morfismo de codlgebras, se sigue que el
subespacio CT := Kere C C es un coideal de C.

Para trabajar con coélgebras usaremos la notacion sigma de Sweedler: si ¢ es un elemento de
una coalgebra (C, A, €), notaremos al elemento A(c) =), a; ® b; € C ® C de la siguiente forma

A(e) = c(1) ® ca)-
De esta manera, el axioma de coasociatividad de C' dado por (A ® id) o A = (id ®A) o A, se puede
expresar como
(e ® (e @) @ ey = ¢y @ (c@))a) @ (c@))@) = cu) @ c@) @ @),
para todo ¢ € C.

Definicion 1.1.5. Sea C' una k-codlgebra. Un C-comddulo a izquierda es un k-espacio vectorial M
munido de un morfismo lineal § : M — C'® M tal que los siguientes diagramas conmutan

0 [

M CeoM M CeM
1 id ®5 ~ e®id
c®id
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Analogamente se define un C-comddulo a derecha. Las categorias de C-comddulos a izquierda
y a derecha se denotaran por “M y M respectivamente. También usaremos la notacion sigma de
Sweedler para los comodulos: si M es un C-comoédulo a izquierda, entonces escribimos

d(m)=m_py@me eCM para todo m € M.

Anélogamente, si M es un C-comddulo a derecha con morfismo de estructura A : M — M ® C,
entonces escribimos

A(m) =m@ey @mqy e M®C para todo m € M.

Sean M y N dos C-comddulos a izquierda con morfismos de estructura d); y o respectivamente.
Una aplicacion lineal f : M — N es un morfismo de C-comddulos a izquierda si dyof = (id ®f)odyy.

Ejemplo 1.1.6. Sea f : C — D un morfismo de coalgebras. Entonces C es un D-comé6dulo a
izquierda y a derecha via los morfismos

d=(feidA:C—-DxC y A=@{d®f)A:C—-C®D.
Definicién 1.1.7. Sea C' una coélgebra.
(i) Un elemento ¢ € C se dice de tipo grupo si A(c) = c® cy e(c) = 1. El conjunto de elementos
de tipo grupo de C se denota por G(C).
(13) Sean a, b € G(C). El conjunto de elementos (a,b)-casi-primitivos de C' se define como
Pop:={ceC : Alc)=a®c+c®b};
en particular, k(a — b) € P,p. Diremos que un elemento casi-primitivo ¢ € C es trivial si

c € K[G(C)].

Diremos que una coalgebra C' es simple si no posee subcodlgebras propias y diremos que es
cosemusimple si es suma directa de subcodlgebras simples.

Sea C una codlgebra. El corradical de C' es la suma de todas las subcoalgebras simples de C.
Denotamos al corradical de C por Cy. Notar que Cp es la mayor subcodlgebra cosemisimple de C.
En particular, kG(C) C Cy.

Definicién 1.1.8. Si todas las subcodlgebras simples de C' tienen dimensién uno, entonces C' se
dice punteada y se tiene que Cp = k[G(C)].

Definiciéon 1.1.9. Una colleccion (B, m,u,A,¢) se dice una bidlgebra si (B, m,u) es un algebra,
(B,A,¢) es una codlgebra y se cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes:
(1) Ay e son morfismos de algebras.

(7i) m y w son morfismos de coalgebras.

Una aplicacion f : B — B’ entre bidlgebras es un morfismo de bidlgebras si f es un morfismo
de algebras y un morfismo de codlgebras. Un subespacio I C B es un bi-ideal si es un ideal bilatero
y un coideal. Claramente, I es un bi-ideal de una bialgebra B si y solo si el k-espacio vectorial B/I
es una bialgebra con las operaciones inducidas por el cociente.
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Definicion 1.1.10. Sean C una coélgebra y A un algebra. El conjunto Homg(C, A) tiene una
estructura de &lgebra con el producto de convolucion dado por

(f+9)(c) = fleq)gle@)  paratodo f, g € Homy(C, A), c € C.

Definiciéon 1.1.11. Sea (H,m,u,A, &) una bidlgebra. Decimos que H es un dlgebra de Hopf si
existe un elemento S € Homg(H, H) que es la inversa de la identidad idy con respecto al producto
de convolucion. Es decir, S debe satisfacer las igualdades

S(h(l))h@) =e(h)lyg = h(l)S(h(Q)) para todo h € H.

Tal S recibe el nombre de antipoda de H.

Una aplicacién f: H — K entre dos algebras de Hopf es un morfismo de dlgebras de Hopf si f
es un morfismo de bidlgebras y f(Sm(h)) = Sk (f(h)), para todo h € H. En realidad, se puede ver
quesi f: H — K es un morfismo de biadlgebras entre dos algebras de Hopf, entonces necesariamente
f preserva la antipoda, i. e. es un morfismo de algebras de Hopf. Un subespacio I de H es un ideal
de Hopf si I es un bi-ideal y S(I) C I. Claramente, I C H es un ideal de Hopf si y solo si el espacio
vectorial cociente H/I es un algebra de Hopf. Por ejemplo, el coideal HT = Kere es un ideal de
Hopf de H y se denomina el ideal de aumento de H.

Sea H un algebra de Hopf. El conjunto de elementos de tipo grupo G(H) forma un grupo con
la multiplicaciéon m.

Para cualquier algebra de Hopf H, a los elementos casi-primitivos P; 1(H) de H se los denomina
elementos primitivos; se puede ver que P; 1 es un algebra de Lie.

Ejemplo 1.1.12. Sea G un grupo. Entonces el dlgebra de grupo k[G] = {3_ s ageq 1 ag €k, ag #
0 para finitos g} es una coalgebra cosemisimple con todas sus subcoalgebras de dimension 1. Mas
aun, k[G] es un élgebra de Hopf con comultiplicacion, counidad y antipoda dadas por

Aleg) =eg@eq,  eleg) =1y Sleg) =eg,

para todo g € G, respectivamente. Es claro que e, € G(k[G]) para todo g € G. Més atn, se puede
ver que G(k[G]) ~ G.

Ejemplo 1.1.13. Sean g un algebra de Lie y U(g) su algebra universal envolvente. Entonces U(g)
es un algebra de Hopf con la estructura determinada por

Alz)=z1+1R®uz, e(z) =0 y S(z) = —x, para todo x € g.

Luego, x € P;1(U(g)) para todo = € g. Més atn, se puede ver que P; 1(U(g)) ~ g, como algebras
de Lie.

Observacion 1.1.14. Si un algebra de Hopf H estd generada como un algebra por elementos de
tipo grupo y elementos primitivos, entonces H es punteada. En particular, un &lgebra de grupo,
el algebra universal envolvente de un &dlgebra de Lie y las g-deformaciones del dlgebra universal
envolvente de un &algebra de Lie semisimple, son todas algebras de Hopf punteadas.

Definiciéon 1.1.15. Sean H un éalgebra de Hopf y M un H-comédulo a izquierda. Se define el
conjunto de coinvariantes de H en M por

CHNM ={me M :5m)=12m}.
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Analogamente, si M es un H-comddulo a derecha, se define el conjunto de coinvariantes de H en
M por
MO .= {meM: Am)=m®1}.

Sean A y H algebras de Hopf y sea A = H un morfismo de algebras de Hopf. Entonces por el
Ejemplo 1.1.6, A admite una estructura de H-como6dulo a izquierda y a derecha. Luego, los espacios
coinvariantes se denotan por ©H7A = 74y A©H — A7 v ost4n dados por

CTA={ac A: (r®id)A(a) =1®a} y AT ={aec A: (Idom)A(a) =a® 1}.

Mas adn, estos espacios resultan ser subalgebras de A y se denominan las subdlgebras de coinva-
riantes.

La filtracion corradical

Una herramienta esencial en el estudio de las algebras de Hopf punteadas es la filtracidn corra-
dical, la cual es dual a la filtracion de un dlgebra por las potencias del radical de Jacobson.

Definicion 1.1.16. Sea C una codlgebra y Cj el corradical de C.

Diremos que una familia de subespacios {C(n)},en de C es una filtracion de codlgebras si

(i) C(n) € C(n+1) y C = UpenC(n).
(1) A(C(n)) € Xy (i) ® Cln —i).

= Para n > 1 definimos recursivamente
Cp=AYHC,1®C+C®C).

Luego, {C, }nen es una familia de subcoalgebras de C' que da una filtracion de codlgebras, ver
[Mo, Cap. 5|, [Sw, Cap. IX], [AS3, Def. 1.13]. Dicha filtraciéon recibe el nombre de filtracion
corradical de C.

» Una codlgebra corradicalmente graduada es una coalgebra graduada D = @,>0D(n) tal que
su filtracion corradical coincide con la filtracion ascendente estdndar proveniente de su gra-
duacion: D, = @o<j<nD(j). Una codlgebra estrictamente graduada es una coélgebra corradi-
calmente graduada D tal que D(0) es de dimensiéon 1 — ver [Sw].

» La coalgebra graduada asociada a la filtracion de coalgebras de C' es grC = @,>0grC(n),
donde grC(n) := Cp,/Cp—1,n > 1,y grC(0) := Cy. Notar que gr C es una coalgebra corradi-
calmente graduada.

Lema 1.1.17. [Mo, Teor. 5.3.1]. Sean C y D codlgebras y sea f : C — D un morfismo de codlgebras
tal que f|c, es inyectiva, entonces f es inyectiva. O
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1.2. Espacios vectoriales trenzados

Definicién 1.2.1. Un espacio vectorial trenzado es un par (W, c), donde W es un espacio vectorial
y ¢ € GL(W ® W) es una solucion de la ecuacion de trenzas

(c®id)(id®c)(c®id) = (ld®c)(c®id)(id® ) en End(W oW @ W). (1.1)

Es bien sabido que la ecuaciéon de trenzas es equivalente a la ecuacion cudntica de Yang-Bazter
Ri2R13R23 = RozRi13Ri2, (1.2)

donde Risg: W W W — W W @ W es el mapa dado por erj ®id®rd, si R = erj Q1.
Anélogamente se definen Ris y Ros.

La equivalencia entre las soluciones de (1.1) y (1.2) esta dada por la igualdad ¢ = 7 o R, donde
7 es el flip definido en 1.1.2. Por esta razon algunos autores llaman a (1.1) la ecuaciéon cuéntica de
Yang-Baxter.

Un ejemplo de espacio vectorial trenzado esta dado por el siguiente.

Ejemplo 1.2.2. Sea W un espacio vectorial con base x;, ¢ € I, ¢;; € k una familia de escalares no
nulos, c(z; ® ;) = ¢ijx; ® ;. Luego, (W, ¢) es un espacio vectorial trenzado.

Dicho ejemplo serd de gran importancia para la presente tesis.

1.3. Mobdulos de Yetter-Drinfeld

Los ejemplos de espacios vectoriales tenzados que nos interesan estan relacionados con la nocién
de modulo de Yetter-Drinfeld.

Definicion 1.3.1. Sea H una k-algebra de Hopf con antipoda biyectiva. Un k-espacio vectorial
M se dice un mddulo de Yetter-Drinfeld (a izquierda) sobre H si tiene estructura de H-mo6dulo a
izquierda, de H-comodulo a izquierda y satisface la siguiente condicién:

(hm)(_l) & (hm)(o) = h(l)m(_l)gh(3) & h(Z)m(O)a YVhe H me M. (1.3)

Se suele denotar por gyD a la clase de todos los médulos de Yetter-Drinfeld sobre H que son
de dimension finita sobre k. Esta resulta ser una categoria monoidal trenzada (ver Secciéon 1.4)
con el producto tensorial sobre k, donde para M, N € gyD entonces M ® N es un moédulo de
Yetter-Drinfeld sobre H con estructuras de médulo y de comédulo dadas por

h(m ®n) = hym @ heyn, (m®@n)1) @ (m®n)e) =mnney @me) @ng), (1.4)

objeto unidad 1 = k, axiomas de asociatividad y unidad anélogos a los dados para espacios vecto-
riales, y trenza descripta por

c=cyn:MIN — N®M, c(m ®n) = m_pyn @ m). (1.5)
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Resulta claro que ¢ es un isomorfismo con inversa

(eva) ' =capy, MmO g ®S T (n)m.

Mas atn, la categoria g)ﬂ) es rigida. En efecto, si M € gyD, entonces el (espacio vectorial)
dual M* = Hom(M, C) esta en g))D, con accion y coaccién dadas por:

« (h- f)(m) = F(S(h)(m)), h € H, f € M*, m € M.

» Si f € M*, entonces 0(f) = f_1) ® f(o) estd determinado por la ecuacion
fenfoy(m) = S Hm_1) f(m), m e M. (1.6)

Asi, los mapas evaluacion y coevaluaciéon usuales son morfismos en la categoria ZJJD.

Por otro lado, si denotamos por gyDoo a la categoria de todos los mo6dulos de Yetter-Drinfeld
sobre H (no necesariamente de dimension finita), entonces gyDoo es una categoria monoidal tren-
zada, pero no es rigida.

Observacion 1.3.2. Un modulo de Yetter-Drinfeld es un espacio vectorial trenzado. Reciprocamente,
un espacio vectorial trenzado puede ser realizado como un moédulo de Yetter-Drinfeld sobre algin
algebra de Hopf H si y solo si ¢ es rigida — ver [Tkl|. En ese caso, puede ser realizado de varias
maneras distintas.

Recordamos que un bimédulo de Hopf sobre un dlgebra de Hopf H es simultdaneamente un bimo-
dulo y un bicomoédulo satisfaciendo todas las posibles condiciones de compatibilidad. La categoria
g/\/lg de todos los bimédulos de Hopf sobre H es una categoria trenzada que es equivalente a
BYDo, como categorias trenzadas — [Wo|, [AD], [Sbg], [Rol].

Si H es un algebra de Hopf de dimension finita, entonces la categoria gyDoo es equivalente a la
categoria de moédulos sobre el doble de H [Mj]. La trenza en £YD,, corresponde a la trenza dada
por la R-matriz candnica del doble. En particular, si H es un dlgebra de Hopf semisimple, entonces
ZJ/DOO es una categoria semisimple. En efecto, el doble de un édlgebra de Hopf semisimple es un
algebra de Hopf semisimple.

Es util caracterizar de manera abstracta aquellos espacios vectoriales trenzados que provienen
de moédulos de Yetter-Drinfeld sobre algebras de grupos.

Definicién 1.3.3. Sea (W, ¢) un espacio vectorial trenzado de dimension finita.

= Se dice que (W, ¢) es de tipo grupo si existe una base v, ..., vy de W y elementos g;(v;) € W,
para todo ¢, 7, tales que

c(v; ® vj) = gi(v;) ® vy, 1<i,5<80. (1.7)
Necesariamente g; € GL(W), para todo i, 1 <14 < 6.

= Se dice que (W, ¢) es de tipo grupo finito (resp. de tipo grupo abeliano) si es de tipo grupo y
el subgrupo de GL(W) generado por gy, ..., gg es finito (resp. abeliano).
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= Diremos (W, c) es de tipo diagonal si existe una base v1,...,vg de W y escalares no nulos g;;,
1<14,7 <0, tales que

c(vi ® vj) = qijvj @ vy, para todo 1 <i,j <. (1.8)

A la matriz (¢;;) la llamaremos la matriz de la trenza y la denotaremos por Q.

Notar que el Ejemplo 1.2.2 especializado al caso de dimension de W finita es un espacio vectorial
trenzado de tipo diagonal.

El diagrama de Dynkin generalizado asociado a un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal
(W, ¢) como arriba es el diagrama con vértices {1,...,6}, donde el vértice i es nombrado por g, y
si ¢ijqj; # 1, entonces los vértices ¢ y j estdn unidos por la arista nombrada por ¢;;q;s, i. e.

qii Gigji qjj

[ 2 @ >

ver [H2].

Definicién 1.3.4. Un espacio vectorial trenzado (W, ¢) de tipo diagonal es de tipo Cartan si g;; es
una raiz de la unidad para todo i, 1 < i < 0, ¢;; # 1 para todo 4, 1 < i < 0, y existen a;; € Z,
—ordg;; < a;; <0 tales que ¢;;q;; = qZ-ij para todo 1 <7 # j < 6, donde ord g; denota el orden de
qi en el grupo multiplicativo G.

Si definimos a; := 2 para todo 1 < i < 6, entonces (aij)i<ij<o e una matriz de Cartan
generalizada.

Observaciones 1.3.5. (i) Si W € £YD con trenza c, entonces (W, ¢) es de tipo grupo por (1.5).
Reciprocamente, supongamos que (W, c) es un espacio vectorial trenzado de tipo grupo. Sea I el
subgrupo de GL(W) generado por g1, ..., gg. Si definimos §(v;) := ¢; ® v;, 1 <i < 6, entonces ¢ le
da a (W, ¢) una estructura de kI'-comddulo. Mas atun, (W, ¢) es un modulo de Yetter-Drinfeld sobre
I' con trenza ¢ — ver [Gn3, Remark 2.14].

(ii) Un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal es claramente de tipo grupo abeliano, y es
de tipo grupo finito si los coeficientes g;; son raices de la unidad.

A continuacién, daremos algunos conceptos categéricos para una mejor presentacion de los
contenidos que desarrollaremos més adelante.

1.4. Algebras de Hopf trenzadas

1.4.1. Categorias trenzadas

Introducimos brevemente la nocién de categoria trenzada, lo cual brinda un contexto mas amplio
para el estudio de las 4lgebras de Hopf trenzadas. Las categorias trenzadas fueron introducidas en
[JoSt]; ver [Ka, Cap. XI, Cap. XIII] para una exposicion mas detallada.

Definicién 1.4.1. Un categoria monoidal o tensorial es una coleccion (C,®,a, 1, ¢,r) donde
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= C es una categoria y ® : C x C — C es un funtor,
= [ esun objetoenC, y

na:VeaWeU)—- (VeW)U,l:V-VeILr:V—1®V son isomorfismos naturales
que satisfacen los llamados aziomas del pentigono y del tridngulo, |[Ka, Cap. XI, (2.6) y (2.9)].
Estos axiomas expresan que el producto tensorial de un numero finito de objetos esta bien
definido, sin importar en qué lugar se ponen los paréntesis; mientras que I hace las veces de
unidad para el producto tensorial.

Definicion 1.4.2. Un categoria (tensorial) trenzada es una coleccion (C,®,a, 1, ¢, r, c) donde

» (C,®,a,1,¢,r) es una categoria monoidal,

s cyw VW — W ®YV es un isomorfismo natural
tal que se satisfacen los llamados aziomas del hexdgono, ver |Ka, Cap. XIII, (1.3) y (1.4)].

Una consecuencia importante de los axiomas de una categoria trenzada es la siguiente igualdad
para los objetos V, W, U:

(cvw ®idy)(idy ®@cyw)(coyv @ idw) = (idw Qcpv)(cow @ idy)(idy ®@cv,w), (1.9)
en la cual se han omitido los morfismos de asociatividad.

Definicién 1.4.3. Una categoria simétrica es una categoria trenzada donde cywew,y = idwgv,
para todo par de objetos V., W en C.

Definicion 1.4.4. Sea C una categoria monoidal y sea V' un objeto en C. Un objeto dual a izquierda
de V es una terna (V*,evy, coevy ), donde V* es un objeto en C y evy : V¥ @V — 1, coevy : [ —
V ® V* son morfismos en C tales que las composiciones

VoleoV coevy ®idy V®V*®V idy ®evy Veol—oV

idy + ® coevy
Al SN

Vs Vel Ve VeV VO oy p

coinciden con idy y idy«, respectivamente. Diremos que una categoria trenzada es rigida si todo
objeto de C admite un dual a izquierda y un dual a derecha, [Ka, Cap. XIV, Def. 2.1].

1.4.2. Algebras de Hopf trenzadas graduadas
La nocion de algebra de Hopf trenzada es un rasgo caracteristico de las categorias trenzadas.
Para ello necesitamos introducir los conceptos de dlgebra y coalgebra en una categoria tensorial.

Puesto que en la presente tesis, se trabajara con algebras de Hopf trenzadas en la categoria de
moédulos de Yetter-Drinfeld sobre un algebra de Hopf H daremos esas definiciones en la categoria
g)ﬂD. Maés aun, en la mayor parte de la tesis H sera el dlgebra de grupo de un grupo finito.

Sea H un algebra de Hopf.
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Definicion 1.4.5. Un dlgebra en la categoria £YD es un dlgebra asociativa (R, m), donde m :
R ® R — R es el producto, con unidad u : k — R, tal que R es un objeto en gyD, y m 'y u son
morfismos en g)}D.

Una codlgebra en la categoria YD es una coalgebra coasociativa (R, A), donde 6 : R — R® R
es el coproducto, con counidad € : R — k, tal que R es un objeto en gyD, y Ay € son morfismos
H
en 7VD.

Sean R y S dos algebras en f]yD. La trenza c¢: S ® R — R ® S nos permite munir al médulo
de Yetter-Drinfeld R ® S con una estructura de élgebra torcida en YD. El producto en R® S es
Mpres = (Mr®mg)(id ®c®id). Denotaremos a esta dlgebra por R®S. Notar que la diferencia con
el producto tensorial usual de 4lgebras es el uso de la trenza c en lugar del flip 7.

Definicién 1.4.6. Una bidlgebra trenzada en £YD es una coleccién (R, m,u, A, €), donde

(R,m,u,) es un algebra en YD,

(R,A,¢,) es una codlgebra en £YD,

A : R — R®R es un morfismo de algebras,

u:k — Rye: R — kson morfismos de &lgebras.
Un dlgebra de Hopf trenzada en g)}D es una bialgebra trenzada que, ademas, satisface
» la identidad es inversible con respecto al producto de convolucion en Homy (R, R).

A su inversa la llamaremos la antipoda de R.

Definicion 1.4.7. Un dlgebra de Hopf trenzada graduada en gyD es un algebra de Hopf trenzada
R en gyD munida de una graduaciéon R = @,>oR(n) de modulos de Yetter-Drinfeld, tal que R es
graduada como &lgebra y como coalgebra.

1.4.3. Biproductos o bosonizaciones

Sean A y H &lgebras de Hopf y m : A — H y ¢ : H — A morfismos de algebras de Hopf.
Supongamos que mr = idyy, esto implica que 7 es suryectiva y que 2 es inyectiva. De manera analoga
a lo que se hace en teoria de grupo, lo que se quiere es reconstruir A a partir de H y del nucleo
de m como un “producto semidirecto”. El candidato natural para el nucleo de 7 es el algebra de
coinvariantes

R:=A"T ={ac A: (iden)A(a) =a® 1}, (1.10)

ver Definicion 1.1.15. En general, A°°™ no es un algebra de Hopf en el sentido usual, sino un algebra
de Hopf trenzada en gyD con la siguiente estructura

» la accion - de H sobre R es la restriccion de la accion adjunta (compuesta con ),

» la coaccién es (1 ® id)A,
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= R es una subdlgebra de A,
= la comultiplicacion es Ag(r) = rqymS(r2)) ® r(3), para todo r € R.

Definicion 1.4.8. Sea R un &lgebra de Hopf trenzada en Z;VD. La bosonizacion o biproducto de
R por H, que denotaremos R# H, es un algebra de Hopf usual cuyo espacio vectorial subyacente es
R ® H, con multiplicacién y comultiplicacién dadas por

(r#h)(s#f) = r(hq) - s)#he) f, (1.11)
A(r#h) = ry#(r@) nha) ® (r@) o #he); (1.12)

parar,s€ R, h, f € H.
Los mapas m : R#H — H y 1 : H — R#H dados por w(r#h) = e(r)h, 1(h) = 1#h, son
morfismos de algebras de Hopf. Ademés, se tiene que R = {a € R#H : (id®n)A(a) =a® 1}.
Reciprocamente, si A y H son élgebras de Hopf como antes y R = AT, entonces A ~ R#H.

Sea. A un algebra de Hopf. Asumiremos de ahora en méas que el corradical Ay de A no es
solamente una subcodalgebra sino, ademas, una subélgebra de Hopf. Por ejemplo, esto ocurre en el
caso que A es punteada.

Para estudiar la estructura de A consideraremos su filtracion corradical, que es ademas una
filtracion de dlgebras. Por lo tanto, la codlgebra graduada asociada es un dlgebra de Hopf graduada.
Mas aun, H := Ay ~ gr A(0) es una subélgebra de Hopf de gr A. La proyeccion 7 : gr A — gr A(0) es
un morfismo de élgebras de Hopf cuyo nucleo es @,~¢ gr A(n); ademds, 7 es una retraccion (inverso
a izquierda) de la inclusion.

Podemos aplicar los resultados generales de bosonizacion.

Sea R el algebra de los coinvariantes de 7; R es un &dlgebra de Hopf trenzada en gyD y grA
puede ser reconstruida a partir de R y H como una bosonizacion gr A ~ R#H.

Puesto que R hereda la graduacién de gr A, se tiene que R resulta un dlgebra de Hopf trenzada
graduada: R = @&,>0R(n), donde R(n) = gr A(n) N R; més aun, R es estrictamente graduada. Por
lo tanto,

(a) R(0) =kl. Luego, el corradical es trivial — ver [Sw, Cap. 11].

(b) R(1) = P(R), el espacio de elementos primitivos de R.
Notar que si un élgebra de Hopf trenzada R satisface (a) y (b), entonces no necesariamente satisface

(¢) R esta generada como un algebra sobre k por R(1).

Definicion 1.4.9. Un élgebra de Hopf trenzada que satisfece (a), (b) y (c) se dice un dlgebra de
Nichols.

Notar que la subalgebra R’ de R generada por R(1), la cual es una subélgebra de Hopf de R, es
en efecto un algebra de Nichols.
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Definicion 1.4.10. Sea W := R(1) = P(R). La trenza c : W @ W — W ® W se llama la trenza
infinitesimal de A. El rango de A es la dimension de W = P(R). El élgebra de Hopf trenzada
graduada R se llama el diagrama de A.

En la préxima seccién se daran las definiciones y resultados basicos sobre la teoria de dlgebras
de Nichols.

1.5. Algebras de Nichols

Sea H un &lgebra de Hopf con antipoda biyectiva. En esta seccion, se presentara un funtor %
de la categoria gyD a la categoria de édlgebras de Hopf trenzadas en g)}D; dado un moédulo de
Yetter-Drinfeld W, el dlgebra de Hopf trenzada B(W) se llamara un dlgebra de Nichols.

La estructura de un algebra de Nichols aparecio por primera vez en el articulo [N] con el nombre
de bidlgebra de tipo uno y fue redescubierta més tarde por varios autores. En nuestro lenguaje,
una bialgebra de tipo uno es una bosonizacion B(W)#H. Luego, las algebras de Nichols son los
H-coinvariantes de bialgebras de tipo uno, también llamadas dlgebras simétricas cudnticas en [Ro2].
Varios anos después, Woronowicz definié algebras de Nichols en [Wo|, como la parte invariante de
la por él llamada dlgebra de formas diferenciales cudnticas en su contexto de “célculo diferencial
cuantico”. Por otro lado, las algebras de Lusztig f [L3| definidas por la no degeneracion de una
cierta forma bilineal invariante, son algebras de Nichols. En efecto, las algebras de Nichols pueden
ser definidas por la no degeneracion de una forma bilineal invariante — [AGail]. Por su parte, las
algebras B(W) son llamadas dlgebras bitensoriales en [Sbg).

En algin sentido, las 4lgebras de Nichols son similares a las dlgebras simétricas; en efecto, ambas
nociones coinciden en la categoria trenzada trivial de los espacios vectoriales, o mas generalmente
en cualquier categoria simétrica, por ejemplo, en la categoria de siper espacios vectoriales. Pero
cuando la trenza no es una simetria, entonces un algebra de Nichols puede tener una estructura
mucha mas rica.

Presentamos ahora una manera alternativa de definir un algebra de Nichols, de acuerdo a [AS3].

Definicion 1.5.1. Sea W un mo6dulo de Yetter-Drinfeld sobre H. Un &lgebra de Hopf trenzada
graduada R = @,>0R(n) en EYD se dice un dlgebra de Nichols de W si k ~ R(0), W ~ R(1) en
H

YD
H I

= R esta generada como algebra por R(1).
La dimensiéon de W se llamara el rango de R.

A continuacion, se mostrara la existencia y unicidad del dlgebra de Nichols de W en g)}D.

Sea W un modulo de Yetter-Drinfeld sobre H. Puesto que gyD es una categoria trenzada, el
algebra tensorial T (W) = @,>0T(V')(n) del espacio vectorial W admite una estructura natural de
modulo de Yetter-Drinfeld sobre H con la cual T(W) resulta un élgebra en £YD. Ademas, existe
un unico mapa de édlgebras A : T(W) — T(W)QT (W) tal que A(v) = v ® 1+ 1 ® v, para todo
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v e W. Asi, si ¢, y € W, entonces
Alzy) =1@ry+rQy+2(_1) Y@ T(0) + Yz 1.

Con esta estructura, T'(W) es un élgebra de Hopf trenzada graduada en g,’)ﬂD con counidad ¢ :
T(W) — k, e(v) = 0, para todo v € W. La existencia de la antipoda sale del hecho de que el
corradical de la coélgebra T(W) es k y por un resultado de Takeuchi [Mo, Lemma 5.2.10]. Por lo
tanto, todos los cocientes de bidlgebras trenzadas de T(W) en YD son algebras de Hopf trenzadas
en g)}D.

Consideremos la clase & de todos los I C T'(W) tales que

» [ es un ideal (homogéneo) generado por elementos homogéneos de grado > 2,

» [ es coideal de T'(W).

Sea & el subconjunto de G formado por los ideales I € & que son submoédulos de Yetter-Drinfeld
de T(W). Los ideales

Iwy=>1,  IW)=> 1

son maximales en G y &, respectivamente.

Sil € 6, entonces R :=T(W)/I = &,>0R(n) es un algebra graduada y una coalgebra graduada
con R(0)=ky W ~ R(1) C P(R).SiI € &, entonces R es un élgebra de Hopf trenzada graduada
H
en 7JVD.

El siguiente resultado muestra la existencia y unicidad de algebra de Nichols.

Proposicion 1.5.2. [AS3, Prop. 2.2]. Sea B(W) :=T(W)/I(W). Entonces se cumplen:

(1) W = P(B(W)); luego, B(W) es un dlgebra de Nichols de W.
(2) I(W) = I(W).

(8) Sea R = @,>0R(n) un dlgebra de Hopf graduada en LYD tal que R(0) = kl y R estd
generada como dlgebra por W := R(1). Entonces existe un mapa suryectivo de dlgebras de
Hopf graduadas R — B(W) que es un isomorfismo de mddulos de Yetter-Drinfeld en grado 1.

(4) Sea R = &p>oR(n) un dlgebra de Nichols de W. Entonces R ~ B(W) como dlgebras de Hopf
trenzadas en ,f{,yD.

(5) Sea R = ®p>oR(n) un dlgebra de Hopf trenzada graduada en YD con R(0) =kl y R(1) =
P(R) = W. Entonces B(W) es isomorfa a la subdlgebra k(W) de R generada por W. O

Si U es un subespacio trenzado de W € gyD, es decir un subespacio tal que c(U®U) CU U,
donde ¢ es la trenza de W, podemos definir B(U) := T(U)/I(U). Entonces la descripcion en la
proposicion anterior también se aplica a B(U).

Corolario 1.5.3. [AS3, Cor. 2.3]. El mapa W — B(W) es un funtor de la categoria YD a la
categoria de dlgebras de Hopf trenzadas en gyD. Si U es un submddulo de Yetter-Drinfeld de W, o
mds generalmente si U es un subespacio trenzado de W, entonces el mapa candnico B(U) — B(W)
es inyectivo. O
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El grupo de trenzas

El grupo de trenzas esta presentado por generadores o1, ...,0,-1 con las siguientes relaciones
Oi0i+10; = 0i4+10:0i+1, 1<i<n-—2,
0;0j = 004, 1§i,j§n—1,|i—j|>1.

Existe una proyeccion natural 7 : B, — S,,, 7w(0;) = 7, donde 7;, = (1 i +1),1 <i<n-—1. La
proyeccion 7 admite una seccion (inverso a derecha) s : S, — B,, determinada por

s(m) = oy, 1<i<n—1,
s(tw) = s(7)s(w), sil(tw) =U(1) + l(w),
donde [ denota la longitud de un elemento de S,, con respecto al conjunto de generadores 71, ..., 7p_1.

El mapa s es llamado la seccion de Matsumoto. En otras palabras, siw = 7;, - - - 74,, €s una expresion
reducida de w € S,,, entonces s(w) = oy, - - - 04, -

Usando la seccién s se definen los siguientes elementos en kS,

S, = Z s(o), S = Z s(o),

cESy, O'EXZ"J'
dondei+j=ny X;j:={c€S, :0()<--<0(i),o(i+1) <--- <o(n)} es el conjunto de los
(i, 7)-shuffles. El elemento &,, es llamado el simetrizador cudntico.
Un espacio vectorial trenzado (W, ¢) induce representaciones del grupo de trenzas. Para todo
n > 2, definimos p,, : B, — GL(W®™") por
pn(0;) =ld®---®idec®id®--- ®id,

donde c acttua en el producto tensorial de la ¢-ésima y de la ¢ + 1-ésima copias de W. Luego, p,, es
una representacion del grupo de trenzas. Por abuso de notacion, se denotara también por &, y &; ;
a los endomorfismos p(&,,) y p(&; ;) de W& = T"(W).

Si C = @,>0C(n) es una codlgebra graduada con comultiplicacion A, denotamos por A;; :
C(i+j)— C(i)®C(j), i,7 > 0, la componente (7, ;) del mapa A.

Proposiciéon 1.5.4. Sea W € gyD. Entonces

BW) =P T"(W)/ ker(S,). (1.14)
n>0
Demostracion. Ver [Shg]. O

Para cualquier espacio vectorial trenzado (W, ¢) podemos definir B(W) por (1.14).

Esta descripcion de las relaciones de ®8(W) no significa que dichas relaciones sean conocidas.
En general, es bastante dificil calcular los niicleos de los mapas &,, en términos concretos.
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1.6. Meétodo del levante para algebras de Hopf punteadas

Nuestra principal referencia para el problema de clasificacion de élgebras de Hopf punteadas es
[AS3].

Sea, A un algebra de Hopf punteada. Se considera la filtracion corradical y la correspondiente
coalgebra graduada asociada gr A. Esta resulta un algebra de Hopf graduada que se puede reconstruir
a partir del corradical y de un algebra de Hopf R en la categoria trenzada de médulos de Yetter-
Drinfeld sobre el algebra de grupo de G(A). Este resultado de presentacion de gr A ~ R#A
puede ser interpretado como un anélogo del Teorema de Cartier-Kostant-Milnor-Moore, valido para
algebras de Hopf coconmutativas en caracteristica 0.

El problema de clasificacion de las algebras de Hopf punteadas de dimension finita puede dividirse
en los siguientes subproblemas:

(a) determinar todos los espacios vectoriales trenzados W de tipo grupo tal que B(W) es de
dimensioén finita.

(b) dado un grupo finito G, determinar todas las realizaciones de espacios vectoriales trenzados
W como en (a) como modulos de Yetter-Drinfeld sobre G.

(c) el problema del Levante: para B(W') como en (a), calcular todas las algebras de Hopf A tales
que gr A ~ B(W)#H.

(d) investigar cuando un algebra de Hopf punteada de dimension finita esté generada como élgebra
por sus elementos de tipo grupo y sus elementos casi-primitivos, o sea gr A esté generada en
grado uno.

Dicha técnica se conoce como el método del levante, introducido por N. Andruskiewitsch y H.-J.
Schneider.

El problema principal es poder determinar si el algebra de Nichols de un espacio vectorial
trenzado es de dimensiéon finita, o de dimension de Gelfand-Kirillov finita, y en caso afirmativo
encontrar una presentacion eficiente por generadores y relaciones. En este sentido, importantes
avances se han logrado en los ultimos anos debido a Heckenberger, [H1, H3, H4|. Mas atn, en [AS4|
se clasifican las algebras de Hopf punteadas H con G(H) abeliano, tales que los divisores primos
del orden del grupo son mayores que 7, utilizando aquellos resultados.






Capitulo 2

Mobdulos de Yetter-Drinfeld sobre el
algebra de grupo de un grupo finito y
sus algebras de Nichols.

El caso de mo6dulos de Yetter-Drinfeld sobre dlgebras de grupo es especialmente importante para
las aplicaciones a dlgebras de Hopf punteadas.

En este capitulo, se desarrollan las principales herramientas con las que se trabajaré en el resto
de la tesis. Explicitamente, se analizan criterios que permiten dar condiciones suficientes para que
el algebra de Nichols B(0O, p) tenga dimension infinita estudiando subracks de O. En la Seccion
2.3, se estudian criterios de dimensién infinita mediante subracks abelianos. En la Seccién 2.4, se
desarrollan criterios de dimension infinita mediante subracks no abelianos. Cabe destacar que estos
ultimos resultan ser notablemente ttiles a la hora de aplicar la estrategia de eliminacién citada en
la introduccién, y que antes del trabajo [AF3] no se contaba con métodos de eliminacion por medio
de subracks no abelianos.

Asumiremos que k = C y se denotara por G, al grupo de las raices n-ésimas de la unidad
en C. A lo largo de esta tesis la representacion del grupo ciclico Z/2n = ([1]) correspondiente a
p([1]) = wy, = —1 serd denotada por x(_1)-.

2.1. Racks, quandles y conjuntos cruzados

Introducimos ahora algunos conceptos que utilizaremos mas adelante. Se seguira el articulo
[AGn2].
Definicion 2.1.1. Un rack es un par (X,>) donde X es un conjunto no vacio y >: X x X — X es
una funcién, tal que

oi: X — X, oi(j) =1iv> 7, es una biyeccién para todo i € X, (2.1)
ir(jrk)=(ivj)>(i>k) para todo ¢, j, k € X.

Un quandle es un rack (X,>) que verifica

> =1, para todo i € X. (2.3)

17
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Un conjunto cruzado es un quandle (X,>) que verifica ademas

j>i=1d slempre que ib>j=j]. (2.4)

Definicién 2.1.2. Sean (X,r) e (Y,>) racks. Se dice que ¢ : (X,>) — (Y,>) es un morfismo de
racks si
bivj) = v(@)> (),  paratodoi,j € X,

Morfismos de quandles (resp. conjuntos cruzados) son morfismos de racks entre quandles (resp.
conjuntos cruzados).

Definicién 2.1.3. Un subrack de un rack (X,>) es un subconjunto Y no vacio, tal que y>Y =Y,
para todo y € Y.

Es claro que todo subrack de un quandle (resp. conjunto cruzado) es un quandle (resp. conjunto
cruzado). Cabe destacar que si X es finito, entonces Y es un subrack si y solo si y>Y C Y, para
todoy €Y.

Ejemplo 2.1.4. Sea G un grupo cualquiera y X C G un subconjunto no vacio de G. Definamos
>:X x X — X por i j:=iji~!; luego, se tiene que:

(I) si X es estable por conjugacion en todos los elementos de G, entonces (X, ) es un rack. Més
aun, (X,>) es un conjunto cruzado, que llamaremos estindar.

(IT) si X es estable por conjugaciéon en sus propios elementos y X es finito, entonces ¢; resulta
suryectiva y (X,>) es un rack.

En particular, una clase de conjugaciéon de un grupo es un conjunto cruzado.

Sea (X,>) un rack. Se dice que X es trivial si > j = j, para todo i, j € X.

Definicion 2.1.5. Sea (X,>) un rack. Sea ¢ : X x X — C* una funcién. Se dice que ¢ es un
2-cociclo si q; jok @ik = Gisjivk Gik, Para todo 7, j, k € X.

Sea (X,>) un rack. Sea ¢ : X x X — C* un 2-cociclo y sea (CX, ¢,) el espacio vectorial trenzado
asociado, es decir CX es un espacio vectorial con base ey, k € X, y trenza cq(er, ®€;) = qi exs1 @ ek,
para todo k,l € X. Se dice que un subrack 7" de X es abeliano si k>0 =1 para todo k,l€T.Si T
es un subrack abeliano de X, entonces CT" es un subespacio vectorial trenzado de (CX, ¢,) de tipo
diagonal.

Definicion 2.1.6. Se dice que el espacio vectorial trenzado (CX,cq) es negativo si para todo
subrack abeliano T' de X se cumple que qxr = —1 y qrqix = 1 para todo k, I € T. Luego, B(CT)
es (equivalente por torcimiento) a un algebra exterior y dim B(CT) = 2°*47 En tal caso, se dir
que la trenza es negativa.

Definicién 2.1.7. Se dice que (CX, ¢;) es débilmente finito si dim*B(CT) < oo para todo subrack
abeliano T" de X.
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Uno de nuestros objetivos es verificar cudndo (CX,¢;) no es débilmente finito, pues entonces
dimB(CX) = co. El caso de trenza negativa es muy particular, pero hacemos notar que casi todos
los espacios vectoriales trenzados con algebra de Nichols de dimensién finita que “no vienen del caso
abeliano” — ver |[Gn2| - son negativos.

Como vimos en Ejemplo 2.1.4, una clase de conjugaciéon de un grupo es un rack; més aun, es un
conjunto cruzado. En esta tesis, los racks con los que se trabajard seran de este tipo.

Sea G un grupo finito. Para un elemento s € G denotaremos por Os a la clase de conjugacion
de s en G y por G al conjunto de clases de isomorfismos de representaciones irreducibles de G. Se
denotara con el mismo simbolo tanto a un representante de una clase en G como a la clase misma. Si
p=(p,V)e€ @, entonces deg p denotara la dimensiéon del espacio vectorial V. Usaremos la notacién
de rack g h = ghg™', g,h € G.

Recordamos que un comoédulo a izquierda M sobre el dlgebra de grupo CG es el espacio vectorial
G-graduado M = ©peaMp, donde My, = {m € M : 6(m) = h® m}, [Mo, Ex. 1.6.7].

Un médulo de Yetter-Drinfeld sobre G es un G-modulo a izquierda y un CG-comoédulo a izquierda
M satisfaciendo la condicién de compatibilidad
8(g-m) = ghg™' ® g.m,
para todo m € My, g,h € G.

En lo que sigue, mostraremos que la categoria %gyl) es semisimple, i. e. los mdédulos de Yetter-
Drinfeld sobre G son completamente reducibles.

Sean O una clase de conjugacion de G y s € O; obviamente, O = 0. Sea o1, ..., oy una
numeracion de O, y sean g; € G tales que g;>s = 0, paratodo jcon1 < j < N.Seap = (p,V) € G*
una representacion irreducible del centralizador de s en G. Definimos

N
M(Os,p) :=Ind% V =CG Qcqs V = @ g V. (2.5)
j=1

Escribiremos gjv := g; ® v € M(Os,p), 1 < j < N, v € V. M(O, p) resulta ser un moédulo de
Yetter-Drinfeld sobre CG con accion y coaccidén dadas por

g-(gv)=aqly-v) vy dgv)=0;® g, (2.6)
donde gg; = g17, para algin 1 <[ < N y v € G°, y trenza dada por

c(gjv ® grw) = 0j - (grw) © gjv = gi(y - w) @ gjv, (2.7)
para todo 1 < j,k < N, v,w € V, donde 0jg; = g;y para Gnicos [, 1 <I < Ny v € G°.

De cada clase de conjugacion de G elegimos un representante; de esta manera, nos formamos un
subconjunto S de G. El siguiente resultado parametriza a los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles
sobre CG — ver [AGnl, Prop. 3.1.2|, [L4], [Wit]; ver también [DiPR] y [Ci], en los cuales se da la
clasificaciéon equivalente de los bim6dulos de Hopf simples sobre kGG, con k = C en el primero y k
un cuerpo cualquiera en el segundo.

Proposicion 2.1.8. Los mddulos de Yetter-Drinfeld M(Os, p) son objetos simples en la categoria
%gy@, y cualquier objeto simple de %gyl) es isomorfo a M (Os, p) para un inico s € S y una unica
p e G5, Ol
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Notar que M(QOs, p) depende del elemento s en O y de pen G5. Sean s,5€ Oyseage(
tal que gsg~! = 3; luego gG*g~1 = G%. Sea p € G5 el pullback de p € G* via conjugacion por g.
Entonces M (O, p) = M (O, p); en particular

las imagenes de p y p en GL(V) coinciden. (2.8)

Ademas, la accion de G (por conjugacion) sobre el rack O preserva los subracks abelianos. Entonces
es natural preguntar: dados dos subracks abelianos mazimales de O json conjugados por algin
g€ G?

Observacion 2.1.9. Con las hipotesis y notacion anteriores se tiene que, como s € Z(G?®), el centro
del grupo G?, el Lema de Schur implica que

s acttia por un escalar ¢ss sobre V. (2.9)

Puesto que G es finito, gss estd en G

Observacion 2.1.10. Sea O la clase de conjugacion de un elemento s € G. Sean x1, x2, 73 € Oy
sean gi, g2, g3 € G tales que g;>s =x;, 1 <i <3.Sea p=(p,V) € G5. Si x1 >x9 = 3, entonces
para cualquier par v, w € V se tiene que

c(g1v ® gow) = g3p(gs ' w1g2)w & gyv.
En efecto, es facil ver que
r1>xg =23 siy solosi g3_1$1g2 e G®. (2.10)
Ahora bien, ya que la trenza estd dada por
_ _ -1
c(g1v ® gow) = w1 - (g2w) ® g1v = g3p(g3 T1g2)w @ g1v,

el resultado sigue por (2.10).

2.2. Subespacios abelianos de un espacio vectorial trenzado

Como en [AF1, AF2|, en un primer paso se buscan subespacios trenzados W de tipo diagonal
de M (O, p) cuya algebra de Nichols es de dimension infinita.

Para ello, describimos a continuacién cémo encontrar subespacios vectoriales trenzados W de
tipo diagonal de un espacio vectorial trenzado M (O, p).

Sea G un grupo finito, O una clase de conjugacion de G, p € G5 con s € O fijo. Como en la
secciéon anterior, fijamos una numeracién oy = $,09,...,05 de Os v g1 € G tales que g > s = oy,
para todo 1 < k < N.Sean I C {1,...,N} y T := {0y : k € I}. Se caracterizara cuando T es un
subrack abeliano de Q. Sea

Ve,l = gl_lakgl, k, lel. (2.11)
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) op >0y =0y (i. e. o) y 07 conmutan) y (b) i1 € G°.
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Asumamos que (a) (o, equivalentemente, (b)) se cumple para todo k, [ € I; entonces v;; € OsNG®.
Sea V el espacio vectorial de la representacién p. Sean v1,...,vr autovectores simultidneos de los
operadores p(vk,), k,l € I. Por (2.7), se tiene que

W =C —span gyv;, kel , 1<j<R,
es un subespacio trenzado de tipo diagonal de dimensiéon R cardT. Notar que R depende no

solamente de 7' sino también de la representacién p; por ejemplo, si p es un caracter, entonces
R=1=dimV,y M(Os,p) es de tipo rack.

Resulta claro que para todo k, 1 < k < N, se cumple que
{gGG : gDSZUk}ngGS. (2.12)

Lema 2.2.1. Asumamos que oy, op € Oy conmutan y que degp = 1. El escalar p(yy,;) no depende
de la eleccion de g y g;-

Demostracion. Sean gi, g € G tales que g >s =0 y g1 > s = o;. De (2.12), g; = gim, con n € G*.
Si llamamos Y4 := §i "Gk $ Gk i, entonces

Yer=n"tg lorain = 0" .

Ast, p(via) = p(M) " Lp(v)p(n) = p(Vk1), ya que degp = 1. O

Debido a este resultado, podemos elegir g1 = e, el elemento identidad del grupo G.

Observacion 2.2.2. Si deg p = 1, entonces la condicion de trenza negativa es equivalente a

1) pwkr) =—-1,,

(ii) para todo par oy, 0; € Oy que conmuta, se cumple que p(vx7.%) = 1. O

El siguiente resultado es util para probar que M (Qg, p) tiene trenza negativa cuando p es una
representaciéon de dimensién uno.

Lema 2.2.3. La condicion (ii) arriba mencionada es equivalente a

(ii)’ para todo o € Os N G, se satisface que p(y1ye1) = 1.

Demostracion. Obviamente, (ii) implica (ii)’. Reciprocamente, supongamos que (ii)’ se cumple. Sean
oy, 01 € Os que conmutan. Entonces, v;; = gl_lgk sg,?lgl, Mk = gk_lgl sgl_lgk estdn en Os N G°.
Luego, v, = 0y, para algiin 1 < ¢ < N; esto implica que v¢1 = Y1 ¥y V1t = 77_17l,k777 con n € G°.
Asi,

P(Ykavik) = p(V1,0761),

pues deg p = 1. Luego, p(Vk,vix) = 1, como queriamos probar. O
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2.3. Criterios de dimension infinita mediante subracks abelianos

A continuacion, se analizaran una serie de criterios que permiten dar condiciones suficientes para
que el algebra de Nichols de M (O, p) tenga dimension infinita mediante subracks abelianos de O.

En primer lugar, damos el siguiente resultado general. La prueba del mismo sigue inmediata-
mente del Corolario 1.5.3.

Lema 2.3.1. Si U es un subespacio de W tal que c(U @ U) = U @ U y dimB(U) = oo, entonces
dim B(W) = oo. O

Una primera aplicacion de este Lema es cuando existe v € W —0 tal que c(v®v) = v®uv; entonces
dim B(W) = oco. En particular, si W = M (O, p) y ¢ss = 1, ver (2.9), entonces dim B(O, p) = oco.
Este resultado implica que si O, es la clase de conjugacién del elemento identidad de G y p € @,
entonces dim B (O, p) = oc.

Teorema 2.3.2. [H1, Theor. 4}/, [AS2, Theor. 1.1]. Sea (W, c) un espacio vectorial trenzado de tipo
Cartan. Entonces dim B (W) < oo si y sdlo si la matriz de Cartan es de tipo finito. 0

Lema 2.3.3. /Gnl, Lemma 3.1]. Supongamos que dim B(O, p) < co. Entonces

= degp > 2 implica qss = —1.

w degp = 2 implica qgss = —1, w3 o w%. O
Se dice que un elemento s € G es real si es conjugado a su inverso s~!; si s es real, diremos
que la clase de conjugacion de s es real. Notar que la condicion de ser real puede ser leida en la
tabla de caracteres del grupo G de la siguiente manera. La tabla de caracteres de un grupo es una
matriz cuadrada cuyo tamano es igual a la cantidad de clases de conjugacion del grupo G, y en la
entrada (i, j) aparece el escalar correspondiente al caracter de la i-ésima representacion irreducible
evaluado en la j-ésima clase de conjugaciéon. Asi, si todos los escalares en una columna de la tabla
de caracteres de G son reales, entonces el representante de la clase de conjugacién correspondiente
a esa columna es real.

El siguiente lema, a diferencia del Lema 2.3.3, no supone ninguna restricciéon acerca del grado
de la representacion p € G¥, salvo la hipotesis de que s sea real.

Lema 2.3.4. Si s es real y dimB(Os, p) < 00, entonces qss = —1 y s tiene orden par. ]

Si 57! # s, esto es [AZ, Lema 2.2|; mientras que si s~!

excluido por Lema 2.3.1.

= s, entonces qss = *1, pero qss = 1 es

Los dos lemas siguientes son generalizaciones de Lema 2.3.4 — ver [AF2, Lemas 1.8 y 1.9] o
[FrGnV, Corolario 2.2|. Se consideraran elementos s que tienen una potencia en O, la clase de

l

. ., . : _ L, -1 _ ,
conjugacion de s. Claramente, si s/ = zsz~! esta en O, entonces s/ = 2!sz~! esta en O, para todo

l. Asi, g = s; esto implica que |s| divide a j!*l — 1. Luego,
N dividea jl*l—1, (2.13)
con N :=|¢ss|, recordar (2.9).

Nota: si bien el contexto es claro, notar que se estd usando una misma notacién para denotar
dos cosas distintas. En efecto, || denota el orden de x en GG, mientras que |gss| denota el orden de
qss en Geo.
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Lema 2.3.5. Sean G un grupo finito, s € G, O la clase de conjugacion de s y p € G5, Supongamos
que existe un entero j tal que s, s7 y si* son elementos distintos y st estd en O. SidimB(O, p) < oo,
entonces qss = —1 y s tiene orden par.

Demostracion. Asumamos que dim B(0, p) < oo, luego N > 1. Es facil ver que

g sl gh = (:C_hsxh)jl

= (7T = T para todo [, h. (2.14)
Llamaremos t; := sjl, g=a1=0,1,2;asi t; = glsgfl, para l = 0, 1, 2. Las otras relaciones entre
t;’s y gn’s se obtienen de (2.14). Parav € V -0y [l =16 2, se define W; := C — span de {gov, gjv}.
Luego, W, es un subespacio vectorial trenzado de M (O, p) de tipo Cartan con

jo 2 I
Q= ij (ss , A = ( l (112( )> ,
Gss Gss CL21( ) 2

donde a;3(1) = a1 (1) = j*1=1 + j' mod (N). Puesto que dimB(O, p) < oo, se tiene que aj(l) =
az1(l) =0 6 —1. Consideremos ahora dos casos.

(i) Asumamos que a12(1) = ag (1) = 0. Esto implica que 5*/=* +j =0 mod (N). Ya que N divide
a jl*l — 1, resulta que N divide a j2 + 1. Analizamos las dos posibilidades.

s Siaia(2) = az(2) =0, entonces j1*1~2452 =0 mod (N). Como N divide a j*!—1, obtenemos
que N divide a j* + 1. Entonces, —1 =1 mod (N); luego el resultado sigue.

= Si a12(2) = a21(2) = —1, entonces j1¥172 + j2 = —1 mod (V). Se puede ver que N divide a
44+ j2 4 1; luego N divide a 1, lo cual es una contradiccion.

(ii) Asumamos que aia(1) = agi(1) = —1. Esto implica que =1 4+ j = —1 mod (N). Como N
divide a j1l — 1, tenemos que N divide a j2 + j + 1. Se consideran dos posibilidades.

= Sia12(2) = as1(2) = 0, entonces 17172 + 52 =0 mod (N). Asi, N divide a j*+ 1. Es facil ver
que N divide a j2. Dado que j y |s| son coprimos, N debe ser 1, lo que es una contradiccion.

= Sia12(2) = a1(2) = —1, entonces el subespacio W := C — span de {gov, g1v, gov} de M (O, p)
es de tipo Cartan con

j|1\—1 j|z|—2
Qdss (ss Gss 2 -1 -1

~ -1
Q= qgs Qss qgs ’ A=1-1 2 -1
qgs qgs Qss -1 -1 2

Por Teorema 2.3.2, se tiene que dim B(O, p) = oo, lo cual es absurdo por hipotesis.

Esto concluye la demostracion. O

Lema 2.3.6. Sean G un grupo finito, s € G, O la clase de conjugacion de s y p = (p,V) € G* tales
que dim B (O, p) < co. Supongamos que existe un entero j tal que s7 # s y s7 estd en O.

(a) Sidegp > 1, entonces qss = —1 y s tiene orden par.
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(b) Sidegp =1, entonces o bien qss = —1 y s tiene orden par, o bien qss € Gg — 1.

Demostracion. Se procederd y usard la notacién como en la demostraciéon del lema anterior. Si
.2 . -2 . .

s?” # s, entonces el resultado sigue por Lema 2.3.5. Asumamos que s/~ = s. Esto implica que |s|

divide a j2 — 1, asi N divide a j2 — 1.

(a) Sean vy y v2 en V linealmente independientes y sea W = C— span {gov1, gova, g1v1, g1v2},
con go :=id y g1 := x. Luego, W es un subespacio vectorial trenzado de M (O, p) de tipo Cartan
con

jlzl=1 jlzl=1

Gss Qss (ss (ss 2 a2 a1z a4
jlw\—l jI%I—1 9
0= Gss Qss (ss (ss A= a1 a3 Qa24
3 3 , ’
Ths Ths dss s az azy 2 a;z;
a a a
qgs qgs Qss Gss 41 42 43

donde aij = ajz-, 7 75 j, a2 = 2= a34 IIlOd (N), a13 = 14 = A23 = a24 'y
a3 =71 45 mod (N).

Siajpo =06 agg = 0, entonces N divide a 2 y el resultado sigue. Ademas, si a;3 = 0, entonces
7#=1 4+ 5 = 0 mod (N); esto implica que N divide a j2 + 1, luego N divide a 2 y el resultado
sigue. Por otro lado, si a;; = a;; = —1, para todo 4, j, tenemos que la matriz A no es de tipo
finito; entonces dim B(O, p) = oo, por Teorema 2.3.2. Esto es una contradiccién por hipotesis. Por
lo tanto, (a) esté probado.

(b) Para v € V — 0 se define W := C — span de {gov, g1v}, con g :=id y g1 := =. Luego, W es
un subespacio vectorial trenzado de M (O, p) de tipo Cartan con

|| —1
Q= Qss qgs A= ( 2 alQ)
qgs Qss a21 2

donde a2 = a1 = 7171+ mod (N). Puesto que dimB(0, p) < oo, se tiene que a2 = ag; = 06
—1. Consideramos ahora dos posibilidades.

(i) Supongamos que ajo = 0. Esto implica que j1*I=14+j =0 mod (N). Ya que N divide a j*/ -1,
resulta que N divide a j2 + 1. Entonces, N divide a 2; luego N = 2, y el resultado sigue.

(ii) Supongamos que ajp = —1. Esto implica que j*I=1 4+ j = —1 mod (N). Como N divide a
jl#l — 1, se tiene que N divide a j2 + j + 1. Asi, N divide a j + 2. Si p es un divisor primo de
N, entonces p divide a j —1 6 j + 1, porque N divide a j2 — 1. Si p divide a j + 1, entonces p
divide a 1, una contradiccion. Consecuentemente, N divide a j — 1. Por lo tanto, N divide a
3,i. e. N =3 y el resultado sigue.

Esto concluye la prueba. O
El siguiente resultado es una herramienta importante para determinar algebras de Nichols de
dimenién infinita por medio de subracks abelianos.

Lema 2.3.7. Sean W un mddulo de Yetter-Drinfeld, U C W un subespacio vectorial trenzado de
tipo diagonal de W con coeficientes (qij)1<ij<o tales que q;; es una raiz de la unidad para todo 1,
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y G el diagrama de Dynkin generalizado asociado a U. Si G contiene un r-ciclo con r > 3, o un
vértice con valencia mayor que 3, entonces el dlgebra de Nichols B(U) tiene dimensidon infinita. Por

lo tanto, dim B(W) = oco.

Demostracion. Sigue de [H4, Lema 20]. O

2.4. Criterios de dimension infinita mediante subracks no abelianos

En esta seccién, presentaremos una familia de criterios que dan condiciones suficientes para que

B(O, p) tenga dimension infinita, mediante subracks no abelianos de O. Dichos criterios han sido

desarrollados en [AF3]. Recordamos la notaciéon x>y = ryx !

2.4.1. Subracks de tipo D,

Sean > 1 un entero impar. Sea D, el grupo diedral de orden 2n, generado por z e y con relaciones

2?2 =e=y"yayr =y ! Sea O, la clase de conjugaciéon de z y sgn € DZ la representacién signo

de DF = (x) ~ Zs. El objetivo de esta seccion es aplicar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1. [AHS, Theor. 4.8]. El dlgebra de Nichols B(M(Oy,sgn) & M(O,,sgn)) tiene
dimension infinita. Ol

Observacion 2.4.2. Notar que M (O, sgn) @ M (O,,sgn) es isomorfo como espacio vectorial trenzado
a (CX,,q), donde

= X, es el rack con 2p elementos x;, y;, i, € Z/p, y con estructura
Ti> T =X g, DY = Y2ig, Y Tj = T2j, Yi> Y5 = Y2i-j4, 4,7 € Z/p;
= q es el cociclo constante q = —1.

Si d divide a p, entonces X4 puede ser identificado con un subrack de X,,. Por esta razon, a los
efectos de determinar criterios de dimension infinita basta considerar espacios vectoriales trenzados
(CXp,q), con p un primo impar. No obstante, comenzamos con definiciones y propiedades para las
cuales no se necesita esa restricciéon sobre p.

Sea G un grupo finito y O una clase de conjugaciéon de G.
Definicion 2.4.3. Sea p € Z, con p > 1. Una familia (0;);cz/, de elementos distintos de G es de
tipo D, si
o;>0oj = 02i—j, 2,7 EZ/p. (215)
Sean (0i)iez/p ¥ (Ti)icz/p dos familias de tipo D, en G, tales que o; # 7; para todo i,j € Z/p.

Diremos que (0,7) := (03)iez/p U (Ti)icz/p € de tipo D](32) S

Oi>Tj = Toi—j, Ti>Oj=02%_j, i,j€L/p. (2.16)



26 CAPITULO 2. MODULOS DE YETTER-DRINFELD SOBRE UN GRUPO FINITO

Observacion 2.4.4. Si (0;);ez/p es de tipo D, entonces

-1 o S | 1. —1_ -1
o, >Oj=02_j, oo =09 o, DO =09 (2.17)

k k k
o; >0j = 02—j, g; I>Uj = 09— j» o

para todo i,j € Z/p, y para todo k impar.
(2)

Observacion 2.4.5. Asumamos que p es impar. Si (0,7) = (0i)iez/p U (Ti)icz/p €s de tipo D,,Q ,
entonces para todo i, j,
o} =02, 1P=17 olrj=Tj0l, Tioj=o0jT (2.19)

K3 2 2

En efecto, O'}QLO'J' = ojai; luego, U%hfj = ohajzagl = 0'32-. Asi, h =

]
5

Lema 2.4.6. Si (0,7) = (04)icz/p U (Ti)icz/p €s de tipo DI(,Q), entonces

(i) OkOL = Ot(1—k)y+k Tt(1—k)+1s

() OkTL = Oou(i—k)+k T2t(i—k)+1s
(118) kT = T(2t11)(1—k)+k O(2+1)(1—k)+>
para todo k, I, t € Z/p.

Notar que también se tienen relaciones analogas intercambiando los roles de o y 7.

Demostracion. Probaremos (i) por inducciéon en ¢; (ii) y (iii) son similares. La afirmacion es obvia
cuando t = 0. Puesto que 0,07 = 0705k, €l resultado se cumple para ¢ = 1. Supongamos que (i) se
cumple para todo s < t. Ahora bien,

OkO1 = Ot(1—k)+k Ot(I—k)+l

= Ot(1—k)+1 O(t(1—k)+D)>(t(1—k)+k) = O(t+1)(I—k)+k O(t+1)(1—k)+1s
por hipotesis inductiva. O

Lema 2.4.7. Asumamos que p es impar. Si (o,7) es de tipo DI(;Q), entonces para cada i € Z/p se
tiene que

0;iT; = 0070, (2.20)

T;0i = Tn0p. 2.21)

Demostracion. Sean i, j € Z/p, con i # j. Si escribimos (ii) del Lema 2.4.6 con k =4, [l = j y

t = —(p+ 1)/2, entonces obtenemos 0;7; = 09;—;7;. Luego, O'Z'TZ'TjQ = 0yTjTjTi = O2i—jTiTiToi—j =

2
02i—jT2i—;5T;, Y, POT (2.19),
0Ty = 02j—5T2%—j-

Ahora bien, tomando j = 2i se tiene (2.20). La prueba de (2.21) es andloga. O
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Sea (O'i)iez/p una familia de tipo D, en G, con p impar. Sean
9i = 04/2, (2.22)
Qij = gz‘;} 0395 = U;_lj/g 0i05/2, (2.23)
para todo i, € Z/p. Entonces

gi > oo = 0y, ai; € G, i,j € Z/p.

Sea (o, 7) de tipo D]E?) y supongamos que existe g, € G tal que goo > 09 = T9. Definimos

2.24
2.25
2.26
2.27

Ji = Ti/2 ooy
-1 11
ﬁij = fi1>j o fj = goo1 Ti—j/2 0 Tj/2 Joos

R o
Yijg = Yinj T 95 = O'i,j/g Ti0j/2,

/\/\/\/_\
~—_—  — ~— ~—

Y R R | i
51] = fi[>j Ti fj = 0= Ti,j/g TiTj/2 Yoo-

Luego,
fi> oo = Ti, Bij, Yij> 0ij € G°, i,j € Z/p.

Lema 2.4.8. Sea (0,7) = (04)iez/p U (Ti)icz/p de tipo D,(,2), Con P Primo impar, Yy SuPongamos que

existe goo € G tal que goo>00 = T9. Sean g; y fi como en (2.22) y (2.24), respectivamente. Entonces,
para todo i,5 € Z/p,

(a) aij = dij = oo,
(b) Bij = 9 90goo;
(c) Yij = T0-
Demostracion. Sean k, | en Z/p. Luego, para todo r € Z/p, tenemos que
OkOl = OkirOltry OKTL = OkirTitr, OkTI = ThtrOltr- (2.28)

En efecto, en el caso que k = [ esto sigue de (2.19) y del Lema 2.4.7, mientras que si k # [, se
obtiene de (2.19) y Lema 2.4.6. Existen identidades similares intercambiando ¢’s y 7’s. Ahora,

1 (2.28)
aij = Ui—j/Q o; Uj/2 = 0o,
o1 CE N
ij = Yoo Tz’—j/2 TiTjj2900 = Yoo T0 Yoo = 00,
o —1_—1 ) (2.28) 4
Bij = 9oo Ti—j/29iTj/2 900 9oo 00 Yoo,
1 (2.28) _
Vij = 052 Ti05/2 = 0;_jpTi—j/2T0 = T0,
como queriamos probar. O

Probaremos ahora el principal resultado de la seccién.
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Teorema 2.4.9. Sean p primo impar y (0,7) = (04)icz/p U (Ti)iezp una familia de elementos en
G con oy € O. Sea (p,V') una representacion irreducible del centralizador G?°. Asumamos que
; (2)
(H1) (o,7) es de tipo Dy’ ;
(H2) (o,7) C O, con goo € G tal que goo > 09 = To;
(H3) Gopoy = —1;
(H}) existen v,w € V — 0 tales que,

(9 00gse) W = =, (2.29)
p(m0)v = —v. (2.30)

Entonces dim B (0, p) = co.

Demostracion. Sean v,w € V — 0 como en (H4) y W el espacio vectorial generado por {g;v : i €
Z/p}U{fiw:i€ Z/p}. Sea ¥ : CX, — W dada por ¥(z;) = g;v, ¥(y;) = fiw, i € Z/p. Puesto que
los elementos o; y 7; son todos diferentes, ¥ es un isomorfismo lineal. Luego, W es un subespacio
vectorial trenzado de M (O, p) y ¥ es un isomorfismo de espacios vectoriales trenzados. En efecto,
podemos calcular que la trenza en W esta dada por:

(H3)
c(giv ® gjv) = 09V ® giv = Gipj0ijV @ GV = —GinjV @ i,

. (2.29)
= 0sijw @ giv = fipjBijw @ giv =" —fisjw ® g;v,

2.30

)
c(giv ® fiw)

V) = Tigjv @ fiw = ginjVijv @ fiw (220 —Gginj¥ @ fiw,
)

c(fiw ® g;
. (13)
c(fiw ® fjw) = Teijw @ fiw = fipjdjw @ fiw =" —fipjw @ fiw,

por Lema 2.4.8. Luego, dimB(W) = oo por Teorema 2.4.1. Ahora el teorema sigue del Lema
2.3.1. O

Como una consecuencia del Teorema 2.4.9, podemos enunciar un criterio muy tutil.

Corolario 2.4.10. Sean G un grupo finito, o;, 0 < i < p — 1, elementos distintos en G, con p
un primo impar. Asumamos que existe k, 1 < k < |og|, tal que Glg # 00 Y 0'6“ € O, la clase de
conjugacion de og. Sea p = (p,V) € G. Si

(i) (0i)icz/p s de tipo Dy, y

(it) dogoo = —1,
entonces dim B(0, p) = oo.

Demostracion. Por la hipotesis (ii), el orden de og es par; luego, k es impar, digamos que k = 2t +1,
cont>1.Sean 7; ;== 0F, 0 <i<p—1,y goo € G tal que goo >0 = 0f. Sea (0,7) = (01)icz/p U
(Ti)icz/p; claramente, (o,7) C O. Afirmamos que (o, 7) is de tipo Dz(f). En efecto, es facil ver que
oi, Tiy © € Z/p, son todos distintos; ahora, usando (i) y (2.18) la afirmacién queda probada.
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Resta verificar la hipotesis (H4) del Teorema 2.4.9. Puesto que goo00gs. = 010“, se tiene que
gL.o095! = 06“1, para todo [ > 0. En particular,

1 . -1 — +1 _ _klgool-1
95100000 = gl8=1 L apg ot = ok :

Ahora, como ¢yy0, = —1 v k es impar, entonces tenemos que p(g95'00goo) = — Id. Luego, se cumple
(2.29), para cualquier w € V — 0. Ademés, p(79) = p(of) = (—1d)* = —1d, porque k es impar; asi,
se cumple (2.30), para cualquier v € V' — 0. Luego, tomando cualquier v y w en V' — 0, estamos en
las condiciones del Teorema 2.4.9. Por lo tanto, dim B (0O, p) = co. O

Ejemplo 2.4.11. Let m > 6. Let 0 € S,;, de tipo (1™,2"2,... ., m"™), O the conjugacy class de o
y p € S9,. Si there exists j, 1 < j < m, such that
= 2p divides j, for some impar prime p, y

= n; > 1

entonces dim B (0, p) = co.

2.4.2. Subracks de tipo D3

El caso de los racks de tipo D3 son particularmente interesantes. Es por eso que, en esta subsec-
cién, se estudian criterios para determinar cudndo una clase de conjugacion O de un grupo contiene
subracks de tipo de Ds.

Sean G un grupo finito, gg, o1, 02 € G distintos y O una clase de conjugacion de G. Luego,
(0i)o<i<2 es de tipo D3 si vale que

o> 0oj = o, donde i, j, k son todos distintos. (2.31)
Notar que o;>0; = 0;, 0 < i < 2,y que (2.31) determina 6 relaciones.

Proposicion 2.4.12. Si valen

oo o1 = 09, (2.32)
ogb> o9 =071, (2.33)
o1 D> o9 = 0p, (234:)
entoces (0;)o<i<2 es de tipo Ds.
Demostracion. Tenemos que probar
o2 > 01 = 00, (2.35)
o2 > 00 = 01, (2.36)
o1 >0 = 03. (2.37)
La igualdad (2.35) sigue de
(2.32) y (2.33) 2.2 2.34)

o9 D> 01 (UoDUl)D(UobUg)(:)00D(0'1D02)(: 0g.
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Por otro lado, si hacemos actuar o9 en (2.34) tenemos

2.2 2.35 2.33
o9 >0y (:) (UQDUl)D(UQDO'Q) ( = ) oo > o2 ( = ) o1,

mientras que si hacemos actuar o en (2.35) se tiene

2.2 2.34 2.32
o1 P> op (:) (O'1DO'2)I>(O'1[>01) ( = ) oo o1 ( = ) 9.

Esto concluye la prueba. O

La siguiente es una caracterizacién de la propiedad de ser Ds.

Proposicion 2.4.13. Sean og, 01 € O. Definamos o3 := og>o1. Entonces (0;)o<i<2 es de tipo Ds
sty solo si

o0 & G, (2.38)
02 € G, (2.39)
0'020'1I>(O'ol>0'1). (240)

Demostracion. Notar que la definicion de o9 es equivalente a (2.32) y que (2.40) equivale a (2.34).

Supongamos que (o;)o<i<2 es de tipo D3. Como o2 # o1 se tiene que o9 ¢ G7'. Ademsis,
o3 >a1 = oo (09> 01) = 09> o2 = 01. Esto implica que 03 € Go!.

Reciprocamente, si o9 ¢ G, entonces oo # 01, 01 # 09, y 0o # 02 sigue de (2.38) y (2.40).
Ahora bien, (2.33) se satisface pues og>02 = o3>0y = 07. Por lo tanto, (0;)o<i<2 es de tipo D3. [

Sean oy, 01, 02, 19, T1, T2 € G elementos distintos. Notar que (o, 7) = (09, 01,02, 709, 71, T2) €s de
tipO D(Q), si (Ui)0§i§2 y (Tj)0§j§2 son de tipO Dg y vale

o> T = Tk, Ti>0j = O, donde i, j, k son todos distintos. (2.41)

Notar que (2.41) determina 18 relaciones.

Lema 2.4.14. Sean (0;)o<i<2 ¥ (7j)o<j<2 tales que valen (2.32), (2.33), (2.34) para o y para 7, y
ademds valen

oo > 10 = 70, (2'42)
ogb> T = To, (2.43)
01> Ty = To, (2-44)

entonces o; > 7 = 71;, 0 <1 <2, y 0;>7j =T, para todo i, j, k distintos.

Demostracion. Tenemos que probar
oo T2 =T,
02D Ty = T2,
01T =T,
02> Ty = T,
02 > T = To,

o1 D19 = 70,
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La igualdad (2.45) es cierta pues
ogb> T = Jol>(7'0l>7'1) =T0D> T2 = 71,
mientras que (2.46) y (2.47) valen pues

0'21>7'2:(01[>00)D(01[>7’0):O'll>(0'0[>7'0)20'1[>7'0:7'2,

o1>711 = (og>0o2) > (09> T2) = 0o b (02> T2) = 0g > T = T1.
Por otro lado,
09> 719 = (0> 01) > (00> T0) = 00> (01 >70) = 09> T2 = T1,
muestra (2.48). Finalmente,
oo T =09 (09> T2) = 01> (0eb 1) =01>bTe =01 > (To>T1) = T2 > T = To,
prueba (2.49) y (2.50). O

Observacion 2.4.15. Con esto hemos mostrado que 6 generadores og, o1, 02, 79, 71, T2 € G, y 12
relaciones (2.32), (2.33), (2.34), para o y para 7, (2.42), (2.43), (2.44), y sus relaciones anélogas

To > 0p = 0Oy, (251)
TO> 01 = 09, (2.52)
T1 D> oo = 09, (253)

implican que (o, 7) es de tipo D§3).
Veremos que podemos prescindir de 3 de las 12 relaciones.

Lema 2.4.16. Sean oy, 01, 02, To, T1, T2 € G, tales que valen (2.32), (2.33), (2.34), para o y para
7, y las relaciones (2.42), (2.44) y (2.52). Entonces (o,7) es de tipo D§2).

Demostracion. Por Lema 2.4.14, basta ver que valen (2.43), (2.51) y (2.53).

En primer lugar, (2.51) vale pues 79 = og> 19 = 007'000_1. Por otro lado, haciendo actuar por 7
a (2.44) tenemos que

T =T0> T2 = (19> 01) > (10> T0) = 02 > Tp;

ahora haciendo actuar por oy a esta ultima se tiene que

2.44
ogbT1 = (UDDUQ)D(UODTO) :O'1I>T0(:)T2.

Luego, vale (2.43). Por Lema 2.4.14, vale que ;> 7 = 73, 0 < i < 2, y 0; > 7; = 73, para todo i, j,
k distintos. Ahora bien, haciendo actuar por o9 a (2.52) tenemos que

oy = (02> 1) > (02 > 01) = 71 > 00,

que es (2.53). Luego, por Lema 2.4.14, cambiando los roles de o y 7, se tiene que (o, 7) es de tipo
D§2), como se queria probar. ]
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Los resultados anteriores nos permiten caracterizar la propiedad de ser D:(,,Q) de una manera
analoga a lo hecho en la Proposicién 2.4.13.

Proposicion 2.4.17. Sean og, o1, 179, 71 todos distintos que verifican

(1) o0 & G,

(2) of € G™,

(8) o9 = 01> (0g>01),
(4) 10 ¢ G™,

(5) 5 € G™,

(6) 7o =T11> (10> T71),
(7) o079 = T0,

(8) o1>79 = T2,

(9) To> 01 = 09,

donde o9 = og> 01 y T2 = T9 > T1. Entonces (o,7) es de tipo D§2)- m

Lema 2.4.18. Sea G grupo finito, O una clase de conjugacion de G y o;, 7 € O, 0 < i < 2.
- (2
Supongamos que (o, T) es de tipo Dy~ . Entonces

(i) o0TI = To00 = 0172 = TgO1 = O2T) = T102,
(i?;) o072 = T100 = 0271 = T002 = 0170 = 7201,
(i) ogTy = 0171 = 02T,

(’L"l)) ToO0) — T101 = T209.

Demostracion. (i) y (ii). Por célculos directos. Veamos (iii). Usando (i) y las relaciones de rack,
tenemos que

OITITE = O1T1T4 = O1T9TaT] = O0TITITo = O0TLT0 = 00TaTo = O0Tp-
Luego, 017 = 0¢7p. Ahora, aplicando 79>  a esta ultima identidad se tiene que oo = 07p. (iv)
se prueba de manera andloga a (iii). O
Aplicaciones

Presentaremos ahora una especializacion de la Observaciéon 2.4.2 al caso p = 3. Si bien lo mismo
vale cuando p es un primo impar cualquiera, desarrollaremos este caso dado la importancia del
criterio D3 a la hora de eliminar pares (O, p).
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Sean G un grupo finito, O una clase de conjugaciéon de G. Sean og, 01, 09 € O elementos
distintos tales que (o;)o<i<2 es de tipo Ds. Definimos

g1 ‘= 0o, g2 = 09, gs ‘=01,

luego, se cumple que o; = g; > og, 0 < ¢ < 2. Es facil ver que se satisfacen las siguientes relaciones

0091 = g100, 0092 = g300, 0093 = g200,
0191 = 9300, 0192 = g200, 0193 = g100,
0291 = g200, 0292 = J100, 0293 = g309-

Sea p = (p,V) € Goo y sea v € V — 0. Definimos W := span- {g1v, g2v, gsv}. Luego, W es un
subespacio vectorial trenzado de M (O, p); para ello usar las relaciones inmediatas anteriores y el
hecho de que la trenza en W satisface

c(giv ® gjv) = gibjp(gi[:;aigj)(v) ® giv, para todo 1 <14, j < 3,
por la Observacion 2.1.10.

Lema 2.4.19. Sean oy, o1, 02, g1, 92, 93, (p, V), W como arriba. Supongamos que ¢s,o, = —1.
Entonces la trenza en W satisface

C(gi’U ®g]U) = —GipjV X giv, 1< Z?] < 37

donde ivi=1i,0<i<2 eivj=k, parai, j, k distintos. Mds atin, W es isomorfo a M (O3, sgn)
como espacios vectoriales trenzados, donde O3 denota la clase de conjugacion de las transposiciones
en Sz y sgn es la representacion signo de 7./2.

Demostracion. Por la primera identidad de (2.19) ¥y ¢oyo, = —1, tenemos que p(o?) = Id = p(03).
Ahora mostrar la primera afirmacion es facil. Veamos la segunda afirmacion. La clase de conjugacion
de las transposiciones en S3 es

O3 =1{G1=(12),02=(23),53=(13)}.
Si g1 = 01, g2 = 03, g3 = 09, entonces g; > o1 = 04, 0 < i < 2. Luego, M(O3,sgn) =span-
{g1v0, g2v0, gsvo}, con vy € Vy — 0, donde Vj es el espacio vectorial de la representacion signo de
Z/2. Ahora bien, el mapa W — M (O3, sgn) dado por

g1v — g1, ga¥ — Gavo, gsv — g3vo,

es un isomorfismo de espacios vectoriales trenzados. O

Observacion 2.4.20. La prueba del lema anterior equivale a decir que el sequndo grupo de cohomologia
de rack — ver [AGH2, Definiciéon 4.3] — H?(Ds,Z), es isomorfo al grupo de los niimeros enteros — ver
|[AGn2, Remark 4.8|.

En los capitulos subsiguientes, se dard una gran variedad de ejemplos de subracks de tipo D, en
una clase de conjugacion.
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6
Figura 2.1: Rack del octaedro.

2.4.3. Subracks de tipo O

El rack del octaedro es el rack X = {1,2,3,4,5,6} dado por los vértices del octaedro con la
operacion de rack dada por la regla de la “mano derecha”, i. e. si T; es el mapa lineal ortogonal que
fija a i y rota el plano ortogonal en un éngulo de 7/2 con la regla de la mano derecha (dirigiendo
el pulgar hacia 7), entonces definimos > : X x X — X por i>j := T;(j) — ver Figura 2.1.

Explicitamente,
1»1=1, 2»1=3, 3pl=4, 4p1=5 5prl=2 6pl=1,
1>2=5, 2p2=2, 3p2=1, 4p2=2, 5p2=6, 6>2=23,
1>3=2, 2p3=6, 3p3=3, 4p3=1, 5p3=3, 6>3=4,
1>4=3, 2p4=4, 3v04=6, 4p4=4, 5p4d4=1 6>4=05,
1b5=4, 2pb5=1, 3pd5=5, 4pdb=6, 5>-H=5H, 6>5=2
1>6=6, 2r6=5, 3p6=2, 4>6=3, 5p6=4, 6>6=06.

Sean G un grupo finito, o1, 09, 03, 04, 05, 0 € G distintos y O la clase de conjugaciéon de oy
en G. Recordamos la notacion = >y = zyz~!.
Definicion 2.4.21. Diremos que (0;)1<i<6 es de tipo O si vale que
O'il>0'j20'i[>j, 1§i,j§6,

donde la operacién > en el subindice es la operaciéon de rack en el rack del octaedro. En otras
palabras, (0)1<i<¢ es de tipo O si y s6lo si {o; : 1 < i < 6} forma un subrack en O isomorfo al
rack del octaedro.

Ejemplo 2.4.22. Sea m > 4. Consideremos en Sy, los 4-ciclos
o1=(1234), 09=(1243), o03=(1324), o04=(1342), o05=(1423), o06=(1432).

Es facil ver que (0;)1<i<¢ satisface las relaciones dadas en la definicion anterior. Luego, (0;)1<i<6
es de tipo 9.
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Proposicion 2.4.23. Sean G grupo finito, O una clase de conjugacion de G y o; € O, 1 < i < 6.
Entonces (0i)1<i<e €s de tipo O si y sélo si valen las siguientes relaciones

01> 09 = 05, 01> 03 =02, o1b>0yg =03, 01D 05 = 04, 01> og = 0g, (2.54)

o9 D> o1 = 03, o9 b 03 = 0g, o9 D> 0oy = 04, o9 Doy =01, o9 > 0g = 05. (2.55)

Demostracion. Aplicando 011> a las relaciones en (2.55) y usando (2.54), se obtienen las relaciones
05> 0 = 0555, 1 < j < 6. De manera andloga, se obtienen las relaciones o; >0 = o5, 1 < j <6,
para i = 3, 4. Finalmente, las relaciones og > 0; = 0g,j, 1 < j < 6, salen de aplicar 05> _ a las
relaciones en (2.55) y usando (2.54). O

Lema 2.4.24. Sean G grupo finito, O una clase de conjugacion de G y o; € O, 1 < i < 6. S8
(0i)1<i<6 es de tipo O, entonces

(it) o106 = 0204 = 0305,
(iii) o305 = ojos = 0303,
(iv) o203 = o108 = 0303.

Demostracion. (i). Ya que o;>(0;>(0y>(0i>05))) = o para todo i, j, entonces o} € G%, 1 < 4,5 < 6.
Con esto podemos hacer

4 —1y4 4 _—1 4 —1\4 4 1 4 —1\4 4_—1
01 = (0302037 )" = 030905 =09 = (01030, )" = 01030, =03 = (010407 )" = 010,40] " =

4 —1y4 4 —1 _ 4 —1y4 4 —1 _ 4
oy = (010507 )" = 01050, © = 05 = (02060, )" = 02040, = 0.

(ii). Usando las relaciones dadas en la Definicion 2.4.21 tenemos que

~1 -1 -1 -1

0305 = 03010207 = 030205045 020, = 0201050, = 0204,

0305 = 03020602_1 = 03060506_10602_1 = 06020502_1 = 0g071.
Luego, 0106 = 0204 = 0305.

(iii). Usando las relaciones del rack y (ii), tenemos que
2 2 _ _ _ _ 2 _ 2 _ 3
090y = 02050105 = 05010105 = 05010401 = 050301 = 010601 = 0106.

Luego, 0302 = 006. Aplicando 01> (01> (01> _)) a esta tltima expresion se tiene que o303 = o3o.

(iv). Sigue de (iii) aplicando o> (g2 > ). O

Definicion 2.4.25. Sean o;, 7; € G, 1 < i < 6, elementos distintos. Diremos que (o, 7) es de tipo
0P s (0i)1<i<e6 ¥ (Tj)1<j<6 son de tipo O y

o> Tj = Tipj, T >0 = Opsj, 1 SZ,]SG, (256)

donde la operacién > en el subindice es la operacion de rack en el rack del octaedro.
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Lema 2.4.26. Sean G grupo finito, O una clase de conjugacion de G y o;, 7, € O, 1 < ¢ < 6.
Supongamos que (o,7) es de tipo O3, Entonces

(1) 01T¢ = O6T1 = 09Ty = 04Ty = 03T5 = O57T3,
(i) o7 i =07, 2< <6
j J — Y1 1, — j —
(iii) Ty %0575 = T, ‘0%,
(1) 7'2_2037'3 = 017'6_1,
—2 -2
(v) 05 0575 = 0y “T106,
(vi) 0520373 = T10G "
Demostracion. (i). Primero vemos que
_ -1 _ 1 1 -1 _ -1 _ 9.57
O1T6 = 0102730, = T302T;  T306Ty T304 = T3020605 = T305. (2.57)

Ahora bien, aplicando o9 > a (2.57) se tiene o375 = 7601. Aplicando nuevamente oo > a ésta
dltima igualdad se tiene og71 = T503. Las demaés identidades se prueban de manera analoga.

(ii). Por (i) y Lema 2.4.24 (i) para (7;)1<i<6, tenemos que
02_17'2 = 02_17'4_17'47'2 = ‘71_176_17'17'6 = 01_17'1.

Las demés relaciones se obtienen de manera analoga.

(iii). Es facil ver que

7'2_2057'5 = 7'2_47'27'27'505 = 7'1_47'27'57105 = 71_47'57'17'105

= 7'1_47'57'1047'1 = 7'1_47'5037'17'1 = 71_47'1067'12 = 7'1_106-

(iv). Se obtiene aplicando o2 > (02> ) a la identidad dada en (iii).

(v). Claramente,

02_2057'5 = 02_40202057'5 = 01_40205017'5 = 01_40501017'5 = 01_405017'401

= 01_4057'30101 = 01_4017'60101 = 01_17'6 = 01_27'106-
(vi). Se obtiene aplicando o2 > (02> ) a la identidad dada en (v). O
Aplicaciones

Sean G un grupo finito, O una clase de conjugacion de G y (0;)1<i<e C O de tipo O. Definimos

gLi=01,  g2:=05  g3:=03,  Gai=03,  g5:=04, g6 i= 0301 (2.58)
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luego, se cumple que o; = g; > o1, 1 < i < 6. Es facil ver que se satisfacen las siguientes relaciones

0191 = 9101, 0192 = g501, 0193 = g201, 0194 = G301, 0195 = §401, 0196 = 9606,
0291 = g301, 0292 = 201, 0293 = gﬁﬂfl, 0294 = J406, 0295 = J106, 0296 = 950'27
0391 = g401, 0392 = g106, 0393 = 9301, 0394 = 960(;1, 0395 = g506, 0396 = 920'%
0491 = g501, 0492 = §206, 0493 = 9106, 0494 = g401, 0495 = 9601082, 0496 = 930%06,
0591 = g201, 0502 = 601 06, 0503 = g306, 0504 = g106, 0505 = 5071, 0596 = ga010g,
0691 = g106, 0692 = 94306, 0693 = J406, 0694 = g506, 0695 = g206, 0696 — J601-

Sea p = (p,V) € Gl y sea v € V — 0. Definimos W := span- {g;v : 1 <i < 6}. Luego, W es
un subespacio vectorial trenzado de M (O, p).

Lema 2.4.27. Sean (0;)1<i<6, (9i)i<i<e Yy W como arriba. Sea (p,V) € 6‘7\1, con ooy = —1.
Entonces W y M(Oi‘,x(,l)) son isomorfos como espacios vectoriales trenzados, donde Of denota

(1234)

la clase de conjugacion de los 4-ciclos en Sq y x(—1) € Sy es tal que x(—1)(1234) = —1.

Demostracion. Por Lema (2.4.24) (i) ¥ ¢oy0, = —1, tenemos que p(of) =1d, 1 < i < 6. La clase de
conjugacion de los 4-ciclos en Sy es

O} ={61=(1234), 5o = (1243), 53 = (1324), 54 = (1342), 5 = (1423), 55 = (1432)}.
Si elegimos

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~O~
g1 = o1, g2 = 05, g3 = 02, g4 = 03, gs = 04, g6 = 0901,

entonces g; > o1 = 04, 1 < i < 6. Luego, M(Oi,x(,l)) = span-{g;vg, : 1 <7 <6}, con vy € Vp — 0,
donde V) es el espacio vectorial de la representacion x(_p de 8511234). Ahora bien, el mapa W —

M(0f, X(-1)) dado por

giV > givo, 1<i<6,

es un isomorfismo de espacios vectoriales trenzados. ]

Nuestro objetivo es aplicar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.28. [AHS, Theor. 4.7] El dlgebra de Nichols B (M((QZL, X(-1)) © M(Oﬁ,x(_l))) tiene
dimension infinita. O

A los efectos de dar una aplicacién del mismo, comenzamos determinando el espacio vectorial
trenzado subyacente a M (Of, X(-1)) @ M (04, X(=1))-

Observacion 2.4.29. Sea (CX,q) el espacio vectorial trenzado dado por

» X ={z;,y; : 1 <1,j <6} es un rack de 12 elementos con la siguiente estructura de rack

Ti> X = Tigy,  YiDYj = Yisj, TilYj = Yisj, YilTj = Tinj, para todo i, j,

donde la operaciéon > en el subindice es la operaciéon de rack en el rack del octaedro.
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= g es el cociclo constante —1,i. e. g = —1.

Entonces (CX,q) ~ M(O}, x(—1)) ® M(O}, x(—1)) como espacios vectoriales trenzados.

Demostracion. Definimos

o1:=(1234) =7, o9 :=(1243) =: 7, 03 :=(1324) =73,

o4 :=(1342) =: 74, 05 :=(1423) =: 75, o6 = (1432) =: 7¢.
Denotaremos por (5)1<j<e (resp. (7j)i1<j<e) a la primera copia (resp. a la segunda copia) de O,
con sistema de representantes de coclases a izquierda de 8511234) dados por g1 = g7 = 01, g2 =

Js = 05, 3 = Jo = 02, g4 = g10 = 03, §5 = §11 = 04, g6 = 12 = 0301. Ahora bien, el mapa
M(O4, x(-1)) ® M (04, x(-1)) — (CX,q) dado por

es un isomorfismo de espacios vectoriales trenzados. O

Antes de enunciar el resultado mas importante de esta subseccion mostraremos el siguiente
resultado.

Lema 2.4.30. Sean o;, 7; € G, 1 <1 <6, elementos distintos, y O una clase de conjugacion de G.
Supongamos que (o,7) C O es de tipo O3 con g € G tal que g> o1 = 71. Sean

g1 = o1, g2 = 05, g3 = 02, g4 = 03, g5 = 04, g6 = o501,  (2.59)

g7 = go1, g8 = T59, g9 = Tag, gi0 = T34, g11 = T49, g12 = T5g01.  (2.60)

Entonces valen las siguientes relaciones:

T197 = 9701, T198 = 91101, 7199 = 9801,
T2g7 = G901, T2g8 = G801, Tago = g120 ',
397 = 91001, 398 = 979" 769, T399 = 9901,
Tag7 = 91101, Tags = gsg 769, Tago = g9 769,
T597 = 9801, Tsgs = G1207 29~ 769, 599 = gog ' Te,
697 = 979" ' 769, T698 = 999~ ' T69, T699 = 9109~ 'T69,
71910 = 99071, 71911 = 91001, Tig12 = 9129~ ' 769,
T2910 = 9109~ ' 69, Tg11 = 979~ ' 769, 2012 = g11(9 ' 769)°,
3910 = g12(9 " 769) ", T3911 = 9119~ ' 769, T3912 = G307},
74910 = 91001, 71911 = g1201(9” 'T69) 2, Tig12 = goo1g” 'Tey,
5910 = 979~ ' 769, T5911 = g1101, 5912 = g1001(9” ' 769)%,

T6g10 = 9119 76, Teg11 = 989~ ' Te, Teg12 = 91201,
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o197 = 979~ o1, o198 = 9119~ 019, o199 = g3~ ' 019,
0297 = gog 019, o298 = gsg 019, o299 = G120 (g 019),
0397 = 9109”019, o398 = 979~ 069, o399 = gog~ o1,
oag7 = gy~ 'o1g, oags = gsg~ 069, o199 = 979~ ' 069,
o597 = 939~ 019, o598 = 91201 °g 069, o599 = 909~ ' 06,
0697 = 919~ 069, o698 = gog 069, o699 = 9109~ 069,
01910 = gog 019, o1911 = g0~ 019, 01912 = G129~ ' 069,
72910 = 9109~ 069, o291 = 979”069, 02912 = G1172,12:
03910 = 91273,105 03911 = 9119~ ' 069, 03912 = gsoi (g 'o1g),
04g910 = 9109_1Ulg, 04911 = g1274,11, 04912 = 990%9_10697
05910 = 979~ 069, o5911 = 9119~ ‘019, 05912 = 91075,12;
06910 = 9119~ 069, o691 = 989069, o6g12 = 9129 019,
Yo,12 = 03 (97 o19) 29 o69)3, v3.00 = 07 297 o19)2 (97 to69) L, a1 = o7 (97 019)? (97 owg) 7
y 5,12 = 05 (97 o1g) (g o6g)?,
191 = 9171, 7192 = 9571, 7193 = 9271,
T291 = g3T1, T292 = g2T1, 203 = 9607 71,
7391 = 9471, 7392 = 9176, 7393 = 9371,
T491 = 9571, T492 = 9276, T493 = 9176,
T591 = 9271, 592 = 9607 Te, 7593 = 9376,
T6d1 = 9176, T6g2 = 9376, T693 = 9476,
7194 = 9371, T195 = G471, T196 = 9676,
T294 = 9476, 7295 = 9176, T296 :950%7'106;
T3gs = g0y ‘T10G 7395 = 9576, T3g6 = 20171,
T4g4 = 94T1, T4g5 = 967106_2, T4g6 = g301T106,
Tsg4 = 9176, Tsgs = G571, Tsg6 = gaTi0G,
7694 = 9576, T69s5 = 9276, T696 = g6T1-
Demostracion. Por calculos directos usando Lema 2.4.24 para o y 7, y Lema 2.4.26. 0

Los resultados anteriores nos permiten enunciar el siguiente.

Teorema 2.4.31. Sean o;, 7; € G, 1 <1 <6, elementos distintos, O una clase de conjugacion de
Gyp=(p, V)€ Go. Supongamos que

(H1) (0,7) es de tipo O,

(HQ) (07 T) C O, con g € G tal que g o1 = 14,
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(H‘?) o0y = -1,

que existe v € V — 0 tal que

(H4) p(o6)v = —v,
(H5) p(m1)v = —v,

y que existe w € V — 0 tal que

(H6) p(g~ org)w = —w,
(H7) p(g~ osg)w = —w,

Entonces dimB(0, p) = 0.

Demostracion. Sean gj, 1 < j < 12, como en (2.59) y (2.60). Luego, gj> o1 =05, 1 < j <6,y
gj>o1 =1, 7< 7 <12. Por Lema 2.4.30, se tiene que
(a) si 1 <i,j <6, entonces gi;}aigj = ojog, con r + s impar,

1

(b) si 7 <14,j <12, entonces gi;}n_gggj = o07(9 "' 769)°, con r + s impar,

1

() sil1<i<6yT7<j<12, entonces gi;}oigj =07 (9 o19)* (g7 o69)?, con r + s+t impar,

(d) si1<j<6y7<i<12 entonces gl-;;n_ggj = ol 1ok, con r+s+t impar, pues 76 = 01_17106.

Sean W := span-{g;v, : 1 <i <6} y W := span-{g;w, : 7<i <12}, con v, w € V — 0, donde
v satisface (H4)-(H5) y w satisface (H6)-(H7). Luego, W y W' son subespacios vectoriales trenzados
de M (O, p). Probaremos que

W e W' ~ M5, x(-1) ® M(Of, x(-1)),

como espacios vectoriales trenzados. Asi, tendremos que W @& W' es un subespacio vectorial trenzado
de M (O, p) con dim B(W &W') = oo, por Teorema 2.4.28. Ahora el resultado sigue por Lema 2.3.1.

Por Observacion 2.4.29, sélo tenemos que ver que el isomorfismo de espacios vectoriales trenzados
dado por

Oiv oy T T, 1<i<6,

respeta el cociclo, i. e. ¢ = —1. Para ello, calcularemos explicitamente la trenza en la base g;v,
gj+6w, 1 <i,5 <6,de W@ w’.

Por (a), (H3) y (H4), si 1 <14,5 < 6, entonces

c(giv @ gjv) = Ginjp(9in;0i05) (V) ® giv = —ginjv @ giv.

Por Lema 2.4.26 (i), 76 = o7 ‘1106 Luego, g~ '169 = (¢~ '019) o1(g 'o6g). Por (b), (H3), (H6)
y (H7), si 7 <1i,5 < 12, entonces

c(giw @ gjw) = ginjp (93 Ti-695) (W) @ giw = —gimjw @ giw.
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Por (¢), (H3), (H6) y (H7),si 1 <i<6y 7 <j <12, entonces
c(giv ® gjw) = gi»jp(gi;;aigj)(w) ® giv = —gipjw @ g;v.
Por (d), (H3), (H4) y (H5),si1<j <6y 7 <1i¢<12, entonces
c(giw ® gjv) = ginjp(95s5Ti-695) (V) © git = —ginjv © giw.
Esto concluye la prueba. O

El siguiente resultado es una consequencia inmediata del Teorema 2.4.31.

Corolario 2.4.32. Sean o;, 7; € G, 1 <1i <6, elementos distintos, O una clase de conjugacion de

Gyp=(p,V) e G con 410y = —1. Supongamos que (o,7) C O es de tipo 0@, Si g = ol y
71 = 0%, d, e € Z, entonces dim*B(O, p) = co. O

Demostracion. Notar que d y e deden ser impares, pues son coprimos con |o1|. Luego, las hipotesis
lgl—1 1
e

(H4) y (H5) se cumplen. Por otro lado, g~to1g = ¢’ ; esto implica que p(g~to1g) = —1d, y, por
lo tanto, (H6) se cumple. La prueba de (H7) es similar. O






Capitulo 3

Algebras de Hopf punteadas sobre los
grupos simétricos

En este capitulo, se estudian las dlgebras de Nichols de médulos de Yetter-Drinfeld sobre los gru-
pos simétricos. Como resultado, se prueba que o bien el algebra de Nichols B(0O, p) es de dimension
infinita, o bien la trenza del médulo Yetter-Drinfeld es negativa.

Este capitulo esta dividido de la siguiente manera. En la Secciéon 3.1 se introducen las notaciones
y nociones basicas. En la Seccién 3.2, se consideran clases de conjugacion puras y se utilizan los
criterios de dimension infinita mediante subracks abelianos, desarrollados en la Subseccién 2.3, para
descartar pares (O, p) con dim*B(O, p) = co. Finalmente, en la Secciéon 3.3, se aplican los criterios
de subracks no abelianos a otras clases de conjugaciéon ademas de las puras.

Los resultados aqui presentados forman parte de los trabajos [AF1| y [AF3].

3.1. Notacién y generalidades

Sean m € Ny o € S;,,. El tipo de la permutacion o es un simbolo (1™,2"2, ... m"™) que quiere
decir que en la descomposicion de o como producto de ciclos disjuntos aparecen n; ciclos de longitud
j; claramente, Y7 jn; = m. Asi, escribiremos

o=A1---Ap, (3.1)
donde A; = Ay ;- Ap, ; es el producto de los n; j-ciclos Ay 5, ..., Ay, j de 0. Se omitird escribir
A; cuando n; = 0. Elegimos Aq,..., A, tales que A1y = (1),..., 41 = (1), Ai2 = (n1 +

1 n+2),..., Apyo=(n1+2n2 —1 ny +2ng), y asi siguiendo. Mas precisamente, si 1 < j <m
Y 7= 1<p<j1 kny, entonces

AZJ::(T—i—(l—l)j—i-l (-1 +2 - r+lj),
Bhyj::(r—l—(h—l)j—kl r+hj+1)(r+(h—1)j+2 r+hj+2>---(r+hj r+(h+1)j>,
para todo [, h, con 1 <1 <nj, 1 <h <nj— 1. Notar que By ; es una involucion.

43
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La clase de conjugaciéon de o es
e =1{7 €S;, : tipo de 7 = tipo de o}.

Algunas veces también se usara el tipo como un subindice de una clase de conjugacion. El centrali-
zador de o en Sy, es SY, =11 x --- x T}, con

ij = <A1,j7 s 7Anj,j> A <Bl,j’ s 7an71,j> = (Z/])n] A Snja (32)

para todo j, 1 < j < m, donde By ;, 1 < h < n;—1, acttia sobre Ay j,..., Ay, j como la trasposicién
(h h+1) sobre 1,...,n;.

A continuaciéon describiremos las representaciones irreducibles de S¢,. Para ello mencionaremos
antes algunos hechos conocidos sobre teoria de representaciones de grupos finitos. Recordamos
que para un grupo finito G, G denota el conjunto de clases de isomorfismos de representaciones
irreducibles de Gy que se denotara con el mismo sfmbolo tanto a un representante de una clase en
G como a la clase misma.

Sean GG un grupo finito, H un subgrupo de Gy 0 = (6,W) € H, una representacion irreducible
de H. Describiremos brevemente la representacion inducida de 6.

Denotemos por £ = {¢1,...,¢r} a las coclases a izquierda de H en G, donde k = [G : H] es el
indice de H en G, y sea {gg, = eq, ..., 3¢, } un sistema completo de representantes de coclases a
izquierda de H en G. Asi,

G=HUgp,HU---Ugy H.

Sea g € G. Para cada i, 1 < i < k, existe un tnico 4, 1 < ¢ < k, y un tnico h € H tales que
99¢; = gg;h. Notar que iy h dependen de i y de g.

Para cada i, 1 < 7 < k, definimos formalmente V; := g4, W. Claramente, V; ~ W. Definamos
V 1= ®1<i<Vi; en otras palabras, sea wy, . .., w, una base de W, entonces V es el C-espacio vectorial
de base X, con X := {gp,w; : 1 <i<k,1<j<r}

Para i, j, con 1 <i <k, 1< j <r definimos p: G — End(V) por

p(9)(9p,w5) = 9o 0(h)wj, donde ggy, = gg;h- (3.3)
Se puede ver que p = (p, V') es una representacion de G, con degp = [G : H] deg 6.

Let p = (p,V) € §g\n Luego, p=p1®---® pm, con p; € T]\ Por (3.2), esto nos lleva a considerar
las representaciones irreducibles de grupos de la forma I'x A, con I' abeliano. Las mismas se describen
de la siguiente manera. Sea x € | r vy u € AX donde AX es el subgrupo de isotropia con respecto
a la accién natural de A sobre I Asi, la representacion inducida Indr>q ax(x ® p) es irreducible
y cualquier representacion irreducible de I' x A es isomorfa a una de esta forma, para Gnicos x y
1 € AX (salvo la accion de A) — ver [Se, 8.2]. Por lo tanto, p; € T tiene la forma

(Z/3)"9 xSn
_Ind(Z/) 5 T(XG @ pg)s (3.4)

conx; € (Z/j)", u; € S%j La representaciones irreducibles de (Z/7)™ son de la forma X(t1,jvsting )2

donde 0 < tq4,... stn;j < J—1son tales que

t .
X(t1,j,...7tnj’j)(Al,j) = wjlda 1<i< nj. (35)
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Notar que si p; es como en (3.4), entonces
deg p; = [Sn, : SY9] deg ;. (3.6)

Observacion 3.1.1. Puesto que cada A; pertenece a Z(S7,), A; acttia por un escalar ga; sobre V.
Luego,
oo = Geo,  dondege= [[aa, vy o= [ aa,
J par 1<j impar

Observacion 3.1.2. Asumamos que deg(p) = 1. Esto implica que deg(p;) = 1, para todo j. Entonces

ng;j) =Sn, y pj=co6sgne S/\nj, para todo 7, (3.7)
por (3.6). Luego, tj :=t1; = -+ =t,,; v pj = Xj ® iy, para todo j. En este caso, denotaremos a
Xj = X(t;,....t;) POT )ZZ Por lo tanto, para todo j existe ¢;, con 0 <t; < j — 1, tal que
p=0r@m)® @ (X, @ tm). (38)
Sinj; =006 1, entonces p; es solo la representacion trivial. Denotaremos
ti=(t1,...,tm); (3.9)

esta m-tupla depende de p. Cualquier representaciéon de S7, de dimensién 1 estd completamente
determinada por (p1, ..., im,) y t como arriba.

Denotaremos por € y sgn a las representaciones trivial y signo de S,,, respectivamente.

3.2. Usando técnicas basadas en subracks abelianos

En esta subseccion, se consideraran clases de conjugacion O puras y su buscaran subespacios
vectoriales trenzados de tipo diagonal U de M (O, p) tales que dimB(U) = cc.

Definiciéon 3.2.1. Diremos que o € S,, es pura si el tipo de o es (k™), i. e. si o es un producto de
n ciclos disjuntos de la misma longitud k y m = kn.

También llamaremos pura a la clase de conjugacién de una permutacion pura.

3.2.1. Algebras de Nichols correspondientes a ciclos de longitud par

Sea o € Sy de tipo (k), con 2 < k. Como se mencion6 anteriormente, la clase de conjugacion O,
de o es el conjunto de los k-ciclos en Sy.

Si k es impar, entonces dim B(0,, p) = oo, para toda p € g;, por Lema 2.3.4.

Asumamos que k = 2r, conr > 1, yseaoc = (1 2 --- k); el centralizador de o es S = (o) ~
Z/k. Si ged(j, k) denota el maximo comun divisor de j y k, entonces un subrack abeliano maximal
de O, es

T = {07 : ged(j, k) =1}.

Claramente, card7 > 2. Sean w € Gy y x. el cardcter de S{ definido por (o) := w; sean
MOy, xw) €l correspondiente modulo de Yetter-Drinfeld y B(O,, x.,) su algebra de Nichols. Se
concluye de Lema 2.3.4:
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Proposicion 3.2.2. Sea o € Sy, de tipo (k), con k par. Sea w € Gy. Entonces dim B (O, xu) = 00
st w # —1, y la trenza es negativa si w = —1. O

3.2.2. Algebras de Nichols de 6rbitas con n transposiciones

En esta subseccion, se considerara el caso en que m = 2n y el tipo de o en Sy, es (2"), n > 1.
Asi, O, es el conjunto de permutaciones en So, que son producto de n transposiciones disjuntas.
Fijemos 0 = Ay --- Ay, en Sgp, con A; = (20 — 1 2i). El centralizador es

gn = <A1,.. . 7An> X <Bl,... 7Bn—1> ~ (Z/Q)n X Sn,

donde Bj = (25 —1 2j+1)(2j 2j+2),1<j<n—1.Esfacil ver que se verifican las siguientes
relaciones

A =id = B, AjAj = AjA;, AiB; = BjA;, i #j,j+1,

Aij = BjAjer BlB] = BjBZ‘, |Z —]| > 1, Bij:I:IBj = Bj:l:lBij:tl'

Representaciones irreducibles de (Z/2)" x S,

En primer lugar, listamos las representaciones irreducibles de (Z/2)"™ x S,,. Sea e; € (Z/2)™ el

elemento con un 1 en el lugar i y 0 en el resto; sea x; € (Z/2)" dada por x;(e;) = (—1)%. Las
representaciones irreducibles de (Z/2)™ son los caracteres lineales

Xityip = Xi1 " " Xig» 0 k<n, 1<0<---<ip<mn,

donde k = 0 corresponde a la representacion trivial xg) de (Z/2)"™. Sea X(k) "= X1,...k- Lia accion de
Sy, sobre (Z/2)™ induce una accion natural de S,, sobre (Z/2)"; la 6rbita y el subgrupo de isotropia
de X = Xi1,....i € (Z/2)™ son

Oy = {1, 1 1S 1 <+ <Jk <n} Yy S§~Sp_k XS, (3.10)

respectivamente. En consecuencia, los caracteres x(), 0 < k < n, forman un conjunto comple-
—_—

to de representantes de las orbitas en (Z/2)". Como se discuti6 en la Subseccion 3.1, todas las
representaciones irreducibles de (Z/2)" x S,, son de la forma

(Z/2)" xSn,

(Z/2)7 x5 ®) Xy @n),  0<k<n, peS".

P = Pxy = In
Existen »_;_,P(n — k)P(k) representaciones irreducibles de (Z/2)" x'S,, donde P es la funcion
particién, pero no se necesita considerar a todas ellas. Notar que deg(py,,u) = [Sn : Sh®] deg().

Observacion 3.2.3. (i) Si k = n, entonces S,, = Sk® y PX(myir = X(n) ® 11, para toda p1 € §; En
particular, las representaciones x () ® € y X(n) ® sgn son de grado 1.

(ii) Si k es par, entonces px(k),u(a) acttia por ¢,, = 1, para todo u € Sk® | Asi, dim*B(O,, p) =
00, por Lema 2.3.4. Por esta razéon, podemos asumir k impar.
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Sea 01 = 0,09...,0n una numeracion de O, como en Subseccién 2 del capitulo 1. Hacemos
notar que los elementos g1, ..., gn que satisfacen g; > o = 0;, pueden ser elegidos involuciones.

Proposicion 3.2.4. Sin es impar, entonces el espacio vectorial trenzado M (Oy, p), con p = X (n) @€,
X(n) ® sgn, es negativo.

Demostracion. Asumamos que o; # o0 conmutan. Debemos mostrar que ¢; = —1, ¢j; = —1y
¢ijq;i = 1. Las dos primeras condiciones se cumplen porque o;g; = g;0, 1 <1 < N. Para la tercera,
notar que 7y;;j := g;laigj Y Vji i= g;lajgi estdn en S9,, ver Seccion 2.2; asi podemos escribir

vij = A Al By, - Bh,, = A{ - A By, - By,

donde dy,...,dp,e1,...,e, € {0,1}. Ya que 745, vji € Og, los signos de las permutaciones v;; y ;i
son iguales al signo de o, que es —1, porque n es impar y el signo de cada permutaciéon B; es 1,
1 <1<n-—1. Esto implica que dy + ---+d,, y e1 + - -+ + e, son impares. Ahora bien, puesto que
0i95 = 957%ij Y 059i = Gi7Vji entonces qij4q5i = p('yz-j'yji). Consideraremos ambos casos.

(a) Asumir que p = x(n) ® €. En este caso, el resultado se cumple pues

i) = (—L) e (—qyertten
(b) Asumir que p = x(,) ®sgn. Si 0; = 0, entonces v;; = 7j; = 0, porque g; es una involucion,
y el resultado sigue. Veremos que el caso general sigue del caso o; = 0. Por definicion, M (O,, p)

es un Sg,-comoddulo, con coaccion dada por §(g;v) = o7 ® gv, donde V = C - span de v. Entonces
M(Og, p) = ®res,, M(Og, p)r, donde

M(Os,p)r i={m € M(Oy,p) : 6(m) =7 m}.

Claramente, M (O, p)r = ¢V, siT=0i,y M(O,p); =0,81 7 ¢ O,.

Si denotamos o7 := 0y, entonces M (O, p) ~ Indzilll V', donde V es una representacion irreducible

2n

de dimension 1 de Sg}l ~ Sg,, ver (2.8). Sean 03 := 0, g1 := id y g2 tales que G2o1ga ' = o2. Luego,

existe v en V que satisface
9iCv = M(Oy, p)s, = 1CY, 9;Cv = M(Oy, p)o; = g2C;
digamos que g10 = A1g;v y G20 = A2g;v. Entonces

c(g10 ® g2v) = c(A1giv ® A2gjv) = A1 A2c(giv @ g;v)
= AMA2¢ijgiv ® giv = ij G2V @ G170,

y por el otro lado, ¢(g10 ® g2v) = q12G1V ® G17; asi, ¢;; = qi2. Andlogamente, ¢;; = ga21. Por lo tanto,
¢ijqji = qi2q21 = 1, y el resultado sigue. O

Se procede ahora a considerar los diferentes casos de acuerdo a la paridad de n. El caso n = 2
estd contenido en [AZ|. En primer lugar, consideramos n = 3, 4 y después los casos generales n par
y n impar.



48 CAPITULO 3. CORRADICAL: GRUPOS SIMETRICOS

Cason=3

Sea o = (1 2)(3 4)(5 6) en Sg. Entonces O, tiene 15 elementos y el centralizador de o es

6 =(A1=(12),Ay=(34),A3=(56))x(B=(13)(24),C=(135)246))
~ (Z/2)3 % Ss.

Las relaciones para los generadores Ay, Ay, A3, By C son B> = C? =1 = A?, AjA; = AjA;,
BCB=C"'y

BA{B = As, BAyB = Aj, BA3B = As,
CAC™1 = A, CA,C7 = Aj, CAsC~ 1 = A;.

Por lo visto en la Subseccion 3.2.2, las representaciones irreducibles de S§ son:

(1) Cuatro caracteres x+ +, dados por x4+ +(A4;) = £1 (el primer subindice), x+ +(B) = £1 (el
segundo subindice), x+ 4+ (C) = 1.

(2) Dos representaciones 6, de dimension 2, dadas por

= (3 L) = (] o) e0=(5 ).

donde w € G3 es una raiz tercera primitiva de la unidad.

(3) Cuatro representaciones ¢4, 11, de dimension 3, dadas por

1 0 O 1 0 O
¢i(A1) = 0 -1 0 3 ¢i(A2) = 01 0 )
0O 0 1 00 -1
1 00 +1 O 0 0 0 1
p+(A3)=( 0 1 0], ¢p+(B)=10 0 =1/, p+(C)=11 0 0],
0 0 1 0O £1 0 01 0
y
-1 0 O -1 0 0
Ye(A)=( 0 1 0 |, Yi(A)=10 -1 0],
0O 0 -1 0 0 1
1 0 0 +1 O 0 0 0 1
Yr(A3) =10 -1 0 |, Ye(B)=10 0 Z£1], Y£(C)=(1 0 0
0O 0 -1 0 £1 0 01 0

Las representaciones y— 4+ coinciden con x(,) ® € y X(n) ® sgn de Proposicion 3.2.4, luego no
podemos decidir la dimensién de sus algebras de Nichols. Para las otras, se tiene:

Proposicion 3.2.5. Sea o € Sg de tipo (23). Sea p en gg. Si p # x—,+ entonces dimB(O,, p) = oo.
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Demostracion. Podemos suponer que o = A1 Ay As = (12)(34)(56). Sea p = (p, V) € gg. Buscamos
un subespacio trenzado de tipo diagonal de M(O,,p). Definimos o1 := o, o3 := (12)(35)(46),
o3 = (12)(36)(45) en Oy; si g1 = id, g2 = (45), g3 = (46) entonces gj>o = 05, 1 < j < 3. Sea
gjv = gj®v,v €V, 1<j<3. La coaccion en el médulo de Yetter-Drinfeld M (O,, p) esta dada
por d(g;v) = g; > 0 ® g;v; necesitamos las acciones de los elementos o, 1 < j < 3, las cuales son

o1 g1v = gip(o)(v), o1 - g2v = g2p(02)(v), o1 g3v = g3p(o3)(v),
o2+ g1v = g1p(02)(v), 02 - gov = gap(0)(v), o2 - g3v = g3p(o2)(v),
o3 - g1v = g1p(03)(v), 03 - g2v = gap(03)(v), 03 - g3v = g3p(o)(v).

Luego, la trenza estd dada por

c(g1v ® gow) = gap(o2)(w) ® g1v, c(g1v ® gaw) = gzp(o3)(w) ® g1v,
c(g2v ® grw) = g1p(02)(w) ® gov, c(g2v ® gaw) = gzp(o2)(w) ® gov,
c(g3v ® grw) = g1p(o3)(w) @ gsv, c(g3v ® gow) = gap(03)(w) @ g3v,

y ¢(gjv ® gjw) = (g; > 0) - gjw @ gjv = gjp(o)(w) ® gjv = —g;w ® gjv, para todo 1 < j < 3y
v,we V.

Se considera ahora las diferentes posibilidades para p. Si p = x4+, 04+ 6 ¥4, entonces ¢, = 1
y dim B(O,, p) = oo, por Lema 2.3.1.

: 0 —w! . 1 1
Si p = 0_, entonces p(o3) = p(o3) = o I Elegimos v, = o) Y=, ) Luego,

—w
p(o2)(v1) = p(os)(v1) = v1, p(o2)(ve) = p(os)(va) = —ve. Por lo tanto, la trenza es diagonal de
tipo Cartan en la base

w1 = g1v1, W2 = giv2, W3 = g2V1, W4 = G2¥U2, W5 = g3Vi, W = g3v2.

El correspondiente diagrama de Dynkin es Agl). Por Teorema 2.3.2, dimB(0,,0_) = .

0 0 1 0 0 -1
Supongamos que p = ¢. Entonces ¢ (02) = (O -1 0> , 04 (03) = < 0 -1 0 ) Elegimos

1 0 O -1 0 0
0 1 1
vi=|1],v2=(0])yvs=| 0 ]. Luego,
0 1 -1

Por lo tanto, la trenza es diagonal de tipo Cartan en la base

w1 = g1V1, w2 = g1v2, w3 = g1vs,
w4 = gav1, W5 = G202, We = g2v3,
w7y = g3vi, wg = g3v2, W9 = g3v3;

esto implica que el correspondiente diagrama de Dynkin contiene al diagrama de Dynkin affin A;l).

Por Teorema 2.3.2, dim B(0,, ¢+ ) = oo. Finalmente, el caso p = ¢_ es analogo. O
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Cason=4

Sea o = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8) en Sg. El centralizador de o es
§ = (A1, Ay, Ag, Ay) x (By, By, Bs) ~ (Z,/2)" x Sy,

donde 47 = (1 2), Ao =(34), A3 =(56), Ay =(78), By =(13)(24), B =(35)(46)y
Bs = (5 7)(6 8). Por lo visto en la Seccion 3.2.2, existen 20 representaciones irreducibles de Sg,
pero por Observacion 3.2.3 (ii) solo se necesitan considerar 6 de ellas. Ellas son

p1 =Ind(x) ®€), p2 = Ind(x(1) ® sgn), p3 = Ind(x1) ®0),

ps = Ind(x(3) @ €), ps = Ind(x(3) ® sgn), pe = Ind(x(3) ® 0),
donde Ind quiere decir Indgggijgg y 0 es la representacion estandar de S (notar que Szf(l) ~ Sg ~
Sff(?’) — ver (3.10)). Con esta notacion, podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.6. Sea o € Sg de tipo (2*). Entonces dim B(0O,, p) = oo, para toda p € gg.

Demostracion. Podemos suponer que o = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8). Probaremos méas adelante que si
j =1,2,4065 entonces dim*B(O,, pj) = 0o, ver Lemas 3.2.7 y 3.2.8. Veamos ahora los casos
restantes j = 3, 6. Es claro que 01 := 0, 09 := (1 2)(3 4)(5 7)(6 8) y 03 := (1 2)(3 4)(5 8)(6 7)
estdn en O, y que satisfacen las mismas relaciones que en la demostracion de Proposicién 3.2.5, con
g1 =1id, go = (6 7), g3 = (6 8). Consideremos p3. En una base adecuada, se tiene

|
—

0 0 0 0 —w 0 0 0
0 0 0 O 0 —w™ 00
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
p@)=1_, o 00 o0 o o0 ol
0 —w 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 1
0 0 0 O 0 0 1 0
0 0 0 0 —wt 0 0 0
0 0 0 0 0 —w™ b0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0O -1 0 0 0 0 0
pEs)=1_, o o o o o o0 o
0 —w O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 -1 0
donde w € G3 es una raiz tercera primitiva de la unidad. Es fécil ver que
v1 = e1 + wes, vg = €2 + weg, VU3 = e3 + ey, V4 = €3 — ey,
Us = €] — wes, Vg = €2 — Wee, v7 = e7 +eg, vg = e7 — ey,

son autovectores de autovalores 1 o —1. En particular,

p3(o2)vr = vr,  p3(o2)vg = —vg, p3(o3)vr = —v7, p3(03)vs = vs.
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Asi, en la base w1 = g1vy, wy = g1Us, W3 = GoU7, Wy = oy, W5 = §3U7, W = ¢3Us, la trenza es
diagonal de tipo Cartan. El correspondiente diagrama de Dynkin es no conexo; sus componentes
conexas son {1,4,6} y {2,3,5}, cada una de ellas dan lugar al diagrama de Dynkin afin Aél).

Entonces dim B(0,, p3) = oo por Teorema 2.3.2.

Finalmente, si p = pg se tiene que

0O 1 O 0O 0 0 0 0
1 0 O 0O 0 O 0 0
0O 0 O 0 0 0 —w! 0
( ) 10 0 O 0O 0 0 0 —w™1
P6l92) =10 0 0 0 0 1 0 o |
0 0 O 0O 1 0 0 0
0 0 —w 0 0 0 0 0
0O 0 O —w 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —w! 0
(05)=|0 0 0 0 0 0 0 w1
PeO3)=109 0o 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0O -1 0 0 0
0 0 —w O 0 0 0 0
0 0 0 —w 0 0 0 0
Los siguientes son autovectores de autovalores 1 o —1
V1 = e1 + eo, Vg = €1 — €2, U3 = e3 + wery, V4 = e4 + wes,
Vs = €5 + €6, Vg = €5 — €g, V7 = e3 — wer, Vg = €4 — wes.
En particular,
pe(o2)vr = v1, pe(o2)ve = —v2, pe(o3)vr = —v1, pe(03)v2 = V2.

Asi, en la base w1 = g1v1, wo = g1V, W3 = GoU1, W4 = GoUs, W5 = ¢3V1, Wg = ¢392, la trenza es
diagonal de tipo Cartan. Esto es similar al caso de p3 intercambiando los roles de vy por vy y vg
por va. Entonces dim B(O,, pg) = oo por Teorema 2.3.2. O

Caso n general

Se comienza ahora el anélisis del caso general. En primer lugar, se probaran dos lemas.

(Z/Q)nXIS;u) (X(l) ® /’L)f con =€ 0 sgn, entonces dlm %(Oa, P) = OO, para

Lema 3.2.7. Si p = Ind
(Z]2)™ xSy,

todo n > 2.

Demostracion. Sean g1 =id, go = (2n—2 2n—1)y g3 =(2n —2 2n). Se definen o9 := ga>oy
03 1= g3 > o, asi

02:A1A2~--An_2(2n—3 2n—1)(2n—2 271),
03:A1A2---An_2(2n—3 2n)(2n—2 2n—1);
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consideremos T = {01, 09, 03}. Por célculos directo se puede ver que

g9 = O'AnflAanfl == O‘3An,1An y g3 = O‘anl. (311)

Se procede ahora como en la demostracion de la Proposicion 3.2.5. Escribimos g;v 1= g; ® v,
veV,1<j<3. La coaccion esta dada por 6(gjv) = gj >0 @ ojv; la accion de los elementos o, oo,
g3 es
v),

o g1v = g1p(o)(v) o - gov = gap(02)(v), o - g3v = g3p(03)

(
(

o2 - g1v = g1p(02)(v), o2 - gov = gop(0)(v), o2 - g3v = g3p(02)(v),
03 - g1v = g1p(03)(v), 03 - g2v = gap(03)(v), o3 - g3v = g3p(o)(v).
Luego, la trenza esta dada por
c(g1v ® gaw) = gap(o2)(w) @ grv, c(g1v ® gaw) = g3p(o3)(w) @ g1v,
c(g2v ® grw) = g1p(o2)(w) @ gav, c(g2v ® gsw) = gzp(o2)(w) ® gav,
c(g3v ® grw) = gi1p(o3)(w) @ g3v, c(g3v ® gow) = gap(03)(w) ® g3v,

y c(gjv ® gjw) = (g > 0) - gjw ® gjv = gjp(o)(w) @ gjv = —g;w & g;jv, para todo 1 < j < 3y
v,weV.
(Z/2)" XSn

Consideremos p = Ind(Z/2)"><SX‘” (x(1) ® €). El espacio vectorial de la representacion p tiene
dimension n. Es facil ver que para cada i, 1 <1i < n,lamatriz p(A;) es diagonal con (p(A4;))i; = —1
y 1 en el resto; mientras que

Idn72
p(Bn—l) = 0 1
1 0

Por lo tanto, se tiene que p(o) = —1Id y, por (3.11),

- Idan - Idnf2
plo2) = 0 1
1 0 -1 0

Elegimos v; = €;, 1 <i<n—2 vp_1 =en_1+€ny Un =en_1 — €n. Luego,

p(og)v; = —vj, p(02)vn—1 = Vn_1, p(02)Vn = —vy,
pos)vi = —uj, p(03)Un—1 = —vn_1, p(3)vn = vy,
con 1 <1i <n—2. Entonces la trenza es diagonal de tipo Cartan en la base B = {g;v;}, j =1, 2, 3,

1 <4 < n. El correspondiente diagrama de Dynkin no es de tipo finito porque contiene al diagrama
de Dynkin affine Agl). Por Teorema 2.3.2, dimB(O,, p) = 0.

Finalmente, si p = Indijz;: :z;“) (x(1) ®sgn), p(A;) son como antes y
- Idn—2
p(Bo1) = 01
10
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Entonces,
Idn_Q Idn—2
p(o2) = 0 1], plos)= 0 -1
10 -1 0
Sea v; como antes; luego,
p(o2)vi = v4, p(02)Un—1 = Vp_1, p(o2)vy = —vp,
P(U3)vz‘ = Vi, P(U3)vn—1 = —Up-1, P(U3)vn = Un,

con 1 <4 <n — 2. Entonces la trenza es diagonal de tipo Cartan en la base B. El correspondiente

diagrama de Dynkin no es de tipo finito porque contiene al diagrama afin Agl). Por Teorema 2.3.2,
dim B(0,, p) = oo -

(Z)2)" xSn

Lema 3.2.8. Sip = Ind(Z/2)n X =1)

(X(n—1) ® ), con = € d sgn, entonces dim B(O,, p) = oo,
para todo n > 2.

Demostracion. Sean gj, 0j, 1 < j < 3, como en la demostracién de Lema 3.2.7.
(Z/2)™ xSn,

(Z/2)m 8, "
con (p(Ai))n—it1,n—i+1 =1y —1 en el resto; mientras que

Si p = Ind (X(n—1) ®€), entonces para cada i, 1 <17 < n, la matriz p(4;) es diagonal

01
p(Bn-1)= (1 0
Idn—?
Por lo tanto, se tiene que p(o) = —1Id y, por (3.11),
0 -1 0 -1
ploz)=|(-1 0 , plog)=(-1 0
Idn_g - Idn—Z

Elegimos v1 =e1 +e2, v2a = €1 —ea v v; = €4, 3 <1 < n. Luego,

plog)vr = —vy, p(o2)va = va, plo2)v; = v;,

p(os)vy = —vy, p(o3)ve = vz, p(os)vi = —v;,

con 3 < i < n. Entonces la trenza es diagonal de tipo Cartan en la base B = {g;v;}, j = 1,2,3,
1 <4 < n. El correspondiente diagrama de Dynkin no es de tipo finito porque contiene al diagrama
de Dynkin afin Aél). Por Teorema 2.3.2, dimB(O,, p) = cc.

(Z/2)" %Sy,

Finalmente, si p = Ind(Z/Q)"XSE(n_I)

(X(n—1) ® sgn) entonces las matrices p(A;) son las mismas

que en el caso previo y
01
p(Bu)= (1 0
- Idan
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Entonces,
0 -1 0o -1
ploa)= -1 0 , plog)=|-1 0
— Idnfg Idnf2
Sea v; como antes; luego,
plo2)vy = —vy, p(o2)va = v, p(o2)vi = —vj,
p(os)vr = —v, p(o3)v2 = va, p(o3)v; = vj,

con 3 < i < n. Entonces la trenza es diagonal de tipo Cartan en la base B. El correspondiente

diagrama de Dynkin no es de tipo finito porque contiene al diagrama de Dynkin afin Ag). Por
Teorema 2.3.2, dim B(O,, p) = co. O

Notar que si n es impar, entonces el analogo del Lema 3.2.8 sigue de la Observacion 3.2.3 (ii).
A continuacién se dard alguna notacion para los casos n par y n impar, separadamente.

Notacioén en el caso n par. Supongamos que n = 2L y para cada [, con 1 <[ < L, se define
gi=A—-2 4-1),g; = (4—-2 4,

o ::gl+l>a7 y B =g, >o.
Estoes, sio= A1Ag - A9y _1A9;--- Aop_1 Ao, entonces

al:A1A2-~(4l—3 4l*1)(4l*2 4[)'--A2L,1A2L,
By =A1Ay--- (41 =3 41)(4l —2 4l —1)---Agp 1 Asr.

Es facil ver que gljtg,jlE = g,jfgli, para todo [, h distintos. Sea T el conjunto
T={g>((gpp0) ) 1<k<L1<h<-- <l <L}U{o}.

Notar que glﬂ; > (- (gljlE po)---) = (gi . -gljl:)l>0'. Sea T = {09 = 0,01,...,0N} una numeraciéon de
T; elegimos go = id y g; a los elementos gljE tales que gj>o =0j,1 <j < N.

El siguiente resultado sale por calculos directos.

Lema 3.2.9. Para todo [, 1 <1 < L, se tiene que

(1) gy 9; Aa1Ang 97 = g An1Ang]".
(i1) g; 97 Au—1Ang; 9 = 9] Au_1A2g; .
(iii) g Agi—1Aggi Agp—1Ag = g7 Agi—1 Aag .
(iv) Ag—1Aggi As_1Aggi = gff Aa—1Aagf .

(v) By = Ag—142 = [ioy. O
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Lema 3.2.10. (1) Si 1 <1< L, entonces
ap = 0Ag 1Ay Ba1 = BiAy 1Ay y By = oBy1.

(2) T CO,NS3,.
(3) Para cada i,j, 0 <i,j < N, existe k, 0 < k < N tal que 0,9; = gjoy.
(4) T es abeliano.

Demostracion. (1) es obvio. (2) Claramente, T'C O,. Para ver que T' C S§,, se necesita probar que
= (gli]c . gljlt) >o en S,. Esto es claro para k = 1; luego se sigue por induccién en k.
(3) Notar que si i = 0 entonces k = j; si ¢ = j entonces k = 0, etc. Fijemos o; = (glj; . gll:) > o,
con 1 <l <--- <l <L;supongamos que g; = g,ij . -g,jfl, con 1< hy <---<hy < L. Entonces
+ + + + + + + +
gjo'lg] = glk . o gllghM .o ghlo-ghl . o ghMgll e glk_
Sil, # hs para todo r, s, entonces oy, := g;o;g; estd en T Si l, = h, para algunos r y s, se tiene que
en la expresion g;o;g; los factores gljf y g}i se cancelan mutuamente mientras que para los factores
gljf y g7 usamos el Lema 3.2.9(i),(ii) y resulta que
+ +
gjo"bgj == . 'glrg}:fso-g’tglr e e e T e .g]:—‘;o-g;z e,
Por lo tanto, gjo;g; estd en T

(4) Tenemos que probar que o;0; = 0;j0;, para todo 4, j.

(a) Analizamos los casos cuando o; = a; 6 51y 0 = ap 6 By.
(i) Si o3 =oq y 0j = oy, entonces
0i0; = g Ay_1 A9, g Aon—1Aang; .

Si [ = h entonces la afirmacion es claramente cierta. Sil # h se tiene que glJrAgl,lAglglJr y
g}—:AQh_lAth;l_ conmutan porque son permutaciones disjuntas; luego el resultado sigue.
(ii) Si o3 =By 0j = By, entonces procedemos en forma analoga al caso anterior.

(iii) Si O, =QqQyo;= ﬂh, entonces
05 = AQ A A A
00y 9 -1 2191 gh 2h—1 2hgh .

Si | # h entonces g;LAQZ,IAQZglJF Y 95, Aon—1A2pg, conmutan; de alli que o;0; = 0j0;.
Mientras que si [ = h, se verifica facilmente que o;0; = o3y = id = By = 0j0y, y el
resultado sigue.

(b) En general, para o; = (glj; . gljlc) >oyo;= (ng - 'gi) > o, se obtiene que
o = A1Ag - g Aoy 1 Ao it -+ g Aty 1 Ao gy - Aar 1 Aar,
oj = A1Ay-- 'g;iAzhrlAzhlg;jfl - 'g;fMAthflAthng - Aop 1 Asr.

Ahora se tienen dos casos:
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(i) Sil, # hs, para todo r, s. Entonces
+ + + +
0i0j = g, Aot —1 A2, 95, -+ 9;, Aot —1421,9),
+ + + +
I, Azn—142m, G, -+ 91y, A2k —14A200, 9, = 0504
+ + + +
porque cada ngAer—lAQZTQZT conmuta con cada ghSAth—lA%sghs'
(ii) Sil,. = hg, para algun r, s, entonces usamos (a) en cada factor correspondiente a I, = hs.

Esto concluye la prueba. O

Para el resto de esta subseccién fijamos un orden en 1" dado por

T = {Uo =0,01 = Q01,09 = ﬁl;~--7U2L—1 = Qr,09], ZIBL,...}.
A continuacion se trabajara con p = DXy €11 S9,,, como en la Seccion 3.2.2; sean V' y V), los espacios
vectoriales de las representaciones p y u, respectivamente. Por Observacion 3.2.3 (ii), s6lo se necesita

considerar k impar; asi p(o) = —Id. Ya que 01-2 = id, para todo %, entonces los posibles autovalores
de los operadores {p(o;) : 0 <i < N} son 1y —1. Més aun, puesto que T es abeliano existe una
base B = {v1,...,vg} de V formada por autovectores simultdneos para dichos operadores. Notar
que

dimV =[S, : S\®]dim V}, = (Z) dim V.

Para cada i, 0 < i < N definimos ' = (f{, fi,..., f&) donde p(ci)v, = flv,, 1 <r < R; por
ejemplo f* = (—1,—1,..., —1). Denotamos por F; a la matriz con todas sus filas iguales a f’. Luego,
Ey es la matriz dim V' x dim V' con todas sus entradas iguales a —1.

Consideremos el subespacio W de M(O,, p) con base {w;, 1= givy =0; @v, : 0<i < N, 1<
r < R}. Entonces W es un subespacio vectorial trenzado de tipo Cartan y la matriz de los escalares
(Qa,p)ap— ver Definicion 1.3.3- tiene la forma

Ey E1 Es -+ FEop 1 Eop
E, Ey, Ef - -
Ey  Ey Ep
Q= : : : o
Eop 4 -+ - o Ey  Espy
Eyp <o+ oo oo By Eo

Aqui los bloques diagonales son iguales a la matriz Ey; mientras que el bloque en la posicioén i, j es
la matriz Ej, donde 0;0; = ojo}.

Notacién en el caso n impar. Supongamos que n = 2L+ 1 y que para cada [, con 1 <[ < L,
tomamos gl+, g, o, By T como en caso n par. Asi,

o=A1Ay- - Ay 1Ay Agp 1 Ao Aor 1,
o] = A1A2 te (4l -3 4l — 1)(4l -2 4[) ce A2L71A2LA2L+1,
Bi=AiAs-- (4 —3 441 —2 4 —1)---Aop_1Aog Aop 1.

Entonces gli,oq, B, 0i, 0j y T satisfacen las mismas propiedades que antes.
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Proposicion 3.2.11. Sea p = (p,V) en gg\n, n>2. 5
(a) n es par, ¢
(b)) n=3yp#x_x, 0
(¢) n es impar y p # py.us para todo p en g;,

entonces dim B(0O,, p) = oo.

Demostracion. Sean p = py, s X(k) €0 (Z/2)™ y u en S; Por Observacion 3.2.3 (ii), podemos
asumir que k es impar. Distinguimos dos posibilidades.

(1) Par todo I, con 1 <1 < L, p(ey) =1Id = p(f;) o p(ey) = —Id = p(3;). Por Lema 3.2.10 (1),
esto implica que
p(Ag—1Ag) =1d, para todo .

Asumamos que n es par. Luego, p(o) = p(A1As--- Ay 1A21) = Id; asi que ¢op = 1y
dim B(O0,, p) = .

Asumamos que n es impar. Ya que p(o) = —Id, resulta que p(A2r4+1) = —Id. Por lo discutido
en Subseccion 3.2.2, esto implica que p(A;) = —1d, 1 < j < 2L+ 1. Entonces p = PX(ny11> PETO €StO
es una contradiccion por hipotesis.

(2) Existe [ con p(ay) # £1d o p(B) # £1d o p(oy) = £1Id = Fp(F;). Aqui se tiene que si
dim V' > 4 entonces la matriz de Cartan generalizada A es tal que su diagrama de Dynkin asociado
no es de tipo finito y el resultado sigue. Para ver esto supongamos que existe [ con p(qy) # +1d;
para los otros casos el argumento es similar. Recordemos que las componentes del vector f! son 1
o —1; luego definimos ¢t := card{r : fL = 1} y ¢~ := card{r : f. = —1}; notar que ¢t + ¢~ = R.
Consideramos tres casos.

(I) Si dimV > 7 entonces el diagrama de Dynkin asociado tiene un vértice w con A, > 4, donde
Aw denota el nimero de vértices del diagrama que son adyacentes a w. Consecuentemente, tal
diagrama no es de tipo finito.

(IT) Supongamos que dimV = 6; si ¢ > 4 0 ¢~ > 4 procedemos como en (I). Asi, debemos
considerar ¢ < 3y ¢~ < 3. Como ¢™ + ¢~ = 6 entonces ¢ = 3y ¢~ = 3, pero ya que no
existe diagrama de Dynkin de tipo finito con dos vértices w, w’ con A\, = 3y Ay = 3, el
resultado sigue.

(ITT) Si dimV = 5 s6lo debemos considerar o bien ¢ =3y ¢~ =2 0 bien ¢™ =2y ¢~ = 3, por
(II). En cualquier caso se tiene que el diagrama de Dynkin asociado tiene dos vértices w, w’
con Ay =3y Ay = 3y el resultado sigue.

2
°

[ Jou
[ JUS

1
°

ce
o e
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En consecuencia, sélo nos queda considerar el caso dimV < 4. Entonces, ya que dimV =
(Z) dim V,,, donde V,, es el espacio vectorial de la representacion p, se deben analizar las diferentes
posibilidades para n, k y u que satisfagan la condicién

(Z) dimV, < 4.

Esta desigualdad se cumple solamente en los siguientes casos

(i) n=2yk=1.

(i) n=3,k=102ydimV, =1.

)
)
(i) n=4,k=103ydimV, = 1.

(iv) n cualquiera, k=006 k=nydimV,=1,2,306 4.

En (i), (ii) y (iii) el resultado se verifica por [AZ, Th. 2.7|, Proposiciones 3.2.5 y 3.2.6, respectiva-
mente. En el caso (iv), & # 0 por Observacion 3.2.3 (ii) y k = n seria considerado para n impar,
pero esto fue descartado por hipotesis. O

Teorema 3.2.12. Sea 0 € Sy, de tipo (27).
(a). Sin es par entonces dim B (O, p) = 0o para toda p € gé’;

(b). Sin es impar y p # X(n) ® €, X(n) @sgn, entonces dimB(O,, p) = oo para toda p € gg;

Recordemos que si p = X(,) ® € 0 X(n) @ sgn, entonces M(O,, p) tiene trenza negativa por
Proposicién 3.2.4.

Demostracion. Podemos asumir que o = (1 2)(3 4)---(2n—1 2n). Por las Proposiciones 3.2.5

o~

y 3.2.11, s6lo se necesita considerar 3 < n impar y p = DXy CONL 1 €N Sp, p # €,sgn. Notar que

_ g @/2" xS

— Tnd(Z/2)"xSn
(/2)m x5, ™ = Indgg

P (X(n) ® 1) (2/2)m x5, (X(m) © 1) = X(n) © ps

Se distinguen dos posibilidades, como en la demostraciéon de 3.2.11.

(1). Supongamos que p(aq) = Id = p(F;) o p(oy) = —1d = p(F), para todo [, con 1 <[ < L.
Entonces es facil verificar que p(By—1) = £1d,1 <1 < L. Ya que Bog, By, ..., Boy, son permutaciones
disjuntas se tiene que los operadores p(B;), 1 < j < n, conmutan. Luego, existe una base de
autovectores simultaneos para tales operadores. Esto dice que la representacién p no es irreducible
salvo que dim V,, = 1, y por lo tanto p = sgn, pero esto es una contradiccién por hipétesis. El caso
plag) = —1Id = p(), 1 <1 < L, implica p(By_1) = Id, 1 <[ < L; por argumentos analogos se
concluye u = €, lo que es una contradiccién por hipoétesis.

(2). Sin > Ty u# e sgn, entonces dim V), > 4, ver [FuHa, 1.4.14]; luego, dim B(02", p) = oco.
Solo queda el caso n = 5 con las representaciones
p:X(5)®¢a P:X(5)®¢a

donde ¢, i son las dos representaciones irreducibles de S5 de dimension 4, digamos ¢ la repre-
sentaciéon estandar de S5 y 1 su representacion conjugada.
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Consideremos p = x(5) ® ¢; tomamos o = A1 A2 A3A4As5, By, ot oy, B, o, oj y T como en el
caso n impar; entonces S, = (A1, Aa, A3, Ay, As) x (B1, Ba, B3, By) ~ (Z/2)> x S5y T = {00 =
0,01, ...,08} que satisfacen

o1 = B1A3A4As, 09 = 0By, 03 = A1AyB3As5, 04 = 0B3, 05 = B1B3As,

06 = B1A3sAy4B3As, o7 = A1 A2 B1B3As, 08 = A1 A2 B1A3A4B3As.

La representacion estandar de S5 puede ser dada por

-1 -1 -1 -1 01 00
0 1 0 0 1 0 0 O
(b(l 2) - 0 0 1 0 ) ¢(2 3) - O 0 1 o0l
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O
0 010 01 00
¢(3 4) o 1 0 o}’ ¢(4 5) 10 0 0 1
0 0 0 1 00 1 0

Entonces es claro que

plo) =—=1d,  p(o1) = plo2) = —=¢(B1),  plo3) = p(os) = —¢(Bs),

1111
plos) = plos) = ploz) = plos) = —6(BoBs) = [ 1 3 ¢
00 0 -1

Si v; = (1,0,0,0), vo = (0,1,—1,0), v3 = (1,0,0,—2) y vg = (1,1,1,—4) entonces éstos son
autovectores simultaneos de aquellos operadores. Asi, resulta que f! = f2 = (1,1, -1, 1), f3 =
f4=(-1,1,—-1,-1) y 5 = f6 = f7 = 8 = (1,1, -1, —1). Luego, en la base

w1 = govi, w2 = gov2, w3 = g1u1

Wy = g1v2, W5 = gavi, We = g2v2,

la trenza es diagonal de tipo Cartan y la matriz Q de los escalares (gq), , €5

-1 -1 1 -1 1 -1

-1 -1 1 -1 1 -1

1 -1 -1 -1 1 -1
Q= -1 -1 -1 1 =1

1
1 -1 1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1 -1 -1

el correspondiente diagrama de Dynkin es Aél). Por lo tanto, dim B(0OL, p) = co.

Finalmente, si p = x(5) ® ¢ se procede como en el caso previo usando que la representacion ¢
estd dada por 1) = sgn x¢. De alli que, en la misma base anterior, la trenza resulta ser diagonal de
tipo Cartan y se obtiene la misma matriz Q; luego, el resultado sigue. O
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3.2.3. Algebras de Nichols correspondientes a permutaciones pares puras

Sean m,n € N, r,n > 2. Sea 0 = Ay --- A, en Sy, donde A; es el 2r-ciclo
Aj=Q2rj—2r+1 2rj—2r+2 --- 2rj),
para todo j, 1 < 5 < n. Como se explico en la Seccion 3.1, se tiene que
Gom = (A1, .., Ap) X (B1,...,Bp_1) ~ (Z/2r)" X S,, (3.12)

donde B; es la involucién
B; = (27’(2' S+l 2t 1) <2r(i 1) 42 i+ 2) - (2m' 2 (i + 1)),

1 <i<n—1. Entonces A; y B; satisfacen relaciones analogas a las dadas en la Subseccion 3.2.2.
Sea p una representacion irreducible de Sg,.,, de la forma

Z/2r)™" XSy
p=Tnd(;/ Sk (@ p), (3.13)

—

donde x € (Z/2r)" y u € S}. Sea w = exp(%”) € Gg, una 2r-ésima raiz primitiva de la unidad,
cualquier representacion irreducible de (Z/2r)" es isomorfa a xy, ... u,, donde

Xupooun (Aj) =W, 1 <5 <n, (3.14)

con 0 <wu; <2r—1.
Notacioén: si p es como en (3.13), con x como en (3.14), escribiremos p = pu,, .. up,pu-

Por Lema 2.34, si p(o) # —1d, entonces dimB(O,p) = oo. Luego, en lo sucesivo sblo se
considerard p = py, . . tal que p(o) = —1d; esto es

.....

wht e = 1 (3.15)
iLeu +--Fu,=r3rbr..., 2n—1)r.
Para cada (7,j), con 1 <1i < j <n, se define

Lo lB Jsili— ] =1,
E BBt ---Bj,1 -+ Bip1B; sl |Z —_]’ > 1,

Y 0(,j) = oB;j. Notamos que B;; actia como la transposicion (i j) sobre Ay,..., A, y que los
0(;,j) estan en S, .
Para cada j, 1 < j < n, definimos

r

g1, = [ (Z(j “)r+h 2r—h+t 1). (3.16)
h=1

Luego, g4, es una involucién y satisface A;l =ga;494;, 1 <j <n.

Ahora podemos enunciar el siguiente Lema.
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Lema 3.2.13. Para cada (i,7), con 1 < i < j <n, se tiene que

(a) 0 j) estd en O.

(b) existe una involucion g(; jy en Sarm tal que 0 jy = 9(i ;)T9(i,5)-

(c) existen involuciones g, g(; jy en Sz tales que ol =gogy O'(Z.’lj) = 9(i,j)TY(ij)-

Demostracion. Es suficiente probar esto parat =1y j = 2.

(a) y (b). Es facil ver que

0(1,2)2031:(1 2r+2 3 2r+4 5---4r—2 2r—1 d4r)
Xx(2 2r+3 4 2r45 6---dr—1 2r 2r4+1)A3---A,,

v que si
gazy =2 2r+2)(4 2r+4)---2r—2 4r—2)(2r 4r),

entonces g(1,2) €s una involucién y 0(1,2) = 9(1,2)09(1,2) € 0.
(c) Si definimos g := ga, ---ga,, ver (3.16), entonces g es involucién y satisface o~! = gog.
Finalmente, si r es par y
Jga2) = (2 4r)(4 4r—2)---(2r 2r+2)
B 2r—1)( 2r—3)---(r—=3 r+5)(r—1 r+3)
(2r+3 4r—1)2r+5 4r—-3)---2r+r—1 2r+r+3),

6 st T es impar 'y

Jagy=(2 4r)(4 4r—2)---(2r 2r+2)
B 2r—1)(5 2r—=3)---(r—=2 r+4)(r r+2)
(2r+3 4r—1)2r+5 4r—3)---(2r4+7r 2r4+r+2),

entonces g(; o) es involucion y satisface 0(112) = 9(1,2)99(1,2)- O

Se considerardn dos casos diferentes de acuerdo al grado de p.

Caso I: degp > 1.

——
a

Teorema 3.2.14. Sea p en S Si degp > 1 entonces dimB(O, p) = oco.

2rn-

Demostracion. Consideremos dos posibilidades.

(A) Asumamos que existe (i,7), con 1 < i < j <mn, tal que p (O'(i’j)> # +1d. Para simplificar la
notacioén, escribiremos

— N | e 1
o1 =0, o9 =0 03 1= 0(i ) 04 1= 0; 0y

g1 :=1id, 92 =, 93 = 9(i.j)» 94 = 9(i.5)-
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Ahora se tienen las siguientes relaciones: o1g; = git; , 1 =1,2,3, 4,y

0291 = 9102, 0292 = g201, 0293 = J304, 0294 = J403, (3~17)
0391 = 9103, 0392 = §204, 0393 = g3071, 0394 = g402, (3.18)
0491 = g104, 0492 = G203, 0493 = §3072, 0494 = §401. (3.19)

Puesto que los elementos o1, 02, 03 v 04 conmutan entre si entonces existe una base de V
formada por autovectores simultaneos {vi,...,vr}, V el espacio vectorial de la representacion p.
Luego, o bien el operador p (J(i’j)) tiene al menos dos autovalores distintos o bien p (U(i,j)) = AId,
con \ # +1.

En el primer caso, existen s y s’, 1 < 5,5 < R, tales que
P(0G))vs = Asvs Yy p(0(5)) Ve = AV,
con A\gs # Ay ; consideremos el subespacio W de M (O, p) generado por
{g1vs, 9105, G2vs, g2vs, G3Us, G3Vs's Gavs, Gavs }. (3.20)

Es claro que W es un subespacio vectorial trenzado de tipo diagonal de M (O, p). Ahora bien, si
A2 #£ 1 entonces es facil ver que su diagrama de Dynkin generalizado contiene un ciclo de la forma

: (3.21)

mientras que si A2 = 1 entonces AsA\y # 1, esto implica que el diagrama de Dynkin generalizado
contiene un ciclo de la forma

Luego, en ambos casos se tiene que dim*B(O, p) = 0o, por Lema 2.3.7.
En el segundo caso, tomamos cualquier s, 1 < s < R; entonces el subespacio de M (O, p)
generado por
{glvsy g2Vs, G3Us, g4vs}7

es un subespacio vectorial trenzado de tipo diagonal de M (O, p), y su diagrama de Dynkin contiene
un ciclo como en (3.21). Por Lema 2.3.7, dim B(O, p) = oc.
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(B) Asumamos que p (a(i,j)) = £1d, para todo (i, j), con 1 <i < j < n.Larelacion o(; o) = 0B
da que p(B1) = F1d; las relaciones 0(; 3y = 0 B1B2B1 y p(B1) = £1d implican que p(Bs) = F1d,
y asi siguiendo. Luego, los operadores p(A1), ..., p(4n), p(B1), ..., p(Bp—1) conmutan, y, por lo
tanto, existe una base de autovectores simultdneos de V' para dichos operadores. Ya que degp > 1,
p no serfa una representacion irreducible de S9,.,,, lo cual es una contradiccién por hipétesis. O

Caso II: degp = 1.

Sea v € V — 0. Por (3.13), degp = [S,, : Si] deg u; luego SX = S,, y degp = 1. Esto implica
que p = Xe,...c @ i, para algin ¢, con 0 < ¢ < 2r — 1, y pu = € 6 sgn. Notar que si ¢ = 0 entonces
p(o) = 1, lo cual es una contradiccion por hipotesis asumida al comienzo de la subseccion. Asi,
podemos suponer que ¢ # 0.

Comenzaremos por el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.15. Sea p = x¢,...c®@p, con 0 <c < 2r —1.

(a) Sir es impar y c # r, entonces dimB(O, p) = co.

(b) Siresparyc#g,r, 377", entonces dimB(O, p) = oo.
Demostracion. Sean
- 1 . A1 -1
o1 := 0, o9 =0 °, o3 :=A] Ay--- Ay, o4 =03,
g1 = 1d7 92 ‘=4, g3 ‘= gA,, g4 := 02" 0p,

donde g4, fué definido en (3.16) y g es como en la parte (c) de la prueba de Lema 3.2.13. Es claro que
se satisfacen o1g; = git;, [ = 1, 2, 3, 4, y las relaciones (3.17), (3.18) y (3.19) como en la parte (A) de
la prueba del Teorema 3.2.14. Entonces el subespacio de M (O, p) generado por {g1v, g2v, gsv, g4v}
es trenzado de tipo diagonal cuya matriz de coeficientes (g;;);; esta dada por

-1 -1 —wT2ke 2%

—1 -1 —(AJ2C _w72c
Q= —wT2ke % -1 -1
—w?e %k -1 -1

Ya que ¢ < 2r — 1, es facil ver que w* = 1 si y solo si 2¢ = 7, 2r 0 3r. Ahora bien, resulta claro que
siresimparyc#r,osiresparyc# g, 7, %, se tiene que w?¢ # 1. Esto implica que el diagrama
de Dynkin generalizado tiene un ciclo como en (3.21). Por lo tanto, dimB(0O, p) = oc. O

En los casos restantes, la trenza es siempre negativa.

Teorema 3.2.16. Asumamos que p(o) = —1.
(a) Sir esimpar y p= Xr,..r & W, con =€ 6 sgn, entonces la trenza es negativa.
(b) Sir espary p=Xe,..c® i, conc= 5,70 3—; y = € 0 sgn, entonces la trenza es negativa.

Notar que, para p como en (a) 6 en (b), p(o) no es necesariamente igual a —1.

Para probar este Teorema, necesitaremos dos lemas. Recordemos que o1 = o, ..., oy es una
numeracion de O, y sean g; € So., tales que glagl_1 = oy, paratodo [, 1 <[ < Nj; elegimos ¢g; = id.
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Sea gy en Oy, tal que oo; = 070, 1. e. 07 en S9,,. Sabemos que 7;; := gl_lalgl =07y vy = gl_lagl
estan en O, NSY,,,. Por (3.12), podemos escribir

= Al A B, (3.22)

yu=ApP--- A" B, (3.23)

donde By B’ estén en (By,...,Bp-1) ~S,. Sea ® : (By,...,B,_1) — S, el isomorfismo de grupo
dado por ®(B;)=(i i+1),1<i<n-—1.

Para cada j, 1 < j < n, se define
Aj={2rj—2r+1,2rj —2r+2,...,2rj},
i. e. Aj es el conjunto de nimeros naturales que son “movidos"por A;. También definimos

J:={j : AjB+# BA;}. (3.24)

Si j ¢ J entonces d; es coprimo con 27, porque A;.lj es un ciclo de longitud 2r. Por ejemplo, si el
tipo de ®(B) es (L), entonces card J = L. Asi, podemos escribir

w=[[47 J[AYB, (3.25)
jeJ jeJ

v g1 puede ser elegido
g=v II&J7 (3.26)
J¢J
donde
- fl,jAjflle = A;lj, para todo j & J,
= sij&Jyj #j, entonces todo elemento de A queda fijo por & ;,

= v es tal que todo elemento de A, con j € J, queda fijo por v, y
_ d;
v HAj v 1:HAJ.JB. (3.27)
Jj€J JjeJ

Lema 3.2.17. ®(B) y ®(B’) tienen el mismo tipo en S,,.

Demostracion. Consideraremos distintos casos de acuerdo al tipo de ®(B) en S,,.

Si el tipo de ®(B) es (12™); esto quiere decir B = id. Se tiene que J = §); luego, podemos elegir
91 =§&.1 & n- Entonces
Y11 = g;lagl = 5;?11141&,1 T gljnlAnfl,m

y puesto que 7yq; estd en O, i. e. es un producto de ciclos disjuntos de longitud 2r, tenemos que
§fj1Aj§l,j es un ciclo de longitud 2r, para todo j. Esto implica que

= AR AL

con eq,...,e, coprimos con 2r; lo cual dice que B’ = id.
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Si el tipo de ®(B) es (2). Es suficiente hacer la prueba para el caso en que B = B; para algin
i,1 <i<n-—1. Luego, J = {i,i+1}. Asi, si j # ¢,i+ 1, entonces d; es coprimo con 2r y g; puede
elegido como en (3.26), i. e.

a=v ] &i.

JFii+1

donde v satisface vA; A; v = A?iA?fllB , ¥y sij #i,i+4 1 entonces los elementos de A; quedan
fijos por v. Luego,

=g og = ( H f[lejfl,j) VA A = ( H Ajj) ATALN B
i1 i+

con ej coprimo con 2r, si j # 4,1+ 1. Esto implica que el tipo de ®(B’) es (hlfl, ... ,hl}?) con
bihi + -4+ bxhg < 2.

Entonces el tipo de ®(B’) es (1) 6 (2); si es (1) se tiene que B’ = id, entonces B = id, por el primer
caso, esto es una contradiccion. Luego, el tipo de ®(B’) es (2).

Notar que si el tipo de ®(B) es (2%) entonces lo mismo ocurre para ®(B’), repitiendo el argumento
previo en cada transposicion disjunta que aparece en la descomposicion de ®(B) como producto de
permutaciones disjuntas de S,,.

En general, podemos probar con el mismo argumento que si el resultado es cierto para cuando
el tipo de ®(B) es (L1) y (L2) entonces el resultado es también cierto si el tipo de ®(B) es (L?),
con L1 = LQ, 6 (Ll,Lz), con L1 75 LQ.

Sea ®(B) de tipo (L). Usaremos inducciéon en L y el parrafo previo para probar que el tipo de
®(B') es (L). Explicitamente, asumamos que existe L > 2 tal que para todo h < L vale lo siguiente:
si el tipo de ®(B) es (h), entonces el tipo de ®(B’) es (h). Supongamos que el tipo de ®(B’) es
(h?l,...,h%‘). Se procede como en el caso L = 2. Podemos elegir g; como en (3.26), con v que
satisface (3.27), y si j & J entonces los elementos de A; quedan fijos por v. Luego,

=g tog = (16 46s) (' TT4av) =147 1475,
idJ jeJ

jaJ jeJ
con e; coprimos con 2r si j ¢ J, porque 7y; estd en O,. Esto implica que
bih1 +---+bxhrg < L.

Sibihi+--4+bxhxg <L 6sibhi+---+bxhg =L con K > 1, entonces hy,...,hxg < L, y por
hipotesis inductiva y el parrafo previo se tiene que el tipo de ®(B) es (hlil, ce h%) # (L), lo cual es
una contradiccion. Asi, el tipo de ®(B’) es (h1), con bihy = L; si by > 1 usamos hip6tesis inductiva
y el parrafo anterior para decir que el tipo de ®(B) es (hlil) # (L), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, by = 1 y hy = L, lo que quiere decir que el tipo de ®(B’) = (L), y esto concluye la
demostracion. O

Lema 3.2.18. Sean ;1 y y1; como en (3.22) y (3.23), respectivamente.
(a) Para cualquier v sin es impar, entonces > ', (e + d;) es par.

1
(b) Sir es par y n es par, entonces 3 7_(ej +d;) =0 mod (4).
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Demostracion. (a) Sin es impar se tiene que el signo de o en So,., €s
sgno = sgn A+ -sgn A, = (~1)" = —1,

porque Aj,..., A, son ciclos de longitud par. Como ;1 € O, se tiene que sgn~y;; = —1, por otro

lado

sgny = sgn A -~ -sgn A sgn B = (—1)BTrh

porque B € (By,...,B,_1) y cada By,...,B,_1 es a producto de una cantidad par de transposi-
ciones en So.,. Entonces di + - - - + d,, es impar. Andlogamente, e; + - - - + €, es impar. Entonces el
resultado sigue.

(b) Asumamos que n es par. En este caso el signo de o en Sy, es 1; puesto que 71 y y1; estan
en Oy, dy +---+d, yel~+ -+ e, son pares. Supongamos que la descomposicion de ®(B) como
producto de permutaciones disjuntas en S,, es

&(B)=71- - TK. (3.28)

Por Lema 3.2.17, se obtiene que la descomposicion de ®(B’) como producto de permutaciones
disjuntas en S, es
OB =1 1.

Asi, || = |7}, para todo k, y |B| = lem(|71],. .., |7k|) = |B’|, donde lem denota el minimo comun
miltiplo.

Para cada k, 1 < k < K, se define
Jri={j: 1<j<ny 407 () # @ (m) Az} (3.29)

Claramente, card J, = |7%|, para todo k. Notar que Ji,...,Jg son conjuntos disjuntos y si J es
como en (3.24) entonces J = J; U ---U Jg. Ademés, es claro que

Je={j : 1<j<ny A;07 (r) # @7} (1)) A}
por Lema 3.2.17. Escribimos 7;; como en (3.25) de una manera més precisa
_ d; d; d;
’Yll:glggzlznAj] HAJ'J"'HAJ'] B,
Jgd JjeN JE€IK
y g1 puede ser elegido como en (3.26)
gi="V1 VK Hfl,j ’
igJ
donde
_ dj —
Vg H Ayt = H A7 @ L), (3.30)
J€Jk JE€Jk

y si j € Ji todo elemento de A; queda fijo por vy; esto permite decir que si j ¢ Jj entonces A; y
v conmutan. Luego, si y1; es como en (3.23) entonces

=g tog=][A7 [[47 - [ A7 B,

Jj¢J jeI jeJK
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con

[ A7 () =vi' 1] 45 v (3.31)

jeJk J€Jk

Puesto que || = 2r, B?" = id; esto implica que |B| divide a 2r, digamos 2r = |B|q, con ¢ > 1.
Se puede probar en forma directa que

|B| ) |B| )
h|B| himT Zjen, 4 hirgl ey b

[T4%5B = IT 4 | II 4 : (3.32)

jeJ jeJ jeJK
para todo h > 0. En particular, cuando h = ¢, ambos lados resultan iguales a id y esto implica que

|B| )
QW Zje]k dj

IT 4 = id,

JE€Jk

para todo k. Como el orden de [].

JE€Jk
podemos probar que |7;| divide a Zjejk
Pk, D), > 1 tales que

Aj es 2r tenemos que |7x| divide a 3, ; d;. Andlogamente,

ej, para todo k. Luego, para cada k, 1 < k < K, existen

> di=|nlpe vy > e = |mlph (3.33)

JE€Jk JEJk

Por (3.30), (3.31) y (3.32), para cada k, 1 < k < K, se tiene que

h|B] h|B| h|B]
-1 -1 -1 -1
H A; =V, U H A; v, Vg = U Vi H Ay Vi
JE€Jk JE€Jk J€Jk
h|B| h|B|py,
-1 dj x—1 -1
= H Aj O (1) Vg = Uy, H A; VL,
JEJK JEJk
h|B|py h|B|px
_ —1 . _ eid—1//
=\ v H Ay, = H A/ @ (73)
J€Jk JE€Jk
h|Blpypj,
= IT4 ,
JEJK

para todo A > 0. En particular, para h = 1 esto implica que 2r divide a |B|pgp) — |B|. Como
2r = |Blq, se tiene que ¢ divide a pypj, — 1, para todo k; digamos que para cada k, 1 < k < K,
existe xp > 1 tal que

PPy — 1 = quy. (3.34)
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Por un argumento similar al del parrafo anterior, podemos mostrar que

h| 7| h7k|prp),

1T 4 = ] 4 : (3.35)

JE€JK JEJK

para todo h > 0. Para h = 1, esto dice que 2r divide a |7g|pgp) — |7%|. Usando (3.34) y que
|B| = |7k|yk, para algian y; > 1, tenemos que yy divide a xy, para cada k, digamos xy = yxzg, para
algin zp > 1. Consecuentemente,

1Tk |pkpl, — |76l = |7kl quk 21 = | Bl q 21 = 272y,

Ya que r es par resulta que |7, |prp). = || mod (4); esto quiere decir que
q p q k

Dl Z d; = || mod (4) y Dk Z ej = || mod (4). (3.36)
Jj€Jk Jj€Jk
Claramente,
Z d; Z ej | = |7 mod (4). (3.37)
J€Jk J€Jk

Usando (3.33), (3.36), (3.37) y que |7%|> =06 1 mod (4) se concluye que

> dj=) e; mod (4), (3.38)

J€Jk JE€Jk

para todo k, 1 < k < K. Més atin, si |7x|> =0 mod (4), entonces

Z dj=0= Z e; mod (4) 0 Z dj=2= Z e; mod (4), (3.39)

J€Jk J€Jk J€Jk J€Jk

y si [7:/> =1 mod (4), entonces

Z di=1= Z e; mod (4) 6 Z dj=3= Z e; mod (4). (3.40)

JE€Jk JE€Jk JE€JK JE€Jk

Para h =0, 1, 2 y 3, se define
Kp:={k:1<kE<Ky|n=h mod(4)}.

Por (3.39), es claro que

> D (ej+d)=0 mod (4), (3.41)

keKoUK2 jE€Ji

mientras que por (3.40), se tiene que

Z (ej+dj) =2 mod (4), para todo k € K1 UKs3. (3.42)
J€Jk
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Ademés, si j € J entonces d; y e; son coprimos con 2r y es facil ver que

_ _ eid;
Aj = gl,jlgl,jAjgl,jlgl,g gl lA Jfl (él lA gl ) = Ajj 7

esto implica que 2r divide a e;d; —1, y puesto que 7 es par se tiene que e;d; =1 mod (4). Utilizando
esto dltimo y que d; y e; son impares para j ¢ J, se puede probar que

ej+d; =2 mod (4), paratodoj ¢ J. (3.43)

Por otro lado, dado que card Jy, = || entonces ) ;i Ui, card Ji es par. Ademds, ya que

n = card J¢ + Z card J, + Z card Jg
kek1UK3 keKoUK2

es par por hipoétesis, entonces card J¢ + zk€K1UK3 card Jy es par. Luego, es facil verificar que

a = card J¢ + card(KC; U K3) es par. (3.44)

Ahora bien, por (3.41), (3.42) y (3.43), tenemos que

Zn:ejer = (eg+d)+ D D (e+d)+ D D (e+dy)

j=1 jeJe kEK1UKs jE€JTk ke UK jE€Jk
= 2card J°+ 2 card( UK3) mod (4).

Concluimos que

n

Z(ej +dj)=2a=0 mod (4), (3.45)
j=1
por (3.44). Esto concluye la prueba. O

Demostracion de Teorema 3.2.16.

Como en la Secciéon 2.2, fijamos una numeracion oy = o, ..., oy de O, y g € G tales que
gp >0 =0y, 1 <k < N.Recordamos que para 1 < k,I < N se defini6 v := gl_lakgl — ver (2.11).

Sea p € Szm como en (a) 6 (b) del enunciado del Teorema. Puesto que degp = 1, para probar
que M(O,, p) es negativo tenemos que ver
(i) p(ykk) = —1 para todo k, 1 < k < N.
(i)’ para todo o; € O, N G7, se cumple que p(v17,1) = 1.
por Observacion 2.2.2 y Lema 2.2.3. La condicion (i) se cumple trivialmente, ya que vg, = o, para
todo 1 <k < N,y p(o) = —1, por hipotesis.

Probaremos (ii)’. Sea o; en O, N'SY,,,. Luego, y1 = gl_lalgl =01y Y= gl_lagl pertenecen a
SY,.,,» v supongamos que estan dadas por (3.22) y (3.23), respectivamente.

Consideraremos dos casos.
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™

» Asumamos que p = Xy, @ p, con pp = € ¢ sgn. Ya que p(o) = —1y p(o) = w'™, con
w = exp(Z), se tiene que n debe ser impar. Entonces

quan = (Xry.r @ ) (yuvn) = Xy @ 1) (Y12) Oy r @ 1) (11)
=W ST (B u(B) = (-1 T =1,

por Lema 3.2.17 y Lema 3.2.18 (a).

= Asumamos que T es par y p = Xe,.c @ U, con ¢ = 5 0 3%, y b = € 6 sgn. La condicién

p(c) = —1 implica que n = 2 mod (4); en particular n es par. Por Lema 3.2.17 y Lema 3.2.18
(b), podemos decir que

quqi1 = (Xc,...,c X M) (71[%1) = (Xc,...,c 02y ,U) (’Yll) (Xc,...,c ® M)(Vll)
= R (B (B) = ()t = 1,

Esto concluye la demostracion. O

El proximo resultado da condiciones necesarias acerca de los pardmetros #;;, 1 < [ < nj,
1 <7 <m, ver (3.5), para que B(O,, p) tenga dimension finita.

Lema 3.2.19. Sea m > 3. Sean o € S, de tipo (1™ ,2"2 ... . m™), O la clase de conjugacion
de o y p € SG,. Si ewisten j, I, con1 < j < m yl <1 < ny, tales que w;ltl’j % 1, entonces
dimB(0, p) = 0.

Demostracion. Notar que j # 1, 2. Sea N = 2323 n;. Consideramos los dos casos posibles.

(a) Asumamos que N = 1. En este caso, el tipo de o es (11,272, j). Luego, p; = Xt,, para algtn

t;,0<t; <j—1,5 oo = iw;ij # +1, por hipotésis. Ahora el resultado sigue del Lema 2.3.4.

(b) Asumamos que N > 1. Por Lema 2.3.4, podemos suponer que ¢,, = —1. Luego, existe
v eV —0 tal que p(A;;)v = w;-l’jv. Definimos o1 = 0, 09 := 0 AZ.Q, 03 = 02_1 y o4 = o4

claramente, estos son cuatro elementos distintos. Sea 7 = (i1 42 - - - ¢;) un j-ciclo. Definimos

gr = (’L'Q ij)(ig ijfl) cee (’L'l il+2) s si j =2l es par, (3 46)
(i2 5)(i3 1j—1) - - ({141 G42) ,si j =21+ 1 es impar.
Luego, g- es una involucién tal que 771 = g,7¢;. Elegimos g; := id, go := ga,;, ver (3.46), g1 == gags
y
g3 ‘= H gAh,k . H gAhyj'
k#j 1<h<n;
1<h<ny h#l

Entonces o, = g,0g, !, r =1, 2, 3, 4, y se tienen las siguientes relaciones

0191 = g1 01, 0192 = g2 02, 0193 = g3 03, 0194 = g4 04,
0291 = g1 02, 0292 = g2 01, 0293 = g3 04, 0294 = g4 03,
03g1 = g1 03, 0392 = g2 04, 0393 = g3 01, 0394 = g4 02,

04491 = g1 04, 0492 = g2 03, 0493 = g3 02, 0494 = g4 O1.-



3.3. USANDO TECNICAS BASADAS EN SUBRACKS NO ABELIANOS 71

Es facil ver que W := C-span{g1v, g2v, g3v, g4v} es un subspacio vectorial trenzado de tipo diagonal
de M(O,, p), con matriz de trenza

2y ; —2t; ;
1 ; l,j wj l,j -1
25 -1 S L
o=| " )
= 22t 2, ;
w, -1 -1 w;
J 2t 2t J
_ =2t ; Lj _
1 w; w; 1

Puesto que wj.tl’j # 1, el diagrama de Dynkin generalizado es de la forma dada por (3.47). Por lo
tanto, dim B(O,, p) = oo, por Lema 2.3.7. O

(3.47)

o~

Observacion 3.2.20. El lema anterior implica que si dimB(Os, p) < oo, con p € S7,, entonces los
escalares g. y g, dados en la Observacion 3.1.1 deben ser g, = 1 y g. = —1; més ain, para todo j
impar debe ocurrir que ¢; ; = 0, para todo [, con 1 <[ < n;.

3.3. Usando técnicas basadas en subracks no abelianos

En esta subseccion, aplicamos los criterios de los subracks no abelianos Dj, p primo impar, y O,
desarrollados en la Seccion 2.4.

3.3.1. Criterios D,

Proposicion 3.3.1. Seam > 6. Sean o € S, de tipo (1™,2"2, ... . m"™), O la clase de conjugacion
de oy peSg,. Siexiste j, con 1 < j < m, tal que

= 2p diwvide a j, para algin primo impar p, y

entonces dimB(0, p) = oco.
Antes de probar esta proposiciéon, mostraremos el siguiente lema, en el que p > 1 es un entero
cualquiera.

Lema 3.3.2. Sean m,p € Z~1. Sea 0 € S, de tipo (1™ ,2"2 ... . m") y O la clase de conjugacion
de 0. Si existe j, con 4 < j <m, tal que
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= 2p diwvide a j, y

- n] 217

)

entonces O contiene un subrack de tipo Dy

Demostracion. Sea j = 2pk, con k > 1. Sea a = (i1 42 - - - i;) un j-ciclo que aparece en la descom-
posicion de o como producto de ciclos disjuntos y definimos
I.= (’il i3i5 Z'jfl) and P .= (i2i4i6 Zj)

Afirmamos que

a) Iy P son pk-ciclos disjuntos,

(
(b) a? =1P,

(c) ala~! =P, (y entonces clo~! = P),

)
)
)
(d) PlaP! = o?*! Pla~1P! = o?'~!, para cualquier entero ¢.

Los primeros dos items son claros. (c) sigue de la férmula bien conocida a(lily ... I;)a™t =
(a(l1) a(ly) ... a(ly)). (d). Por (c), se tiene que P! = al’a™!; esto implica que PaP! = oI'P?;
ahora por (b), P‘aP! = aa?', como queriamos probar.

Definimos
o, :=PFePT"  0<i<p-—1. (3.48)

Notar que o; = P*aP~* 5, donde ¢ := a~'o. Los elementos (04)iez/p son todos distintos; en
efecto, si 0; = oy, con i, | € Z/p, entonces P*gP ™" = PrgP~l¢ i e. PliDrgp—(=Dr — 5 1o
cual implica que iy = o(i1) = PUDrgP =D () = PU-Dr(j,) = in(i—t)r+2; luego, 2(i — )k = 0
en Z/j. Por lo tanto i = [.

Afirmamos que (0;);ez/p es de tipo Dy. Si i, | € Z/p, entonces
;5> 0] = PiFgP~in Pligp-is pirg=lp-is
_ Pt o P PR g P PRy P
— pei—Dr pli=i)s o, pl=ir o, pli-Ur ,~1 pli-Or p—Q2i—Dr
_ pQi-Dr 20D+l (20-Dr—1 p-(2i-Dr 5

— P(Qifl)n an(Q’ifl)f{ 5= P(2’L'7l)f£ o,Pf(Z’ifl)n

= Oipl,

(2)

por (d). Esto prueba la afirmacién. Finalmente, (0;);cz/, U (O‘;l)iez/p es una familia de type Dy

usar (2.17) y que j # 4 para ver que o; # aj_l, para todo ¢, j. O]

Prueba de la Proposicion 3.53.1. Por Lema 2.3.4, podemos asumir que ¢,, = —1 . Por Lema
3.3.2, se tiene una familia (0;);cz/, de tipo Dy, con 0g = o. Ahora aplicamos el Corolario 2.4.10,
con iy = o9, k = |og| — 1. Luego, dim*B(O, p) = cc. O

La siguiente proposicién es una notable aplicacién del criterio Ds.
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Proposicion 3.3.3. Seam > 6. Sean o € S, de tipo (1™,2"2 ... . m"), O la clase de conjugacion
de o y p € SY,. Si existe j, con 1 < j < m, tal que j = 2k, con k > 2 y n; > 3, entonces
dimB(0, p) = cc.

Demostracion. Notar que o tiene orden par. Si ¢,, # —1, entonces dimB(0O, p) = oo, por Lema
2.3.4. Supongamos que ¢y, = —1. Sean

ar = (irig -+ 4j), a2 = ({41042 - d25), a3 = (igj+12j42 - i35),
tres j-ciclos que aparecen en la descomposiciéon de o como producto de ciclos disjuntos y definimos
I:.= (il i3 - - ’i3j_1), P = (ig ig - igj).
También definimos B1 = (il ij+1)(i2 ij+2) s (ij igj) y B2 = (ij+1 ’L'2j+1)(’ij+2 i2j+2) s (i2j ’L'3j).

Se tiene que

a) Iy P son 3k-ciclos disjuntos,

(
(b) T¥P* = By By,

1 1

)

)
(c) arazaslagtaztar! =P, (y, por ende, olo~! = P),
(d) P*oP* = 0B Bo, y

)

(e) P*¢P~* = 0By, By.
La primera es clara. Para ver (b) notar que
BBy = (i1 ij+1 t2j+1)(i2 ij42 i2j42) -+ (i5 425 i35)-
Veamos (c). Llamemos oo = ajagaiz y sea r € {1, 2,..., j}.

= Sir =1, entonces P(i1) =iy y ala™t(i1) = ol(ij) = ali;) = i1.
= Supongamos que 1 < r < j.

e Si r es impar, entonces P(i,) = i, y ala~'(i,) = aa™1(i,) = i,.

e Si r es par, entonces P(i,) = i,12 y ala!(iy) = al(ir_1) = a(irs1) = iryo.

Parare {25+1,2j+2,...,4j} 6 r€{4j+ 1,45 +2,..., 45} se procede de forma similar.
(d). Por (b) y (c), tenemos que ¢~ 'P*oP* = I*P* = BBy, como queriamos probar.
(e). Por (b) y (c), tenemos que ¢~ 'P~*¢P~F = I"*P~* = B, B, como se queria mostrar.

Definimos oy := o, 09 := P¥6P % y g3 := P~*¢P*. De la misma manera que en la prueba de
Corolario 2.4.11 se puede ver que o1, 02 y o3 son elementos distintos. Veamos que o1 > oy = 03,
1> 03 =02y 02> 03 = 01. Luego, (04)1<i<3 es de tipo D3, por Proposicion 2.4.12.

Por (d), se tiene que P¥oP* € S7. i. e. P*oPFoP ¢~ 1P* = ¢, 0 sea oPFoPFo~! =
P~*oP*. Luego, >0y = 03. Analogamente, usando (e) se muestra que oy > o3 = o9. Para ver que
o9l>03 = 01, notar que o9>03 = PkoP kP ksPrPEs—1PF = o, pues PrkoP—2k = PhsPrP—3k =
oB1B;y € S, por (a) y (d).

Por lo tanto, por Corolario 2.4.10, con p = 3, dim B(0, p) = . O
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Proposicion 3.3.4. Seam > 6. Sean o € S, de tipo (1™ ,2"2, ... . m"), O la clase de conjugacion
de o ypeSg,. Sing >3y existe j, con j > 3, tal que n; > 1, entonces dim B(O, p) = 0.

Demostracion. Si q,» # —1, entonces dimB(O, p) = oo, por Lema 2.3.4. Supongamos que ¢y =
—1. Definimos

z:=(12)(34)(56), y:=(14)(36)(25), =z:=(16)(23)(45)
y a = zo. Es facil ver que
g1 ‘= 0, 02 ‘= Yo, g3 ‘1= 2,

es de tipo Ds. Luego, dim B(O, p) = oo, por Corolario 2.4.10, con p = 3. O

Antes de enunciar la siguiente aplicacion recordamos algunos hechos conocidos sobre teoria de
representaciones de grupos finitos.

Proposicion 3.3.5. Sea m > 3. Sea p una representacion irreducible de Sy, con degp > 1, . e.
p # €, sgn. Si p no es fiel, entonces n =4 y p es la representacion irreducible de grado 2 de Sy4. Es
decir, toda representacion irreducible de S,, con degp > 1, es fiel salvo la representacion irreducible
de grado 2 de Sy. O

Observaciones 3.3.6. (i) Si p es una representacion fiel de S,,, entonces p(7) # +1d, para todo
TES,.

(ii)Sin>2yp=(p,W) € g;, con p # sgn, entonces para todo 7 € S, con |7| = 2, existe
we W =0, tal que p(7)w = w.

Proposicion 3.3.7. Sea m > 12. Sean o € S,, de tipo (1,272 ... . m"™), O la clase de conju-
gacion de o y p € S9,. Si ng > 6, entonces dim B(O, p) = oo.

Demostracion. Denotemos por Ajo,. .., Ap, 2, a las ng transposiciones que aparecen en la descom-
posicion de o como producto de ciclos disjuntos, y definamos Ay = Aj2--- A,, 2. Supongamos que
ALQ = (il iQ), A2,2 = (ig i4), A3’2 = (’i5 ’i6), A472 = (i7 ig), A5,2 = (ig ilO) y A672 = (7:11 ilg). Definimos
xXr = (il ig)(ig i4)(i5 iG)(i7 ig)(ig ilg)(ill ilg) yoi=2x0.

Si existe j, con j > 3, tal que n; > 1, entonces el resultado sigue de la Proposiciéon 3.3.4.
Supongamos que n; = 0, para todo j > 3, i. e. el tipo de o es (1™,2"?). Si g,» # —1, entonces
dimB(0O, p) = oo, por Lema 2.3.4.

Supongamos que ¢y, = —1. El centralizador de o en S, es SJ, = T1 X Tp, con T} ~ Sy, y
To =T x A, con

F = <A172,...,An272>, A = <B1’2,...,Bn2_172>.

Notar que I ~ (Z/2)"2 y A ~ S,,,. Ahora bien, p = p1 ® pa, con p1 = (p1, V1) € ﬁ y p2 = (p2,Va) €
Ts.

Para cada i, 1 < 7 < ng, definimos x; € f, por xi(A;2) = (=1)%t, 1 < I < ny. Luego, las
representaciones irreducibles de I" son

Xit,eig = Xi1 -+ Xigs OSJSTLQ, 1<y <~ <1y < no.
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Por convencioén, el caso J = 0 corresponde a la representacién trivial de I

Para cada J, con 0 < J < neo, denotaremos X(J) == X1,..,J- La accion de A sobre I induce de
manera natural una accién de A sobre T, a saber () - ) (Ar2) == x(ATTA0N), 1 <1 <y, X € A.
La orbita y el subgrupo de isotropia de x(s) € I' son

Oxy = WXhr ey 11 S k1 <-o0 < ky <o}, (3.49)
AXD) = (AXID))1 x (AXD))g = <B172, cey BJ_L2> X <BJ_|_172, e ,Bn2,172> ~ Sy XSp,—s. (3.50)

Asi, los caracteres x(s), 0 < J < n, forman un conjunto completo de representantes de las 6rbitas
en T bajo la acciéon de A.

Como ps € T’ x A entonces ps = Indgzﬁ\\

Por (3.50), p = p1 ® pa, con py = (g, Wp) € (AX);, 1 =1, 2. Sean {¢1 = AXD) ... ¢} las coclases

izquierda de AX(") en A, donde k = [A : AX()] = (],(:272;]),

Notemos que BLQ = (il ’ig)(ig i4), B372 = (i5 i7)(i6 ig) y B572 = (’ig ill)(ilg ’ilg). Deﬁnimos
B := B12B32B5 2. Notar que B tiene orden 2.

x5y X(J) @, con X (yy como arribay p = (u, W) € AXO),

Como ¢,, = —1, entonces J es impar. Consideramos dos casos.

CASO (1): supongamos que J < 5. Luego, B ¢ AX()). Esto implica que la coclase a izquierda
¢ de AX() en A que contiene a B no es la coclase trivial ¢1. Tomemos como representantes de las
coclases ¢1 y ¢ a g¢, = id y g4 = B, respectivamente. Definamos v := g4, w + gpw, con w € W —0.
Notar que Bgg, = ggid y Bgs = g¢, id. Usando (3.3), se tiene que

p2(B)vz = p2(B)(gg,w) + p2(B)(gpw) = gopu(id)w + gg, p(id)w = ggw + gg,w =v2.  (3.51)
Sea v := v; ® v, con v; € Vi — 0. Luego,
p(B)v = (p1 ® p2)(id, B)(v1 ® v2) = p1(id)v1 ® pa(B)ve = v1 @ vy = v, (3.52)
por (3.51). Definamos o} := o,

i1 i6) (i3 i8)(i5 110)(i7 i12) (9 i2)(i11 1) @
i1 110) (43 i12) (75 i2)(i7 i4)(d9 i6)(i11 18)

) (i3 12)(i5 is)(i7 i6)(i9 i12)(i11 i10) @,
)23 i6) (15 i12)(i7 410) (19 ia)(i11 i2) @
) )(t11 46) o

i1 112) (23 110) (45 4)(i7 i2)(i9 is

g9 )

g3 )

11 18 111 12

)

T3¢ 11 16

= (¢
= (¢
1 = (i1 14
= (¢
= (i

Se puede verificar por calculos directos que (o, 7) es de tipo D§2). Sea g = (i2 i4)(i6 98) (410 912);
luego, g> o0 = 7. Mas aun, 11 = 0B = gog y 097 = B = goa1eg. Tenemos entonces que

p(ri)v=—v=plgoglv vy  ploaT2)v =1 = p(go2mag)v,
por (3.52). Por lo tanto, dim B(0, p) = oo, por Teorema 2.4.9, con p = 3.

CASO (2): supongamos que J > 7. Luego, B € AX()); méas aun, B € (AX()));. Ademas,
Bgg, = 94, B-



76 CAPITULO 3. CORRADICAL: GRUPOS SIMETRICOS

Sea vy = gp,w, con w € W — 0. Como W = W; ® W3 entonces w = w1 ® we, con w; € W1 —0
y wg € Wy — 0. Luego, usamos (3.3) y tenemos que

p2(B)v2 = p2(B)(gg,w) = go, m(B)w = g, (111 @ pi2) (B, id) (w1 ® ws)
= 9o, (m(B)(w1) ® (i) (w2) ) = g, ((11(B) (1) @ w3 ).

Notar que p; € (AX());. Como (AX(N)); ~ Sy, si u; # sgn, con sgn la representacion signo de Sy,
entonces existe w; € Wi — 0 tal que py(B)(w1) = wi, por Observacion 3.3.6 (ii). En este caso,
tenemos

p2(B)v2 = gy, (11(B)(w1) ® wa) = gg, (w1 ® w2) = gg, w = va. (3.53)

Tomando v := v; ® vo, con v1 € V] — 0, se tiene que
p(B)v = (p1 ® p2)(id, B)(v1 ®@ v2) = p1(id)v1 @ pa(B)ve = v1 @ vz = v,

por (3.53). Considerando o, 7;, 1 < i < 3, como en el caso anterior, estamos en las hipotesis del
Teorema 2.4.9, con p = 3. Por lo tanto, dimB(O, p) = 0o

Por otro lado, supongamos que p; = sgn. Sea w € W, con w = w; ® wa, wy € Wy —0
y wp € Wy — 0. Sea va = g4, w; como pui(B)(w1) = —w; entonces pa(B)vy = —vo. Tomando
v =11 ® vy, con vy € V3 — 0, se tiene que

p(B)v = (p1 ® p2)(id, B)(v1 @ v2) = p1(id)v; @ pa(B)va = —v1 ® v = —v. (3.54)

Definimos a7 := o,

02 := (i1 i6)(ia i7)(i5 i10)(ig 111) (42 19) (i3 i12)0,

i1 910) (%4 11) (2 15) (23 i8) (16 19)(i7 i12)cy,

(i ) )

) ) )
) (@2 i) (@5 i7)(i6 18) (79 i11)(i10 112)c,
)(i ) )

) )

03 :

73 := (i1 i7) (12 112) (43 d9)(ia i6)(i5 111) (8 P10) 0y,

i1 i11) (%2 18) (43 i5)(ia 110)(i6 412) (37 i9)cv.

=(u
=(u
71 = (i1 73
(u
73 1= (i

Se puede ver que (7, 7) es de tipo D( ). Ahora bien, sea g := (i2 i3)(i6 i7)(i10 711); luego, gro = 71.
Més atin, 71 = B=gogy 0272 = O'B = g o272 g. Tenemos entonces que

p(T1)v = —v = p(gog)v y p(@2T2)v =v = p(go2T2 g)v,

por (3.54). Por lo tanto, dim B(0, p) = oo, por Teorema 2.4.9, con p = 3. O

Cuando O es una clase de conjugacion real de GG, con representante de orden mayor que dos el
Corolario 2.4.10, con p = 3, es particularmente muy 1til, como lo muestran los siguientes resultados.
Si bien el primero esta contenido en el segundo, en aquél se indica, ademés, que no se puede decidir
la dimensién del dlgebra de Nichols mediante técnicas de subracks abelianos.

Proposicion 3.3.8. Sea m > 6. Sean o € S, de tipo (1,2,m —3), O la clase de conjugacion de o
y p €8S9,. Entonces dimB(O, p) = oo
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Demostracion. Por el Lema 2.3.4 podemos asumir que ¢,, = —1. Llamemos
=12, wy=(13), 2:=(23), pB:=045---m),

ydeﬁnamos oo:=(12)(45 - m), oy —yﬁ, o9 1= z[3. Luego S0 = () x (B) ~Z/2 X Z/m — 3.
Sea p € S?r?, luego p = p1 ® p2, con py € Z/2 y p2 € Z/m 3. Asumamos que ¢y, = —1. Ahora
bien, como (0;)o<i<2 es de tipo D3, O es real y |og| > 2, entonces estamos en las hipotesis del
Corolario 2.4.10, con p = 3. Por lo tanto, dim B(0, p) = occ. O

Observacion 3.3.9. Notar que no es posible decidir si la dimension del algebra de Nichols de M (O, p)
es infinita 0 no mediante de criterios de subracks abelianos. En efecto, con la hipétesis ¢yy0, = —1
las posibilidades para p son

(a) si m es par: pg =Sgny pm—3 = €,

(b) si m es impar:

(i) p2=sgny pm-3=¢, 0
(ii) p2 =€y pm-3(B) = —1.

Mostraremos que si p es como en (a) 6 (b), entonces la trenza en M (O, p) es negativa. Se puede ver
que
O NS = {xp*,: k coprimo con m — 3}.

Sea k coprimo con m — 3. Elegimos oy € Sy ) tal que ag >0 = B*. Es facil ver que oy Ing=pF,
donde k' satisface k&' = 1 mod (m — 3). Tomamos g1 := ay. Ahora, se tiene que si v = z4¥,
entonces g1 >og = y. Sea § = gl_lagl; luego, vy = BFH . Asi, si p es como en (a) 6 (b)(i), entonces
p(77) = p2(BFTF) = 1, mientras que si p es como en (b)(ii), entonces p(77) = p2(B5*) = 1, pues
k + k' es par. Por lo tanto, la trenza es negativa por Lema 2.2.3.

Proposicion 3.3.10. Sea m > 6. Sea m > 6. Sean o € S,,, de tipo (1™ ,2"2 ... . m"™™), donde nq,
no > 1 yn; > 1 para algin j, con 3 < j <m, O la clase de conjugacion de o y p € SG,. Entonces
dim B (0, p) = oo

Demostracion. Analoga a la prueba del resultado anterior. O

3.3.2. Criterio 9

Los siguientes resultados son aplicaciones del criterio dado por subracks de tipo 9.

Proposicion 3.3.11. Sea m > 8. Sean o € S,, de tipo (1,22, 8"8), con ng > 1, O la clase de
conjugacion de o y p € S9,. Entonces dim*B(O, p) =

Demostracion. Notar que o tiene orden par. Si ¢, # —1, entonces dimB(O, p) = oo, por Lema
2.3.4. Supongamos que ¢y, = —1. Si ng > 3, entonces dimB(O, p) = oo, por Proposicion 3.3.3.
Consideraremos dos casos.
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CASO (I): ng = 1. Sea Ag = (i1 i2 i3 14 i5 i i7 ig) el 8-ciclo que aparece en la descomposicion

de o como producto de ciclos disjuntos. Definimos a := JAgl, o1 = 0, 06 1= 03, T = 0o,
Tg = 01_1,

o2 = (i1 i3 ig i¢ i5 i7 14 12) @, 03 := (i1 18 12 i7 15 i4 16 13) 0,

o4 := (i1 16 14 13 15 12 18 i7) @ o5 = (i1 17 16 ig 15 i3 12 14)

T9 = (Zl Z7 7/8 ZQ 15 ’Lg 24 ’56) a, T3 ‘— (21 ’i4 ig ’i3 i5 ’ig i6 i7) Q,

T4 = (i1 12 14 17 15 16 I8 13) T5 1= (i1 i3 ig 14 15 07 12 i3) @

CASO (I[).‘ ng = 2. Sean A1,8 = (il ig i3 i4 i5 i6 i7 ig) y A278 = (ig ilg i11 ilg i13 i14 i15 ilﬁ) los
dos 8-ciclos que aparecen en la descomposiciéon de o como producto de ciclos disjuntos. Definimos
-1 -1
Ag = A18Asg, =0 Ag ", 01 1= 0, 06 1= o3, T =00, T =0y

o9 1= (i1 i3 g 16 U5 i7 4 i2)(ig 111 @16 114 113 U115 112 110)
03 := (i1 ig i2 17 15 i4 i6 13)(i9 Q16 G110 P15 913 T12 114 111) O,
o4 = (i1 i¢ 14 13 U5 92 18 i7)(ig 114 112 111 913 @10 %16 115)
o5 1= (i1 i7 6 18 i5 i3 12 i4)(lg 115 114 16 913 11 10 112) Q0
Ty = (i1 @7 1g i2 5 13 i4 i6)(i9 15 P16 10 113 P11 P12 14) @,
73 1= (11 14 92 13 5 i i i7)(i9 112 P10 11 113 P16 114 115) Q,
T4 1= (11 92 14 97 15 d6 18 13)(i9 @10 @12 915 913 414 f16 11) Y,
75 1= (i1 13 46 14 U5 @7 92 8)(i9 411 14 912 113 @15 910 T16) Q.

En ambos casos tenemos que (0,7) = (07)1<1<6 U (71)1<1<6 €s una familia de tipo O@ con
o6 = s3 y 71 = 3. Ahora, el resultado sigue del Corolario 2.4.32. O

Si bien la prueba del siguiente resultado usa criterios de subracks abelianos, el mismo ser4 citado
aqui a los fines de la exposicion.

Proposicién 3.3.12. Sea m > 8. Sean o € S, de tipo (171,272 (21)"2h .. (2%) ) O la clase
de conjugacion de o y p € S7,. Si deg(p) > 1, entonces dimB(O, p) < oo.

Demostracion. Anéalogo a la prueba de [AF1, Theor. 4]. O

Observacion 3.3.13. Recordamos que si deg(p) = 1, entonces deg(p;) = 1 para todo j. En este caso,
la proposiciéon anterior implica que, si para algun k, 1 < k < K, existen r, 7/, con 1 < 7,7 < ny,
tales que ¢, 51, # t./ o, — ver (3.5) , entonces dimB(O, p) = oo

Proposici()n 3.3.14. Sea m > 8. Sean o € S, de tipo (1"1,272,42), O la clase de conjugacion de
oypeE Se 7, con deg(p) = 1. Si dim B(O, p) < 0o, entonces ps = X (i) © SN 0 X(—i,—i) @ sgn, donde
1 =+v—-1.

Demostracion. Notar que o tiene orden par. Si ¢,, # —1, entonces dimB(0, p) = oo, por Lema
2.3.4. Supongamos que ¢y = —1. Sean Ay 4 = (j1 j2 J3 ja) ¥y A2.4 = (J5 Je j7 Js) los dos 4-ciclos que
aparecen en la descomposicion de o como producto de ciclos disjuntos. Denotemos Ay = A 4 A2 4. Si
p(A14) # p(Az4), entonces dim B (O, p) = oo, por Observacion 3.3.13. En caso contrario, p(A;4) =
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ta

p(Az4) = wy', con 0 < t4 < 3. Luego, ps = X tay ® W4, con g = € 6 sgn, i. e. la representacion

tq
w4 ,(A}4
trivial 6 signo de Z/2. Entonces, p(A4) = £1. Consideraremos dos casos.

CASO (1): ga, = 1. Luego, p(A14) = p(Az4) = 1 6 —1. Definimos 21 := Ay, w6 := A1,4A2_7411,

—1 —1
zZ1 = A174A2’4, 26 ‘=X,

zo = A14 (J5 Jo Js Jr), x3 = A14 (J5 j7 J6 Js)s
xg = A14(J5 j7 Jg J6)s x5 = A14 (J5 Js Jo Jr),
zo = (J1 ja J3 J2)(Us Je Js jr), 23 1= (J1 Ja Js Jj2)(Js J7 Jo Js);
zg = (J1 ja J3 32)(Js J7 Js Je)s 25 := (J1 ja J3 J2)(Js Js Js J7)-

Sea o = crmfl y definamos o0 := zjo, 7; = zjo, 1 < j < 6. Es facil ver que (o, 7) es de tipo 0@,
Ahora bien, 7 = AiiA2,4a = aAl_j, o = A174A2_741104 = JAQ_EL. Elegimos ¢ := (1 2)(3 4); luego,
groy =1, 9 log =1 = O'Al_i v g logg = g_1A174A2_7411ga = Ai}lAi}la = aa:l_Q. Esto implica
que p(11) = p(g~lo1g) = —p(A7]) = —1, p(os) = —p(A3]) = 1y p(g~'o6g) = —p(a7?) = —L.
Luego, se satisfacen las hipotesis del Teorema 2.4.31. Por lo tanto, dim B(O, p) = co.

CASO (1I): qa, = —1. Luego, p(A14) = p(A24) =i 6 —i, donde i = v/—1. Sea 14 = €. Definimos
r1 = A4,

xo = (J1 j2 Ja §3)(Js Je Js J7)s @3 := (j1 Js j2 ja)(J5 J7 Je Js),

xy =2yt ws = a3t xe =20, 2= (G1 Je g3 Js) (G2 g7 Ja Js),
zo 1= (J1 Je Ja j7)(J2 Js Js Js)» 23 := (J1 Jr J2 Js)(J3 Je Ja Js),

2y =25, 25 =231y 26 := 27 . Notar que 23 = Ay 442 4B1 4, con B := (j1 j5)(ja o) (a j7)(ja Js)-

Sea o = axl_l y definamos o := zja, 7; = zja, 1 < j < 6. Es facil ver que (o, 7) es de tipo 0@,
Ahora bien, 7 = A1 4A24B1400 = 0By 4, 06 = O'AZQ. Elegimos g := (26)(48); luego, g> o1 = 1,
1 logg = Ai}lAQ_,}la = UAZ2B1’4. Luego, si p4 # X(i,5) ® 881, X(—i,—i) @ sgn, entonces

g o1g=m1yg
p(m1) = plg~"a19) = p(oe) = p(g~'o6g) = —1, y dim B(O, p) = oo, por Teorema 2.4.31. O






Capitulo 4

Algebras de Hopf punteadas sobre los
grupos alternados y diedrales

En este capitulo, aplicamos la estrategia de eliminacién por medio de subracks abelianos y no
abelianos a los grupos alternados. En particular, se clasifican las algebras de Hopf punteadas com-
plejas de dimension finita con corradical isomorfo a CAs y CA7. Ademas, se muestra que cualquier
algebra de Hopf punteada con trenza infinitesimal asociada con la clase de conjugacion de o € A,
es de dimension infinita si el orden de ¢ es impar excepto para o = (123) 6 (132) en Ay4.

También se estudian algebras de Hopf punteadas sobre los grupos diedrales, dando condiciones
necesarias sobre los mo6dulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre un grupo diedral para que sus
correspondientes algebras de Nichols sean de dimensién finita.

Parte de los resultados aqui presentados forman parte del trabajo |[AF2|.

4.1. Grupos absolutamente reales

Comenzamos considerando una clase particular de grupos reales.

Definicion 4.1.1. Sea G un grupo finito. Se dice que s € G es absolutamente real si existe una
involucion g en G tal que gsg = s~ 1. Si esto ocurre, cualquier elemento en la clase de conjugacion
de s es absolutamente real y diremos que la clase de conjugacion de s es absolutamente real. Se dir&
que G es absolutamente real si todo elemento de G lo es.

Los grupos de Coxeter finitos son absolutamente reales. En efecto,

(i) los grupos diedrales son absolutamente reales, por calculos directos.

(ii) los grupos de Weyl de algebras de Lie semisimples de dimension finita son absolutamente
reales, por |Ca, Theor. C (iii), p. 45].

(iii) Hs es absolutamente real, por Proposicion 4.1.5 siguiente.

(iv) Hy es absolutamente real, verificado usando GAP3, [Sch+].

81
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Aqui, Hs y H4 denota a los grupos no cristalogrdficos de tipo Hy y Hy.

Obviamente, si s € G es absolutamente real, entonces s es real. Luego, el parrafo anterior nos
dice que la clase de grupos reales incluye a la de los grupos de Coxeter finitos. En efecto, todos los
caracteres de un grupo de Coxeter finito son a valores reales — ver [BGr| para Hy. Por lo tanto, se
tiene:

Teorema 4.1.2. Sea G un grupo de Cozeter finito y s € G. Si s tiene orden impar, entonces
dim B(O,, p) = o0, para todo p € G5. O

Observacion 4.1.3. Sean G, H grupos finitos. Notamos que:

(s,t) € G x H es absolutamente real si y sélo si s € G y t € H son absolutamente reales.

= (G X H es absolutamente real si y s6lo si G y H son absolutamente reales.

Supongamos que H es abeliano. Entonces H es absolutamente real si y sélo si H tiene expo-
nente 2, i. e. H ~ 7/2™ para algin entero n.

Si G es absolutamente real y H es abeliano de exponente 2 entonces G x H es absolutamente
real.

En primer lugar, discutiremos cudndo un elemento de A, es absolutamente real. Asumimos que
o €Sy, es de tipo (1™,2m2 ... m"™m). Entonces o € A,, si y sélo si Z n; es par.
J par

Lema 4.1.4. (a) Sini > 2, entonces o es absolutamente real en A,,.

(b) Si Z(n4h + napt3) es par entonces o es absolutamente real en A, .
heN

Demostracion. Sea 7; := (12 ... j) para algin j y elijamos

@ i =12 j-2)--- (k=1 k+1), sij=2kespar,
Tl D@ j-2)-(k k+1), si j = 2k + 1 es impar.

Es facil ver que gj7;9; = Tj_l, 9]2- =idy

(=11, si j = 2k es par,
(—1)k, si j =2k + 1 es impar.

i~ |

Para probar (b), observamos que existe una involucion g € S,, tal que gog = o~ !, que es un
producto de “translaciones” de los g;’s. Ya que el signo de g es (—1)Eh€N(”4h+n4h+3), se tiene que
g € Ap, siy solo si Y, cn(nan + nangs) es par; (b) sigue. Probemos (a); por hipotesis existen al
menos dos puntos fijos por o, digamos m — 1, m. Por lo anterior existe una involuciéon g € S,,_o tal
que gog =0~ 1. Si g € Ay,_2 C A, ya estamos. En caso contrario, tomar § =g (m —1 m) € Ay;
g es una involuciéon y gog = o~ 1. O

Proposicion 4.1.5. Los grupos As y Hs son absolutamente reales.
Demostracién. El tipo de o € Ay es (1°), (31), (22) 6 (5'); en los dos primeros casos o es absoluta-

mente real por Lema 4.1.4 parte (a), y en los ultimos dos por parte (b). Ya que Hs ~ Az x Z/2 (ver
[Hu, Seccion 2.13]), entonces el grupo de Coxeter es absolutamente real por Observacion 4.1.3. [
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4.2. Algebras de Nichols sobre los grupos alternados

El siguiente es un criterio til para decidir cudndo una clase de conjugaciéon de una permutaciéon
par o en S, se parte en A,,.

Proposicion 4.2.1. [JLi, Proposicion 12.17] Sea o € A,,, con m > 1.

(1) Si o conmuta con alguna permutacion impar en S,,, entonces O4m = OSm y [S7 : A% ] = 2.

(2) Sio no conmuta con ninguna permutacion impar en S,,, entonces OS™ se parte en dos clases
de conjugacion en A, de igual tamario, con representantes o y (12)0(12), y S9, =A%, O

Observaciones 4.2.2. (i) Notar que si o satisface (1) de Proposicion 4.2.1, entonces o es real. La
reciproca no es cierta, e.g. considerar 75 = (12345) en As.

(ii) Se puede ver que si o en A, es de tipo (1"1,2"2,...,m™™), entonces o satisface (2) de
Proposicion 4.2.1 si y s6losing =006 1, ngp, =0y nopy1 < 1, para todo h > 1. Asi, si o tiene orden
par, entonces o es real.

Enunciamos el principal Teorema de la seccion.

Teorema 4.2.3. Sean 0 € A, y p € Kg: Supongamos que o no es (123) ni (132) en Ag. Si
dim B (O, p) < 00, entonces oo = —1 y o tiene orden par.

Demostracion. Si |o]| es par el resultado sigue por Lema 2.3.4 y Observacion 4.2.2 (ii). Asumamos
que |o| > 5 e impar. Si 07! esta en O,, entonces el resultado sigue por Lema 2.3.4. Supongamos
que 0! ¢ O,. Consideraremos dos casos.

(i) Si 0% € O,, entonces ot esta en O,, y 0 # 02 porque |o| > 5. Luego, el resultado sigue por
Lema 2.3.5.

(i) Asumir que 0 € O,. Sabemos que existen g y ¢’ en S,,, necesariamente permutaciones
impares, tales que 0~! = gog™' y 0% = g'og’!'. Entonces ¢ = g¢' € Ay, y 072 = ¢g"og"1; asi,
o0~2 esta en O,. Esto implica que o estd en O, y 0% # 072 porque 5 < |o| es impar. Ahora, el

resultado sigue por Lema 2.3.5.

Finalmente, supongamos que |o| = 3, con tipo (1%,3%). Si a > 2 o b > 2, entonces o es real,
por Lema 4.1.4 (a) y Observacion 4.2.2, respectivamente. Por lo tanto, el resultado sigue por Lema
2.3.4. Esto concluye la prueba. O

4.2.1. Caso As

Notar que Az ~ Z/3; luego Az no es real. Este caso fue considerado en [AS1, Teorema 1.3].

4.2.2. Caso Ay

Por célculos directos podemos verificar que A4 no es real, ya que (123) no es real en Ay.
Sea o en Ay; entonces el tipo de o puede ser (1%), (22) 6 (1,3). Si el tipo de o es (1%), entonces
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dim B (O, p) = oo, para cualquier p en 1/%1, por Lema 2.3.1. Si el tipo de o es (1, 3), entonces o no
es real; mas adn, se tiene que

Onas3 ={(123),(134),(142),(243)},

Onse ={(132),(124),(143),(234)},

y A] = (o) ~ Z/3. Si p € AJ es trivial, entonces dimB(O,,p) = oo; en caso contrario no se
sabe si la dimensién es finita o no. Esos cuatro casos corresponden al rack del tetraedro con cociclo
constante w y wQ, respectivamente.

El siguiente resultado es una variacion de [AZ, Teorema 2.7|.

Proposicion 4.2.4. Sea o en Ay de tipo (22). Entonces dimB(O,, p) = oo, para todo p en 1&2‘.

Demostracion. Podemos asumir que o = (12)(34). Si llamamos o1 := o, 09 := (13)(24) y 03 :=
(14)(23), entonces O, = {01,02,03} y A] = (01) X (02) 2 Z/2 xZ/2. Si g1 =1id, g2 = (132) y
g3 = (123), entonces o; = gjagj_l, j=1,2,3y

0192 = g203, 0291 = 4102, 0391 = 9103,

0193 = g302, 0293 = g303, 0392 = g202.

Sean p en 1&5’ y M(Oy, p) := g1v® govP gsv, donde (v) es el espacio vectorial de la representacion
p. Luego, M (O,, p) es un espacio vectorial trenzado con trenza dada por — ver (2.7)- ¢(g;v® gjv) =
910 -v @ gjvy c(gjv ® g1v) = g10j - v ®gjv, j=1,2,3y

c(g1v ® gav) = g203 - v @ g1v, c(g1v ® g3v) = g3o2 - v ® g1v,
c(g2v ® g3v) = g303 - v @ gav, c(g3v ® gav) = G202 - v ® g3v.

Claramente, dimB(Oy,e ® ¢) = dimB(Oy,e @ sgn) = oo, por Lema 2.3.1. Si consideramos
p = sgn ®e (resp. sgn ®sgn), entonces M (O, p) es de tipo Cartan con matriz de coeficientes (g;;)i;
dada por

-1 -1 1 -1 1 -1
Q=11 -1 -1}, (resp. Q= |-1 -1 1 |).
-1 1 -1 1 -1 -1
2 -1 -1
En ambos casos la matriz de Cartan es A = [ =1 2 —1]. Por lo tanto, dim B(O,, p) = oo,
-1 -1 2
por Teorema 2.3.2. OJ

4.2.3. Caso Aj

El siguiente lema es el paso clave para este caso.

Lema 4.2.5. Sea 0 € A5. Entonces dim B(O,, p) = 00, para todo p en 1&‘\5’
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Demostracion. Sea o € As. Si el tipo de o es (1°), (12,3) 6 (5), tenemos que dim B(O,, p) = oo,
por Lema 2.3.4 y Proposicién 4.1.5. Asumamos que el tipo de o es (22). Para j = 1,2,3, sean
oj y gj como en la demostracién de Proposicién 4.2.4. Por Proposiciéon 4.2.1 y calculos directos,
resulta que 0% = 055 y AZ = (1) x (02) ~ Z/2 x Z/2. Notar que o; € O j = 1,2,3. Sean
pE @g y W = g1v ® gov @ g3v, donde (v) es el espacio vectorial de la representacion p; entonces
W es a subespacio vectorial trenzado de M (O,, p). Por lo tanto, dim B(O,, p) = oo, por el mismo
argumento dado en la prueba de Proposicion 4.2.4. O

Como una consecuencia inmediata del Lema 4.2.5 tenemos el siguiente resultado.
Teorema 4.2.6. Cualquier dlgebra de Hopf punteada compleja H de dimension finita con G(H) ~

As es necesariamente isomorfa al dlgebra de grupo de As.

Demostracion. Sea H un algebra de Hopf punteada compleja con G(H) ~ Aj. Sea M € %ﬁg)ﬂD
la trenza infinitesimal de H — ver [AS3]|. Asumamos que H # CAsj; asi, M # 0. Sea N C M un
submodulo irreducible. Entonces dim B(/N) = oo, por Lema 4.2.5. Por lo tanto, dimB(M) = co y
dim H = oc. O

4.2.4. Caso Ag

Sea o en Ag. Si el tipo de o es (19), (12,22), (13, 3), (3%) 6 (1,5), entonces o es absolutamente real
por Lema 4.1.4, y si el tipo de o es (2,4), entonces o es real pues tiene orden par — ver Observacion
4.2.2 (ii). Luego, Ag es un grupo real. Ahora, podemos resumir nuestros resultados en el siguiente
enunciado.

Teorema 4.2.7. Sea M (O, p) un mddulo de Yetter-Drinfeld irreducible sobre CAg, correspondiente
al par (O, p). Si dimB(O, p) < oo, entonces O = Oy, con 0 = (12)(3456), y p =sgn € Z/4.

Observacion 4.2.8. En este teorema no se afirma que la condicién es suficiente.

Demostracion. Sea o en Ag. Si el tipo de o es

= (19), entonces dim B(O,, p) = 0o, para todo p en A/k‘\g, por Lema 2.3.1.

= (13,3), (3%) 6 (1,5), entonces dim B(O,, p) = oo, para todo p en 1&‘\’, por Lema 2.3.4.

Supongamos que el tipo de o es (12,22). Podemos asumir que o = (12)(34). Es facil ver que
Af = (a:=(34)(56), b:=(1324)(56)) =~ Dy.

Notar que o = b%. Se sabe que ]1/))2 = {p1, p2, p3, pa, p5}, donde p;, 7 =1, 2, 3y 4, son los siguientes
caracteres

pi(a) =1, p2(a) = -1, p3(a) =1, pa(a) = —1,
p1(b) =1, p2(b) =1, p3(b) = —1, pa(b) = —1,

y ps es la representacion de dimension 2 dada por

pa=(1 ). wmo=(; %)
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Es claro que pj(0) =1, j =1, 2, 3 y 4. Entonces dimB(O,, p) = oo, por Lema 2.3.1. Consideremos
ahora que p = ps. Se define o1 := (12)(34), 02 := (13)(24), 03 :=(14)(23), g1 :=1id, g2 :== (132)
y g3 := (123). Resulta claro que

plor) = <_01 _01> ; ploz) = <_OZ é) = —p(03).

Sivy o= (i), tenemos que p(o1)(v1) = —v1 y p(o2)(v1) = vi = —p(o3)(v1). Definimos W :=

C — span de {gjv1, g2v1, gsv1 }. Entonces W es un subespacio trenzado de M (O, p) de tipo Cartan
con

—1 -1 1 2 -1 -1
o=11 -1 -1, A=|-1 2 -1]. (4.1)
-1 1 -1 ~1 -1 2

Ya que A no es de tipo finito se tiene que dimB(0,, p) = oo, por Teorema 2.3.2.

Finalmente, asumamos que el tipo de o es (2,4). Entonces O, tiene 90 elementos y A = (o) ~

Z/4. Llamemos Z/\él = {X0, X1, X2, X3}, donde x;(0) =1d', 1 =0, 1, 2, 3. Es claro que si p = x;, con
1 =0,106 3, entonces p(c) # —1. Esto implica que dimB(O,, p) = oo, por Lema 2.3 .4. O

Observacion 4.2.9. Podemos ver que todo subrack abeliano maximal del rack O(12)(3456) tiene dos
elementos. Luego, M(O(12)(3456), p) €s un espacio trenzado negativo.

4.2.5. Caso A,

El siguiente lema es el paso clave para este caso.

Lema 4.2.10. Sea 0 € A7. Entonces dim B(O,, p) = oo, para todo p en 1&‘\7’

Demostracion. Es facil ver que Ay tiene 9 clases de conjugacion cuyos representantes son

s1 = id, s9:=(12)(34), sg = (123),
s4 = (123)(45)(67), s5:= (123)(456), s6:= (1234)(56),
s7i= (12345), sg = (1234567), s9 1= (1234576).

Obviamente, dim B(0Os,,p) = oo, para toda p € 1/%\7 En los casos j = 3, 5, 7, 8, 9, se tiene que
dim B(0O,,, p) = oo, para toda p € A7, por Lema 4.2.3.

Caso j = 2. El elemento sy = (12)(34) es real y se calcula con GAP que su centralizador A7? es
un grupo no abeliano de orden 24 cuya tabla de caracteres estd dada por la Tabla 4.1. Para cada k,
1 <k <9, denotaremos por pg a la representacion irreducible correspondiente al cardcter xi. Ahora

bien, de la tabla de caracteres de A2* podemos deducir que si k # 5, 8, 9, entonces gs,5, # —1;
luego, dim B(Os,, p) = 00, para k # 5, 8, 9.

Supongamos que k =5, 8 6 9; luego ¢s,s, = —1. Definimos o1 := s3,

o9 :=(12)(67) y o3 :=(34)(67).
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|k [ 1[2[3]4]5]6] | El
el 1132262 6 4
IGur| |24 12 4 [24 1212 12 12 [ 4
O, 1126122 2 2 6
xi |11 111 1 1
xo | 1] 1 [-1]1]1]-1] -1 1|1
xs |11 [1]1]1]-1] -1 11
xa |11 -1]1]1 1 1 -1
s |21 21o0]l=21-2]07] o 0 |0
e | 2 |-1lo]2]-1]=2] 1 1 |0
xr |2 ]-1lo]2]-1]2] -1 -1 |0
xs |2 [-1[0[-2[1]0][-v3]iv3 |0
xo [ 2 [-1]0[-2[1]0]d/3]|-iv/3]0

Tabla 4.1: Tabla de caracteres de A?.

52
Estos elementos estan en Os, N A y 09, 03 € (9;}37 . Si elegimos g1 = id, g2 := (36)(47) y
g3 :=(16)(27), entonces se cumple que ngQg;1 =0, 0501 =105, 1 <j <3,y

0192 = §202, 0193 = g303, 0392 = g203, 0293 = g302.

Como 01, 03 y 03 conmutan existe una base {vy,v2} de Vi, el espacio vectorial de la representacion
Pk, compuesta por autovectores simultdneos de pg(o1), pr(02) v pr(o3). Digamos que pg(o2)v; = Ny
y pr(o3)vuy = ko, I =1, 2. Notar que A, k; = £1, 1 = 1, 2, puesto que |o2| = 2 = |o3|. Més aun,
COmO 0203 = 5 Se tiene que \jk; = —1, 1 = 1, 2. De la Tabla 4.1, podemos deducir que A1 + Ao = 0,
pues Xk(oﬁf) = 0. Reordenando la base podemos suponer que A\; = 1 = —Xg. Definimos W := C -
span {g1v1, gav2, gsv2 }. Luego, W es un subespacio vectorial trenzado de M (Os,, p) de tipo Cartan
con matriz de coeficientes Q y matriz de Cartan A como en (4.1). Por lo tanto, dim B(Os,, pr) = 0.

Caso j = 4. El elemento s4 = (123)(45)(67) es real y su centralizador es A% = (z) X (s4)
ZJ)2 x /6, con z := (46)(57). Luego, AZ* = {e ® x;, sgn®x; |1 <1 < 6}, con x;(s4) = w, y ey
sgn las representaciones trivial y signo del grupo Z/2, respectivamente. Si p = e ® x; 6 sgn ®Y;, con
[ # 3, entonces ¢s,5, # —1, y dimB(Os,, p) = 0.

Supongamos que p = € ® x3 0 sgn ®x3; luego, ¢s,s, = —1. Definimos o} := g4,

o9 :=(1,2,3)(4,6)(5,7) = xs] y o3 :=(1,2,3)(4,7)(5,6) = xs4.

Estos elementos estan en Oy, N AZ*. Si elegimos g1 := id, g2 := (5,6,7) y g3 := 92_1, entonces se
cumple que gjsag; ' = 0}, 091 = g10j, 1 <j <3,y

0192 = §203, 0193 = g302, 0392 = g202, 0293 = g303.

Luego, es facil ver que W := C — span {g1v, g2v, g3v}, con v € V — 0, V el espacio vectorial de la
representacion p, es un subespacio trenzado de M (Os,, p) de tipo Cartan con matriz de coeficientes
Q y matriz de Cartan A como en (4.1). Por lo tanto, dim B(Os,, p) = cc.
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Caso j = 6: El elemento sg = (1234)(56) es real y su centralizador es A% = (sg) >~ Z/4. Sea

pE Ki\ﬁ Si gsgss 7 —1, entonces dim B (O, p) = 00, por Lemma 2.3.4. Por otro lado, si gs,ss # —1,
entonces dim B(Os,, p) = oo, por Corolario 2.4.10, con p = 3, ya que si 01 = sg, 02 := (1234)(57),
=(1234)(67), entonces (0;)o<i<2 es de tipo D3 y oL € O. O

De manera analoga al caso As podemos enunciar.

Teorema 4.2.11. Cualquier dlgebra de Hopf punteada compleja H de dimension finita con G(H)
A7 es necesariamente isomorfa al dlgebra de grupo de Az.

O

4.2.6. Caso Ag

El grupo Ag tiene 14 clases de conjugacion cuyos representantes son s1 := id, so := (1,2)(3,4),

33‘—( 2)(34)(56)(78), 34—(123) s5:=(123)(45)(67),
= (123)(456), = (1234)(56), ss = (1234)(5678),
= (12345), s10 1= (12345)(678), s11:= (12345)(687),

s12 1= (123456)(78), s13:=(1234567), s14:=(1234568).

Resumimos los resultados obtenidos para este caso en el siguiente enunciado.

Teorema 4.2.12. Sea M (O, p) un mddulo de Yetter-Drinfeld irreducible sobre CAg, correspondiente
al par (O, p). Si dimB(O, p) < oo, entonces O = Oy, con 0 = (1234)(5678), y p € Af es la
representacion de grado 1 dada por la Tabla 4.5. En este caso, la trenza es nagativa.

Demostracion. Obviamente, dim B(0s,, p) = oo, para toda p € f&\g. Sij=4,6,9, 10, 11, 13 6 14,
entonces dim B(Os,, p) = oo, para toda p € A7 por Lema 4.2.3.

Caso j = 12. El elemento s12 = (123456)(78) es real y su centralizador es A3'? = (s12) ~ Z /6.
Luego, A3'? = {x; |1 <1 < 6}, con x;(s12) = w§. Sil # 3, entonces gs,,s,, # —1, y dAimB(Oy,,, x1) =
oo, por Lema 2.3.4.

Supongamos que [ = 3; luego ¢s,,s,, = —1. Definamos o1 := s12, 02 := (1,4,3,6,5,2)(7,8) y
o3 :=(1,6,3,2,5,4)(7,8). Es facil ver que (0;)o<i<2 es de tipo Ds. Luego, por Corolario 2.4.10, con
p =3, dimB(Os,,, p) = 0

Caso j = 8. El elemento sg = (1234)(5678) es real y su centralizador A$® es un grupo no
abeliano de orden 16 cuya tabla de caracteres estd dada por Tabla 4.2.

Para cada k, 1 < k < 10, denotaremos por pk a la representacion irreducible correspondiente
al caracter yi. Se calcula con GAP que sg € Oy3 Ahora bien, de la tabla de caracteres de Ag®

podemos deducir que si k # 2, 3, 4, 5, entonces gsgss 7 —1; luego, dim B (Osy, pi) = 0.

S8
Asumamos que k = 2, 3, 4 6 5. Se calcula con GAP que vg~'sgg € Oﬁg ,conl =105, para

todo v € O NAS, donde v = gsgg™'. Por lo tanto, p(y9 'ssg) = 1. Luego, la trenza es negativa.

Mostraremos ahora que si kK = 3, 4 6 5, entonces dim B(Os,, pr) = oo, mediante la técnica de
9, desarrollada en la Subseccion 2.4.3.
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|k [1[2]3]4[5]6[7[8[9]10]
el |1 |24 4[24 ]2[4]4]2
|GV [16 | 8 |16 | 8 |16 |16 | 8 | 8 | 8 | 8
O, T2 1211 [2]2]2]2
xt |1 1] 1111 [1]1]1]1
X2 | L |- 1|11 [1 [ ][1|1]1][1
Xs |1 |- 1|11 [1 |1 [1]1][1]1
xa |1 |1 |1 [1[1 [a[1]a1]1]1
s | 1 I T I T I B O
e | 1 |-1| 1 |11 1 [1]1][1]1
xr |1 |1 1 |11 [1 [1|-1]1]-1
xs | 1|1 1|11 |1]-1]-1]-1
Xo | 2|0 [2|0|2[2i]0]0]0]0
Xo |2 |0 |2[0 220000

Tabla 4.2: Tabla de caracteres de A;S.

Supongamos que k = 4 6 5. Tomemos z;, z;, 0;, 7, 1 < i < 6, como en el caso (I) de la prueba de
la Proposicion 3.3.14. Luego, (z, ) es de tipo O®) y si elegimos g := (1 2)(3 4), entonces, g0y = 71
58

_ . A . .
y g losg = 2] ! Ahora bien, calculamos con GAP que zg, 2, € Oy , la cuarta clase de conjugacion

del grupo Ag® segtn el GAP. Asi, de la Tabla 4.2, se tiene que pi(71) = pr(g~'o19) = pr(os) =

(g~ tosg) = —1, y dimB(O, pi) = oo, por Teorema 2.4.31.

Asumamos que k = 3. Tomemos x;, z;, 0;, 7;, 1 < i < 6 como en el caso (II) de la prueba de la
Proposicion 3.3.14. Luego, (z, z) es de tipo D) y si elegunos g:= (2 6)(4 8), entonces, g>o1 =71

Yy gog = tl . Ahora bien, calculamos con GAP que z1, zl € Oyg De la Tabla 4.2, se tiene que

pr(11) = pr(9~ " 019) = pr(o6) = pr(g~'o69) = —1, y dim B(O, py,) = 00, por Teorema 2.4.31.

Se calcul6 con GAP que la representacion ps que sobrevive esté definida por la Tabla 4.3. En la
primera columna de dicha tabla aparecen representantes de las clases de conjugacion de Ag® y en la
segunda el valor que toma la representaciéon po en la clase de conjugaciéon correspondiente.

’ y \pa(y) \
1
(5, )( 8) -1
(1,2,3,4)(5,6 7,8) -1
(1,2,3,4)(5,8,7,6)
(1, )( 4)(5,7)(6.8)
(1,4,3,2)(5,8,7,6) -1
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8) | -1
(1,5,3,7)(2,6,4,8) 1
(1,6,3,8)(2,7,4,5)
(1,6)(2,7)(3,8)(4,5) | -1

Tabla 4.3: La representacion p de Ag®.
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|k 1 J2[3]4]5[6 [7]8]9[10]11]12]13]

el [ T 2243226 [2]2][4]4]4
IGu[ 1192 [32 (16 [ 8 [ 6 [192 16| 6 |32 (3216 | 8 | 8
O, 1 6 [12]24[32] 1 [12[32]6 | 6 [12]24] 24
x1 | 1 1[1[1]1]1]1 1 1] 1
x2 | 1 |1 |11 ][1]1 |1 111 1]
X3 | 2 0 1 2o 122 0

X2 | 3 |1 [a]o 3 [1][o]a|3][1]1]1
Xs | 3 |-1[-1 0 3 [-1]o 13111
xe | 3 |31 (1o 3 [1][o]alala1]1]1
xt | 3 |1 [a]o 3 [1][o[3[al[1]1]1
Xs | 3 |1 |11 ][0 3 [1][0]|3[1[-1]-1]1
Xo | 3 |3 |1 [1]0 |3 [-1]0o]a|1][-1]1]1
xo | 4 [0 [20 1421000 ][0]o0
xu | 4 0|20 14|21 [0]0]0|0]O0
xz2 | 6 2] 0]0[0] 6 [0 222010
x3 | 8 |O0JoJo[-t[=s]o[1][o[o]lo][0]o0

Tabla 4.4: Tabla de caracteres de A§3.

Caso j = 7. El elemento s; = (1234)(56) es real y su centralizador es A" = () x (s7) ~

Z]2 x 7/4, con x = (56)(78). Sea p € @. Si ¢s.s, # —1, entonces dim B (Os., p) = oo, por Lema
2.3.4. Mientras que si gs,s;, = —1, entonces dim B (s, , p) = oo, por Corolario 2.4.10, con p = 3; en
efecto, si o :=s7, 01 := (1234)(57) y 02 :=(1234)(67), entonces (0;)o<i<2 es de tipo Ds.

Caso j = 5. El elemento s5 = (123)(45)(67) es real y su centralizador es A$® = (x) x (s5) =~
Z]2 x7/6, con x = (4,6)(5,7). Sea p € 1&?5. Si gssss # —1, entonces dim B(Os,, p) = 0o, por Lema
2.3.4. Asumamos que ¢s;5, = —1. Sean og = s5, 01 := (123)(45)(68) y o2 := (123)(45)(78),
entonces (0;)o<i<2 es de tipo Ds. Luego, dim B(Os,, p) = oo, por Corolario 2.4.10.

Caso j = 3. El elemento s3 = (12)(34)(56)(78) es real y su centralizador Ag® es un grupo no
abeliano de orden 192 cuya tabla de caracteres esta dada por la Tabla 4.4.

Para cada k, 1 < k < 13, denotaremos por pi a la representacion irreducible correspondiente al
caracter xj. Ahora bien, de la tabla de caracteres de Ag® podemos deducir que si k # 10, 11, 13,
entonces ¢s,s; # —1; luego, dim B (O, pr) = o0.

Supongamos que k = 10. Luego, deg px, =4 y gs35; = —1. Sean o := s3,
02 = (172)<374)<577)<67 8) y g3 = (172)(374)(578)(677)a

es claro que o, € Os, NAP, 1 < 1 < 3. Elegimos g1 := id, g2 := (6,7,8) y g3 := ggl. Luego,
glalgl_l =0y, 0191 = g107, 1 <1 < 3, y se satisfacen las siguientes relaciones

0192 = §203, 0193 = g302, 0392 = §202, 0293 = g303.

Puesto que o1, 09 y 03 conmutan, existe una base {v1, v, vs3,v4} de Vjp, el espacio vectorial de la
representacion pig, compuesta por autovectores simultédneos de pio(o1), p1o(o2) y p1o(o3). Digamos
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|k [ 1[2[3[4]5]6[7[8[9] 10 [ 11 [12[13]14]
el T1T 37224276272 6 6 2474
|Guve| [ 96 [ 12 [ 32 8 [ 8 [96 [ 1232 [ 48| 12 12 [16] 8 | 8
Oyl 18312121 ]8]3]2 8 8 6 [ 1212
xi |11 1111171 1 111
e |11 112111 ]-1] 1 1 [1]1
xs | 1] 1111111 ]-1] 1 1 |11l
xa |11 11211 ]1]1 1 1 1 [-1]-1
s |2 [-112]o0ofol2]-1]2]-2] 1 1 21070
6 | 2 -12]o0f]ol2]-1]2]2] -1 -1 21010
xr |2 212]o0]ol-2[=2]-2]0 0 0 0]o07]o0
xs [ 2 (-1 2[00 [-2[1/[-2[01]4/3|-i/3,01]01]0
xo [2 (-1 2[00 /[=2[1/[=2]01-v3|4/3 |0]|0]0
xio | 3]0-1]-1]1]3]o0o]-1]-3] 0 0 11 -1
xu | 3]ol-1]1[-13]0][-1]-3] 0 0 1 [-1]1
xi2 | 3]o0ol-1]-1[1[3]0][-1]3 0 0 [-1]-1]1
xi3 | 3]0 -1[1[-1]3]0][-1]3 0 0 [-1]1]-1
xia | 610 |-2 0]6l0[2]0 0 0 0]07]0

Tabla 4.5: Tabla de caracteres de A;Q.

que pio(o2)v; = Nvp y pro(os)yy = ko, 1 < 1 < 4, donde N\, kp = £1, 1 < 1 < 4, ya que

s3
|oa| = 2 = |o3|. Se calcula con GAP que o9, 03 € Oﬁf . De la Tabla 4.4, podemos deducir que
AL+ A2+ A3+ Ay = 2 = K1 + Ko + K3 + Ka; asi, reordenando la base {vy, va, 3, v4}, podemos suponer

que \} = Ay = A3 = 1y \y = —1. Por otro lado, o903 = (56)(78) € (93283. De la Tabla 4.4, se
tiene que A\1Kk1 + Aako + Azk3 + Agrqg = 0. Luego, k1 + k2 + k3 — kg = 0, y esto implica que kg4 = 1,
y k1 + ko + k3 = 1. Ahora, reordenando vy, v9, vs, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que k1 = —1. Definimos W := C — span de {g1v1, g2v1, g3v1 }; luego, W es un subespacio vectorial
trenzado de M (Qs,, p1o) de tipo Cartan, con matriz de coeficientes y matriz de Cartan dadas por
(4.1). Por lo tanto, dim B(Os,, p10) = 00. Si k = 11 6 13 se procede de manera analoga.

Caso j = 2. El elemento s = (12)(34) es real y su centralizador Ag? es un grupo no abeliano
de orden 96 cuya tabla de caracteres estd dada por la Tabla 4.5.

Para cada k, 1 < k < 14, denotaremos por pi a la representacion irreducible correspondiente al
caracter xj. Ahora bien, de la tabla de caracteres de Ag* podemos deducir que si k # 7, 8, 9, 14,
entonces ¢s,s, # —1; luego, dim B(Os,, pr) = oo.

Supongamos que k = 7, 8, 9 6 14. Sean o1 := s9, 09 := (13)(24) y o3 := (14)(23); es claro
que 05 € Oy, NA, 1 < j < 3. Elegimos g1 :=1id, g2 := (234) y g3 := ggl. Luego, gjalg;1 =0y,
ojg1 = g10j, 1 < j <3,y se satisfacen las siguientes relaciones

0192 = G203, 0193 = g3o2, 0392 = G202, 0293 = §303.

Como o1, 09 y 03 conmutan, existe un autovector simultaneo v para los operadores pi(o1), pr(o2) y
pr(03), digamos que pi(o2)v = Av 'y pi(o3)v = kv. Notar que A\, kK = £1, puesto que |o2| = 2 = |o3].
Mas atn, como 0203 = Sg, se tiene que Ak = —1. Definimos W := C - span {g1v, g2v, gsv}. Luego,
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W es un subespacio vectorial trenzado de M (Os,, pi) de tipo diagonal con matriz de coeficientes Q
dada por

-1 K A
A -1 &
kA -1
cuya matriz de Cartan es como en (4.1). Por Teorema 2.3.2, dim B(Os,, pi) = 0. O

Observacion 4.2.13. El espacio vectorial trenzado M (Osg, p2) tiene dimension |Os,| = 1260.

4.2.7. Caso A,,, m > 8

Sea o € A,,, con |o| par. Investigamos ahora las algebras de Nichols asociadas con o por
reduccion al estudio analogo para la 6rbita de o en S,,. Por Observacion 4.2.2 (i), O4m = OSn
y [S?, : A%] = 2. Asi, podemos determinar las representaciones irreducibles de A9 a partir de
las de SY,. Sabemos que si el tipo de o es (1™,2"2 ... m™), entonces S, = Ty --- Ty, con T; ~
(Z])i)" xSp,;, 1 <i<m.

Algunas generalidades y notacion. Sean G un grupo finito, H un subgrupo de G de indice
dos, y  una representacion de G. Es facil ver que

oy Jnlg),  sigeH,
o) {—n(g), sig€ G\ H,

define una nueva representacion de G. Notar que Res% n= Resff n'. Por otro lado, cualquier repre-
sentacion p de H define una representacion p de H dada por p(h) := p(ghg™'), para todo h € H,
donde g es un elemento arbitrario fijo en G \ H. A p la llamaremos la representacion conjugada de
p. Ya que g es unico, salvo multiplicaciéon por un elemento de H, la representaciéon conjugada es
Unica salvo isomorfismo.

Sea s € H tal que O = OY; luego, [G* : H*] = 2. Sea 1) en G5. Entonces tenemos dos casos:

(i) n %1 Si p:= Res%: n, entonces p € Hs, p~pyInds. p~nan.
(ii) n~17'. Se tiene que Res$. n ~ p @ p y Ind$G. p ~ n ~ Ind% p.

Més aun, si p es una representacion irreducible de H®, entonces p es una restriccién de alguna
e . . s ..
n € G% 6 es un sumando directo de Resgs n como en (ii), ver [FuHa, Ch. 5].

Observacion 4.2.14. Sin € G* ypi= Res%ss 7, es facil comprobar que

M(Of, n) =~ M(Of, 0), para el caso (i), (4.2)
M(Of n) ~ M(Of p)® M(Of,ﬁ), para el caso (ii),

como espacios vectoriales trenzados.

Aplicamos esta observacion para el caso G =S, y H = A,,,. Usaremos la notaciéon dada en el
capitulo anterior.
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Lema 4.2.15. Supongamos que el tipo de o es ((2r)"), con v > 1 y n par. Sea p en @, con
m = 2rn.

(a) Siqoe # —1, entonces dimB(Oy, p) = 00
(b) Sip>~pyqss =—1, entonces

(I) sir =1, entonces dimB(Oy, p) = 0.
(II) Asumamos que r > 1. Si degp > 1, entonces dim*B(O,, p) = oo. Supongamos que

r 3r

degp =1.8ip=Xp..r@u, conr par o impar, 6 i p = Xe,....cOpH, CONT paryc= 5 6 5,
donde p = € ¢ sgn, entonces la trenza es negativa; en caso contrario, dim B(O,, p) = oo.

Demostracion. (a) sigue por Observacion 4.2.2 (ii) y Lema 2.3.4. (b). Puesto que p ~ p, p =
Resi?‘;L (n),conn € S/‘;, n#En e Indigg p = n®n. Notar que n(o) = —Id porque p(c) = —Id. Ahora
bien, como los racks son los mismos, i. e. C’)Am = C’)Sm, el resultado sigue por lo demostrado en el
capitulo anterior. O

Observacion 4.2.16. Mantenemos la notacion del lema Si p no es 1somorfa a su representa(non
conjugada p, entonces existe n € SU tal que ResAU m)=pdpe IndA(, p~n~n ~ IndA(, P.

Claramente, n(c) y p(o) acttia por escalar —1, y resulta que M(O5m, n) ~ M(O%m p) @M(Oﬁm, ?)
como espacios vectoriales trenzados. No se consigue nueva informacién con las técnicas actuales
disponibles.

4.3. Algebras de Nichols sobre los grupos diedrales

El grupo diedral I, de orden 2m esta generado por x e y con relaciones 22 = e = y™ y

ryxr =y L. Sea x el caracter de Z/m ~ (y), dado por x(y) = wm, con wy, la primera raiz m-ésima
primitiva de la unidad. Denotaremos indistintamene por O, 6 por O a la clase de conjugacion de
un elemento o en D,

Teorema 4.3.1. Sea M(O, p) el mddulo de Yetter-Drinfeld irreducible sobre CD,, correspondiente
al par (O, p). Supongamos que su dlgebra de Nichols B(O, p) es de dimensidon finita.
(a) Sim es impar, entonces (O, p) = (Oy,sgn), donde sgn € ﬁ%, DY = (z) ~7Z/2.
(b) Sim =2n es par, entonces (O, p) es una de las siguientes:
(i)

(Oyn, p) donde p € Dr, satisface p(y™) = —1.
(i1) (Oyh,xj) donde 1 <h<m-—1,h#ny P ——
(

1

(tii) (Og,sgn®@sgn) ¢ (O, sgn®e), donde sgn ®sgn, sgn ®e € ﬁ%, D = (z) ® (y")
7)2 x 7.)2.

(iv) (Ogy,sgn®@sgn) ¢ (Oy,sgn ®e), donde sgn ® sgn, sgn Qe € ]D)my Dy = (zy) ® (y")
7]2 x 7.]2.

1

En los casos (i) y (ii) la dimension es finita. En los casos (iii) y (iv), la trenza es negativa.
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Clase de conjugaciéon Centralizador | Representacion | dimB(V)
e D, cualquiera o0
Oyn = (v, h#0, | Oyn |[=2 Z/m ~ (y) cualquiera 00
Op={oy":0<h<m—-1} |0, |=m | Z/2~ (x) € 00
sgn trenza
negativa

Tabla 4.6: Algebras de Nichols de modulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre I,,,, m impar.

Observacion 4.3.2. Existen isomorfismos de espacios vectoriales trenzados

M(Oy,sgn @sgn) o~ M(Oyy, sgn ® sgn),
M(O,,sgn ®e) ~ M(Oyy, sgn ).

Observacion 4.3.3. Asumamos por simplicidad que m es impar y que m = de, donde d, e son enteros
> 2. Entonces el rack (indescomponible) O™ es una unién disjunta de e racks isomorfos a O%; en
otras palabras, O™ es una extension de O¢ por O¢ (y viceversa), ver [AGfil, Seccion 2]. Asi, existe
un epimorfismo de espacios vectoriales trenzados M (O}, sgn) — M (O, sgn), como asi también
una inclusion M (0%, sgn) — M (O, sgn). Las técnicas actuales no permiten calcular el dlgebra de
Nichols B(O2",sgn) a partir del algebra de Nichols B(O%, sgn).

Observacion 4.3.4. En el Teorema 4.3.1 no afirmamos que las condiciones son suficientes. Ver Tablas
4.6, 4.7. Por ejemplo, se sabe que dimB(O',sgn) < oo cuando m = 3 — ver [MS|; para otro m
impar, el problema est& abierto.

Procedemos ahora con la demostracion del Teorema 4.3.1.

Demostracion. Si o = id, entonces ¢oo = 1 y dimB(0O,, p) = 0o, por Lema 2.3.1.
Consideramos dos casos.

CASO 1: m impar.

(I) Si 0 = 9", con 1 < h < m, es facil ver que Oyn = Wy y ID%IZ = (y) ~ Z/m. Entonces
Z/m = {x;}",, donde x;(y) = wl,. M(Oyn,x1) es un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal.
Si goo # —1, entonces dim B(O,n, ;) = 00, por Lema 2.3.4. Asumamos ¢,, = —1; asi, se tiene que
—1=x(0) = xu(y") = w. Esto es una contradiccién porque m es impar.

(IT) Si 0 = x, entonces O, = {x, 2y, ..., vy™ 1} yDZ, = (x) ~ Z/2. Claramente, dim B(O,, ¢) =
oo. Por otro lado, M(O,,sgn) es un espacio vectorial trenzado negativo, porque todo subrack
abeliano de O, tiene un solo elemento; en efecto, xy/zy* = xy*zy!, 0 < j,k < m — 1, si y s6-
losi j =k.

CASO 2: m par. Digamos que m = 2n.

(I) Si 0 = y", entonces Oyn = {y"} y DY, = Dy,. Resulta claro que dim B(Oyn, p) = 00, para
todo p € Dy, con p(c) = Id. Por otro lado, si (p, V) € Dy, es tal que p(o) = —Id, entonces se tiene
que B(Oyn, p) = A\(V), el algebra exterior de V; luego, dim B(Oyn, p) = 24m V.
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Clase de conjugaciéon Centralizador Representacion | dim B(V)
e Dy, cualquiera o0
Oyn ={y"}, [ Opn [= 11 D, — 00
(V,p) € D,
p(y") =1
(V.p) € Dy, odm ¥
ply") = -1
On = {y*}, h#0,n, Z]m ~ (y) X7, 4
| O |=2 whl = —1
X7, 00
whd #—1
Op ={oy?:0<h<n-1} Z]2 x ]2 ~ (z) ® | e®c¢, 00
| Oz |=n (y") £ ® sgn
sgn ® sgn, trenza
sgn ®e negativa
Ouy = {2y 1:0<h<n—-1} | Z/2xZ/2 ~ (zy) ® | e D, 00
10, |=n (") e @sgn
sgn ® sgn, trenza
sgn ®e negativa

Tabla 4.7: Algebras de Nichols de modulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre I,,,, m = 2n par.

(I) Si o = y", h # 0,n; entonces Oyn = g™y ]D%L = (y) ~ Z/m. Por el Lema 2.3.4,
es claro que dim B(O,n, x;) = oo, para todo [ tal que xi(y") # —1,i. e. WM # —1. Por otro lado,
es facil ver que B(Oyn, x1) = N(M(Oyr, x1)), por lo tanto dim B(Oyn, x;) = 4, para todo x; con

xi(y") = -1.
(IIT) Si 0 = =, entonces O, = {zy*" : 0 < h <n—1} y DZ, = (z) ® (y") ~ Z/2 x Z/2. Por
Lema 2.3.1, dimB(O0,, e ® ) = dim B(O,, € @ sgn) = 0.

Para los casos p = sgn ®e o sgn ® sgn, hacemos notar el siguiente hecho.
(i) Sinesimpary 0 < j k <n—1, se tiene que
wyPay?t = pyPF ey siysolosi j=k.
(ii) Sinespary 0<j<k<n-—1, tenemos que

. 4 n
zyPay?t = pyPFey¥  siysolosi k=j06j+ 5

Los casos (i) y (ii) dicen que todo subrack abeliano maximal de O, tiene uno y dos elementos,
respectivamente. Luego, en ambos casos la trenza es negativa. En efecto, el resultado es obvio para
el caso (i), mientras que en el caso (ii) tenemos que si o; := xy¥ = zy/ z (zy?/) " y op 1= 2y?* =
zy* z (2y*) ! conmutan en O,, entonces ¢j; = —1 = g1, ¥ qjkqk; = 1; asi, la trenza resulta negativa.
(IV) Si o = xy, entonces Oyy = {zy?" : 0 < h <n—1} y DyY = (zy) & (y") ~ Z/2 x Z/2. El
resultado sigue como en (III) usando el isomorfismo Dy, — D,,, © — zy, y — y — ver Observacion
4.3.2. O






Capitulo 5

Algebras de Hopf punteadas sobre los
grupos de Mathieu simples

En este capitulo, aplicamos la estrategia de eliminacién por medio de subracks abelianos y no
abelianos a los grupos de Mathieu simples. Sea G un grupo de Mathieu simple, s € G, O, la clase
de conjugacién de s y p una representaciéon irreducible del centralizador de s. Se probara que o
bien el 4lgebra de Nichols B(Os, p) es de dimensién infinita, o bien la trenza del modulo de Yetter-
Drinfeld M (Qs, p) es negativa. Los casos de trenza negativa son listados en la Tabla 5.1. Como
consecuencia de estos resultados se obtiene que si G = Moo 6 Moy, entonces el dlgebra de grupo de
G es (salvo isomorfismo) la unica algebra de Hopf punteada compleja de dimension finita H con
grupo de elementos de tipo grupo isomorfo a G.

Los resultados aqui presentados forman parte del trabajo |F|.

Se hizo uso del sistema de computo de algebra discreta GAP [Sch+]| para calcular tablas de ca-
racteres, representantes de clases de conjugacién, intersecciones entre centralizadores y clases de con-
jugacion. Estos computos estdn disponibles en www.mate.uncor.edu/ fantino/GAP/mathieu.htm.
En buena parte del capitulo la frase “se computa” significa que se ha hecho el calculo con el sistema
de computo de algebra discreta mencionado.

Resumimos en el siguiente enunciado el contenido del presente capitulo.

Teorema 7. Sea G un grupo de Mathieu simple, s € G, Oy la clase de conjugacion de s y p € G>.
La trenza es negativa en los casos listados en la Tabla 5.1. En caso contrario, dim B (Os, p) = oo.
En particular, cualquier dlgebra de Hopf punteada compleja de dimension finita H con G(H) ~ Mao
0 Moy es isomorfa al dlgebra de grupo CMsy ¢ CMoy, respectivamente.

5.1. Usando técnicas basadas en subracks abelianos

En esta secciéon, se determinan condiciones necesarias sobre los moédulos de Yetter-Drinfeld
irreducibles sobre un grupo de Mathieu simple para que sus correspondientes algebras de Nichols
sean de dimension finita mediante técnicas de subracks abelianos.

271

Se seguirad las convenciones dadas en los capitulos anteriores. Se denotard w, := e » , donde
i = v/—1. La representacion del grupo ciclico Z/2n = ([1]) correspondiente a p([1]) = w5, = —1

97
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| G | j |lsj|| Centralizador [ Representacién | dim M (O, p) |
My | 4| 4 | (z)~2Z/8, 2°=s4 vo(z) i=1i 990
ve(x) == —i

6 | 8 (s¢) ~7/8 X(=1) 990

7 8 (s7) ~7/8 X(=1) 990
My [ 13 ] 10 (s13) ~ Z/10 X(—1) 9504
M23 12 14 <812> ~ Z/14 X(—l) 728640

13| 14 (s13) ~7Z/14 X(-1) 728640

Tabla 5.1: Grupos de Mathieu simples: casos abiertos.

sera denotada por x(_1). Para y € G*, se denotaré a la clase de conjugacion de y en el grupo G*
0s°
por Oy .

En las tablas de caracteres, que aparecen a partir de la Secciéon 5.1.1, se incluye la siguiente
informacién. La primera fila enumera las clases de conjugacion del grupo con el parametro j o k,
la segunda fila da el orden de un representante de cada clase de conjugacién, la tercera fila da el
orden del centralizador del representante en el grupo correspondiente. A los efectos de simplificar
la escritura, en algunas tablas de caracteres se omitiré el cardinal de las clases de conjugacion y el
orden de los centralizadores. Ademas, para una mejor lectura de dichas tablas se donotar& por 2’
(y no por z) al conjugado de un ntiimero complejo z.

A lo largo de este capitulo, se usaré la notacion dada en el GAP para denotar a un ciclo; esto
es, se utilizard comas para separar los elementos en los ciclos. Por ejemplo, denoteremos aqui a un
l-ciclo por 7 = (j1,...,J;) mientras que en los capitulos anteriores lo denotdbamos 7 = (j1 --- ji).

5.1.1. El grupo My,
El grupo de Mathieu simple M7, puede ser dado como un subgrupo de S1; de la siguiente manera,
My :=((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11),(3,7,11,8)(4,10,5,6) ).

En la Tabla 5.2, se muestra la tabla de caracteres de Mj;, donde A = (-1 —iV/11)/2, B = 2.
Explicitamente, los representantes de las clases de conjugaciéon de Mp; son

s 0= id, s2:=(1,9,7,10,8,11,5,4,3,6,2),
s3:=(1,7,8,5,3,2,9,10,11,4,6), sq = (1,8,2,7)(4,6,10,5),

s5 := (1,2)(4,10)(5,6)(7,8), s6 == (1,3,11,6,7,10,4,5)(8,9),
s7:=(1,10,11,5,7,3,4,6)(8,9), sg := (1,6,4)(2,9,7)(8,11,10),

s9 = (1,2,3,4,8)(5,10,7,11,6), s10 := (1,5,8,4,6,9)(2,10,3)(7,11).

Resumimos nuestro estudio para el grupo M;j; en el siguiente enunciado.

Teorema 5.1.1. Sea p € Mf{, con 1 < 5 <10. La trenza es negativa en los casos j = 4, con p = o
6 vg, j=6,7y10, con p=x(_1). En caso contrario, dim B(O,, p) = oo.
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| j | 1t [2[3[4]5]6]7[8]9 |10]
s;] [ 1 [ ]11] 42 [8]8]3] 5 6
|Gi[[7920 | 11 | 11 | 8 |48 | 8 | 8 | 18 | 5 6
O] | 1 [ 720720 [ 990 | 165 | 990 | 990 | 440 | 1584 | 1320
X1 1 | 1] 1] 11 ]1]1]1 1 1
x2 | 10 | 1|12 200 1] o0 |1
xs | 10 | 1| 1] 0 |2 |B|B |10 1
xa | 10 | 1| 1[0 2B [ B]|1]0 1
xs | 1L | 0 | 0 | -1 ] 3 |-1]-1] 2] 1 0
xe | 16 | A A0 [o0olo]o0]|2]T1 0
xr | 16 | A A0 o000 2]T1 0
vs | 4 | 00040011 1
xo | 45 | 1 | 1 |1 |3 |-1]1 0 0
Xo | 5 | 0 | 0 [t -1 1 [ 1 [1] 0 |1

Tabla 5.2: Tabla de caracteres de Mji;.

Demostracion. De la Tabla 5.2, se puede ver que para j =4, 5, 8, 9y 10, s; es real.

CASO: j =8, 9. Por Lema 2.3.4, dim B(O;,, p) = oo, para toda p € Myj.

CASO: j =2, 3. Se computa que s;’ y s? estan en O, y s;’ =+ s?. Ya que |sj| = 11 se tiene que

dim B(Os;, p) = oo, para toda p € Mf{, por Lema 2.3.5.

CASO: j = 4. El elemento s4 es real y su centralizador es
M7t = (z:=(1,4,7,5,2,10,8,6)(3,11)) ~ Z/8,

con x% = s4. Sea ]\/41?1l = {vo,...,v7}, donde v () := wk, 0 <1 < 7. Claramente, si [ =0, 1,4, 56 7,
entonces ¢s,s, 7 —1, y dim*B(Os,, ;) = 0o, por Lema 2.3.4. Los dos casos restantes corresponden a
I =2, 6. Se computa que Og, N Mi* = {s4,5;'}. Ahora, resulta facil ver que la trenza es negativa.

CASO: j = 6, 7. El centralizador es M;] = (s;) ~ Z/8 y s? estd en Og.. Como 3 no divide a
|s;| = 8 se tiene que gs,5; # —1, entonces dim B(O,, p) = oo, por Lema 2.3.6. El caso restante
corresponde a p(s;) = wi = —1, el cual satisface gs;s; = —1. Se computa que Os; N Mls{ = {sj, 8;’}
Por calculos directos se puede probar que la trenza es negativa.

CASO: j = 10. El elemento sjo es real y su centralizador es M} = (si9) ~ Z/6. Ahora
bien, tenemos que si ¢s,,s,, 7 —1, entonces dim B(Oy,,, p) = 0o, por Lema 2.3.4. El caso restante
corresponde a p(s1g) = wg = —1, el cual satisface ¢s,ys,, = —1. Se computa que Oy, N M;}® =
{510,570 }; luego la trenza resulta negativa.

CASO: j = 5. El centralizador M} es un grupo no abeliano de orden 48, cuya tabla de caracteres



100 CAPITULO 5. CORRADICAL: GRUPOS DE MATHIEU SIMPLES

|k [1[2]3[4]5[6[] 7 | 8 |
el | 1 3[2[6]4] 8 8
IGu] [48 | 4 | 6 48] 6 | 8| 8 8
O,/ 1T [12[8]1[8[6] 6 6
pp | L] 11 ]1]1]1] 1 1
g2 | 1|1 |1 |1 |11 1 | 1
us | 20 1] 2]1[2] 0 0
s | 20 (-1 2]1]0]iv2 [-iv2
ps | 210 [-1]-2 0 [-iv2 | iv2
w | 3| -1]0] 3 1] 1 1
pr | 3| 1]0]3]0-1] -1 | -1
us | 401 4]1[0] 0 0

Tabla 5.3: Tabla de caracteres de Mf{’

esta dada por la Tabla 5.3. Los representantes de las clases de conjugacion de M7} son

Y1 o= id, y2 = (4,10)(5,8)(6,7)(9, 11),
ys3 == (3,9,11)(4,8,6)(5,10,7), ya = (1,2)(4,10)(5,6)(7,8) = s5
ys == (1,2)(3,9,11)(4,7,6,10,8,5), ye = (1,4,2,10)(5,7,6,8),

yr = (1,4,6,7,2,10,5,8)(3,9), ys == (1,4,7,5,2,10,8,6)(3,11).

Para todo k, 1 < k < 8, llamaremos py = (pk, Vi) a la representacion irreducible de M7} cuyo carac-
ter es . De la Tabla 5.3, podemos decir que si k # 4, 5, 8, entonces ¢s,5, # —1 y dim B(O,,, pr) =
0o, por Lema 2.3.4. Por otro lado, si k = 4, 5 u 8, entonces gs,s; = —1. Para estos tres casos
probaremos que dim B (O, pr) = oo. La interseccion Oy, N M;? tiene 13 elementos y contiene a
o1 = S5, 09 := (4,10)(5,8)(6,7)(9,11) y o3 := (1,2)(5,7)(6,8)(9,11). Notar que estos elementos
conmutan entre si y o903 = s5. Elegimos g; := id,

g2 :=(1,9)(2,11)(4,10)(5,7) 'y g3:=(1,2)(4,9)(6,7)(10,11).

Estos elementos estdn in M y satisfacen

0191 = g101, 0192 = g209, 0193 = g303, (5.1)
0291 = g102, 0292 = g201, 0293 = g302,
0391 = 4103, 0392 = g203, 03393 = g301.

Supongamos que k = 4. Como 01, 02 y 03 conmutan existe una base {vy,v2} de Vj, el espacio
vectorial de la representacion pg, compuesta por autovectores simultaneos de p4(o1), ps(o2) y pa(os3).
Digamos que p4(o2)v; = Nvp y pa(os)v = kv, L = 1, 2. Notar que A, k; = £1, [ = 1, 2, puesto
que |o2| = 2 = |o3|. Méas atn, como 0303 = s5 se tiene que \jk; = —1, [ = 1, 2. De la Tabla 5.3,

S5
podemos deducir que A\; + Ay = 0 pues 09 = Yo ¥ M4((’)£n) = 0. Reordenando la base podemos
suponer que Ay = 1 = —Xg.
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Definimos W := C - span {g1v1, g2v2, gsva}. Luego, W es un subespacio vectorial trenzado de
M(Os,, p) de tipo Cartan. En efecto, es facil calcular que la matriz de coeficientes Q es

1 -1 1
1 -1 1 |. (5.4)
1 -1 -1

La matriz de Cartan correspondiente estd dada por

2 -1 -1
A=[-1 2 -1]. (5.5)
-1 -1 2

Por Teorema 2.3.2, dim B(Os,, p1) = .

El caso k = 5 es analogo al caso k = 4 ya que m(@é\glf) =0.

Finalmente, el caso k& = 8 se puede reducir a los casos anteriores. En efecto, como o1, o2 y
o3 conmutan existe una base {vy,vo,v3,v4} de Vg, el espacio vectorial de la representacion pg,
compuesta por autovectores simultaneos de pg(o1), ps(o2) y ps(o3). Digamos que pg(o2)v; = vy y
ps(o3)vy = ko, 1 <1 <4, donde \j, k; = £1, 1 <1 < 4, puesto que |o3] = 2 = |o3|. De la Tabla 5.3,
podemos deducir que A\; +X o+ A3+ Ay = 0 = k1 + Ko+ K3+ K4 Pues og, 03 € (97]);[1% y ,ug(Oé\;[“s) =0.
Esto implica que existen r, t € {1,2, 3,4} tales que A\, = 1 = —\;. Ahora bien, si se define W := C -
span {g1vr, g2vt, g3vt }, entonces W es un subespacio vectorial trenzado de M (Os,, p) de tipo Cartan,
con matriz de Cartan dada por (5.5). Por lo tanto, dim B(Os,, ps) = oc. O

Observacion 5.1.2. El grupo M;§ tiene 9 clases de conjugacion. Luego, podemos senalar el siguiente
hecho: existen 84 pares (O, p) posibles para Mji; 79 de ellos dan lugar a algebras de Nichols de
dimension infinita, y 5 tienen M (O, p) de trenza negativa.

5.1.2. El grupo M,
El grupo de Mathieu simple Mo puede ser dado como un subgrupo de S1o de la siguiente manera
Mo :=((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11),(3,7,11,8)(4,10,5,6), (1,12)(2,11)(3,6)(4,8)(5,9)(7,10) ).

En la Tabla 5.4, se muestra la tabla de caracteres de Mg, con A = (—1 —i4/11)/2. Explicitamente,
los representantes de las clases de conjugacion de Mio son sp :=id,

=(1,8,12)(2,3,11,9,10,6)(4,5), s3 1= (1,12,8)(2,11,10)(3,9,6),
sq 1= (2, )(3 10)(4,5)(6, 11), s5 = (1,12,7,4)(2,9,10,5,11,3,6,8),
s¢ := (1,7)(2,10,11,6)(3,8,9,5)(4, 12), sy :=(1,9,4,2,11,8)(3,10,12,5,6,7),
ss = (1,4,11)(2,8,9)(3,12,6)(5, 7, 10), se := (1,2)(3,5)(4,8)(6,10)(7,12)(9, 11),
s10:= (1,7,2,6,5)(3,9,12,10,11), s11:= (2,10,6,4,12,5,7,3,8,11,9),
s12 0= (2,6,12,7,8,9,10,4,5,3,11), s13 .= (1,2,7,10,5,6,8,12,9,4)(3,11),
s14 = (1,10,11,8,4,5,12,3)(6,9), s15 = (1,11,4,12)(3,10,8,5).

Resumimos nuestro estudio para el grupo M;s en el siguiente enunciado.
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Ly ] 1 [2[3] 4 [5]6[7[8] 9 [10[11[12][13]14][15]
Bl 1 6 2 [8]4]6 3] 2 5 11]11]10] 874
|G| 95040 | 6 |54 [ 192 | 8 [32 12362401011 [11[10] 8 |32
X1 1 111 111111111171
X2 11 (o2 3 [1[3[al-1]-1]1]ofof-1]-1]-1
X3 11 (o2 3 [-1]1]1]-1]1]1]o0o]of[-1]1]3
Y4 16 [o[2]l0fofo[1|1] 4 1[A]A]1]O0]O
X5 6 (o[22l 0 foJo[1]l1] 4 1[A[A[1]O0]0O
X6 45 lolo] 311135 [ol1]1]lo]-1]1
X7 54 [olo[ 6 [o[2]olo] 6 [-1][-1]-1]1]0]7]2
X8 5 |11 7 (22115 ]o0o[oflolol-1]-1
X9 5 |-1[ 1 [ -1 [a[3]1[1][-5]0o[oflo]o]1]-1
X10 55 (-1 1] -1 |1]-1]1]17]-5 ojlolo[-1]3
X11 66 |[-1[ 3] 2 [o[=2]0flo6 [1[0o]lo]1]o0]-=2
X12 9 (oo 3 |1|-1]-1[3]-1]-1l0ol0|-1]1]-1
xi3 | 120 [1[3]-8]oJololo]o[o|-1]-1]0o]0]O
xia | 144 [O]o0ol o JoJol1[3]4[a]l1]1]-1]0]0
xi5 | 176 o4l o folol-1]1a]4]1]o]o[1]0o]o

Tabla 5.4: Tabla de caracteres de Mjis.

Teorema 5.1.3. Sea p € Mlsé, con 1 < 5 < 15. La trenza es negativa en los casos j = 2,5, 13 y
14, con p = x(—1). En caso contrario, dim B(Os,, p) = oc.

Demostracion. CASO: j = 3, 8, 10. De la Tabla 5.4, vemos que s; es real. Por Lema 2.3.4,
dim B(Os;, p) = 00, para toda p € M3,

CASO: j =11, 12. Se computa que los elementos s? y 5? estan en O, y s;)? =+ s?. Como |s;| =11

se tiene que dim B(Os;,, p) = 0o, para toda p € MB, por Lema 2.3.5.

CASO: j = 2. El elemento sp es real y M3 = (s2) =~ Z/6. Ahora bien, si gs,5, # —1, entonces

dim B(Os,, p) = oo, por Lema 2.3.4. El caso restante corresponde a p(s2) = wi = —1, el cual
satisface ¢sps, = —1. Se computa que O, N M3 = {s2,55 ' }. Luego, es facil ver que la trenza es
negativa.

CASO: j = 5, 14. El elemento s; es real y M = (sj) ~ Z/8. Si qs,5; # —1, entonces

dim B(Os;, p) = oo, por Lema 2.3.4. El caso que falta corresponde a p(s;) = wg = —1, y satis-

face gs;s; = —1. Se computa que Oy, N Mlsé = {sj, s3, s?, 57}, y se puede mostrar ficilmente que la

trenza es negativa.

J J

CASO: j = 13. El elemento si3 es real y M3* = (s13) ~ Z/10. Si gs,45,5 7 —1, entonces
dim B(Os, 4, p) = 00, por Lema 2.3.4. El caso restante corresponde a p(s13) = wj, = —1, y satisface
s13515s = —1. Se computa que Oy, N M3? = {s13, 833,573, 53}; como antes, la trenza resulta
negativa.
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CASO: j = 7. El elemento s7 es real y su centralizador es
M5 = (3, 57) ~ Z/2 x 2,6,

con x := (1,12)(2,7)(3,11)(4,6)(5,9)(8, 10). Definamos {vy, ...,vs}, donde v(s7) := wk, 0 <1 < 5.
Luego,

M3 ={e®u, sgnow | 0<1 <5},

donde € y sgn son la representacion trivial y signo de Z/2, respectivamente. Resulta claro que si
pE ]\//[1?27, con | # 3, entonces ¢s,s, # —1, y dimB(Os., p) = oo, por Lema 2.3.4. Los dos casos
restantes son p = € ® 3 y p = sgn®vs3. Se probard que en ambos casos el dlgebra de Nichols
B(Os.,p) es de dimension infinita. Se computa que Oy, N M;] tiene 6 elementos y que contiene a
g1 = 87,

=(1,5,4,7,11,10)(2,3,8,12,9,6), o3 :=(1,3,4,12,11,6)(2,5,8,7,9,10).

Notar que o903 = 37_1. Elegimos ¢y :=id, g2 := (2,7,12)(3,9,5)(6,8,10) y g3 := 92—1_ Se puede ver
que se satisfacen las siguientes relaciones

0191 = 9101, 0192 = §203, 0193 = g302, (5-6)
0291 = 4102, 02092 = §201, 0293 = g303,
0391 = 4103, 0392 = §202, 03393 = g301.

Si W :=C - span {g1, g2, g3}, entonces W es un subespacio vectorial trenzado de M (O, p) de tipo
Cartan, con matriz de coeficientes dada por

-1 -1 1 -1 1 -1
O =1 -1 -1, Qy=[(-1 -1 1], (5.9)
-1 1 -1 1 -1 -1

para p = e @3 y p = sgn ®vs, respectivamente. En ambos casos la matriz de Cartan asociada estd
dada por (5.5). Por Teorema 2.3.2, dim B(Os,, p) = oc.

CASO: j = 6. El elemento sg es real y M§ es un grupo no abeliano de orden 32, cuya tabla de
caracteres estd dada por la Tabla 5.5. Los representantes de las clases de conjugacion de M7§ son

Y = id, y2 = (2,3,11,9)(5, 10,8, 6),

ys == (2,6,11,10)(3,8,9,5), s = (2,11)(3,9)(5,8)(6, 10),

ys = (1,4,7,12)(3,8,9,5), ye := (1,4,7,12)(2,3,6,5,11,9,10,8),
yr = (1,4,7,12)(2,6,11,10)(3,9)(5,8), ys := (1,7)(3,9)(4,12)(5,8),

yo = (1,7)(2,3)(4,12)(5,6)(8,10)(9, 11), y10 == (1,7)(2,6,11,10)(3,5,9,8)(4, 12),
yi1 = (1,7)(2,10,11,6)(3,8,9,5)(4,12) = 56,  y12 == (1,12,7,4)(3,5,9,8),

s o= (1,12,7,4)(2,3,10,8,11,9,6,5), y1a = (1,12,7,4)(2,10,11,6)(3,9)(5,8).

Para todo k, 1 < k < 14, llamamos p, = (pg, Vi) a la representacion irreducible de M7§ cuyo
caracter es . De la Tabla 5.5, podemos decir que si k # 5, 6, 7, 8, 10, entonces @szss # —
dim B(Os,, pr) = 00, por Lema 2.3.4. Por otro lado, si k = 5, 6, 7, 8 6 10, entonces gsys, = —1.
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|k J1]2]3]4[ 5 [6] 7 [8]9]10]11] 12 [13] 14 |
el [ 1] 4 2 4 [8] 4 [2]2]4]4] 4 [8] 4
(GUe[ [32[8[16[32] 16 [ 8] 16 |16 |8 [32[32] 16 | 8 [ 16
Oyl 1 [4]2]1] 2 [4] 2 J2]4]1[1] 2 [4] 2
po [T J1[1 1] 1 J1[ 1 [J1J1[1]1 1] 1
pp |11 1t 1] 1 111 [1]1[1]-1
ps |11 [ [ 1t Ja] 1 111 [1] 1 [-1]-1
pe | L1111 Ja[ 1 a1t ] 1 [-1]1
s 11711 -1 -1 -1 -1 -1 -17-1 i i i
16 1 (-1} 11 -1 i -1 -1 1)1 -1 i -1 i
pr | LT[0 i i i [ 4]
ps | L |-L[ L[ A0 [ [
p [ 2[0]-2[2] 0 Jo[ 0o |-2]0[2[2] 0 0] O
po [2]0[-2]2] 0 Jo] 0o [2]0[-2]-2] 0 [0] 0
pin | 2000 [2[1+ [0 ] -1 [0 [0 [-20]2 | 1i [0 ]-14i
prz | 2[00 [-2[ -1 [0 1+ [0 [0 [-20]2i [-14i[ 0| 14
pas | 2[00 [-2[-1+4 0] 20 [0]0 ]2 [-20]-14]0 |1+
paa | 2[00 [-2] 14 [0 [-14i] 0 | 0 | 20 [-20] 14i | 0 | -I-i

Tabla 5.5: Tabla de caracteres de Mfg

Para estos cinco casos probaremos que dim B(Os,, pr) = oo. Primero calculamos la interseccion
Oy N M;S:

o1 :=(1,4,7,12)(2,6,11,10)(3,9)(5,8) = y7, o2 := (1,4,7,12)(2,11)(3,5,9, 8)(6,10),
(1,7)(2,6,11,10)(3,5,9,8)(4,12) = y10, 04 := (1,7)(2,10,11,6)(3,8,9,5)(4,12) = s,
o5 = (1,12,7,4)(2,10,11,6)(3,9)(5,8) = y14, 06 := (1,12,7,4)(2,11)(3,8,9,5)(6,10).

o3 :

; — . . M6
Estos elesmentos conmutan entre si, o4 = s¢ y 0] L' = o5. Ademas, se tiene que oy € Oy, v
M;$ . -
06 € Oy,,” . Elegimos en M los siguientes elementos

g1 :=(1,8,6,12,3,2)(4,9,11,7,5, 10), g2 = (1,6,12,11,7,10,4, 2)(5,8)
y g3 := (1,12)(4,7)(5, 8)(6, 10). Entonces 0,9, = grs6, 1 <r <3,y

0291 = 9105, 0192 = g205, 0193 = g30s,

0391 = g10s, 0392 = g204, 0293 = J306.

Supongamos que k = 5, 6, 7 6 8. Se define W := C - span {g1, g2, g3 }. Luego, W es un subespacio
vectorial trenzado de M (Os,, p) de tipo Cartan. De la Tabla 5.5, podemos calcular que la matriz
de coeficientes Q es

-1 i i -1 —i —i
Qs:=1|i -1 i /|, Qui=|-i -1 —i], (5.10)
i i =1 —i —i -1
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para k =506,y k=7 0 8, respectivamente. En todos estos casos la matriz de Cartan asociada es
como en (5.5). Por lo tanto, dim B (O, pr) = 0.

Supongamos que k = 10. Como o5 y 06 conmutan existe una base {v1,v2} de Vi, el espacio
vectorial de la representacion pig, compuesta por autovectores simultaneos de pig(os) v pio(os).
Digamos que pio(os)v; = Nvp y piolos)vyy = kg, I = 1, 2. Notar que ki, \j = +1, 44, ya que

los| = 4 = |og|. De la Tabla 5.5, deducunos que A\ + Ay = 0 = K1 + kg pues o5, 0g € OyM

56
plo(Oé\ﬁ ) = 0. Ademas, como o506 = 36 se tiene que \jk; = —1,1 =1, 2. Ahora cons1deramos
las cuatro posibilidades: \; = £1, +1.

(i) Si Ay = %1, tomamos W := C - span {g1v1, gav2, g3v1 }.

(ii) Si A\; = %4, tomamos W := C - span {g1v1, gov1, g3v1 }.

En ambos casos, W es un subespacio vectorial trenzado de M (Os,, p10) de tipo Cartan. Se puede
calcular que las matrices de coeficientes estan dadas por Q; (resp. Q) para el caso \; = 1 (resp.
A1 = —1) — ver (5.9); mientras que las matrices de coeficientes estan dadas por Qs (resp. Q4) para
el caso A\; =i (resp. Ay = —i) — ver (5.10). En todos los casos, la matriz de Cartan asociada esta
dada por (5.5). Por lo tanto, dim B(Ogy, p10) = 0.

CASO: j = 15. Se computa que M3 ~ M;S. Esto implica que este caso es andlogo al caso
j =6, pues Oy, >~ Oy, como racks.

CASO: j = 4. Se computa que M3 es un grupo no abeliano de orden 192, cuya tabla de
caracteres estd dada por la Tabla 5.6. Los representantes de las clases de conjugacion de M5 son
Y1 = 1id,

Y2 = (3,4)(5,10)(6,11)(7,12), ys = (3,5,6)(4,11,10)(7, 12, 8),

ys = (2,3,5,11,9,10,4,6)(7, 8), ys = (2,3,6,9,10,11)(4,5)(7,12,8),
s = (2,3,9,10)(4, 11, 5, 6) yr = (2,9)(3,10)(4,5)(6,11) = sy,

ys = (1, )( ,5)(6,11)(8,12), yo := (1,7,8,12)(3,5,10,4),

10 = (1,7,12,8)(2,3,4,11,9,10,5,6), 1= (1,7)(2,3,9,10)(4,6,5,11)(8,12),
y12 = (1, )( ,4)(3,6)(5,9)(8,12)(10, 11), y1s = (1,7,12,8)(2,4,9,5)(3,10)(6,11).

Para todo k, 1 < k < 13, llamamos py, = (pg, Vi) a la representacion irreducible de M7 cuyo caracter
es ug. De la Tabla 5.6, se tiene que si k # 10, 11, 13, entonces ¢s,s, # —1 y dimB(Os,, p) = o0,
por Lema 2.3.4.

Supongamos que k = 10, 11 6 13; luego, ¢s,s, = —1. Probaremos que dim B (0Os,, px) = co. La
interseccion Og, N M75 tiene 31 elementos, y contiene a oy == s4 y

o9 :=(3,4)(5,10)(6,11)(7,12) = y2, o3 :=(2,9)(3,5)(4,10)(7,12).
S4
Se puede ver que o9 y o3 conmutan, o3 € (’)é\;j” y 0903 = S4. Elegimos en Mo los siguientes
elementos ¢ := id,

g2 = (2,7)(3,5)(6,11)(9,12), g3 := (2,9)(5,10)(6,7)(11,12).
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|k 1 ]2[3]4]5[6] 7 [8]9]10]11]12]13]

el | 1 [ 2386 4] 2 [2]4[8[4[2]4
IGUe[ 192 8 | 6 | 8 | 6 |32 (192 (32| 16| 8 |32 16| 16
O, 1 (243224326 | 1 |6 |12[24] 6 |12]12
pr | 1L [ 1111 1 11 ][1]1]1
pe | 1 | -1 1 [-1 1|1 [t |11 ]1]1
ps | 2 |0 |10 [-1]2] 2 olo|2]2]0
pe | 3 |10 1o a3 111311
s | 3 |10 1|0 1|3 [1[-1]1[3]1]1
e | 3 |10 |10 |33 1 [1][1][-1]-1

pr | 3 [ 101013 [ 3[1[1]-1]-1

s | 3 |10 11033 |1 [-1]-1[-1]1]-1
po | 3 |10 [ 1013 [ 311 [1]1]1
po | 4 [0 1[0 1[040 [2]0]0]0]-=2
pn | 4 0|10 1[0 4af0o[2]0]0]0]2
p2 | 6 [0[0]0 26 [2[0[0]2]27]0
ps | 8 o [-1lo[1T o] 8]ofo[ol0o[0]oO

Tabla 5.6: Tabla de caracteres de Mf§

Es facil verificar que se satisfacen las relaciones dadas en (5.1), (5.2) y (5.3). De la Tabla 5.6, se

54
tiene que ,uk((’)%”) = 0. Ahora podemos proceder como en el caso j = 5y k = 8 de la prueba
del Teorema 5.1.1. Asi, podemos obtener un subespacio vectorial trenzado de M (Os,, pi) de tipo
Cartan cuya matriz de Cartan asociada no es de tipo finito. Por lo tanto, dim B(Os,, pr.) = oo, para
k=10, 11, 13.

CASO: j = 9. El centralizador M5 es un grupo no abeliano de orden 240, cuya tabla de
caracteres esta dada por la Tabla 5.7. Los representantes de las clases de conjugacion de M7 son

y1 = id, y2 = (4,7)(6,9)(8,12)(10,11),

ys = (4,10,7,11)(6,12,9,8), ys = (3,6,8,12,9)(4,7,11,5,10),

ys o= (1,2)(3,4)(5,8)(6,10)(7,9)(11,12)  ys := (1,2)(3,4,6,11)(5,8,10,9)(7,12),

yr = (1,2)(3,4,9,10,12,5,8,11,6,7), ys = (1,2)(3,5)(4,8)(6,10)(7,12)(9,11) = s9,
Yo := (1,3)(2,5)(4,6)(7,9)(8,10)(11,12), w10 := (1,3,4,2,5,8)(6,11,12,10,9,7),

yi1 = (1,3,4,12,11,6)(2,5,8,7, 9, 10), y12 = (1,4,5)(2,8,3)(6,12,9)(7,11, 10),

y1s = (1,4,7,10,11,5)(2,8,12,6,9, 3), y1a = (1,4)(2,8)(3,6)(5,10)(7,11)(9, 12).

Para todo k, 1 < k < 14, llamamos p, = (pg, Vi) a la representacion irreducible de M3 cuyo carécter
es . De la Tabla 5.7, se puede deducir que si k # 2, 3, 6, 8, 10, 12, 14, entonces @sysy # —1 ¥
dim B(Os,, pr) = o0, por Lema 2.3.4. Por otro lado, si k = 2, 3, 6, 8, 10, 12 6 14, entonces
sesy = —1. Para estos casos probaremos que dim B(Os,, pi) = co. La interseccion Oy, N M7 tiene
36 elementos, y contiene a g1 := 89 y

= (1,3)(2,5)(4,6)(7,9)(8,10)(11,12) = 59, o3 := (1,5)(2,3)(4,10)(6,8)(7,11)(9, 12).
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|k |1 J2[3]4]5]6[7] 8 [9[10]11]12][13][14]

el | 1 [2 a5 [2[4]10] 2 [2[6]6]3][6]2
|GUe[ 240 [16 | 8 |10 | 16 | 8 |10 | 240 | 24 |12 [12 |12 | 12| 24
O, | 1 [15[30 24153024 1 [ 102020202010
m | 1|11 1 1] 1 [1[1][1]1[1]1
pe | 1 | T |1 1|1 |21 [1]a[1][1]1]1
ws | 1 | 1|1 T[afalaalalalr]1 |1
pa | 1| 1] 1111 [ N S
us | 4 |00 |-1]00]-1 -2 1112
we | 4 oo 100 1[4 2]ala]1]1]=2
pr | 4 oo 1o o a4 21 [a][1]1]2
ps | 4 |0 |0 |10 |0 |14 ][=2]a[1][1]1]2
w | 5 | 1|10 [1][1|0|5 [1 |11 [-1]1]1
po | 5 |1 |10 1105 11|11 ]1]1
g | 5 | LT ]0]1 0 5 [1[-1[1|-1][-1]1
pe | 5 |1 |10 |1[-1]0] 5 [1[1][1[-1]-1]1
s | 6 | 2|01 [=2]0o[1][6 [o]o]o]0o[0]o0
pa | 6 |20t [2]o]-1][6]0o]o]o0o[0o]0]0

Tabla 5.7: Tabla de caracteres de Mlsg

Elegimos g1 := id, g2 = (2,3,4)(5,6,8)(7,11,9), g3 := (2,5,3)(4,8,6)(7,12,9); estos elementos
estan en Mo v satisfacen 0,9, = gr59, 1 <1 < 3, 0392 = g203 ¥

0291 = g102, 0192 = g271,2, 0193 = g302, 0391 = gi103, 0392 = g273,2, 0293 = g303,
donde

v = (1,4)(2,8)(3,6)(5,10)(7,11)(9,12), 732 := (1,8)(2,4)(3,10)(5,6)(7,9)(11,12).

59 59
Ademas, se tiene que 0203 = S9 = 0302, y 03,712 € (’)%}2 Y V3.2 € Oﬁg”.
Supongamos que k = 2 ¢ 3. Definimos W := C - span {g1, g2, g3}. Luego, W es un subespacio
vectorial trenzado de M (Os,, p) de tipo Cartan. De la Tabla 5.7, podemos calcular que la matriz
de Cartan asociada es como en (5.5). Por lo tanto, dim B(Os,, pi) = co.

Asumamos que k = 6. Puesto que o1, 02, 03, 71,2 ¥ 73,2 conmutan existe una base {vy, v, v3, v4}
de Vg, el espacio vectorial de la representaciéon pg, compuesta por autovectores simultdneos de
los operadores pg(01) = —1d, pe(o2), pe(03) pe(71,2) v pe(v3,2). Digamos que pg(o2)v = Ay,
pe(o3)uy = ko, 1 <1< 4, donde N\, kg = £1, 1 <1 < 4, pues |o2| = |o3| = 2. De la Tabla 5.7, se
tiene que A\ + Ao+ A3+ Ay = —2 = —K1] — Ko — K3 — Kq. Luego, A1, A2, A3 ¥ A4 no son todos iguales
a 1 ni todos iguales a —1. Por otro lado, como 0203 = S9 y @seso = —1, resulta que \jx; = —1,
1 <1< 4. Ahora bien, si W := C - span {g1v;, g2v;, gsv; | 1 <1 < 4}, entonces W es un subespacio
vectorial trenzado de M(Os,, ps) de tipo Cartan, cuya matriz de Cartan asociada A tiene al menos
dos filas con tres —1 o mas. Esto implica que el Diagrama de Dynkin correspondiente tiene al menos
dos vértices con tres aristas o méas; luego, A no es de tipo finito. Por lo tanto, dim B(Os,, ps) = oc.

Para los casos k£ = 8, 9, 10, 12 6 14, se procede de manera andloga. ]
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Observacion 5.1.4. Los grupos M;3, M5 y M4, tienen 10, 12 y 10 clases de conjugacion, respecti-
vamente. Luego, existen 168 pares posibles (O, p) para Mjy. Concluimos que 164 de ellos dan lugar
a algebras de Nichols de dimensién infinita, y 4 tienen M (O, p) de trenza negativa.

5.1.3. El grupo My,

El grupo de Mathieu simple Mso puede ser dado como un subgrupo de Soo de la siguiente manera,
My :=((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11)(12, 13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22),
(1,4,5,9,3)(2,8,10,7,6)(12, 15, 16, 20, 14)(13, 19, 21, 18,17),
(1,21)(2,10,8,6)(3,13,4,17)(5,19,9,18)(11, 22)(12, 14, 16, 20) ).

En la Tabla 5.8, se muestra la tabla de caracteres de Mag, con A = (=1 —iy/11)/2y C = (-1 —
iv/7) /2. Los representantes de las clases de conjugacion de Moy son s; := id,

so:= (1,10,13,17)(2, 3, 14, 15)(4, 20, 18, 7) (5, 21)(6, 22)(9, 11, 12, 16),

s3 := (1,13)(2,14)(3,15)(4, 18)(7, 20)(9, 12)(10, 17)(11, 16),

sy = (1,8,17,5,11,15,3,7)(2, 14,9, 16)(4, 20)(6, 21, 13,22, 19, 18, 12, 10),
s5 = (1,12,16,15,19,11,18)(2,7,9, 14, 13,10, 6)(3, 22,4, 17, 5, 21, 8),

se := (1,15,18,16,11,12,19)(2,14,6,9,10,7,13)(3,17, 8,4, 21, 22,5),
s7:=(1,4,2,6,3)(5,15,12,22,18)(7,8,11, 19, 20)(9, 17, 10, 14, 21),

ss = (1,18,4,12,15,8,3,17,19,7,6)(2,9, 16,11, 13,22, 20,5, 10, 14, 21),
sg = (1,4,15,3,19,6,18,12,8,17,7)(2,16, 13,20, 10, 21,9, 11, 22, 5, 14),
s10 == (1,6,5,17)(3,8)(4,11)(7, 13,16, 14)(9, 12, 22, 15)(10, 20, 18, 19),

s = (1,7,22)(2,13,6,14,5,3)(4,10)(8, 16,9, 20, 19, 17)(11, 15, 21)(12, 18),
s12 = (1,22,7)(2,6,5)(3,13,14)(8,9,19)(11, 21, 15)(16, 20, 17).

Resumimos nuestro estudio para el grupo Mas en el siguiente enunciado.

Teorema 5.1.5. Sea p € Mzsé, con 1 < j <12. La trenza es negativa en el caso j =4 y p = x(_1)-
En caso contrario, dim B (Os;, p) = oc.

Demostracion. CASO: j = 7, 12. De la Tabla 5.8, se ve que s; es real. Asi, dimB(0;;, p) = oo,
para toda p € M3, por Lema 2.3.4.

CASO: j =5, 6./%3 computa que s? y s? estan en 0. Como |s;| = 7 se tiene que dim B(Os;, p) =
00, para toda p € Myj, por Lema 2.3.5.

CASO: j = 8, 9. Se computa que 3? y s? estan en Os,. Puesto que [s;| = 11 se tiene que

dim B(0O;, p) = oo, para toda p € My}, por Lema 2.3.5.

CASO: j = 4. De la Tabla 5.8, se ve que s4 es real y que el centralizador es My; = (s4) ~ Z/8.
Asi, si gs;s; # —1, entonces dim‘B((’)sj,p) = 00, por Lema 2.3.4. El caso restante corresponde a la
representacion x(_p), dada por x(_1)(s1) = wg = —1, la cual satisface ¢s,s, = —1. Se computa que
Os, N M3s = {s4,53, 55, 51}; luego, es facil ver que la trenza es negativa.
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] 1 [2] 3456789 ]10][11]12]
|5, 1 4l 287751114673
|G=i| | 443520 [ 32 [384 [ 8 [ 7 [ 7 |5 |11 |11 |16 ] 12 36
X1 1 1l 1 (1111111 T]1T]1
X2 21 tl 5 ]-1]oflof1][-1]-1]1]-11]3
X3 45 1l 3a1lclclol1]1]1]o0]o0
X4 45 1l 3(1lclclol1]1]1]o0]o0
X5 55 3| 71111 ]ololo|[-1][1]1
X6 99 331112l olol-1]0o]o0
X7 B4 [2]10lofofof-1lolof2]1]1
X8 210 | -2 2 oloflol1]1][-2]-1]3
X9 231 [-1| 7 [-1[oflo[1]o0oo0]-1 -3
X10 280 o] 8[oJolololATAT]DO 1
X11 280 o] 8[ofof[ololA[A]lO]1]1
X12 385 tl 1 [1]ololololo]1]-2]-=2

Tabla 5.8: Tabla de caracteres de Mos.

CASO: j = 11. El centralizador es Mj3* = (x,s11) ~ Z/2 x Z/6, donde
= (2,9)(3,16)(4, 12)(5,8)(6, 19)(10, 18)(13, 20)(14, 17).
Definimos {vp, ..., v5}, donde vi(s11) := wlﬁ, 0 <1 <5. Luego,
]\@ ={e®y, sgn®y | 0 <1 <5},

donde € y sgn son la representacion trivial y signo de Z/2, respectivamente. Ya que s1; es real se

tiene que si p € Mj3', con | # 3, entonces gs,,s,, # —1, y dimB(Oy,,, p) = 00, por Lema 2.3.4. Los
dos casos que faltan son p = € ® 3 y p = sgn ®v3. Probaremos que para dichos casos el dlgebra
de Nichols B(Os,,,p) también es de dimension infinita. Se computa que Oy, N My3' contiene a
01 = 811,

o9 :=(1,7,22)(2,8,6,9,5,19)(3,17,13, 16, 14,20)(4, 12)(10, 18)(11, 15, 21),
o3 = (1,7,22)(2,20,6,17,5,16)(3,9, 13,19, 14, 8)(4, 18)(10, 12)(11, 15, 21).
Se puede ver que o9 = ZL‘S%I y 03 = xs11- Elegimos g := id,

g2 = (1,7,22)(3,19,16)(4, 12,10)(8, 20,13)(9, 17, 14)(11, 21, 15)

y 93 := g5 '. Estos elementos estan en Moy y satisfacen las relaciones dadas por (5.6), (5.7) y
(5.8). Ahora bien, si W := C - span {g1, g2, 93}, entonces W es un subespacio vectorial trenzado de
M(QOgs,,, p) de tipo Cartan con matriz de coeficientes dada por Qp (resp. Q) para el caso p = e Q3
(resp. p = sgn ®v3) — ver (5.9). En ambos casos la matriz de Cartan asociada es como en (5.5). Por
Teorema 2.3.2, dim B(O;,,, p) = 0.

CASO: j = 10. El centralizador es M;3° = (x, s19) ~ Z/4 x Z/4, donde

z:=(1,9,13,10)(3,11)(4, 8)(5, 22, 14, 18)(6, 12, 16, 20)(7, 19, 17, 15)
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estd en Og,,. Sean {vp,...,v3}, con y(—) :=wh, 0 <1 < 3, entonces

M3 ={y @, |0<It<3}.
Sip=y®u,cont#2y0<1<3 entonces gs s, = (1 @ 11)(s10) = W) # —1; ya que sy es
real se tiene que dim B(0Os,,, p) = co. Supongamos que p = v; @ v2, 0 < I < 3. Definimos o7 := $19,

o9 1= sfol, o3 :=x, 04 := 2", y elegimos g; := id,

g2 = (3,8)(4,11)(6,17)(7,16)(9, 18)(10, 22)(12, 20)(15, 19),
g3 = (3,8,4)(5,13,14)(6,9,19)(7, 22, 15)(10, 12, 17)(16, 18, 20)

y g4 := g3g2. Estos elementos estdn en Moo y satisfacen que .9, = ¢-S10, 0rg1 = g107, 1 <1r <4,y

-1 -1,.-1 -1
0192 = g2 S19 0193 =G93 L S99, 0194 = g4 31
-1.2 -1
0392 = g2 T ~Sq0, 0293 = g3 TS10, 0294 = g4 T ~S10,
2 -1 -1
04092 = g2 TS7q, 0493 = g3 Sq19 0394 = g4 Sq9 -
Si se define W := C - span {g1,92,93,94}, entonces W es un subespacio vectorial trenzado de

M(Os,,, p) de tipo Cartan, cuya matriz de Cartan asociada estd dada por

2 0 -1 -1
0 2 -1 -1
A= 5 5 o | (5.11)

-1 -1 0 2
Por Teorema 2.3.2, dim B(0Os,,, p) = .

CASO: j = 2. El elemento sy es real, tiene orden 4 y su centralizador M55 es un grupo no
abeliano de orden 32.

Sea p=(p,V) € ]\/42?5 Probaremos que el dlgebra de Nichols B(0O,,, p) es de dimension infinita.
Si gs,s, # —1, entonces el resultado sigue por Lema 2.3.4. Supongamos que ¢s,5s, = —1. Se computa
que Og, N M3? tiene 16 elementos y contiene a o1 := g,

oo = (1,7,15,11)(2,12,10,4)(3, 16, 13,20)(5,6)(9, 17, 18, 14) (21, 22) = 1,
o3 = (1,9,3,4)(2,7,17,16)(5,22)(6,21)(10, 11, 14,20)(12, 15, 18, 13).

Ademas, o1, 03 v 03 conmutan entre si y o203 = 351. Elegimos ¢; :=id,
g2 :=(2,16,12)(3,13,15)(4,17,11)(5,6,21)(7,9, 10)(14, 20, 18)

y g3 == g5 '. Estos elementos pertenecen a May y satisfacen las relaciones dadas por (5.6), (5.7)
y (5.8). Se define W := C - span {g1v, gov, gsv}, con v € V — 0. Luego, es facil ver que W es un
subespacio vectorial trenzado de M(Os,,p) de tipo Cartan cuya matriz de Cartan asociada esta
dada por (5.5). Por Teorema 2.3.2, dim B(0,,, p) = 0.

CASO: j = 3. El centralizador M3 es un grupo no abeliano de orden 384, cuya tabla de
caracteres esta dada por la Tabla 5.9, con D := i1/3. Los representantes de las clases de conjugacion
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[k [ 1 J2]3]4[5]6]7[8[9]10]11][12[13[14]15]16] 17 |

el | 1T [ 22342644486 4a]4]6]2] 2
|G¥<] [ 384 [ 16 |32 |12 | 8 |64 | 12|16 |32 |16 | 8 |12 | 16 | 16 | 12 | 48 | 384
O, | 1T [24 123248 6 |32 |24 | 12|24 |48 |32 |24 |24 |32 | 8 | 1

111 T [1]1]1 ]t ]1]1]t1]t][1]1]1[1]1]1]1]1

gz | 1 | -1 1 [ |11 |1[1 |11 |11 ][1]a1]1]1

ws | L | 1|1 |1 [ 1|11 |1 1] 1|21 [a]-1]1]-1]1
gy | 1 | 1|1 |1 |21 |1 |21 ]1][-1[1[2][1]1]1]1
ms | 2 |0 |2 10210220 |1[0]0]1][=2]2
me | 2 |0 |2 [1[0[2[-1]0 |22 [0 |-1[0]0]-1]2]2
pr | 3 |1 |10 |1 [3 01|11 |10 [1]1]0]-=3]3
ws | 3 |1 |-1]0 |13 |01 |11 [1|0|[-1]-1]0]-3]3

g | 3 |-1|-1]0 |1 |30 |1 |1]-1|[1|0[-1]-1]0]3]3

po | 3 |1 1ot [3]o 1111011033

g | 6 |0 | 2[00 |2[0]|0|2|0[0]0]2|2[0]0] 6

p2 | 6 |0 | 2]0]0 2[00 2000 ]-22]0]0] 6

ms | 6 |2 2]0]0|2[0]|2|=2[0[0]0]0|0][0]0] 6

pa | 6 |2 200202200000 ][0][0] 6

s | 8 |00 | 2]0|0[2[0|0|0][0]0]0|0]0]O0] -8

pe | 8 |00 |-1]0of0o[1][0|0|0O[0O|DJ[O|O[-D[o0O] -8

g7 | 8 |00 |-1]0|0[1]|]0|0|0O|O0O|-D|[O|O|DJ|oO] -8

Tabla 5.9: Tabla de caracteres de M;S

de M55 son yp = id,

15,17),
11,12),

Y 1=

0)(4, 18)(6, 19)(7, 20)(8, 22)(9, 11)(12, 16)
Y3 = 5

(3,1 (
= (3,15)(4,20)(6, 22)(7, 18)(8, 19)(9, 16)(10, 17)(
= (2,3,10)(4,11,12)(5,8,22)(6,21,19)(9, 18, 16)(14, 15, 17),
= (2,3,14,15)(4,7,11,9)(5,8, 21,19)(6, 22)(10, 17)(12, 18, 20, 16),
= (1,2)(3,17)(4, 20)(7,18)(9, 11)(10, 15)(12, 16)(13, 14),
= (1,2,3,13,14,15)(4, 20,9, 18,7, 12)(5, 6,19)(8, 21, 22)(10, 17)(11, 16),
= (1,2,3,17)(4,7,9,16)(5,6)(10, 13,14,15)(11, 18, 20, 12)(21, 22),
= (1,2,13,14)(3,10,15,17)(4, 9, 18, 12)(5,21)(7, 11, 20, 16)(8, 19),
y1o == (1,4,15,12)(2,7,10,11)(3,9, 13, 18)(5, 21)(6, 22)(14, 20, 17, 16),
yi1 == (1,4,3,11,13,18,15,16)(2,7, 17,12, 14,20, 10, 9)(5, 21)(6, 19, 22, 8),
y12 == (1,4,2,9,3,11)(5,8,6)(7,10)(12, 15, 16, 13, 18, 14)(17, 20)(19, 22, 21),
y13 == (1,4,10,16)(2,9,15,7)(3, 20, 14,12)(5,8)(11, 13,18,17)(19, 21),
y1a == (1,4,13,18)(2,11,14,16)(3,9, 15, 12)(5, 6)(7, 17, 20,10)(21, 22),
yis = (1,4,17,9,3,20)(2,11)(5,6,8)(7, 13,18, 10, 12,15)(14, 16)(19, 21, 22),
yi6 == (1,4)(2,20)(3,9)(7,14)(10,16)(11,17)(12, 15)(13, 18),
= (1,

yi7r = (1,13)(2,14)(3,15)(4, 18)(7, 20)(9, 12)(10, 17)(11, 16) = s3.

Para todo k, 1 < k < 17, llamamos p;, = (pk, Vi) a la representacion irreducible de M3 cuyo
caracter es ui. De la Tabla 5.9 y por ser s3 real, se tiene que si k # 15, 16, 17, entonces ¢sys5 7# —
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y dim B (Oy,, pr) = oo, por Lema 2.3.4. Por otro lado, si k = 15, 16 6 17, entonces gs s, = —1.
Para estos casos se probara que dim B(O,, p) = co. Primero se computa que Oy, N M3 tiene 51
elementos y que contiene a o1 = s3,

oy = (3,15)(4,20)(6, 22)(7, 18)(8,19)(9, 16)(10, 17)(11,12) = ys,
o3 == (1,13)(2,14)(4,7)(6,22)(8,19)(9, 11)(12, 16)(18, 20).

Es facil ver que o1, 02 y 03 conmutan entre si y que o203 = s3. Elegimos ¢; := id,

g2 = (1,6)(2,8)(4,11)(7,9)(12,18)(13,22)(14, 19)(16, 20),
g3 == (3,6)(4,16)(7,11)(8,17)(9, 20)(10, 19)(12, 18)(15, 22).

Estos elementos estan en Mag y satisfacen las relaciones dadas por (5.1), (5.2) y (5.3).

Supongamos que k = 15, 16 6 17. Ya que 01, 02 y 03 conmutan existe una base {v;|1 <1 < 8}
de Vj, el espacio vectorial de la representacién pi, compuesta por autovectores simultineos de
pr(o1) = —1d, pr(o2) v px(os). Digamos que pg(o2)v; = N y pr(os)u = ko, 1 < 1 < 8. Notar

que N\, kg = 1,1 <1 < 8, ya que |o2] = 2 = |o3|. Por otro lado, como o903 = sy se tiene

que \jkp = —1, 1 < [ < 8. De la Tabla 5.9, podemos deducir que 218:1 Al = 0 pues 03 = y3 y
53

Mk(@%”) = 0. Reordenando la base podemos suponer que A\; = 1y Ao = —1; asi, k1 = -1y

ko = 1. Definimos W := C - span {giv1, g2v2, gsva}. Luego, W es un subespacio vectorial trenzado
de M (QOg,, pr;) de tipo Cartan cuya matriz de Cartan esta dada por (5.5), y dim B(Os,, pi) = c0. O

Observacion 5.1.6. Se computa que los grupos M35 y Mja? tienen 14 y 12 clases de conjugacion,
respectivamente. Luego, existen 132 pares posibles (O, p) para Mag. Concluimos que 131 de ellos
dan lugar a élgebras de Nichols de dimension infinita, y 1 tiene M (O, p) de trenza negativa.

5.1.4. EIl grupo My;

El grupo de Mathieu simple Ms3 puede ser dado como un subgrupo de So3 de la siguiente manera,

Mas == ((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23),
(3,17,10,7,9)(4,13,14,19,5)(8,18, 11,12, 23)(15, 20, 22, 21, 16)).

El orden de Msz es 10200960. En la Tabla 5.10, se muestra la tabla de caracteres de Mas3, donde
A= (-1+iV7))/2, B = (—1+iV11)/2,C = (—1+iV15) /2y D = (—1+iv/23) /2. Los representantes
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s 1 ]2 [ 34567 [8]9]10[11]12]13[14]15][16]17|
|s;] 1 2 3[4l 6 [ 7[7[8]11]11]14]14]15]15]23]23
|G| | [Mas| | 2688 [ 180 [ 32 [ 15 |12 |14 |14 [ 8 [11[11 ] 14 | 14 [ 15[ 15[ 23 | 23
X1 1 1 1 1111 1111111171
X2 22 6 4 272101 ]1]o]olol-1]-1]-1]-1]-1]-1
X3 45 -3 o1 ]olo[A[A[I[1T][1T[-A-A]T0o]o0]-1]-1
X4 45 -3 o 1 ]olo[A[A[1I[1T][1T[-A]-AJ0o]o0]-1]-1
xs | 230 [ 2 [ 5 2]of1|-1]-1lol-1[-1]l 1] 1]o]lofo]o
x6 | 231 7 6 [-1]12]0ofof-1[oflo]o]o1][1]1]1
x7 | 231 7 3]al1]1]olol-1]olo]o|o]CclCl1]1
xs | 231 7 3]aal1]1]olol1]ololo|o]Clc|]1]1
xo | 253 | 13 1 [1 21112l ofo]-1]-1]1]1]o0]oO
xio | 770 [ -14 [ 5 [2]o0o]1lofofololo] oo ]Oo]O0][D]|D
xu | 770 [ -14 5 201 ]lofoflololo]o0o]o0o|0o]0[D]|D
x12 | 896 0o [4f]ol1]of]ololo[B|[B]O0o]o0o][1]1]-1]-
x13 | 896 0o [4]ol1]o]ololo[B|[B]OoO]o0o][1]1]-1]-1
xia | 990 [ -8 [ o [2]oJolA[AJolO]O]A A TO]O]1]1
xi5 | 990 [ -18 [ o [2]ofolA[Alolo]o[A[A]O]O]1]1
xie 11035 27 [ o [-1]ofol-1]1]1tl1[1]-1]-1]ofofo]o
xir 12024 8 [ -1 lof[-1]-1l1]1]oflofo] 11 [-1][-1]0]o0

Tabla 5.10: Tabla de caracteres de Mags.

de las clases de conjugaciéon de Ms3 son s1 :=id,

so :=(1,10)(3,14)(4,17)(5,13)(6,11)(12,21)(16, 22)(20, 23),
1,18,7)(2,10,13)(3,23,9)(4, 12,22)(8,14,17)(11, 20, 21),
1,17,10,4)(2,8)(3,6,14,11)(5,12,13,21)(7,15)(16, 20, 22, 23),
1,9,21,15,7)(4,17,11,22,12)(6, 10, 16, 14, 18)(8, 19, 23, 20, 13),
1,19,20)(2,9,18,17,14,5)(3,21)(4,13,23,10, 11, 22)(6,8,15)(7, 16),
1,12,14,11,18,7,10)(2,21,6,19,4,5,8)(3,13,9,22,17, 20, 23),
,11,10,14,7,12,18)(2,19,8,6,5,21,4)(3,22,23,9,20,13,17),
S9 1,20,17,22,10,23,4,16)(2,7,8,15)(3,13,6,21,14,5,11,12)(9, 18),

s3 = (
=
=
=
=
=1
=

s10 .= (1,22,5,2,9,21,20,4,6,18,8)(7,10,13,11, 23,14, 16,17, 15,12, 19),
=(1
=
=
=
=
=
=

S4
S5
56
s7

58

,5,9,20,6,8,22,2,21,4,18)(7,13,23,16,15,19,10,11, 14, 17, 12),
1,22,3,15,12,21,23)(2,7,17,6,11,16,20, 18,14, 9, 4,8, 5,13)(10, 19
1,15,23,3,21,22,12)(2,6,20,9,5,7,11,18,4,13,17, 16, 14, 8)(10, 19
1,23,5,21,19)(2,10,13,17,3,7,12,11,4,8,6, 16,9, 22, 18)(14, 20, 15
1,5,19,23,21)(2,11,18,12,22,7,9,3,16,17,6,13,8, 10, 4)(14, 20, 15
1,7,17,13,23,19,10,14,12,3,5,15,4,6,18,9,20,8, 11, 22,2, 21, 16),
1,19,5,9,2,17,14,4,8,16,23,3,18,22, 7,10, 15,20, 21,13, 12,6, 11), .

S11

512

Y

513 ’

S14 )

—_ — ~— —

515
516

S17

Resumimos nuestro estudio para el grupo Ma3 en el siguiente enunciado.
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Teorema 5.1.7. Sea p € M28§, con 1 <35 <17. La trenza es negativa en los casos j =9, 12 y 13,
con p = X(—1)- Bn caso contrario, dim B(Os,, p) = oo

Demostracion. CASO: j = 3, 5. De la Tabla 5.10, se ve que s; es real. Asi, dim B(O;, p) = oo
para toda p € M3, por Lema 2.3.4.

CASO: j=7,8, 14, 15, 16, 17 . Se computa que s? y s? estdn en O;. Ya que [s;| es impar se
tiene que dim B(O,,, p) = oo, para toda p € My}, por Lema 2.3.5.

CASO: j = 10, 11. Se computa que s y 5 estdn en O,. Como [s;| = 11 resulta que
dim B(Os;,, p) = oo, para toda p € M23, por Lema 2.3.5.
CASO: j = 12, 13. El centralizador es M;é = (s;) @ Z/14, y s? y 5]1-1 estan en Os;. Asi, si

qs;s; 7 —1, entonces dim B(O;;, p) = oo, por Lema 2.3.5. El caso restante corresponde a p(s;) =

wl, = —1, el cual satisface qs;s; = —1. Se computa que Og; ﬂMiﬁ) {s;,s s ]1} ahora, es facil ver

que la trenza es negativa.

CASO: j =9. El elemento sg es real y su centralizador es M55 = (sg) =~ Z/8. Asi, si gsysq # —1,

entonces dim B(Os,, p) = o0, por Lema 2.3.4. El caso que falta corresponde a p(sg) = wg = —1, el
cual satisface gsy5, = —1. Se computa que Oy N Ms3 = {sg, sg, s, sg}; como antes, la trenza resulta
negativa.

CASO: j = 6. El centralizador es My§ = (x,s6) ~ Z/2 X Z/6, con
= (2,22)(3,7)(4,9)(5,11)(10, 14)(13, 18)(16, 21)(17, 23).
Sean {vp,...,vs}, con y(sg) := wh, 0 <1 < 5. Luego,
J\/42?§ ={e®@uy, sgn®y | 0 <1 <5},

donde € y sgn son la representacion trivial y signo de Z/2, respectivamente. Notar que sg es real.

Sip e M35, con | # 3, entonces gszs # —1, y dimB(Oy,, p) = 00, por Lema 2.3.4. En los dos casos
restantes, p = € @ v3 y p = sgn ®vs3, se probard que también el dlgebra de Nichols B(Os,, p) es de
dimension infinita. Primero se computa que Oy, N M tiene 6 elementos, y que contiene a o1 := s13,

oo = (1,19,20)(2,4, 18,23, 14,11)(3,16)(5, 22,9, 13,17,10)(6, 8, 15)(7, 21),
= (1,19,20)(2, 10, 18,22, 14,13)(3,7)(4,5,23,9, 11, 17)(6, 8, 15) (16, 21).

Se puede ver que g9 = TSy 03 = xs‘é. Elegimos g1 :=id,
g2 := (1,20,19)(3,21,7)(4,10,9)(5,11,13)(6, 8,15)(17, 23, 22),

¥y g3 := g ' Estos elementos estan en My y satisfacen las relaciones (5.6), (5.7) y (5.8). Si W :=C
- span {g1, 92,93}, entonces W es un subespacio vectorial trenzado de M (O, p) de tipo Cartan
cuya matriz de Cartan esta dada por (5.5). Por lo tanto, dim B(Os,, p) = 0.

CASO: j = 4. El elemento s4 es real, tiene orden 4 y su centralizador Mj3 es un grupo no
abeliano de orden 32.
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Sea p=(p,V) € Mi;‘; Se probara que el algebra de Nichols B(0s,, p) es de dimension infinita.
Si qs,s, # —1, entonces el resultado sigue por Lema 2.3.4. Supongamos que ¢5,s, = —1. Se computa
que Oy, N M55 tiene 16 elementos y que contiene a oy := 4,

oo = (1,12,6,20)(2,7)(3,16,4,5)(8,15)(10, 21, 11, 23)(13, 14, 22, 17),
= (1,16,11,13)(2,15)(3,21,17,20)(4, 23, 14, 12)(5, 10, 22, 6)(7, 8).

Estos elementos conmutan entre si y o903 = 821. Se eligen g; :=id,
g2 = (2,15,7)(3,21,5)(4,20,13)(6,11,10)(12, 16, 17)(14, 23, 22)

y g3 = ggl. Estos elementos pertenecen a Ms3 y satisfacen las relaciones (5.6), (5.7) y (5.8). Se
define W := C - span {g1v, g2v, gsv}, donde v € V — 0. Luego, es facil mostrar que W es un
subespacio vectorial trenzado de M (Os,, p) de tipo Cartan cuya matriz de Cartan asociada esta
dada por (5.5). Por Teorema 2.3.2, dim B(0;,, p) = o

CASO: j = 2. El centralizador Mj3 es un grupo no abeliano de orden 2688, cuya tabla de
caracteres estd dada por la Tabla 5.11, donde A = (—1 +1iv/7)/2 y B = i\/3. Los representantes de
las clases de conjugacion de M55 son y; := id,

= (2,7,9,18,8,19,15)(3, 20, 5,12, 11, 16, 4)(6, 22, 17, 14, 23, 13, 21),

ys == (2,18,15,9,19,7,8)(3,12,4,5,16,20,11)(6, 14, 21,17, 13,22, 23),

s = (1,10)(2,8,7,19,9,15,18)(3,6,20,22,5,17,12,14, 11,23, 16, 13, 4, 21),
ys == (1,10)(2,19,18,7,15,8,9)(3,22,12,23,4,6,5,14, 16, 21,20, 17, 11, 13),
ys = (1,23,4)(3,6,21)(7,8,15)(9, 18,19)(10, 20, 17)(11, 12, 14),

yr = (1,17,23,10,4,20)(3,12,6, 14,21, 11)(5, 13)(7, 15,8)(9, 19, 18)(16, 22),
ys = (1,3,23,6,4,21)(5,16)(7, 15,8)(9, 19, 18)(10, 14, 20, 11, 17,12)(13, 22),
yo = (1,21,4,6,23,3)(5,16)(7,8,15)(9, 18, 19)(10, 12, 17, 11, 20, 14)(13, 22),
y10 == (1,10)(3,14)(4,17)(5,13)(6,11)(12, 21)(16, 22)(20, 23) = s,

yi1 == (1,12,10,21)(2,15)(3,22, 14, 16)(4, 13,17, 5)(6, 20, 11, 23)(7, 8),

y12 == (1,5,12,4,10,13,21,17)(2,7, 15,8)(3, 6, 22, 20, 14, 11, 16, 23) (18, 19),
y13 == (1,6)(3,4)(5,16)(10, 11)(12,20)(13,22)(14, 17)(21, 23),

y1a == (1,4,6,3)(2,15)(5, 12, 16, 20)(7,8)(10, 17, 11, 14)(13, 21, 22, 23),

y1s == (2,15)(3,4)(5,22)(7,8) (12, 21)(13, 16) (14, 17)(20, 23),

y16 == (1,6,10,11)(2,7,15,8)(3,5,17,16)(4, 22,14, 13)(12, 21)(18, 19).

Para todo k, 1 < k < 16, llamamos py = (pg, Vi) a la representacion irreducible de My3 cuyo
caracter es pg. De la Tabla 5.11, se tiene que si k # 9, 10, 11, 15, 16, entonces gs,s, # —1
dim B (Os,, pr) = 00, por Lema 2.3.4. Por otro lado, si k =9, 10, 11, 15 6 16, entonces gs,s, = —1.
En estos casos, se probard que el algebra de Nichols también es de dimension infinita. Primero se
computa que Oy, N M;3 tiene 99 elementos y contiene a oy := sg,

oo := (3,6)(5,20)(7,9)(11,14) (12, 21)(13, 23)(15, 18)(16, 22).

Ademés, se computa que o9 € wa Ahora bien, se eligen g1 :=id y

g2 == (1,7)(3,20)(4, 18) (5, 14)(6, 23)(9, 10)(11, 13)(15, 17).
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|k ] 1 J2[3[4]5]6]7[8]9] 10 [11][12] 13 [14[15]16]|

el | 1 [ 77 [14] 14 6 2 |48 2 [4]2]4
|GV [2688 | 14 |14 | 14 | 14 |12 |12 | 12| 12 [ 2688 [ 32| 8 | 192 | 16 | 32| 8
11 1 [1 1] 11 [1][1][1][1] 1 [1]1[]1]1]1]1
w2 | 3 |ATA[A[A O[O0 3 |11 3 [1][1]1
ws | 3 |ATA[ATAo[o]O0[0| 3 [1]1 |3 [1]1]1
e | 6 |1 |11 -1[0o[0[0[0] 6 [2]0 2270
15 7 lo0lolo o [t [a[al 7 [3][1 1111
ws | 7 JOJo oo 1|11t 7 [a]al7 [a]a]1
wr | 7 100 11|21 7 [1]a]-1][1]3]1
ps | 8 | 1|1 |1 |1 |[a[a]a[-1] &8 [o]o|[&8[0o]o0o]o0
w | 8 |1 |1 |11 [2[2[0]0| 8 [0[0[0 [0][0]0
po | 8 |11 [ 1|11 B|B| -8 [0[0[0][0]0]0
p | 8 |11 [a[a[al1[B[B] 8 0[0][ 0 [0][0]0
g | 14 (0] 0 [0 [0 |11 1] 14 [2]0]=2]=2[2]0
iz | 20 OO0 o o000 2 [1[1]-3]1]|3]1
pa | 20 OO0 o [ofololo]o] 2t [3[1][3[1[1]1
ps | 24 |[AJA[-AT-Alo|lo0|O0][o0]24[0[0] 00|00
pe | 24 |AJA-A[-ATololo0[o] 24000000

Tabla 5.11: Tabla de caracteres de M25§

Estos elementos estdn en Mss, y cumplen 0,9, = gr01, 7 =1, 2, 0291 = g102 ¥ 0192 = §202.

Asumamos que k£ = 9, 10, 11, 15 6 16. De la Tabla 5.11, se tiene que el grado de pi es 8
6 24. Dado que o1 y o2 conmutan se tiene que existe una base {v;|1 < I < deg(pr)} de Vi, el
espacio vectorial de la representacion py, compuesta por autovectores simultédneos de pg(o1) = —Id
y pr(o2). Digamos que pg(o2)v; = Ny, 1 < 1 < deg(pg), donde N\; = +£1, pues |oz| = 2. De la
Tabla 5.11, tenemos que Z?igl(p’“) A; = 0. Reordenando la base podemos suponer que A\ = --- =
Adeg(prn)/2 = 1 = —Aiddeg(pr)/2 = *°° = —Adeg(py)- O€ puede verificar facilmente que si W := C -
span {g1v, g2v; |1 < 1 < deg(px)}, entonces W es un subespacio vectorial trenzado de M (Os,, p)
de tipo Cartan cuya matriz de Cartan asociada A tiene al menos dos filas con tres —1 o mas. Esto
implica que el Diagrama de Dynkin correspondiente tiene al menos dos vértices con tres aristas o
més; luego, A no es de tipo finito. Por lo tanto, dim B(Os,, pr) = 0. O

Observacion 5.1.8. Se computa que los grupos My3, M3, M35, Myi v Mys tienen 15, 14, 15, 14 y
14 clases de conjugacion, respectivamente. Luego, existen 251 pares posibles (O, p) para Mas; 248 de
ellos dan lugar a algebras de Nichols de dimension infinita, y 3 tienen M (O, p) de trenza negativa.
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L 1 ] 2 3 4 [ 5] 6 [ 7 [8]9]10]11]12] 13 |
|5, 1 2 2 3 3414 74[5[6]6] 7 7
|G| | [May| | 21504 | 7680 | 1080 | 504 | 384 | 128 | 96 | 60 | 24 | 24 | 42 | 42
X1 1 1 1 1 1 1 1 111711 1
X2 23 7 -1 5 113 [-1[3[1]-1] 2 2
X3 45 -3 5 0 3 3] 1 [1]o0o]o0o]-1] AT A
X4 45 -3 5 0 3 3] 1 [1]ofof-1]A A
X5 231 7 -9 -3 o -1 ]-1]3]1][1]0] 0 0
X6 231 7 -9 -3 0| -1]-1]3]1][1]0] 0 0
X7 252 28 12 9 0] 414 ]o0ol2]1]0]0 0
X8 253 13 11 | 10 1 [ 3] 1113211 1
X9 483 35 3 6 0 | 3 3 [ 3212107 0 0
xi0 | 770 14 10 5 Tl 2] 21=270]1]1] 0 0
x11 | 770 14 10 5 Tl 2] 27=270l1]1] 0 0
xiz | 990 -18 | -10 0 3] 6 2 2001 A [ A
xi3 | 990 -18 | -10 0 3] 6 2 2100 [-1]A [ A
X14 | 1035 27 35 0 6 | 3 -1]3lofo]2]-1]-1
Y15 | 1035 | -21 -5 0 3] 3 3 -1lolol1]2Aa]24A
x16 | 1035 | -21 -5 0 3] 3 311001207 2A
x17 | 1265 | 49 -15 5 8 [ -7 1 301021 -2
xig | 1771 | -21 11 16 7135 [-1l1]o0o]-1]0 0
X190 | 2024 8 24 -1 8 | 8 o lol-1]l-1l01] 1 1
x20 | 2277 | 21 -19 0 6 | 311 [3]3[0]2] 2 2
xo1 | 3312 | 48 16 0 6 | 0 0 [o[3l0]-=2]1 1
X22 | 3520 64 0 10 [ 8]0 ololol-2]0]-1] -1
x23 | 5313 | 49 9 15 [0 1 [ 3]-3[3]1]07] 0 0
X214 | 5b44 | -56 24 9 o8l ofol-1]1]o0] o0 0
x25 | 5796 | -28 36 -9 0|44 ]ol1]-1]0] 0 0
o6 | 10395 | -21 | -45 0 0o 3-1]3l0o]ofo0o] 0 0

5.1.5.

Tabla 5.12: Tabla de caracteres de Moy (i).

El grupo My,

El grupo de Mathieu simple My, puede ser dado como un subgrupo de So4 de la siguiente manera

My = ((1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23),
(3,17,10,7,9)(4,13,14,19,5)(8,18,11,12,23)(15, 20, 22, 21, 16),
(1,24)(2,23)(3,12)(4, 16)(5, 18)(6, 10)(7,20)(8, 14)(9, 21)(11,17)(13, 22)(15, 19) .

El orden de My, es 244823040. En las Tablas 5.12 y 5.13, se muestra la tabla de caracteres de My,

donde A = (—=1+41iv7)/2, C = (-1 +iV/15)/2 y D = (-1 +i1/23)/2.

Resumimos nuestro estudio para el grupo May en el siguiente enunciado.

Teorema 5.1.9. Sea p € M;i La trenza es negativa en los casos j = 6, con p = pag 0 p3gs, j =8,



118 CAPITULO 5. CORRADICAL: GRUPOS DE MATHIEU SIMPLES

| j [14]15]16 1718 ] 19 [ 20 [21 [22] 23 | 24 [ 25 [ 26 |

\sj] 8 |10 11 (12 |12 | 14 | 14 | 15| 15| 21 | 21 | 23 | 23
‘st‘ 16 |20 |11 |12 |12 | 14 | 14 |15 |15 | 21 | 21 | 23 | 23
X1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 (-1, 1]-1]-1 0 0 0 -1 -1 0 0
X3 110 1 0 1 |-AJ-A1]0 0 A A | -1]-1
X4 110 1 0 1 [-A]-A |0 0| A A | -1]-1
X5 -1 1 0 [-1]0 0 0 cl|CcC| o0 0 1 1
X6 1)1 0]-11]0 0 0o |C|C 0 0 1 1
X7 0 2 | -1 1 0 0 0 -1 ] -1 0 0 -1 -1
X8 -1 1-11]0 0 1 -1 -1 0 0 1 1 0 0
X9 11 -2]-110 0 0 0 1 1 0 0 0 0
X10 Oj(0]0]-1/1 0 0 0] O 0 0 D | D
X11 Oj(0}]0]-1]1 0 0 0] O 0 0 |D|D
xiz 000 01 [A[AN[0]O0]A[A][1]T1
xi3 | 0]JO0O[O0O]O| 1T |A]A]|]O0O|O0O]A]|]A]|I1 1
X14 1 0 1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0
x5 | -1] 0 1 0 1]-1 0 0 0 0 ]-A|-A|0 0
x6 | -1] 0 1 01-1 0 0 0 0 |-A|-A |0 0
X17 1 0 0]-11]0 0 0 0 0 1 1 0 0
xis | -1 ] 1 0 0| -1 0 0 1 1 0 0 0
X19 O|-1]071-110 1 1 -1 -1 1 1 0 0
x20 | -1 |1 071010 0 0 010 -1 -1 0 0
X21 0 1 01101 -1 -1 0] O0 1 1 0 0
X22 0 0 0 1 1 0 0 -1 -1 1 1
xo3 | -1 |-110 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Yoo |0 -1]0]1]0] 0] 0 [-1][-1]0]o0]1]1
X25 0 1 [-1]-110 0 0 1 1 0 0 0 0
X26 | 1 0]o0]0] 0] o0 00 |-1]-1

Tabla 5.13: Tabla de caracteres de Moy (ii).

con p=p28 0 p3s, j =14, con p=€® x(_1) 6 sgn®@x (1), j = 17, 18, 19 y 20, con p = x(_1). En
caso contrario, dim B (Os, p) = oco.

Demostracion. CASO: j =4, 5, 9, 16. De las Tablas 5.12 y 5.13, se ve que s; es real. Por Lema
2.3.4, dimB(0,;, p) = oo, para toda p € M)

CASO: j =12, 13, 21, 22, 23, 24, 25, 26. Se computa que s3 y sj estan en O,,. Ya que |s;| es
impar se tiene que dim B(Os,, p) = oo, para toda p € MQSZ, por Lema 2.3.5.

CASO: j =19, 20. El elemento s; tiene orden 14 y su centralizador es M;i ~ 7./14. Se computa

que s, st € Os,. Asi, si gs;s; # —1, entonces dim B(Os;,, p) = oo, por Lema 2.3.5. El caso que falta

U
corresponde a p(sj) = wi, = —1, y satisface qs;s; = —1. Se computa que Og; N M) = {sj, 3?, 5]1-1 :

luego, es facil probar que la trenza es negativa.
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CASO: j = 17, 18. El elemento s; es real, tiene orden 12 y su centralizador es M;i ~ 7/12.

Luego, si gs,s; # —1, entonces dim B(Os;,, p) = oo, por Lema 2.3.4. El caso restante corresponde a

p(s;) = wly = —1, y satisface qs;s; = —1. Se computa que Os; N M, = {sj,s2,s7,s1}; como antes,

3175 )
la trenza resulta negativa.

CASO: j = 15. El elemento s;5 es real, tiene orden 10 y su centralizador es M3;° = (x, s15) =~
Z]2 x Z/10, donde

= (1,12)(2, 18)(3,6) (4, 10) (5, 7)(8, 23)(9, 22) (11, 24)(13, 15) (14, 21)(16, 20)(17, 19).
Sean {1y, ...,vy}, donde v(s15) == why, 0 <1 < 9. Luego,
M3 = {e@u, sgney | 0 <1< 9},

donde € y sgn son la representacion trivial y signo de Z/2, respectivamente. Si p € @, con [ # 5,
entonces ¢s 5,5 # —1, y dimB(Os,, p) = 00, por Lema 2.3.4. Los dos casos restantes son p = eQ@vs
y p = sgn ®vs; se probard que también dan lugar dlgebras de Nichols de dimensién infinita. Primero
se computa que Og,; N M, tiene 12 elementos y contiene a o1 := s15,

oo = (1,12)(2,5,14, 10,9, 18,7, 21, 4, 22)(3, 19, 13, 20, 23, 6,17, 15, 16, 8)(11, 24),
o3 = (1,24)(2,6,14,15,9,8,7,19, 4,20)(3, 21, 13, 22, 23, 5,17, 10, 16, 18)(11, 12).

Ademas, se puede ver que o203 = of. Elegimos g; = id,
g2 := (1,11,24)(3,5,6)(8,23,18)(10, 15, 13)(16,22,20)(17,21,19)

Yy g3 := g5 . Estos elementos estan en Mo, y satisfacen las relaciones (5.6), (5.7) y (5.8).

Supongamos que p = eQus 6 sgn @vs. Si W := C - span {g1, g2, g3}, entonces W es un subespacio
vectorial trenzado de M (Qs,., p) de tipo Cartan cuya matriz de Cartan esta dada por (5.5). Por lo
tanto, dim B (Os,,, p) = 0.

CASO: j = 14. El elemento sy4 es real, tiene orden 8 y su centralizador es Mj;* = (z, s14) =~
Z]2 x 7,/8, donde

z = (1,3)(2,13)(4,5)(6, 18)(7, 23)(8, 11)(9, 15)(10, 19) (12, 22)(14, 21)(16, 20)(17, 24).
Sean {vy,...,v7}, donde v(s14) := wé, 0 <1< 7. Luego,
M} = {e®u, sgneu |0 <1< 7},

donde € y sgn son la representacion trivial y signo de Z/2, respectivamente. Si p € M3}*, con | # 4,
entonces ¢s,, s, # —1, y dimB(Os,,, p) = 0o, por Lema 2.3.4. Los dos casos restantes p = e @ vy y
p = sgn ®uy tienen trenza negativa. En efecto, se tiene que

S14 -1 -3 3 -3 3 —1
Oy N Myi* = {s14, 87, T514, S14, S14» TSy, S14, TS }-
Por simplicidad escribimos

o1 e -3 N o3
g1 = 814, 09 = .%'814, g3 (= IS14, 04 = 814,

— 3 .— g3 — — el
05 1= S14 06 = TS1y4, g7 = S14, 08 := ISy -



120 CAPITULO 5. CORRADICAL: GRUPOS DE MATHIEU SIMPLES

Se eligen en My, los siguientes elementos

g1 := (3,8)(4,5)(7,22)(9,15)(10,23)(12,21)(14, 19)(16, 18),
g2 :=(2,4)(5,13)(7,21)(9,17)(10,22)(12,19)(14, 23)(15, 24),
g3 :=(2,5)(4,13)(7,23)(9,24)(10,19)(12,22)(14, 21)(15,17),
g4 := (2,13)(3,8)(7,19)(10,21)(12,23)(14,22)(16, 18)(17,24),
g5 :=(2,13)(4,5)(7,14)(9,15)(10,12)(17,24)(19, 22)(21, 23),
g6 := (2,4,13,5)(3,8)(7,10,14,12)(9,24,15,17)(16, 18)(19, 23, 22, 21),
g7 == id y gg = g6_1. Se puede ver que estos elementos satisfacen orgy = gror, 1 < k < 8,

079k = gkOk, 1 < k < 5, 0796 = g60s y 0798 = gs0e. Es claro que si p = e ® v4 6 p = sgnQuy,
entonces p(yx7v7,k) = 1, para todo 1 < k < 8. Por Lema 2.2.3, la trenza es negativa.

CASO: j = 10. El representante es
s10 := (1,20)(3,4,16)(5,14,21,19,23,15)(7,11, 12,24, 18, 13)(8, 22,10)(9, 17),

tiene orden 6 y es real. Su centralizador M;;° es un grupo no abeliano de orden 24.

Seap=(p,V) € @. Se probara que el algebra de Nichols B(Os,,, p) es de dimension infinita.
Si gs,0s,0 7 —1, entonces el resultado sigue por Lema 2.3.4. Supongamos que ¢s,ys,, = —1. Se

computa que Oy, N M;3;° tiene 10 elementos y contiene a o1 := s19, 02 1= 31_01,
o3 :=(1,20)(2,6)(3,8,16,10,4,22)(5,14,21,19, 23, 15)(7,18,12)(11, 13, 24)
y 04 =03 ! Dichos elementos conmutan entre si. Elegimos g; := id,

g2 = (2,6)(3,10)(4,22)(8,16)(11, 13)(12, 18)(14, 15)(21, 23),
g3 == (1,6,17)(2,9,20)(3,7,5)(4,18,23)(8, 11,14)(10, 24, 19)(12, 21, 16)(13, 15, 22)

v g4 := g3go. Estos elementos estan en My, y satisfacen o,.¢g, = g,.01, 0,91 = g10,, 1 <1 <4,y

1

0192 = §202, 0193 = 937, 0194 = 947%
0392 = g204, 0993 = 937, 0294 = g4,
0492 = §203, 0493 = 9302, 0394 = J402,

donde 7 := (2,6)(3, 8,16, 10,4,22)(5,23,21)(7,11,12,24,18,13)(9,17)(14, 15, 19). Se puede ver que
o3y = 31_01. Definimos W := C - span {¢1v, g2v, g3v, g4v}, donde v € V —0. Luego, es facil ver que W
es un subespacio vectorial trenzado de M (Os,,, p) de tipo Cartan cuya matriz de Cartan asociada
esta dada por (5.11). Por Teorema 2.3.2, dim B(Os,,, p) = 0.

CASO: j = 11. Se computa que My;' ~ M3:°. Esto implica que este caso es analogo al caso
anterior, pues Og,;, ~ Os,, como racks.

CASQ: j = 8. El representante es
ss = (1,22,11,16)(2, 8,14, 17)(3, 23, 24, 6)(4, 21, 12, 13)(5, 15, 19, 9)(7, 18, 20, 10),

tiene orden 4 y es real. Su centralizador M5} es un grupo no abeliano de orden 96 cuya tabla de
caracteres estd dada por la Tabla 5.14.
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[k J1]2[3[4]5[6[7][8[9[10[11]12[13]14[15[16[17[ 181920 |
[l J1]2]2[4]4af12]4]4]12]4[3]4[6]4]2]2]2[4]47]4]
pr T[T 111111 [1[1]1]1 L1111 ]1
pe (T[T 1 1111111111 [-1[-1]1[1[-1]-1]-1
ps (L[ 1 (111 afa|-1][afafr]r][1[1[1]1r][1[-1]-1]-1
pa |11 01011 a1t [1[-1[1]1][1[1]1
ps || -1 | 1| | i i) A i 1 |/-1]-1]1 1 |-1]-1] i -i i
pe | L[ 11T - i[if[if[Aaf[-A[1 1 ][a[-1]-1]-1]-1[]i[-]i
pwr | 1|11 i) -4 i i 4011011 1 |-11]-1]| - i -1
ps [T 11T i [ i|Aaf-df-]i[i[r]J1r]-a]1[-1]-1]-1[-4]1ilH+
po [2] 022 [0o]-1]of[o[-1]o]-1[o]-1[0o]o0[2]2]2][2]2
po |[2[0[2[-2]0[1]JoJo][1]O0o[-1]J]Oo[-1]0oJO0[2]2[-2]-2]-2
pn 2] 0220 [-iJoJo][i|Oo[-1]J]o[1]o]o[-2]-2[2 [-2i[2
pz [2[0[2[2|0][iJoJoOo|-i[O[-1]Oo[1]0o]O0[-2]-2[-2]2i] -2
pz (3|11 1 [1JoJ1[-1Jo 1 ]o[1Jo|J1[1[-1][3]1[-3[-3
pa (3|1 [-1[ 1 [1Jo]-1[1]Jo]-1]o0o[-1]Oo|-1[1[-1][3]1][-3[-3
pis [3|-1[-1[-1[1Jo[a[1[o[-1]Jo[1[o[1[-1][-1[3]-1]3]3
pe 3|1 [-1[-1[-1]Jo|1[-1[o |1 ]o0o[-1[]0o[-1[1[-1[3]-1]3]3
pwir | 3] -1 -1 i S I O I S R I 0 i 0 1 0|-1]1 1 | -3 ] - |-3t] 31
ms 3|1 [-1[ i [iJo]Ji[-4[o]-4]o[-1]o]1 [-1[1[-3]- [-3i]3i
po [3]-1[-1[A[iJoJi[4]o]4]o[1[o[-1[1[1[-3]1i]3i][-3
poo |3 1[4 [4Jo]-[iJoJilJo[-1]Jo [t ][-1[1[-3]1i]3i][-3

Tabla 5.14: Tabla de caracteres de MQSE

Para todo k, 1 < k < 20, llamamos pk = (pk, Vi) a la representacion irreducible de M;§ cuyo

M3
cardcter es ji. Se computa que sg € Oy,o?.

De la Tabla 5.14, tenemos que si k # 2, 3, 10, 13, 14, entonces gszs5 7

—1y dimB(Os, pk)

por Lema 2.3.4. Por otro lado, se computa que Oy, N M5§ tiene 32 elementos y contiene a

o9 1=

_ —1
03 =049 ,

= (1,2,11,14)(3,18,9,13)(4

,23,20,5)(6,7,19,12)(8, 16,17, 22)(10, 15, 21, 24)
(1,2,11,14)(3,21,9,10)(4, 19, 20,6)(5, 7, 23,12)(8, 16,17, 22)(13, 15, 18, 24)

= (1,16,11,22)(2,17, 14, 8)(3, 5,24, 19)(4, 10, 12, 18)(6,9, 23, 15)(7, 13, 20, 21),

g1 :
g2 :
g3
g6 :
gr =

1
04 =01,

. —1 1
07 :=05 , 06 := Sg

16,14, 22)(3,9, 15, 24) (4

2,14)(3,4,15,7)(5,18,6,21)(9, 20, 24,12)(10, 23, 13, 19)(16, 22),

y og := sg. We choose in Moy

4)(5,13)(6,10)(7,15)(9, 20)(12, 24)(18, 23)(19, 21),

)
)

8
(9,
(

,7)(5,21,19,10)(6, 18,23, 13)(8, 17),
2,16,14,22)(4,12,7,20)(5,13,23,21)(6, 10, 19, 18)(8, 17

= (2

= (2, 9,24),
= (2,22,14,16)(3,9, 15, 24)(5, 13,19, 18)(6, 10, 23, 21)(8, 17
= (2,

(3,

12, 20),

= 00,

g4 = ggl, g5 = g5y gs := id. Se puede ver que estos elementos satisfacen opg = 91k, donde
Vik = S8, Vb8 = Ok, 1 < k < 8,781 = 03, 782 = 04, 183 = 01, 184 = 02, 18,5 = 05, 18,6 = 06,
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V8,7 =07,y
71,2 = 07, V1,3 = 05, V1,4 = 06, 1,5 = 03, V1,6 = 03, 1,7 = 01,
V2,1 = 07, 72,3 = 06, V2,4 = 05, V2,5 = 04, V2,6 = 04, V2,7 = 02,
V3,1 = 05, 73,2 = 06, V3,4 = 07, V73,5 = 01, V3,6 = 01, V3,7 = 03,
V4,1 = 06, V4,2 = 05, V4,3 = 07, V4,5 = 02, V4,6 = 02, V4,7 = 04,
V5,1 = 01, V5,2 = 02, V5,3 = 03, V5,4 = 04, V5,6 = 07, V5,7 = 06,
V6,1 = 02, V6,2 = 01, V6,3 = 04, 76,4 = 03, V6,5 = 07, V6,7 = 05,
V7,1 = 04, V7,2 = 03, V7,3 = 02, V7,4 = 01, V7,5 = 06, V7,6 = 05
Supongamos que k = 10, 13 6 14; luego, ¢syss = —1. Considerando caso por caso verificamos que

siempre se puede construir un subespacio vectorial trenzado de M (Osg, p) de tipo diagonal cuyo
diagrama de Dynkin generalizado contiene un r-ciclo con r > 3. Por Lema 2.3.7, dim B(Og,, pr) =
00.

Finalmente, asumamos que k = 2 6 3. Luego, ¢sgss = —1 y se computa que p(y1+y,1) = 1, para
todo 1 <t < 32. Por Lema 2.2.3, la trenza es negativa.

CASO: j = 7. El representante es
s7:=(1,18,11,16)(3,6,8,20)(7,22,14,19)(9, 15)(10,23,12,21)(17,24),
tiene orden 4 y es real. Su centralizador M;] es un grupo no abeliano de orden 128.

Sea p = (p,V) € ]\/42?1. Se probara que el algebra de Nichols B(Os., p) es de dimension infinita.
Si gs,s, # —1, entonces el resultado sigue por Lema 2.3.4. Supongamos que ¢s,s, = —1. Se computa
que Og, N M7 tiene 40 elementos y contiene a

o1 = (2,4,13,5)(3,8)(6,20)(7, 19, 14,22)(9, 17, 15, 24)(10, 23, 12, 21),
os = (1,16,11,18)(2,5,13,4)(3,6,8,20)(9, 17, 15, 24)(10, 12)(21, 23),

= afl y o4 = a?jl. Dichos elementos conmutan entre si y o103 = s?l. Elegimos

g1 :=(1,2,18,4,11,13,16,5)(3,9, 20,24, 8, 15,6, 17)(10, 21, 12, 23)(19, 22),
g2 = (1,2,11,13)(3,9,8, 15)(4, 18,5, 16)(6, 24, 20, 17)(10, 23) (12, 21),
g3 == (2,19,4,14,13,22,5,7)(3,6,8,20)(9, 23,17, 12, 15, 21, 24, 10)(16, 18),
g4 = (2,14,13,7)(3,6)(4, 19, 5,22)(8, 20)(9, 10, 15, 12)(17, 21, 24, 23).

Estos elementos estdn en Moy y satisfacen

0191 = 4157, 0192 = 92851, 0193 = g301, 0194 = 402,
0291 = 91851, 0292 = 257, 0293 = §302, 0294 = §401,
0391 = g103, 0392 = G204, 0393 = g357, 0394 = 948?1,
0491 = g104, 0492 = §203, 0493 = 93851, 0494 = g457.

Si definimos W := C - span {g1v, g2v, gsv, gav}, con v € V' — 0, entonces W resulta un subespacio
vectorial trenzado de M(Os,,p) de tipo Cartan cuya matriz de Cartan asociada esta dada por
(5.11). Por Teorema 2.3.2, dim B(O;., p) = co.
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|k [1]2]3]4]5][6][7]8]9]10][11]12]13]
el [1][3]2[2]4]2[2]6[4][4][4]2]4]
p (11111111171
po |11 [ 1[-1[-1]1[1]1]1]-1]-1]-1
ps |11 1 1111111 ]1]1]-1
pe (111 (a1l ]-1][-1]-1]-1
us | 2]-1]2]o0fof2]2]-1]2]0]0][0]O
we |[2]-1]2710 21 2-1[2l0]lo0]l0]oO
wr | 3]0 -1]-1]1 |3 |-1]o|-1]-1]1]-1]-1
ps | 3]0 -1 1[-1]3]-1]o|-1]1][-1]1]1
wo |30 [-1[-1[1[3]-1]o|-1]-1]1]-1]1
po | 3]0 [-1[1[-1]3]-1l0o[-1]17-1 -1
pnn | 3l0[3]1 1 [-1]-1]0]-1]-1]-1 1
pio |30 1)1 |-1[-1]3]0]-1]-1]1]1]1
piz 3]0 [-1[-1[1]-1]3]o|-1]1]-1]-1]1
pa | 31011 [-1]-1[3]0o|-1]-1]1]1]-1
wis 3]0 [ 3[-1[-1]-1]-1]o|-1]1]1]-1]1
pis | 310 1|1 -1]-1]lof-1]-1]-1]17]-1
pir | 310 [-1]-1 al3jo -1 1 [-1]-1]-1
s |30 [ 3[-1[-1]-1]-1Jo[-1]1]1]-1]"1
po |41 [0[2]0]of]ol-1]olo]o]-27]2
uo |41 1702000 f-1]0o] 0] 0] 2]-2
pn |4l 1]0]2l0[0]of-1]0o]O0]oO 2
poa |4l 1[0[2[0]o]ol-1]0]0]o0]-2]-2i
pos |60 (2[00 f-2]2l0]l2]0]0[0]O
poa |60 [-2[00]-2]2]0]l2]0]0][o0]O0
pos | 81-1ofofofJofJol1]lololo[o]o
we | 81-1]0fofofJoJol1]lololo[o]o

Tabla 5.15: Tabla de caracteres de My (i).

CASQ: j = 6. El representante es
s6 = (1,9,20,17)(2,6)(3,10)(4, 8)(5, 24, 19, 7)(11, 14, 18, 23)(12, 21, 13, 15)(16, 22),

tiene orden 4 y es real. Su centralizador M;§ es un grupo no abeliano de orden 384 cuya tabla de
caracteres estd dada por las Tablas 5.15 y 5.16.

Para todo k, 1 < k < 26, llamamos pk = (pk, Vi) a la representacion irreducible de Mj§ cuyo

caricter es ug. Se computa que sg € Oé\i De las Tablas 5.15 y 5.16, tenemos que si k # 2, 3, 5,
9, 10, 13, 14, 15, 16, 24, entonces s 7 —1 y dim B(Os,, pi.) = 00, por Lema 2.3.4.

Por otro lado, se computa que Oy, N M5$ tiene 80 elementos y contiene a
o1:=(1,7)(2,4,3,16)(5,9)(6,8,10,22)(11, 14, 18,23)(12, 15, 13,21)(17,19)(20, 24),
=(1,9,20,17)(2,10)(3,6)(4,22)(5,24,19,7)(8,16)(11,23,18,14)(12, 15, 13, 21),
(1,24)(2,4,3,16)(5,17)(6, 8,10, 22)(7,20)(9,19)(11,23,18,14)(12, 21,13, 15),
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|k [14]15[16 |17 [18[19[20 |21 [22]23[24]25]26 |
el [ 4] 4 faf4af12]4f12]2[4[4[d4[4]2]

1 1 1 11711} 1]1]1 1 1 1
e |1 1 1y1}{-1}-1-1}-1}]-1|-1}-1]-17]1
wy |-1(-1{-1|-1(-1}-1}{-1(-1}-1}]-1(-1]-1|1
we | -1 -1 -1 -1 11111 1 1 1 1
us | 0O 0[O0 0] 1]-2 20212 -2|-2]2
we | 01 0 1201020202222
wr | -1 -1y 11101310 (-1|-1]31|-1]31]3
pus |1 1y-1}-1{0}3|0|-1|-1|3|-1]3]3
po |1 1 (-1]-1]01]-3|020 B30 1 -3 3
pio | -1 -1 1| 1]07]-3|0 B30 1 -3 3
pin | -1y 1 {-1ry1(04}-1}0((-1}-1]3 /3|3 |3
pi2 | -1 1 1(-1{0}|-1y0}{-1]3 |3 |-1]|3]3
iz | -1 1 1(-1{0})1 0|1 /|-3]|-3 33
pa | 1] -1 -1 0] 110 S3-311]-3]3
s | -1 1 ) -1 01 1]0 1 1-31-3|-3]3
we | L -1 1 |-1]07] 1|0 1 1-31-3|-3]3
wry | L1 -1)1{0}-10|-1]3]|3|-1]3]3
wmsg | L -1 1}|-1{0-10|-1]|-1]3 ]3] 3]3
po | 0 |21 0| O i 0]-i 0|0 |-4]0]4]|-4
2o | O [ 21| 0| O 1 0|-1]0]0|-4]0] 4|4
o1 | O [-20] 0 | O | -] 0 i 0|0 4|0 |-4]-4
oo | O | 201 0| 0| -] O i 0 4 | 0 |-4i| 4
o3 | O OO 0]0]-2]01]2|-2|6|-2|]61]F6
poa | O O[O0 0]2]0(-2]2]-6]2]-6]|6
pos | O L O[O0 |-1]0 i 0|0 [-8&]| 0 |8 |-8
o | O [ O | O | O i 0|-1]0]0]|8&]0]|-8]-8
Tabla 5.16: Tabla de caracteres de M5 (ii).
o9 = Jfl, 03 = Sg, 05 = sgl og = 021 y 08 = 0;1. Ademas, se computa que o1, 02, 07,
My§ My§ - —1 - pMaf -
o8 € Oyt 04, 06 € Oyyi* v 55 € Oy,2* . Elegimos en Moy

g1 :=(1,2,17,16)(3,9,4,20)(5,8,24,10)(6, 19,22, 7)(11, 12, 23,21)(13, 14, 15, 18),

94 :=(2,4)(3,16)(6,22)(8,10)(11,14)(12,21)(13,15)(18,23),

g5 :=(2,10)(3,6)(4,22)(7,24)(8,16)(9,17)(14, 23)(15, 21),

g7 :=(1,2,24,10,20,3,7,6)(4,5,8,17,16,19,22,9)(12, 15, 13, 21)(14, 23),

gs :=1id, g2 := 9195, g6 := G495 ¥ gs ‘= g7g5. Se puede ver que estos elementos satisfacen org; =
91Vk,1, donde Vi x = S6, k3 = Ok, 1 <k <8, 731 = 02, 132 = 08, V34 = 04, V3,5 = 05, V3,6 = 06,
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[k [1[2[3[4[s 6 [7[8]9[10[11]12]13[14]15]
(el [T [2]3[4[]7[7[6[2]2[4]4[2]4[4]6]

11 111 |1]1 1|1 ]1]1 1 1 1 1 1 1

2 3 /-1]0|1]A|A|O0]-1]3 1 |-1]3]|-1|-1]0

13 3 |-1]0 |1 [A]A|O0O]-1]3 1 |-1]3]|-1]-1]0

Ha 6 2 0 0| -1]-1 0 2 6 0 2 6 2 2 0

s 711110 0O |-1|3|-1|1{-1|7/]-1]-1]1

16 71311710 013|711 3| -1|-1]-1]1

7 711110 o |1 |17 |11 |7 ][-1]-1]1

s 7131110 0O |-1|-1|-1|-1]|-1|7]3]3 1

7 71| 1[-1]0 o|1 |17 |-1]-1]|-1]-1]3 1

1o 8 0|-11]0 1 1 110 8 0 0 8 0 0 -1

win | 8 [0 [ 201 1101 47]0 |2 0|00/ O0]-2

piz | 1412 [-1]107]0 o |1]|2]-2]01]-2]14] 2 2 | -1

wz |14 21700 0 |-1|2]14]0] 2 |-2]-21]2]-1

pia | 21 |1 0| -1 0 0 0 5 | -3 1 3| -3 1 -3 0

pis |21 -3 10 1 0 0 0 1 3| -1 1 21 | -3 | -3 0

pie | 21 | 1 0| -1 0 0 0 1 121 -1 1 -3 1 -3 0

pir |21 1 0| -1 0 0 0 |-3]-3 1 1 3| -3 5 0

pis |21 -3 10 1 0 0 0 1 3| -1 1 -3 1 1 0

pig | 21 0 1 0 0 0 1 3 |-11]1-3]-3]|-3 1 0

o |20 1O [-1]0 0|0 |-3]-3]1 1 ]21] 1 1 0

por | 21| -3 |0 1 0 0 0 |-3]21 1 3| -3 1 1 0

po2 | 24| 0 0 0 |A | A 0|-41]0 2 0 0 0 0 0

pos | 24 | 0 0 0 AJA|0]-4]0 2 0 0 0 0 0

poa | 28 | 4| 1 0 0 0 |-1]4 ] -4 0 0 -4 0 4 1

pos | 28 1 4 | 11010 0 |[-1|-4|-4|0/|0|-4|01]-4]T1

poe | 42 -2 | 0 0 0 0 0|-21 -6 0 2 -6 2 -2 0

por | 48 | 0 0 0 |-1]-1 0 8 0 0 0 0 0 0 0

pog | 56 | 0 | -1 | O 0 0 1 0| -8 0 0 -8 0 0 -1

29 | 856 | 0 2 0 0 0 0|-4]0 -2 0 0 0 0 -2

u3o | 641 0 | -2 10 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2

Tabla 5.17: Tabla de caracteres de My; (i).
V3,7 =02, 73,8 =08, Y

71,2 = 05, T,4 = 02, 71,5 = 07, 71,6 = 08, 1,7 = 04, 71,8 = 06,
72,1 = 05, 72,4 = 01, 72,5 = 08, 72,6 = 07, 72,7 = 06, 72,8 = 04,
Y4,1 = 08, V4,2 = 02, Y4,5 = 06, Y4,6 = 05, Ya,7 = 08, V4,8 = 02,
V5,1 = 01, V5,2 = 07, V5,4 = 06, V5,6 = 04, V5,7 = 01, V5,8 = 07,
Y6,1 = 071, Y62 = 01, Y6,4 = 05, Y6,5 = 04, Ye,7 = 071, V6,8 = 01,
V7,1 = 04, V7,2 = 06, V7,4 = 08, Y75 = 01, Y76 = 02, V7,5 = 05,
V8,1 = O, 8,2 = 04, 8,4 = 07, 78,5 = 02, 78,6 = 01, V8,7 = O5.-

Supongamos que k = 5, 9, 10, 13, 14, 15, 16 6 24; luego, ¢ssss = —1. Considerando caso por
caso verificamos que siempre es posible construir un subespacio vectorial trenzado de M (Os,, pi)
de tipo diagonal cuyo diagrama de Dynkin generalizado contiene un r-ciclo con r > 3. Por Lema
2.3.7, dim B (O, pr) = 0.

Finalmente, asumamos que k = 2 6 3. Luego, ¢sss; = —1 y se computa que p(y1+7:,1) = 1, para
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[k [16] 17 18] 19 [20[21 [22[23[24[25]26[27[28]29 ] 30 |

[yl [8]14]6[14]4]2]2[4]12]4[4a]4]2]4] 2]
pr T[T 11 i1t [1[1[1]J1r]1][1]1
pe [T AJO|[AJ-1[3]-1[1]0[1][-1]-1][-1]3]3
ps [ 1A Jo [ AJ1[3]1[1]o[1][-1]-1[-1]3]3
pa O [-1JO]J-1]2[6]2]0]0[0][2]2]2[6]¢6
ps -1 o1 o [3][-1]3[1]-1[1]1]-1][3[-1]7
pe [ -1 O [-1] 0 [-1][-1]3[-1|-1[1|-1]-1][-1]-1[7
pr -1 o1 o1 7111 [-1]1]-1][1]7][7
ps [ 1] O [1 ] o0 [-1][-1]-1][-1|-1[-1]-1[-1][-1]-1[7
po [ 1O [-1]o0o[-1]1]-1]1[-1[-1]1][3[3[-1]7
po | 0] 1 [-1[ 1T ]J0o|8]0[O0]-1]0]O0]O]O]|8]S3
pn [0 -1Jo[-1]Jo]Jo]-4[0]J0o]-2]0[]0]0]o0][-8
p2 | 0] 0 [-1]0]2]-2[2]0]1]0][-2][-2]2]-2]1
ps |00 1o ]-2]2[2]0o[1]0][=2[2]2]-=2]14
pa |10 O[O0 [-3]5 5 [-1]0]1]1[1]1]-3]21
ps | L]0 JoJo[1]-3[1]-1]o[-1]1[1]1][-3]21
pe | 1] 0O 01 |-3]1[1]0]-1]1[-3]-3|]-3]21
pr [ 1] 0 Jo[ 015 [-3[-1]0o]1][1[-3]1]-3]21
ps [-1] 0 0] 0 [-3]5]1[1]0]-1]1]-3 -3 ] 21
po -1 0O o[ o015 ][1[1]o]-1]1[1]-3]-3]21
peo [-1] O O[O [-3]-3[-3[1]o]1][1[1][-3]-3]21
por [-1] 0O JO[O0O[1|-3[-3[-1]0]1][1[1]1]-3]21
pe2 [0 [-AJ O [-AJoJo][4][0]0]-2]0]0 0 [-24
pos | 0O [F-AJO[-AJ0]0[4[0]0]-2[0[]0]0]0][-24
pea [ O] O [-1[ 0O |-4]4[0]1]0]0[0]-4]4]28
pos | 0] 0 [-1[ 0[O0 |-4]-4[0][1]0]0[0]4]4]28
pee | O] O JO[OJ2]10[-2[0]0]0][-2[]2]-2]-6]42
per [ O 1 JO[ 1T ]O0O]O0O[-8[0]0]O0O[O0]O0]O]O][-48
pes [0 O 1T [ 0Jo]-8]0[0[-1]0]0[O0O]O0]B8]56
peo [ 0] O JO[OJO]O[4[0]0][2]0[]0]O0]O0][-5
pso | O [ -1 Jo[-1Jo]JoJofJoJo]Jo[oJo]o]o][-64

Tabla 5.18: Tabla de caracteres de Ms; (ii).

todo 1 <t < 80. Por Lema 2.2.3, la trenza es negativa.
CASQO: j = 2. El representante es
s9 = (1,20)(5,19)(7,24)(9,17)(11,18)(12,13)(14,23)(15,21)
y su centralizador M3 es un grupo no abeliano de orden 21504 cuya tabla de caracteres esta dada
por las Tablas 5.17 y 5.18, donde A = (—1 +i\/7)/2.

Para todo k, 1 < k < 30, llamamos py = (pk, V) a la representacion irreducible de M3 cuyo
caracter es ug. Se probara que el dlgebra de Nichols B(Os,, pr) es de dimension infinita, para todo
52
k, 1 <k < 30. Se computa que sy € Of,‘f@‘*. Ahora bien, si k # 11, 22, 23, 27, 29, 30, entonces el
resultado sigue por Lema 2.3.4, pues ¢s,s, #7 —1. Supongamos que k = 11, 22, 23, 27, 29 6 30; luego,
@soso = —1. Se computa que Oy, N M} tiene 281 elementos y contiene a oy := sa 'y

oo = (2,16)(3,4)(5,19)(6,22)(7, 24)(8, 10)(11, 18)(14, 23),
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[k [1 2345 [6[7[8[9fJ1wo]11]12[13[14]15]
[Jysl [T ][5 J10]10]10]3[6[12]6[]6 [ 2]4[8]8]4]
p T[T 111 J1iJ1i[1J1i]1[1]1]1]1]1
pe [T 1111111111 ][1]-1]-1]1
ps | 4 [-1[-1 11111 [1[1[4]0]0]0]0
pa |4 [ A a1t [a[1[1[4]0][0]0][0
ps [ 5 [0JoJoJoJ-1[-1]1]J1[-1[5][1][-1]-1]1
pe | 5 [0 JoJo o111 ]-1[-1][5[1][1][1]1
pr (6 1T T[T [1]JoJo[o]o[o[6][-2]0][0]-2
ps |6 11 [-1[-1]J0o]Jof[o0o]Jo]o[-2]2]0]0]-2
po |6 [T T [-1[-1]JoJo[o0o]Jo[o[-2]2]0][0]-2
po | 6 [T [ 1T -1 -1[oJo[of[o]o[-2[-2]2i[=2]2
pn | 6 11 [-1 -1 [ofJo[ofo]Jo|-2[-2]-2i[2]2
pe [10J 0[O0 [o0oJo [T |1[-1[1][-1]2[2]0][0]-2
ms [10J0 o0 [oJo [T |11 [1]1]2[2]0][0]-2
pa [10J 0[O0 [0 o [t 11t ]a]2[-2]0][0]2
ms [10J 0o oo [t ]1[1[-1]-1]2[-2]0][0]2
me (1221200 ]0[oJo[oJo[4]0[0]o0]0O
mr [12] 21200 ]o0o[oJof[oJo[4[]0[0]o0]0O
ms [15 0] 0 0 ]of[oJoJo[o]o [-1]-1]-1]-1]-1
po [15 [0 000 ]o0o[oJo[oJo[-1[3[1]1]3
poo (15[ 0 0[O0 [0 ]0[0oJo[o]o [-1[3[-1][-1]3
por (15000 ]JofoJoJo[oJo [-1]-1]1]1]-l
poe [20 [0 [0 [0 [0 [-1T[-1]-1[1[1][4[0[0]0]0
pos [20 [0 [0 [0 [0 [-1T[-1]1T[-1[1T][4]0[0]0]0
poa [20 0000 [2[-2]0][0]0]-4[0][0]0]0O
pos [20 0000 [2[2]0[0[0[-4[0][0]0]0O
pos [24 [-T -1 1T 1 Jo0JoJo[o[o[-8[0[0]0]0O
por [24 -1 1 [AT-AJoJoJo[ofJo[8[]O0O][O0O]O]O
pos [24 [-1 [ 1 [-ATAJo[oJo[o[o[8[0[0]o0]O
poo [30 0000 [o0oJoJo[oJo[-2[-2[0]0 -2
pso [40 [0 00 o [-2[2]0 ][00 |-8[]0[O0]O0]O

Tabla 5.19: Tabla de caracteres de My} (i).

S

2
con oy € (’)%24. Elegimos g1 :=1id y
9o = (1,2)(3,13, 22,17, 10, 15)(4, 12, 6,9,8, 21)(5, 11, 7)(16, 20)(18, 24, 19).

Estos elementos estdn en My, y satisfacen 0191 = g101, 0291 = g109, 0192 = §202 ¥ 02g2 = (207.

De las Tablas 5.17 y 5.18, se puede ver que deg(pg) es par y mayor o igual a 8. Ya que o1 y o2
conmutan existe una base {v;|1 <1 < deg(px)} de Vj, el espacio vectorial de la representacion py,

compuesta por autovectores simulténeos de pg(o1) = —Id y pg(o2). Digamos que pg(o2)v; = Ny,
1 <1< deg(pg), donde \; = £1, debido a que |oa| = 2. De la Tabla 5.17, se tiene que Z?igl(p’“) A =0.
Reordenando la base podemos suponer que A\; = -+ = Ageg(p)/2 = 1 = —Aipdeg(pp)/2 = " =

—Adeg(py): S W := C - span {g1vj, gov; |1 < I < deg(py)}, entonces es facil mostrar que W es un
subespacio vectorial trenzado de M (Os,, p) de tipo Cartan cuya matriz de Cartan asociada A tiene
al menos dos filas con tres —1 o mas. Esto implica que el Diagrama de Dynkin correspondiente
tiene al menos dos vértices con tres aristas o maés; luego, A no es de tipo finito. Por lo tanto,
dim B(Os,, pr) = oc.
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[k [16]17 [18[19[20[21[22[23 [ 24 [25[26] 2728 [2930]
[w[[4]2 4[24 ]2]4[4]2[2[4]2]d4[2]2]
pp (T[T 11111t [ 1111111
pe |11 A1 a1 11 [ 1 [1[1]1[-1]1]-
pws |2 [ 4 [ 2]4[2[4[o0ofJo[4]o]JoJoJoJo[-2
pe [ 2[4 2424 ]oJo[4Jo]o]Jo[o]o]?2
ws | 1[5 [ 15[ 1[5 [1[1[5 |1 ]1]1[-1]1]1
pe | -1 [ 5 |5 [-1[s[1[1 ][5 |11 [1[1]1][-1
pr [0 6 o6 ]o0o[6[-2]2[6[-2]0[-2]0]-2[0
ps |0 6 Jo[-2]0[2]0Jo0o[-6[2]2[2]-2]-2[0
p [0 6 Jo[-2]0[2]0Jo[-6[2]-2[2]2]-2[0
po [0 6 [0 2[00 2J0o[0]-6]-2[0[-2]0[2]0
pa [0 6 o[ 2]0o[2Jofo]-6][-2[0][-2]0[2]0
pme | 2 10 [2[2[-2]-2]0]0][-10][-2[0[-2]07]2]-2
ms | 210 [2[ 22 ]-2]0]0o]-10[-2[0]-2]0]2]2
pa | 0O 1042020 ]o0o|-10[2[0[2]0]-2]4
ms | 0 J10[4[2]0]-2]0]0o]-10[2[0][2]0]-2]+4
pe | 0 [-12]0 4]0 02 [-2]0[4]0[4]0][0]0
mr [0 [-12]0 4]0 o0o[-2[2]0 [4[]0[4]0][0]0O
ms | 1115 [ 3 [-1[-1[-1]-1]-1]15[3[1[3][1]3]3
po | 115 [3[-1[-1[-1 |1 |11 [-1[-1[-1][-1][-1]3
poo | 1 |15 [B[-1[ 1 [t |1 [ 115 [-1[1T[-1]1[-1]-3
por | 1115 [3[-1[ 1 [-1|-1][-1]15[3[-1[3]-1[3]-3
por | 220242400 ]-2]0[0][0]0][0]-2
pos | 2 [ 20 [ -2 4[-2]-4]0]0]-20][0[0][0]0][0]?2
poa | 0 [-20[ 0 4]0 ]0[-2[2]0[4]0][-4]0[0]0
pos | 0 [-20[ 0 4002 [-2]0]4[0[4]0]0]0
pos | 0 [ 24 [0 8]0 [ 8]0 [0 [-24[0[0][0]0][0]O
por | 0 [-24[ 0 | -8[0J0Jo[o]Jo]JoJoJoJo[o]oO
pos | 0 [-24[ 0 [ -8[0J0Jo[o]Jo[oJo[oJo[o]oO
peo | 0 |30 [0 [-2]0 2223 [-2[0[-2]0]-2]0
pzo | 0 |-40[ 0 [ 8]0 ]O0]Jo0o]o]JoOJoJo[o]Oo]O]O

Tabla 5.20: Tabla de caracteres de M3 (ii).

CASO: j = 3. El representante es
= (1,11)(2,23)(3,7)(4,13)(5,6)(8, 18)(9, 16)(10, 15)(12, 24) (14, 17)(19, 21)(20, 22).

El centralizador M3 es un grupo no abeliano de orden 7680 cuya tabla de caracteres esta dada por
las Tablas 5.19 y 5.20, donde A = —i\/5.

Para todo k, 1 < k < 30, llamamos py = (pk, Vi) a la representacion irreducible de M3 cuyo
caracter es up. Se probard que el dlgebra de Nlchols B(Os,, pi) es de dimension infinita, para todo

k, 1 < k < 30. Se computa que s3 € Oy1$4 En primer lugar, si k # 16, 17, 24, 25, 27, 28, 30,
entonces el resultado sigue por Lema 2.3.4, pues ¢s,5, 7 —1. Asumamos que k = 16, 17, 24, 25, 27,
28 0 30; luego, gs;s; = —1. Se computa que O, N M5} tiene 278 elementos y contiene a o1 := s3 y

oo = (1,5)(2,10)(3,12)(4, 8)(6,11)(7, 24)(9, 19)(13, 18)(14, 22)(15, 23)(16, 21)(17, 20),

con o9 € Oy30 Se eligen g1 :=1id y

g2 == (5,11)(7,12)(8, 13)(9, 20)(10, 23) (14, 21)(16, 17)(19, 22).
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Estos elementos estan en My, y satisfacen o191 = ¢101, 0291 = §102, 0192 = ¢202 ¥ 02g2 = §2071.
S3

Dado que deg(px) es par y mayor o igual a 12, y Mk(oﬁfgﬂ =0, para k = 16, 17, 24, 25, 27, 28 6

30, podemos proceder como en el caso anterior. Por lo tanto, dim B8(Os,, px) = oo, para todo k. [

Observacion 5.1.10. Se computa que los grupos Msy, Mys, Msyr, M3, Myi°, Myt My y Ms)®

tienen 17, 18, 26, 20, 15, 15, 21 y 21 clases de conjugacién, respectivamente. Luego, existen 502

pares posibles (O, p) para May; 492 de ellos dan lugar a dlgebras de Nichols de dimensién infinita,
y 10 tienen M (O, p) de trenza negativa.

Observacion 5.1.11. Considerando las Observaciones 5.1.2, 5.1.4, 5.1.6, 5.1.8 y 5.1.10, podemos
decir que para los cinco grupos de Mathieu simples se ha podido determinar, mediante criterios
de subracks abelianos, que 1114 pares (O, p) de un total de 1137, dan lugar a algebras de Nichols
B(O, p) de dimension infinita. Los 23 pares restantes tienen M (O, p) de trenza negativa.

5.2. Usando técnicas basadas en subracks no abelianos

En la seccion previa, se han descartado pares (O, p) con dim B(O, p) = oo por medio de técnicas
de subracks abelianos de O. Como resultado se ha mostrado que sobreviven 23 pares, los cuales dan
lugar a espacios vectoriales trenzados M (Q, p) con trenza negativa. En esta seccion, se consideraran
estos 23 pares (O, p) y se mostrard que 16 de ellos dan lugar a élgebras de Nichols de dimension
infinita usando técnicas de subracks no abelianos de O.

El grupo Mj;. En la seccién anterior, se ha determinado que cinco pares (O, p) son tales que
M (O, p) es de trenza negativa. Veremos que uno de esos pares satisface dim‘B(0O, p) = oc.

CASO: j = 10. Elegimos en Oy, los siguientes elementos: o := s,
o1 :=(1,6,8)(2,5,3,4,10,9)(7,11)
y 02 := og>o1. Es facil ver que la familia (0;);¢7/3 es de tipo D3 en Oy, ,. Luego, dim B(Os,, X(-1)) =
0o, por Corolario 2.4.10, con p = 3.
El grupo Mjs. En la seccion anterior, se ha determinado que cuatro pares (O, p) son tales que

M(O, p) es de trenza negativa. Veremos que tres de esos pares satisfacen dim B(0O, p) = occ.

CASQO: j = 14. Definimos 01 := $14, 02 := (1,3,5,11,4,8,10,12)(7,9), 03 := 09>01, 04 := o3>0,
05 1= 04> 01, 06 = S5,y T = J;’, 1 <1 < 6. Se puede verificar con GAP que estos elementos
pertenecen a Oy,,. Ademas, se puede ver por célculos directos que la familia (07)%_; U (7)%_, es de
tipo O®). Luego, dim B(0Oy,,, X(-1)) = 00, por Corolario 2.4.32.

CASO: j = 5. Elegimos en Og, los siguientes elementos: o1 := s,

o9 = (1,4,12,7)(2,6,3,8,11,10,9,5),

03 := 09> 01, 04 := 03> 01, 05 := 04> 01, 0g := sg y 1= 015, 1 <1 < 6. Se puede verificar que la
familia (07)%_; U (1)%_; es de tipo D). Luego, dim B(Os;, X(-1)) = o0, por Corolario 2.4.32.

CASO: j = 2. Elegimos en O, los siguientes elementos: o := s2,

o1 :=(1,2,12,11,8,10)(3,6,9)(4,5)

y 09 1= og>oy. Es facil ver que la familia (0;);cz/3 es de tipo D3 en Os,. Luego, dim B(Os,, x(—1)) =
00, por Corolario 2.4.10, con p = 3.
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El grupo Ms,. En la seccion anterior, se ha determinado que dim B(O, p) = oo, para todo par
(O, p) salvo el par (Os,, x(—1)). Veremos que este par también da lugar a un algebra de Nichols de
dimension infinita. Elegimos en Og, los siguientes elementos: 01 := s4,

oy = (1,5,13,10,11,7,12,22)(2,9)(3,21,19, 15,17, 18,6, 8)(4, 14, 20, 16),

03 1= 09 >0, 04 := O3> 01, 05 := 04> 01, g = 8Z1 y o= 0'l5, 1 <[ < 6. Por céalculos
directos podemos verificar que la familia (o), U (7)%_, es de tipo O®). Por Corolario 2.4.32,
dim B(Os,, X(-1)) = 0.

Teniendo en cuenta el parrafo precedente y el Teorema 5.1.5 podemos enunciar el siguiente
resultado.

Teorema 5.2.1. Si H es un dlgebra de Hopf compleja de dimension finita con G(H) ~ Moas,
entonces H es el dlgebra de grupo CMas. O
El grupo Ms3. En la seccion anterior, se ha determinado que tres pares (O, p) son tales que
M(O, p) es de trenza negativa. Veremos que uno de estos pares satisface dim B (O, p) = cc.
CASO: j =9. Elegimos en Oy, los siguientes elementos: o1 := sg,
o9 = (1,3,5,20, 10,14, 13,23)(2,15,7,8)(4,22,12,6,17,16,21,11)(9, 19),
03 := 09> 01, 04 := 03> 01, 05 := 04> 01, O = 5§1 y T = 015, 1 <1 < 6. Se puede ver que la

familia (07)%_, U ()%, es de tipo D). Por lo tanto, dim B(Os,, X(~1)) = o0, por Corolario 2.4.32.

El grupo My4. En la seccion anterior, se ha determinado que diez pares (O, p) son tales que
M (O, p) es de trenza negativa. Veremos que todos ellos dan lugar a algebras de Nichols de dimension
infinita.

CASO: j = 6. El representante de la clase de conjugacion es
s¢ = (1,9,20,17)(2,6)(3,10)(4,8)(5,24,19,7)(11, 14, 18,23)(12, 21, 13, 15)(16,22).
Elegimos en O, los siguientes elementos: o1 := s,
oo = (1,9,20,17)(2,11)(3,14)(4, 18)(5, 19, 7, 24)(6, 10, 8, 22)(12, 21, 15, 13)(16,23),

-1 -1 -1 -1
03 := 02> 01, 04 := 03> 01, 05 1= 04> 01, 06 := 09>03,T| :=0q ,To:=0, ,T3:=05 ,T4:=0y ,

T5 i= 03 Ly rg = oy L Por calculos directos se puede verificar que la familia (o), U (m)%,
: . M$
es de tipo ©O@. Ahora, asumamos que p = P26 O p3e; entonces, ¢yo; = —1 pues sg € Oy3°*.

Definimos ¢ := (3,16)(5,12)(6,8)(7,15)(9,17)(13,19)(14, 23)(21,24); se puede ver que g € Moy y
56

que g>o1 = 71. Ademaés, se computa con GAP que 71, gg € (’)%24 . Luego, de la Tabla 5.16, se tiene
que p(o¢) = p(11) = p(goeg) = —1. Por lo tanto, dim B(Os,, p) = oo, por Teorema 2.4.31.

CASO: j = 8. El representante es
sg = (1,4,24,14)(2,21,15,6)(3, 16, 8,12)(5, 11, 23,20)(7,18,17,13)(9, 10, 22, 19).
Elegimos en O, los siguientes elementos: og := sg,
o1 = (1,2,24,15)(3,5,8,23)(4, 19, 14,10)(6, 22,21,9)(7,16,17,12)(11, 13, 20, 18)

y 02 := 09> 01. Se puede ver que (0;);cz/3 es una familia de tipo D3 en Og,. Ahora, si p = p2g 6
p2.8, €ntonces ¢poo, = —1, y dim B (O, p) = 00, por Corolario 2.4.10, con p = 3.
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CASO: j = 14. El representante es
s14 = (2,10,4,16,20,15,6,18)(3,17,11,5,7, 12,21, 13)(9, 19)(14, 24, 23, 22).
Se eligen en O,,, los siguientes elementos: o1 := 514,
oo = (2,4,18,15,20,6,16,10)(3,12,13,21,7,17,5, 11)(8, 9)(14, 22, 24, 23),
03 1= 09>01, 04 := 03> 01, 05 := 04>01, 0 := 5?4 y 7= 015, 1 <[ < 6. Se puede ver que la familia
(01)_, U ()P, es de tipo O Ahora, si p = €® X(—1) 6 sgn ®X(_1), entonces dim B(Os,,, p) = o0,
por Corolario 2.4.32.
CASQO: j = 17. El representante es
si7=(1,9,12,10,17, 14, 3,23,5,21,19,13)(2, 18)(4, 8, 15,20) (6, 16, 7,24,22,11).
Definimos o1 := s17,
oo = (1,9,13,3,17,14,10,19, 5,21, 23,12)(2, 18)(4, 8, 20, 15)(6, 11, 7, 16, 22, 24),
03 := 09> 0, 04 := 03> 01, 05 := 04> 01, 0 := sI7 y 7= af’, 1 <1 < 6. Estos elementos estan
en Oy, y la familia (07)%_, U (7)%_; es de tipo O3, Luego, dim B(Os,,, X(~1)) = 00, por Corolario
2.4.32.
CASO: j = 18. El representante es
s1s = (1,18,20,4,17,5,24,13,11,14,7,23)(2, 10, 16,21, 22,8, 15, 19, 12, 6, 9, 3).
Elegimos en O, los siguientes elementos: o1 := 513,
o2 = (1,2,10,14,17,22,8,18,11,12,6,5)(3, 15, 20,4, 21,9,24, 13,19, 16, 7, 23),
03 1= 09> 01, 04 := 03> 01, 05 := 04> 01, O := szg y 7= 015, 1 <1 < 6. Se puede ver que la
familia (07)%_, U (7)%_, es de tipo 2. Entonces, dim B(Os,5, X(—1)) = 00, por Corolario 2.4.32.
CASO: j = 19. El representante es
s19 = (1,5,20,23,19,2,18,7,17,9,21,24,6,12)(3,14,8,15,13, 11, 16)(4, 22).
Elegimos en Oy, los siguientes elementos: og := sq9,
o1 == (1,14,20,15,19,11,18,3,17,8,21,13,6,16)(2, 12,7, 5, 9, 23, 24) (4, 10)
y o2 1= 09 > o1. Se puede ver que (0i)iez/3 es una familia de tipo D3 en Os,,. Por lo tanto,

dim B (Os,, X(~1)) = 00, por Corolario 2.4.10, con p =3 y k = 9.

CASO: j = 20. El representante es sog = 31_91. Ahora, la familia (a[l)iez/g, con ¢; como en el
caso j = 19 anterior, es de tipo D3. Luego dim B(Os,,, x(~1)) = oo, por Corolario 2.4.10, con p = 3
yk=09.

Teniendo en cuenta lo obtenido en estos casos y el Teorema 5.1.9 podemos enunciar el siguiente
resultado.

Teorema 5.2.2. Si H es un dlgebra de Hopf compleja de dimension finita con G(H) ~ May,
entonces H es el dlgebra de grupo CMoy. Ol

Observacion 5.2.3. En los 7 casos restantes, que aparecen en la Tabla 5.1, hemos verificado utilizando
el programa GAP que no existen familias de tipo O ni D,, para cualquier primo impar p, dentro de
las respectivas clases de conjugacién. Por lo tanto, en estos casos no podemos decidir si la dimensién
de B(O, p) es infinita o no con las técnicas hoy disponibles.






Capitulo 6

Algebras de Nichols sobre algebras de
Hopf semisimples

Cerramos esta tesis con algunas consideraciones acerca de algebras de Nichols sobre algebras de
Hopf semisimples.

Sea A un algebra de Hopf. Sea J € A ® A un torcimiento y A’ la correspondiente algebra de
Hopf torcida — ver [Ni]. Si A es una subalgebra de Hopf de un élgebra de Hopf H, entonces J es
un torcimiento para H y A’ es una subalgebra de Hopf de H”’. Ahora bien, si A es semisimple,
entonces esto induce una biyeccién

{isoclases de algebras de Hopf con corradical ~ A}

. {isoclases de algebras de Hopf con corradical ~ A7}, (6.1)

que preserva invariantes estandares como dimension, dimensién de Gelfand-Kirillov, etc. Esto nos
permite enunciar el siguiente resultado.

Teorema 6.0.4. Sea G ~ A5, A7, Moy 6 Moy, y H un dlgebra de Hopf de dimension finita con
corradical isomorfo a (CG)”, con J € CG® CG el torcimiento no trivial definido en [Ni]. Entonces
H ~ (CG)’.

Demostracion. Por (6.1) y Teoremas 4.2.6, 4.2.11, 5.2.1 y 5.2.2. O

Este es uno de los primeros resultados de clasificacion para algebras de Hopf de dimension finita
con corradical isomorfo a un algebra de Hopf semisimple no trivial fija. Recientemente, un algebra
de Hopf semisimple B ~ (CD3 x D3)7" ha sido descubierta en [GNa]. Esta algebra de Hopf B es
simple, o sea B no tiene una subdlgebra de Hopf normal no trivial. Puesto que existen algebras de
Hopf punteadas no semisimples de dimensién finita con grupo Ds, entonces existen &lgebras de Hopf
no semisimples de dimensién finita con corradical isomorfo a B.
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