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Resumen

Estudiamos las representaciones en producto directo de dlgebras (universales) en va-
riedades. Recolectamos varias condiciones expresando que estas representaciones son “de-
finibles” en el sentido de la l6gica de primer orden, entre ellas el concepto de Congruencias
Factor Definibles (DFC). Los principales resultados son que DFC es una propiedad de
Mal’cev y que es equivalente a todas las otras condiciones formuladas; en particular pro-
bamos que V tiene DFC si y so6lo si V tiene 0& T y Congruencias Factor Booleanas
(BFC). También obtenemos una definicion explicita en primer orden ® del nucleo de las
proyecciones canonicas via los términos asociados a la condicion de Mal’cev para DFC.
Un resultado obtenido que es de suma utilidad es que esta caracterizaciéon @ es preservada
al tomar productos directos y factores directos. De la condiciéon de Mal’cev para DFC se
puede deducir transparentemente una tal condicion para BFC, verificando como corola-
rio que BFC es equivalente (en variedades) a la propiedad (*), un problema abierto en el
trabajo de R. Willard [23]. Por 1ltimo, se hace un estudio de algunos casos particulares
de DFC, considerando distintas complejidades de la formula .

La principal herramienta es el concepto de elemento central, que es una generalizacion
en comun de los elementos centrales idempotentes en anillos con identidad y los elementos
neutrales complementados en reticulados acotados.

Palabras Clave: preservacion, definibilidad, congruencias factor, elemento central.
2000 Mathematics Subject Classification: Primary 08B05, Secondary 03C40.



Abstract

We study direct product representations of (universal) algebras in varieties. We collect
various conditions expressing that these representations are “definable” in the sense of first
order logic, among them the concept of Definable Factor Congruences (DFC). The main
results are: DFC is a Mal’cev property and it is equivalent to each of the other conditions
formulated; in particular we prove that V has DFC if and only if V has 0 & I and
Boolean Factor Congruences (BFC). We also obtain an explicit first-order definition @
of the kernel of canonical projections via the terms associated to the Mal’cev condition
for DFC. One result which is very useful is that this characterization ® is preserved by
taking direct products and direct factors. From the Mal’cev condition for DFC it can be
deduced transparently one such condition for BFC, verifying as a corollary that BFC is
equivalent (in varieties) to property (*), an open problem in the work of R. Willard [23].
At last, a thorough study of some particular cases of DFC is performed, considering
different complexities of the formula .

The main tool is the concept of central element, which is a generalization of both
central idempotent elements in rings with identity and neutral complemented elements
in bounded lattices.

Keywords: preservation, definability, factor congruences, central element.
2000 Mathematics Subject Classification: Primary 08B05, Secondary 03C40.
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Capitulo 1

Introducciéon y Herramientas

) 1 este capitulo haremos una breve revision de los conceptos de Algebra Uni-
D)
\(Q versal necesarios para seguir los resultados de la tesis. También fijaremos la

&

‘Q)/Q)S notac1on. que se utilizara a lo largo del trabajo, especialmente en las primeras
= dos secciones.

La secciéon 1.3 da un panorama del estudio de las representaciones por producto di-
recto, especialmente enfocado al problema de la unicidad.

El lector especializado puede desear avanzar directamente hasta la seccion 1.4 que le
servird de introduccion a nuestro tema especifico y de ahi pasar al capitulo 2; en tal caso
le sera de utilidad consultar el Indice de Notacién al final de la tesis (pagina 70).

En la seccion 1.5 se trata el tema de las condiciones de Mal’cev, de principal interés
para nuestro desarrollo, y la secciéon 1.6 incluye un resultado técnico de Teoria de Preser-
vacion que serda de suma utilidad en el siguiente capitulo. Este resultado es el Gnico que
se escapa del ambito introductorio; sin embargo, su prueba es elemental.

El resumen presentado en este capitulo no intenta ser exhaustivo ni autocontenido. El
lector que desee repasar los preliminares puede consultar el excelente libro de R. McKen-
zie, G. McNulty y W. Taylor [9], especialmente el capitulo 1 y las secciones 2.1, 2.2, 4.2,
4.11, 4.12 y 5.6, donde hay una introduccion a la propiedad BFC. Por dltimo, el libro de
S. Burris y H. P. Sankappanavar [4] contiene todos los preliminares de Logica.

1.1. Algebras y Variedades

Llamaremos dlgebra a un conjunto munido de una familia arbitraria pero fija de
operaciones finitarias definidas sobre todo el conjunto. Una clase de algebras es una
variedad si esta definida por identidades, i.e., sentencias de la forma VZ p(Z) = ¢(Z).

Las siguientes clases son ejemplos de variedades: grupos (todos, abelianos, sin centro,
de exponente n, etc), anillos, médulos sobre un anillo fijo y algebras de Boole.

Para el caso de la variedad G de todos los grupos debemos especificar como opera-
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ciones “basicas” el producto (-), tomar inversos (7') y una operacion nularia que sea
constantemente la identidad (e). Luego las identidades que definen dicha variedad son:

- (y-z2)=(r-y)-z rvexe-xxxr T-T Re.

Otro ejemplo de variedad es la clase de todos los semi-reticulados, que son algebras con
una operacion binaria V asociativa, conmutativa e idempotente:

zV(yVz)=(@VyVz zVyxyVe V=

De ahora en adelante, el simbolo V denotara siempre una variedad. Llamaremos términos
a toda expresion que involucre las operaciones basicas de una variedad y que defina
globalmente una funcion. Asi, sqr(z) := x -z, y conj(z,y) :=y~' -z -y son términos de
la variedad G de todos los grupos.

Toda variedad es una categoria concreta cuyos morfismos son las funciones que preser-
van las operaciones basicas de cada algebra. Una propiedad importante de las variedades
es que contienen objetos libres generados por conjuntos de cardinalidad arbitraria. La
construcciéon de dichas algebras libres procede de manera analoga al caso de los grupos
(salvando ciertas dificultades técnicas), donde el dlgebra de las cadenas con la concatena-
cion se reemplaza por el dlgebra de términos o totalmente libre (en el lenguaje de V). Esta
ultima y el algebra V-libre sobre X sera denotadas por Ty,(X) y Fy,(X), respectivamente.
Salvo en caso de posible confusion, omitiremos los subindices: T'(X) y F(X).

1.2. Congruencias

Una congruencia de un algebra A es (equivalentemente):

» una relacion de equivalencia 6 sobre A que preserva las operaciones bésicas (i.e., si
76017, entonces F(Z) 60 F(¥));

= una relaciéon de equivalencia sobre A que es ademés una subalgebra de A x A;
» el niicleo ker h := {(z,y) € A x A: h(z) = h(y)} con h un morfismo.

Las congruencias heredan la estructura reticulada del conjunto parcialmente ordenado de
las relaciones de equivalencia sobre A. En particular, la relacion de equivalencia trivial
o diagonal A := {(z,z) € Ax A : x € A} y la total o universal V := A x A son
congruencias. Llamaremos CON(A) al reticulado de congruencias de un algebra A.

Los teoremas de isomorfismo para grupos y moédulos siguen valiendo en el caso de
algebras generales; en particular, se tiene que la imagen de A por un morfismo h es
isomorfa al algebra cociente A/0 (donde 6 := ker h), cuyo universo es el conjunto de
clases de equivalencia mdédulo 0 y las operaciones se definen de la manera canonica.
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Si ciertos elementos a,b de un &lgebra A estdn relacionados por una congruencia

_ T 0 .
6 € CON(A), escribiremos indistintamente (a,b) € 6, afb 6 a = b. Esta notacion se
generaliza a tuplas, viz. @0 b significara (a;,b;) € 6 para todo 1.

Definicién 1. Una congruencia 6 es compacta si 0 < \/ie[ 0; implica 6 < \/iel, 0; donde
I’ C I es finito.

Equivalentemente, las congruencias compactas son exactamente las generadas por un
conjunto finito. Para A € V, a, b e A, Cg?(a, l;) denotara la congruencia generada por
el conjunto {(ax, bx) : 1 < k < n}'. Como caso particular, cuando una congruencia puede
generarse con un solo par, se la denomina principal.

Definicién 2. Se dice que dos congruencias 6 y ¢ permutan si x 0y ¢ z implica que existe
un y' tal que z py' 6 z. Es decir, los productos relacionales # o ¢ y ¢ o 6 coinciden.

En el caso que 0 y ¢ permuten, se da 0V ¢ = 6o .

Definiciéon 3. 0 es factor si existe 0* complemento de aquélla y ambas permutan. En
tal caso se dice que 0 y 6* son un par de congruencias factor complementarias y lo
denotaremos por 0 x 6* = A.

Las congruencias factor son exactamente los nicleos de las proyecciones canénicas en
productos directos.

1.3. Productos Directos

El nuestro es un estudio sobre las descomposiciones de un algebra en producto directo.
Se obtiene la maxima utilidad de una tal descomposicién cuando uno puede conseguir
algiin resultado relativo a la unicidad de la misma. Esta idea se remonta al teorema de
Wedderburn y R. Remak, y luego generalizado por Krull y Schmidt, que prueban unicidad
de descomposiciones en producto directo a mas de isomorfismo para grupos (finitos los
primeros, infinitos con condiciones de cadenas en subgrupos los segundos).

Como primer paso, tenemos que determinar cudles serian los elementos tdltimos de
una descomposicién:

Definicién 4. Un algebra A se dird directamente indescomponible si es no trivial y no
es isomorfa al producto directo de dos algebras no triviales.

En particular, toda algebra finita cuyo cardinal es igual a un entero primo, es di-
rectamente indescomponible. Dada una variedad V), denotaremos con Vp; a las algebras
directamente indescomponibles que pertenezcan a ).

!T.e., la menor congruencia que contiene a dicho conjunto.
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Intimamente relacionadas con la unicidad de factorizaciones, se encuentran diversas
nociones de refinamiento. Diremos que A tiene la propiedad de refinamiento si A =
[Lic; A/0: = [1;c; A/wj (con Iy J finitos), entonces existen D;; tales que

jeJ el

B. Jonsson y A. Tarski [8] probaron que todo grupoide con identidad cuyo subgrupo cen-
tral (i.e., el mayor subgrupo abeliano cuyos elementos conmutan y asocian con todos los
elementos del grupoide) es finito tiene la propiedad de refinamiento y luego tiene a lo sumo
una representacion como un producto directo de grupoides directamente indescomponi-
bles. También notaron que si el centro es trivial se satisface la propiedad de refinamiento
estricto (SRP)?: si A se descompone de dos maneras [[; A/6; y []; A/p; entonces®

p; =i Vo
iel
Esta propiedad es la de poder refinar descomposiciones en producto directo a nivel con-
gruencial, y por ende implica la propiedad de refinamiento. En [14] se muestra que la
SRP es equivalente a que los “subgrupoides factor” formen un poset Booleano con respec-
to a la inclusion. Varios anios mas tarde, C. C. Chang, Jonsson y Tarski [1] generalizaron
las definiciones de SRP al marco de algebras arbitrarias (y aun a estructuras relaciona-
les), mostraron que varias clases de estructuras que tienen SRP y probaron que SRP es
equivalente a la propiedad que consta en la siguiente definicion.

Definicién 5. Un algebra A tiene Congruencias Factor Booleanas (“BFC”) si y s6lo si el
conjunto de congruencias factor de A es un sub-reticulado distributivo de su reticulado
de congruencias. Diremos que V tiene BFC si cada una de sus algebras tiene BFC.

Por tltimo, podemos mencionar la propiedad de Fraser-Horn-Hu (“FHP”): si A =
1, A/6; entonces
Y= H @ Vb

iel
para ¢ € CON(A), no necesariamente factor. Inmediatamente observamos que FHP
implica BFC. Los anillos con unidad y las variedades de congruencias distributivas son
los ejemplos paradigméaticos de variedades con la FHP.
Utilizaremos la siguiente notacion relativa a productos directos. La i-ésima proyec-
ci6n canonica en un producto directo I1; A; sera llamada 7;(-) o méas brevemente, con el
supraindice i: a' := m;(a). De este modo, si a € Ay X A; entonces a = (a°,a').

2Como convencioén, utilizaremos las siglas de la terminologia en inglés para mantener coherencia con
la literatura; v.g., SRP se corresponde con Strict Refinement Property.

3Decimos que ¢ = [[; ¢; si ¢ =), ; y para todos a; € A existe a € A tal que (a,a;) € ¢;. Dicho de
otro modo, el sistema de ecuaciones en congruencias (z,a;) € p; siempre tiene solucion tnica moédulo .
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1.4. Elementos Centrales

En este contexto algebraico-universal en el que estamos moviéndonos, uno de los con-
ceptos claves necesarios para profundizar el estudio de las representaciones en producto
directo es el de elemento central. Los elementos centrales son una generalizaciéon de los
elementos centrales idempotentes en anillos con identidad y los elementos neutrales com-
plementados en reticulados acotados. En estos casos, los elementos centrales concentran
la informacion relativa a las representaciones en producto directo. En el ejemplo de los
anillos, una descomposicién en producto directo de un anillo R

R§R1XR2

queda totalmente determinada por el elemento e := (0%, 1%2) donde 0% es el cero de
Ry v 172 la identidad de Ry; asi, se tiene que la descomposicion anterior es exactamente

R=(1—-¢R®deR.

Mas aun, se puede determinar si dos elementos z,y del anillo tienen su segunda compo-
nente igual si y sblo si xe = ye, y un anillo es indescomponible si y solo si satisface la
sentencia Ve : (2 =eAVz:ze=ezx) — (e=0Ve=1).

Notemos que todo morfismo h de anillos que cumpla h(0) = h(1) tiene imagen trivial.
Esta propiedad nos conduce al concepto de variedades con 0 & 1 (que seran precisadas
més tarde), cuyas algebras poseen analogos a la identidad (elemento méximo) y al ele-
mento nulo (minimo) como en anillos (reticulados), y esto alcanza para definir elementos
centrales. Pero para obtener las mismas propiedades que uno tiene en los casos conocidos,
es necesario suponer hipotesis mas fuertes sobre la variedad: hemos construido ejemplos
(ver la seccion 3.4) de variedades con 0 & 1 sobre un lenguaje finito en las que ni siquiera
Vp; es definible en primer orden. Como resultado positivo, D. Vaggione mostr6 en [21]
que en variedades con 0& 1 que tienen la propiedad de Fraser-Horn-Hu, los elementos
centrales tienen propiedades andlogas a las del parrafo anterior. Es natural entonces for-
mular la siguiente pregunta: ;Cual es el contexto més general en el cual los elementos
centrales en una variedad jugaran tal rol? Antes de dar algunas respuestas posibles, que
seran desarrolladas en el capitulo 2, necesitaremos poner algin rigor en las definiciones
que acabamos de bosquejar.

Definicién 6. Una variedad con 0 € 1 es una variedad V en la cual existen términos
unarios 01 (w),...,0/(w), 1;(w), ..., 1;(w) tales que

VEO(w) =T(w) >z =y,
donde 0= (01,...,0;) y 1= (1,...,1)).

Esta generalizacion incluye propiamente a los ejemplos ya nombrados, y rescatamos
la relacion existente entre morfismos y nuestros nuevos 0 y 1: para todas A, B € V' y todo
A€ A, seda



CAPITULO 1. INTRODUCCION Y HERRAMIENTAS 10

Si f: A — Besun morfismo tal que f(0;(\)) = f(1;(\)) para todo ¢, entonces
f(A) es trivial.

La siguiente proposicién retine otras nociones que resultan equivalentes a tener 0& 1.
Proposiciéon 7. Cada una de las siquientes implica las otras dos:
1.V tiene 0 & 1;
2. 'V es semidegenerada: ningun dlgebra no trivial de V tiene una subdlgebra no trivial;
3. la congruencia uniwersal de cada dlgebra en V' es compacta.
Demostracion. Ver J. Kollar [10] y Vaggione [19]. O
En este marco se puede generalizar también la nocion de elemento central.

Definicion 8. Si A € A € V entonces diremos que € = (ey,...,¢) € Al es un elemento
A-central de A si existe un isomorfismo A — A; x Ay tal que A — (A, \2) v e —

(0;(\1),1;(A2)) para todo j. Si para @ € Al y b € A, escribimos [@,b] en lugar de

((a1,b1),...,(a;,by)) € (Al X Az)l, podemos resumir lo anterior con

Dos elementos A-centrales €, f seran llamados complementarios si existe un isomorfismo

A— Ay x Ay tal que A — (A, \a) ¥

& [0(\), I(A2)]
JF'—> [T(/\l)76()\2)]'

Los elementos A-centrales fueron introducidos por Vaggione en el trabajo [16]. Usare-
mos Zy(A) para denotar el conjunto de elementos A-centrales de A, el centro.

1.5. Condiciones de Mal’cev

Veremos con un ejemplo la nocion de una propiedad tipo Mal’cev de una variedad.
Los grupos satisfacen la siguiente propiedad:

Para todos G, H € G, a,b,c € Gy f,g: G — H tales que f(a) = f(b) y
g(b) = g(c), existe b’ tal que g(a) = g(b') y f(V') = f(c)
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Esta propiedad es equivalente a la permutabilidad de congruencias en toda la variedad
(ver definicion 2). La prueba es extremadamente simple, basta tomar b :=a-b~' - ¢, es
decir, b" es un término valuado en a, b y c. Resulta que en el caso general, reemplazando
G por una variedad arbitraria en la propiedad anterior, se puede ver que dicha propiedad
es equivalente a la existencia de un término ternario p que cumpla

pla,b,b) = p(b,b,a) ~ a.

Luego, una propiedad tipo Mal’cev es una propiedad equivalente a la existencia de
términos que satisfagan ciertas ecuaciones, y una condicion de Mal’cev es una presentacion
de dichos términos y ecuaciones. Para formalizar estas nociones, glosamos la compilacion
que R. Willard |23] extrae de G. Grétzer |7|, W. Taylor |15 y W. D. Neumann [13]. Sea
P una propiedad atribuible a variedades. Una presentacion finita (para variedades) es un
par formado por un conjunto finito {fi,..., f.} de simbolos de operacion y un conjunto
finito {01 ~ 71,...,0% = 7%} de leyes ecuacionales en variables y estos simbolos. Una
condicion de Mal’cev fuerte para P es una presentacion finita T' (como arriba) tal que
una variedad arbitraria V satisface P si y s6lo si hay términos ¢4, ..., %, en el lenguaje de V
los cuales, al ser substituidos por fi,..., f, hacen las ecuaciones en I' verdaderas en todo
miembro de V. Se dice también que P esta definida por I'. Una condicion de Mal’cev para
P es una sucesion numerable I'g, I'y, ... de presentaciones finitas que definen propiedades
Py, P, respectivamente, tales que

1. P, implica P, para cada ¢ >0,y
2. P es equivalente a la disyuncion de las P;’s.

Finalmente, P es una propiedad tipo Mal’cev si existe una condicién de Mal’cev para P.

Un ejemplo de propiedad de Mal'cev es la de tener 0 & 1. Una condicion de Mal’cev
explicita para ella esta dada por las ecuaciones (2.52). Otra propiedad de tipo Mal’cev es
la de tener congruencias factor compactas (ver la seccion 3.1 y alli el Lema 41). Mediante
un teorema de existencia, S. Burris y S. Bigelow [2] probaron que BFC es de Mal’cev;
recién en 2000 Willard halla una condicién de la cual se puede extraer una condicion
de Mal’cev para BFC, pero que no se dio en manera explicita. En la seccion 2.4 se da
una condiciéon de Mal’cev explicita y se prueba que para el caso de variedades, BFC es
equivalente a (*) en el trabajo de Willard [23].

1.6. Un resultado de Preservacion

La Teoria de Preservacion tuvo su origen en un resultado de G. Birkhoff, el cual ca-
racteriza de una manera algebraica a las variedades. Llamemos H(K), S(K) y P(K) a
las clases de todas las imégenes homomorficas, submodelos y productos directos, respec-
tivamente, de modelos de una clase . Para O = H,S,P y otros operadores que sean
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introducidos posteriormente, diremos que una sentencia de primer orden ¢ es preservada
por O si y sélo si para toda clase I tal que K |= ¢, se da O(K) |= ¢.

Teorema 9 (Birkhoff, [3]). Una clase de dlgebras K es aziomatizable por identidades si
y solo si es cerrada bajo H, S y P. En particular, si una sentencia es preservada por H,
S y P, entonces es equivalente a una conjuncion finita de identidades.

Es decir, este resultado muestra como se pueden extraer, a partir de la forma de
los axiomas que definen una clase de modelos IC, conclusiones acerca de las propiedades
de clausura de dicha clase. Mas aun, afirma que estas propiedades son equivalentes a la
posibilidad de obtener una tal axiomatizacion.

Nuestro estudio, aunque esencialmente algebraico, hace uso intensivo de estas herra-
mientas de preservacion. Buscando definiciones en lenguaje de primer orden de los objetos
que nos interesan, podemos deducir qué propiedades tienen en funcién de la estructura
de las definiciones halladas.

Ejemplos clasicos de preservacion, que embeben nuestro trabajo, son los siguientes:

Teorema 10 (Lyndon). Sea K una clase de primer orden. Son equivalentes:

1. K admite un conjunto de axiomas positivos (i.e., en los que sélo ocurren los conec-
tivos A\ y V).

2. K es cerrado por H.

Teorema 11. Una formula de primer orden es preservada al tomar extensiones (i.e.,
AE oy AC B implica B = ¢) siy sdlo si es equivalente a una férmula ezistencial.

Una formula de Horn es una formula de primer orden tal que su matriz es de la forma
AV ew
ko j

donde cada ¢y; es atomica o negacién de atomica y para cada k hay a lo sumo un j tal
que y; es atomica.

Lema 12 (Horn). Toda formula de Horn es preservada por productos directos.

Requeriremos un resultado muy técnico de preservacion (Teorema 17), relativo a fac-
tores directos. Un factor directo de A es un algebra A; tal que existe A, satisfaciendo
A= Ay x Ay. Diremos que una formula v es preservada por factores directos si cada vez
que A = 9 se da B |= v para todo factor directo B de A; en este caso, escribiremos “4
es preservada por F”.

El Teorema 17 mostrara que las formulas de cierto tipo son preservadas por productos
y factores directos. Un resultado relacionado se encuentra en Willard |23, Lemma 1.2],
donde se prueba que la clase de formulas KC-factorables cumple con esta propiedad. En
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nuestro caso, las formulas que surgen en el desarrollo del Capitulo 2 no parecen responder
a exactamente el mismo esquema que las formulas KC-factorables, pero igualmente se pudo
demostrar la preservacion necesaria.

Por el resto de la seccion, N serd un nimero natural par.

Lema 13. Para toda palabra « en el alfabeto {1,..., N} de longitud no mayor que N,

sea To = To (T, Y, Z, X1, Y1, - - -+ Ty Yn ) una formula preservada por productos directos y por
F. Defina:
B = /\ (/\v;ﬁe Tay = Ta) Om = /\ </\'y7é€ for ™ Ta>'
m<|a|<N m<|a|<N
la| par || impar
Luego,

1. Para 2 <m < N, m par, st (EInyl oy Ve, Em) A (ElzNyl . dz, Yy, Om+1) es
preservada por F, también lo es

(EInyl oy Ve, Em) A (HxNyl . dx, Yy, Om_l).

2. Para 4 <m < N, m par, st (EInyl oy Ve, Em) A (EIIlVyl . dz, Yy, Om_l) es
preservada por F, también lo es

(Elyl‘v’xl Ay Ve, Em_g) A (EIxNyl o dz, Yy, Om_l).

Note que todo subindice varia sobre palabras de longitud menor o igual a N, asi que
una expresion de la forma “/\___7,,” deberia ser leida como “A{7a,y # e y |ay| < N}".
Por esto, si m > N, O,, = true (conjunciéon vacia) y Ey = /\|ﬁ\:N 73. También, recuerde
que la i-ésima componente de un elemento a en un producto directo II; A; se llama a’.

El caso que nos interesara en las aplicaciones es en el cual las formulas 7, son atémicas,
asi que el lector puede hacer tal suposicion sin perder generalidad.

Ahora enunciaremos y probaremos dos lemas que serdn de ayuda para probar el Le-
ma 13. En lo siguiente supondremos que la tupla Z tiene longitud igual a 1, ya que las
pruebas son exactamente las mismas y esta simplificacion las hace mas faciles de leer.

Lema 14. Sea m un entero par, Ag, A1 € V y c,d,e,aq,... a2, € Ay X Ay tales que
2 <m < N, Ay x A E Eylc,de,a, ... a,) y A1 E Opaa(ct,d el ai,. .. al),).
Entonces Ay = Ep(c®,d° €%,al,....d3,) y si a tiene longitud m entonces

AO ): (/\Ta'y> (Co’d0’607a[1)7”'7a(2)n) = AO X Al ’: </\Talt> (07 d,e,al,...,agn). (1.1)

v#E 7
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Demostracion. Por inducciéon en m. Sim = N, la primera parte es inmediata pues Fy es
una conjunciéon de féormulas preservadas por F y por esto preservada por F. La segunda
parte estd contenida en las hipotesis. Para hacer la prueba mas legible, omitiremos la
cadena de parametros. Tome un entero par m tal que 2 < m < N y suponga el lema esta
probado para m + 2. Suponga

Ag X Ay E By Note que: E,=F,.N | |/_\ (/\77&5 Tory — Ta> (1.2)
Ay = O Ot = Omss A § /\+1 ( N, 7o = Ta). (1.3)

Por la primera parte de la hipotesis inductiva tenemos Ay = E,,12. Tenemos que ver que

Ao E A (N

m,

. Tay — Ta). Suponga ahora que para alguna palabra a de longitud
yF#e

Ay = N 7o (1.4)
y#€
En particular, para cada 7,7 < N tenemos

AO }: /\ Taij,u'
“w

Probaremos que Aj = 7, y la segunda parte del lema serd probada en el camino. Por la
segunda parte de la hipotesis inductiva (i.e., (1.1)) obtenemos, para todo j,

Ag x Ay = /\Taim 0, dicho de otro modo, Ay x A; = /\ Toviny-
Iz #e
Como esta tltima formula es preservada por F, tenemos
A N\ i (1.5)
yF#E

Usando (1.3) (observe que |ai| = m + 1), tenemos A; = 7,; para todo i. Esto, junto
con (1.5) implica que Ay = A\ . 7o, Ahora aplicamos (1.4), obteniendo

AO X Al }: /\ Tory-
v#e

Aplicando (1.2),
AO X A1 ’: Ta-

Las tltimas dos formulas conjuntamente dicen

Ag x Ay | N\ Tope (1.6)
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Hemos probado (1.4)=(1.6), que es la segunda conclusion. Como 7, es preservada por F,

obtenemos Ay = 7,, que es la primera conclusion. Il
Lema 15. Sea m un entero par, Ay, A1 € V y ¢, d,e,aq,...,as, € Ag X Ay tales que
2<m< N, Agx A1 = Opi(c,dye ay, ... a0,) y AL | En(ct,ctelyal, ... ad). Luego
Ao E Oy (P, d% €0, ad, ..., ad,) y st a tiene longitud m — 1 entonces
Ay = </\ Ta7> (?d% e al,. .. al,) = Ay x A |= (/\ Tau>(c, d,e,ay,...,as).
y#e 1%

Demostracion. Por induccion en m. Si m = N, las hipotesis son:

Ao x A1 = On_y = /\ </\v7ﬁ€ Tory — Ta> (1.7)

la|l=N-1

Al E Ey = N\ 7 (1.8)

|Bl=N
Suponga que para alguna palabra « de longitud N — 1,
AO }Z /\Toz'y = /\Tozia
y#e @

Usando (1.8) y preservacion por productos directos, tenemos
AO X Al IZ /\Tai~
i
Por (1.7) tenemos Ay X A; |= 7., obteniendo asi

Ag X Al ): /\Ta#.
o

Hemos probado la segunda parte del lema. Pasando a Ay obtenemos la primera parte.
Ahora tome un entero par m tal que 2 < m < N y suponga el lema estd probado para
m + 2. Suponga

Ao % Ay | Oy = O A\ (/\#5 Toy — Ta) (1.9)

|a|=m—1

A EE, =FEni2 A /\ </\v¢6 Tory — Ta>. (1.10)

la|=m

Por hipotesis inductiva tenemos Ay = O,,11. El resto del argumento es paralelo a la
prueba del Lema 14. Il
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Prueba del Lema 13. Para ver (1), suponga
Ao x Ay ((Gpver . Fya¥a, Bp) A Gai¥yr . 30,99, On 1) ) (e doe).
Asi tenemos funciones (de Skolem) F, ..., F, tales que F; es (i — 1)-aria y

AO X Al ): vgjomfl(ca d7 67F17y17 s 7Fn(y17 s ;yn71>7yn>-

Como O,,_1 implica O,, 1, tenemos
Ag x Ay = <(E|y1Vm1 ... 3y, vV, Em) A (H:mVyl .. 3z, Yy, Om+1)> (c,d,e).

Y luego, como esta féormula es preservada por F, por hipotesis,

Ao E BV ..y Ve, By (0, d, €) (1.11)
Ar | BV .. 3y Vo, By)(ct,d'eh). (1.12)
Asi tenemos funciones G, ..., G, tales que

Ay EVZE, (' d' et xy, Gy, x, Gy, .. T)).
Ahora, para j = 1,...,n defina funciones j-arias p; = pj(a,...,a;) de Ag a Ay X Ay:

p1 = (a1, Gh)
p2 = (ag, Go(FY}))
p; = (aijj(FllvFQ(pl)lv o 'aFj—l(pla cee 7pj—2)1))'

El lector puede verificar que esta seleccion asegura, para cada @ € Af,

AO X Al ): Om—l(ca d7€7F17p17 s 7Fn(p17 ce 7pn—l)>pn)
Al ): Em(clad1>el7F117p%7 .. 'aFn(pla s >pn—1)1ap117,)'

Podemos aplicar el Lema 15 y obtenemos
Ag E Opot (P, d% € FY 1Y, Fo(pr, - pne1)’, 1)).
Equivalentemente,
Ao E Oy (co, d°, e, FY ay, Fo(p1)®, a, ..., Fu(p1,. .., 1)’ an).
Ahora, definiendo H; : A}~ — A como sigue:
H, = F

Hy(y1) = Fa(pi (1))’
Hj(yh . >yj71) = Fj(pl(yl)a e >Pj71(y1> e ayjfl))0>
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Vemos que
AO ’: V?jOm—l (CO7 d0> 607 H17 Y- - 7H7’L(y17 s 7y7’b—1)’ yn)7
y luego
Ay = (EIxNyl 3w, Yy, Om_l) (,d" e").
Esto, junto con (1.11), prueba este caso.

La parte (2) es enteramente anéloga a la anterior y se prueba usando el Lema 14. [

El siguiente lema es una generalizacion del resultado relativo a formulas de Horn, y en
palabras dice que si en la definicién de una féormula de Horn reemplazamos las formulas
atomicas por formulas preservada por productos y factores directos, obtenemos la misma
preservacion. La prueba es enteramente andloga al caso de las formulas de Horn.

Lema 16. Sea ® una férmula de la forma
Qlul S Qnun /\ \/ Pkj
E J

donde Q; = 3,V, cada py; es preservada por P y F o es la negacion de una tal formula
y para cada k hay a lo sumo un j tal que @i; no estd negada. Entonces ® es preservada
por P.

Teorema 17. (Mismas hipdtesis que en el Lema 13.) La formula
(Elnyl ...y, vV, Eg) A (El:leyl 3z, Yy, 01) (1.13)
es preservada al tomar factores directos y productos directos.

Demostracion. Primero observe que

(ByiVay .. FyVan Ex) A By ... 32,V Ona) = FynVar .. FyVa, [\ 75
BI=N

es preservada por factores directos. Esto es inmediato pues la conjuncion y la cuantifica-
cién de formulas preservadas por F son nuevamente preservadas por F. Luego de aplicar
sucesivas veces el Lema 13 podremos concluir que (1.13) es preservada por F.

La prueba de que (1.13) es preservada por productos directos es el contenido del
Lema 16. [



Capitulo 2

Variedades con Congruencias Factor
Definibles

2.1. Introduccion

través de este capitulo supondremos que V es una variedad con 0 & 1 tal que los

términos 0 y 1 son cerrados. Esto puede ser conseguido cuando el lenguaje tiene

una constante. Haremos esta suposicion para simplificar y clarificar nuestro
- tratamiento; sin embargo, las pruebas permanecen validas en el caso general.

En trabajos de D. Vaggione |17, 18, 20, 21| y en tltimo lugar en un trabajo en con-
junto con el autor [22], se han utilizado los elementos centrales para relacionar diversas
propiedades de una variedad. Como ejemplo, en [20] se prueba que toda variedad de con-
gruencias modulares con 0 & 1 tiene la propiedad de Fraser-Horn-Hu. En estos trabajos,
un punto clave es conseguir una descripcion en primer orden del centro Z(+), y dicha des-
cripcion esta indisolublemente ligada a una caracterizacion analoga de las congruencias
factor.

Hasta el trabajo [22] se consideraba que el contexto mas general en el cual los elementos
centrales en una variedad con 0 & 1 “codificarian la informacién relativa a congruencias
factor” era el de variedades con congruencias factor compactas (cf. seccion 3.1) y, en la
practica, variedades tales que la congruencia principal Cg((O7 0), (0, 1)) en un producto
directo A x B igualara al nicleo de la proyeccién canénica A x B — A. La frase entre
comillas se puede interpretar de diversas maneras; una de ellas es la siguiente:

para A € V, el mapeo
(0,6%) — tnico (€, f) € Al x Al satisfaciendo 00¢60* 1y 10 f0*0

es una biyeccion entre el conjunto de pares de congruencias 6,0 € CON(A)
tales que 6 x 0* = A y el conjunto de pares de elementos centrales comple-
mentarios de A.

18
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Pero luego de notar que en el caso de una variedad arbitraria con 0 & fy BEFC! se obtenia
el mismo poder expresivo de los elementos centrales, se decidi6 invertir el punto de vista y
preguntarse qué conclusion puede extraerse de la sola hipotesis de definibilidad en primer
orden de las congruencias factor con elementos centrales como parametros, es decir:

existe una formula primer orden ®(x,y, Z, W) en el lenguaje de V tal que para
todo A, BeV,ya,ce A bde B,

—. -
I

A x B = ®((a,b), (c,d), 0,1, [, 0)) siysolosi a=c.

La conclusion de esta linea de trabajo puede condensarse en el siguiente teorema.
Teorema 18. Sea V una variedad con 0 & 1. Las siguientes son equivalentes:

1.V tiene la Propiedad de Determinacion Débil (DP Débil): para A € V, el mapeo

—

(0,0%) — dinico (€, f) € Al x Al satisfaciendo 0061 y10f0°0

es una biyeccion entre el conjunto de pares de congruencias factor complementarias
de A y el conjunto de pares de elementos centrales complementarios de A.

2.V tiene la Propiedad de Determinacion (DP): para A € V, el mapeo
(0,0%) — dnico & € Al satisfaciendo 00 6* 1

es una biyeccion entre el conjunto de pares de congruencias factor complementarias
de A y el conjunto de elementos centrales de A.

3.V tiene Congruencias Factor Definibles (DFC): existe una formula de primer orden
O(x,y,2) en el lenguaje de V tal que para todo A,B €V, ya,c€ A, b,d € B,

—.

A x B = ©((a,b), (c,d), 0, 1))  siysolosi a=c.

4. Existe una formula de primer orden ®(x,y,Z, W) en el lenguaje de V tal que para

todo A,B€V, ya,ce A, b de B,

— —.

A x B ®((a,b), (c,d),[0,1),[1,0]) siysdlosi a=c.

5.V tiene BFC.

Mas aun, cuando estas condiciones equivalentes valen, la formula ® en (3) puede ser
elegida de manera que sea preservada por productos y factores directos. Por iltimo, para
todo A €V, el mapeo

'En la seccién 3.4 se define una variedad £V que satisface estas dos hipétesis y no tiene congruencias
factor compactas.
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€ O4(-, - &)

es una biyeccion entre el conjunto de elementos centrales y el dlgebra de Boole de con-
gruencias factor de A.

Ahora describiremos brevemente los contenidos de cada parte de este capitulo. En
la seccion 2.2 damos una condicién de Mal’cev para una Propiedad Intermedia que se-
ra definida alli; esta condicion es enteramente analoga a una condicion de Mal’cev para
BFC. Los términos obtenidos en esta parte son los constituyentes tltimos de nuestras
construcciones de definibilidad. La seccion 2.3 provee una formula explicita ® satisfacien-
do (3) del Teorema 18. Esta formula es construida de tal manera que es preservada por
productos directos y factores directos; esta tltima afirmacion usa el resultado probado en
la seccion 1.6. En la seccion 2.5 caracterizamos en primer orden los (pares de) elementos
centrales (complementarios) en una variedad con DFC y mostramos que las coordena-
das (en una representacion por producto directo) de un elemento central son elementos
centrales. Estos resultados y los obtenidos en las secciones previas permitiran finalizar la
prueba del Teorema 18. En 2.6 damos una férmula 6ptima para el caso de una variedad
de semi-reticulados con 0 & 1.

2.2. Una Propiedad de Mal’cev Intermedia

Usaremos la siguiente Propiedad Intermedia (IP):
paratodo A€V, g€ Ay ¢, 0%, 0,0 € CON(A), si o x o* = A, O x 0* = A,
00e0*1y 0pep"1, entonces 0 = .

No es dificil ver las implicaciones DP = IP = DP Débil. En lo que sigue, daremos
definiciones y lemas que nos encaminen al Teorema 24, el cual nos proporcionara una
condicién de Mal'cev para la IP.

Sean s;,t; términos (2i + [)-arios (en el lenguaje de V) para cadai=1,...,ny sea A
un algebra en el lenguaje de V (no necesariamente en V). Para (¢, d, €, a1,by,. .., a,,b,) €
AXE2 definimos o(c, d, €, a1, by, . . ., an, by) como la tupla (z,y, Z, 1, y1, . . . , Tn, Yn) dada

por la siguiente recursion:

'Tj = Sj(x>y7 2, T1,Y1y - - - >xj—17yj—l)

yj = bj

< 8
Il
SO0

Y
Il

Definimos ¢*, p, p* andlogamente.
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» 0%(c,d, € a1,b1,...,an,b,) = (T,y,Z, 21, Y1, ..., Tn, Yn) donde:
Ti=c xj=t(2, Y, 2, 1, Y1, - - Tio1,Yj—1)
y:=d yj = b;
7:=1
w ple,d, € a1,b1,. .. an,b,) = (,y, 2,21, Y1, ..., T, Yn) donde:
Xr . =C [Ej = aj
Y =d Yj == Sj<x7y7g7xlay17"'7'rj717yj71>
7:=0
. p*(ca d: ga ay, b17 ceey Ap, bn) = (xa Y, 57 T1,Yty -y T, yn) donde:
xr = cC Ij = CLj
Yy =d yj = tj(xvyagaxlayla'"75Uj71>yj71)
7:=1
Primero enunciaremos sin prueba un lema que involucra estas funciones.
Lema 19. Para todo (c,d, €, ay,by,. .., a,,b,) € A*MH20 tenemos las siguientes identi-

dades:

Cg(CJ d) \% Cg(€7 6) \ \/ Cg(aiy Si<ca d7 é; ai, b17 ceey i1, bi*l)) =

= Cgl((c,d, € a1,by,...,an,b,),0(c,d, € ay, by, ..

Cg(e, 1) v \/ Cgla ti(c,d, & ar, by, ..., a;_1,b;1)) =

= Cg((e,d, € a1,by,...,a,,b,),0%(c,d, € ay,by, ..

Cg(gv 6) \ \/ Cg(bu Si(ca da 57 ay, bla ceey Gi—1, bi—l)) =

= Cg((c7 d7 a17b17 é; e 7an7bn)7p(ca d7 é; a17b17 ..

Cg(a T) V \/ Cg(bz, ti(C7 d, é: ai, bl, ey @y, bi—l)) =

= Cg((c,d, € a1,by,...,an,b,),p"(c,d, € ay,by, ..

- Qs b))

- Gn, bn))

- Gn, by))

-G, by)).
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En las pruebas que siguen, repetidamente buscaremos elementos en un algebra que
resuelvan “ecuaciones” congruenciales de la forma

9

s

b

a i

cuando 6 x 6* = A. Usando las funciones o, o*, p y p* recién definidas, podremos sacar
conclusiones de la manera en que los elementos como x fueron construidos. Esto es el
contenido de las siguientes consecuencias inmediatas del Lema 19:

Corolario 20. Dados c,d € A, ¢€ Al y 0,0 € CON(A) tales que 00¢6*1 y cHd, para
todo a; y b; (i=1,...,n) tales que

51 (C7 d7 g)

82(ca d7 gv alabl) a2 Et2(07 d7€’a1’b1) (21)

5j+1(c, d,e,al, bl, “ee ,CLj,bj) aj1 = tj+1(C, d,e,al, bl, NP ,aj,bj)

tenemos

*

t(c,d,€ a1,b1,...,an,b,) =t(c™(c,d, € a1,b1,...,an,b,))
(2.2)

=

t(o(c,d,€ ay, by, ..., an,by))

para todo término (2n + 1+ 2)-ario t en el lenguaje de V.

El siguiente resultado es enteramente analogo.
Corolario 21. Supongamos que c,d € A, € € Al y p,¢* € CON(A) son tales que
Opép*l. Sia; yb; (i=1,...,n) satisfacen

si(c,d, @) Z by = ty(c,d, &)
(2.3)

sjy1(c,d, € a1,by, ..., a;,b;) = bja
obtenemos

t(p(e,d, € a1,b1,. .., an,by)) £ t(c,d,€ a1,b1,. .., an,by) £ t(p*(c,d, € arby, ... an,by,))
(2.4)
para todo término (2n + 1+ 2)-ario t en el lenguaje de V.

También necesitaremos la siguiente version (debida a Gritzer) de la observacion clave
de Mal’cev sobre congruencias principales y su corolario.
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- -

Lema 22. Sea A cualquier dlgebra y sean a,b € A, a,b € A". Entonces (a,b) € CgA(EL’, b)
si y sdlo si existen términos (n + m)-arios p1(Z,0),...,pp(Z, W), donde k es impar vy,
u € A™ tales que:

a = p1(d, )
pi(g, ) = pi+1(5, W), @ impar
pi(d, @) = pir1(a, o), i par
pr(b, @) = b

-

Corolario 23. Para todo homomorfismo F : A — B, si (a,b) € 04(ad,b), entonces
(F(a), F(b) € 0%(F(a), F (D).

Usaremos |a| para denotar la longitud de una palabra « y € denotara la palabra vacia.

Teorema 24. Sea V una variedad con 0 & 1.V tiene la IP si y solo si existen enteros
N =2k y n, términos (2i + 1)-arios s; y t; para cada i = 1,...,n, y para toda palabra o
en el alfabeto {1,..., N}, de longitud no mayor a N, hay términos L, R, tales que

o = N

La(p(X)) & Re(p(X) 25)
La(p"(X)) = Ra(p*(X))
o] =0
z ~ Le( ﬁ) (2.6)
y ~ R(X)
Lo(p(X)) = Li(p(X)) 2.7
Ry(p(X)) ~ Lin(p(X))  sil<j<N-1 (2.8)
Ry (p(X)) ~ R.(p(X)) 2.9
0<lal<N|
W@r entonces
La(p(X)) = Lar(p(X)) (2.10)
Rag(p(X)) ~ Laginy (X)) sil<j<k—1 (2.11)
Rar(p(X)) = Ra(p(X)) (2.12)
La(p"(X)) % Lagn (0 (X))
Rog(p" (X)) & Lagin(p"(X)  sik+1<j<N -1 (2.13)
Rax(p"(X)) ~ Ra(p"(X))
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Si |a| es impar entonces

La(o(X)) & La(0(X))
Roj(0(X)) = Lag41)(0(X)) st1<j<k—-1 (2.14)
Ror(0(X)) = Ro(o(X))
La(0"(X)) = La@t1)(0"(X))
Roj(0"(X)) & Lagi41)(0"(X))  sik+1<j<N-1 (2.15)
Ran(0" (X)) & Ra(0"(X))
donde X = (T, Y, 2, 1, Y1y - - Ty Yn) Y O, 0, p y p* estan definidos respecto a s;, t;, sobre
Ty(X).

Demostracion. (<) Suponga la existencia de los términos, y suponga ¢ X p* = A, §x0* =
A, 00e0*1, 0pep*l,y cld. Queremos ver que cpd. Existen tnicos a;, b; satisfaciendo
las siguiente relaciones

o 9 " -
s1(c,d,€) = a; = t1(c,d, €)
oy P " o
s1(c,d,€) = by = ti(c,d, €)
(2.16)
= 0 0~ -
Sj_H(C, d,e,al,bl, PN ,aj,bj) = aj+1 = tj+1(C, d, e,ahbl, ce ,aj,bj)
- 2 i -
Sj-‘rl(ca daeaalablw-'vaj)bj) =041 = tj+1(C,d,€, alablv"'aa'jvbj)

Note que esta definicién combina los esquemas de los Corolarios 20 y 21. Luego, por las
ecuaciones (2.2) y (2.4) tenemos, tomando t := L,, R,:

11

Lo(o(c,d, € a1,b1,...,an,b,)) = Lo(c,d, € a1,b1,...) = Lo(0™(c,d, € a1,b1, ..., an,b,))

*

IS

La(p(ca d7 gv aq, b17 <oy Qny, bn)) é La(ca da gv ay, bla s ) La(p*(ca da 57 ai, bla <oy p, bn))

(2.17)

s

Ra(O'(C, d7 é: ay, b17 <oy Oy, bn)) Ra<0'*(c, da 6_; ai, bla <oy Oy, bn))

Ra(ﬂ*(Q d7 e_; ay, b17 <oy O, bn))
(2.18)

*

s

Ru(p(c,d,€ a1,b1,. .., an,b,)) £ Ru(c,d, € a1,bq,...)

para toda «. Probaremos inductivamente que

Lo(c,d,€ ay,by, ... a,,b,) = Ro(c,d, € a1,by,. .., an,by) (2.19)
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para toda a # . Tome « tal que |o| = N; luego

Lo(c,d,€ a1,by,. .., an,by) £ Lo(p(c,d,€ a1,by,...,a,,b,))  por ecuaciones (2.17)
= R.(p(c,d, € a1,b1,...,a,,b,)) usando identidades (2.5)

£ R.(c,d, € a1,by, ... an,by) por ecuaciones (2.18)

Y,

*

Lo(c,d,€ a1,by,...,an,by) £ Lo(p*(c,d,€ a1,by,...,a,,b,)) por ecuaciones (2.17)
= R.(p*(c,d,€,a1,b1,...,a,,b,)) usando identidades (2.5)

£ R.(c,d, € a1,b1, ..., an,by) por ecuaciones (2.18)

Luego (La(c, d,e a1, by, ... a,,b,), Ro(c,d, € a1,b1,. .., an, bn)) € pNe* = A y entonces
Lo(c,d,€ ay,by,. .. a,,b,) = Ry(c,d, € a1,by,...,a,,b,). Tome o # € de longitud impar
y suponga

Laj(C, d, g, ai, bl, vy Qpy, bn) = Raj(C, d, é: ay, bl, vy Qpy, bn)

para todo 7 =1,..., N. Se verifica que

Lo(c,d, & a1,y ... an,bp) = Ra(c,d, & ay, br, ... anby):

Lo(c,d,€ ay,by,. .. a,,b,) = Lo(o(c,d, € a1,by,...,a,,b,))  por las ecuaciones (2.17)

= Loi(o(e,d, € a1,by,...,a,,b,)) por las identidades (2.14)

0

= Loi(c,d, € a1,by, ..., a,,b,) por las ecuaciones (2.17)
= Ro1(z,x,Z,a1,b1, ... ,a,,b,) por hipotesis inductiva

0

= Ro1(0*(¢,d, €, a1,by,...,a,,b,)) por las ecuaciones (2.18)
0

usando (2.14) e iterando
- Rak<0'(C, d7 87 ay, b17 <oy Ap, bn))
Ry(o(c,d, € a1,b1,...,an,b,))  usando (2.14)

Ra(ca d7€7a17 b17 v 7an>bn)7

lIl=

Idem para 6*:

Lo(c,d,€ a1,by,. .., an,by) Z Lo(0*(c,d,€ a1,b1,...,a,,b,)) por las ecuaciones (2.17)
= La1(0%(¢,d, €, a1,by,...,a,,b,)) por las identidades (2.15)
£ Loa(c,d, € ay,by, ... a,,by,) por las ecuaciones (2.17)
= Rai1(c,d, € a1,b1,...,a,,b,) por hipotesis inductiva
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s s

1%

Lo(c,d, € a1,b1,...,an,by)

prueban (La(c, d,e ay, b, ...

La(C, d,é: al)bh ceey Ap, bn)

Ral (O'* (C, d, g,

Rox(c*(c,d, €,
= R.(0"(c,d, € ay,by, ..

R.(c,d, € a1,bq, ..

Entonces (La(c, d,e a1, by, ..., a,,b,), Ro(c,d, € a1,b,. .., an, bn)) eono*
son iguales. Si « # ¢ tiene longitud par, las relaciones

ay, b17 s >an>bn))
alabla s 7an,bn))
<5y bn))

5, by)

26
por las ecuaciones (2.18)
usando (2.15) e iterando
usando (2.15)
por las ecuaciones (2.18)
= A, y luego

= Lo(p(e,d, € a1,by, ... a,,b,)) por las ecuaciones (2.17)
= La1(p(c,d, € a1,b1,...,a,,b,)) por identidad (2.10)
£ Loi(c,d, € a1,by, ... a,,b,) por las ecuaciones (2.17)
= Rai(c,d, € a1,by,...,a,,by) por hipotesis inductiva
£ Roi(p(c,d, € aq,by,...,a,,b,)) por las ecuaciones (2.18)
£ usando (2.11) e iterando
= Rox(p(c,d, € a1,by,...,a,,b,))
= Ru.(p(c,d, € a1,by,...,a,,b,)) usando la identidad (2.12)
= R.(c,d, € a1,by, ..., a,,b,) por las ecuaciones (2.18)

y Qny bn)? RQ(C, du é: as, bla oo On, bn)) cpy
N Lo(p*(c,d,€ a1,b1,...,a,,b,)) por las ecuaciones (2.17)
= Lo1(p*(c,d, € a1,b1,...,a,,b,)) por identidades (2.13)
= Loa(c,d, € aqby, ... a,,by) por las ecuaciones (2.17)
= Rai(c,d, € a1,by,...,a,,by) por hipotesis inductiva
£ Roi(p*(c,d, € ay1,by, ... ,a,,b,)) por las ecuaciones (2.18)
= usando (2.13) e iterando
- Rak(p*(ca da é: ay, blv <oy Qpy, bn))
= Ro(p*(c,d€, ay, by, ... ,an,b,))  usando (2.12)

ﬁ* —
- Ra(c7 dveaala b17 s 7anabn)

completan este caso. Finalmente, tenemos

c= Ls(p(c7 d7 57 ay, b17 s
= L1<p(C, d, 5, abbl, ..

.G, by))
- n; by))

por las ecuaciones (2.18)

usando las identidades (2.6)
por identidad (2.7)
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£ Li(c,d, € a1,b1,. .. an,by) por las ecuaciones (2.17)
= Ry(c,d, €, a1,by,...,a,,0,) por (2.19)

£ R, (p(c,dé,ay, by, ... an,by)) por las ecuaciones (2.18)
»

usando ecuaciones (2.8) e iterando. ..
= Rn(p(c,d, € a1,b1,...,a,,0,))

= R.(p(c,d, €, a1,by,...,a,,0,)) usando la identidad (2.9)

=d usando las identidades (2.6)

Esto prueba (¢, d) € .
(=) Para cada conjunto de variables Y, defina

Y* =Y U {2y :0.q € T(Y)}U{ypy 0 € T(Y)}
Y™ i=Y
Y(n—l—l)* — (Yn*)*

v = Jy™

n>1

donde x,, ¥ yp, son nuevas variables. Tome Z = {z,y,21,...,25} y F = F(Z*).
Defina el indice de p € T(Z*) como ind(p) = min{j : p € T(Z’*)}; es evidente que si
ind(z,,) < ind(z,s), ni p ni ¢ pueden ser términos que dependan de z, ;. Lo mismo vale
cuando ind(z,,) < ind(y,s) y simétricamente, y cuando ind(y,,) < ind(y.s).

Tome las siguientes congruencias en F

0 := Cg(0,2) v Cg(z,y \/\/{Cgp,qu) p,q € F} §o = € := AF

0" = Cg(L,2) v \/{Ca(2pg,q) : p,q € F} i1 =0V )N (0" Ve,
p = Cg(0,2) v \/{Ca(p, ypg) : P, q € F} ens1 = (9 V 6,) N (9" V ,)
"= Cg(1,2) vV \/{C8(ypq:0) : p.q € F} 0o =\ 0=\ €n

n>0 n>0

Por construccion, ¢ o o* = o §* = VI, 00261, 6g0 Zp* I, v 260y. Observe que si
(a,b) € (pVds)N(p* V) entonces existe un n > 0 tal que (a,b) € (pVd,) N (¢*Vd,).
Pero esta congruencia es exactamente €, 1, asi que (a,b) € €,11 C 0. Podemos concluir
(Vo) N (9" V doo) = oo. Lo mismo sucede con 6 y 6*; por esto,

(OV 0:0) /0o X (0" V 0) [0 = A (0V 8:0) /000 X (0°V 6.) /00 = A

en F'/d. Entonces, por la IP tenemos (z/do0, ¥/do0) € (Vo) /oo ¥ luego (z,y) € ¢Viuo.
Podemos encontrar un entero par N = 2k tal que (z,y) € ¢ o*¥ §¥, donde 6% es el
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resultado de reemplazar cada ocurrencia de “V” en la definicién de d por o, el producto
relacional iterado N veces. Definiremos inductivamente términos L, y R,, para a una
palabra de longitud a lo sumo N en el alfabeto {1,..., N} tal que:
r=1L, Y= R.
(L67L1> €y (RN7 Ré‘) cp
(Li, R;) € 6% sil<i<N

Para « # ¢ tal que |a| < N es un entero impar,

(Lo, Lay) €6 (Rak, Ro) €0 (2.24)
(Lo, Lagkt1)) € (Ran, Ry) € 07 (2.25)
(La“ Raz) S EN o] sil S 1 S N (226)
(Rads Laisn) € sil<i<hk—1 (2.27)
(Rads Lagisn) € sik+1<i<N-—1 (2.28)

y para « # ¢ tal que |a| < N es un entero par:
(Loza Lal) € 90 (Ralm Ra) cp (2'29)
(La, L k—l—l)) (RaNu Ra) S’ (230)
(Laz, Ron) S 5N o] sil S ) S N (231)
(Rais Lagisn) € sil<i<k—1 (2.32)
(Rais Lagisn) € sik+1<i<N-1 (2.33)
Tomamos L. := vy R. := y. Como sabemos (z,y) € ¢ o*" 6%, definimos L;, R; para

t=1,..., N como términos satisfaciendo

2@ Loy Ry Ly oy -+~ Lv oy Ry ¢y (2.34)

Note que estos términos satisfacen (2.20)—(2.33) siempre que puedan ser verificadas. Su-
ponga que hemos definido los términos correspondientes a palabras con longitud menor
o igual j y que satisfacen las ecuaciones entre (2.20)—(2.33) que involucran palabras de
longitud 7 o menor. Entonces definiremos términos correspondientes a palabras con lon-
gitud igual a 7 + 1 tales que la totalidad de términos definidos satisfagan las ecuaciones
entre (2.20)—(2.33) que involucran palabras de longitud j+1 o menor. Tenemos dos casos:

Caso 1: j impar. Tome a tal que | = j. Tenemos L, y R, y por (2.31), satisfacen
(Lo, Ra) € 051 = (00N ey ;) N (0" o™ ey ;). Definimos Lo; y Rei parai=1,...,N
tales que:

Loz 0 Lal 6%_]‘ Ral 0 La2 e Ra(k—l) 0 Lak 6%_]' Rak 0 Ra

La 0 La(k+1) EN—j Ra(k+1) 0 La(k+2) T LaN EN—j RaN 0 Ra-
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Las ecuaciones entre (2.20)-(2.33) que involucran términos L, y R, tales que |u| = j+1
son (2.24)—(2.28). Todas ellas pueden ser inferidas de (2.35).

Caso 2: j par. Tome « tal que |a| = j. Definimos L,; v Ry para i = 1,..., N.
Por (2.26) y por la definicion de e%fjﬂ podemos definir nuestros términos satisfaciendo:

La @ Lal 5]]\\/[_]‘ Ral 2 La? e Ra(k—l) 2 Lak 5%_3‘ Rakz 2 Ra

N . . (2.36)
Lo o Lokt 5N7j Ras1) ¢ Lar2) - Ran ¢ Ra.

De esto inmediatamente concluimos (2.29)—(2.33).

Sea V' C Z° un conjunto finito de variables tal que si reemplazamos 6, 6%, ¢ y ©*,
respectivamente, por las siguientes congruencias compactas:

atn obtenemos las relaciones congruenciales (2.20)—(2.33). Es claro que si agrandamos el
conjunto V' a un nuevo conjunto X, las propiedades enumeradas atn valdran. Sea V la
union de V' y el conjunto (finito) de variables que ocurren en los términos L,, R, donde
« es una palabra. Defina:

Vg1 ==V, U U{Var(p), Var(q) : xpq € Vi or ypq € Vi }
Luego, para algiin M tendremos Vj; = Vj/41; definamos

X = (VM U{Zpq  Upg € Vit U{Upg : Tpg € VM})\{x,y,zl, o2t

Ordene X totalmente de manera que ind : X — w sea no decreciente y x,, sea el
predecesor inmediato de y, 4, ¥ agregue x,y, 21, ..., 2 al principio. Tenemos

—

X = (may>zax51,tlay51,t1> cee 7xsn,tn7ysn,tn) = (ajayazaxlayla cee 7xn7yn)-

—

Entonces podemos considerar L, = L,(X) y lo mismo para R,, y por los comentarios
que seguian a la definicion de Z*°, podemos suponer s; = s;(z,y, 2, T1, Y1, - -, Ti1, Yi—1)
y lo mismo para ¢;. Finalmente, defina o, p,o*, p* sobre el dlgebra de términos T()?) con
respecto a s;, t;. Afirmamos que estos Lo, R., Se v to satisfacen la condicion de Mal'cev.
Verifiquémoslo para identidad (2.10). Tome « tal que su longitud sea un entero par entre
0 y N estrictamente. Por Lema 19 tenemos

p = Cg(X, p(X)).
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Como tenemos L, ¢ La por la ecuacion (2.29), el Lema 22 nos da términos p; tales que
para alguna tupla u, F satisface

La :pl(X7ﬁ)
pi(p(X), @) = pa(p(X), )
pQ()?,U) = py(X i)

5(X,

Pm (,O(X), ﬁ) = Lal

Como los elementos de la tupla o = U(X',Y) pueden ser pensados como miembros de
T(Z%), obtenemos las siguientes leyes para V:

Lo(X) ~ pi (X, @(X,Y))
p1(p(X), @(X,Y)) = pa(p(X),ii(X,Y))
pﬂ)&ﬁ(?&?)) sz(X',ﬂ'(X,?))

) = p(X), tenemos

&
@
D
=
=
&
N
Qo
=
[oN
@]
<
T
]
=
=
—~
=
@
=
—+
Q
o
o]
[¢2]
&
o
o
wn
<
=
o
—+
&
=
o
]
e}
=
@
2
=
—~
a7

y por transitividad, . .
V ): La (p(X)) ~ Lal (p<X))7

que es lo que estdbamos buscando. Las otras identidades pueden ser obtenidas similar-
mente. O

La prueba del teorema previo sigue la linea de una prueba para una condicién de
Mal’cev para BFC. Una condicién tal —paralela a la nuestra— nos fue comunicada
personalmente por R. Willard.

En los siguientes resultados, conservamos la notaciéon del Teorema 24.
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Corolario 25. Una variedad con 0 & 1 tiene la IP si y solo si existen enteros N y n,
términos (2i + l)-arios s; y t; para cada i = 1,...,n tales que para toda A € V y todo

0,0%, ¢, 0" € CON(A) se da

*

= (z,y) € p Vin. (2.37)

N 1NN N
‘G*‘G >

para todo x,Y, 2, T1, Y1, ..., Tn, Y en A.
Demostracion. (<) Supongamos que 0, 6% ¢, ¢* € CON(A) son tales que
0 x 0" =A 00z6"
px g =A OpZyp

y (z,y) € 0. Como se vio en la primera parte de la prueba del Teorema 24, las ecuaciones
congruenciales implicitas en el antecedente de (2.37) en las incognitas aq, b, ..., an, by,
tienen solucion (que ademés es tinica; ver ecuaciones (2.16)). Como 0N O* = pN* = A,
asimismo dy = A para todo N, y concluimos (x,y) € ¢. Con esto queda probado que la
variedad tiene la IP.

(=) Supongamos que V tiene la IP. Los enteros N y n y los términos son los provistos
por el Teorema 24. Gracias al Corolario 23, basta verificar la afirmacion en la instancia
dada por A = F()_f) = F(x,y,Z,21,y1,...,%n, Yn) ¥ las congruencias

—

6 = Cg(X,0(X)) p = Ce(X, p(
0 = Cg(X,0"(X)) p" = Ceg(X,p*(

)
X)).
Ahora bien, la parte (<) de la prueba del Teorema 24 (péagina 24) muestra exactamente

que los términos L,, R, atestiguan la pertenencia de (x,y) a ¢ V dy, con lo que queda
demostrado el corolario. O

Proposicion 26. Sea A en una variedad con la IP y sean 6,6 € CON(A) tales que
O0x 0" =A,y0§20*1. Entonces xdy si y solo si A satisface

3, Vyy .. Fz Yy, Cg?(X,0(X)) N Cgt (X, 0" (X)) = A4 (2.38)
Demostracion. (=) Tome z; tal que

3

|1

s1(z,y,2) = o1 = ti(z,y,2)

y suponiendo x; ya ha sido elegido y y; esta dado, sea

- 5 o >
Sivt (T, Y, 2,20, Y15 T Yi) = T = i (0,9, 2,005,401, T Yi)- (2.39)
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Mediante este procedimiento, y teniendo en cuenta el Lema 20, podemos concluir que
= A4, tenemos (2.38).
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Cg(X,0(X)) Cdy Cg*(X,0%(X)) C 6*. Como 6N J*

(<) Supongamos que vale (2.38). Tome y; tal que
5 O 6" -
Sl(l',y,Z)E ylEtl('xvyaz)

Sea z1 dado por el cuantificador existencial exterior de (2.38). Suponiendo y; ya elegido

3

v que z; es el correspondiente testigo para (2.38), sea
5 .
‘7xi7yi) Yit1 = ti+1(x7y727x17y17 ‘7'Ii7yi)'

Si—&-l(ny?ZJ x1, Y1,
El Lema 21 nos asegura que Cg*'(X, p(X)) C 6 y Cg*(X, p*(X)) C é*.
=90

)

Tomemos en el Corolario 25
O]

6 := Cg(X,0(X)
0* := Cg(X,0* (X))
De esta manera obtenemos (z,y) € ¢ V dy. Como ¢ Np* = §N§* = A4 y lo mismo

_ AA _
sucede con 6, 0%, tenemos dy = A y luego (z,y) € p = 4.
La Proposicion 26 nos da una caracterizacion de la pertenencia a una de las con-
gruencias asociadas al central Z. Aunque esta “formula” (2.38) no es de primer orden,
— % —
Y

corresponde a una formula de la logica infinitaria L.+, (aqui & es el cardinal del len-
guaje de V), puesto que el fragmento Cg*(X, o (X)) N Cg?(X,0*(X)) = A% se puede

reemplazar por una conjuncién infinita de cuasi-identidades. Esto puede verse conside-

rando formulas de congruencias principales (PCF). Se sabe que si (x,y) € Cg(d,b) en un

algebra A, entonces existe una conjuncion de ciertas ecuaciones 7(x,y, d, b, i, ) tal que
(2.40)

A =3, w(z,y,d,b, ).

Luego, se puede expresar “Cg(d, I;) = A” de la siguiente manera?:
/\ Y,y Vi, n(x,y,d, g, Uy) — T =1.

© PCF
Del mismo modo,
/\ Va, y Vi, Uy : W(I,y,X,U(X),ﬁﬂ) A A(a:,yj?,a*()?),@) — Tz =,
7\ PCF
es equivalente a “Cg? (X, (X)) N Cg'(X, 0% (X)) = A
En la siguiente seccion (ver el Teorema 28) veremos que efectivamente se puede conse-
guir una férmula de primer orden con la misma estructura que satisfaga con la conclusion

de la Proposicion.

esta licencia para no detenernos demasiado en esto.

2Estrictamente hablando, la PCF es la férmula existencial que aparece en (2.40), pero nos tomamos
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2.3. Una Forma Canoénica de DFC

Supondremos en esta parte que V tiene la Propiedad de Determinacion. Como la DP
implica la IP, podemos definir las siguientes formulas en el lenguaje de V (ver Teorema 24):

U= N\ ((/\ Lan(X) = Bor (X)) = La()?):Ra(X')>

y#e

|a|=m

donde cada subindice se mueve sobre palabras de longitud menor o igual a N; asi una
expresion de la forma “A___L,, = R,,” deberfa ser leida como “A{La, = Ray : 7 #
ey |ay| < N} Luego ¥y = (/\\B\=N Ly(X) = RB(X')) (El antecedente “se anula”.)

Las formulas W, serédn el esqueleto de una caracterizaciéon en primer orden de la
pertenencia a una de las congruencias asociadas a un elemento central €, como se anunci
mas arriba. Especificamente, daremos una formula ®5 con (2 + 1) variables libres tal que
siAeVy0 0 CON(A) satisfacen 6 x 0* = Ay 006" 1, se tiene cOd si y solo si
A | Oy(c,d, €).

Pero para que esta féormula se pueda aplicar al estudio de las descomposiciones directas
(v en particular para la prueba del Teorema 18), necesitariamos ver que dicha formula es
preservada por productos y factores directos. Esto no necesariamente va a ser cierto en
general, pero en el contexto de V si lo es. Esto es, hay una formula ®,(c, d, €) valida en
toda la variedad tal que ®; A @5 es preservada, puesto que tiene la forma prescrita por el
Teorema 17.

El lema que sigue define ®; y prueba su validez en V.

Lema 27. Sea A € V, y sean p,p* € CON(A) y € € Al tales que p x ¢* = A, y
0@ Ep* 1. Entonces para todo c,d € A, A satisface ®1(c,d,€), donde

k
O (2,y,7) = InVar ... Ve, [\ Yo (2.41)

m=1
y los enteros n y k son los dados por el Teorema 24.

Demostracion. Probaremos la validez de ®, explicando una estrategia para hallar testigos
para los cuantificadores existenciales.
El testigo para y; serd el tnico b; € A tal que

II

%0*

Sl(C,d, 5) bl tl(C,d, 5)

Suponiendo b; ha sido ya elegido y a; esta dado (por el cuantificador Vz;), defina b;; tal
que

é % ti_H(C, d7€,a1,b17...,ai7bi>. (242)

Si+1(C, d,e,al,bl, Ce ,ai,bi) bi+1
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La construccion de los b; corresponde entonces a las ecuaciones en el Corolario 21. Luego,
(2.4) implica que A satisface

¢, d7€7a17b17 c oy O, bTL ¢, d7€7a17b1 s 7anvbn))

La( )
Ru(c,d, € a1,b1, ... an,b,) = Ro(p(c,d, € a1,by,. .., an,by))
- (2.43)
La<c7d7€7a17b17"‘7anabn> = La(p*(c7d7€7a17b17‘"uanubn))
Ra<c7 d7 é: ay, b17 < oey Ap, bn) g ch(p*(c» d7 é: ay, bb <oy Qny,y bn))

para toda a. Estas, junto con las ecuaciones (2.5), implican que para cada ( tal que
18l =N,

RS

Ls(c,d, € ay,by, ... an,b,) = Rs(c,d, € a1,by, ... a5,b,)

*

La(e,d, @ ay,by, ... an,by) = Ra(c,d, @ a1, by, ... an,by).

Como ¢ N* = A, esto implica A = Uy(c,d, € a1,by,...,a,,by).
Tome « no vacia tal que |a| es un entero par menor que N y suponga

A }: /\ La’y(c7 d7 gﬂ ay, b17 <oy Apy, bn) - Roz’y<c7 d7 57 ay, b17 <oy Apy, bn)
v#e
Usando las ecuaciones (2.10), (2.11) y (2.12) podemos ver que

©

Lo(c,d,€ a1,by, ... an,b,) = Ro(c,d, € a1,by, ... a0, by)

como sigue:

RS

h

Lo(c,d, € a1,by,...,an,b,) = Lo(p(e,d, € a1,by,...,a,,b,)) por la ecuacion (2.43)

= Lai(p(c,d, € a1,b1,...,a,,b,)) por laidentidad (2.10)

£ Loi(c,d, € ay,by, ... a,,b,) por la ecuacion (2.43)

= Rai(c,d, € a1,by,...,a,,b,) por hipotesis

£ Roi(p(c,d, € ay,by, ... ,a,,b,)) por la ecuacion (2.43)

= .- usando ecuaciones (2.11),
= .- (2.43) e iterando. ..

= Rar(p(c,d, € ,a1,by, ..., a,,b,))

= R.(p(c,d, € a1,by,...,a,,b,)) usando la identidad (2.12)
£ Ru(c,d, € a1,by,. .. an,by) por la ecuacion (2.43)
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Puede ser probado en una manera enteramente analoga (por las ecuaciones (2.13)) que
L an,by) Z Ralc,d, @ ar,bi,. .. an, by), de lo que se deduce
Ru(c,d, € a1,by, ..., an,by),
[

Lo(c,d, € a1,bq, ..
Al Ly(e,d, € ,a1,by,. .. a,,b,) =

y hemos probado el lema.

Teorema 28. Sea A €V, ysean 0,0 € CON(A) y & € A tales que 0 x 0* = A, y

00e6* 1. Entonces cOd siy solo si A= P1(c,d,€) N Py(c,d, €) donde Py estd dada por

la formula (2.41) en el Lema 27, y
k
Oy(x,y,2) = F1Vyy ... 32, Vy, /\ W1 (2.44)

m=1

Demostracion. Solo tenemos que preocuparnos por ®q(c, d, €).
(=) Suponga cfd. En casi el mismo modo que en la prueba del Lema 27, defina a;

tal que
S1 (C7 d7 5) % a1 QE tl(ca da 5)7

y suponiendo a; ya ha sido elegido y b; esta dado, sea
(2.45)

0 0 .
Saib) = a1 = tivi(e,déay, by, .. aq,by).

siy1(c,d, €, a1,b1, ..
Esta eleccion concuerda con el patron del Corolario 20, asi que obtenemos
., Gy, b

La(ca d> gv alabb s 7an>bn) é La(O'(C, daé:alvbla .

Ry(c,d, € a1,by, ... a,,b,) é Ry(o(c,d, € a1,by,. .. ,an,b,))

Lo(c,d,€ a1,b,. .. an,by) g Lo(0*(c,d, € a1,b1,. .., apn,by)) (2.47)
ey O, by) £ R.(0"(c,d, € a1,b1,...,an,by)).

Ra(c7 d7 €, ay, bl7

por las ecuaciones (2.2).
Si suponemos ahora que

A ): /\ La’y(c7 d7 57 alabb' o 7an7b ) - Ra’y(c7 d7€7a1ab17 . 7an7b )

v#e
para algin « tal que |a| < N impar, podremos probar
. 7an7b ) = Ra(c7 d7 gv ay, b1> s 7anabn)

Lo(c,d € ay, by, ..

mostrando (del mismo modo que en el Lema 27) que:
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= 0
. La(cv daeaala b17 s 7anvbn) =

usando (2.14) y (2.46)), y

R.(c,d, € a1,by, ..., a,,b,) (esto puede ser logrado

» Ly(c,d, € a1,b1,... an,by) g R.(c,d, € ay1,b1, ... ,a,,b,) (por (2.15) y (2.47)).

(<) Suponga A = ®y(c,d, ). Tome by tal que

Sea a; dado por el cuantificador existencial exterior de ®5. Suponiendo b; ya elegido y
que a; es el correspondiente testigo para ®o, sea

0 o

siv1(c,d, € ay,b1,. .. a:,b;) biy1 = tiyi(c,d, € a1,b1, ..., a5, b;). (2.48)

Esta seleccion concuerda con el esquema del Corolario 21 (con ¢ := 0 y ¢* := 0*) y

satisface la matriz de ®;, como fue visto en la prueba del Lema 27. Luego tenemos,
respectivamente,

0

Ly(c,d, € a1,by,...,a,,b,) = Lo(p(c,d, € a1,b1,...,a,, b,
( 1,01 ) N (n( 1,01 ) (2.49)
Roc(c7 d7 é: aq, b17 <oy an, bn) = Ra(p(ca d7 é: ay, b17 <oy ap, bn))
para toda a, y
N
AE (/\ \Ifm)(c,d,é',al,bl,...,an,bn). (2.50)
m=1
A partir de una facil inspeccion de la forma de V,,, puede ser deducido que
N
AE N\ Ljle.d,@ay,by,. .. an,b,) = Ri(c,d, & ay,by,. .., an,by). (2.51)
j=1
Por esto,
c=L.c,d, € ay,by,... a,,by,) por identidades (2.6)
2 L.(p(c,d, € a1,b1,...,an,b,)) por ecuaciones (2.49)
Li(p(c,d, € a1,by,. .. an,b,)) por la identidad (2.7)
2 Li(c,d, € a1,by,. .., an,by) por las ecuaciones (2.49)
= Rl(C, d,é,al,bl,...,an,bn) por (251)
L Ri(p(e,d, € a1,by,. .. a,,b,)) por las ecuaciones (2.49)
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Lo(p(e,d, € a1,b,. .., an,by)) por las identidades (2.8)
.. usando las ecuaciones (2.8),
0

(2.51) e iterando. ..
= Rn(p(c,d,€,a1,by,. .. a,,b,)) y usando ecuacion (2.9):
= Rs(p<cv d7 é: ay, b17 ceoey Oy, bn))

2 R.(c,d, € a1,by, ..., a,,0by,) por ecuaciones (2.49)
=d por las identidades (2.6)
En conclusion, ¢ 2 d. O

Teorema 29. La formula &1 N $o del Teorema 28 es preservada al tomar factores y
productos directos.

Demostracion. Aplicar el Teorema 17: basta tomar 7, como “La(X) = Ra(X)”, que es
una férmula preservada por productos y factores directos Il

2.4. Una Condicion de Mal’cev para Congruencias Fac-
tor Booleanas

Hacemos un breve alto en el desarrollo de la IP y los elementos centrales para atender
al problema de construir una condicién de Mal’cev para BFC. Incluimos este resultado
en este punto pues ésta es totalmente analoga a la condicion de Mal’cev para la IP. De
hecho, basta agregar una variable la tupla X y redefinir las funciones o, *, p y p*:

= O'(&, ba C, da &171)17' .. 7anabn) — ($7y727w7$17y1, cve 7$n7yn) donde
Ti=aq w:=2b
y:=>b xj = 5;(T,Y, 2, W, T1, Y1, -, Tj—1,Yj-1)
z:=a yj == b;

= O'*<Cl, b7 C, d7 alabb' .. 7anabn) = (x7y727w7x17y17 < 7xn7yn) donde:
Ti=a w:=d
Yy i=a xj =t (2, Y, 2, W, T1, Y1, Tjo1, Yj—1)
z:=c y;j = b;
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w pla,b,c,d,ar,by,. .. a,,b,) = (2,9, 2,w, 1,1, ..., Tn,Yyn) donde:

Ti=aq wi=c
y;:b :Cj = CL]'
z:=c yj = s;(z,y, 2, w, 1, Y1, - .., Tj_1,Yj-1)

w p*(a,b,c,d,ay, by, ... a0, b)) = (2,y, 2, W, 21, Y1, . . ., T, Yn) donde:

Ti=a w:=d
ylzb Ij = aj
z:=cC yj = tj(ajay?Zaw;xl?yla---vajj—layj—l)

La prueba de la condicién de Mal’cev es enteramente paralela a la anterior; basta ver que
por las definiciones de o, 0*, p y p* se cumplen las condiciones necesarias para aplicar
BFC. Asi, por ejemplo, las congruencias que se definen en la prueba de la implicacion
directa del analogo al Teorema 24 son las siguientes

0 := Cg(x,2) v Cg(y, w) v \/{Ce(p, 1pq) : . q € F}
0" := Cg(z,y) V \/{Ce(p4,9) : p,q € F}

o = Cg(z,w) vV \/{Ce(p, ypq) : ¢ € F}
¢ = \/{Ce(Wpq ) : g € F}

V 0 €s la misma que antes. Se obtiene
(P Vo) /0o X (% V) /000 = A (OV 60) /00 X (0" V 00) /000 = A

en F'/0s, y por BFC tenemos (2/do0, ¥/000) € (¢ V 0s0)/d00, ¥ lnego (z,y) € ¢ V doo. El
resto del razonamiento es igual.

Definiendo las analogas a ®; y ®5 (que ahora seran formulas con 4 variables libres)
podemos comprobar las siguientes propiedades:

Lema 30. Sea V con BFC. Entonces V = ®1(x,y, z,w).
Lema 31. Sea V con BFC. Entonces V |= ®o(z,y,x,y) y V = $o(z, 2, 2, w).
Lema 32. Sea a,b,c € A€V con BFC. Si A satisface ®5(a, b, c,c), entonces a = b.

Demostracion. En todos los casos basta ver que gracias a los cuantificadores de las for-
mulas ®; se pueden construir tuplas D := (a,b,c,d,a1,b,. .., a,,b,) que satisfagan, res-
pectivamente, D = p*(D), D = o(D), D = c*(D) y D = p(D). O
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Teorema 33. Sea V una variedad. Las siguientes son equivalentes:

1.V satisface la propiedad (*): existe una formula de primer orden 7(x,y,z,w) en el
lenguaje de V que es preservada por factores directos y productos directos, y tal que:

a) VEmn(r,x, z,w)

b) VEn(z,y,z,y)

c) VE(r,y,2,2) ~z =y
2. V tiene BFC.

Demostracion. (=) Ver el trabajo de Willard [23].

(<) La formula 7 (z,y, z,w) := ®1(x,y, z,w) A Po(x,y, 2z, w) satisface las tres propie-
dades gracias a los lemas anteriores, y es preservada al tomar factores directos y productos
directos por el Teorema 17. Il

2.5. Elementos Centrales en una Variedad con la DP

Retomamos aqui a los elementos centrales bajo la DP. Recordemos que los Teoremas 28
y 29 prueban que la formula ®; A @5 define la congruencia asociada a un elemento central
y es preservada al tomar factores y productos directos.

Lema 34. Suponga queV tiene la DP. _Entonces existe un conjunto de formulas de primer
orden X tal que para todo A € V), €, f € Al tenemos que € y f son elementos centrales
complementarios si y solo si A = ((€, f) para todo ( € Y. Mds aun, X es preservado al
tomar productos y factores directos.

Demostracion. Las siguientes formulas en el lenguaje de V afirmaran las propiedades
necesarias para forzar que ®(-,-,€) y P(-,- ,f) definan el par de congruencias factor
complementarias asociadas a €'y f

s CAN(E, f) = N_, @05, e, ) AN, ®(1, 3, €)
Esta formula dice que € esta relacionado con 0 y fcon 1 via O, -, €).
= PROD(Z, [') = Va,y32 (®(,2,8) A 02,9, f))
El producto relacional de ®(-,-, &)y ®(-, -, f) es la congruencia universal.

« INT(.f) = Vo,y (®(a.y.&) A,y /) = = y)

Su interseccion es A.
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f)=Vz &(z,x,¢)
es

reflexiva.

o SYM(E [) =¥y, (®(2,4,6) A O(y,2,8) AO(z,2,f) = 2 = x)

—

» TRANS(€, ) =Vz,y,z,u <<I>(x,y,é’)/\@(y,z,(?)/\CI)(a:,u,é’)/\(I)(u,z,f) —u = z)

El lector puede verificar que estas dos formulas (en conjuncion con las anteriores)
dicen que ®(-, -, €’) es simétrica y transitiva.

= Para cada simbolo de funcién m-ario F, defina:

—

PRESE(€, f) =Yui,v1, ..., Un, Un
(/\@(uj,vj,é)> AD(F(u,... ,upm), 2z, &) A®(z, Fvr,...,vm), ) —
J

—z=F(vy,...,un)

Estas formulas aseguran que ®(-, -, €") es preservada por las operaciones béasicas de

V.

Finalmente, defina CAN’, REF', SYM', TRANS' y PRES}, como el resultado de
intercambiar € con f en CAN, REF, SYM, TRANS y PRESF, respectivamente, y sea
Y la unioén de los siguientes dos conjuntos

{CAN, PROD, INT, REF, SY M,TRANS, CAN', REF', SY M', TRANS'},
{PRESF, PRES} : F un simbolo de funcion }.

Ahora es inmediato verificar que €'y f son elementos centrales complementarios si
satisfacen todas las formulas en Y. Para ver la reciproca, note que si €'y f son elementos
centrales complementarios, hay un isomorfismo A — Ay x A; tal que €, f corresponden a
[6, 1], [T, 5], respectivamente, y el Teorema 28 garantiza que Y valdra.

Para ver que X es preservado por factores directos, notemos primero que cada una de
CAN,CAN' PROD, PROD', REF y REF" es obtenida mediante cuantificacion de una
formula preservada por F (usar el Teorema 29). En segundo lugar, el resto de los axiomas
en X son de la forma V7 (7(¢, f,7) — x; = z;) donde PROD(E, ) — 37 78, f,T) es
vélida en V, y basta observar que VZ (7(€, f, %) — x; = x;) A\ 3% 7(€, f.7) es preservada
por F (siempre que 7(€, f, ¥) sea preservada por P y F). Por tltimo, cada formula de ¥
es preservada por P por el Lema 16, y tenemos el resultado. O

Corolario 35. Suponga que V tiene la DP. Entonces, si [€y,€]] es un elemento central
de Ag x A1, entonces €; es un elemento central de A;, 1 =0, 1.
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Demostracion. Inmediato por el lema previo. Il

Recordemos que Vp; denota la clase de miembros directamente indescomponibles de

V.

Corolario 36. SiV es una variedad sobre un lenguaje finito y tiene la DP entonces Vpr
es definible en primer orden.

Demostracion. El conjunto ¥ = (€, f) en el Lema 34 es finito si el lenguaje es finito.
Luego

junto con los axiomas de V, define Vpy. Il
Lema 37. DP implica BFC.

Demostracion. Teniendo en cuenta los lemas basicos de Bigelow y Burris 2], s6lo necesi-
tamos verificar que si A = Ay x Ay, v 0 es una congruencia factor sobre A, entonces

{((a,b),(c,b)) :be Ay y Td',(a,a") 0 (c,d)} C 6.

Sea € = [€p, €1] el elemento central asociado a 6, de manera que “z 01" esta definido por
®(x,y,€). Tenemos

(a,a’) 0 (c,c) sii Ag x Ay = ®((a,d’), (¢, ), €, €1]).
Por el Teorema 17, esto implica
AO ): (I)<a7 C, éb)

Ahora el Corolario 35 asegura que €; es central en Ay, y luego A; = ®(b,b,¢7). Como P
es preservada por productos directos, obtenemos

AO X Al ): q)((av b)? (Ca b)7 [507 gl])u
y luego (a,b) 8 (c,b). O
Podemos ahora compilar todos los resultados que conseguimos en la prueba del teo-

rema central (valga la redundancia) de nuestro trabajo.

Prueba del Teorema 18. (5)=-(2) Suponga que tenemos un par de congruencias factor
complementarias ¢ y ¢* tales que 0 €p* 1. Suponga ahora también que 6 x * = Ay
00e6*1. Luego 0(po0*) 1y de aqui ¢ V0* = V. Asi que tenemos

(pVO)NO=0.
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Por BFC obtenemos ¢ N6 = 6 y entonces ¢ C 6. Por simetria, obtenemos ¢ = 0 y
= 6%.

(2=5) Ver el Lema 37.

( ) Teorema 28.

(3=4) Obvio.

(4=-1) Inmediato.

(1=2) Defina 0; y 1; con i = 1,...,2l en el siguiente modo:

(61, . ,()21) = (01, .. -Ol> 11, . 11),

(11,...,125) = (11,...1[,01,...,0[).
Puede ser verificado ficilmente (usando la DP Débil) que con estos 0; y 1; tenemos la
DP.
La propiedad de preservacion de ¢ esta probada en el Teorema 29 y por ultimo, la
conjunciéon de 2 y 3 aseguran que el mapeo e — ®4(. - &) es biyectivo. Il

2.6. Ejemplo: Expansiones de Semi-Reticulados

En esta seccién, supondremos que V es una variedad con 0 & 1 para la cual existe un
término binario V tal que para todo A € V, V4 es una operacion de semi-reticulado sobre
A. Mantendremos la suposicion de que el lenguaje de V tiene al menos una constante.
Primero, observamos que por el Lema 22 junto con la observacion que (z,y) € VI =
Cg™(0,1) (donde F € V es el algebra libre libremente generada por {z,y}), obtenemos
términos (2+[)-arios u;(x,y,2), i = 1,..., k, tales que las siguientes identidades valen en
V:

T = ul(xvya(j)

u;(x, ,T ~ Ui (T, ,T ara ¢ impar

(z,y ﬁ) 1@,y H)p imp (2.52)
ui(x> Y, O) ~ ui+1(‘r7 Y, O) para ¢ par
Uk(l', Y, T) ~Y

De hecho, considerando a k y [ como parametros, esto es una condiciéon de Mal’cev para

0 & 1 en el caso de haber una constante.

Cuando una formula de primer orden ® con (2 + [) variables libres satisfaga (3) del
Teorema 18 para la variedad V, diremos que ® atestigua DFC para V. Si tiene (2 + 21)
variables libres y satisface (4) del mismo teorema, diremos que atestigua DFC débilmente.

Proposicién 38. La formula
k

O(z,y,2) =Vu (/\ui(m,y,ﬁ)\/u:ui(x,y,z_’)\/u) —xVu=yVu

i=1
atestigua DFC para V.
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Demostracion. Sean A,B €V, a € Ay b,d € B. Primero probaremos que
Ax B = ((a,b), (a,d), [0, 1))
Suponga que para algin (u,v) tenemos

Ax BE /\ui((a, b), (a,d), [0, 6}) V (u,v) = u;((a,b), (a,d), 0, T]) (u,v).

i=1

Luego
k
B \ui(b,d,0) Vo =ubdI)Vuv
i=1
Pero las ecuaciones de arriba en combinacién con (2.52) producen
bVv=dVwv

y luego
(a,b) V (u,v) = (a,d) V (u,v).

Ahora suponga
Ax B ®((a,b), (c,d),[0,1]).

El lector puede verificar que considerando u = ( \/

43

d, 6) V uy(b, d, T)) puede ser

u;(b,
probado que aV ¢ = a, y similarmente con u = ( \/l 1 uz(b, d, 6) V(b d, f)) yaVce=c,

luego a = c.

O

En la seccion 3.4 se verd que la complejidad de la formula encontrada ® no puede ser

mejorada para el caso general.



Capitulo 3

Una Jerarquia de Definibilidad

ada una variedad ¥ con DFC, tenemos un “parametro logico” de las propiedades
r(@ algebralcas de la misma, que viene dado por la féormula de primer orden &.
J3Y) /ﬁg} Hablamos de un pardmetro puesto que gracias a los resultados disponibles de
@\ §’/) Teoria de Preservacion, el estudio detenido de la forma de ® nos permitira
obtener resultados sobre la estructura de V.

Existen diversos criterios segiin los cuales uno puede ordenar las formulas de primer
orden. Una clasificacion natural en niveles de complejidad viene dada por la alternancias
de cuantificadores. El estrato mas bajo esta constituido por las formulas abiertas, es decir,
sin cuantificadores; el segundo escalon en complejidad de cuantificadores se da en férmulas
existenciales (3) y universales (V); luego las formulas V3 y las 3V y asi sucesivamente.

De acuerdo con este esquema, se obtienen formulas cada vez mas expresivas, asi que es
una direccion natural de organizacion del estudio. Como se vera mas adelante, se puede
llamar (abusando un poco del significado del término) trivial al caso existencial (que
incluye al caso de formulas abiertas) puesto que si se consigue una tal @, se la puede
simplificar para obtener una féormula existencial y positiva. Inversamente, toda variedad
con DFC que tiene una formula testigo positiva (de cualquier complejidad) se reduce al
caso trivial, tal como lo implica el Teorema 43.

En lo que sigue, los nombres de las secciones indicaran el tipo de formula ® con el
que se esta trabajando. En particular, en la dltima seccion se muestra que el caso de las
formulas universales se aparta del comportamiento que llamamos trivial.

3.1. Positiva: Congruencias Factor Compactas

Diremos que V tiene congruencias factor compactas (CFC) si toda congruencia factor
de cada algebra en V es compacta.

Muchas variedades conocidas tienen CFC, pero desde el punto de vista de la defi-
nibilidad de congruencias factor son triviales: estas ultimas se reducen a la congruencia

44
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compacta Cg(0, &) (donde € es el central asociado) y se pueden definir con formulas a la
vez existenciales y positivas. En esta seccién nos ocuparemos del desarrollo de variedades
con CFC, que se incluye en el trabajo [22].

Como la congruencia universal es siempre factor en toda algebra, toda variedad con
CFC tiene 0 & I, pero se puede hacer que dichos términos tengan propiedades mas fuertes:

Lema 39. Supongamos que V satisface CFC. Entonces existen términos unarios 01(w),
L 0(w), 1(w), ..., 1(w) tales que para toda dlgebra A = A; x Ay € V, (A, \?) € A,

kermy = Cg (10(M), 00, [001), T3]
kermy = Cg ([T, T, 001, T3]

Demostracion. Notemos que por el Corolario 23 podemos suponer que A = F(X)x F(X

),
donde X es un conjunto infinito de variables. Como ker 71 es compacta, existen B,C, D €
T(X)M tales que

ker 1, = Cg? ( ,|B, D
B =

Observe que haciendo crecer M, podemos suponer

ﬁ\

5. Asi tenemos
ker m = Cg” ( 6 6 )
Sea w € X una variable que no ocurra en 6, D. Probaremos que

ker m = Cg ([é(w,w)7 Cw, w)], [C(w, w), ﬁ(mw)]) (3.1)

Tome p,q,r € F(X). Sean x,y,z € X — {w} variables distintas que no ocurran en C,D.
Sea h: F(X) — F(X) el homomorfismo dado por las prescripciones

h(z) =p hy) =q
h(z)=r h(u) = w,

para cada u € X — {z,y, 2}

Sea h : F(X) x F(X) — F(X) x F(X), el homomorfismo inducido coordenada a
coordenada por h. Como ((z,y), (z,2)) € kerm; = Cg?([C,C),[C, D]), el Corolario 23
dice que

(9, ), (p:7)) € Ce* ([Clw,w), Clw.w)), [Clw, w), Dlw, w)))
y asi hemos probado (3.1). Si tomamos

0(w) = (Ci(w,w),...,Cy(w,w), Dy(w,w), ..., Dy(w,w))

I(w) = (Di(w,w), ..., Dy(w,w),Ci(w,w), ..., Crlw,w)),
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podemos verificar prontamente que

]

La propiedad clave de los elementos centrales en una variedad con CFC es la siguiente
consecuencia inmediata del Lema 39.

Lema 40. Sea A € A € V. El mapeo € — (CgA(ﬁ(A),é), CgA(T()\),é)) es una biyeccion
entre Zx(A) y el conjunto de pares de congruencias factor complementarias de A.

El siguiente lema muestra que tener CFC es una propiedad de Mal’cev, dando una
condicion para ella.
Lema 41. V tiene CFC si y sdlo si existen términos P; (i = 1,... k), U= (U, ..., Upn),
V=W,..,Vin),Q: i=1,...,k), S=(S,....,%) v T = (11,...,T,,) tales que las
siguientes identidades valen en V

z ~ P(0(w),U(w, z)), i=1k
z ~ P (0(w), V(w,x,y))
PAT(0), V(w,2,9)) ~ Pos (T(w), V (0, 2, 9), i impar
P(w), V(w,2.9)) ~ Poga (0(w), V (uw, z,)) i par
Po(T(w), V(w,2,y)) ~ y,
z =~ Q;(I(w), S(w,x)), i=1k
v~ Qu(T(w), T(w,z,y)),
Qu(0(w), T(w,2,9)) ~ Qi (B(w), T(w, 2, 9)), i impar
Qi(T(w), T(w,z,y)) ~ Qi (I(w), T(w, z,y)), i par
Qu(0(w), T(w, z,y)) ~ y.

Demostracion. (=) Por el Lema 39 tenemos que
(2, 2), (z,y)) € Cg" @ FEve)((G(w), 0(w)], [0(w), I(w)])
((z,2), (y,2)) € Cg v FER)([T(w), T(w)], [0(w), L(w))).

Ahora los términos pueden ser obtenidos aplicando el Lema 22. La parte (<) es inmediata,
considerando que los términos atestiguan las dos pertenencias a congruencias que constan
arriba. []
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Sea L(w,x,y, Z, ¥) la formula dada por

x:Pl(G,f)/\< N H(z,f):piH(jf))A

1<i<k—1, i impar

A( A Pi(df)zpiﬂ(@f)>/\Pn(,?,f):y

1<i<k—1, ¢ par
Sea R(w,x,y, Z,©) la formula dada por

z=Q(L,7) A ( /\ Qi(2,7) = Qi (7, f)) N

1<i<k—1, i impar

A ( /\ Qi(i 7) = Qi+1(i f)) ANQu(Z, %) =y

1<i<k—1,i par
Lema 42. Sea A € A en V con CFC. Para € € Z)(A) tenemos
1. (a,b) € 04(0(N), €) sii A =37 L(\, a,b, ¢, 7)
2. (a,b) € 04(1(N),€) sii A =37 R(\,a,b,¢,7)
Demostracion. 1. Suponga (a,b) € Cg(ﬁ,\, €). Parai=1,..., N, sean ¢; € A tales que
(e, Ui(A, a)) € Cg(0(N), @)

(e, Vi(A, a,0)) € Cg(1(A), €)

El lector puede usar el Lema 41 para ver que L(\,
Cg(0(A),€) y modulo Cg(1(N),€), asi que A = 37 L
sigue del Lema 22.

a,b,é,c) vale en A, modulo
(A, a,b,€,7). La reciproca se

2. Igual a la prueba anterior.
O

Teorema 43. Sea V una variedad con una constante ¢ en su lenguaje. Son equivalentes:
1. Existe una formula positiva ® que atestigua DFC débilmente para V),

2.V tiene congruencias factor compactas.
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Demostracion. (<) El Lema 42 nos asegura que podemos tomar la formula positiva
O(x,y, 2, W) =37 L(c,z,y,Z,7)

(=) Sea A € V. Probaremos que si ¢ x ¢* = A, Op&¢* Ty T fo* 0, entonces p =
Cg(@, e)V Cg(f, f), y luego es compacta. Llame 6 = Cg(ﬁ, e€)V Cg(f, f) Trivialmente,
6 C . Suponga z py; como P atestigua DFC débilmente, obtenemos A = ®(x,y, €, 7).
Como P es positiva, es preservada por imagenes homomorficas y entonces

A0 = ®(x/0,y/9,€/0, f/0).
Equivalentemente,
416 1= B(2/6,4/60,0/9, 1/0).
y obtenemos x/6 = y /6. Esto implica (x,y) € 0, luego ¢ C 6, y tenemos el resultado. [

3.2. Abierta

En el caso de las férmulas abiertas, se pudo extender el tratamiento a cualquier clase
de modelos K que sea cerrada por productos directos. Las definiciones del centro Z(-) y de
DFC siguen siendo exactamente las mismas; repetimos esta iltima aqui para referencia:

existe una formula de primer orden ®(z,y, Z) en el lenguaje de K tal que para
todo A, BeK,ya,ce A, bde B,

—.

Ax B ®((a,b),(c,d),[0,1]) siysolosi a=c. (3.2)

Nuevamente, para aligerar la notacién tomaremos sin pérdida de generalidad [ = 1, es
decir, las tuplas 0 y 1 tendran longitud 1.
Supongamos ademas que ® es una formula abierta:

O(z,y,2) = /\\/gpij(x,%z) (3.3)

donde ¢;;(z,y,2) es atomica o atémica negada. Probaremos en esta seccién que bajo
estas condiciones, se puede encontrar una féormula & abierta y positiva que también
satisfaga (3.2). Si K fuera una variedad, deduciriamos que tiene CFC por los resultados
de la seccion 3.1.

Lema 44. Si ® satisface (3.2), xp,yx € Ar y 21 € Z(Ax) entonces (zy)r € Z(11xAx) y

e Ar E O((zn)k, (Yk)ks (2)k)
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Demostracion. Obvio. ]
Lema 45. Para cada i € I existe j tal que p;j(x,y, 2) es atdmica.

Demostracion. Por (3.2), tenemos K |= ®(z, x,0), en particular A = ®(z, z,0) para todo
modelo trivial A (tal modelo existe en K puesto que corresponde al producto directo de
una familia vacia). Pero si un conjugando es la disyuncion de formulas atomicas negadas,
esto fallara. O]

El siguiente lema provee una manera de eliminar redundancias de la formula (3.3).

Lema 46. Para todo h € I existe k ¢ Jy, tal que para todo x,y € A€ K y z € Z(A),
A ’: CI)(.ZE,y,Z) A (I)hk(xay7z>7

donde J; = {j : vij(x,y, z) es negada} y

Sy, Y, 2) (/\\/s%xy, ) (sohk:vy, AVECSIERN >

i#h j Jj€Jn

Demostracion. Claramente tenemos A | ®pi(z,y,2) — ®(z,y, z) para todo h, k. Te-
nemos que ver A | ®(z,y,2) — Pur(z,y,2). En busca de una contradiccion, fije h y
suponga que para todo k & J,, existe Ay € IC, xp, yp € Ar v 21 € Z(Ay) tales que

Ay B (2, Yk, 26) A P (T, Yis 21)-

Esto es equivalente a

vk : Ak = (@, Y 20) A ~0ne (ks Y 26) A\ —0ng (T, Y 20)- (3.4)

J€JIn
Como z, € Z(A), ® pasa al producto directo por el Lema 44:
Ay = (7,7, 7)
donde T = (z1)r y lo mismo con los otros dos. En particular,
Ay = \/ eni(2, 7, 2). (3.5)
J

Pero considerando
A\ o (T i, ),

JE€JIn



CAPITULO 3. UNA JERARQUIA DE DEFINIBILIDAD 50

y como esta formula es preservada por productos directos (cuando j € Ju, =y, es
equivalente a una féormula atomica), tenemos

I, A = /\ —oni (T, Y, Z),
J€Jn

y usando (3.5),
Iz Ay = \/ on;(T,7, 2).

J¢Jn
Luego existe j ¢ Jj, tal que I, Ax = ¢n(Z,7,2). Como ¢y, es una formula atomica,
obtenemos por preservacion A; = ¢pi(x;,yj, 2;), contradiciendo (3.4). O

Lema 47. Existen formulas atomicas ¢;, 1;; tales que la siguiente formula
(I) (.Z‘ y7 . /\(/\ wl] z y7 - Spi(xaya Z)) (36)
el jeJd;
satisface (3.2).

Demostracion. Aplicando repetidas veces el Lema 46 a ® obtenemos una formula tal que
el i-ésimo conjugando tiene exactamente una férmula atémica. Renombre esta formula
atomica como “¢;”; las formulas restantes tienen la forma ¢;; = —;;. O

Para no recargar demasiado las férmulas, omitiremos el “J;” de ahora en adelante.

Lema 48. La formula

"(x,y,2) = J\ </\ Vij(x,y,2) — @iz, y, 2)>> (3.7)

i€lq

donde
Li={iel:KEVry iy 1)},
J
satisface
1. ®"(z,y,1),®"(x,x,0) valen en K.
2. K = Va,y(®"(z,y,0) » 2 =y).

Demostracion. La primera asercion es heredada de ®’. Reescribimos su primera aqui
parte para uso futuro:

K | Vxy /\ (/\ Yij(z,y,1) — @i(z,y, 1)) (3.8)

el
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A continuacion haremos algunos célculos previos necesarios para establecer la segunda
asercion. Para cada i ¢ Iy, tome A; € K, x;,y; € A; tales que

A; |: - /\%j(@'; Yi, 1)~

Sea Il := Ili¢, A;, T = (x;); y analogamente 3. Considerando que para cada 4 algin
conjugando debe ser falso, obtenemos

II ): _'/\wij<j7g7 1)7 (39)

para cada i ¢ I;. Ahora tome A € K, a,b € A arbitrarios y considere ¢ := (a,Z),d :=
(b,y),e:=(0,1) € A x II. Tenemos, por (3.9):

AxII ): _'/\wij(c,d,‘Q).
J

Esto conduce a

AXxIl E /\wij(c, d,e) — pi(c,d,e)

J

para todo ¢ ¢ I;. En conclusion:
AxIlg= N\ </\ bije,d;e) — pile, d, e)>- (3.10)
¢ j
También sabemos de (3.8) que
i€l i

Vamos ahora a la demostraciéon en si. Suponga ahora que A = ®"(a,b,0). Explicita-
mente,

AR N (/\ ii(a,b,0) — gi(a,b, 0)). (3.12)

el j

Como (3.11) y (3.12) son formulas de Horn, tenemos preservacion por productos directos:

AxIl = /\ (/\¢ij(c,d,e) —><pi(c,d,e)>.

i€l J

Usando ahora (3.10), tenemos

AxII %/\ </\@Zzij(c,d,e) —><pi(c,d,e)>.
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Como puede verse,
AT |E (e, d,e)

y, por el Lema 47, esto implica a = b. Hemos obtenido entonces:

KE®(z,y,00—>z=y (3.13)

Lema 49. La siguiente formula

@"'(m,y,z) = /\ gO,‘(l’,y,Z) (314)

i€ lgUl>

donde
IO = {Z c [1 K }Z V$7ya/\¢ij($7y70)}

J
IERES {Z < ]1\]0 K }: v‘7;7y7 /\ gOh(I7y, 0) - /\%’j(%%@};
hely J
satisface (3.2).

Demostracion. Primero probaremos que ®” satisface ambas conclusiones del Lema 48.
Como ®"(z,y, 1) vale en K, tenemos (en particular)

K= /\ </\@/Jz‘j($,y71) H%(%?Jal))

ielgUl> i

Pero por definicion de Iy, tenemos

K >: /\ /\wij(xv%l)»

iclpUly  j

asi que

i€lpUl2

y por definicion,
K | 9" (x,y,1).

Analogamente, ®”(z, x,0) vale en K y entonces

KE /\ (/\wij(x,x,()) — c,oi(x,x,O)). (3.15)

1€lgUls 7
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Por definicion de I obtenemos
K }: /\ /\1/11]($7$,0)
€ly j

A partir de esto conseguimos

KE N eiz,2,0), (3.16)

i€lp

y considerando la definicién de I, obtenemos

K ): /\ /\¢1J(CL’,I,O)

i€ly j

Usando (3.15) nuevamente,

K= /\ wi(x, x,0),

i€lo

Poniendo esto junto con (3.16), obtenemos:

KE /\ vi(z,z,0)

i€lgUl2

que es, por definicién,

KE ®"(z,2,0)

Verifiquemos que " satisface la segunda conclusion del Lema 48. Trabajamos con (3.13).

KE®" (z,y,0) >z =y

£EA (/\wij(w, 0) — %(%y,())) S or=y

i€l
K ): /\ (\/ﬁ@bij(%yao)\/%(w,yﬁ)) — =y
i€l j

Distribuyendo A con respecto a V,

’C):\/ /\ejl(x7y70) - T=Y,
J l

donde €;; es de la forma —1);; 6 ;. Esto conduce a:

/C|=/j\< (/l\ejl(x,y,0)> —>:B:y>.
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L.e., para todo j tenemos

K= (/\eﬂ(x,y,O)> — T =y

l

o4

Ahora elija k tal que para todo ¢ € Iy U I, hay [ tal que e = @; v € es negada para

i€\ (IpUIy). Como puede verse,
iclgUlo Z‘QI()UIQ
Sean a,b € A € IC arbitrarios, y suponga que

A): /\ QOi(a?va)'

i€ lgUlo

Para cada i ¢ [y U I, tome A; € K, z;,y; € A; tal que

A= /\ on(®i, i, 0) A ﬂ/\wij(l‘myuo)-

hely J

Asi obtenemos

AXH): /\ %(13;3170)/\ﬁ/\¢ij(3573/70>7

i€lpUl2 J

donde II := I;¢our, As, © = (a, (2;):), y = (b, (y:);). De esto y (3.17) inferimos
AxIl =z =y,

y luego a = b, la cual es la segunda conclusion en el Lema 48.

Ahora tome A, B € K ya,c€ A, b,d € B, y suponga que
AXx BE CID’”((a,b), (¢,d), (0, 1))

Por definicion,

AxBE N ¢i(ab),(c.d),(0,1))

i€lp
si y solo si

AE N eila.c,00y BE /N ¢ib,d, 1),

i€lp i€lg

por preservacion. Por los resultados previos, esto finalmente equivale a
a=c,

asi que ®"” satisface (3.2).

(3.17)

(3.18)
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Hemos probado entonces que ® dada por la definicién (3.2) puede ser reemplazada
por la formula abierta positiva ®"” (que es incluso una conjuncion de atémicas), bajo la
sola hipdtesis que nuestra clase K sea cerrada por productos directos.

Volviendo ahora al reino del algebra, podemos enunciar la conclusiéon obvia del lema
anterior:

Teorema 50. Suponga que existe una formula abierta ® que atestigua DFC para V.
Luego V tiene CFC.

Demostracion. La formula & del Lema 49 es positiva, asi que por el Teorema 43 tenemos
CFC. =

Este resultado se puede afinar de la siguiente manera:
Teorema 51. Sea V una variedad con 0 & 1. Son equivalentes:
1. Existe una formula abierta ® que atestigua DFC para V.

2. Sea B la subdlgebra de F(z) x F(x,y) generada por T := (v,x), § = (x,y) y
. e

)
¢:=[0,1]. Entonces (7,7) € Cg®(0,¢).

3. En F(x,y,2) se da
(z.y) € Cg(0,2) v ((Ce(0,2) v Ce(w,y)) N Ce(T, 2)).

4. Eziste una conjuncion de ecuaciones o(x,y,€) tal que para todo € € Al (donde
AeV), siCg(0,e)NCg(l,e) = A se tiene

A p(x,y,@) siy solo si (x,y) € Cg(0,8).
5. Ezisten términos (2+1)-arios p1, ..., Dk, q1, - - -, Gk €n el lenguaje de V que satisfacen

Vi pla,y, 1) ~ d(x,y,1), VE=y0) ={§xy0) —r=y

Demostracion. (1<5) Es el contenido del Lema 49, pues las formulas atomicas en el
lenguaje de V coinciden con las ecuaciones.

(5=4) La formula = ¢ sirve. Si A |= p(x,y, €) = ¢(x, y, €), obtenemos A/Cg(0,€) |=
plz,y,€)/Cg(0,€) = ¢(x,y,€)/Cg(0,€) por preservaciéon por imagenes homomorficas.
Equivalentemente,

A/Cg(0.@) [ pla/Ce(0.2),y/Cg(0,€),0) = Glz/Ce(0, &), y/Ce (0. ), 0).

En conclusion, /Cg(0,¢) = y/Cg(0,€) y esto es (x,y) € Cg(0,€).
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Por otro lado, si suponemos Cg(0,&)NCg(I,€) = A, resulta A un producto subdirecto
de A/Cg(0,¢) y A/Cg(1,€). Luego, si vale (z,y) € Cg(0,€), tenemos x/Cg(0,¢) =
y/Cg(0,€) y en consecuencia

A/Cg(0,8) = pla/Ce(0,8),y/Ce(0.€),0)) = 4z/Cg(0,€),y/Ce(0,),0)),

y equivalentemente

A/Cg(0,€) F plx,y.8)/Cg(0,8) = qlx,y,8)/Cg(0, ).

Como ademés

A/Cg(1,€) | pla,y,€)/Cg(1,€) = qlz,y,€)/Cg(L, &)

(puesto que p(x, y, 1) ~ q(z,y, 1) es cierta en toda la variedad) obtenemos A = p(z, y, €) =
q(z,y,€), pues la formula p'= ¢ es preservada por productos subdirectos.

(4=-5) Escribamos a la conjuncion de ecuaciones como p'= ¢. Sea A € V arbitrario y
tomemos € = 1. Como Cg(0,1) N Cg(1,1) = A y para todo z,y € A, (z,y) € Cg(0,1),
obtenemos

A plz,y,1) = 4(z,y,1).
Por otro lado, si &= 0, tenemos Cg(0,0) N Cg(0,1) = A y ademas
A pl,y,0) = qla,y,0) « z=y.

puesto que Cg(0, 6) = A. Como lo probado vale para todo A en V, obtenemos 5.

(2¢<3) Llamemos § a la congruencia (Cg(ﬁ, Z) Vv Cg(z,y)) N Cg(1, Z). Probaremos
primero que B es isomorfa a F(x,y,2)/d. Sea h : F(z,y,Z) — B el homomorfismo dado
por las restricciones

hz) =1z, h(y)=1y; h(z)=(0;,1),i=1,...,1L

Basta ver que kerh = 6. Sean t; := t;(x,y,7) con j = 1,2 dos elementos de F(z,y, 7).
Luego (t1,t2) € ker h si y solo si h(t1) = h(t2), o equivalentemente:

F(x) x F(z,y) = ti(h(z), h(y), h(Z)) = t2(h(z), h(y), h(2)).
Esto viene a ser lo mismo que
F(z) |= t1(x,2,0) = to(2,2,0) v F(z,y) = t1(x,y, 1) = ty(x,y, 1).
Se observa facilmente que lo tltimo equivale a que

(r=yNZ= 6) —t(z,y,2) =to(x,y,2) y 2= 1 — ti(z,y,2) = ta(x,y, 2)
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sean ciertas en la variedad. En tltima instancia, esto es igual a que simultaneamente
se den (ty,t,) € Cg(2,0) Vv Cg(z,y) v (t1,t2) € Cg(Z, 1), que es lo mismo que decir que
(t1,t2) € 6.

Con esto obtenemos inmediatamente la equivalencia entre las afirmaciones segunda y
tercera, pues la congruencia CgB(G, €) corresponde a Cg(@, Z) V0.

(5=-2) Supongamos dados los términos y denotemos F' := F(z) x F(z,y). Conside-
rando las propiedades de p’'y ¢, obtenemos

F = p(z,5,€) = 4z, 7, €),
por preservacién por productos directos. Pasando a la subélgebra B,

B = p(z,7.€) = 4(z,7,6). (3.19)
Considerando las inclusiones

Cg?(0,8) cCg’'(0,é) C kerm
1,é) CCgl'(1,8) C kermy

obtenemos CgB(6,€) N CgB(G, €) = A. Como sabemos que (5=-4), y estamos bajo las
hipétesis de 4, concluimos por (3.19) que (z,%) € Cg?(0, &).
(3=5) Como (z,y) € Cg’(0,2) V8, donde F := F(z,y, %), existen términos vy, . .. v
tales que
v; = Cgh(0, 2) vy 6 v3 Cg(0,2)---Cg™(0,2) vp1 v =y

Luego, obtenemos las siguientes leyes de V:
z ~ v;(z,x,0) para todo i
v~ vi(,y,0)
vi(z, Y, T) ~ viri(z,y, 1) para ¢ impar
) para ¢ par
vk(, Y, T) ~Y

De estos términos podemos extraer los p'y ¢ como sigue:

Pi i= V241, q; ‘= V2.
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3.3. Existencial

Habiendo observado los resultados obtenidos en las dos secciones anteriores:
= positiva = existencial positiva,
= abierta = existencial positiva,

es natural conjeturar que si ® es una féormula existencial, obtengamos la misma conclusion.
Felizmente, la conjetura resulta correcta y es facil de probar.

Teorema 52. Suponga que existe una formula existencial ® que atestigua DFC para V.
Luego V tiene CFC.

emostracion. Para ver robarem u mos reemplazar r una foérmu
D t Para verlo, probaremos que podemos reemplazar a ® po a formula
positiva. Podemos suponer que ® es de la forma

O(x,y, 2) =30\ )\ (2, y, 2, @) (3.20)
v g

donde cada ¢;;(z,y, Z,wW) es atomica o atomica negada. Sea A; = {j : ¢;; es atomica}.
Afirmaciéon. Euziste k tal que
' (x,y,2) := I /\ ori(x,y, Z, W) (3.21)
JEAL
atestigua DFC para para V.
Prueba de la Afirmacion. Puesto que ® satisface DFC, se tiene
F(z) x F(z,y) 30 N\ or((z,2), (,y),[0,T], @)
JEAK
Luego existe [t(z),¥(x,y)] en F(z) x F(z,y) y k tales que
F(z) x F(z,y) £ N\ ori((,2), (2, 9),[0,1], [i(x), #(x,)])
J

Usando preservacion por imagenes homomorficas, obtenemos

)% ): /\ onj(wax7676(x))

JEAL

V ): /\ Sokj(mvyv f,ﬁ(x,y))

JEAL

(3.22)
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Ahora probaremos que para este k, la formula (3.21) atestigua DFC para V.
(<) Tome a € A, b,c € B, A,B € V. Usando (3.22) y preservacion por productos
directos,

AxBE N @u((a,0),(a,0), (0,11 [i@(a), 70, c)]).

JEAK
Luego

y por definicion,

(=) Ahora suponga A x B = ®((a,b), (c,d),[0,1]). Por preservacion por imégenes

—,

homomorficas, tenemos A = ®'(a, ¢,0); tome o tal que
AE /\ vr;(a,c,0,7).
JEAK
Considerando
F(z)x F(z,y) N\ or((x,2), (,9), [0, 1], [@(x), 5z, y)])
JEAK

obtenemos

b
X
—
>
—
=
X
>
—

8
<
S~—
N—"
m
<. >
S
&
—
—
S
B
&
=
—
s}
B
s
N——
ol
=
=
&
A
S
\'\/
e
8
s
=

y como ¢ satisfacia DFC,
AXx F(zr) =a=c.

Le. (a,z) = (¢, x). Podemos concluir a = ¢, como desedbamos. O

]

Notemos que esta misma prueba permite obtener la conclusion del Teorema 50 de
manera igualmente inmediata; reiteramos que la prueba que se dio alli se aplica en un
contexto de mucho mayor generalidad. Otra observacion es que las pruebas de esta seccion
y la anterior son igualmente validas en el caso de férmulas que atestigiien DFC débilmente.
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3.4. Universal

Como se anticip0, las formulas universales se apartan del caso trivial. Para verlo, po-
demos considerar el ejemplo de la seccion 2.6 relativo a semi-reticulados. Alli se obtuvo
una férmula @ universal y no positiva. La Afirmacién 1 probard que cierta variedad de
semi-reticulados no tiene CFC, y luego no hay férmula ni positiva ni existencial que reem-
place a ®; por ello decimos que dicha ® es 6ptima, desde el punto de vista proposicional
y de los cuantificadores.

Como primer paso, construiremos un ejemplo que atestigua que 0& 1 no implica BFC.
La variedad £ con lenguaje {4, *,0,1} dada por el siguiente conjunto de ecuaciones X:

rH+0~zx
rH+1l~axxl

r%0~0

tiene 0 & 1. En lo que sigue definiremos varias algebras en £. En primer lugar tome
L, = (w,4,*,0,1), donde

O4+1:=0 0x1:=0
14+1:=1 1x1:=1
r40:==x zx0:=0

para todor € wy
24y =2, Zxy =2

para todo z,y € w no considerados previamente. Para cada n > 2, L, denotara la
subalgebra de L, con universo n = {0,1,...,n—1}. Ahora defina D,, como la subalgebra
de Ly x L, con universo (2 x n) U{(1,n)}.

Defina los siguientes subconjuntos de 2 x w:

Py ={(0,5) |3 < j}
Pr={(1j) 3 <}
Luego 2 x w = (2 x 3) U Py U P;. Note que para todo z € (2 x w) \ {(0,0),(1,0)} y para

todo x,y € P; tenemos:

TH4z=y4+=2
=24y
ThkZ=Y%2

(3.23)

ZxT =2 %Y.



CAPITULO 3. UNA JERARQUIA DE DEFINIBILIDAD 61

Lema 53. Toda funcidn parcial inyectiva f : D, — (Lg x L,,) que fija (2 x 3)U Py es un
wsomorfismo parcial entre D, y Lo x L,,.

Demostracion. De manera directa se puede ver (usando las ecuaciones (3.23)) que si
B C P, y o es cualquier permutacion de Py, entonces (2x3)UPyUBy (2x3)UPyUo(B)
son subélgebras de Ly x L, y

5() = x re(2x3)UR
o= o(z) x€ B,

es un isomorfismo entre ellas.
Como f es una restricciéon de un tal isomorfismo &, es un isomorfismo parcial. Il

Lema 54. Sea V una variedad. Si Vp; es definible en primer orden, entonces es finita-
mente azxiomatizable relativa a V.

Demostracion. Primero note que un ultraproducto de algebras directamente descompo-
nibles es nuevamente descomponible (usar operaciones de descomposicion). Sea ¥ un
conjunto de sentencias de primer orden que axiomaticen Vp;. En busca de una contra-
diccion, suponga que Vpr no es finitamente axiomatizable relativa a V. Luego, para cada
Yo C X finito existe Ay, € V \ Vp; satisfaciendo 3. Ahora es facil construir un ul-
traproducto U de estas dlgebras descomponibles de tal manera que U satisfaga ¥, un
absurdo. O]

Teorema 55. (L)p; no es definible en primer orden.

Demostracion. Primero probaremos que el jugador “3” tiene una estrategia ganadora
para el juego back-and-forth (“de Ehrenfeucht”) de longitud n — 3 entre D,, y Ly x L,,. La
estrategia es como sigue:

» si V elige un elemento en (2 x 3) U Py (en cualquier algebra), 3 elegird el mismo
elemento en la otra algebra.

= si V elije un elemento en P;, 3 elegird un elemento en la parte P; de la otra algebra,
que no haya sido elegida hasta este punto.

Hay n — 3 elementos en P, N (Ly x L,), asi que estas instrucciones andan hasta n — 3
movimientos. Llamemos ¢ a la funcion parcial definida por este juego. Por el Lema 53, ¢
es un isomorfismo parcial y hemos probado nuestra primera afirmacion.

Ahora suponga que ¢ es una sentencia tal que (£)p; = . Por la estrategia de mas
arriba tenemos que para todo n suficientemente grande, D,, = ¢ si y sdlo si Ly x L, = .
Tomando n tal que 2n+1 = (cardinal de D,,) es un nimero primo, obtenemos D,, € (£)py.
Concluimos que hay élgebras descomponibles satisfaciendo ¢, y de aqui que (£)p; no
puede ser definida por una sola sentencia de primer orden. Usando el Lema 54 tenemos
nuestro resultado. O
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Corolario 56. £ no tiene DFC. En particular, 0 & 1 no implican DFC ni BFC.

Demostracion. Como DFC es equivalente a DP, basta considerar el Corolario 36 y el
Teorema 55 en conjunto para obtener una contradiccion. Il

Una indicacion de que (£)p; podria no ser definible fue descubierta usando el progra-
ma “Universal Algebra Calculator” [6], disefiado por Ralph Freese y Emil Kiss.

Sea LY la variedad con lenguaje {+H,*,0,1,V} definida por los axiomas de £ mas
identidades diciendo que V es un operacion de semi-reticulado para la cual O vV 1 = 0.
Estudiando este ejemplo se vera que la complejidad de la formula ® en la Proposicion 38
no puede ser mejorada para el caso general.

Afirmacion 1. LY no tiene CFC. En particular, DFC no implica CFC.

Demostracion. Si LY tuviera CFC, existirfan 0;(w),...0;(w), 1;(w),...1;(w) tales que
para toda dlgebra A = A; x Ay € V, (A1, \?) € A,

ker 7y = Cg? ([0(A), 0(A%)], [0(A), T(A%)])

ker mp = Cg ([T(AY), I(A?)], [O(A"), T(A?)]),

por el Lema 39. Como el lenguaje contiene constantes, podemos reemplazar estos nuevos
0, y 1; por términos cerrados, y luego

ker m; = CgA([ﬁ, 0,

0], (0,1])

ker my = CgA([f, 1], 0, )

Ahora, verificando los axiomas de £V, concluimos que todo término cerrado ¢ en el len-
guaje de LY es constantemente igual a 0 6 a 1 sobre LV, asi que deberiamos tener

s

0,
0

e

kerm = Cg™((0,0), (0,1)) v Cg”((1,0), (1,1)).

Pero el lector puede verificar que si tomamos A = L5 x Lg, la relacion equivalencia
dibujada en la Figura 3.1 es una congruencia que contiene al derecho lado de la tltima
igualdad, y es claramente diferente de ker 7. O

Proposicion 57. No eziste una férmula positiva que atestigiic DFC débilmente para LY.
Demostracion. Inmediato por la Afirmacion 1. m

Proposicion 58. No existe una formula existencial que atestigiie DFC débilmente para

LY.
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Figura 3.1: Una congruencia en Lj X L.

63

Demostracion. Defina operaciones de semi-reticulado (tipo join) sobre Lo, Ly y Ly tales
que éstas resulten totalmente ordenadas con el orden dado por 0 > 1 > 2 > 3 > 4.
Suponga que ® atestigua DFC débilmente para £V, y considere Ls x Lo. Los puntos
sombreados en la Figura 3.2 forman una subélgebra de Lj x Lo; llamela L. El lector

puede verificar que F': Ly x Ly — L, donde

es un isomorfismo. Como ® atestigua DFC débilmente para £V, tenemos
Ly x Ly E $((3,0),(3,1),(0,1),(1,0)).
Aplicando F en todos lados, se deduce
L = ((3,0),(4,1),(0,1),(1,0)).
Si tuviéramos una féormula ® existencial, obtendriamos

Ls x Ly = ®((3,0), (4,1),(0,1),(1,0)),

pues L es un subalgebra de L5 x Ls. Luego concluiriamos 3 = 4, un absurdo.

]

Comentario. La Proposicion 58 también podria haber sido probada usando el Teorema 52

y la Afirmacion 1.
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Figura 3.2: La estructura de semi-reticulado de L5 x Ls.
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Capitulo 4
Epilogo

- n punto muy interesante del desarrollo de DFC y las propiedades equivalentes
ﬁ) ¥f: bajo la hipotesis de tener 0 & I (especialmente BFC y la DP) es que las pro-
@;j © piedades de primer orden surgen como la herramienta natural a ser utilizada.
£\ Esto puede ser explicado en base a la Teoria de Preservacion, que provee de
una correlacion estrecha entre propiedades elementales y estructurales.

Sin embargo, dada la naturaleza exclusivamente algebraica de la DP y BFC, uno
esperaria que sea posible dar una prueba mas “semantica” de la equivalencia entre los dos
conceptos, sin tener que utilizar artificios sintacticos. De hecho, la prueba de la implicacion
BFC=DP es elemental y se basa simplemente en la estructura de reticulado distributivo
de congruencias factor. Es la implicacion inversa la que plantea las mayores dificultades.

Observemos que la similitud entre las respectivas condiciones de Mal’cev permitirian
reducir la equivalencia a un juego ecuacional; de hecho, el Teorema de Completitud de
Birkhoff asegura que existe tal prueba ecuacional. Pero esto no significa que tal prueba
nos dé una verdadera profundizacion en las razones tltimas de la equivalencia entre BFC
y la DP bajo 0 & 1: la inspeccion de casos particulares indica que la prueba ecuacional
puede ser extremadamente compleja. ;Es la Logica de primer orden el Ginico camino para
poder manejar tal complejidad? Esta pregunta constituye el primer problema que dejamos
abierto.

Problema 1. Dar una prueba estructural de la equivalencia entre BFC y la
Propiedad de Determinacion bajo la hipdtesis de 0 & 1.

También es interesante preguntarse si estas herramientas desarrolladas pueden apli-
carse bajo hipdtesis mas débiles; especificamente, eliminando o relajando la hipotesis de 0
& 1. Como ejemplo de esto podemos mencionar la solucion del problema de la equivalen-
cia entre BFC y la propiedad (*). En una charla con el autor (durante la “Conference in
Universal Algebra and Lattice Theory”, realizada en Szeged en 2005), Ross Willard afirmé
que mediante los términos de la condicion de Mal’cev para BFC se podia probar dicha
equivalencia. Inmediatamente después se obtuvo el resultado de la seccion 2.4, utilizando
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virtualmente la misma formula ® que surgia de nuestro trabajo. La construccion de la
formula @ fue anunciada en 2004 durante el II Encuentro Nacional de Algebra realizado
en La Falda (Cordoba) y posteriormente en la conferencia de Szeged (Hungria).

Prosiguiendo con las propiedades de la caracterizacion ¢ de la congruencia asociada
a un elemento central, muchas preguntas surgen de los resultados mas generales de la
seccion 3.2, donde se amplia el estudio a una clase arbitraria de modelos cerrada bajo
la operacion de tomar productos directos. En primer lugar, jdeberia tener ®(z,y, 2') las
mismas propiedades preservacionales? Es obvio que siempre es preservada por productos
directos cuando Z es un elemento central, pero todo lo demas es conjetural.

Problema 2. Sea K una clase de modelos cerrada por P con DFC. Decidir si
existe una formula ®(z,y, 2) que atestigiie DFC para K y que sea preservada
por F siempre que Z sea central.

Esto tltimo es cierto cuando ya tenemos una ® abierta, pues podemos conseguir una
formula positiva y la preservacion por F es un caso particular de la preservacion por H
(pues F(K) C H(K) para toda clase K).

Problema 3. Sea K una clase de modelos cerrada por P con DFC. Decidir si
existe una formula ®(z,y, 2) que atestigiie DFC para K y que sea preservada
por P y por F.

Creemos que esto es cierto en general, pero no vemos modo de demostrarlo. Una pregunta
mucho mas facil de Teorfa de Preservacion es la siguiente, y su respuesta junto con una
positiva al problema anterior seria una prueba inmediata para el caso existencial en clases
generales (incluyendo, obviamente, al caso abierto).

Problema 4. Probar que toda formula existencial que sea preservada por P
y por F es equivalente a una férmula positiva.

Esto no se puede mejorar mas (digamos, a formulas universales), por lo que atestiguan
los ejemplos de la seccion 3.4.

No so6lo es importante el tipo de preservacion que tiene la formula @, sino también
la familia de formulas que definen al centro Z(-) de un algebra en una variedad con
DFC. Abundan ejemplos en los que el estudio de tal preservacion ha sido de utilidad.
Vaggione [20] mostr6 que en variedades de congruencias modulares con 0 & 1 el centro
es definible mediante formulas positivas, y luego se obtiene la FHP; por otro lado, junto
con el autor [22|, probaron inicialmente que CFC implicaba BFC viendo que Z(-) era
preservado por F, y utilizando la formula ® existencial positiva se puede conseguir una
caracterizacion de Z(-) de complejidad V3.

Problema 5. Decidir si una variedad con DFC tal que el centro es definible
por formulas universales-existenciales (V3) tiene CFC.
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Un resultado interesante a ser aplicado aqui para obtener una prueba estructural es el
siguiente: Una teoria consistente es preservada por uniones de cadenas de modelos si
y solo si es axiomatizable por sentencias universales-existenciales. Y quiza este tipo de
argumentos conduzcan a la solucion de nuestro primer problema (viz., demostrar por
separado que DP y BFC equivalen a que Z(-) sea preservado por F).

El ultimo problema, que casi no hace falta enunciar pero que dejamos sentado por
completitud, es el siguiente.

Problema 6. Estudiar la parte no trivial de la jerarquia de complejidades
para ®. En particular, determinar qué propiedades algebraicas especiales se
obtienen en los casos V4 y V.

De hecho, hay que observar que la mayoria de los ejemplos conocidos de variedades con
DFC (viz., la familia de variedades con 0 & I que tienen la FHP, que es amplia) tienen
CFC y por ende caen en el caso trivial. No hemos construido ejemplos que nos permitan
dilucidar si la parte no trivial de la jerarquia se reduce al caso universal, pero creemos
que ésta contiene todos los niveles de complejidad de cuantificadores.
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