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Resumen

Este trabajo esta enfocado principalmente a la presentacién de un método de construccion
de representaciones de grupos discretos y a la explotacion para el grupo de trenzas de dicha
realizacion, tanto en el campo de la teoria de representaciones de grupos como en el estudio de
subfactores en la teoria de operadores y en la obtencién de invariantes de nudos.

La construccion de representaciones del grupo de trenzas de n cuerdas B,, que se obtiene, ya
sea n finito o infinito, depende de cinco parametros y permite expresarlas en forma matricial.
Bajo esta realizacién se parametrizan, a través de esas cinco variables, todas las representaciones
no unitarias de un cociente infinito de B,, que satisfacen dos condiciones particulares.

En cuanto al problema de la clasificacion de las representaciones irreducibles de B,,, hay
pocos resultados conocidos. Como aporte a este problema se presentan familias explicitas de

. . . . ., n . ,
nuevas representaciones irreducibles de B,, de dimension ( ) con 1 < m < n. Mas aun,
m

se obtienen condiciones suficientes en los parametros que aseguran la irreducibilidad de las
representaciones asociadas. Esto permite construir en forma explicita nuevas representaciones
irreducibles de B,, de dimensién arbitrariamente grande.

A través de las representaciones obtenidas se construyen factores de tipo I y &lgebras
hiperfinitas. Asimismo, se construye una familia de subdalgebras de un &lgebra hiperfinita no
isomorfas entre si con conmutador relativo no trivial.

Por 1ltimo, como aplicacion de los resultados anteriores y de algunos resultados de Funar,
se construye un invariante de nudos.

Abstract

This work is focused primarily on the presentation of a method of construction of repre-
sentations of discrete groups. We make use of this realization for braid groups, not only in the
theory of group representations but also in the study of subfactors of von Neumann algebras in
operator theory and in obtaining knots invariants.

The obtained construction of representations of the braid group B, of n strings, for n
finite or infinite, depends on five parameters and permits express them in matrix form. Under
this realization, all non-unitary representations of an infinite quotient of B,, that satisfies two
particular conditions are parametrized through these five variables.



On the problem of classification of all the irreducible representations of B,, there are few
known results. As a contribution to this problem, explicit families of new irreducible repre-

sentations of B,, of dimension ( ), where 1 < m < n, are presented. Moreover, sufficient
m

conditions in the parameters to ensure the irreducibility for the associated representation are
obtained. This allows the construction of explicit irreducible representations of B,, of dimension
arbitrarily large.

Through the obtained representations, factors of type I and hyperfinite algebras are con-
structed. Moreover, we construct a family of non isomorphic subalgebras of a hyperfinite algebra
with non trivial relative commutator.

Finally, as an application of this method and using results of Funar, we construct a knot
invariant.

Palabras Clave: Braid Group; irreducible representations; factors; hyperfinite algebra;
knot invariant.

1991 Mathematics Subject Classication: Primary: 20C99; Secondary: 20F36.



1. Introduccion

La teoria de trenzas juega un rol muy importante en la matematica moderna por su conexion
con diversas ramas de la ciencia como la teoria de nudos, la fisica tedrica, la teoria de operadores,
la geometria algebraica y la robdtica, entre otras. Los grupos de trenzas aparecen por primera
vez en forma explicita en un trabajo de Artin de 1926 en relacion a espacios de configuracion
de finitos puntos en el plano complejo, [Arl]. Si bien estos grupos se conocian hace tiempo,
durante los ultimos 25 anos se han producido los mayores avances en el area y sus aplicaciones.
El invariante de links dado por el Polinomio de Jones en 1983 [J5], [J4], la linealidad del grupo
de trenzas obtenida a través de la representacién de Lawrence-Krammer-Bigelow en 2001-2002
[Bi2] y [K], la ordenabilidad del grupo de trenzas B,, obtenida por Dehornoy en 1991 [De], son
algunos de los resultados mas destacados.

El grupo de trenzas B,, es un grupo finitamente generado no abeliano cuyos elementos no
triviales tienen orden infinito. Tiene la particularidad de tener como cociente al grupo simétrico
Sp. Cada B,, se puede realizar como un subgrupo de B,,;; y la unién formal de todos ellos es
conocida como el grupo de trenzas infinito B.

Este trabajo esta enfocado principalmente a la presentaciéon de un método de construccion
de representaciones no unitarias de grupos de trenzas y a la explotacion de dicha realizacion,
tanto en el campo de la teoria de representaciones de grupos como en el estudio de subfactores
en la teoria de operadores y en la obtencién de invariantes de nudos.

La construccion de representaciones de B,, que se obtiene, ya sea n finito o infinito, depende
de cinco pardmetros (ver Teorema 3.4) y permite expresarlas en forma matricial. Bajo esta
realizacion se parametrizan, a través de esas cinco variables, todas las representaciones no
unitarias de un cociente infinito de B,, que satisfacen dos condiciones particulares (ver Teorema
3.8). La estrategia para realizar esta parametrizacion es usar resultados de la teorfa de dlgebras
de von Neumann conmutativas. Estas ideas fueron aplicadas por primera vez por Garding
y Wightman para clasificar las representaciones de las relaciones de conmutacion [GW1], y
anticonmutacién [GW2]. También fueron usada por Galina, Kaplan y Saal para clasificar las
representaciones de las dlgebras de Clifford asociadas a espacios vectoriales reales, complejos o
cuaterniénicos de dimensién infinita [GKS].

En cuanto al problema de la clasificacién de las representaciones irreducibles de B,,, hay
pocos resultados conocidos. Entre otros podemos mencionar los siguientes. Formanek clasificé to-
das las representaciones irreducibles de dimensién menor que n [F] y Sysoeva lo hizo para dimen-
sion igual a n [S]. Larsen y Rowell dieron algunos resultados sobre representaciones unitarias
de B, de dimension multiplos lineales de n y probaron que no hay representaciones unitarias
irreducibles de dimension n 4+ 1 [LR]. Levaillant caracterizé en qué casos la representacién de
Lawrence-Krammer es irreducible [L].



Como aporte a este problema se presentan familias explicitas de representaciones irreducibles
n

de B,,, n < oo, de dimensién ( > con 1 < m < n (ver Teoremas 3.13 y 3.14). Las mismas son
m

subfamilias particulares de las dadas por la parametrizacion. Mas aun, se obtienen condiciones
suficientes en los parametros que aseguran la irreducibilidad de las representaciones asociadas
(ver Teoremas 3.21 y 3.22). Esto permite construir en forma explicita nuevas representaciones
irreducibles de B,, de dimensién finita arbitrariamente grande (ver Teorema 3.23).

En la teoria de operadores los factores juegan un papel muy importante en el estudio de las
algebras de von Neumann ya que las mismas se descomponen como integral directa de factores.
Otro objetivo de este trabajo es usar las representaciones obtenidas para construir factores y
algebras hiperfinitas. En particular se obtienen factores de tipo I, r < 0o, y algebras hiperfinitas
(ver seccién 2 de capitulo 4). Estas dlgebras hiperfinitas, definidas a través de una representacion
de B, se realizan como limite de algebras de von Neumann generadas por representaciones
de B, de dimensién finita variando n. Asimismo, se construye una familia de subdalgebras no
isomorfas de dichas dlgebras hiperfinitas.

Por tltimo, como aplicacion de los resultados anteriores, se presenta un invariante de links,
union finita de nudos, usando la existencia de la traza dada por Funar en [Fu]. Analizar las
ventajas y desventajas de este invariante no es un trabajo sencillo, pero segiin conversaciones
con V. Jones podria ser un caso particular del Polinomio de Kauffman.

A continuacién se detallan los contenidos de este trabajo. Los dos primeros capitulos son
un somero repaso de los resultados conocidos que se usaran a lo largo del trabajo. En el primer
capitulo se presentan algunas definiciones de los grupos de trenzas y las representaciones cono-
cidas.

En el segundo capitulo se repasan algunas nociones sobre teoria de dlgebras de von Neumann,
factores, sus tipos y la integral directa de espacios de Hilbert. Estos son los ingredientes que
se usan en el capitulo 3 para definir representaciones de B,, y parametizar una gran familia de
representaciones de B,,. Luego se analizan algunos ejemplos de representaciones conocidas que se
pueden parametrizar segin el Teorema 3.8 y se dan los parametros que las describen. Asimismo,
se presentan nuevas representaciones irreducibles de los grupos de trenzas. Se estudian algunos
parametros y se presentan condiciones suficientes que permiten construir mas representaciones
irreducibles de B,,.

En el capitulo 4 se construyen factores de tipo I, r < oo. Se define un algebra de von
Neumann a través de una representacion de B, esta resulta ser hiperfinita. También se presenta
una familia de subdlgebras no isomorfas de la misma que tienen conmutador relativo no trivial.

Finalmente, en el capitulo 5 se repasan algunos resultados sobre teoria de nudos y su relacion
con los grupos de trenzas. Como aplicacion de los resultados obtenidos y usando la traza de
Funar se define un invariante de links.
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Capitulo 1

Grupo de trenzas

1. Definiciones

Comenzaremos con la definicién algebraica del grupo de trenzas B,, para cada entero positivo
n. Estos grupos fueron introducidos por Emil Artin en 1926, [Arl] y [Ar2].

DEFINICION 1.1. El grupo de trenzas de n cuerdas B, estd generado por los elementos
Ti,...,Tn_1 Sujetos a las relaciones

(1.1)

TeTj = TjTk, silk—j|>1;
TTht1Th = The1TkThe1, S11<k<n—2.

Sin =1, B; se define como el grupo trivial {1}. Si n = 2, By es el grupo ciclico infinito
generado por un elemento. Mientras que si n > 3, B,, es un grupo infinito no abeliano.

Podemos definir una inclusion natural 2 : B,, — B,, 1 pore(m;) = 7 sik = 1,2,...,n—1. Bajo
esta notacién llamaremos B, al grupo de trenzas en infinitos generadores o equivalentemente
la union U,enB,,.

Notemos que se puede definir un morfismo sobreyectivo de B,, al grupo simétrico S,, de la
siguiente manera. Los elementos de S,, son pemutaciones del conjunto {1,2,...,n}. Este grupo
esta generado por las transposiciones oy, ...,0,_1, donde g, permuta el elemento k£ con k + 1
y deja fijo los demas, y relaciones

0,%:1 sil<k<n-—1;
(1.2) oyo; =00k, silk—j]>1;
OkOk+10k = Ok410k0k+1, Si1<k<n—2.

Es claro que el morfismo que envia 7 en o es un epimorfismo. Su nicleo se llama el subgrupo
de Trenzas Puras de B,,.

A continuacién daremos una definicién geométrica o desde un punto de vista topoldgico del
grupo de trenzas.

DEFINICION 1.2. Una trenza geométrica de n > 1 cuerdas es un subconjunto b de R? x [0, 1]
formado por n intervalos disjuntos llamados las cuerdas de b de tal manera que éstas cuerdas
son homotdpicas al [0, 1] y b intersecta a R? x {t}, para cada t € [0, 1], en exactamente n puntos.

9



10 Grupo de trenzas

FicuraA 1. Un generador 74 en B,,.

X/xy b

FIGURA 2. Trenza geométrica 7, 'm47oms 75 '

Ademads b conecta un punto (j,0,0) con (o(5),0,0), donde la sucesién (o(1),...,0(n)) define
una permutacién en S,, llamada la permutacién subyacente a b.

En la figura 1 se puede observar el generador 73 en B,,. Un ejemplo de una trenza geométrica
se puede observar en la figura 2. La permutacién subyacente de ésta trenza es el 6-ciclo (146532).

Dos trenzas geométricas b y b’ con n cuerdas son isotépicas si b puede ser deformada con-
tinuamente en &'. Es decir si existe un mapa continuo F' : b x [0,1] — R? x [0, 1] tal que para
cada s € [0,1] el mapa F; : b — R? x [0, 1] definido por Fy(x) = F(z, s) es una inmersién cuya
imagen es una trenza geométrica de n cuerdas, Fy = id, : b — b, y Fy(b) = /. Tanto F' como la
familia {F5(b)}s son llamados una isotropia de b = Fy(b) en O/ = F(b).

La relacion de isotropia es una relacion de equivalencia sobre las trenzas geométricas de
n cuerdas. Dadas dos trenzas geométricas by, by, se define su producto biby por el conjunto
de puntos (z,y,t) € R? x [0,1] tal que (z,y,2t) € by si 0 <t < 1/2y (z,y,2t — 1) € by si
1/2 <t < 1. Es claro que byby asi definida es una trenza geométrica y que si by, by son isotépicas
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a b, b, respectivamente, entonces byby es isotopica a b)b),. Este producto es asociativo y tiene
por elemento neutro la trenza trivial 1,,. Por lo tanto éste producto hace del conjunto de clases
de equivalencia de trenzas geométricas un grupo.

Los grupos de trenzas tienen interés desde un punto de vista topoldgico por su conexion con
la teoria de invariantes de nudos. Este tema sera tratado en el capitulo 5.

2. Representaciones conocidas

En esta seccion trataremos sobre las representaciones conocidas de los grupos de trenzas.
Recordemos primero algunas definiciones.

DEFINICION 1.3. Dado un grupo G, una representacién de G en un espacio vectorial V es
una funcién p: G — GL(V) que respeta el producto en G. Es decir, p(g192) = p(g1)p(g2) para
todo g1, 92 € Gy p(1) = 1.

Si p es una funcion inyectiva, se dice que la representacion es fiel. Si V' es un espacio de
Hilbert con producto interno <, > entonces para cado operador lineal 7' € GL(V'), se define
el adjunto o * de T al tinico operador que satisface que < T'(x),y >=< z,T*(y) > para todo
x,y € V. Se dice que la representacion p es unitaria si para todo g € G se satisface que

p(g)p(g)" = 1v

Recordemos que un subespacio vectorial W de V' se dice m-invariante si w(g)v € W para todo
g € Gy v e W. Una representacién 7 se dice irreducible si no tiene subespacios m-invariantes
distintos de 0 y V.

Si V' es un espacio de Hilbert, es decir un espacio vectorial munido de una forma Hermitiana
no negativa <, > tal que H es completo con la norma definida por esa forma, diremos que la
representacion es irreducible si los inicos subespacios m-invariantes cerrados son 0 y V.

2.1. Representacién de Burau. Fue definida por Burau en 1936 [Bu] y por mucho
tiempo se creyd que era una representacién fiel de B, ya que lo es para n = 2,3. Moody
probé6 que no es fiel para n > 10 [M] (1993). Més tarde Long y Paton probaron que no lo es
para n > 6 [LP] (1993). Mientras que para n = 5 lo probd Bigelow [Bil](1999) y finalmente
para n = 4 no se sabe aun.



12 Grupo de trenzas

La definiciéon de la representacién es la siguiente, para cada numero complejo ¢ no nulo,
consideremos las matrices n X n,

1—-t 1
t 0

donde 1—t estd en el lugar (k, k), y el resto de las entradas no especificadas son 0. Observe que si
t = 1, se obtiene la representacion de .S,, en el espacio de matrices diagonales por permutacién de
los indices. De esta manera queda determinada una familia de representaciones parametizadas
por t.

Esta representacién no es irreducible. En efecto, si ¢ no es raiz del polinomio f,(z) =
242 oo 4 241, C" se descompone como suma de dos subespacios invariantes: W, = el
subespacio vectorial generado por el vector v = (1,¢,t%,...,t"" 1) y Wy = el hiperplano definido
por la ecuacién vy +vg + -+ - + v, = 0.

La representacion restringida a Ws se llama representacion de Burau y tiene la siguiente
forma

pt)(m) =
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1
1
1
B(t) (1) = 1 0 0 , st 2<k<n-—2
t —t 1
0 0 1
1
donde —t esta en el lugar (k, k)
1
1
1
B@)(Tn—l) = 1
1
1 0
t —t

Formanek probé que ésta representacion y una “extendida de ella” son las tinicas representa-
ciones irreducibles no triviales de B,, de dimensién menor que n [F]. Especificamente paran > 7
el resultado es el siguiente,

TEOREMA 1.4 (Teorema 22, [F|). Sea p : B, — GL,.(C) una representacion irreducible,
donden >7y2<r <n-—1. Entonces p es de Tipo Burau.

Una representacion se dice de tipo Burau si es la representaciéon de Burau o una “extendi-
da”de ella que definiremos a continuacién. Sea t una raiz del polinomio f,,(z) = 2" + 2" +
---+ 241, donde n > 3 y sea 3(t) : B, — GL,_1(C) la representaciéon de Burau. Llamaremos

~

la extension de ((t) a la representacion irreducible 5(t) : B, .1 — G L,_1(C) definida por

B(t) () = Bt)(7), (k=1,...,n—1)y B(t)(r,) = id — PQ
donde
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Q= (—1)" (L, —(1+1), L+t + 1%, (1) 2(L b+ -+ £"2)),

2.2. Representacién Estandar. Esta representacién aparece por primera vez en un
trabajo de Dian-Min Tong, Shan-De Yang y Zhong-Qi Ma [TYQ)]. Sysoeva [S] probé que es
la unica representacién irreducible de B,, de dimensiéon n, si n > 9. Se define de la siguiente
manera, p(t) : B, — GL,(C), paracada k=1,...,n—1

p(t)(Th) =

— O
o o+

donde t esta ubicado en el lugar (k,k + 1).

2.3. Representacién de Lawrence-Krammer-Bigelow. Estas representaciones fueron
definidas por Lawrence en 1990 via cubrimientos infinitos del espacio de configuraciéon de pares
de puntos en el disco perforado. Mas tarde, entre 2001 y 2002, Bigelow y Krammer probaron
independientemente que esta representacién es fiel para n > 6, [Bi2], [K]. En éste trabajo
presentaremos la forma matricial de la representacion dada por Krammer.

n(n—1)
2
de la forma v; ; con 1 < i < j < n. Definimos la funcién ¢ : B,, — GL(V') por

Sea V un C espacio vectorial de dimension cuya base estd formada por los elementos

Vi j k<i—167 <k

Vic1; + (1 —q)vij k=1i—1;

tq(q — )viig1 + quis k—i<j—1;
o(m)(viy) = { tqvi k=i1=j—-1

vij + tqk_lA(q —1D2upp 1<k<j—1;
Vi j—1 -+ tq]_l(q — 1)'Uj71,j 1< k= j — 1,
L (1 — q)’Ui,j + Q’Uiyj + 1 k= j

2.4. Representaciones Locales. Sean V' un espacio vectorial y c: V®V -V ® V un
operador lineal invertible, se dice que c¢ satisface la ecuacién de Yang Baxter o de trenzas si
satisface la siguiente igualdad en V@V @V = V®3,

(c)(1®c)(crl)=(1®c)(cx1)(1®c)
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En éste caso se dice que (V, ¢) es un espacio vectorial trenzado. A partir de este espacio se
puede definir una representacién de B,, de la siguiente manera. Sea p(c) : B,, — GL(V®"), para
cadak =1,...,n—1sedefine p(c)(1g) : VE" — V" por el operador p(c)(7x) = 1p-1®c®1, 1,
donde 1, =1 ® ---® 1, es el producto tensorial de la identidad k veces; ésta representacion se
llama local.

Una forma sistematica de encontrar soluciones de la ecuacién de trenzas fue obtenido por
Drinfeld a partir de Médulos de Yetter Drinfeld de algebras de Hopf punteadas (ver por ejemplo
[D)).

Si el algebra de Hopf es el algebra de un grupo abeliano, entonces las trenzas asociadas
son de tipo diagonal es decir, existe una base de § = {vy,...,v,,} de V (el médulo de Yetter
Drinfield) tal que c(v; ® vj) = ¢;ju; ® v; para todo i,j = 1,...m donde los g;; son nimeros
complejos no nulos.

Por lo tanto

p(c)(Tk)<Ui1 - ® Uin) = Qig,igy1 Vin QR Vg & (%7 R,

Otro ejemplo de representacion local es la siguiente ([AS]). Sea G un grupo cualquiera y
T C G tal que paratodo g € Gyte T, gtg7! € T. O sea T es unién de clases de conjugacién
de G. Sea y: G xT — C — {0} una funcién tal que para todo g,h € G, and t € T'

L v(1,t) =1.
1. y(gh,t) = v(g, hth=")y(h,t).

Sea V' el espacio vectorial complejo con base ortogonal {v; : t € T} y sea ¢ definida por
cy(Vs®v;) = Y(8, t)vgs-1 @us. Las condiciones impuestas a y aseguran que ¢, verifica la ecuacién
de trenzas.

Luego

pley) (i) (v, @ - - @ vy,) = V(tks thr1)Vy, @ .oty ® Utytprt? @ Uty ® - @0,

2.5. Representaciones de algebras de Hecke. Las algebras de Hecke (o de Iwahori-
Hecke) se definen por generadores y relaciones de la siguiente manera. Sea ¢ un nimero complejo
no nulo, sea H,(q) el dlgebra asociativa sobre C generada por n — 1 elementos ey, ..., e,_; con
las relaciones

eiej = €;e; li —j| > 1;
(13) €i€i+1€6; = €;4+1€;€Ci+1 1= ]_, e, — 2,
e2=(q—1e;+q i=1,...,n—1.



Note que esta algebra es un cociente del algebra del grupo de trenzas, luego existe un
morfismo del dlgebra del grupo B,, en H,(q). Por lo tanto toda representacion del dlgebra de
Hecke se extiende a una representacién del grupo de trenzas componiendo con ese morfismo.

2.6. Algebras de Temperley-Lieb. Estas algebras estan muy relacionadas con las alge-
bras de Hecke. Fueron introducidas en un trabajo de Temperley y Lieb [TL] en 1971 y pos-
teriormente Jones las definié explicitamente en [J1] en 1983. Para cada complejo no nulo a,
consideremos el algebra A,(a) generada por los elementos fi, ..., f,_1 sujetos a las relaciones

e;e; =eje; |i—j| > 1;
(14) €i€j€; = €; |Z — j| = 1,
e?=ae; i=1,....,n—1

Dados a, ¢ complejos no nulos tales que a? = @, podemos definir un epimorfismo W entre
el algebra de Hecke H,(q) y el dlgebra de Temperley Lieb A, (a) por

U(e;) = ﬂfz —1

Resulta que para n = 2, ¥ es un isomorfismo. Mientras que si n > 3, el nucleo de ¥ es
el ideal bilatero de H,(q) generado por 1 + e; + es + e1e2 + eseq + €1e9e1, una prueba de este
resultado puede encontrarse en [KT]|, pag. 226, Teorema 5.29.

El morfismo ¥ nos permite extender las representaciones del algebra A, (q) a representa-
ciones del grupo de trenzas B,,.

OBSERVACION 1.5. Las definiciones presentadas en este capitulo fueron extraidas principal-
mente de los libros [KT] y [Ma].

16



Capitulo 2

Algebras de von Neumann

1. Definicién de algebra de von Neumann

Sea H un espacio de Hilbert, es decir un espacio vectorial munido de una forma Hermitiana
no negativa <, > tal que H es completo con la norma definida por esa forma.

Consideremos el espacio de operadores lineales acotados sobre H y lo denotemos por B(H).
Este espacio es un algebra de Banach (es decir es un algebra compleja normada tal que ||T1T5|| <
|T1 ||| 7%||) con la norma definida por

T = sup{”ﬂi—m)” cr EH,x # O} = sup{||T(x)| : z € H, ||z|| = 1}.

A B(H) le podemos asignar distintas topologias, repasemos algunas de ellas.

DEFINICION 2.1. Topologia de la norma o uniforme. Es la topologia dada por la norma
de operadores acotados || - || definida antes. Una base de entornos para esta topologia esta for-
mada por los conjuntos de la siguiente forma,

N(Ty,e) ={T € B(H) : ||T — To|| < €}
donde Tj es un operador acotado de H y € es un nimero real positivo.

DEFINICION 2.2. Topologia Fuerte. Es la topologia dada por la convergencia puntual.
Una sucesién de operadores acotados {7}, } converge puntualmente a un operador acotado T si
para cada z € H la sucesién {71, (z)} converge a T'(z) en H.

Una base de entornos para esta topologia esta dada por los siguientes conjuntos
N(To,x1,...,xpe) ={T € B(H) : |(T —To)(z;)|| <&, Vi=1,...,r}
donde Ty € B(H), z; € H y € es un ndmero real positivo.

DEFINICION 2.3. Topologia Débil. Es la topologia dada por la convergencia débil. Una
sucesion de operadores acotados {7},} converge débilmente a un operador acotado T' si para
cada x,y € H la sucesion {< T, (x),y >} converge a < T'(z),y > en H.

Una base de entornos para esta topologia estd dada por los siguientes conjuntos

N(To,x1, . Ty Y1,y Yss€) ={T € B(H) : | < (T = To)(z;),y; > | <e, Vi=1,...,m;
Vi=1...,s}
17
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donde Ty € B(H), x;,y; € H y € es un nimero real positivo.

Es claro que la topologia débil contiene menos abiertos que la topologia fuerte. Y ésta a su
vez contiene menos abiertos que la topologia de la norma.

Dado T' € B(H), se define por el adjunto o * de T al tinico operador que satisface que
<T(x),y >=< z,T*(y) > para todo z,y € H. Diremos que M es una *-subdalgebra o subalgebra
autoadjunta de B(H) si es una subalgebra de Banach cerrada por *, o sea T* € M para todo
T € M. Diremos que M actia en H si M C B(H).

DEFINICION 2.4. Sea H un espacio Hilbert. Una *-subdlgebra M de B(H) débilmente cerrada
y tal que contiene la identidad de B(H), se dice dlgebra de von Neumann.

Analicemos algunos ejemplos de algebras de von Neumann.

EJEMPLO 2.5. SiH es un espacio de Hilbert, entonces claramente M = B(H) es una algebra
de von Neumann.

En el caso particular de H = C", M = B(H) es el dlgebra de matrices n x n que denotaremos
por M(n) 6 por M,(C). En ese caso M tiene dimension finita (como espacio vectorial), pero si
observamos que C* = [2({1,2,...,n}), podemos considerar también el caso n = oo, obteniendo
asi el &lgebra de dimensién infinita M = B(I*(N)).

EJEMPLO 2.6. Una forma de construir ejemplos de dlgebras de von Neumann es a través de
la suma directa y el producto tensorial.

Sean M, M, dlgebras de von Neumann actuando sobre los espacios de Hilbert H;, Hs res-
pectivamente. Definimos el espacio de Hilbert H; & Hy como la clausura de la suma algebraica,
donde la clausura la tomamos respecto del producto interno

(2.1) <T1+ X2, Y1 T Y2 >=<21,Y1 >1 + < T, Y2 >2

Si los espacios de Hilbert tienen dimension finita, es claro que la clausura coincide con el espacio
algebraico. M = M; & M, es la clausura débil de la suma algebraica de operadores y actia en
el espacio Hy @ Hs por (Th + 1Ta)(x +y) = Th(x) + Tr(x).

El espacio de Hilbert H; ® Hs se define como la clausura del producto tensorial algebraico
respecto del producto interno dado por < 1 ® 9, y; R Yo >=< 1,y >1< X2, Y2 >o. El dlgebra
M = M, ® M, se define como la clausura débil del anillo M; ®q4 M, y la accién en 'Hy ® Ho
estda dada por la siguiente formula en los generadores

(T) @ Ty) (11 ® x2) = T1(x1) @ To(xs).
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Para construir los ejemplos que usaremos més adelante necesitamos el siguiente concepto.
Sea M una subdlgebra de B(H), llamaremos conmutador de M al conjunto

— {T €B(H): ST =TS VS € M}.

Von Neumann mostrd la siguiente conexion entre el conmutador y la topologia de una *-
algebra.

TEOREMA 2.7. Sea M wuna *-subdlgebra de B(H) con la identidad de B(H), entonces la
clausura débil de M es igual al doble conmutador M" = (M')".

DEMOSTRACION. Como los conmutadores son cerrados para la topologia débil, M C M”.

Sea T' € M"” y V un entorno débil de T', queremos encontrar un elemento S de M en V.
Como la topologia débil contiene menos abiertos que la topologia fuerte, es suficiente encontrar
S € M en un entorno fuerte de T. Sea N(T',y1,...,y,,€) tal entorno.

Consideremos el espacio K = @[_;H, entonces y = (y1,...,¥,) € K. Podemos pensar a
M actuando en K por Ti(z) = (T1(x1),...,Ti(x,)). O sea, M C M,(B(K)) con la inclusién
Tl — Tl 1]C.

Sea M = {T11x : T} € M}, es una subélgebra autoadjunta de M, (B(H)) pues M lo es.

Para y = (y1,...,y,) € K, consideremos la proyeccién P, de K en la clausura débil de M Y.
Ya que M es una algebra M y es invariante por la accion de M. Ademés como M es autoadjunta

P, conmuta con M.O sea, B, € M M. Luego T'1x conmuta con P,. Entonces TM y C M Y.

Como 14y € M, Ty = (T'(1),...,T(y,)) € M_y Es decir, existe S € M tal que [|S(y;) —
T(y;)|| < e paratodoi=1,...,r. O

El teorema anterior motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 2.8. Dado un conjunto A € B(H), el dlgebra de von Neumann generada por
Aes (AU AN donde A* ={T*:T € A}.

Las dlgebras de von Neumann que consideraremos en los proximos capitulos seran justa-
mente las dlgebras de von Neumann generadas por los operadores asociados a una representacion
particular del grupo de trenzas B,,. Es decir definiremos una familia particular de representa-
ciones ¢ de B,, y consideraremos el algebra de von Neumann generada por el conjunto ¢(B,,).

EJEMPLO 2.9. Sea (X, u) un espacio de medida finita, el espacio A = L*(X, ) es un
dlgebra de von Neumann vista como subdlgebra autoadjunta del espacio de Hilbert L?(X, p).
La identificacién es la siguiente, a cada f € L®(X, i) se le asigna el operador M multiplicacién
por la funcién f. Es decir, para cada g € L*(X, pn), Ms(g) = fg.
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Esta dlgebra es abeliana, més atun es abeliana maximal, de ahi se deduce trivialmente que
A es algebra de von Neumann. Probemos la inclusién no trivial A” C A. Sea T' € A’ y definimos
f:=T(1). Es claro que f € L*>(X, ). Veamos que T'= M;. Sea g € L>=(X,u) C L*(X, pn) (la
inclusién vale pues p(X) < 00), entonces

T(g) = TMy(1) = MyT(1) = My(f) = 9f = fg = My(g)
O sea, T'y M; coinciden en L>®(X, i) que es denso en L*(X, i), luego T = M,y A=A’

EJEMPLO 2.10. Sea G un grupo discreto. Se define el espacio I*(G) = {f : G — C :
> v [f(2)]* < oo}. Es un espacio de Hilbert con el producto interno

(2.2) < f.9>=)Y_ f(x)g(x)

zeG

Una base ortonormal de I?(G) es {d, : g € G}, donde

s ={ 5 o7

Cualquiera sea f € [?(G), tenemos que
f= Z f(9)dg.
geG
Para cada g € G, definimos el operador unitario u, de [*(G) por uy,(f)(¢') = f(g7'¢'). La
aplicacion
L: G— B(l*(Q))

g Uy
es una representacion unitaria de G llamada representacion reqular a izquierda de G.

Los u, generan el dlgebra de grupo CG. Esto motiva que llamemos dlgebra de von Neumann
de grupo al algebra de von Neumann generada por esta representacion.

Un operador u se dice unitario si u*u = 1y, y uu™ = ly,.

Dos algebras de von Neumann M; y M, actuando en espacios de Hilbert H; y Hs respecti-
vamente, se dicen isomorfas si existe un operador unitario u : H; — Hy tal que uMiu* = M.

2. Factores y sus tipos

Un algebra de von Neumann se dice factor si su centro es Cly. Von Neumann probo que toda
algebra de von Neumann se descompone en una integral directa de factores de von Neumann,
[VN]. De aqui la importancia de estudiarlos. A continuacién repasaremos la clasificacién de los
distintos tipos de factores dada por Murray y von Neumann [MvN].
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En el estudio de las algebras de von Neumann juegan un rol muy importante las proyecciones.
Una proyeccién P es un operador del algebra M tal que P* = P = P2. Denotaremos por Mp
al subconjunto de M formado por todas sus proyecciones. En este conjunto podemos definir un
orden parcial,

P <@ siIm(P) CIm(Q).

DEFINICION 2.11. Sea M un &lgebra de von Neumann. Una proyeccién P € M se dice

minimal si no existe otra proyeccién menor no nula. O sea, si () es una proyeccién no nula en
M tal que Q < P, entonces () = P.

DEFINICION 2.12. Un factor se dice factor de Tipo I si contiene una proyecciéon minimal.

Queremos establecer la forma que tiene un factor de tipo I para ello necesitamos la siguiente
definicion.

DEFINICION 2.13. Sea M un dlgebra de von Neumann. Un sistema de unidades matriciales
(s.u.m.) de tamano n es una familia de operadores (n < co) tal que

* e . .
I- 62’] —_— eJ’Z7
€il Jj=k
I. e; €k = (5j7kei,l = {

0 j#k’
L Y e = 1y

Recordemos que un operador u en un espacio de Hilbert se dice isometria si u*u = 1y y se
dice isometria parcial si u*u es una proyeccién. Dadas dos proyecciones P y () en un algebra
de von Neumann siempre existe una isometria parcial u tal que vu* < Py u*u < ). Esta
afirmacién no es dificil de probar pero se necesita profundizar en la estructura del lattice de
proyecciones de M, ver por ejemplo [J3].

TEOREMA 2.14. Sea M un factor de tipo I actuando sobre H, un espacio de Hilbert separable,

entonces existe un entero no negativo v (puede ser r = oc), una proyeccion minimal Py un
operador unitario v : H — 1*({1,2,...,r}) tal que vMv* = B(I*({1,2,...,7})) @ PMP.

DEMOSTRACION. Probaremos esto en dos pasos. El primer paso serd crear un s.u.m que
genera M. Y el segundo paso serda mostrar que el dlgebra de von Neumann generada por el
s.um. es isomorfa a B(I?({1,...,r})) ® PM P, para alguna proyeccién P adecuada.

Sea {Py, Py, ..., P.} una familia maximal de proyecciones minimales ortogonales (r puede
ser 00). Para cada par ¢ < j = 1,...,r, se puede encontrar una isometria parcial e;; tal que
;< Py ej"jei,j < P;. Pero por minimalidad de P; y P; vale la igualdad. Definimos e;; = e;"j
y €;; = P;. Un célculo directo muestra que la familia {e; ; : 4,7 =1,2,...,7} es un s.u.m. Falta

*
€i,j€;,

ver que generan todo M, pero esto se deduce del hecho que toda algebra de von Neumann
estd generada por sus proyecciones. Para ver que M estd generada por sus proyecciones es
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suficiente probarlo para los T' € M autoadjuntos, pues si T' no es autoadjunto, es combinacion
lineal de dos operadores autoadjuntos (T' = % + zT;—zT*) Entonces, sea T € M autoadjunto,
las proyecciones espectrales de T son limites fuertes de polinomios en 7', luego estan en M y T es
combinacion lineal de sus proyecciones espectrales. Luego M esta generado por sus proyecciones
espectrales.

Veamos ahora el segundo paso. Notemos que e; ; envia Im(P;) en Im(P;). Queremos definir
una aplicacién v de I*({1,2,...,r}) @ PH =@@,_, PPH en H. Sea v(d>_i_, x;) = > i, €i1(;).
Es claro que v es unitario y v*e; ;v es uma matriz en B(I*({1,2,...,7}) ® P/H) con el opera-
dor identidad en el lugar (1,7) y ceros en el resto. El dlgebra generada por estas matrices es
B(2({1,2,...,r}) @ Len I2({1,2,...,7}) ® Pi/’H. Asi obtenemos el resultado buscado. O

DEFINICION 2.15. Un factor M de tipo I se dice de tipo I, si M es isomorfa a B(H) con
dim(H) =r.

De este teorema y algunas propiedades elementales de la familia de proyecciones en M se
deduce que si M es un algebra de von Neumann de dimensién finita (dimensiéon como espacio
vectorial) entonces es isomorfa a una suma directa de algebras de matrices. Es decir

(2.3 M =@M, ()

Sea N una subdlgebra de M, es decir N es un algebra de von Neumann tal que N C M y
la identidad de N es la misma que la identidad de M. Si N es un factor, diremos que N es un
subfactor de M.

Si M es un algebra de von Neumann actuando en un espacio de Hilbert H y P es una
proyeccién en M, entonces PM P y M’'P son algebras de von Neumann actuando en PH.

Si M es un factor de tipo I, entonces los tinicos subfactores N de M son de tipo I con s
un divisor de r. Ademés estan determinados de manera tnica por una proyeccién minimal P
de N tal que PM P es un factor de tipo k y s.k = r. Es decir M es el dlgebra de matrices r x r
y N es el dlgebra de matrices s x s actuando en la diagonal k veces.

M = ) k veces
N

En esta situacion podemos introducir la siguiente definicién.
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DEFINICION 2.16. Si N C M son factores de tipo I, se define el ndice de N en M y se
denota por [M : N, al rango de M visto como N-mdédulo libre.

Si M y N son algebras de von Neumann de dimension finita tal que N C M entonces

N = @Mlj(Hj) C @Mm(H”)
=1 i=1

A esta inclusion le podemos asociar una matriz, la llamaremos matriz de la inclusion N C
M. La matriz tiene tamafnio s X r y el elemento (j,7) es el nimero de veces que el subfactor
M, (H;) actia en el factor My, (H;). Estos datos también pueden representarse en un grafo
bipartito, llamado el diagrama de Bratteli de la inclusion N C M. Este grafo consta de dos filas,
la primera tiene tantos vértices como sumandos tiene N, es decir s y la segunda fila corresponde
a los sumandos de M, r vértices. Un vértice correspondiente a N esta conectado con un vértice
correspondiente a M si el subfactor de IV asociado a ese vértice actia en el factor asociado al
vértice de M. Veamos un ejemplo, M = M;(C) @& M;3(C) @ M,(C) y N = My(C) & M,(C),
actuando en M de la siguiente manera

My(C) 0 0 My(C) 0 0
0 M(C) 0 @ 0 M) 0 & M; (C)
0 0  M(C) 0 0  M(C)

Entonces la matriz de la inclusién es

2 00
1 31
Y el diagrama de Bratteli es
N= o o
1IN
M= o o o

Queremos analizar ahora los factores de tipo Il y III. Comenzaremos definiendo un orden
total.
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DEFINICION 2.17. Sean P y ) proyecciones en un dlgebra de von Neumann M, se dice que
P < @ si existe una isometria parcial © € M tal que uu* = Py u*u < Q.

Diremos que P y () son equivalentes, denotamos P =~ (), si existe una isometria parcial
u € M tal que uwu* = Py u*u = Q.

DEFINICION 2.18. Una proyeccién P de un algebra de von Neumann M se dice infinita si
existe una proyeccion QQ € M tal que P~ Q, Q < Py @ # P. De lo contrario P se dice finita.

DEFINICION 2.19. Un élgebra de von Neumann se dice finita si su identidad es una proyec-
cién finita. Se dice infinita si su identidad es infinita. Y se dice puramente infinita si no tiene
proyecciones finitas distintas de la proyeccién nula.

Si M es un factor de tipo I,, entonces es finito si y sélamente si n es finito. Por lo tanto
B(H) con ‘H de dimensién infinita, es un factor infinito.

DEFINICION 2.20. Sea M un &lgebra de von Neumann, un funcional lineal de M, tr : M —
R U {00}, se dice traza si para todo T,S € M, tr(T'S) = tr(ST) y tr es positivo, es decir
tr(T*T) > 0 para todo T' € M. Se dice normalizada si tr(1y) = 1. Y se dice fiel si tr(T*T) =0
implica que T' = 0.

DEFINICION 2.21. Una factor se dice de tipo II si es de dimensién infinita y posee una traza.

El &lgebra de von Neumann de un grupo discreto infinito GG, es decir el algebra de von
Neumann generada por la representacién regular de G en B(L?*(G)), es un factor de tipo II. La
traza se define por

tr(z cyly) = C1.
geG
Maés atn tr(1) = 1 < oo, entonces es de tipo I1;.

El grupo de trenzas B,, es un grupo discreto infinito, daremos ejemplos de representaciones
de B,, cuya algebra de von Neumann asociada es de tipo I 6 II.

DEFINICION 2.22. Un factor de tipo II se dice de tipo I1; si tr(1) < oo. Y se dice de tipo
11 sitr(l) = oo. Finalmente, un factor se dice de tipo I11 si es puramente infinito.

Los factores de tipo III estédn clasificados segin un parametro A € [0,1], pero no nos
ocuparemos de dicha clasificacion en este trabajo.

Estudiando los ideales de un algebra de von Neumann se puede probar el siguiente resultado,
ver por ejemplo [J2] corolario 7.1.13.

PROPOSICION 2.23. Toda traza no nula de un factor de tipo 11 es fiel.

Ademas en un factor M de tipo [, la traza es tinica y establece un isomorfismo de
conjuntos ordenados entre el conjunto de clases de equivalencia de proyecciones de M y el
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intervalo [0, tr(1)]. O sea que proyecciones equivalentes en M tienen igual traza y si Py @) son
dos proyecciones tales que P < @ entonces tr(P) < tr(Q).

Para finalizar esta seccién consideraremos una clase especial de algebras de von Neumann
que se obtienen como limite de subalgebras.

DEFINICION 2.24. Un algebra de von Neumann M se dice hiperfinita si existe una sucesion
creciente de subdlgebras de von Neumann de dimension finita de M, {A,},, cuya unién es
débilmente densa en M.

Es claro que el factor I, es un algebra hiperfinita. En efecto, es la clausura débil de la
sucesion de dlgebras de matrices A, = M, (C). Murray y von Neumann probaron que hay un
unico factor hiperfinito de tipo 17y, [MvIN], se lo suele denotar por R. Connes probé que hay
un unico factor hiperfinito de tipo 11, y de tipo 111, con 0 < A < 1, [Col, mientras que de tipo
111y hay muchos. Por ultimo Haagerup probd la unicidad del factor hiperfinito de tipo I11;,
[Haa].

OBSERVACION 2.25. Los resultados y definiciones presentados en las tltimas dos secciones
fueron extraidos principalmente de [J3]. Para las definiciones de traza y de los diferentes tipos
de factores se utilizé [T]. También pueden consultarse [KR], [J2] y [JS].

3. Integral directa de espacios de Hilbert

En esta seccién estudiaremos un espacio de Hilbert particular en el cual actuaran las repre-
sentaciones de los grupos de trenzas que definiremos en el proximo capitulo.

DEFINICION 2.26. Sea X un conjunto. Una o-dlgebra de subconjuntos para X es un sub-
conjunto de P(X) cerrado por complementos, intersecciones y uniones arbitrarias.

El par (X, i) es un espacio de medida si X es un conjunto munido de una o-algebra de sub-
conjuntos sobre la cual estd definida una funcion real valuada p, no negativa y completamente
aditiva llamada medida.

DEFINICION 2.27. Sea (X, 1) un espacio de medida. Sea {H, },cx una familia de espacios de
Hilbert separables indexada por los elementos de X. La integral directa de la familia de espacios
de Hilbert {H,}, denotada por H = f;f H.du(z), es el espacio de Hilbert dado por el conjunto
de funciones vectoriales medibles f : X — (J,.y H. tales que f(z) € H, para casi todo z € X
v [x IIf(@)]|?dp < oo, y las siguientes operaciones:

Suma: f+¢g: X — |J,cx He, definida por (f + g)(z) = f(x) + g(x).

Producto por escalar: Af : X — (J, .y H, dada por (Af)(z) = Af(z).
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Producto interno: < f,g >= [, < f(x),g(x) > du(x).

Notemos que dada una coleccién de elementos u, € H, tales que x —< u,, f(x) > es
p-integrable para todo f € H, entonces existe u € H tal que u(x) = u, para casi todo x € X.

Analicemos algunos ejemplos.

EJjemMpPLO 2.28. Si X = Ny la medida es aquella que asigna a cada conjunto su cantidad de
elementos, la integral directa es sélo la suma directa de espacios de Hilbert de la familia {H,,}.
En efecto, recordemos que la suma directa de espacios de Hilbert es la completacion de la suma
directa de los espacios vectoriales subyacentes, es decir que un elemento f € @ H, es de la
forma f =" f, con f, € H, para todo n, y donde >_ ||f.||* < co. Ademas, si g € H

< f,g>=> < f(n),g(n) >

por definicién del producto interno en @ H,,, pero el lado derecho de la igualdad es justamente
la integral [y < f(n),g(n) > du(x) respecto de la medida antes mencionada.

EJEMPLO 2.29. Si (X, u1) es cualquier espacio medible y para cada z € X, H, = C, entonces
la integral directa es L?(X, ) el espacio de funciones medibles sobre X de cuadrado integrable.

Podemos generalizar este ejemplo tomando H, = K para casi todo z, donde K es un espacio
de Hilbert arbitrario. Denotaremos a este espacio por L*(X, u, K).

Puede suceder que los H, tengan distintas dimensiones, llamaremos funcion dimension a la
funcién de X en el conjunto {1,2,... } U{oco} definida por v(x) = dim H,.. Esta funcién resulta
medible y por lo tanto parte a X en conjuntos medibles X,, = {x € X : v(z) = n}.

Observemos que es equivalente dar la familia de espacios de Hilbert {H,} o dar la funcién
dimension v. En efecto para cada entero no negativo, existe un unico espacio de Hilbert separable
(salvo isomorfismo), por lo tanto H, estd univocamente determinado por v(z).

Luego a cada integral directa de espacios de Hilbert H = [ « Hzdp(x) le podemos asociar
una terna (X, u,v), donde (X, ) es un espacio de medida y v es una funcién dimensién tal
que v(z) = dim(H,). Reciprocamente cada terna define una integral directa de una familia de
espacios de Hilbert {H,} tomando H, tal que dim(H,) = v(x). Pensando en esta identificacién
usaremos una terna (X, u,v) para hablar de una integral directa de espacios de Hilbert.

DEFINICION 2.30. Sea H = f)? H,du(x). Un operador T acotado sobre H se dice descom-

ponible si existe una funcién x — T'(x) sobre X tal que T'(z) es un operador acotado de H,, y
para cada f € H, (Tf)(z) = T(x)f(z) para casi todo = € X.

Si ademds cada T'(z) es un multiplo del operador identidad de H,., diremos que T es diago-
nalizable.



Representaciones del grupo de trenzas y subfactores 27

Se deduce directamente de la definicion que si 17,7, son operadores descomponibles, en-
tonces también lo son N1 + Ty, 1115 y T} Més aun si T1(z) es un operador positivo para casi
todo x, entonces 1" es un operador positivo. En efecto, tenemos que ver que < T'f, f > es no
negativo, para todo f € H,

STff = [ <T@ fa) > dufe) 2 0.
X

Un ejemplo sencillo de operador diagonalizable es el siguiente. Si H = [ )G? H,du(x), a cada
funcién medible esencialmente acotada (z) definida sobre X, se le puede asignar un operador
diagonalizable sobre H, de la siguiente manera:

(Mo f)(x) = ()13, f(2).

Es claro que todo operador diagonalizable T es de esta forma. En efecto, si T'(z) = A 13, a8 T
le podemos asociar la funcién ¢ : X — C definida por ¢(x) = A,. Esta funcién es esencialmente
acotada pues 1" es un operador acotado.

El conjunto de operadores M, forma un algebra de von Neuman conmutativa maximal,
veremos en la préxima seccién que toda algebra de von Neumann conmutativa maximal es de
esa forma.

OBSERVACION 2.31. Como referencia de las definiciones presentadas consideramos [KR].

4. Algebras de von Neumann abelianas

El siguiente teorema relaciona las algebras de von Neumann abelianas y la integral directa
de espacios de Hilbert. Dada una integral directa de ciertos espacios de Hilbert H,, entonces
podemos definir un algebra de von Neumann abeliana M de la siguiente manera,

M = {MGO : 90 € LOO<X7:U)}
Mas aun, vale el reciproco. Este se enuncia en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.32 (von Neumann, [vN]). Dada un dlgebra de von Neumann abeliana M ac-
tuando sobre un espacio de Hilbert H separable, existe un espacio de medida (X, p) y una familia

medible de espacios de Hilbert {H,} tal que H = [ Hadp(x).

5. Representaciones del grupo de trenzas y subfactores

Una pregunta interesante en el estudio de las algebras de von Neumann es clasificar los
subfactores N del factor hiperfinito R. Un parametro de comparacion es calcular el indice de
Ren N, [R: N|, aunque no los caracteriza salvo conjugacién por automorfismos. La definicién
precisa la daremos en el capitulo 4 cuando construyamos el factor hiperfinito a través de las



representaciones que definiremos en el préximo capitulo. Otro parametro de comparacién es el
conmutador relativo N'N R, éste pardmetro los caracteriza salvo conjugacién por automorfismos.

Estudiando este problema Jones obtuvo todos los posibles valores del indice para subfactores
del factor hiperfinito de tipo II;. Este conjunto es {4cos®’7/n : n = 3,4,...} U [4,00], [J1].
Ademas probd que si el indice es menor que 4, el conmutador relativo es trivial.

Para dar ejemplos de subfactores con indice menor que 4, Jones construye algebras de
Temperley-Lieb A,(a) tales que el limite inductivo N = J, A,(a) es un subfactor de R de
indice a=?.

Inspirado en este trabajo, Wenzl obtiene el factor hiperfinito R a través de representaciones

de las dlgebras de Hecke H,(q) y obtiene subfactores de R como subrepresentaciones de Ho.(q),
[WI.

Recordemos que representaciones de las algebras de Hecke y de las algebras de Temperley-
Lieb se extienden a representaciones de los grupos de trenzas, por lo tanto es natural tratar de
obtener R a través de representaciones de los grupos de trenzas. En el capitulo 4, construimos
ejemplos de factores de tipo I y II, mas precisamente construimos el factor hiperfinito R y
subfactores NV con conmutador relativo N’ N R no trivial.
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Capitulo 3

Parametrizacion de representaciones de B,

En los proximos capitulos presentaremos los resultados principales de este trabajo. En este
capitulo construiremos y parametrizaremos familias de representaciones de B,,. Presentaremos
explicitamente nuevas representaciones irreducibles y daremos condiciones suficientes para la
irreducibilidad.

1. Construccion de representaciones de B,

Comenzaremos con definiciones y construcciones generales para un grupo discreto G. Que-
remos definir representaciones de GG sobre H la integral directa de espacios de Hilbert asociada
a una terna (X, u,v). Sea m: G x X — X una accién de G sobre X, es decir w(gh) = 7w(g)m(h)
para todo g,h € G y m(1) = 1lx. Supongamos que la medida p y la funcién dimensiéon v
verifican las siguientes compatibilidades con m que fueron usadas por Garding y Wightman en
1956, [GW1].

DEFINICION 3.1. La medida u se dice m-cuasi-invariante si las medidas p(x) y p(m(g)x)
tienen los mismos conjuntos de medida nula, para todo g € G. Es decir, u(E) = 0 si y solamente
si u(m(g)E) =0, para todo g € G.

Si p(m(g)FE) = u(E) para todo E subconjunto de X y para todo g € G, entonces la medida
u se dice m-invariante.

DEFINICION 3.2. La funcién dimension v(x) se dice w-invariante si v(z) = v(w(g)x), para
todo g € G, y para casi todo = € X.

Si H es un espacio de Hilbert, entonces B(H) es un espacio Borel. Le asignamos la o-algebra
de subconjuntos medibles mas pequena que hace que los mapas A —< Af, h > sean medibles,
para todo f,h € H.

DEFINICION 3.3. Sea G un grupo discreto y H la integral directa de espacios de Hilbert
asociada a la terna (X, u, ). Sea 7 una accién de G en X, tal que p es m-cuasi-invariante y v
es m-invariante. Un (G, X, H)-cociclo relativo a p es una funcién U : G x X — B(H) la cual
satisface las siguientes propiedades:

I. U es un mapa de Borel,
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1. para cada g € G, U(g,.) es un operador acotado descomponible en B(H), con funcién
descomposicién x — U(g, x),

1. U(1,z) = 1y, para casi todo = € X,

V. U(g192, ) = U(gr,7(92)x)U(g2, x) para casi todo z € X.

Bajo estas condiciones presentamos uno de nuestros resultados principales.
TEOREMA 3.4. Sea G un grupo discreto y sea (X, m, u,v,U) una 5-upla donde

I. m es una accion de G en X;
1. (X, p) es un espacio de medida con p una medida 7-cuasi-invariante;
nr. v: X — NU{oo} es una funcidn medible w-invariante;
v. U:GxX — B(H) es un cociclo relativo a i, donde H es la integral directa de espacios
de Hilbert asociada a (X, ji,v).

Entonces

¢ = ¢(X,7r,u,u,U) G — B(H)
definido por
(3.1) (6(9)f)(x) = Ulg,m(g~ ")) f(x(g™ "))

es una representacion de G sobre 'H.

DEMOSTRACION. Primero notemos que ¢(g) es un operador acotado pues U(g,.) lo es.
Denotemos por H la integral directa de espacios de Hilbert dado por la terna (X, i, v). Para
ver que (3.1) define una representacion del grupo G en H, debemos chequear que ¢(1) = 14 y
que para todo g,h € G,

(3.2) ¢(gh) = o(g)o(h)
Calculemos ¢(gh), sea f € H

(¢(gh)f)(z) = U(gh,n((gh) " )z)f(m((gh)~")x)
U(gh,m(h™")x(g~")z) f(w(h~ )7 (g~ )x)

Por otro lado

(o(9)o(h) f)(x) =Ulg,w(g")x)(o(h)f)(x(g~")x)
=U(g, (g~ ")x)U(h,7(h=")m(g~ ) f(m(h~)m(g~")w)

Por ser U un cociclo y  una medida m-cuasi-invariante, (3.2) es cierta. Ademads

(@) f)(z) = UL, 7 (Na) f(n~(1)z) = 1y f(2)
Luego ¢(1) = 14. Por lo tanto, ¢ es una representacién de G sobre H. O
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Notemos que 5-uplas diferentes pueden definir representaciones equivalentes.

Varadarajan muestra un resultado similar al anterior cuando la funcién dimensién v es
constante y el cociclo U es unitario, es decir si U(g, .) es un operador unitario para cada g € G.
Obtiene asi representaciones unitarias (ver [V], teorema 6.7, pag 215).

Si G es un grupo discreto presentado por generadores y relaciones, es suficiente definir un
cociclo U en los generadores tal que verifiquen algunas relaciones que provienen de las relaciones
de G. En el caso G = B,,, las relaciones que debe satisfacer el cociclo en los generadores son

Ui, (. D)a)U (T, w () (7)) U (e, () () (7 ) =
(3.3)
= Ui, (1)) U (7, 7 (7 D7 (1035)2) U (T, w130 ) (7 ) (7))

sil<k<n-2

(3.4) Ui, m(r, D)a)U (7, w7 m(m ) = Ul w7 )a)U(me, w(m (7))

i j j
silj— k|l > 1.

De ahora en adelante denotaremos por 7, = (7).

EJEMPLO 3.5. Sea X = {(z1,...,x,) : 2; € A} para algtin conjunto A C N, n < oo, sea 7
la accion de B,, en X dada por

ﬂ-k(xla"-7$k7xk+17"'axn) = (xlv"ka}-l—l;xka"'axn)

Notemos que 7' = 7. Entonces, las siguientes ecuaciones sobre U (7, m,z) implican (3.3)
y (3.4). Estas ecuaciones tienen una expresién mas sencilla.

L U(Tpy1, 1) = U(mg, T mrx), si 1 <k <n— 2
1. U, mpmjx) = U(mg, mix), si|j — k| > 1,
11. los operadores U (7, mpx), U(m, mpmpr12), ¥ U(Th, Tpmp1mrx) conmutan y U(7y, mx)
conmuta con U (7, mm;x).

Méds ain, en este caso, (I) nos permite definir inductivamente el cociclo de la siguiente
manera. Definimos U(7y,z) para todo x € X, luego obtenemos U(1y, x) de (I), verificamos la
condicién de conmutatividad y, si la cumple, continuamos el proceso definiendo U(73, x) de (I).
Por lo tanto este método dé una maquinaria para construir ejemplos. Notemos que en el caso
v(x) =1, la condicién de conmutatividad es trivial.

EJEMPLO 3.6. Sea p una representacion de B,, sobre un espacio vectorial V. Consideremos
la 5-upla (X, 7, u,v,U) como en Teorema 3.4, donde p es una medida discreta, v(z) = dim V'
para casi todo x € X y el cociclo es una funcién constante en X definida por U(ry, z) = p(7%).
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Entonces podemos definir una representacion de B,, de dimensién | X|dim (V). En la seccién 6
daremos condiciones en la 5-upla tal que la representacion asociada sea irreducible.

En seccién 3 daremos mas ejemplos.

2. Parametrizacion de representaciones de B,

Con la notacion de la seccion anterior, caracterizaremos una clase de representationes de B,
a través de 5-uplas (X, m, u,v,U).

Sea 1 : B,, — B(H) una representacién del grupo B,, (n < 00), sobre un espacio de Hilbert
separable H. Denotamos por ¢y, := (7). Supondremos que la familia F = {¢x1;} es una
familia conmutativa de operadores con descomposicién espectral discreta, es decir

(3.5) Yy = Z iy Pry, para todo k
el
(3.6) Urhpb i = ey, para todo j,k

Supongamos que para todo k el cardinal de I es mayor que 1, en particular i, no es un
operador unitario. La segunda condicién asegura que el algebra de von Neumann N generada
por la familia F es conmutativa. Entonces, por teorema 2.32, H se descompone en la integral
directa de espacios de Hilbert asociada al triple (X', u, ). Respecto a esta descomposicién,
cada elemento de N corresponde a un operador diagonalizable M, de B(H). En particular,
cada proyeccion es exactamente el operador multiplicacion por la funcién caracteristica xx, ,
de un conjunto medible X} ; de medida positiva. Es decir

Py = My, ,

Se sabe que toda algebra de von Neumann esta generada por sus proyecciones espectrales,
(ver por ejemplo [KR]). Entonces N estd generada por las proyecciones Py ;. Asi, es suficiente
considerar la o-algebra de subconjuntos de X’ generada por X, conle Iy yk=1,...,n— 1.
Més atin, ya que )., Pr; = 1y para cada k, tenemos que {J;c; Xpi = X', entonces cada
x' € X' pertenece a un conjunto X, para algun k € {1,...,n — 1}. Por lo tanto, podemos
reemplazar X' por su conjunto factor X, cuyos puntos son los subconjuntos de X’ de la forma
M) Xbay- Asl Hy = NpZ] ImP -

Si asignamos el nimero zj, a cada conjunto Xy ., , entonces cada elemento x € X puede ser
identificado con la (n—1)-upla (x1,...,2z,_1) (n puede ser 0o). Bajo esta identificacién notemos
que X;; = {(x1,...,25-1) € X : x; = [}. Por lo tanto, X;; C X y la o-dlgebra de subconjuntos
de X y X’ coinciden.
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Si la dimension de H es finita, esta reduccion a la forma diagonal no es més que el proceso
de diagonalizacién simultanea de una familia conmutativa de operadores.

Por otro lado, ¥ P. ﬂbk es una proyeccion, supondremos que esta en N y la denotaremos
por Pr, 1, es decir

Wk(jl ¢k lqvbk

O equivalentemente, ya que todo elemento de N es multiplicar por una funcién esencialmente
acotada, tenemos que ¢kMxxj,l¢1;1 = M,. Ademas M, es una proyeccién, luego p(z) =06 1.
Llamamos 7 (X;,) al conjunto {z € X : ¢(z) = 1} entonces,

(37) w XX, wk - ka(le)
Podemos definir una accion 7w del grupo B, en la o-algebra de subconjuntos de X por
7(1k) := 7, donde los valores en los generadores de la o-dlgebra son

Tk

Xj,l - Wk(Xk,l)
En efecto, por las ecuaciones del grupo de trenzas tenemos que
TETk+1Tk = Tk4+1TkTk+1
sil<k<n-2y
TETj) = TT
si|j—k| > 1, ya que
Uk Vr1Vk gxﬂbk_lﬂb;;lﬁbizl = V1V 1 Pja; %;H@bk ¢k+1
para todo k tal que 1 <k <n—-2/y
Vithn P, by oy = by Py 0t
si |7 — k| > 1. Asi, el grupo de trenzas B,, actiia en la o-algebra de subconjuntos de X.
LEMA 3.7. El mapa 7 : B,, — Aut (X) definido por,
me(2) = T (M52) X)) o= N2 (X))

es una accion de B,, en X.

DEMOSTRACION. Debemos ver que,
ﬂ” lﬂk(ijxj) 7é @
y que mg(z) es un elemento de X, o sea

n—1 _ ~n—1
M k(X)) = N2 Xy,

para algin [; € I;.
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En efecto, x se identifica con el conjunto ﬂ;‘;llX jz; €l cual estd asociado a la proyecciéon no
nula A2 1P] 2, (en efecto, si Py () son proyecciones, P A() denota la proyeccién ortogonal sobre
ImP N Im@). De la misma manera, N;Z ~1mk(Xja,) estd asociado al operador

NiZL (W (1) Py (7 1)) = (i) (N2 Py )00 (7 )
Que es no nulo ya que (1) es invertible. Por lo tanto, N}_ —Lm( Xjw;,) #D.

Notemos que paracada jyr,1 < j,r < n—1, existe . € I, tal que X0, (X a,) # O. Efec-
tivamente, para cadar, ., Py = 1y Porlo tanto ¢ (1) Pjo, (7, ') = Y1cp ¥ ( ) jxjw(rk HA
P,;. Como el lado izquierdo es una proyeccién no nula, existe I, € I, tal que ¢(74) Py, 0 (7; ") A
P, es no nulo. Entonces, X,; N ﬂk(XNj) es un conjunto medible de medida positiva.

Esto dice que todos los conjunto X, , 1 <7 < n — 1, aparecen en la expresion de 7;(X ;)
como union de intersecciones de elementos de la o-algebra de subconjuntos de X. O sea, si
Xje)) = | X N Xy g0+ NXy N

mieLi

J

donde 1 <j<n—-1ym/ = (m{,mg, ...,m’;,...), entonces para cada r existe i tal que t{ =r

y ml =1,.

Notemos que [, puede depender de j, pero podemos elegirlo tal que sea el mismo para todo
7. En efecto, queremos ver que para cada r existe [, € I, tal que para todo 7,1 <75 <n—1,
X1, N mp(Xje;) # ©. Supongamos por el contrario que para todo | € I, existe j' tal que
XN ’H'k(Xj/’xj,) = (). Por lo tanto,

O = Urer, (Xoy N T( Xy 2,,)) = (Viern, Xot) Ve (Xjro ) = X N (X))
que es una contradiccion.

Calculemos ﬂ?;ll Wk(Xj,wj ),

—1 -1
iz (X)) = (Vo Uiy Xigg N X g 00N Xy 0
— UmleLl,...,m"—leL”_l <Xt%,mi ﬂ Xt%,m% e m Xtihmil . e m Xt’f,mk
ﬂthmizc NN Xt]:k’mﬁk n---N Xt?—1’mn—1ﬂ

th'gfl’mgfl ﬂ ﬂ X nn 11 mnfl ﬂ . )

’ ,,‘nfl
Pero si en un térmimo de la unién
Xt VX g 1 M- N Xtil ml, N N Xk ke N Xt12€m12€

(3.8)
. ﬂ Xt]:k7m]:k ﬂ st ﬂ Xt717.—17m711—1 ﬂ Xt;—l’mg.—l ﬂ ﬂ X nn7117m?;711 ﬂ e

entonces los

aparecen los subconjuntos Xy ..y Xy mly> COI el mismo primer subindice t.,

segundos deben ser iguales, &« = 3, pues sino la interseccion (3.8) es vacia. Por lo tanto, cada
término de la unién es interseccion de a lo sumo n — 1 conjuntos, o es vacio. Pero los n — 1
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conjuntos X,.;, son los tinicos conjuntos que aparecen en la descomposicién de 7 (X;,,) para
todo j. Entonces, aparecen en cada término no vacio de la union.

-1 - ) : )
Por lo tanto (;Z) m1(Xj.,) = NP1 X, o es vacfo. Pero ya vimos que no es vacfo, luego
7r(x) estd bien definido. d

Bajo estas condiciones podemos establecer la siguiente parametrizacion.

TEOREMA 3.8. Sea ¢ : B,, — B(H) una representacion del grupo de trenzas B, (n < oo)
sobre un espacio de Hilbert separable H. 1 satisface las siguientes condiciones, para todo k, j,

L. Ypt)f tiene descomposicion espectral discreta y Vry # Ay, YA € C no nulo;

1. i) ;) = Vs

1. si N es el algebra de von Neumann generada por

F=A{u; :k=1,...,n—1}
entonces kal/}gl € N, para toda proyeccion P € N.

si y solamente si existe una 5-upla (X, 7, u,v,U) tal que 1 = ¢(x r ppv), donde

(a) X es un espacio de medida;

(b) ™ es una accion de B, sobre X;

(c) p es una medida m-cuasi-invariante;

(d) v:X — NU{oo} es una funcion medible w-invariante;

(e) U:B, x X — B(H) es un cociclo sobre H, la integral directa de espacios de Hilbert
asociada a la terna (X, p,v), tal que

(3.9) U7k, ) U (71, )" es un operador diagonalizable sobre 'H,

En estos términos, Wy, tiene la siguiente expresion,

(3.10) (Wf)(2) = (W(m) f)(@) = Ul ') f ()

OBSERVACION 3.9. Las condiciones (3.7) y (III) del teorema son equivalentes pues N estd ge-
nerado por las proyecciones P;;.

DEMOSTRACION. Vimos que el espacio de Hilbert H se descompone en la integral directa
de espacios de Hilbert H, de dimensién v(z) sobre (X, ) ya que N, el dlgebra de von Neumann
generada por F, es abeliana. Més atn, por lema 3.7 existe una accion 7 del grupo de trenzas
B, sobre X. Denotemos 7y := (1) para cada k, 1 <k <n—1.

Como N esta generada por la familia conmutativa F= {Poy:lel,k=1,...,n—1} como
algebra de von Neumann, todo elemento M, de N es limite fuerte de combinaciones lineales de
elementos de F. Entonces, por la condicién (III) tenemos la siguiente relacion

(3.11) VM = M, 1y
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Ahora, probemos la m-invarianza de la funciéon dimension v. Es suficiente ver que dim H, =
dim M, () para casi todo x y todo k. Supondremos que esto no es cierto, entonces existe un con-
junto E C X, de medida positiva tal que 7(E) C X, 1. Seax € E y sea {hq, ... h,,} una base
del espacio de Hilbert H,,. Consideremos las siguientes funciones vectoriales f;(z) = xr(z)h;
coni=1,...,my F un subconjunto arbitrario de F de medida positiva. Estas funciones son
linealmente independientes en H. Sea g;(z) = (¢¥r fi;)(z), como 1, es invertible, el conjunto {g;}
es también linealmente independiente en H.

Queremos ver que para casi todo y € 7, (F), el conjunto {g;(y)} es linealmente independiente
en H,. Supondremos que existe un conjunto F' de medida positiva tal que ese conjunto es
linealmente dependiente para casi todo y € 7, (F). Por lo tanto, podemos suponer que g,,(y) =
Z::ll a;9;(y). Entonces, por la linealidad de v,

(o frm)(y) = Z_ a; (Vi fi)(y) = <"¢k <Z_ az‘fi)) (v)

i=1

Es decir, (r(fn — 207" aifi))(y) = 0 para casi todo y € m(F). Por lo tanto f,, —
S Yaifi = 0 va que 1 es invertible y p(m(F)) > 0. Pero esto contradice la independen-
cia lineal de {f;}.

Luego {g;(y)}™, es linealmente independiente en H,. Por otro lado, la dimensién de H,, es
m — 1 por la eleccién de E, esto es una contradiccién. Asi, v(z) = v(mpx) para casi todo x € X.

Ahora, debemos ver que la medida u es m-cuasi-invariante, o sea que pu(x) y p(mgz) tienen los
mismos conjuntos de medida nula. Vamos a probar que u(E) > 0 si y solamente si p(mE) > 0
para todo k. Pero X es la unién disjunta de subconjuntos X,,, = {z € X : v(x) = m}. Entonces,
E=EnX={ E N X,,. Por lo tanto p(E) > 0 si y solamente si pu(E N X,,) > 0 para
algin m. Luego, podemos suponer que £ C X,,.

m<oo

Sea g la funcion caracteristica del conjunto E, sea h un vector unitario en el espacio H,,,
y consideremos la funcién vectorial z — f(x) = xg(x)h. Entonces

<f7f> :fX <f($),f(l‘) >d,u(x)
= [ < xe@)h, xp(x)h > du(z)
= [z <h,h>du(x) = u(E)

Por otro lado, para cada k, 1 <k <n-—1

wE) =< f,f> =< uf, >
=< nf, (") f >
=< % ol W) My, f >
X7'r (E 77/ka X, ( E)(¢k )*f >
= [ < Wif)(@), () £)(@) > du()
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Luego, si suponemos que u(E) > 0y u(mE) = 0 obtenemos una contradiccién. Recipro-
camente, sea F C X,,. Como v es m-invariante, 7,(E) C X,, también. Queremos ver que si
p(mpE) > 0 entonces p(£) > 0. Sea g una funcién vectorial tal que g(x) = Xr, (g (x)h, donde h
es un vector unitario de H,,. Por lo tanto

<g,9>= / < h,h > du(x) = p(mE)
m(E)

Pero
w(mB) =< g,9 > =<y, 'g,9 >
=< wglg,%’;g >
=<y M "k(E)g7wk Xy (29 =
=< My, 1" g, xeVrg >
= [ < W9 (@), (Yrg)(x) > du(x)

Luego, pu(mpE) > 0 implica pu(F) > 0. Por lo tanto, la m-cuasi-invarianza de la medida ha
sido probada.

Consideremos el siguiente operador sobre H, (Vif)(z) = f(mpz). Observemos que Vj
estd bien definido por la 7-invarianza de v y es invertible, (V' f)(z) = f(m;'x). Més atin,
tienen la siguiente propiedad,

(3.12) ViM, = Myom, Vi,

Sea U(7y, ) := Vi, este operador conmuta con todos los operadores M, de N por (3.11)
y (3.12). Entonces, es descomponible y existe U(7y, x) : H, — H, tal que

U7k, ) ) (@) = Ulme, ) f ()
para casi todo .
Entonces ¢y, = VU (7x, ), es decir
(Unf)(@) = Ulm, ' 2) f (')
Las relaciones del grupo de trenzas dicen que los operadores U (g, -) verifican las siguientes
ecuaciones,

Ulre, 7, '2) U1, T T, @) U(Thy T Tt Ty ) =

= U(Th1, Moy @) Ulme, mp ' mp @) UTig, mp gy, ) 1)

sil<k<n-—2,
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U(Tk,’iTk_l.%)U(T],’/Tj 17rk_1x) = U(Tj,’/Tj_l.%)U(Tk,?Tk_lﬂj_liL')
si|j—k| > 1
Esto significa que U : G x X — B(H) es un cociclo. Usando el producto interno definido en
H, la integral directa de espacios de Hilbert, obtenemos que (¢ f)(z) = U(7y, x)* f (7).

Entonces
(Wt f) (@) = Umg, ') U (1, 7y )" f(2)

Pero por condicién (I),

Wi ) (@) =D Mea(Peaf) (@) =D Meaxx, (0) () = Mg S (2)

lel lel

entonces U(7y, 7, @)U (7, 7 ' 0)* = Aoy 12g, ¥ (3.9) es cierta.

Probemos ahora el reciproco. Por teorema 3.4, 1) dado por (3.10) define una representacién
del grupo de trenzas B, sobre la integral directa de espacios de Hilbert asociada a la terna
(X, u, v). Resta ver que se satisfacen las condiciones (I), (II) y (III).

Y1) tiene descomposicién espectral discreta ya que U(7y, - )U(7x,-)* es diagonalizable por

(3.9).
Para ver la condicién (II), tenemos que
(Wntpf (@) = Ure, m, 2)U (1, ') U7, 75 ) U (7, 75 )" f ()
Por otro lado,
Wi f) (@) = Ulry, iy @)U (g, w7 ) U (i, ) U (7, ') f ()
Pero, por (3.9), U(7, 7, @)U (14, 7 ' 2)* f () = M\e(2) 1oy, (7). De la misma manera
Urj,m; ' a)U (g, w5 ) (@) f () = Aj(2) 1, f ()

Por lo tanto, U (7, m;, ' @)U (73, m;, ' @) * conmuta con U (75, m; '2)U (15,75 '2)* y (II) estd proba-

do.

Para la tltima condicion, tenemos que

(WnPrathy (@) = Ul w)xx,, (mg @)U (7, m )~ f (e ()
= xx, (7 (@) f () = (Pr(x,0.f) (@)

por lo tanto, (IIT) es cierta como queriamos probar. O

OBSERVACION 3.10. La demostracién del teorema 3.8 no usa propiedades especiales del
grupo de trenzas B,,, por lo tanto podemos sustituir B,, por cualquier grupo discreto presentado
por generadores y relaciones. La prueba general sélo difiere en las relaciones del cociclo U que
dependen de las relaciones del grupo.
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Un resultado similar fue obtenido por Varadarajan para representaciones unitarias de un
grupo G localmente compacto (ver [V] Theorem 6.11, pag 220), su dato es un “system of
imprimitivity”, este sistema consiste en una representacién unitaria del grupo y una familia de
proyecciones que satisface cierta compatibilidad. Las hipdtesis del teorema 3.8 nos permiten
construir un sistema de este tipo, el cual es (v, F ).

COROLARIO 3.11. Sea (X, 7, u,v,U) una 5-upla que satisface las condiciones del Teorema
(8.8). Sea ¢ la representacion de B, n < oo, asociado a la 5-upla tal que ¢(7) es un operador
autoadjunto para todo k, 1 < k < n — 1. Entonces, todo subespacio cerrado invariante K del
espacio de Hilbert H, la integral directa asociada a (X, u,v), es una integral directa de espacios
de Hilbert asociada a (X, prc,vi), donde X C X, pue = Hix. Y vic(z) < v(x) para todo
x € Xi. Ademas i es m-cuasi-invariante y v es m-invariante.

DEMOSTRACION. Sea K C H un subespacio cerrado invariante, entonces K es también
invariante por ¢(7y)* = ¢(7x). Asi, ¢(7;) conmuta con Py, la proyeccién ortogonal sobre el
subespacio /.

Por lo tanto, @ = Px¢rPc es una representacion de B,, sobre K que verifica las hipétesis
del Teorema 3.8. En efecto,

dede = Py PedpPc = PeoropPe = Z ey P Py P = Z At Qret

lel lel
y ——k ~ ~ %
OOk Qj0; = PK¢kPK¢ZPKPK¢j]jK?EiCj Prordr 995 Pe
= Px ;o105 Pc = 905 drdx
Finalmente

0k Qudn = Pt PcPcPyPePedi P = PegPoidi Pe € N := PeN Py
Entonces, 5 = ¢(X;<,7r;c,mc,u;c7P;cUP;c)'
M4és aun
X ={(z1,...,2n-1) € X : PPy Pc #0paratodo k,1 <k<n-—-1} C X
y

ICJ; = ﬂk Im(P;Ckaka;c) = IIIlP]C N (ﬂk ImPkak) =KN Hx
Por lo tanto, v < v. Més aun px(x) = p(x) si ¢ € Xi. Finalmente, una prueba similar a la
dada en el teorema 3.8, muestra la 7-cuasi-invarianza de px y la m-invarianza de vy. O

3. Ejemplos conocidos

En esta seccion daremos algunos ejemplos de representaciones conocidas del grupo de trenzas
que satisfacen las hipdtesis del teorema 3.8 y daremos la 5-upla que los parametriza. Ademas
construiremos, a partir de 5-uplas, nuevos ejemplos de representaciones irreducibles de B,,.
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3.1. La representacion Estandar. Recordemos que se define de la siguiente manera.
Dadot € C,t#0,1, paracadak=1,...,n—1,

1

pr =

— O
O

1
donde t esta ubicado en el lugar (k,k + 1) y pg actia en H = C™.
Verifiquemos las condiciones del teorema:

1

PPy, = t]?

1

es decir, su espectro consta de dos autovalores A\, o = [¢|* y A1 = 1; las proyecciones espectrales
asociadas son las proyecciones ortogonales sobre los autoespacios Wy o = Ker(ppp} — [t|?1) y
Wit = Ker(pupf, — 1).

Como pgpj, es diagonal conmuta con p;p; para todo j. Es ficil ver que para todo [k,
0<1<1y1l<k<n-—1tenemos que p,Pjp;' = Pj; si j # k,k+ 1. Mientras que
ok Preaipit = Prv1a Y prPresripyt = Pry si k < n — 2. Finalmente p, P, 10p,"; = /\;‘L:_11pj,l y
Pr—1Pn-11 ot = Z;L;ll P; o. Por lo tanto, la condicién (III) del teorema 3.8 se verifica. Siguiendo
la demostracién de dicho teorema, podemos ver que la representacién estandar es equivalente
a la representacién @(x ..y dada por la 5-upla (X, m, u,v,U), donde

LX={(x1,...,2p-1) :2; =0,1; i=1,...,n— 1},
II. Si 6 es la (n — 1)-upla con 1 en el lugar k y cero en los demés lugares, con k =
L...,n—1,y 6= (0,...,0), entonces la medida se define por

1 siz=0d paraalgin k=0,...,n— 1,
p(z) =

0 en otro caso.

1. La accién 7 se define para casi todo x € X por

ﬂ-k(xla cee 7xn—1) == (ZE17 vy Tl—1y Tl 1, Lhey v v - 7xn—1)
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sik=1,...,n—2.Y m,_1 se define por

(0,...,0) si(xg,...,25-1)=1(0,...,1)
Tn1(T1, .., Tp1) = 0,...,1) si(zq,...,25-1) = (0,...,0)
(r1,...,Tn—1) en otro caso

Iv. v(z) = 1 para casi todo z € X, entonces H, = C,
V. U, tz) =1+ (t — 1)y, € C.

Notemos que la medida p es m-invariante, o sea u(E) = p(mi(E)) cualquiera sea E conjunto

medible.

Definimos
a:C" — H
Bi = f;
donde {f; : j = 1,...,n} es la base candnica de C", y f; es el elemento de H definido por
fi(x)=1six =9,y f;j(x) =0 en otro caso.
Entonces a(pi(8;)) = ¢r(a(f;)) para todo j = 1,...,n. Obtenemos asi la equivalencia de

las representaciones.

Observemos que | X| = 277!, sin embargo la dim H = n, ésto se debe a que sélo n puntos de
X tienen medida no nula.

OBSERVACION 3.12. Notemos que cuando n = oo, la accién de los elementos 7, consiste en
permutar los lugares k y k + 1. Por lo tanto, obtenemos una representaciéon de B., como una
generalizacion de la representacion estandar. Esta es una de las ventajas de la parametrizacion
obtenida, nos permite generalizar naturalmente ejemplos de representaciones de B, a B..

3.2. Representaciones Locales. Analicemos primero el caso de las representaciones
locales diagonales, es decir si V' tiene una base 8 = {vy,..., v, } tal que c(v; ® vj) = g;;v; @ v;
para todo %, 7 = 1,...m donde los g;; son nimeros complejos no nulos. En éste caso se satisfacen
las hipétesis del teorema, pues

Pe(C)(Vjy ® -+ ®Vj,) = @iy gy Vi @ O Ujy,, ®Uj, @+ Dy,

donde z;, € {1,...,m} para todo i = 1,...,n. Luego

pk(c)*<vj1 K- ® an) = Q1,51 Vi @ - Q U5y, QUj, ® -+ Q Uy,
Y asi

Pr()pr(c) (vj, @ -~ @ vj,) = |G [0, @ - @05, Qujy,, @ Oy,
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SiS={(a,b):a,be{l,... ,m}}, tenemos que

Pi( IR

(a,b)eS

donde Py (.5 es la proyeccién sobre el subespacio de V®" generado por todos los vectores
v, ® - ®@vj, tales que jr =ay jrr1 = b.

Como py(c)pr(c)* es diagonal para todo k, pi(c)pr(c)* v pj(c)pj(c)* conmutan para todo j.

Falta verificar la condicién (IIT) del teorema 3.8. En efecto,

P (o) si |j— k| > 1,
_ P b,a sl ] = ka
pk(C)-Pj,(a,b)pk(C) b= ((hm)

i1 Pre-1(aa) N Prap sij=k—1,
Zd““VPk ad) N Prirapy sij=k+1,

Por lo tanto, siguiendo la demostracion del teorema 3.8, la representaciéon es equivalente a
¢(X,7r,p,u,U)7 donde

L X ={(x1,...,20-1) : x; = (a;,b;),a;,b; € {1,...,dimV}},

1 sib,=a;y1 paratodoi=1,...,n— 2,
M pl(@1,00), s (@1, buoa)) = { 0 en otro c;so.

1. la acciéon 7 se define para casi todo x € X por

e ((a1,02), (az,a3),. .., (@n-1,bn-1)) =
- ((0’17 a2>7 ceey (ak717 ak+1)7 (akJrl? ak‘)a ((lk, ak+2)7 ceey (anflu bnfl))u

Ty ( ) = m(x) para casi todo z.
Iv. ( ) =1 para todo = € X,

V. U(Tlﬁﬂ-lg 33) = Gz, = Gay, by
Sea a : V®" — H el operador lineal definido en la base de V®™ por
(v @ -+ @ Vi) = X((G1,52),(2.35) o n1.30))

Se verifica que a(pg(c) (v, ®- - ®v;,)) = ¢r(a(v;, ®- - -®v;,)). Lo que muestra la equivalencia
de las representaciones.

De la misma manera que en el ejemplo anterior, si n = oo esta construccion nos permite
generalizar esta representacion a una de B,, de una manera natural.

Analicemos ahora otro ejemplo de representacion local, p(c,). Sea V' el espacio vectorial
complejo con base ortogonal {v; : t € T'} y sea p(c,) definida por

Pr(cy) (Vg ® -+ @ y,) = Y(Gk, Grr1)Vgy @ .. Vg, @ Yorgri19; ! ® Vg, @ -+ Q vy,
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Y asi tomando el producto interno en V/,
Pr(cy) (Vg @ - @ 0g,) = V(Gk11, Gt 196GK41)Vg @ - - Vg, © g1 & Vgl igrgess @77 © Vgn

Obtenemos entonces que
pk(cv)pk’(cv)*(vm K- Ugn) = |'7(9k+17 g;;ilgkgk+1)|21)gl @ - X Vg,
Si S ={(a,b):a,be T} tenemos que

pr(cy)pr(cy)” = Z |7(b, b7 ab)|* P (a)
(a,b)es

donde Py, (4, es la proyeccién sobre el subespace de V" generado por todos los vectores vy, ®

- @y, tales que g = a y gip1 = b.

Como py(cy)pr(cy)* es diagonal para todo k, conmuta con p;(cy)p;(cy)* para todo j. Hemos

chequeado las conditiones (I) y (II) del teorema 3.8. Para la condicién (III) tenemos que,

F)j,(aba—l,a) si ] — ]{;’
ZtET Pre_1,@a,) N P t,p) sij=k—1,
> ter Prottar—1.0 A Py sij=k+1,

k() Pigapypr(cy) ™ =

Entonces esta representacion es equivalente a ¢ := ¢(x,r u.,v), donde

I. X = {(il,. .. ,{lfn_1> X = (ai,bi) € S},

1 sib,=a;y paratodoi=1,...,n— 2,
e pl(an,br)s- o (ano, bns)) = { 0 en otro ch;so.

1. La accién 7 se define para casi todo = € X por

Tk ((al, CLQ), (CLQ, CL3) Cey (an,l, bnfl)) = ((al, CLQ), ceey
(ag_1, akak—i-la/;l)a (akakﬂa;;l, a), (ak, arg2)s - - - (An—1,bp-1)),
y
7Tk_1 ((ah CL2), (a2, a3) ceey (an—la bn—l)) = ((ah aQ)v cee (@k—b ak+1)7
(ak+17 al;ilak:akz-i-l)a (aﬁlakakﬂ, ak+2), ceey (%—1, bn—l))

Notemos que 7}, " # 7.
1v. v(z) =1 para todo = € X,
V. U(rg, ' z) = y(z) = v(ax, br).

El mapa a : V®" — H definido en la base de V®" por

04(7)91 Q- ® Ugn) = X((91,92),(92:93) --»(gn—1,9n))

da la equivalencia entre las representationes.

Como en los ejemplos anteriores, estas representationes pueden generalizarse a B, de una

manera natural tomando n = oco.
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3.3. La representacién de Burau. Los operadores (;(t) no satisfacen que [ (t)5(¢)*
conmuta con J;(t)3;(t)* por lo tanto no corresponde a una representaciéon dada por una 5-upla
como en el teorema 3.8.

4. Nuevas representaciones irreducibles

Consideremos las representationes dadas en [EG1], ellas se construyen de la siguiente ma-
nera. Elijamos n enteros no negativos zp, 29, ..., z,, N0 necesariamente diferentes. Sea X el
conjunto de todas las posibles n-uplas obtenidas permutando las coordenadas de la n-upla fija

(21, -+, 2Zn)-

Sea Vj un espacio vectorial complejo con base ortonormal § = {v, : x € X}. Entonces la
dimension de V, es la cardinalidad de X.

Definimos ¢ : B,, — GL(V}), tal que

¢<Tk> (Ux) = xp,xp41 Vop(x)

donde @z, 4., es un numero complejo no nulo que depende de z, pero sélo depende de los
lugares k v k + 1 de x. Definimos

k(1. ) = (T1, ooy g1, Thy - -+, Ty)

Es fécil ver que esta representacién esta dada por la 5-upla (X', m, u, v, U), donde

L X :=Y" conY :={z,29,...,2,};

IL () (X1, ey Thy Tty e ooy Tn) = (T1y ooy Ty, T - -, Tp), 1 < B < n— 1, es decir
Tk = Ok
1. Sea a := (21,22,...,2,) € X'.  es la medida concentrada en la érbita de a, es decir

1 siexiste 7 € B, tal que xr = 7(7)a,
) = { ™)

0 en otro caso;
1v. v(x) = 1, para todo z € X’;

V. U(Tk, 7Tk13) = lry gy

En el siguiente teorema mostramos condiciones suficientes para que una representacion de
este tipo sea irreducible.

TEOREMA 3.13 ([EG1]). Sea ¢ la representacion definida arriba. Si ¢ es un operador
autoadjunto para todo k, y para cada par x,y € X, existe 7, 1 < j <n—1, tal que |qgcj7:,;j+1|2 =+
|Gy, ;4117 entonces (¢, Vy) es una representacion irreducible del grupo de trenzas B,,.

DEMOSTRACION. Sea W C Vj, un subespacio no nulo invariante. Es suficiente probar que
W contiene un vector de la base v,. En efecto, dado y € X, existe una permutacién o de las
coordenadas de x, que envia x a y. Esto pasa pues los elementos de X son n-uplas obtenidas al
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permutar las coordenadas de la n-upla fija (z1, . .., z,). Supongamos que o = 0y, ... 0;,, entonces

T =T, ...,T; satisface que ¢(7)(v,) = Av,, para algin nimero complex no nulo A. Entonces

l

W contiene a v, y por lo tanto, W contiene la base § = {v, : v € X}.

Como ¢y, es autoadjunto, conmuta con Py, la proyeccion ortogonal sobre el subespacio W.
Por lo tanto, ¢; conmuta con Py . Por otro lado, notemos que ¢7(vy) = |Gz, |*Va, luego ¢;,
es diagonal en la base § = {v, : € X}. Entonces, la matriz de Py tiene al menos los mismos
bloques que ¢7 para todo k, 1 < k < n — 1, donde los bloques corresponden a los autoespacios
simultdneos de la familia de operadores {¢? }.

Si para algtin k, la matriz de ¢? tiene un bloque de tamaio 1 x 1, entonces la matriz de Py
tiene un bloque de tamano 1 x 1. En otras palabras, existe x € X tal que v, es un autovector
de Py . Si el autovalor asociado a v, es no nulo, entonces v, € W.

Resta ver que la matriz de ¢ tiene todos sus bloques de tamano 1 x 1. Por hipétesis, para
cada par de vectores de la base 3, v, y vy, existe k, 1 <k <n—1, tal que |quopr |* 7 [@yeen |
Fijando cualquier orden en X y dado x e y el primer y segundo elemento de X. Entonces existe
k tal que v, y v, son autovectores de ¢7 de diferente autovalor. Por lo tanto ¢? tiene el primer
bloque de tamafio 1 x 1. Como ¢7 conmuta con ¢ para todo j, ¢ también tiene esa propiedad.

Por induccién, supongamos que para todo j, gb? tiene sus r — 1 primeros bloques de tamano
1x 1. Sean 2’,y' los elementos r y r+1 de X, entonces existe £’ tal que v, y v,y son autovectores
de ¢?, de diferente autovalor. Luego, ¢% tiene los r primeros bloques de tamano 1 x 1. Por lo
tanto gb]z también, ya que conmuta con ¢?,, para todo j. Entonces obtenemos que todos los
bloques son de tamano 1 x 1. Il

Notemos que ¢y es autoadjunto siy s6lo si gy, , | wp = Qay,zp,, - A continuacion mostraremos un
familia explicita de representaciones irreducibles. Sea 2y = - =z, =1, 241 = =2, =0y

L stay = Tpy,
Qoo t slxp # Tpy,

donde t es un ntimero real, t # 0, 1, —1. Definimos ¢,, : B,, — GL(V},), dado por

¢m<7—k)vx = Gz, zp41 Vop(z)-

nl__ Sim = 1 es equivalente a la

. ., < s n
La dimensién de esta representacién es =
m!(n—m)!

m
representacién estandar.

Por ejemplo, fijando el orden lexicografico en X, si n =5 y m = 3, entonces dim V,,, = 10,
la base ordenada es

B = {0(0,0,1,1,1)7U(0,1,0,1,1), v(0,1,1,0,1)5 Y(0,1,1,1,0), V(1,0,0,1,1)5

V(1,0,1,0,1)5 U(1,0,1,1,0)5 V(1,1,0,0,1)> V(1,1,0,1,0)» U(1,1,1,0,0) }
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y las matrices en esa base son

¢3(71) =

¢3(7'2) =

P3(m3) =

~+~ O

-~ O O O

O o+

~+ O

+~ O O O

O o+

-+~ O O O

S O O o+

~+ O

o O O o+

+ O O

O o+

o O O o+

-~ O O
S O o+

S O o+

~+ O

O o+
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~+~ O
O o+

¢3(7'4) =

Notemos que no podemos usar el teorema anterior para probar que estas representaciones
son irreducibles. Pero el siguiente resultado que obtenemos lo muestra.

TEOREMA 3.14 ([EG1]). Sea n > 2, entonces (¢m, Vin) es una representacion irreducible
de B,,, para todo 1 < m < n.

DEMOSTRACION. Analizaremos dos casos, n # 2m y n = 2m. Supongamos que n # 2m.
Sea x # y € X, entonces existe j, 1 < j < n, tal que z; # y;. Si j > 1, podemos suponer que
Tj_1 = Yj—1, €NLONCES G, | o, 7 Qy;_y1y;s 10€8O |Go,_y o|* 7 |y, 1, |7 ST G =1,y n # 2m, existe
[ =2,...,ntal que ;-1 # y_1 y & = y;, entonces |¢u,_, 2> # |qy_,.u|* Luego, por teorema
3.13, ¢, es una representacion irreducible.

Notemos que si n = 2m, zo = (1,...,1,0,...,0) y yo = (0,...,0,1,...,1) satisfacen que
To # Yo PO o, _y.o; = Gy;_,,y; Para todo j. Luego, no podemos usar el teorema 3.13. Pero en la
demostracion del teorema, en realidad sélo usamos la hipétesis para x e y consecutivos en algin
orden. Consideremos el orden lexicografico, xq e yo no son consecutivos con ese orden. En general,

para cada x € X, existen y, € X tal que gy, = qy, 4,4, Paratodo j =1,...,n—1. Definimos

zj1
Y cambiando en x los ceros por unos y los ujnos por ceros. Por ejemplo, si x = (1,0,0,1,0, 1),
entonces y, = (0,1,1,0,1,0). Sin embargo, s6lo z = (0,1,...,1,0,...,0) satisface que y, es
consecutivo a x. Por lo tanto Py, la proyeccién sobre el subespacio invariante W, tiene sus
bloques 1 x 1, excepto el bloque 2 x 2 asociado a {v,,v,,}. Si algin bloque 1 x 1 de Py es
no nulo, entonces Py contiene algin v, de la base 3,,. Luego W = V,,. Supongamos ahora
que W C {v,,v,, }. Si la igualdad vale, v, € Wy W = V,,. Por el contrario supongamos que
W esta generado por v = av, + bvy,, con a,b # 0. Pero ¢,,(11)v = t(avs, (z) + WVs,(y,)), con
o1(z) # x, 01(Ys) # Yo ¥ 01(x) # Yy, (si n > 2). Por lo tanto ¢;(v) # v, para todo A € C. Esto

es una contradiccion pues W es un subespacio invariante de dimensién finita. U

Si tomamos m = 2, esta representacién tiene dimensién n(n — 1)/2 al igual que la repre-
sentaciéon de Lawrence-Krammer pero no son equivalentes ya que ¢,, satisface la condicion de
conmutatividad del teorema 3.8 mientras que la de Lawrence-Krammer no la satisface.
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5. Medidas cuasi-invariantes

En ésta seccion analizaremos la condicion de cuasi-invarianza de la medida y daremos ejem-
plos de medidas que la satisfacen.

5.1. Medidas discretas. Una medida p sobre un conjunto X se dice discreta si la o-
algebra de conjuntos medibles es P(X), partes de X, que contiene todos los subconjuntos de
X. En particular, los conjuntos con un solo punto son medibles.

Sea X = {(x1,...,2,1) : x; € I}, n < oo, para algun conjunto de indices I y sea a
un elemento fijo de X. Entonces un ejemplo facil de medida m-cuasi-invariante discreta es el
siguiente

pa(x) =1 <= existe 7 € B, tal que x = 7(7)a
Es decir, pu, estda concentrada en w(B,)a, la érbita de a. Estas medidas fueron usadas en la
parametrizacién de la representacion estandar y en la representacién ¢,, de la secciéon 4.

Mas generalmente, sea Y un subconjunto de X, p = > _y o es una medida m-cuasi-
invariante discreta. Y estd concentrada en U,ecym(B,)a, la unién de las 6rbitas (B, )a, con
acY.

5.2. Medidas producto. El espacio X es un producto directo de una cantidad finita o
infinita numerable de conjuntos Y}, entonces si a cada conjunto Y} le asignamos una medida
li, podemos contruir la medida producto para X.

Recordemos como se contruye el espacio producto. Supongamos entonces que para todo k,
(Yk, px) es un espacio de medida (discreto en nuestro caso) y que pg(Yy) = 1, si X es producto
de una cantidad finita de Y}, ésta ultima condicién no es necesaria.

Queremos asignarle a X una o-dlgebra de conjuntos Borel, ésta sera la generada por los
conjuntos “cilindricos”, que son los siguientes

By iay, ... a.) = {(z1,20,...) iy, = a5, = 1,...,r}
donde a; € Y;; para todo j =1,...,r.

Debemos definir ahora una medida sobre ésta o-algebra R, pero para ello basta definirla en
los conjuntos cilindricos (ver [Hal] pags 155-160), decimos entonces que

M(Eil,...,ir (ala s 7a7")) = HH’M (a’])
j=1

Sea 7 una acciéon de B, en X. Analicemos la m-cuasi-invarianza de ésta medida. Para ello
impondremos la condicion que todos los Y} sean iguales. Mas aun, supongamos que

Wk(Eih...,ir(a'l?'"7a7")) - E]1 ..... js(bly"'abs)
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entonces,

:U’<7Tk<Ei1,m7ir (alv ce 7a7“))) = N(Ejhm% (bh R bs)) = HZS:I /’le(bl) =

_ Iy (Be) .
= T e o) M

Por lo tanto, si A es un conjunto cilindrico, existe un nimero complejo ¢ 4 tal que

M(Wk(A)) = Ck,AN(A)

PROPOSICION 3.15. Sea (X = Y"1y = [[iZ; ) un espacio de medida con medida pro-
ducto yn < oo. S1Y = {a',...,a'} es un conjunto finito y cada 7, actia cambiando sdlo finitas

Lyeeny i»,«(ala"‘?a?"))

coordenadas x; de x, entonces p es w-cuasi-invariante.

DEMOSTRACION. Debemos probar que si E es un conjunto de medida nula, entonces m(E)
también lo es, cualquiera sea k. =1,...,n — 1.

Sea entonces E un conjunto de medida nula. Por definicién de la o-dlgebra R, para todo
€ > 0, existe una familia de conjuntos cilindricos {£,} tal que £ C |J,, e En y (U En) < €.

Dado k € N queremos ver que u(mi(E)) = 0, basta ver que u(mi(|J En)) < 6. Supongamos
que 7, cambia los lugares if,... if . Para cada s € {1,...,7:} sea J = J(s) = (ji,---,Js)
vy a = a(s) = (a1, ...,a,) un multi-indice tal que j,, € {i},... ,szk} y a,, € Y para todo m,
1 < m < s. Sea F/ la unién de todos los conjuntos cilindricos E; que fijan el lugar j,, por el

valor a,, y sea F' la unién del resto de los conjuntos cilindricos. Entonces,

(U Ba) = i (meF UU U ) = o (me(F) UU, Uy el F)) =
< lm(F)) + 2, 50 1k (F)) = 1(F) + 52, X bt (FY) <
< (4225250 Craa)n (U E)

Como >, >, Ck.ua es finita, esta tltima expresién es arbitrariamente pequefia.

Mediante un argumento similar, cambiando los roles de 7 por W,;l, podemos mostrar que
si E es un conjunto medible tal que u(E) = 0 entonces pu(m;, 'E) = 0. O

EJjEMPLO 3.16. La medida de Lebesgue

Consideremos la medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1], ésta se puede ver como una
medida producto. Sea n = 0o y X el conjunto de sucesiones z = (x1,22,...), con z; € {0,1}
para todo k € N. La aplicacion

X — [0,1]

T > 27"
es una correspondencia uno a uno, salvo por un conjunto de medida nula, entre X y el intervalo
[0,1]. Sea p1 la medida producto dada por ], i, donde p(a;) = 3, sia; € {0, 1}. Por proposicién
3.15 esta medida es m-cuasi-invariante, para toda accién 7 de B, en X = [0, 1] con la siguiente
propiedad: cada 7 actia cambiando sélo finitas coordenadas x; de x.
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Golodet probd que p es la medida de Haar de X, donde X se considera un grupo con la
suma componente a componente médulo dos (ver [G] p.15). Por lo tanto u corresponde a la
medida de Lebesgue en el intervalo [0, 1], bajo esta aplicacion.

5.3. Medidas ergdédicas. Comencemos con la definicion.

DEFINICION 3.17. Sea p una medida m-cuasi-invariante. Se dice que p es m-ergddica si cada
conjunto invariante por la acciéon 7 tiene medida nula o su complemento tiene medida nula.

Equivalentemente (ver [J3] Proposition 11.1.2, o [G] p. 15) si toda funcién medible esencial-
mente acotada () definida sobre X que es invariante por la accién 7 (es decir ¢(x) = o(mx(x))
para casi todo x € X y todo k), es constante para casi todo x € X.

Dos medidas p y ' definidas sobre la o-dlgebra de subconjuntos de X, con u(X) = p/(X) =
1, se dicen disjuntas si existe un conjunto medible F' tal que pu(F) =1y p/(F) = 0. Se dice que
i es absolutamente continua respecto a p' si p/'(E) = 0 implica que p(E) = 0.

PROPOSICION 3.18. Sean p y i’ dos medidas sobre X m-ergddicas. Si j' es absolutamente
continua respecto a u, entonces p y ' son equivalentes. Si no son equivalentes, entonces son
disjuntas.

DEMOSTRACION. La segunda afirmacién implica la primera. Supongamos entonces que j y
1/ no son equivalentes, existe entonces un conjunto medible F tal que u(F) > 0y p/(E) = 0. Co-
mo y’ es m-cuasi-invariante, ¢/ (7(7)(E)) = 0 para todo 7 € B,,. Por lo tanto F' = (J, . 7(7)(E)
es un conjunto medible y p/(F') = 0.

Por otro lado u(F) > u(E) > 0y ya que F es invariante por la acciéon 7 y p es ergddica,
tenemos que pu(F) =1 = pu(X). Luego p y i/ son disjuntas. d

OBSERVACION 3.19. De ésta proposicién se deduce facilmente que toda medida discreta
m-cuasi-invariante y m-ergddica, estd concentrada en la érbita de un elemento x € X, es decir
los tinicos puntos de X de medida no nula son los que estan en la orbita de x.

OBSERVACION 3.20. Se sabe que la medida de Lebesgue definida en X = {(z1,22,...) :

x; =06 1} segun el ejemplo 3.16 es m-ergédica para la accién m que permuta las coordenadas
de X.

6. Irreducibilidad

En ésta seccién trataremos de analizar algunas condiciones para que una representacion
asociada a una 5-upla (X, 7, u, v, U) sea irreducible.

PROPOSICION 3.21. Sea O(Xrpwu) Una representacion de B, n < oo, que satisface las
hipdtesis del teorema 3.8 y tal que ¢y es un operador autoadjunto para todo k. Si X es finito, la
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medida j es w-ergédica y v(x) = 1 para casi todo x, entonces la representacion es irreducible.
La dimension de ¢ es igual a la cantidad de puntos de X de medida no nula.

DEMOSTRACION. Sea K C H un subespacio invariante, entonces por corolario 3.11, 5 =
PeoP = O(xeme e, Pevpe)s donde X © X, e = pyy v vic(z) < v(z). Pero podemos
suponer que X = Xy definiendo v(z) =0, si x ¢ X.

Como v(x) = 1 para casi todo x € X y K, C H,, entonces K, =06 K, = H,, para z € X.
Ahora, sea A = {z € X : K, #0} = {z € X : ve(x) = 1} C X. Este conjunto es medible ya
que v es medible. Més ain, es un conjunto invariante por 7, ya que vx es m-invariante. Como
w es m-ergddica, u(A) =06 u(A) = 1. Entonces K =06 K =H.

La dimension de la representacion es claramente igual a la cantidad de puntos de X de
medida no nula. O

Notemos que si U(7g, x) = ¢ para todo x € X y para todo k, entonces la representacién
¢ = O(x,xpv,u) DO satisface las hipdtesis del teorema 3.8. En efecto, (¢r¢; f)(x) = ccf (x), luego
el cardinal de I no es mayor que 1. Pero es una representacion de B,,. Notemos que atun si y
es una medida m-ergédica discreta, ¢ no es irreducible pues f =" _\ d, genera un subespacio
invariante de H = [, Cdu(z), donde 0,(y) =1siy =z y d,(y) = 0siy # x.

Podemos obtener otras representaciones irreducibles de B,,.

PROPOSICION 3.22. Sea p una representacion autoadjunta irreducible de B,, sobre un espacio
vectorial V' de dimension m, con 1 < m < oo. Sea (X, 7, p,v,U) una 5-upla que satisface las
condiciones del teorema 3.8, donde X es finito, p es una medida w-ergddica discreta, v(z) =m
y U(mi, x) = p(73) para casi todo x € X. Entonces ¢(x x vy €5 una representacion irreducible
de B,, de dimension |Y|dim(V'), donde Y = {x € X : u(x) # 0}.

DEMOSTRACION. Sea K un subespacio invariante de H := [, Vdu(z). Como ¢x rumv) €5
autoadjunta, por corolario 3.11, I = fX;c Kodux(x), donde Xy C X, K, es un subespacio de
Vy ux = p Xg* Dado y € Xk, tenemos que ver que K, es un subespacio invariante por p. Sea
v € ICy un vector no nulo, veamos que para todo k, 1 <k <n —1, p(r,)v € K,. Para cada k,
sea fr € K definida por

v Sl mpxr =y

Jil(@) :{ 0 simax#y

Entonces

si 7Tk7Tk_1:L‘ =y

simmy e £y

(6nfi) () = Ulre, mic ") i (i ') = { g(w
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Pero (¢rf)(x) € K, para casi todo = ya que K es invariante. Por lo tanto, p(7;)v € K, como
queriamos. Luego IC, es p-invariante para casi todo x € X, entonces K, =06 V ya que p es
irreducible. Ahora, sea A = {x € X : K, #0} = {z € X : vc(x) = m} C X. Este conjunto
es medible pues v lo es. Mas atin A es invariante por 7, ya que vk es m-invariante. Como p es
m-ergddica, u(A) =06 u(A) = 1. Entonces K =06 K =H. O

Una de las ventajas mas importantes de esta parametrizacién es que nos permite dar ejem-
plos explicitos de representaciones irreducibles de dimension arbitrariamente grande. Mas es-
pecificamente, la proposiciéon anterior nos permite construir, a partir de una representacion
irreducible fija, una sucesion de representaciones irreducibles de dimension estrictamente cre-
ciente.

TEOREMA 3.23. Para cualquier entero positivo M, existe una representacion irreducible de
B,, de dimension finita mayor que M.

DEMOSTRACION. Sea ¢,, la representacién definida antes del teorema 3.14. Sea (X, 1, 1,
v1,Up) una 5-upla donde X es el conjunto de n-uplas de ceros y unos, 7 es la accién dada
por permutacion de las coordenadas de X, p es la medida discreta concentrada en la orbita
de z = (1,...,1,0,...,0) € X; que tiene m unos y n — m ceros, v; es constante e igual a
dim(V,,) = (Z) y U(7k, ©) = ¢ (7%). Entonces, por el teorema anterior ¢' = @(x, r, u11,01) €S
una representacion irreducible de B,, de dimension

7w B2l (1) = (1)

Si (;)2 > M, hemos obtenido la representacién deseada. Si no, repetimos el proceso. Sea
2 )
) v Us(Th, 1) = ¢ (m1,). Asi,

n

(Xo, ma, pio, 12, Us) tal que Xy 1= Xy, mp 1=y, pig = iy, 12(x) = (

la dimensién de ¢? es (2)3

m

Repitiendo este proceso, existe r > 2 tal que (:;)T > M. Luego, ¢"~! es la representacién
buscada. O

Si X es un conjunto finito, es equivalente tomar una medida ergddica en X que una accion
transitiva en X. Se sabe que acciones transitivas de un grupo G sobre un conjunto X estan
en correspondencia con subgrupos H que fijan un elemento xy de X. Una pregunta que surge
naturalmente es si la representacion construida en la proposicion 3.22 es la Representacion
Inducida de la representacién p restringida a H. En general, la respuesta es no. Antes de mostrar
un ejemplo donde las construcciones son diferentes, recordemos que el soporte del caracter de
una representacion inducida estd concentrada en H.

Seam > 4y sea p = ¢, la representacion irreducible de B,, dada en el teorema 3.14. Sea X =
X, el conjunto de n-uplas con m unos y n —m ceros. La acciéon 7 de permutar las coordenadas
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de X es transitiva. Sea ¢ = ¢(x x..,0) la representacion construida en el teorema 3.22 con los
pardmetros anteriores y donde u(x) = 1y v(z) = (;) para todo x € X. Finalmente, sea x

el caracter de esta representacion. Si H es el subgrupo de B, que fija o = (1,...,1,0,...,0),
entonces x(7,) > % > 1 # 0 pero 7, no pertenece a H. Por lo tanto ¢ no es una

representaciéon inducida.






Capitulo 4

Representaciones factor y algebras hiperfinitas

En este capitulo mostraremos algunas condiciones necesarias sobre la 5-upla (X, 7, u, v, U)
para que su representacion asociada sea una representacion factor. Ademas construiremos fac-
tores de tipo I y dlgebras hiperfinitas a partir de representaciones de B,,. Las referencias prin-
cipales usadas para las definiciones y resultados previos son [JS] y [T].

DEFINICION 4.1. Una representaciéon ¢ se dice representacién factor si el dlgebra de von
Neumann M generada por el conjunto {¢y}x es un factor.

Si M es el algebra de von Neumann generada por una representacién irreducible, entonces
por el Lema de Schur, M’ = C1. Asi Z(M) = M' N M = C1 y resulta ser un factor.

PROPOSICION 4.2. Si ¢(x v €5 una representacion factor que satisface las hipdtesis del
teorema 3.8, entonces p es w-ergodica.

DEMOSTRACION. Sea ¢ una funcién medible esencialmente acotada tal que ¢(z) = p(m(x)).
Por 3.7 tenemos que

(kMo f)(x) = (Mom10nf) (@) = p(m @) (dnf) ()
= o(m, ' 2)U(m, 7, ') f ()
= @(@)U(rp, 7, ') f (7 ')
= (Mwﬁbkf)(x)

Entonces M, € M'. Mas aun al centro de M’. Pero como M es un factor, también lo es M’
Esto significa que M, = A1y, y ¢(z) = A para casi todo = € X. O

COROLARIO 4.3. 5t ¢ := ¢(xr uvu) €8 una representacion factor y v es una funcion medible
esencialmente acotada, entonces v es constante.

DEMOSTRACION. Como ¢ es una representacion factor u es m-ergédica. Esto significa que
toda funcion w-invariante medible y esencialmente acotada es constante. Luego asi es v. O

Notemos que, bajo las condiciones del corolario, v(z) = a < oo para todo = € X.

55
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1. Construccién de factores de tipo 1

En lo que resta de esta seccion fijamos la siguiente notacion, ¢ = ¢(x .,y y M es el dlgebra
de von Neumann generada por los elementos de la representacion ¢, es decir M = ({¢x, o5 :
1<k<n-—1})" donde n < oc.

TEOREMA 4.4. Si ¢ = ¢(x 7 upu) €8 una representacion autoadjunta de B, n < oo, tal que
v=1yp es una medida m-ergodica discreta entonces M es un factor de tipo I. Mds ain, si
es la medida concentrada en la orbita de y € X entonces M es un factor de tipo I,,, donde m
es el cardinal de la orbita y.

DEMOSTRACION. Por proposicién 3.21, ¢(x r,.,0) € una representacién irreducible y por
lo tanto es una representacién factor. Debemos ver que M tiene una proyeccién minimal. En
efecto, P := x{y) es una proyeccién minimal para todo z € X tal que p(z) > 0. Supongamos
que @ < P entonces Im(Q) C Im(P). Pero dim(Im P) =1, luego dim(Im Q) =1 6 0. Por lo
tanto, Q = P o Q) = 0. Asi M es un factor de tipo I,,, si m es la cardinalidad de la érbita donde
la medida esté concentrada. U

2. Construccién de algebras hiperfinitas

A lo largo de esta seccion fijaremos la siguiente notacion, ¢ = ¢(x r ..,v), donde

L X ={(x1,29,...):2;, =06 1};
II. 7w permuta las coordenadas de X
1. i es la medida de Lebesgue vista como medida producto (ver ejemplo 3.16);
IV. v es constante e igual a 1;
v. Dadot € R, t # 0,1, —1, sea U el cociclo definido por U(7x, z) = XF, +txr, donde Fy
es el subconjunto de X que tiene los lugares k y k + 1 iguales y F} = X — Fj

Sea M el dlgebra de von Neumann generada por { ¢y }x, entonces M es un algebra hiperfinita.
En efecto veremos a continuacién que ¢(B,,)|c, es una subdlgebra de dimensién finita de M,
donde KC,, es un subespacio apropiado de H y |J,, ¢(B,)|x, = M.

Sea n > 1. El siguiente conjunto
B = {XEi(a1)n—NEn(an) : @i =06 1};

formado por funciones caracteristicas sobre los conjuntos cilindricos que fijan los primeros n
lugares es un conjunto ortogonal de H. Sea K el subespacio de H generado por 3. Este subespacio
es invariante por ¢(B,,), en efecto dado k, 1 <k <n —1,

(PrXE (a)nEn(an)) (@) = ((XF, + EXE) (TET)) (X B (a1)nNEn (an) (THT))

= ((xm, + txF) (@) (XE1 (01)0NBr(ah 1) Ei 1 (@) B (an) (T))
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Sea B, el dlgebra de von Neumann generada por ¢(B,,) actuando en K. Es un dlgebra de di-
mension finita, luego se descompone en suma de algebras de matrices donde cada sumando es un
factor. Es facil ver que esta representacion estd parametrizada por la 5-upla (X, 7|, , i/, v|x,,, U),
donde X, es el conjunto de n-uplas de ceros y unos, 7|, es la accién de permutar las coor-
denadas de X, p/(x) = p(E1(x1) NN E,(z,)) v los demds parametros son los mismos que
definen a ¢ restringidos a puntos de X,.

Es claro que p|x, no es m-ergddica, en efecto X, se parte en n+ 1 dérbitas disjuntas y por lo
tanto B, se descompone en la suma directa de n+1 factores. Cada orbita de X, esta determinada
por la cantidad de unos que tiene un elemento cualquiera en la 6rbita. Luego, la descomposicion

es la Siguiente
=0 J

J]=

donde M (( n )) es el algebra de matrices de tamano el niimero combinatorio < n >
J J

Es claro que M es el limite inductivo de la sucesién de algebras de dimension finita B,,.

Paran > m > 2, sea A, ,, el dlgebra de von Neumann generada por {¢,,, dmi1,- .-, On_1}
actuando en K. Siguiendo el razonamiento anterior tenemos la siguiente descomposicién en
factores de tipo I,

Tomando el limite inductivo de A, ,,, obtenemos una subalgebra hiperfinita N,, de M. Quer-
emos determinar si para cada m > 1, las subalgebras obtenidas son isomorfas. Un invariante
que las clasifica salvo conjugacién por automorfismos es el conmutador relativo definido por
N}, N M. En este caso

ern NM= <{¢17 ¢27 SRR (bm*?})”

El lado derecho representa el dlgebra de von Neumann generada por B,,_;. Por lo tanto,
para cada m > 2 obtenemos subdlgebras no isomorfas.



58 Representaciones factor y algebras hiperfinitas

Podemos calcular ademas la matriz de la inclusién para A,,,, C B,.

Llamaremos AZ-:M(( n_?—i_l )) yéj:M<( ? ))

Debemos determinar como actia A; en Ej. Recordemos que tanto A; como Ej estan deter-
minados por la érbita de un elemento en X. El elemento correspondiente a Ej tiene j unos. Si
j < m entonces A; actia en Ej para todo 7 tal que 0 < i < j. Mientras que sim < 7 < n
entonces A; actia en Ej paratodo j—m+1 <i<n—m+1. Ademads la cantidad de veces que
aparece el factor A; en Ej es igual a la cantidad de elementos de X con j unos de los cuales @
unos estan ubicados entre los lugares m y n. Asi la matriz tiene la siguiente forma,

r (m—1)! (m—1)! (m—1)! 1
0'(m—1)!  1l(m—2)! T (m—1)!0! T
0 (m—1)! (m—1)! (m—1)!
0l(m—1)!  1l(m—-2)! T (m—1)!0!
G =
0 (m—1)! (m—1)! (m—1)!
L to 0l(m—-1)!  1l(m—2)! U (m—=1)t00

Para concluir este capitulo haremos algunas observaciones sobre factores hiperfinitos de
tipo I.. Vimos que la representacion estandar se puede generalizar a B,,. En el caso que esta
representacion sea irreducible, M seria un factor de tipo I.. Siguiendo el razonamiento anterior
para construir la sucesiéon B, vemos que la representacion estandar de B, es aproximable
por factores de tipo [,, ya que en este caso B, es el algebra de von Neumann generada por
la representacién estandar de B,,. Luego M seria un factor hiperfinito de tipo I. Esta es
otra ventaja de nuestra construccion de representaciones, podemos facilmente obtener algebras
hiperfinitas.



Capitulo 5

Invariantes de nudos

En este capitulo estudiaremos la conexion entre nudos y los grupos de trenzas. Definiremos
un invariante de nudos usando algunos resultados de un trabajo de Funar, [Fu]. No es tarea
sencilla determinar las ventajas y desventajas de este invariante, segin conversaciones con V.
Jones este invariante podria ser un caso particular del de Kauffman. Como referencia para los
resultados preliminares sugerimos [Ma] y [KT].

1. Trazas de Markov e invariantes

DEFINICION 5.1. Un nudo es un imbedding suave del circulo S en R3. Un link es un
embedding de una cantidad finita de circulos disjuntos en R3.

Dos links L y L' se dicen isotdpicos si L puede deformarse en L' mediante una isotopia de
R3 en si mismo. Una isotopia F' de R? es una familia de homeomorfismos {F} : R® — R"}}SE[OJ]
tales que Fy = L, Fy = L' y la aplicacién
R3 x [0,1] — R3
(z,5) — Fy(z)

es continua.

Un problema que se presenta inmediatamente es determinar si dos links dados son isotopicos
o no. Este problema no es sencillo y es aqui donde aparecen los grupos de trenzas. Dado 7 un
elemento de B,,, le podemos asignar un link que llamaremos la clausura de la trenza 7. Esta
clausura la obtenemos de la siguiente manera, consideramos la trenza geométrica en R3 y
conectamos los puntos del plano superior con los correspondientes puntos del plano inferior, ver
figura 1.

Toda trenza clausurada posee una orientaciéon natural desde el plano superior al plano
inferior. De ahora en ma&s consideraremos links orientados. El siguiente resultado fue probado
por primera vez por Alexander.

TEOREMA 5.2 (Alexander, [Al]). Todo link puede ser realizado como la clausura de una
trenza.

Es claro que trenzas isotropicas originan links isotépicos. Pero el reciproco no es cierto en
general. El siguiente teorema que fue obtenido por Markov establece condiciones necesarias y
suficientes para determinar cuando dos trenzas tienen clausuras isotopicas.
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FicurA 1. Clausura de una trenza.

TEOREMA 5.3 (A. Markov, [Mar]). La clausura de las trenzas T, y 7o son links isotdpicos si
y solamente si To puede obtenerse de 7, mediante una sucesion de los siguientes movimientos,
llamados de Markov,

1. Primer movimiento de Markov: conjugar b por una trenza arbitraria a con la misma

cantidad de cuerdas que b, es decir b — aba™! con a,b € B,,,
1. Sequndo movimiento de Markov: reemplazar b € B,, C B,,, por br>!,

1. Tercer movimiento de Markov: el movimiento inverso al anterior pasando de una tren-

za en B,11 a una en B,.

Una demostracion de este teorema también puede encontrarse en [Ma]. Este resultado,
junto con el teorema de Alexander, nos permite trasladar el problema de determinar si dos
links en R?® son isotépicos al problema de establecer si dos trenzas son equivalentes mediante
los movimientos de Markov. Es asi como se pueden construir invariantes de links orientados a
través de funciones definidas en B,, que respeten los movimientos de Markov.

DEFINICION 5.4. Sea p una representacion de B, sobre un espacio vectorial V. Una traza de
Markov sobre B, es una traza normalizada que satisface la siguiente condicién: existen n,n’ € C
tales que para todon y a € B,

tr(p(a)p(ma)) = ntr(p(a)) y tr(p(a)p(r,)™t) = n'tr(p(a))

Concluimos este trabajo definiendo un invariante de nudos utilizando los resultados obtenidos
por Funar para dlgebras de Hecke ciibicas (ver [Ful).
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FIGurA 2. El nudo trébol

Recordemos que las algebras de Hecke clésicas son cocientes del algebra del grupo de trenzas
B,, por una relacién de segundo grado x* = (¢ — 1)z + ¢ (ver seccién 2.5 del capitulo 1). Un
algebra de Hecke cibica es un cociente del dlgebra de grupo de B,, por una relacién de tercer
grado.

Consideremos la representacion definida en la secciéon 2 del capitulo 4. Los operadores ¢y
dados por ella tienen tres autovalores, 1,¢ y —t. Por lo tanto satisfacen la siguiente ecuacién de
tercer grado,

(5.1) P — 1 —tPr+t2 =0

Es decir, generan un algebra de Hecke ciibica. Funar di6 condiciones para la existencia de una
traza de Markov en estas algebras y definié un invariante polinomial alli, ver proposicion 3.6 y
comentario después de corolario 4.6 en [Fu].

En nuestro caso particular, esos resultados originan el siguiente invariante polinomial

Yu(t.n) = (%) (%);T((M

donde e es la suma de los exponentes en 7, L es la clausura de 7, n y 1’ satisfacen la relacion
n* —n=1t*+ 1?1, es decir % =t2n—-1)—-nL.

Como ejemplo calculemos Yy, para L = L; el nudo “trébol” y L = Ly el “trébol de 5 puntas”.
L, es la clausura de 77 en B, mientras que Lo es la clausura de 77.

Calculemos primero la traza T en estos ejemplos. Para ello usaremos que T' es traza de
Markov y que los operadores ¢y satisfacen 5.1.

T(¢) =T(¢F + ¢ — t*) = T(gr + 7 — g7 + ¢ — £7) =n(1 +¢7) — t*f

Entonces, tenemos que
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/\->
U/

FicuraA 3. El trébol de 5 puntas

2—-1

vt = ()7 (£) Teh=tare) - ()¢

=t + Bt 24+ )n— 22+ 1) — 3+ )t — 22

Consideremos el caso Ls el trébol de 5 puntas. Notemos que
91 = 9107 = (01(1+ ) = o) (o1 + £ = £297") = (1 + £ +t*) — (1 + )1 !

Por lo tanto,

T(¢3) = (1 + 12 +t4) — 't (1 + 17)

Y asi,

vt = ()7 () wn - e (1) —pae (1)

Reemplazando 1777—/ por t73(n — 1) — n~!, tenemos que

Yi,(t,n) =—t21+t)nd + @+ 42+ )n* + (=5t =262 + )+

+(2t7 =62 =T =212+ (5t 2+ 2 =ty L+ (4 + 42 + tYn 2 + 2 (1 + )3
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Jones y Ocneanu fueron precursores en obtener invariantes de links a través de trazas de
Markov. Estos han sido obtenidos a partir de representaciones del dlgebra de Hecke H..(q).
Por lo tanto en esos casos, ¢(7) tiene dos autovalores. En nuestro caso, Y es un invariante que
se obtiene a través de una representacion de B., donde ¢ tiene tres autovalores. De acuerdo
a conversaciones con V. Jones, este invariante podria ser un caso particular del invariante de
Kauffman.
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