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Grupoides y algebroides dobles de Lie

Jesús Alonso Ochoa Arango.
Facultad de Matemática, Astronomía y Física; UNC.

Resumen

Un grupoide doble es un conjuntoB dotado con dos estructuras diferentes (pero compa-
tibles) de grupoide sobre bases generalmente diferentes. Es útil representar los elementos de
B como cajas que pueden ser “concatenadas” horizontal o verticalmente de acuerdo con la
estructura de grupoide que esté bajo consideración. Los lados verticales (respectivamente ho-
rizontales) de una caja pertenecen a otro grupoideV (resp.H ). Un grupoide doble se dice
delgadosi cualquier caja está completamente determinada por sus cuatro lados. La noción de
grupoide doble fue introducida por [Eh] y estudiada posteriormente en [B, BJ, BM, BS] y
referencias allí citadas.

La noción de grupoide doble de Lie fue definida e investigada por K. Mackenzie [M1,
M4]; ver también [P, M2, LW2] para aplicaciones a geometría diferencial y de Poisson. En
particular, el tema de la clasificación de los grupoides dobles de Lie fue propuesta en [M1] y
[BM ].

En este trabajo demostramos que todo grupoide doble de Lie con acción medular propia
esta completamente determinado por una factorización de uncierto grupoide de Lie “diago-
nal” canónicamente definido. Tambien estudiamos la versióninfinitesimal de este concepto,
la de algebroide doble de Liey como resultado introducimos una nueva clase de ejemplos
construidos a partir de ciertos diagramas de álgebras de Lie. En la parte final proponemos los
conceptos debiálgebra infinitesimál de multiplicadoresy debialgebra de Lie de derivadores,
presentamos algunos ejemplos y como resultado principal deesta parte demostramos, bajo
ciertas condiciones, como obtener a partir de unabiálgebra infinitesimál de multiplicadores
unabiálgebra de Lie de derivadores.

Palabras claves.Grupoides de Lie, Algebroides de Lie, Biálgebras infinitesimales,
biálgebras de Lie, Algebras de Multiplicadores.

2010 Mathematics subject Classification.16T05, 16T10, 16T30, 17B62, 18B40,
20A99, 20L05, 22A22, 53D17, 58H05.





1. Introducción

El presente trabajo está dividido en tres partes las cuales describiremos a continuación.
Un grupoide doble es un conjuntoB dotado con dos estructuras diferentes (pero compa-

tibles) de grupoide sobre bases generalmente diferentes. Es útil representar los elementos de
B como cajas que pueden ser “concatenadas” horizontal o verticalmente de acuerdo con la
estructura de grupoide que esté bajo consideración. Los lados verticales (respectivamente ho-
rizontales) de una caja pertenecen a otro grupoideV (resp.H ). Un grupoide doble se dice
delgadosi cualquier caja está completamente determinada por sus cuatro lados. La noción de
grupoide doble fue introducida por [Eh] y estudiada posteriormente en [B, BJ, BM, BS] y
referencias allí citadas.

La noción de grupoide doble de Lie fue definida e investigada por K. Mackenzie [M1,
M4]; ver también [P, M2, LW2] para aplicaciones a geometría diferencial y de Poisson. En
particular, el tema de la clasificación de los grupoides dobles de Lie fue propuesta en [M1] y
[BM ]. En un articulo posterior, una respuesta completa a este problema fue dada en el caso
particular de grupoides dobles de Lie localmente triviales. En [AN3] se dio, en dos pasos, una
descripción completa de todos los grupoides dobles discretos. Para enunciarla, recordemos que
un diagrama sobre un par de grupoidesV y H es un triple(D, j, i) dondeD es un grupoide
e i : H →D, j : V →D son morfismos de grupoides (sobre un conjunto de puntos fijo).Los
resultados obtenidos en [AN3] son los siguientes:

(a) Cualquier grupoide doble es una extensión de un grupoidedoble delgado (sumarco)
por un fibrado de grupos abelianos.

(b) La categoría de grupoides dobles delgados, con grupoides laterales, vertical y hori-
zontal,V y H , respectivamente, que satisfacen la condición de llenado,es equiva-
lente a la categoría de diagramas sobreV y H .

En la primer parte de mi tesis, extendemos la parte (b) al contexto de grupoides dobles
de Lie. En este contexto, en lugar de la condición de llenado,requerimos que la aplicación
top-rightsea una submersión suryectiva [M1]. Como es natural esperar, existen algunos ingre-
dientes topológicos y geométricos en nuestro principal resultado el cual es enunciado como
sigue:

La categoría de los grupoides dobles de Lie delgados, con grupoides de Lie laterales
(horizontal y vertical)H y V (respectivamente), y acción medular propia, es equivalente a
la categoría de diagramas de grupoides de Lie(D, j, i) tal que las aplicaciones j y i son
transversales en las identidades.

Nuestra prueba se basa en [AN3, Theorem 2.8] y algunas consideraciones topológicas y
diferenciables tales como la propiedad de que laacción medularsea propia y la condición de
transversalidad sobre los morfismos involucrados en un diagrama de grupoides de Lie.
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El paso(a) es imposible de probar en toda su generalidad en el contexto de groupoides
dobles de Lie, pero daremos algunas consideraciones bajo las cuales es posible obtener par-
cialmente dicho resultado.

La segunda parte de esta tesis trata del concepto dealgebroide doble de Lie, el cual aproxi-
madamente, es la abstracción de la estructura resultante alderivar,en dos pasos, un grupoide
doble de Lie, en forma similar a la cual a partir de un grupo de Lie obtenemos un álgebra de
Lie. El resultado principal de esta parte es la construcciónde una nueva familia de ejemplos
de algebroides dobles de Lie a partir de undiagrama de álgebras de Lie, las cuales son com-
patibles en un sentido preciso. En efecto, Sea(d, i, j) un diagrama de álgebras de Lie sobreh y
v tal qued= h+v. Existe una estructura de álgebroide doble de Lie, sobre el fibrado vectorial
doble

h×v× (h i× j v)

��

// v

��
h // {∗}

de forma tal queA(d, i, j) := h×v×(h i× j v) es un subalgebroide doble de Lie del algebroide
doble de Lie trivial construido a partir de las álgebras de Lieh y v. La prueba de este resultado
radica, esencialmente, en derivar el grupoide doble de Lie construido en la primera parte a
partir de un diagrama de grupos de Lie, que satisface ciertascondiciones técnicas adicionales.

La tercera y última parte de esta tesis se centra alrededor deconceptos afines a la teoría
de álgebras de Hopf. En esta parte proponemos el concepto deBiálgebra infinitesimal de mul-
tiplicadoresy exponemos, basados en trabajos de M. Aguiar [A1] [A2] y Van Daele [VD1],
[VD2], algunos ejemplos de estas estructuras que surgen de formanatural a partir de algunos
objetos de naturaleza combitanoria. También introducimosel concepto debiálgebra de Lie de
derivadoresy presentamos algunos ejemplos de esta estructura. El resultado principal de esta
parte enuncia una relación entre las biálgebras infinitesimales de multiplicadores y las biál-
gebras de Lie de derivadores, vía una aplicación llamadabibalanceador. Para ser precisos, se
demuestra que si(A,∆,m) es una biálgebra infinitesimal de multiplicadores con bi-balanceador
simétrico, entonces(A,∆− τ∆,m−mτ) es una biálgebra de Lie de derivadores.
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Capítulo 1

Preliminares de la teoría de Grupoides

En este capítulo introduciremos algunas nociones básicas de la teoría de grupoides y pre-
sentaremos algunos resultados topológicos y geométricos necesarios para el desarrollo de
nuestro trabajo.

1. Definiciones

1.1. Aplicaciones propias.

DEFINICIÓN 1.1. SeaX un espacio tolológico. Diremos queX escuasicompactosi todo
cubrimiento abierto deX admite un subcubrimiento finito.

Diremos queX escompactosi X es Hausdorff y cuasicompacto.

DEFINICIÓN 1.2. SeanX eY espacios topológicos. Una aplicación continuaf : X→Y se
dice cerrada si para todo cerradoC⊆ X, su imagenf (C) es cerrado enY.

SeanX,Y,W y Z espacios topológicos. Sif : X→Y y g :W→Z son aplicaciones continuas
cerradas, el productof ×g : X×W→Y×Z no es necesariamente una aplicación cerrada.

EJEMPLO1.3. Consideremos la aplicación constante identicamente nula f :Q→Q, donde
el codominio def lo estamos considerando con la topología discreta. La aplicación f × IdQ :
Q×Q→Q×Q no es cerrada. En efecto, el conjuntoH = {(x,1/x) / x∈Q,x 6= 0} es cerrado
enQ×Q, sin embargo el conjunto{(0,x) / x∈Q,x 6= 0} imagen deH bajo f × IdQ, no lo es.

PROPOSICIÓN 1.4. Sean X e Y dos espacios topológicos y f: X → Y una aplicación
continua; los siguientes enunciados son equivalentes:

I. Para todo espacio topológico Y, la aplicación f× IdZ : X×Z→Y×Z es cerrada.
II . f es cerrada y para cada y∈Y, el conjunto f−1(y) es cuasicompacto.

DEMOSTRACIÓN. Ver [B, Théoréme I.10.2.1]. �

DEFINICIÓN 1.5. SeanX eY dos espacios topológicos yf : X→ Y una aplicación con-
tinua. Diremos quef es unaaplicación propia, si f satisface cualquiera de los enunciados
equivalentes de la proposición (1.4).

PROPOSICIÓN 1.6. Sean X e Y dos espacios topologicos y f: X → Y una aplicación
propia. Entonces para todo subespacio cuasicompacto K de Y,el conjunto f−1(K) es cuasi-
compacto.
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DEMOSTRACIÓN. Notemos que, por la proposición (1.4), un espacio topologicoZ es cua-
sicompacto si y solo si la aplicaciónh : K→{∗} es propia.

Ahora, es claro quef | f−1(K) : f−1(K)→ K es propia. Asi, la composición

f−1(K)
f | f−1(K)

// K // {∗}

es propia. Lo cual equivale a decir quef−1(K) es cuasicompacto. �

DEFINICIÓN 1.7. Decimos que uno espacio topológicoX eslocalmente compacto, si todo
punto deX posee una vecindad compacta.

PROPOSICIÓN 1.8. [T, Prop. 1.6]Sean X e Y dos espacios topologicos y f: X → Y
una aplicación continua. Supongamos que Y es localmente compacto, entonces los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

I. f es una aplicación propia;
II . para todo subespacio cuasicompacto K de Y, el conjunto f−1(K) es cuasicompacto;

III . para todo subespacio compacto K de Y, el conjunto f−1(K) es cuasicompacto;
IV . para todo y∈Y existe una vecindad compacta Ky, tal que f−1(Ky) es cuasicompacto.

DEMOSTRACIÓN. (I)⇒ (II ) es justo la proposición (1.6).(II )⇒ (III )⇒ (IV ) son obvias.
Demostremos(IV)⇒ (I). Seay∈Y, por hipotesis existeKy vecindad compacta dey, tal que
f−1(Ky) es cuasicompacto. Pero el conjuntof−1(y) ⊆ f−1(K) es cerrado, por lo tanto es
cuasicompacto.

Demostremos ahora quef es una aplicación cerrada.
SeaF ⊂X un conjunto cerrado, veamos quef (F) es cerrado. Seay∈ f (F), luego existeKy

vecindad compacta dey, tal quef−1(Ky) es cuasicompacto. De aqui,f−1(Ky)∩F es cuasicom-
pacto y comof es continua,f ( f−1(Ky)∩F) es cuasicompacto. Ahora, dado queKy es Haus-

dorff entoncesf ( f−1(Ky)∩F) es cerrado enKy, luego f ( f−1(Ky)∩F)
Ky

= f ( f−1(Ky)∩F).

Pero f ( f−1(Ky)∩F)
Ky

= Ky∩ f ( f−1(Ky)∩F), asíKy∩ f ( f−1(Ky)∩F) = f ( f−1(Ky)∩F).
Peroy∈ Ky∩ f ( f−1(Ky)∩F) y f ( f−1(Ky)∩F)⊆ f (F), luegoy∈ f (F). �

1.2. Aplicaciones transversales.

DEFINICIÓN 1.9. SeanM, N y P variedades diferenciables. Seanϕ : M→ P y ψ : N→ P
aplicaciones suaves; consideremosm∈M, n∈ N y p∈ P tal queϕ(m) = p= ψ(n). Decimos
queϕ y ψ sontransversalesen p si se cumple que

(1.1) Tmϕ(TmM)+Tnψ(TnN) = TpP.

Decimos queϕ y ψ son transversales si la ecuación (1.1) se cumple para todom∈M, n∈ N
tal queϕ(m) = ψ(n).

OBSERVACIÓN 1.10. Las variedades diferenciables que consideramos en este trabajo son
Hausdorff y satisfacen el segundo axioma de numerabilidad.
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TEOREMA 1.11. Sean M, N y P variedades diferenciables. Sean f: M→ P y g : N→ P
aplicaciones suaves transversales. Si el conjunto

M×P N = {(x,y) ∈M×N / f (x) = g(y)}

es no vacío, entonces M×PN es una subvariedad incrustada de M×N de dimensión m+n−p.
El espacio tangente a M×P N en un punto(x,y) es el espacio vectorial

{(u,v) ∈ TxM×TyN / Tx f (u) = Tyg(v)}.

Para una prueba del teorema (1.11), el cual básicamente unaconsecuenciadel teorema de
la función implicita, ver [L , Cap.2, Sec.2] o [LM , Ap.1,Sec. 1.7].

1.3. Algunas observaciones sobre el espacio tangente a un grupo de Lie.

DEFINICIÓN 1.12. SeanG y H grupos de Lie y seaα : G×H→H una acción a izquierda
de G sobreH por automorfismos de grupos de Lie (esto es,αg : H → H es difeomorfismo
y automorfismo deH). El producto semidirecto G⋉H es la variedad diferenciableG⋉H =

G×H dotada de la siguiente estructura de grupo de Lie,

(g1,h1)(g2,h2) = (g1g2,h1(g1h2)),
(g,h)−1 = (g−1,g−1h−1),

para todog1,g2 ∈G y h1,h2 ∈ H.

Es claro queH es un subgrupo normal del producto semidirectoG⋉H.

OBSERVACIÓN 1.13. SeanGy H grupos de Lie y seaα : G×H→H una acción a izquierda
deG sobreH por automorfismos de grupos de Lie. La aplicación

(1.2)
∼
α : G→ Aut(h), g 7→ Teαg : h→ h

es un morfismo de grupos de Lie. Diferenciando en la identidadobtenemos un morfismo de
álgebras de Lieϕ := Teα : g→ aut(h)⊆ gl(h), dondeaut(h) denota el algebra de derivaciones
deh. Denotemosξ ·η := ϕ(ξ)(η).

LEMA 1.14. Sean G y H grupos de Lie y seaα : G×H → H una acción a izquierda de
G sobre H por automorfismos de grupos de Lie. El álgebra de Lie de G⋉H es el espacio
vectorialg⋉h= g×h dotado del corchete esta dado por

[(ξ1,η1),(ξ2,η2)] = ([ξ1,ξ2],ξ1 ·η2−ξ2 ·η1+[η1,η2]]).

PROPOSICIÓN1.15. Sea G un grupo de Lie y denotemos por m: G×G→G su producto.
Entonces el espacio tangente TG tiene estructura de grupo deLie dada por,

ug ·vh = T(g,h)m(ug,vh) = (TgRh)(ug)+(ThLg)(vh) ∈ TghG
u−1

g =−(TeLg−1)(TgRg−1)(ug) ∈ Tg−1G

para todo ug ∈ TgG, vh ∈ ThG y donde la identidad esta dada por0e∈ TeG.
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DEFINICIÓN 1.16. SeaG un grupo de Lie yg su álgebra de Lie. Laacción adjuntadeG
sobreg es la acción inducida por el morfismo de álgebras de Lie

(1.3) Ad : G→Gl(g), g 7→ TeIg : g→ g.

dondeIg : G→G, h 7→ ghg−1 es el automorfismo interior deG determinado porg.

PROPOSICIÓN1.17. Sea G un grupo de Lie yg su álgebra de Lie. La aplicación

(1.4) TG→G⋉g, ug ∈ TgG 7→ (g,(TgRg−1)(ug))

es un isomorfismo de grupos de Lie. Donde G⋉ g denota el producto semidirecto del grupo
Lie G y el grupo de Lie abelianog y donde G actua sobreg via la acción adjunta.

OBSERVACIÓN 1.18. Usando el isomorfismo de la proposición (1.17), el producto en el
espacio tangente aG toma la forma

(g1,h1)(g2,h2) = (g1g2, h1+Adg1(h2)).

LEMA 1.19. Sean G, H grupos de Lie y f: G→H un morfismo de grupos de Lie, entonces
usando las identificaciones TG∼= G⋉g y TH∼= H ⋉h, se cumple

(1.5) T f : G⋉g→ H ⋉h, (g,X) 7→ ( f (g),Te f (X)).

DEMOSTRACIÓN. En efecto, para todo par(g,X) ∈G⋉g,

(Tg f )(g,X) = (Tg f )(TeRg)(X) = (Te f ◦Rg)(w) = (TeRf (g))(Teg)(X)

= ( f (g),(Tf (g)Rf (g)−1)(TeRf (g))(Te f )(X))

= ( f (g),(Te f )(X))

�

1.4. Teoría de Grupoides.

DEFINICIÓN 1.20. Un grupoide es una categoría (pequeña) donde todo morfismo posee
un inverso. Esto es, un grupoide consta de la siguiente colección de datos:

Dos conjuntosG (flechas) y P (objetos);
Dos aplicacioness,e : G → P llamadasorigeny final;
Una aplicación decomposición m: G e×s G → G , que denotaremos por yuxtaposi-
ción, esto es,m(g,h) = gh;
Una aplicación uno a unoid : P → G llamadaidentidad;
Una aplicaciónI : G → G , que denotaremos porI(g) = g−1 y llamaremosinversión.

Todos estos datos sujetos a los siguientes axiomas:

La composiciónm es asociativa;
Para todog,h∈ G , s(gh) = s(g) y e(gh) = e(h);
Para todop∈ P , s(idp) = e(idp) = p;
Para todog∈ G , se cumpleg ide(g) = ids(g) g= g;
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Para todog∈ G , se cumpleg g−1 = ids(g) y g−1 g= ide(g).

OBSERVACIÓN 1.21. Por abuso de lenguaje, usaremos la notaciónG
s //
e

// P , para

denotar un grupoide(G ,P ,s,e,m, id, I). Tambien, para todop ∈ P , usaremos la notación
G p = s−1{p} y Gp = e−1{p}.

DEFINICIÓN 1.22. Unmorfismo de grupoideses un funtor entre las categorias subyacen-

tes. Explicitamente, dados dos grupoidesG
s //
e

// P y H
s //
e

// Q , un morfismo de grupoi-

des deG enH es un par de aplicacionesF : G →H y f : P → Q tal que,

I. f ◦s= s◦F y f ◦e= e◦F;
II . F(gh) = F(g)F(h) para todo par( f ,g) ∈ G e×s G .

DEFINICIÓN 1.23. Ungrupoide topologicoes un grupoideG
s //
e

// P dondeG y P son

espacios topologicos y las aplicaciones estructuraless, e, la composición, la inversión y la
identidad son continuas.

DEFINICIÓN 1.24. Ungrupoide de Liees un grupoideG
s //
e

// P dondeG y P son

variedades diferenciables, las aplicacioness y e son submersiones suryectivas y además, la
composición, inversión e identidad son suaves.

A continuación daremos unos cuantos ejemplos de grupoides de Lie que ilustran el alcance
de la teoría de grupoides.

EJEMPLO 1.25. Todo grupo de Lie es un grupoide de Lie cuya base es un punto.

EJEMPLO 1.26. SeaP una variedad diferenciable y consideremosG = P ×P . Definamos,

aplicaciones origen y finals, t :G→ P , dadas por las formulass(p,q) = p y t(p,q) =
q;
Una ley de composición parcialG t×s G → G definida por(m,n)(n, p) = (m, p);
aplicación identidadId(p) = (p, p);
inversos dados por(p,q)−1 = (q, p);

para todom,n, p,q∈ P . Con estas aplicaciones,G es un grupoide de Lie con baseP denomi-
nadogrupoide parasociado aP .

EJEMPLO 1.27. SeanP una variedad diferenciable yG un grupo de Lie. Consideremos
G = P ×G×P y definamos

aplicaciones origen y finals, t : G → P , dadas por las formulass(p,g,q) = p y
t(p,g,q) = q;
Una ley de composición parcialG t×s G → G definida por(m,g,n)(n,h, p) =
(m,gh, p);
aplicación identidadId(p) = (p,e, p);
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inversos dados por(p,g,q)−1 = (q,g−1, p);

para todom,n, p,q∈ P y dondee denota la identidad deG. Con estas aplicaciones,G es un
grupoide de Lie con baseP denominadogrupoide trivialasociado aP y G.

EJEMPLO 1.28. Sea(E,π,M) un fibrado vectorial. Consideremos

Φ(E) =
{

ξ : Ex→ Ey / x,y∈ E y ξ es isomorfismo lineal
}
,

definamos

aplicaciones origen y finals, t : Φ(E)→M, dadas por las formulass(ξ)= x y t(ξ)= y;
Una ley de composición parcialΦ(E) t×s Φ(E)→ Φ(E) dada por la composición
de funciones;
aplicación identidadId(x) = Idx : Ex→ Ex;
inverso dado por la aplicación lineal inversaξ−1 del isomorfismo linealξ;

para todox,y∈M y ξ ∈ Φ(E). Con estas aplicaciones,Φ(E) es un grupoide de Lie sobreM
denominadogrupoide lineal de marcosasociado a(E,π,M). Para detalles sobre la estructura
diferenciable deΦ(E) ver [M5].

EJEMPLO 1.29. SeaP(M,G,π) un fibrado principal1. El grupo de LieG actua a derecha
sobreP×P de forma libre y propia mediante(p,q)g= (pg,qg). Denotemos porρ : P×P→G

la proyección canónica deP×P sobreG =
(P×P)

G y denotemos〈p,q〉 = ρ(p,q), para todo
p,q∈ P. Definamos,

aplicaciones origen y finals, t : G → M, dadas por las formulass〈p,q〉 = π(q) y
t〈p,q〉= π(p);
Una ley de composición parcialG t×s G → G dada por〈m,n〉〈ng,q〉= 〈m, pg〉;
aplicación identidadId(m) = 〈p, p〉, dondep∈ P es tal queπ(p) = m;
inverso dado por〈p,q〉= 〈ng,mg−1〉, para cualquierg∈G;

para todop,q∈ P y m∈M. Con estas aplicaciones,G es un grupoide de Lie sobreM denomi-
nadogrupoide calibrador2 asociado aP(M,G,π). Para detalles sobre la estructura diferencia-
ble deG ver [M5].

2. Bisecciones

A diferencia de la teoría de grupos de Lie, en el estudio de grupoides de Lie no se dispone
detraslaciones a izquierda y a derechadefinidas globalmente. Esto se debe a que la composi-
ción solo esta definida parcialmente. A continuación indroduciremos un par de conceptos que
nos permitiran generalizar parcialmente el concepto detraslaciónal contexto de grupoides.

DEFINICIÓN 1.30. SeaG
s //
e

// P un grupoide de Lie. Unatraslación a izquierdasobre

G es un par(ϕ,ϕ0) tal que:

1Para definiciones y notación sobre fibrados principales referimos al lector a [KN1].
2Traducción no estandar del inglésGauge Groupoid.
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ϕ : G → G y ϕ0 : P → P son difeomorfismos,
s◦ϕ = ϕ0◦sy e◦ϕ = e,

Para todop∈ P , existe ung∈Gϕ0(p)
p , tal que la restricciónϕp :G p→Gϕ0(x) coincide

con la aplicación suaveLg : G p→ Gϕ0(x).

Una biseccióndeG es una aplicación suaveσ : P → G tal quee◦σ = IdP y ademáss◦σ :
P → P es un difeomorfismo. El conjunto de todas las bisecciones sobreG lo denotaremos por
B(G).

LEMA 1.31. Sea G
s //
e

// P un grupoide de Lie. Denotemos porL(G) el conjunto for-

mado por todas las traslaciones a izquierda sobreG . Sea

Ψl : L(G)→ B(G), (λ,λ0) 7→ σλ;

conσλ(p) = λ(Idp) para todo p∈ P . Entonces,Ψ es biyectiva, con inversa

Φl : B(G)→ L(G), σ 7→ (Lσ,s◦σ);

donde Lσ(g) = σ(s(g))g.

DEMOSTRACIÓN. Demostremos primero queΨ y Φ estan bien definidas. Sea(λ,λ0)

una traslación a izquierda; Ahora,s◦σλ(p) = s(λ(Idp)) = e(Idp) = p. Además,e◦σλ(p) =
e(λ(Idp)) = e(Idp) = p. Como consecuencia,σλ es una bisección.

De otro lado, siσ : P → G es una bisección, es claro queLσ es suave. Seaλ : G → G la
aplicación suave definida porg 7→ σ((s◦σ)−1(s(g)))−1g. Entonces

λ◦Lσ(g) = λ(σ(s(g))g)

= σ((s◦σ)−1(s(σ(s(g))g)))−1σ(s(g))g

= σ(s(g))−1σ(s(g))g= g.

También,

Lσ ◦λ(g) = Lσ(σ((s◦σ)−1(s(g)))−1g)

= σ(s(σ((s◦σ)−1(s(g)))g)−1)σ((s◦σ)−1(s(g)))−1g

= σ(e(σ((s◦σ)−1(s(g)))))σ((s◦σ)−1(s(g)))−1g

= σ((s◦σ)−1(s(g)))σ((s◦σ)−1(s(g)))−1g

= g.

Además

s◦Lσ(g) = s(σ(s(g))g) = s(σ(s(g))) = s◦σ(s(g)),
e◦Lσ(g) = e(σ(s(g))g) = e(g),
Si p∈ P y h∈ G , entoncesLσ(h) = σ(p)h.

Luego,Lσ es difeomorfismo con inversoλ y concluimos que(Lσ,s◦σ) es una traslación a
izquierda. �
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Existe una noción de traslacion a derecha y un resultado analogo al lema (1.31), que rela-
ciona, bisecciones y traslaciones a derecha. Los cuales, por razones de completitud, incluire-
mos a continuación.

DEFINICIÓN 1.32. SeaG
s //
e

// P un grupoide de Lie. Una traslación a derecha es un par

(ρ,ρ0) tal que,

ρ : G → G y ρ0 : P → P son difeomorfismos;
s◦ρ = s y e◦ρ = ρ0◦e;
Para todop∈ P , existe ung∈ G p

ρ0(p)
, tal queρ|Gp : Gp→ Gρ0(p) coincide conRg :

Gp→ Gρ0(p).

LEMA 1.33. Sea G
s //
e

// P un grupoide de Lie. Denotemos porR(G) el conjunto for-

mado por todas las traslaciones a izquierda sobreG . Sea

Ψr : R(G)→ B(G), (ρ,ρ0) 7→ σρ;

conσρ(p) = ρ(Idρ−1
0 (p)) para todo p∈ P . Entonces,Ψ es biyectiva, con inversa

Φr : B(G)→ R(G), σ 7→ (Rσ,(s◦σ)−1);

donde Rσ(g) = gσ((s◦σ)−1(e(g))).

DEMOSTRACIÓN. Analoga a la demostración del lema (1.31). �

DEFINICIÓN 1.34. SeaG
s //
e

// P un grupoide de Lie. Dadaσ ∈ B(G), definimos el

automorfismo interior asociado aσ, como la aplicación

Iσ : G → G , g 7→ σ(s(g))gσ(e(g))−1.

En este trabajo , dado que algunos de los problemas a trabajarson denaturaleza local,
utilizaremos la contraparte local de los conceptos arriba menciondos.

DEFINICIÓN 1.35. SeaG
s //
e

// P un grupoide de Lie. SeaU ⊆ P un conjunto abierto.

Una bisección local deG sobreU , es una aplicación suaveσ : U → G tal quee◦σ = IdU y
s◦σ : U →V es un difeomorfismo deU sobre el conjunto abiertoV = (s◦σ)(U) deP .

El conjunto de bisecciones locales deG sobreU , lo denotaremos porBU (G).

OBSERVACIÓN 1.36. Una bisección localσ ∈ BU(G), define traslaciones a izquierda y
a derecha ,Lσ : GU → GV y Rσ : GV → GU respectivamente, haciendo uso de las formulas
indicadas en los lemas (1.31) y (1.33) respectivamente.

La siguiente proposición nos indica que existen bisecciones locales con algunas condicio-
nes iniciales impuestas. La demostración aquí expuesta difiere ligeramente de la presentada en
[M5].
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PROPOSICIÓN1.37. SeaG
s //
e

// P un grupoide de Lie. Dado g∈G existe una bisección

local σ : U ⊆ P → G , tal que g∈U y σ(e(g)) = g.

DEMOSTRACIÓN. Seag∈G . Dado quesy eson submersiones suryectivas, entoncesGe(g)

y Gs(g) son subvariedades embebidas deG de igual dimensión; además,Tg(Ge(g)) = KerTgey

Tg(Gs(g)) = KerTgs. SeaV un complemento directo comuún enTgG deTg(Ge(g)) y Tg(Gs(g)).
Esto es,

(2.1) TgG = Tg(Ge(g))⊕V y TgG = Tg(G
s(g))⊕V.

ConsideremosP de dimensiónnyG de dimensiónm+n. Dado que la aplicacióne:G→P

es una submersión suryectiva, existen sistemas de coordenadas locales(U,ϕ) y (V,ψ) paraG
y P , respectivamente, centrados eng y e(g), respectivamente, tal quee(U)⊆V y

ψ◦e◦φ−1(x1, . . . ,xn,xn+1, . . . ,xn+m) = (x1, . . . ,xn).

Tomemoŝσ : ψ(V)→ φ(U) definida porσ̂(x1, . . . ,xn) = (x1, . . . ,xn,0, . . . ,0) y seaσ : V→
U la composiciónψ−1◦ σ̂◦φ; claramenteσ(e(g)) = g y e◦σ = IdV. Dado que

(Tge)(X) = Tg(ψ−1◦ψ◦e◦ϕ−1◦ϕ)(X) = T(ψ◦e)(g)ψ−1◦ (Tϕ(g))(ψ◦e◦ϕ−1)((Tgϕ)(X)),

entonces en coordenadas locales,

TgGe(g) = Ker(Tge) = {(0. . . ,0,xn+1, . . . ,xn+m) / xi ∈ R} y
V = {(x1, . . . ,xn,0, . . . ,0) / xi ∈ R}.

Como consecuenciaImTe(g)σ =V y así, por (2.1),s◦σ es un difeo local. �

3. Acciones de grupoides

DEFINICIÓN 1.38. SeaG
e

//
s //

P un grupoide y seaf : Q → P una aplicación. Una

acción a izquierda deG sobref es una aplicacón⊲ :G e× f Q →Q que satisface las siguientes
condiciones

I. f (g⊲q) = s(g), para todo par(g,q) ∈ G e× f Q ;
II . h⊲ (g⊲q) = (hg)⊲q; para todo(h,g) ∈ G ×G y (g,q) ∈ G e× f Q .

III . Id f (q)q= q para todoq∈ Q .

OBSERVACIÓN 1.39. Si en la definición 1.38, consideramosP= {∗}, el conjunto con un
solo elemento, entonces la noción de acción de grupoide coincide con la noción usual de acción
de grupo.

DEFINICIÓN 1.40. SeaG
e

//
s //

P un grupoide de Lie y seaf : Q → P una aplicación

suave. Una acción a izquierda deG sobre f es una aplicacón suave⊲ : G e× f Q → Q que
satisface las condiciones de la definición (1.38).

19



OBSERVACIÓN 1.41. En la definición (1.40) el conjuntoG e× f Q es una variedad dife-
renciable dado quee es una submersión suryectiva.

OBSERVACIÓN 1.42. Si en la definición (1.40), en lugar de un grupoide de Lie, tenemos

que G
e

//
s // P es un grupoide topológico, entonces solo pedimos la continuidad de las apli-

caciones mencionadas en la definición.

OBSERVACIÓN 1.43. Existe un concepto similar de acción a derecha el cual se formula de
manera obvia intercambiandoepors y G e× f Q porQ s× f G en la definición (1.38).

EJEMPLO1.44. SeaP(M,G,π) un fibrado principal y consideremos su grupoide calibrador
asociado (definidio en el ejemplo 1.29). SeaN una variedad diferenciable sobre la cual actua
G de forma propia y libre. Consideremos el fibrado asociadoτ : (P×F)→ (P×F)

G y definamos

η : (P×F)
G → P por [p, f ] = π(p), donde[p, f ] = τ(p, f ). EntoncesG actua a derecha sobreη

via

↼: G t×τ
(P×F)

G
−→

(P×F)
G

(〈p,q〉, [q, f ]) 7→ [p, f ].

Para ver que↼ define una acción, basta verificar mediante un calculo directo cada uno de los
axiomas de la definición 1.40, los detalles se dejan al lector.

LEMA 1.45. Sea G
e

//
s // P un grupoide y f: Q → P una aplicación. Sea⊲ : G e× f

Q → Q una acción a izquierda deG sobre f . Las siguientes aplicaciones dotan al conjunto
G e× f Q de una estructura de grupoide sobreQ ,

e(g,q) = q y s(g,q) = g⊲q para todo par(g,q) ∈ G e× f Q ;
(g, p)(h,q) = (gh,q), para(g, p),(h,q)∈ G e× f Q tal que p= h⊲q;
Idq = (Id f (q),q), para todo q∈ Q ;
(g,q)−1 = (g−1,g⊲q), para todo(g,q) ∈ G e× f Q .

DEMOSTRACIÓN. Basta verificar los axiomas directamente. �

DEFINICIÓN 1.46. SeaG
e

//
s //

P un grupoide y f : Q → P una aplicación. Sea⊲ :

G e× f Q → Q una acción a izquierda deG sobre f . El grupoide acciónasociado a⊲ es el
conjuntoG e× f Q dotado de la estrutura de grupoide del lema (1.45) y será denotado por
G ⋉Q .

OBSERVACIÓN 1.47. Si en la definición 1.46,G es un grupo yX un conjunto, entonces
G×X es un grupoide que suele llamarsegrupoide de traslación.

OBSERVACIÓN 1.48. En la definición (1.38), la apliciónf es llamadaaplicación momento
de la acción.
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3.1. Acciones propias de grupoides.

DEFINICIÓN 1.49. Un grupoideG
e

//
s //

P se dicelocalmente compactosi G es un es-

pacio topologico localmente compacto.

OBSERVACIÓN 1.50. La definición de grupoide localmente compacto que usualmente se
encuentra en la literatura (por ejemplo [Re]), corresponde a la definición (1.49) en donde
además el espacio de flechas esσ-compacto, el espacio base es Hausdorff y se supone la
existencia de unsistema de Haar.

DEFINICIÓN 1.51. Un grupoide topológicoG
e

//
s // P se dice propio si la aplicación

(s,e) : G → P ×P , es propia.

EJEMPLO 1.52. SeaX un espacio topológico yG un grupo topológico cuasicompacto.
Entonces el grupoide de traslación asociado 1.47 es propio.

OBSERVACIÓN 1.53. Dado un grupoideG
e

//
s //

P y un par de subconjuntosX,Y ⊆ P ,

se tiene queGY
X = {g∈ G / e(g) ∈ X,s(g) ∈Y}= (e,s)−1(X×Y).

PROPOSICIÓN1.54. [T, Prop.2.10]Sea G
e

//
s // P un grupoide topológico tal queP es

localmente compacto. Consideremos los siguientes enunciados,

I. G es propio;
II . (s,e) es una aplicación cerrada y para todo p∈ P , G p

p es cuasicompacto;
III . Para todo par de subespacios cuasicompactos K y L deP , el conjuntoGL

K es cuasi-
compacto;

IV . Para todo par de subespacios compactos K y L deP , el conjuntoGL
K es cuasicom-

pacto;
V. Para todo espacio cuasicompacto K deP , el conjuntoGK

K es cuasicompacto;
VI . Para todo par de puntos p,q ∈ P , existen vecindades compactas Kx y Ly de p y q,

respectivamente, tal queG
Ly
Kx

es cuasicompacto.

Entonces I, II , III , IV y VI son equivalentes, V I implica V. Además, siP es Hausdorff entonces
todas las afirmaciones son equivalentes.

DEMOSTRACIÓN. (I)⇔ (II ). Si Gx
y 6= φ entonces dado cualquierg ∈ Gx

y la aplicación
Lg−1 : Gx

x→Gy
x es un homeomorfismo. Luego, por la proposición (1.4) la conclusión es inme-

diata.
(I)⇒ (III ). Si K y L son subconjuntos compactos deP entoncesX×Y es un subconjunto

compacto deP ×P , luego usando la proposición (1.8) y la observación (1.53),obtenemos la
conclusión deseada.

(VI)⇒ (I) Analoga a(I)⇒ (III ).
(III )⇒ (IV )⇒ (VI) y (III )⇒ (V) son obvias.
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(VI)⇒ (V) sigue de las implicaciones ya demostradas.
Ahora, siP es Hausdorff entonces(VI)⇒ (V) es obvia. es obvia. �

DEFINICIÓN 1.55. SeaG
e

//
s // P un grupoide topológico y seaf : Q → P una apli-

cación continua. Supongamos que⊲ : G e× f Q → Q es una acción a izquierda deG sobre
f . Decimos que⊲ es propia, si el grupoide acción asociadoG ⋉Q es propio. En ocaciones
también diremos queQ es unG-espacio propio.

PROPOSICIÓN1.56. Sea G
e

//
s //

P un grupoide topológico y sea f: Q → P una apli-

cación continua sobre la cualG . Consideremos las siguientes afirmaciones,

I. G actua de forma propia sobreQ ;
II . (s,e) : G ⋉Q → Q ×Q es cerrrado y para todo q∈ Q , el estabilizador de q es

cuasicompacto;
III . Para todo par de subespacios cuasicompactos K y L deQ , {g∈ G / gL∩K 6= φ} es

cuasicompacto;
IV . Para todo par de subespacios compactos K y L deQ , {g ∈ G / gL∩K 6= φ} es

cuasicompacto;
V. Para todo subespacio cuasicompacto K deQ , {g∈ G / gK∪K 6= φ};

VI . Existe una familia{Ai}i∈I de subespacios deQ tal queQ =
⋃

i∈I y {g∈ G / gAi ∩

A j 6= φ} es relativamente cuasicompacto para todo i, j ∈ I.

Entonces(I)⇒ (II ), (II )⇒ (III )⇒ (IV ) y (III )⇒ (V). SiQ es localmente compacto, enton-
ces(IV)⇒ (VI) y (V)⇒ (VI). SiP yQ son Hausdorff y ademásQ es localmente compacto,
entonces todas las enunciados anteriores son equivalentes.

PROPOSICIÓN1.57. Sea G
e

//
s //

P un grupoide topológico localmente compacto. En-

toncesG actua propiamente sobre si mismo si y solo siP es Hausdorff.
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Capítulo 2

Grupoides Dobles

En este capítulo trabajaremos con algunas de las definiciones y notaciones de [AN1], las
cuales recordaremos por razones de completez.

1. Categorías y Grupoides dobles

DEFINICIÓN 2.1. SeaC una categoría con productos fibrados. Unobjeto categoríaen
C o unacategoría internaa C , es una colección(A,O,s, t, id,m) dondeA (“flechas”) y O
(“objetos”) son objetos deC ; s,e : A→O (aplicaciones “origen” y “final”, respecetivamente),
Id : O→ A (aplicación “identidad”) ym : C e×s C → C (“composición”) son flechas enC .
Estos datos, sujetos a los axiomas usales de asociatividad eidentidad de la definición de ca-
tegoría. Asi mismo , ungrupoide internoenC es una categoría interna enC dotada de una
flechaI : A→ A enC , que satisface las propiedades de inversión usuales de la definición de
grupoides (1.20).

DEFINICIÓN 2.2. Unacategoría doble(pequeña)T consta de los siguientes datos:

Cuatro conjuntos no vacios:B (cajas),H (lados horizontales),V (lados verticales) y
P (puntos);

ocho aplicaciones de borde:t,b : B → H ; r, l : B → V ; r, l : H → P ; t,b :
V → P ;

cuatro aplicaciones identidad: id :P →H ; id : P →V ; id :H →B; id :V →
B;

cuatro aplicaciones de composición, todas denotadas porm:

B b×t B → B (composición vertical), B r ×l B → B (composición horizontal),

H r ×l H →H , V b×t V → V ;

todos estos datos sujetos a los siguientes axiomas.

Axioma 0. (B,H , t,b, id,m), (B,V , l , r, id,m), (H ,P , l , r, id,m), (V ,P , t,b, id,m) son ca-
tegorías.
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Axioma 1. Cuatro identidades entre las posibles funciones deB aP ,

tr = rt , tl = lt , bl = lb, br = rb.

Este último axioma nos permite expresar graficamente todo elementoA∈B como una caja

A=

t
l r

b

dondet(A)= t, b(A)= b, r(A)= r, l(A)= l , y los cuatro vértices del cuadrado que representaA
sontl(A), tr(A), bl(A), br(A). Aclaramos que la notaciónt,b, r y l significa, respectivamente,
‘top’, ‘bottom’, ‘right’ y ‘left’. El resto de axiomas los expresaremos usando esta notación
grafica.

Dado un par de cajasA,B∈ B, escribiremosA|B si r(A) = l(B), lo cual indica queA y B

se pueden componer horizontalmente. Del mismo modo, sib(A) = t(B), escribiremos
A
B

, para

indicar queA y B se pueden componer verticalmente.

Usaremos la notaciónAB (respectivemente,
A
B

) para la composición horizontal (respectiva-

mente, vertical).

Axioma 2. Compatibilidad de las composiciones con las aplicaciones de borde.

SeanA=

t
l r

b
y B=

u
s m

c
enB.

Si A|B, entonces AB=

tu
l m

bc
,(1.1)

Si
A
B
, entonces

A
B
=

t
ls rm

c
.(1.2)

La notación
A B
C D

significa que estan definidas todas las composiciones horizontales y

verticales posibles entre dichos elementos; Lo cual implica, gracias al axioma 2, que
AB
CD

y

A B
C D

.
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Axioma 3. Ley de intercambio entre las composiciones horizontal y vertical. Si
A B
C D

,

entonces

(1.3)
AB
CD

:=
{AB}
{CD}

=

{
A
C

}{
B
D

}
.

Como consecuencia del axioma 3, dadasr×scajasAi j , con las compatibilidades ilustradas
en la siguiente configuración,

A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

. . . . . . . . . . . .
Ar1 Ar2 . . . Ars

,

el producto
A11 A12 . . . A1s

A21 A22 . . . A2s

. . . . . . . . . . . .
Ar1 Ar2 . . . Ars

esta bien definido y puede ser computado realizando cualquiera de las asociaciones posibles.

Axioma 4. Identidades Horizontales y Verticales. Las apliaciones identidadid : H → B

(identidad vertical),id : V → B (identidad horizontal) satisfacen

id(g) =
g

id l(g) id r(g)
g

, g∈H ; id(x) =
id t(x)
x x
id b(x)

, x∈ V .

Usaremos la notación idH : P →H y idV : P →V para denotar las aplicaciones identidad

de los grupoidesH
e

//
s //

P y V
e

//
s //

P .

Axioma 5. Identidades horizontal and vertical de identidades en los puntos.
Si P∈ P , entonces

id idH P= id idV P;

esta caja será denotada porΘP.

Axioma 6. Compatibilidad de las identidades con la composición de flechas. Si la compo-
sición deg,h∈ V y x,y∈H esta definida, entonces

{
id g
id h

}
= id gh, {id x id y}= id xy.

LEMA 2.3. [BS]. Una categoría doble es un objeto categoría en la categoría detodas las
categorías pequeñas.
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DEMOSTRACIÓN. Ver [AN1, Lema 1.2]. �

NOTACIÓN.Una categoría doble la denotaremos como un arreglo

(1.4)
B ⇉ V

� �

H ⇉ P

de cuatro categorías relacionadas, y cuyos datos estan sujetos a los axiomas anteriores. En el
diagrama (0.1) las flechas verticales

B

�

H

,

V

�

P

,

corresponden a las categoríasA y O de “flechas” y “objetos”, respectivamente, mientras las
flechas horizontales

B ⇉ V , H ⇉ P ,

corresponde a los funtorest,b : A ⇉ O.

DEFINICIÓN 2.4. [Eh, BS] Un grupoide doblees una categoría doble

B ⇉ V

� �

H ⇉ P

tal que las cuatro categorías que la componen son grupoides yademás(Iv, IV ) e (Ih, IH ) son
morfismos de grupoides; dondeIv e Ih denotan la aplicación de inversión de las estructuras de
grupoide sobreB, vertical y horizontal respectivamente; y dondeIV e IH denotan las aplica-
ciones de inversión de los grupoidesV ⇉ P y H ⇉ P respectivamente.

DEFINICIÓN 2.5. Ungrupoide doble

B ⇉ V

� �

H ⇉ P

se dice que satisface lacondición de llenado, si para todo parx∈H y f ∈V tal quer(x)= t( f ),
existeA∈ B tal quet(A) = x y r(A) = f .

2. Ejemplos de categorías y grupoides dobles

EJEMPLO 2.6. Una 2-categoría es una categoría doble donde todas las flechas verticales
son identidades; es decir, todo elementof ∈ V es una identidad. En este caso, los elementos
deH son losmorfismosde la 2-categoría, mientras los elementos deB son lascelulas.
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EJEMPLO 2.7. SeaC una categoría pequeña. Entonces la claseB de todos los diagramas
cuadrados enC , esto es, todos los diagramas

X
x

−−−→ Y

f

y
yg

Z
y

−−−→ W,

es una categoría doble, donde las categorías lateralesV y H son iguales aC .

Antes de dar un ejemplo de grupoide doble, introduciremos a continuación la definición de
par de grupos apareados.

DEFINICIÓN 2.8. [M ] Dos grupos(F,G) constituyen un par apareado, si existe una acción
a derecha� : G×F →G deF sobreG y una acción a izquierda� : G×F → F deG sobreF
tal que,

e�x= e, ( f g)�x= ( f � (g�x))(g�x),
g�e= ey g� (xy) = (g�x)((g�x)�y).

DEFINICIÓN 2.9. SeanD un grupo yH,V subgrupos deD. Decimos que(H,V) es una
factorización exacta deG si la aplicaciónH×V→ D dada por(h,v) 7→ hv, es biyectiva.

Sea(H,V,⊳,⊲) un par de grupos apareados. Existe ungrupo diagonalasociadoV ⊲⊳ H =

V×H donde la composición y la identidad estan dados por

(g,x)(h,y) = (g(x⊲h),(x⊳h)y), e= (eV ,eH),

para todog,h∈V y x,y∈ H. Tenemos así una factorización exacta de gruposD =VH. Reci-
procamente, siD =VH es una factorización exacta de grupos entonces existen acciones⊳, ⊲
tal que(H,V,⊳,⊲) forman un par de grupos apareados yD≃V ⊲⊳ H.

DEFINICIÓN 2.10. SeanD un grupo yV un subgrupo deD. Decimos que un subgrupoH
deD es un factor exacto deV, si (H,V) es una factorización exacta deD.

Los siguientes ejemplos de factorizaciones exactas son tomados de [AM ].

EJEMPLO 2.11. Dado un grupoD y un subgrupoH, cualquier conjugado de un factor
exacto deH es de nuevo un factor exacto deH.

EJEMPLO 2.12. Existe un grupo finitoD, un subgrupoV y factores exactosH andH
′
tal

queH ≇ H
′
. Por ejemplo, siD = S4, V = S3 (el subgrupo que deja fijo a 4),H = 〈(1234)〉 ≃

Z/(4), H
′
= 〈(24)(13),(34)(12)〉≃ Z/(2)⊕Z/(2).

EJEMPLO 2.13. Existe un grupo finitoD, un subgrupoV y factores exactosH y H
′

con
H ≃ H

′
pero H no es conjugado aH

′
. Por ejemplo,D = Sn, n ≥ 6, V = An, H = 〈(12)〉,

H
′
= 〈(12)(34)(56)〉.

27



EJEMPLO 2.14. (Teorema de Schur-Zassenhaus). SiD es un grupo finito yV ⊳ D es un
subgrupo normal tal que(|V|, [D : V]) = 1, entoncesV admite factores exactos, los cuales son
todos conjugados. La prueba conocida de la conjugación de los factores exactos se fundamenta
en el teorema de Feit-Thompson (Cualquier grupo de orden impar es soluble).

EJEMPLO 2.15. La lista de todas las factorizaciones exactas deSn y An son dadas en
[WW ].

En base al concepto de par de grupos apareado y de los ejemplosdados de estas estructuras,
introducimos en siguiente ejemplo de grupoide doble que posee un punto como base total.

EJEMPLO 2.16. Sea⊳ : G×F →G, ⊲ : G×F → F, un par apareado de grupos finitos.
SeanP := {∗} un conjunto con un solo elemento ,B := G×F, V := G y H := F . El

conjuntoG×F posee una estructura de grupoide doble,

G×F ⇉ G
� �

F ⇉ P ,

donde los grupoidesG×F ⇉ G y G×F ⇉ F corresponden a los grupoides acción asociados
con las acciones� y �, respectivamente (ver (1.45)).

Otros ejemplos serán dados mas adelante en el transcurso deltrabajo.

2.1. Grupoide Medular asociado a un grupoide doble.SeaT = (B;V ,H ;P ) un gru-
poide doble. Brown y Mackenzie introdujeron los conceptos degrupoide medulary diagramas
medularesasociados aT , los cuales resultaron ser de gran importancia para estudiar la estruc-
tura deT (ver [M4, BM ]). En esta subsección recordaremos la definición del grupoide medular
y describiremos algunas de sus propiedades.

Consideremos el conjunto

E := {E ∈ B : r(E), t(E) ∈ P}.

Los elementos deE son cajas de la forma . Notemos queΘP ∈ E para todoP ∈ P ,
como consecuenciaE 6= /0.

PROPOSICIÓN2.17. Las aplicaciones

s,e : E ⇉ P , dadas por s(E) = bl(E) y e(E) = br(E), para todo E∈ E;
id : P → E, P 7→ ΘP;
◦ : Ee×sE→ E, dada por

(2.1) E ◦F :=

{
idl(F) F

E idb(F)

}
,

para todo par E,F ∈ E;
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I : E→ E, dada por

I(E) = E(−1) : = (Eidb(E)−1)v =

{
idl(E)−1

Eh

}
,(2.2)

para todo E∈ E;

dotan al conjuntoE de una estructura de grupoide sobreP ,

DEMOSTRACIÓN. La prueba se hace verificando directamente cada uno de los axiomas de
la definicón de grupoide. Ver [BM ] o [M1]. �

DEFINICIÓN 2.18. SeaT = (B;V ,H ;P ) un grupoide doble. El grupoideE⇉ P , definido
en la proposición (2.17), es llamado elgrupoide medularasociado aT .

2.2. Acción Medular. La siguiente proposición y su demostración, aunque apareceya
en el trabajo [BM ], son tomadas de [AN3].

PROPOSICIÓN2.19. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble. Definamosγ : B → P , γ(A) =
lb(A).

(a). Existe una acción del grupoide medularE(B) sobreγ : B→ P dada por

(2.3) E⇁A :=

{
idl(A) A

E idb(A)

}
, A∈ B,E ∈ E.

(b). Sea B∈ B. El estabilizadorE(B)B es trivial y la orbita de B esOB = {A∈ B : t(A) =
t(B), r(A) = r(B)}.

DEMOSTRACIÓN. (a): La prueba es directa, basta verificar que la acción estabien definida
y que se satisfacen los axiomas de la definición de acción de ungrupoide.

(b): Como consecuencia inmediata de la ecuación (4.15) se tiene queOB⊆ UR(B). Ahora,

para todoC ∈ UR(B), si definimosE =

{
Bv

C

}
idb(B)−1, se puede observar queE es el unico

elemento deE que satisfaceE⇁B=C; lo cual demuestra las dos afirmaciones en (b). �
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Capítulo 3

Algunas propiedades de los Grupoides dobles

En este capítulo presentaremos algunos de los resultados del trabajo [AN3], los cuales son
necesarios en el capítulo siguiente para hacer un poco de teoría de Lie de estas estructuras
dobles. Durante este capítulo,

(0.1)
B ⇉ V

� �

H ⇉ P

denotará un grupoide doble y todas las afirmaciones y definiciones se realizaran respecto del
mismo.

1. Fibrado canónico de grupos abelianos

LEMA 3.1. Sea

K := {K ∈ B : t(K),b(K), l(K), r(K)∈ P};

La aplicación p: K → P , p(K) 7→ lb(K), es un fibrado de grupos abelianos bajo composición
vertical, la cual a su vez coincide con la composición horizontal.

DEMOSTRACIÓN. Para todoP ∈ K denotemos porK(P) la fibra dep en P ∈ K . Clara-
menteK(P) es un grupo bajo composición vertical.

De otro lado, aplicando la ley de intercambio paraK,L,M,N ∈ K(P)

(1.1)
(KL)
(MN)

=

(
K
M

)(
L
N

)

Luego, siL = M = ΘP, se sigue queKN = KN. Por tanto las dos operaciones coinciden. Ahora,

si en la ecuación (1.1) tomamosK = N = ΘP, obtenemosLM = ML. Como consecuencia la

composición es abeliana.
Luego,K es un fibrado de grupos abelianos sobreP .

�

DEFINICIÓN 3.2. Elfibrado canónico de grupos abelianosasociado aB es la aplicación
p : K → P , p(K) 7→ lb(K), dotada de la estrucutura de fibrado del lema (3.1).
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OBSERVACIÓN 3.3. Una caja esta enK si y solo si es de la forma .

Para todoP∈ K denotaremos porK(P) la fibra dep enP.

Los grupoides vertical y horizontalV y H actuan sobreK por conjugación vertical, res-
pectivamente horizontal:

Sig∈ V (Q,P) yK ∈ K(P) entoncesg ·K :=
idg
K

idg−1
∈ K(Q).(1.2)

si x∈H (Q,P) y K ∈ K(P) entoncesx·K = idxK idx−1 ∈ K(Q);(1.3)

ambas acciones son por automorfismos de fibrados de grupos.

2. Grupoide doble de Marcos asociado a un grupoide doble

DEFINICIÓN 3.4. SeanV , H grupoides sobre una base comúnP . Sea�(V ,H ) el con-

junto de todos los arreglos




x
f g

y


 conx,y∈H , f ,g∈ V y tal que

l(x) = t( f ), r(x) = t(g), l(y) = b( f ), r(y) = b(g).

La colección
2(V ,H ) ⇉ V

� �

H ⇉ P

forma un grupoide doble, llamado elgrupoide doble de cua-

dradoscon lados enH y V , donde la composiciones horizontal y vertical estan dadas por

x
h g

y

x′

g g′

y′
=

xx′

h g′

yy′
,

x
h g

y
y

h′ g′

y′

=

x
hh′ gg′

y′,
,

para todox,y,x′,y′ ∈H , g,h,g′,h′ ∈ V adecuados.

OBSERVACIÓN 3.5. Si no hay riesgo de confusión, un arreglo como




x
f g

y


 conx,y∈

H , f ,g∈ V , lo denotaremos también por
x

h g
y

.

DEFINICIÓN 3.6. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble. El morfismo de grupoides dobles
discretosΠB : B →2(V ,H ) dado por
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Π


 A

x

g

y

f


=




x
f g

y


 , A

x

g

y

f ∈ B,

es llamadoaplicación doble ancladeB.

DEFINICIÓN 3.7. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble. Elgrupoide doble de marcosF
asociado aB se define como el subgrupoide doble de2(V ,H ),

F (B) ⇉ V

� �

H ⇉ P

.

dondeF (B) es la imagen de la aplicaciónΠB .

OBSERVACIÓN 3.8. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble.B satisface la condición de lle-
nado (2.5) si y solo siF (B) la satisface.

OBSERVACIÓN 3.9. Si(x,g) ∈H r×t V y B∈ B entonces usaremos la siguiente notación
para los conjuntos de cajas con bordessuperior y derechofijos.

(2.1) UR(x,g) =
{

U ∈ B : U =

x
g
}
, UR(B) = UR(t(B), r(B)).

A continuación enunciaremos y demostraremos el primer resultado básico obtenido por
Andruskiewisch y Nataleen [AN3]. Fijemos una sección µ: F (B)→ B deΠB .

LEMA 3.10. La aplicaciónΨ : K p×γF → B dada porΨ(K,F) = K⇁µ(F) es una biyec-
ción. Donde⇁ denota la acción medular introducida en (2.19)

DEMOSTRACIÓN. Veamos primero queΨ es uno a uno. ConsideremosK,K′ ∈ K , F,F ′ ∈
F (B) y supongamosK⇁µ(F) = K′⇁µ(F ′). Luego,F = ΠB(K⇁µ(F)) = ΠB(K

′⇁µ(F ′)) =
F ′. Resta probar queK = K′, pero esto es inmediato a partir de 2.19, puesK⇁µ(F) =
K′⇁µ(F) y como el estabilizador deµ(F) es trivial, entoncesK = K′.

Veamos ahora queΨ es sobreyectiva. SeanB∈ B y F = Π(B); dado queB y µ(F) poseen
los mismos lados, usando 2.19, existeK ∈ E tal queB = K⇁µ(F). Pero es claro queK ∈
K . �

3. Grupoide diagonal asociado a un grupoide doble delgado

En esta sección recordaremos una construcción realizada en[AN3] mediante la cual a un
grupoide doble se le asocia un grupoide llamadogrupoide diagonal. Tambien introduciremos
una nueva caracterización del grupoide diagonal haciendo uso del grupoide medular asociado
al grupoide doble original (ver [AOT ]).
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3.1. Grupoide Diagonal. SeaB un grupoide doble que satisface la condición de llenado
(2.5) y seaV ⊛H el producto libre sobreP de los grupoides vertical y horizontal (ver [AN3]

y [H]). Si A
x

g

y

h ∈ B usaremos la notación[A] := xgy−1h−1 ∈V ⊛H . Definimos el grupoide

J⊛(B) // // P , como el subgrupoide deV ⊛H generado por{[A]|A∈ B}. Comos⊛([A]) =

e⊛([A]) = tl(A) entonces,J⊛(B)⇉ P es de hecho un fibrado de grupos y a su vez subgrupoide
normal deV ⊛H [AN3, lemma 3.5].

DEFINICIÓN 3.11. [AN3] Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble delgado; elgrupoide dia-
gonalasociado aB se define comoD(B) = V ⊛H /J⊛(B).

OBSERVACIÓN 3.12. Si componemos las inclusiones naturales deV y H enV ⊛H con
las proyecciones sobreD(B), obtenemos dos morfismos de grupoides:

i : H →D(B) and j : V →D(B).

Luego(D(B), i, j) es un diagrama de grupoides.

Nuestro próximo objetivo es dar otra presentación del grupoide diagonal como un cociente
deV b×l H .

PROPOSICIÓN3.13. [AOT ] Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble delgado que satisface la
condición de llenado. Definamos sobreV b×l H la siguiente relación∼B :

(v1,h1)∼B (v2,h2) si y solo si r(h1) = r(h2), t(v1) = t(v2) y v1h1h−1
2 v−1

2 ∈ J⊛(B).

Entonces∼B es una relación de equivalencia y la aplicación

φ : V b×l H /∼B →D(B), [v,h] 7→ j(v)i(h)

esta bien definida y es una biyección (de carcajs sobreP ).

DEMOSTRACIÓN. Claramente∼B es una relación de equivalencia. ConsideremosG :=
(V b×l H )/∼B y sea[ f1,x1] = [ f2,x2] enG . Luego, por definición,f1x1x−1

2 f−1
2 ∈ J⊛(B). De

aquí f1 x1 = f2 x2 enD(B), dondew denota la imagen dew bajoi si w∈H o bajo j si w∈V .
Esto demuestra queφ esta bien definida.

Supongamos ahora queg,g′ ∈ V , x,x′ ∈ H satisfacengx = g′x′. Entoncesg′x′x−1g−1 ∈

J⊛(B), luego[g′,x′] = [g,x]. Así φ es uno a uno.
Veamos queφ es sobreyectiva. Sead ∈ D(B), luegod = d1 d2...dn con di un elemento

deV o deH . Supongamosdi ∈ H , di+1 ∈ V con r(di) = t(di+1). Dado queB satisface la
condición de llenado, la esquina

(3.1)
di

di+1,
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puede completarse a una caja inB; esto es, existeB∈ B tal que

B=

di

f di+1

y
.

Luego,didi+1y−1 f−1 ∈ J⊛(D) y di di+1 = f y. Como consecuencia, podemos conmutar los
di ’s end = d1 d2...dn para obtenerd = g x cong∈ V , x∈ H y b(g) = l(x). Esto demuestra
queφ es sobreyectiva. �

OBSERVACIÓN 3.14. φ induce una estructura de grupoide sobreG = V b×l H /∼B dada
por:

Las aplicaciones origen y final son

s : G → P , [v,h] 7→ t(v); e : G → P , [v,h] 7→ r(h).

La aplicación identidad es id :P → G , p 7→ idp = [idp, idp].

La composición parcial es[v1,h1][v2,h2] = [v1 f ,z h2] where
h1

f v2

z
∈ B.

La aplicación de inversión es[v,h]−1 = [ f−1,z−1] where
z

v f
h
∈ B.

Si V y H son grupoides de Lie, entoncesb y l son submersions sobreyectivas, luego
V b×l H es una subvariedad embebida deV ×H . Demostraremos mas adelante que, bajo
cierta condicionesnaturales,V b×l H /∼B es un grupoide de Lie.

A continuación recordaremos el principal lema técnico demostrado porAndruskiewtisch y
Nataleen [AN3].

LEMA 3.15. [AN3, Lemma 3.8]Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble delgado que satisfa-
ce la condición de llenado. Sean f∈ V y x∈H tal que:

l(x) = b( f ) y t( f ) = r(x),
f x∈ J⊛(B)⊂ V ⊛H .

Entonces existe E∈ E(B) tal que E=
f

x
. �

Haciendo uso del lema (3.15), presentaremos a continuaciónuna descripción alternativa
de la relación∼B . En efecto,( f1,x1) ∼B ( f2,x2) si y solo si f1x1x−1

2 f−1
2 ∈ J⊛(B). Dado que

J⊛(B) es un subgrupoide normal, tenemos que( f1,x1) ∼B ( f2,x2) si y solo si f−1
2 f1x1x−1

2 ∈

J⊛(B). De aquí

(3.2) ( f1,x1)∼B ( f2,x2) ⇐⇒ existe E =
f−1
2 f1

x1x−1
2

∈ B.
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Luego, el grafo de la relación∼B es

R=

{
( f1,x1, f2,x2) ∈ (V b×l H ) η×η (V b×l H )| ∃E ∈ E(B), E =

f−1
2 f1

x1x−1
2

}

donde
η : V b×l H → P ×P , ( f ,x) 7→ (t( f ), r(x)).

Concluimos entonces que la relación∼B esta determinada por el grupoide medular asociado a
B.

LEMA 3.16. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble delgado que satisface la condición de
llenado. Si( f1,x1),( f2,x2) ∈ V b×l H , entonces( f1, x1) ∼B ( f2, x2) si y solo si existen
A,B∈ B tal que

A=

x
f1 g

x1

, and B=
x

f2 g
x2

.

DEMOSTRACIÓN. En efecto, si

A=

x
f1 g

x1

, and B=

x
f2 g

x2

are in B,

entoncesxgx−1
1 f−1

1 ∈ J⊛(B) y xgx−1
2 f−1

2 ∈ J⊛(B), tomando el inverso del primero y compo-
niendo luego, se sigue quef1x1x−1

2 f−1
2 ∈ J⊛(B), i. e. ( f1, x1)∼B ( f2, x2).

Reciprocamente, si( f1, x1) ∼B ( f2, x2) entonces por (3.2), existeE ∈ E(B) tal queE =

f−1
2 f1

x1x−1
2

. La condición de llenado garantiza que dadosx2 ∈ H y f2 ∈ V con l(x2) =

b( f2), existe una cajaB′ ∈ B con t(B′) = x2 y l(B′) = f−1
2 . SeanB′ =

x2

f−1
2 g−1

x
y A′ :=

{
Ev id(x2)

id( f2) B′

}
=

x1

f−1
1 g−1

x
y seanA, B los inversos verticales deA′ y B′ respectivamente.

LuegoA=

x
f1 g

x1

y B=

x
f2 g

x2

estan enB, obteniendo así el resultado deseado. �
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Capítulo 4

Grupoides dobles de Lie

En este capítulo comenzaremos el estudio de lateoría de Liede los grupoides dobles. In-
troduciremos la noción de grupoide doble de Lie, definiremosuna clase especial de grupoides
dobles de Lie introducidos en [AN3], los grupoides dobles delgadosy extenderemos al con-
texto diferencial, de una manera no trivial, una caraterización dada enloc.cit de los grupoides
dobles delgados en terminos de estrucuturas de grupoides. Demostraremos que bajo ciertas
condiciones razonables, todo grupiode doble de Lie delgado, se puede obtener a partir de cier-
tos datos de grupoides de Lie. Así obtenemos una descripciónde una clase de grupiodes dobles
de Lie en terminos de estructuras deprimer orden.

1. Grupoides dobles de Lie delgados

DEFINICIÓN 4.1. [M1, Mackenzie] Un grupoide doble(B;V ,H ;P ) es ungrupoide doble
de Liesi los cuatro grupoides involucrados son grupoides de Lie y si además, la aplicación
origen-final

(1.1) S : B →H r×t V , A 7→ S(A) = (t(A), r(A)),

es una submersión sobreyectiva.

OBSERVACIÓN 4.2. Diremos que un grupoide doble esdiscretosi no estamos consideran-
do estructura topologica o diferenciable alguna.

OBSERVACIÓN 4.3. Diremos que un grupoide doble discreto satisface lacondición de
llenadocuando la aplicación origen-final (1.1) is sobreyectiva.

El siguiente resultado, aunque bien conocido, no aparece enla literatura, así que por razo-
nes de completes lo incluimos en este trabajo.

LEMA 4.4. SeanV
b

//
t //

P y H
r

//
l //

P dos grupoides de Lie. El conjunto

I= {(IdH (p), IdV (p)) / p∈ P}

es una subvariedad embebida del producto fibradoH l×t V .
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DEMOSTRACIÓN. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

P
∆ //

I2 ))TTTTTTTTTTTTTTTTTTT P ×P
Id×Id //

I1

%%LLLLLLLLLL
H ×V

H l×t V ,

ι
88rrrrrrrrrr

donde∆ es la aplicación diagonal,ι es el embedding natural,I1 es la aplicaciónIdH × IdV con
el rango restringido eI2 es la composiciónI1◦∆. Ahora, comoι es un embebimiento entonces
I1 es suave y por lo tantoI2 es suave. Dado que(l ◦ p1◦ ι)◦ I2 es la aplicación identidad enP ,
dondep1 es la proyección en la primera componente, entoncesI2 es una inmersión uno a uno.

Veamos ahora queI2 es un homeomorfismo sobre su imagen. SeaU un subconjunto abierto
deP ; dado quel y t son submersiones(l−1(U)×t−1(U)) es un subconjunto abierto deH ×V ,
pero

(IdH × IdV )(U) = (IdH × IdV )(P )∩ (l
−1(U)× t−1(U))∩ (H l×t V ),

luegoI2 es una aplicación abierta.
De todo lo anterior, concluimos queI2 es un embebimiento. �

LEMA 4.5. [BM ] Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie. El grupoide medular (2.18)
asociado aB es un grupoide de Lie.

DEMOSTRACIÓN. Para demostrar queE(B) es un grupoide de Lie, por la proposición
(2.17), basta demostrar queE(B) es una variedad diferenciable y que sus aplicaciones origen
y final son submersiones sobreyectivas.

Dado que la aplicación origen-final deB es una submersion sobreyectiva y que por lemma
(4.4), el conjuntoI es una subvariedad embebida deH l×t V , entoncesE(B) = S−1(I) es una
subvariedad embebida deB.

Ahora, sip∈ P y E ∈ E(B) conS(E) = (Idp, Idp), entonces

TEE(B) = (TES)−1(T(Idp,Idp)H r×t V ) = TEB,

luegolb y tr restringidas aE(B) son submersiones surjectivas. �

DEFINICIÓN 4.6. [AN3] Un grupoide doble(B;V ,H ;P ) se dicedelgadosi la aplicación
doble anclaΠB : B→ 2(V ,H ) es uno a uno.

A continuación daremos algunos ejemplos de grupoides dobles de Lie.

EJEMPLO 4.7. SeaG
s //
e

// P un grupoide de Lie. Entonces,

(1.2) G ×G
s×s //

e×e
//

����

P ×P

����
G

s //
e

// P ,
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donde G ×G // // G y P ×P //// P denotan los grupoides pares asociados aG y P ,
respectivamente, es un grupoide doble de Lie.

OBSERVACIÓN 4.8. La noción de par de grupos apareados 2.8 puede ser llevada al con-
texto diferenciable fácilmente, basta pedir las condiciones de suavidad necesarias paras las
estructuras involucradas.

EJEMPLO4.9. SeaG un grupo de Lie-Poisson [LW1 ] y consideremos su grupo de Lie dual
G∗. Usando las acciones revestidoras1, el par(G,G∗) es un par de grupos de Lie apareados.
Usando la misma construcción que en 2.16, se tiene que

(1.3) G×G∗ ////

����

G

����

G∗ //// {∗},

es un grupoide doble de Lie.

2. Diagramas de grupoides

DEFINICIÓN 4.10. [AN3] SeanV y H grupoides sobre la misma baseP . Un diagrama
sobreH y V es un triple(D, j, i) dondeD es un grupoide sobreP y i : H →D, j : V →D

son morfismos de grupoides sobreP .
Si V y H son grupoides de Lie, entonces undiagrama de grupoides de LiesobreH y

V es un diagrama de grupoides, tal queD es un grupoide de Lie y las aplicacionesi y j son
suaves.

DEFINICIÓN 4.11. [AN3] Un diagrama de grupoides(D, j, i), sobreV y H es llamado
una(V ,H )-factorizacióndeD, siD = j(V )i(H ).

Con cada diagrama de grupoides podemos asociar un grupoide doble discreto, denotado
�(D, j, i) y definido como sigue:

Las cajas en�(D, j, i) son de la forma

A=

x
h g

y
∈�(V ,H ),

conx,y∈H , g,h∈ V , tal que

i(x) j(g) = j(h)i(y) enD.

Nuestro proposito es determinar bajo que condiciones�(D, j, i) es un grupoide doble de
Lie.

1Traducción no estandar del inglésdressing actions.
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Definamos dos aplicaciones. La primera es la composiciónH r×t V
i× j
−→D e×s D

m
−→D,

esto es,

Φ : H r×t V →D, (x,g) 7→ i(x) j(g),

dondes, e, m denotan aplicaciones origen , final y composición deD. La segunda es

Ψ : V b×l H →D, ( f ,y) 7→ j( f ) i(y).

Dado quet, b, l y r son submersiones sobreyectivas, los productos fibrados involucrados en
las aplicaciones anteriores,V b×l H y H r×t V , son subvariedades embebidas deV ×H y
H ×V respectivamente; además, dado quei y j son suaves, entoncesΦ y Ψ también lo son.
usando las aplicaciones anteriores

�(D, j, i) = (V b×l H ) Ψ×Φ (H r×t V ),

y usando la teoría general de transversalidad [L , Prop. 2.5], siΦ y Ψ son transversales, enton-
ces�(D, j, i) es una subvariedad embebida de(V b×l H )× (H r×t V ).

LEMA 4.12. Sea(D, j, i) un diagrama de grupoides de Lie. Si las aplicaciones i y j son
transversales en las identidades, entoncesΨ y Φ definidos arriba son submersiones.

DEMOSTRACIÓN. Consideremos(( f ,y),(x,g)) ∈ (V b×l H ) × (H r×t V ) tal que
Ψ( f ,y) = Φ(x,g), esto es,j( f )i(y) = i(x) j(g). Ahora, por [L , Prop. 2.5], tenemos

T(x,g)(H r×t V ) = {(Y,X) ∈ (TxH )× (TgV )/(Tx r)(Y) = (Tg t)(X)}.

SeaW ∈ T(x,g)(H r×t V ). Necesitamos demostrar que existe(X1,Y1) enT( f ,y)(V b×l H ) tal
que

T( f ,y)Ψ(X1,Y1) = (T( j( f ),i(y))m)(T( f ,y) j× i)(X1,Y1)

= (T( j( f ),i(y))m)((Tf j)(X1),(Ty i)(Y1)).

Por lema (1.37) existe una bisección localτ : U → H enH ⇉ P con r(y) ∈U ⊆ P abierto y
τ(r(y)) = y. Ahora, usando la observación (1.36),τ induce traslaciones a izquierda y a derecha
definidas a continuación. TomemosV = (l ◦τ)(U) abierto enP ,H U = l−1(U) y HU = r−1(U)

(lo mismo paraV) y sean

Lτ : H U →H V , z 7→ τ(l(z))z y Rτ : HV →HU , z 7→ zτ((l ◦ τ)−1r(z)).

DefinamosτD : U →D comoi ◦ τ y usando quei es un morfismo de grupoides, podemos ver
queτD es una bisección local deD. Tambien notemos queτD(e(i(y))) = (i ◦ τ)(r(y)) = i(y).

De la misma manera, existe una bisección localσ : U ′ → V tal queσV (b( f )) = f con
U ′ ⊆ D abierto yb( f ) ∈ U ′. Nuevamente, esta induce una bisección localσD : U ′→ D en
D, tal queσD(e( j( f ))) = j( f ). Ahora, sea(X1,Y1) ∈ T( f ,y)(V b×l H ). Entonces, usando la
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formula de Xupara el producto en el grupoide tangente [M5, Theorem1.4.14], obtenemos:

T( f ,y)Ψ(X1,Y1) = (T( j( f ),i(y))m)((Tf j)(X1),(Ty i)(Y1))

= (Ti(y)LσD )(Ty i)(Y1)+(Tj( f )RτD )(Tf j)(X1)

− (Ti(y)LσD )(TidD l(y)RτD )(Tl(y) idD)(z),

donde hemos escritoz= (Tj( f )e)(Tf j)(X1) = (Ti(y)s)(Ty i)(Y1).

Ahora(Tj( f )i(y)L
−1
σD )(W) ∈ Ti(y)D dado que

L−1
σD ( j( f )i(y)) = σ−1

D (s( j( f )i(y))) j( f )i(y)

= σD((s◦σD)
−1(s( j( f )i(y))))−1 j( f )i(y)

= σD((s◦σD)
−1s( j( f )))−1 j( f )i(y)

= σD(e( j( f )))−1 j( f )i(y)

= j( f )−1 j( f )i(y) = i(y).

De manera análoga, tenemos que(Ti(y)R
−1
τD )(Tj( f )i(y)L

−1
σD )(W) ∈ TIdD l(y)D dado que

R−1
τD (i(y)) = i(y)τ−1

D ((s◦ τ−1
D )−1e(i(y)))

= i(y)τD((s◦ τD)−1((s◦ τ−1
D )−1e(i(y))))−1

= i(y)τD((s◦ τD)−1((s◦ τD)e(i(y))))−1

= i(y)τD(e(i(y)))−1 = i(y)−1i(y) = IdDs(i(y)) = IdD(l(y)).

Denotemosp= l(y), dado quei y j son transversales enIdD(p) entonces

TIdpD = (TIdpi)(TIdpH )+(TIdp j)(TIdpV )

y como consecuencia podemos encontrarX ∈ TIdpH , Y ∈ TIdpV tal que

(Ti(y)R
−1
τD )(Tj( f )i(y)L

−1
σD )(W) = (TIdpi)(X)+(TIdp j)(Y).

De aquí, si consideramos los vectores

X′ = X+(TpIdH )(TIdpt)(Y), Y′ =Y+(TpIdV )(TIdpl)(X),

un calculo directo nos muestra que

(2.1) (Ti(y)R
−1
τD )(Tj( f )i(y)L

−1
σD )(W) = (TIdpi)(X

′)+(TIdp j)(Y′)− (TpIdD)(Z);

dondeZ = (TIdpb)(Y)+(TIdpl)(X). Ahora, dado que

(LσD ◦RτD ◦ i) = (LσD ◦ i ◦Rτ), (LσD ◦RτD ◦ j) = (RτD ◦ j ◦LσV ),

podemos aplicar(Ti(y)LσD)(TIdpRτD ) a ambos lados de (2.1), para obtener

W = (Ti(y)LσD )(Ty i)(Y1)+(Tj( f )RτD )(Tf j)(X1)− (Ti(y)LσD )(TIdpRτD )(TpIdD)(Z),

dondeX1 = (TIdpLσV )(Y
′) y Y1 = (TIdpRτ)(X′). Es claro que(Tf b)(X1) = Z = (Ty l)(Y1), de

aquíT( f ,y)Ψ(X1,Y1) =W.
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De manera totalmente análoga se demuestra queΦ es una submersión. �

A partir del lema 4.12, obtenemos de forma automática la siguiente consecuencia.

TEOREMA 4.13. Sea(D, j, i) una (V ,H )-factorización del grupoide de LieD. Si las
aplicaciones i y j son transversales en las identidades, entonces�(D, j, i) es un grupoide
doble de Lie delgado.

DEMOSTRACIÓN. Por lemma ( 4.12) tenemos queΦ y Ψ son transversales, luego
�(D, j, i) es una subvariedad embebida de(V b×l H )× (H r×t V ). Dado queΦ y Ψ son
submersiones surjectivas, ambas proyecciones�(D, j, i) = (V b×l H ) Ψ×Φ (H r×t V ), en
su primera y segunda componentes son submersiones sobreyectivas y lo mismo es cierto para
las proyecciones desde el producto fibradoV b×l H y H r×t V . Como consecuencia, las
aplicacionestop, bottom, left y rightdesde�(D, j, i) son submersiones sobreyectivas al igual
que la aplicaciónorigen-final(1.1). Es claro que las composiciones, identidades y aplicaciones
de inversion, son suaves. �

OBSERVACIÓN 4.14. El grupoide doble�(D, j, i), es un grupoide doble delgado.

3. Una equivalencia de Categorías

En la sección (3), introdujimos uninvarianteasociado a un grupoide doble delgado discre-
to, elgrupoide diagonal. En esta sección estudiaremos esta estructura y sus consecuencias en
el contexto diferencial.

LEMA 4.15. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble delgado (discreto). Definamos la apli-
caciónη : V b×l H → P por η( f ,x) = b( f ) = l(x). EntoncesE(B) actua sobtreη por

(3.1) E� ( f ,x) = ( f l(E),b(E) x), whenη( f ,x) = eE(B)(E).

El espacio cocienteV b×l H /E(B) coincide conD(B) .

DEMOSTRACIÓN. Dado queb( f l(E)) = bl(E) = sE(B)(E) y l(b(E) x) = lb(E) =

sE(B)(E), la aplicación� : E(B) eE(B)×η (V b×l H )→ V b×l H esta bien definida. Un
calculo directo demuestra que� define una acción, en efecto,

(E ◦F)� ( f ,x) = ( f l(E◦F),b(E◦F) x) = ( f l(F)l(E),b(E)b(F) x)

= E� ( f l(F), t(F)x) = E� (F � ( f ,x)).

Tambien,η(E� ( f ,x)) = η( f l(E),b(E) x) = l(b(E)x) = lb(E)) = eE(B)(E).

Para la segunda parte, si( f ,x) ∼B (g,y), entonces existenA,B ∈ B tal que A

z

h

x

f y

B
z

h

y

g (ver Lema 3.16). Entonces por proposición 2.19, existe una caja E ∈ E(B) tal que

A= E ⇁ B, en consecuencia,x= b(E)y y f = gl(E).
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Reciprocamente, siA, B∈ B y existeE ∈ E(B) conb(A) = b(E)b(B) y l(A) = l(B)l(E),
entonces las cajasE ⇁ B y B tienen los mismos bordes superior y derecho. Luego, por
lema (3.16), tenemos que(l(E ⇁ B),b(E ⇁ B)) ∼B (l(B),b(B)), esto es(l(A),b(A)) ∼B
(l(B),b(B)). De aqui, concluimos que( f ,x), (g,y) ∈ V b×l H , ( f ,x) ∼B (g,y) si y solo
si ∃E ∈ E(B) con f = g l(E) y x = b(E)y. De aquí, el cociente coincide con el grupoide
diagonal. �

DEFINICIÓN 4.16. La acción (3.1) será llamada laacción medulardeE(B) sobreV b×l

H .

Seaπ : V b×l H → V b×l H /E(B) la proyección determinada por (3.1).

TEOREMA 4.17. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie delgado. Si laacción medular
es propia, entoncesD(B) es un grupoide de Lie sobreP .

DEMOSTRACIÓN. Dado queB es delgado, la acción (3.1) es libre. De aquí, si la acción es
propia, entonces el cocienteV b×l H /E(B) tiene una única esctructura de variedad diferen-
ciable tal que la proyección canónicaπ :V b×l H →V b×l H /E(B) submersión sobreyectiva
([D, Theorem 3.3.1]). De aquí,D(B) es un grupoide de Lie sobreP . En efecto, las aplicaciones
estructurales estan descritas en la observación 3.14; usando secciones locales deπ, es claro que
las aplicaciones origen y final son submersiones sobreyectivas y que las demás aplicaciones
estructurales son suaves. �

Sea(B,V ,H ,P ) un grupoide doble de Lie delgado. Sean

ĩ : H →V b×l H x 7→ (id(l(x)),x)

j̃ : V →V b×l H f 7→ ( f , id(b( f ))),

las inclusiones canónicas deV y H y sean

(3.2) i = π◦ ĩ y j = π◦ j̃.

LEMA 4.18. Las aplicaciones i y j definidas arriba son transversales en las identidades.

DEMOSTRACIÓN. Seap ∈ P . Consideremos un vector tangenteZ ∈ T[idp,idp]D(B), don-
de [idp, idp] = π(idp, idp). Dado queπ es una submersión sobreyectiva, existe(U,W) ∈

T(idp,idp)(V b×l H ) tal queT(idp,idp)π(U,W) = Z. Elijamos

Y =U ∈ TidpV , X =W− (Tp idH )(Tidpb)(U) ∈ TidpH .

Es claro que

(Tidp j̃ )(Y) = (U,(Tp idH )(Tidpb(U))) and(Tidp ĩ )(X) = ((Tp idV )(Tidpl)(X),X).

Luego,

(Tp idV )(Tidpl)(X) = (Tp idV )(Tidpl)(W)− (Tp idV )(Tidpl)(Tp idH )(Tidpb)(U)

= (Tp idV )(Tidpl)(W)− (Tp idV )(Tidpb)(U) = 0;
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entonces(Tidp ĩ )(X) = (0,X). Como consecuencia tenemos

(Tidp j̃ )(Y)+(Tidp ĩ )(X) = (U,(Tp idH )(Tidpb)(U))+(0,X)

= (U,(Tp idH )(Tidpb)(U)+W− (Tp idH )(Tidpb)(U))

= (U,W).

Entonces, si aplicamosT(idp,idp)π a ambos lados de la anterior ecuación, obtenemos

(Tidp j)(Y)+(Tidpi)(X) = Z,

esto es, las aplicacionesi y j son transversales en las identidades. �

Sea(D, j, i) una (V ,H )-factorización. La variedad subyacente al grupoide medular de
B = �(D, j, i) esV op

j×i H = {(h,y) | j(h−1) = i(y)}. La acción medular sobreV b×l H

esta dada por

(3.3) (h,y)� ( f ,x) = ( f h,yx) when η( f ,x) = t(h) = r(y);

la prueba de ((3.3)) sigue directamente de la definición (3.1).

LEMA 4.19. La acción medular(3.3)es propia.

DEMOSTRACIÓN. Dado que la acción (3.3) es libre, con el fin de demostrar que es propia,
solo necesitamos probar que la aplicaciónancladel correspondiente grupoide acción

(s, t) : (V op
j×i H )⋉ (V b×l H )→ (V b×l H )× (V b×l H )

es cerrada (ver Prop. 1.54). SeaA⊆ (V j×i H )⋉ (V b×l H ) un conjunto cerrado y conside-
remos una sucesión{( fn,xn,gn,yn)}n∈N enA tal que la sucesión

{(s, t)( fn,xn,gn,yn)}n∈N = {(gn fn,xnyn,gn,yn)}n∈N

converge a(a,b,g,y)∈ (V b×l H )×(V b×l H ). Debemos mostrar que(a,b,g,y)∈ (s, t)(A).
Claramente,gn −→

n→∞
g, yn −→

n→∞
y, gn fn −→

n→∞
a y xnyn −→

n→∞
b.

De aquí ( fn,xn,gn,yn) −→
n→∞

(g−1a,by−1,g,y); dado que A es cerrado, concluimos

que ((g−1a,by−1,g,y) ∈ A. Ahora, mediante un calculo directo vemos que(a,b,g,y) =
(s, t)(g−1a,by−1,g,y) ∈ (s, t)(A), luego(s, t)(A) es cerrado. �

Finalmente llegamos a nuestro principal resultado.

TEOREMA 4.20. FijemosV y H . Las asignacionesB 7→ D(B) y (D, j, i) 7→ �(D, j, i)
determinan una equivalencia de categorias entre

(a) La categoría de grupoides dobles de Lie delgados(B;V ,H ;P ) con acción medular
propia y

(b) La categoría de(V ,H )-factorizaciones de grupoides de Lie(D, j, i) tal que las apli-
caciones i y j son transversales en las identidades.
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DEMOSTRACIÓN. La equivalencia de Categoriás a nivel discreto fue demostrada en
[AN3].

Ahora, siB es un grupoide doble de Lie como en(a), entonces, por el Teorema (4.17) y
el Lema (4.18), la(V ,H )-factorización asociada(D(B), j, i) es un grupoide de Lie coni y j
transversales en las identidades.

Reciprocamente, si comenzamos con una(V ,H )-factorización de grupoides de Lie como
en(b) entonces, por el Teorema (4.13) y el Lema (4.19) el grupoide doble de Lie asociado, es
un grupoide doble de Lie delgado como es requerido en(a). �

3.1. Extensiones de groupoides dobles de Lie por fibrados de grupos de Lie abelia-
nos. Uno de los principales problemas de la teoría de grupoides dobles de Lie es la falta de
ejemplos. Siguiendo las lineas de [AN3], adaptamos parte de este trabajo con el fin de obtener
una manera sistemática de construir ejemplos a partir de otros ya existentes y de algunos datos
cohomológicos adicionales.

DEFINICIÓN 4.21. [M5, Def. 1.1.19] Un fibrado de grupos de Lie es grupoide de Lie
donde la aplicación origen y final coinciden.

Sea
F ⇉ H

� �

V ⇉ P

un grupoide doble de Lie y seaγ : K → P un fibrado de grupos de Lie

abelianos. Supongamos queV y H actuan sobreK por isomorfismos de fibrados de grupos de
Lie. Seanτ : F r×l F → K y σ : F b×t F → K aplicaciones suaves tal que

γ(σ(F,G)) = bl(G), if b(F) = t(G),(3.4)

γ(τ(F,G)) = bl(F), if r(F) = l(G),(3.5)

normalizadas por las condiciones

τ(F, id r(F)) = Θbl(F) = τ(id l(F),F),(3.6)

σ(F, idb(F)) = Θbl(F) = σ(idt(F),F),(3.7)

dondeΘ : P → K denota la sección identidad deγ : K → P .

Consideremos la colección
K p×γF ⇉ H

� �

V ⇉ P

, donde:

Las aplicacionest,b, l , r on K p×γF estan definidas a partir de las deF : t(K,F) =
t(F) y asi sucesivamente.
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Los productos horizontales y verticales enK p×γF estan dados por

(K,F)(L,G) =
(
K (b(F) ·L)τ(F,G),FG

)
, si F |G,(3.8)

(K,F)
(L,G)

=

(
(l(G)−1 ·K)Lσ(F,G),

F
G

)
, si

F
G
.(3.9)

Las aplicaciones identidad id :V → K p×γF , id : H → K p×γF estan dadas por
idg= (Θb(g), idg), idx= (Θl(x), idx), g∈ V , x∈H .
Los inversos de(K,F) con respecto a los productos horizontal y vertical esta dados
por

(K,F)h =
(

b(F)−1 ·
(

K−1τ(F,Fh)−1
)
,Fh
)
,(3.10)

(K,F)v =
(
(l(F) ·K)−1σ(F,Fv)−1,Fv

)
,(3.11)

respectivamente.

PROPOSICIÓN4.22. K p×γF es un grupoide doble de Lie si y solo si, para todo F,G,H ∈
F ,

τ(F,G)τ(FG,H) = τ(F,GH)
(
b(F) · τ(G,H)

)
, F|G|H;(3.12)

σ(G,H)σ
(

F,GH

)
=
(
l(H)−1 ·σ(F,G)

)
σ
(

F
G,H

)
,

F
G
H

;(3.13)

l(H)−1 · (t(H) ·L) = b(H) · (r(H)−1 ·L), L ∈ K(tr(H));(3.14)

(3.15)
(
l(H)−1 · τ(F,G)

)
τ(H,J)σ(FG,HJ)

=
(
b(H) ·σ(G,J)

)
σ(F,H)τ

(
F
H,GJ

)
,

F G
H J

.

DEFINICIÓN 4.23. Si las condiciones en la proposición 4.22 se cumplen, decimos que el
grupoide dobleK p×γF es unaextensión abelianadel fibrado de grupos abelianosK porF .

DEMOSTRACIÓN. Primero, demostraremos las condiciones algebraicas de ladefinición de
grupoide doble, luego discutiremos los aspectos diferenciables de las construcciones involu-
cradas. La asociatividad de las composiciones horizontal yvertical son equivalentes a (3.12) y
(3.13).

Basta probar que se satisfacen los axiomas que definen grupoides dobles tal como en [BS];
seguiremos [AN1, Lemma 1.2]. Todos los axiomas son consecuencia de las definiciones (dado
que los axiomas se satisfacen paraF ) excepto la ley de intercambio, la cual es equivalente a

(3.14) y (3.15). En efecto, seaH ∈ F y L ∈ K(tr(H)). Computando

{
idt(H) L

H id r(H)

}
de
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dos formas diferentes, podemos observar que (3.14) es equivalente a la ley de intercambio.
Ahora, consideremos

(K,F), (L,G), (M,H), (N,J) ∈ K p×γF tal que
F G
H J

.

Computemos{(K,F)(L,G)}
{(M,H)(N,J)} y

{
(K,F)
(M,H)

}{
(L,G)
(N,J)

}
. La expresiones resultantes son igua-

les si y solo si

l(H)−1 · (b(F) ·L)l(H)−1 · τ(F,G)τ(H,J)σ(FG,HJ)

= b(H) · (l(J)−1 ·L)b(H) ·σ(G,J)σ(F,H)τ
(

F
H
,
G
J

)

No es dificil ver que esto es equivalente a (3.14) y (3.15).
Ahora procedemos a completar las pequeñas tecnicalidades diferenciables de las construc-

ciones anteriores. Dado queγ y p son submersiones surjectivas entoncesK γ×p F es una
variedad diferenciable y la proyeccion obviaq : K γ×p F → F es una submersión sobreyec-
tiva. Las aplicaciones top, botom, left y right desdeK γ×p F son iguales at ′ ◦q, b′ ◦q, l ′ ◦q
y r ′ ◦q respectivamente, las cuales son submersiones sobreyectivas y dondet ′,b′, l ′ y r ′ son
las aplicaciones respectivas desdeF . La aplicacióntop-right es igual aq ◦q la cual también
es una submersión sobreyectiva. De otro lado, dado queσ y τ son suaves entonces es claro
que las composiciones vertical y horizontal, junto con las aplicaciones de inversión dadas por
las fórmulas (3.8), (3.9), (3.10) y (3.11) son suaves. Para las identidades vertical y horizontal
tenemos queId : V → K ×F y Id : H → K ×F son suaves, peroK γ×p F es una subvarie-
dad incrustada deK ×F tal queId(V ) ⊂ K γ×p F y Id(H ) ⊂ K γ×p F , entonces , usando
factorización, ambas identidades son suaves. �

OBSERVACIÓN 4.24. Las condiciones (3.12) y (3.13) son condiciones de cociclo sobre las
composiciones horizontal y vertical. Estas, junto con (3.15) dan una condición de cociclo en
el complejo doble asociado con el groupoide dobleF como fue considerado en [AN1, AM ].

DEFINICIÓN 4.25. [AN3] Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie. Elfibrado de gru-
pos abelianos asociado conB es la intersecciónK de todos los cuatro grupoides medulares
asociados conB:

K := {K ∈ B : t(K),b(K), l(K), r(K)∈ P},

junto con la aplicaciónp : K → P , K 7→ p(K) = lb(K), la función “vértice común”.
Para cualquierP∈ P , seaK(P) la fibra deγ enP; esclaro queK(P) es un grupo abeliano

bajo composición vertical, la cual coincide con la composición horizontal (ver [AN3]).

OBSERVACIÓN 4.26. Notemos que la composición enK coincide con la composición en
la medula (2.1).
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PROPOSICIÓN4.27. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie. Supongamos que el fi-
brado de grupos abeliano asociado conB es, de hecho, un fibrado de grupos de Lie y res-
trinjamos la acción medular sobreB a K(B). Si esta acción es propia, entonces el conjunto
F (B) := B/K(B) es una variedad diferenciable la cual admite una estructurade grupoide
doble de Lie

F (B) ⇉ H

� �

V ⇉ P

con ladosV yH .

DEMOSTRACIÓN. Dado que por hipótesis, la acción deK(B) es propia y además es libre,
entonces se sigue que el cocienteF (B) := B/K(B) es una variedad suave tal que la proyec-
ción canónicaπ : B → F (B) es una submersión subreyectiva.

Ahora consideremos la configuración

F (B) ⇉ H

� �

V ⇉ P ,

donde las aplicaciones top, botom, left y right estan definidas por

t̃, b̃ : F (B)→H t̃([B]) = t(B), b̃([B]) = b(B),(3.16)

l̃ , r̃ : F (B)→V l̃([B]) = l(B), r̃([B]) = r(B);(3.17)

donde[B] denota la clase de equivalencia deB∈B y las demás aplicaciones estructurales estan
definidas de manera obvia. Es claro queF (B) es un groupoide doble discreto, probaremos que
es un grupoide doble de Lie. Que las aplicaciones top, botom,left y right son submersiones
sobreyectivas se sigue usando sectiones locales deπ. En efecto, sean[B]∈ F (B) y U ⊆ F (B)

u conjunto abierto que contiene a[B] y tal que existe una sección localsB : U → B de π;
entonces̃t|U = t ◦s y dado quet también tiene secciones locales (pues también es submersión
sobreyectiva) entoncesT[B]t̃ es sobreyectiva. Lo mismo se cumple parab̃, l̃ y r̃ .

Ahora, seanA,B ∈ B tal queA|B, entonces[A]|[B]. SeansA : U → B y sB : V → B sec-
ciones locales deπ tal queU y V son subconjuntos abiertos deF (B) que contiene aA y B,
respectivamente. Entonces[A][B] = [AB] = π ◦m◦ sA× sB(A,B) y se sigue por tanto que la
composición es suave. Un razonamiento análogo muestra que las aplicaciones de inversión e
identidad son suaves.

La aplicacióntop-right es suave dado que en una vecindadU de[A] esta es igual aq◦sA y
por la misma razón resulta que su aplicación tangente es sobreyectiva en[A]. �

COROLARIO 4.28. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie. Supongamos que el fibrado
de grupos abelianos asociado aB es , de hecho, un fibrado de grupos de Lie y restrinjamos
la acción medular sobreB a K(B). Si la acción resultante es propia, entonces el conjunto
F (B) := B/K(B) es un grupoide doble de Lie delgado.
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DEMOSTRACIÓN. Es claro a partir de la definición de grupoide doble delgado ypor la
proposición (4.27). �

OBSERVACIÓN 4.29. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie. La condición de que el
fibrado de grupos abelianos asociado aB sea un grupo de Lie, impuesta en el teorema (4.27)
no es tan extraña como podría parecer y como es demostrado en el siguiente lema.

LEMA 4.30. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie localmente trivial. El fibrado de
grupos abelianos asociado aB es un fibrado de grupso de Lie

DEMOSTRACIÓN. Consideremos el diagrama medular localmente trivial asociado aB,

(3.18) MV

ι

""F
FF

FF
FF

F
V

E(B)

∂H ""D
DD

DD
DD

D

∂V
<<zzzzzzzzz

MH

ι

<<xxxxxxxx

H .

Dado queMV → P es un fibrado de grupos de Lie,V es un grupoide localmente trivial yι◦∂V
es un morfismo de grupoides, entonces por [M5, Prop. 2.2.7] se sigue queK(B) = Ker(ι◦∂V )

es un fibrado de grupos de Lie sobreP . �

OBSERVACIÓN 4.31. Referimos al lector a [BM ] para la teoría general de grupoides dobles
de Lie localmente triviales.

LEMA 4.32. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie. Supongamos que le fibrado de
grupos abelianos asociado aB es, de hecho, un fibrado de grupos de Lie. Los grupoides de
Lie horizontales y verticalesV yH actuan sobreK por conjugación vertical, respectivamente
horizontal:

si g∈ V (Q,P) y K ∈ K(P) entonces g·K :=
idg
K

idg−1
∈ K(Q).(3.19)

si x∈H (Q,P) y K ∈ K(P) entonces x·K = idxK idx−1 ∈ K(Q).(3.20)

Ambas acciones son por automorfismos de fibrados de grupos de Lie.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que (3.19) y (3.20) son acciones suaves, luego la conclusión
es inmediata. �

A partir de todo el anterior trabajo obtenemos, bajo algunascondiciones,un poco restric-
tivas, el siguiente resultado,

TEOREMA 4.33. Sea(B;V ,H ;P ) un grupoide doble de Lie. Supongamos que el fibrado
de grupos abelianos asociado aB es, de hecho, un fibrado de grupos de Lie y que la acción
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medular sobreB restringida aK(B) es propia. Denotemos porΠ : B → F (B) la proyeción
canónica. Supongamos también que existe una sección globalde Π. EntoncesB es una ex-
tensión abeliana de su fibrado de grupos de Lie abelianos asociado por su marco.

Antes de demostrar esto necesitamos la versión diferenciable de un lema de [AN3].

LEMA 4.34. La aplicaciónΨ : K p×γF → B dada porΨ(K,F) = K⇁µ(F) es un difeo-
morfismo.

DEMOSTRACIÓN. Ver [AN3, Lemma 1.4]. �

Ahora, procedemos a demostrar el teorema (4.33). Con este finreproducimos la prueba de
[AN3, The. 1.9] y completaremos los aspectos diferenciables.

DEMOSTRACIÓN. A continuación introducimos cociclos verticales y horizontales con el
fin de controlar la falta de multiplicatividad de la secciónµ. Definimosτ : F r×l F → K y
σ : F b×t F → K por

µ(F)µ(G) = τ(F,G)⇁µ(FG), r(F) = l(G),(3.21)

µ(F)
µ(G)

= σ(F,G)⇁µ

(
F
G

)
, b(F) = t(G).(3.22)

esto es,

µ(F)µ(G) =

{
id l(F) µ(FG)

τ(F,G) idb(FG)

}
, µ(F)

µ(G) =





id l(F)l(G) µ

(
F
G

)

σ(F,G) idb(G)



 ,(3.23)

paraF, G ∈ F adecuados. Los cociclosσ y τ estan bien definidos en virtud del lema 4.34
y apartir de las expresiones (3.23) se sigue que son suaves. Si asumimos queµ(idx) = idx y
µ(idg) = idg para cualquierx∈H y g∈ V entoncesσ y τ estan normalizados:

τ(F, id r(F)) = Θbl(F) = τ(id l(F),F),(3.24)

σ(F, idb(F)) = Θbl(F) = σ(idt(F),F).(3.25)

Ahora podemos reconstruir los productos enB en terminos del fibrado de grupos de Lie
asociadoK , el grupoide de marcosF , las acciones (3.20), (3.19) y los cociclosσ y τ. Si
K,L ∈ K , F,G∈ F entonces

(
K ⇁ µ(F)

)(
L ⇁ µ(G)

)
=
(
K(b(F) ·L)τ(F,G)

)
⇁ µ(FG),(3.26)

si r(F) = l(G) y
{

K ⇁ µ(F)
L ⇁ µ(G)

}
=
(
(l(g)−1 ·K)Lσ(F,G)

)
⇁ µ

(
F
G

)
(3.27)

si b(F) = t(G).
�
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Capítulo 5

Breve introducción a los algebroides de Lie

1. Algebroides de Lie

La referencia básica para esta sección será [M5].

DEFINICIÓN 5.1 (Algebroide de Lie). SeaM una variedad diferenciable. Unalgebroide
de LiesobreM es una colección de datos(A,π, [·, ·],ρ), dondeA es una variedad difereciable,
π : A→M es un fibrado vectorial,ρ : A→ TM es un morfismo de fibrados vectoriales y[·, ·] :
Γ(A)×Γ(A)→ Γ(A) es una aplicaciónR-bilineal. Estos datos estan sujetos a los siguientes
axiomas,

I. (Γ(A), [·, ·]) es un álgebra de Lie,
II . La aplicaciónΓ(ρ) : Γ(A)→ X(M), inducida porρ, es un morfismo de álgebras de

Lie,
III . Para cualquierf ∈ C∞(M), X,Y ∈ Γ(A) se satisface,

(1.1) [X, f Y] = f [X,Y]+ρ(X)( f )Y (Regla de Leibniz).

Por abuso de notaciónΓ(ρ) se denotará simplemente porρ y ambas aplicaciones seran llama-
dasancladeA.

EJEMPLO 5.2. Álgebras de Lie.Toda álgebra de Lie puede ser considerada como un alge-
broide de Lie sobre un punto.

EJEMPLO5.3. Algebroide tangente.Si M es una variedad diferenciable, entonces el fibrado
tangenteTM

π
→M es un algebroide de Lie. El corchete de Lie es el corchete usual de campos

vectoriales y la aplicaciónanclaes la identidad.

EJEMPLO 5.4. Foliaciones Regulares.SeaM una variedad diferenciable yF una foliación
regular (y por tanto integrable) enM. El algebroide tangente aF es el subfibrado vectorial
de TM que consta de todos los espacios tangentes aF , con el corchete usual de campos
vectoriales tangentes aF y donde la aplicación ancla es la inclusión.

OBSERVACIÓN 5.5. Cualquier algebroide de Lie cuya ancla es uno a uno, es isomorfo a
un algebroide de Lie tangente a una foliación regular definida sobre la variedad base.

EJEMPLO 5.6. Algebroide acción.SeanM una variedad difenciable yg un algebra de Lie.
Seaλ : g→ X (M) una acción deg sobreM (i.e. un morfismo de álgebras de Lie). Seaπ :
M×g→M el fibrado vectorial trivial con fibrag, definamosρ : M×g→ TM comoρ(x,m) =

51



λ(x)(m) para todox ∈ g y m∈ M. Dadas dos seccionesX,Y ∈ Γ(M,M× g), definimos su
corchete

[X,Y](m) = [X(m),Y(m)]+λ(X(m))m(Y)− (λ(Y)(m))m(X).

Donde, dado un campo vectorialV sobreM y X ∈ Γ(M,M×g), Vm(X) denota la derivada de
X enm, en la dirección deV (Observar queΓ(M,M×g) ≃ C∞(M,g)).
Con esta estructura, el triple(M×g,ρ, [·, ·])es un algebroide de Lie llamadoalgebroide acción.

El siguiente resultado sigue inmediatamente de los axiomasde la definición de algebroide
de Lie.

LEMA 5.7. Sea M una variedad diferenciable. Consideremosπ : M×R→ M el fibrado
vectorial de linea trivial. Entonces, las estructuras de algebroide de Lie sobreπ estan pa-
rametrizadas por los campos vectoriales de M. Mas exactamente, si (M×R,ρ, [·, ·]) es un
algebroide de Lie, entonces existe un campo vectorial X∈ X (M) tal que:

I. ρ( f ) = X f , para todo f∈ C∞(M),

II . [ f ,g] = f ·Xg−g ·X f , para todo f,g∈ C∞(M).

DEMOSTRACIÓN. Primero, observemos queΓ(M,M×R) ≃ C∞(M). Dado que el ancla
ρ, a nivel de secciones, esC∞(M)-lineal (pues es inducida por un morfismo de fibrados vecto-
riales), entoncesρ( f ) = ρ( f ·1) = f ρ(1). DenotandoX = ρ(1), se sigueρ( f ) = f X.

Usando la regla de Leibniz (1.1), para todof ,g,h∈ C∞(M),

(1.2) [ f ,gh] = g[ f ,h]+ρ( f )(g)h= g[ f ,h]+ f Xg h.

Asi mismo,[ f ,1] = −[1, f ] = − f [1,1]−X f = −X f . Luego, conh = 1 en (1.2), obtenemos
[ f ,g] = f ·Xg−g ·X f. �

EJEMPLO 5.8. SeaM una variedad diferenciable y seag un álgebra de Lie. SeaA= TM⊕
(M× g) la suma de Whitney del fibrado vectorial trivialM× g→ M y el fibrado tangente
TM→M deM. Definamosρ : A→ TM por ρ(X,m,a) = X y definamos el siguiente corchete
de Lie sobreΓ(M,A). Si X̃ = (X, Id,V) andỸ = (Y, Id,W) enΓ(M,A), dondeX,Y ∈ X(M) y
V,W ∈ C∞(M,g), entonces

[X̃,Ỹ] := ([X,Y], Id,X(V)−Y(V)+ [V,W]);

el triple (TM⊕ (M×g),ρ, [ , ]) es un algeroide de Lie.

OBSERVACIÓN 5.9. Si identificamosC∞(M,g) conC∞(M)⊗ g y V = ∑ fi ⊗ai entonces
X(V) = ∑X fi⊗ai .

OBSERVACIÓN 5.10. a partir de ahora, los elementosX̃ = (X, Id,V) ∈ Γ(M,A) serán de-
notados porX⊕V.
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OBSERVACIÓN 5.11. La construcción de un algebroide de Lie trivial puede realizarse en
terminos puramente algebraicos como ilustraremos a continuación. SeanR un anillo conmu-
tativo con unidad,A unaR-algebra conmutativa con unidad yg un álgebra de Lie sobreR.
Definamos sobre elA-moduloDer(A)⊕ (A⊗g) la siguiente estructura deR-álgebra de Lie,

[X⊕ (a⊗u),Y⊕ (b⊗v)] = [X,Y]⊕ (ab⊗ [u,v]+Xb⊗v−Ya⊗u),

para todoX,Y ∈Der(A), a,b∈ A y u,v∈ g. Seaρ : Der(A)⊕(A⊗g)→Der(A) la proyección
sobre la primer componente. Entonces, la colección(Der(A)⊕ (A⊗g), [·, ·],ρ) es un álgebra
de Lie-Rinehart.

DEFINICIÓN 5.12. Sean(π : A→M, [·, ·],ρ) y (σ : B→N, [·, ·],ρ) algebroides de Lie. Sea
(ϕ, f ) : A→ B un morfismo de fibrados vectoriales. Decimos que(ϕ, f ) es un morfismo de
algebroides de Lie si se cumplen las dos siguientes condiciones

I. ρ◦ϕ = T f ◦ρ,
II . Si X,Y ∈ Γ(M,A) son tal queϕ ◦X = ∑i ui(Xi ◦ f ) y ϕ ◦Y = ∑i vi(Yi ◦ f ), donde

ui ,v j ∈ C
∞(M) y Xi,Yj ∈ Γ(N,B), entonces

(1.3) ϕ◦ [X,Y] = ∑
i, j

uiv j([Xi,Yj ]◦ f )+∑
j

ρ(X)(v j)(Yj ◦ f )+∑
i

ρ(Y)(ui)(Xi ◦ f ).

OBSERVACIÓN 5.13. Se puede demostrar que la expresión en el lado derecho de (1.3), es
independiente de la descomposición deϕ◦X y ϕ◦Y.

2. Bialgebroides de Lie

Las referencias estandar para esta sección son [K1], [MX ] y [X]; referimos al lector a ellas
para los detalles y las pruebas de los resultados acá enunciados.

Sea(A,ρ, [·, ·]) un algebroide de Lie sobreM. Denotemos por
∧k(A∗) el fibrado vectorial

"k-ésima potencia exterior"deA. Explicitamente,π :
∧k(A∗)→M es un fibrado vectorial con

fibra
∧k

m(A
∗)=

∧k(A∗m), el cual a su vez puede ser identificado con el espacio vectorial de todas
las aplicacionesk-multilineales alternantes deAm enR. Definimos unoperador de coborde d:∧k(A∗)→

∧k+1(A∗) tal que para todoϕ ∈ Γ(
∧k(A∗)), se tiened(ϕ) ∈ Γ(

∧k+1(A∗)) definido
por

dϕ(X1, . . . ,Xk+1) =
k+1

∑
i=1

(−1)i+1ρ(Xi)ϕ(X1, . . . ,
∧
Xi , . . . ,Xk+1)(2.1)

+∑
i< j

(−1)i+ jϕ([Xi,Xj ],X1, . . . ,
∧
Xi , . . . ,

∧
X j , . . . ,Xk+1)

DEFINICIÓN 5.14. DadoX ∈ Γ(A) definimosLX : Γ
∧k(A∗)→ Γ

∧k(A∗), La derivada de
Lie en la dirección deX, por

(2.2) LX(ϕ)(X1, . . . ,Xk) = ρ(X)(ϕ(X1, . . . ,Xk))−
k

∑
i=1

ϕ(X1, . . . , [X,Xi], . . . ,Xk),

53



para todoϕ ∈ Γ
∧k(A∗).

DEFINICIÓN 5.15. SeaX ∈ Γ(A). La contraccióno multiplicación interiorpor X es la
aplicaciónιX : Γ

∧k+1(A∗)→ Γ
∧k(A∗) definida por:

(2.3) (ιXϕ)(X1, . . . ,Xk) = ϕ(X,X1, . . . ,Xk),

dondeϕ ∈ Γ
∧k+1(A∗) y X1, . . . ,Xk ∈ Γ(A).

LEMA 5.16. La derivada de Lie , el operador de coborde y la multiplicación interior
satisfacen las siguientes propiedades:

I. d(ϕ∧ψ) = dϕ∧ψ+(−1)degϕϕ∧dψ
II . d2 = 0

III . L[X,Y] = LX ◦LY−LY ◦LX

IV . ι[X,Y] = LX ◦ ιY− ιY ◦LX

V. LX = d◦ ιX + ιX ◦d
VI . L f X(ϕ) = f (LX(ϕ))+d f ∧ ιX(ϕ)

Donde X,Y ∈ Γ(A), f ∈ C∞(M) y ϕ,ψ ∈ Γ
∧
(A∗).

OBSERVACIÓN 5.17. En la fórmula (6) del lema anterior,d denota el operador de coborde
para el algebroide de Lie, luego siX ∈ Γ(A) entoncesd f(X) = ρ(X) f .

2.1. Corchete de Shouten generalizado.Sea(A,ρ, [·, ·]) un algebroide de Lie sobreM.
Si D ∈ Γ

∧k(A) entonces, para todom∈ M, podemos considerar aD(m) como una como
una aplicación multilineal altermanteDm : A∗m×·· ·×A∗m︸ ︷︷ ︸

k−veces

→ R. Los elementos deΓ
∧k(A) se

llamaránk-multiseccionesdeA.
En el espacio de todas las multisecciones deA, existe un corchete

[·, ·] : Γ
∧k(A)×Γ

∧m(A)→ Γ
∧k+m−1(A),

llamadocorchete de Shouten, que esta caracterizado por las siguientes propiedades.

I. [·, ·] : Γ
∧1(A)×Γ

∧1(A)→ Γ
∧1(A) coincide con el corchete de Lie del algebroide

de Lie. Notar queΓ
∧1(A)≃ Γ(A).

II . [·, ·] : Γ(A)×C∞(M)→ C∞(M) es tal que para todoX ∈ Γ(A) y f ∈ C∞(M) se tiene
que[X, f ] = ρ(X) f .

III . [D1,D2] =−(−1)(k−1)(m−1)[D2,D1].

IV .

(−1)(k−1)(n−1)[[D1,D2],D3]+(−1)(m−1)(k−1)[[D2,D3],D1]

+(−1)(n−1)(m−1)[[D3,D1],D2] = 0

V. [D1,D2∧D3] = [D1,D2]∧D3+(−1)k(n−1)D1∧ [D1,D3].

Para todoD1 ∈ Γ
∧k(A), D2 ∈ Γ

∧m(A) y D3 ∈ Γ
∧n(A).
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OBSERVACIÓN 5.18. El apareamiento natural entre una k-secciónϕ y una k-multisección
D lo denotaremos porϕ ·D o por〈D,ϕ〉.

DEFINICIÓN 5.19. Seaϕ ∈ Γ
∧k(A∗). La contracciónporϕ es el operador

ιϕ : Γ
m∧
(A∗)→ Γ

m−k∧
(A∗) tal que (ιϕ(D))ψ 7→ (ϕ∧ψ) ·D,

para todom≧ k.

DEFINICIÓN 5.20. SeaX ∈ Γ(A). La derivada de Lie de multiseccionesrespecto aX se
define comoLX(D) = [X,D], para todoD ∈ Γ∧k (A).

LEMA 5.21. La derivada de Lie de multisecciones satisface las siguientes propiedades:

I. LX(D1∧D2) = LX(D1)∧D2+D1∧LX(D2),

II . [LX,LY] = L[X,Y],

III . LX( f D) = f LX(D)+ρ(X)( f )D,

IV . L f X(D) = f LXD−X∧ ιd f (D),

V. LX(ϕ ·D) = LX(ϕ) ·D+ϕ ·LX(D),

VI . LX(Y1, . . . ,Yk) =
k
∑

i=1
Y1∧ . . .∧ [X,Yi]∧ . . .∧Yk,

donde X,Y,Y1, . . . ,Yk ∈ Γ(A); D,D1,∈ Γ
∧k(A); D2 ∈ Γ

∧m(A) y f ∈ C∞(M).

DEFINICIÓN 5.22 (Bialgebroides de Lie). Consideremos(A,ρ, [·, ·]) un algebroide de Lie
sobreM. Supongamos que el fibrado vectorial dualA∗ también posee una estrucutra de al-
gebroide de Lie. Decimos que el par(A,A∗) es unbialgebroide de Liesi para cualquier
X,Y ∈ Γ(A) se cumple

(2.4) d∗[X,Y] = LXd∗Y−LYd∗X,

donded∗ : Γ
∧k(A)→ Γ

∧k+1(A) es el operador de coborde asociado aA∗.

OBSERVACIÓN 5.23. La ecuación (2.4) es equivalente a suponer que la aplicación de co-
borded∗ : Γ(A)→ Γ

∧2(A) es un1-cociclopara el álgebra de LieΓ(A).

2.2. Propiedades básicas de los bialgebroides de Lie.A continuación enunciaremos,
sin demostración , algunas de las propiedades básicas de losbialgebroides de Lie.

PROPOSICIÓN5.24. Supongamos que(A,A∗) es un bialgebroide de Lie. Entonces, para
cualquier X∈ Γ(A) y f ∈ C∞(M),

(2.5) Ld fX =−[d∗ f ,X].

COROLARIO 5.25. Denotemos porπ♯
M la composiciónρ ◦ρ∗∗ : T∗M→ TM. Entonces te-

nemos que

(2.6) [d∗ f ,d∗g] = d∗(π
♯
M(δg) f ),

dondeδg denota el diferencial de g.
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PROPOSICIÓN5.26. Supongamos que(A,A∗) es un bialgebroide de Lie. Entoncesπ♯
M :

T∗M → TM define una estructura de Poisson sobren M y también lo haceπ♯
M = ρ∗ ◦ ρ∗ :

T∗M→ TM. Mas aún,π♯
M y π♯

M son opuestas.

PROPOSICIÓN 5.27. Asumamos que(A,A∗) es un bialgebroide de Lie. Para cualquier
ϕ ∈ Γ(A∗) y f ∈ C∞(M)

(2.7) Ld f ϕ =−[d f,ϕ]

TEOREMA 5.28. Si (A,A∗) es un bialgebroide de Lie, entonces(A,A∗) también lo es.

LEMA 5.29. Para cualquier X∈ γ(A), ϕ ∈ Γ(A∗) y f ∈ C∞(M)

(2.8) LLϕX f = LϕLX f −X · [ϕ,d f ].

2.3. Álgebras de Gerstenhaber.

DEFINICIÓN 5.30 (Álgebra de Gerstenhaber). SeaRun anillo conmutativo con 1. Unálge-
bra de GerstenhabersobreR es un triple(A=

⊕
i∈ZAi ,∧, [·, ·]) que se satisface las siguientes

condiciones

(A,∧) es unaR-álgebra asociativaZ-graduada,A=
⊕

i∈ZAi , conmutativa (en el sen-
tido graduado), esto es:

(2.9) ai ∧a j = (−1)i j a j ∧ai para todo ai ∈ Ai , a j ∈ A j ,

El par(A=
⊕

i∈ZA(i), [·, ·]) es un álgebra de Lie graduada, esto es, el corchete satis-
face:

I. [ai ,a j ] =−(−1)(i−1)( j−1)[a j ,ai ], para todoai ∈ Ai , a j ∈ A j ,
II .

(−1)(i−1)(k−1)[[ai,a j ],ak]+(−1)( j−1)(i−1)[[a j ,ak],ai]

+(−1)(k−1)( j−1)[[ak,ai],a j ] = 0,

para todoai ∈ Ai , a j ∈ A j y ak ∈ Ak.
Además, el corchete satisface unacondición de Leibniz, dada por

(2.10) [ai ∧a j ,ak] = [ai ,ak]∧a j +(−1)i(k−1)ai ∧ [a j ,ak]

para todoai ∈ Ai, a j ∈ A j y ak ∈ Ak.

PROPOSICIÓN5.31. Seaπ : A→M un fibrado vectorial, entonces A es un algebroide de
Lie si y solo siA = Γ

∧
(A) es un algebra de Gerstenhaber con la estructura definida en las

sección(2.1).
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3. Estructuras de Poisson Lineales

DEFINICIÓN 5.32. Seaπ : E→ M un fibrado vectorial. Una función realvaluadag◦ π,
dondeg∈ C∞(M), es llamadafunción basica.

Una función realvaluadaf ∈ C∞(E) es llamadalineal fibra a fibrasi su restricción a cada
fibra deE es lineal.

DEFINICIÓN 5.33 (Estructuras de Poisson lineales.). Seaπ : E→M un fibrado vectorial.
Una estructura de PoissonΠ sobreE se diceestructura de Poisson linealsi se satisfacen las
siguientes tres condiciones:

I. El corchete de Poisson de dos funciones básicas es identicamente cero,
II . El corchete de Poisson de una función básica y una función lineal fibra a fibra es una

función básica.
III . El corchete de dos funciones lineales fibra a fibra es de nuevouna función lineal fibra

a fibra.

TEOREMA 5.34.Existe una correspondencia uno a uno entre estructuras de algebroides de
Lie sobre un fibrado vectorialπ : A→M y estructuras de Poisson lineales sobreπ∗ : A∗→M.

DEMOSTRACIÓN. Sea(A,ρ, [·, ·]) una estructura de algebroide de Lie sobreπ : A→M.
Dada α ∈ Γ(M,A) definimos la aplicacióñα : A∗ → R mediante la fórmulãα(ϕ) =

〈ϕ,α(π∗(ϕ))〉. Si ϕ y ψ pertenecen a la misma fibra deA∗, entonces

α̃(ϕ+ψ) = 〈ϕ+ψ,α(π∗(ϕ+ψ))〉= 〈ϕ,α(π∗(ϕ+ψ))〉+ 〈ψ,α(π∗(ϕ+ψ))〉

= 〈ϕ,α(π∗(ϕ))〉+ 〈ψ,α(π∗(ψ))〉= α̃(ϕ)+ α̃(ψ).

Dadot ∈R, se tienẽα(t ϕ) = 〈t ϕ,α(π∗(t ϕ))〉= t〈ϕ,α(π∗(ϕ))〉= tα̃(ϕ). Como consecuencia,
α̃ es una aplicación lineal fibra a fibra.

Reciprocamente, dadaf : A∗→ R función suave, lineal fibra a fibra, definimosα : M→ A
de la siguiente forma. Dadom∈M, α(m) es el elemento deAm tal que para todoϕ ∈ Am se
cumple que〈ϕ,α(m)〉= f (ϕ).

Observemos que siϕ ∈A∗ entonces̃α(ϕ) = 〈ϕ,α(π∗(ϕ))〉= f (ϕ), esto eso,̃α = f . Luego,
todas las funciones lineales fibra a fibra son de esta forma.

Definamos el siguiente corchete:

I. Si f , g son funciones suaves definidas sobreM, entonces{ f ◦π∗,g◦π∗}= 0.
II . Si f ∈ C∞(M) y α ∈ Γ(M,A), entonces{ f ◦π∗, α̃}= ρ(α)( f )◦π∗.

III . Si α,β ∈ Γ(M,A), entonces{α̃, β̃}= [̃α,β]

Usando la regla de Leibniz, este corchete se puede extender aotras funciones suaves definidas
sobreA∗. En un sistema de coordenadas(α1, . . . ,αn,x1, . . . ,xm) sobreA∗, donde(x1, . . . ,xm) es
un sistema de coordenadas locales paraM y (α1, . . . ,αn) es una base de secciones locales para
A, el 2-campo vectorialsobreA∗ correspondiente a la estructura de Poisson inducida, puede
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escribirse como

Π =
1
2∑

i, j
[αi,α j ]

∂
∂αi
∧

∂
∂α j

+∑
i, j

ρ(αi)(x j)
∂

∂αi
∧

∂
∂x j

Reciprocamente, dada una estructura de Poisson linealΠ sobreA∗, las fórmulas en(2) y
(3), definen una estructura de algebroide de Lie sobreπ : A→M. �

4. Algebroide de Lie asociado a un grupoide de Lie

Una de las fuentes de ejemplos de algebroides de Lie mas importante son los grupoides de
Lie. A continuación, describiremos el proceso para obtenerun algebroide de Lie a partir de un
grupoide de Lie. Este proceso, aunque bien conocido, no hemos encontrado una referencia bi-
bliográfica que desarrolle completa y satisfactoriamente dicho procedimiento, por dicha razón
lo incluimos aquí.

Sea G
s //
t

// P un grupoide de Lie. Comot es submersión surjectiva entoncesTt : TG→

TP es sobreyectiva fibra a fibra; la variedadTtG = KerTt= ∪
g∈G

KerTgt es un fibrado vectorial

sobreG.
SeaA(G)→ P el fibrado vectorial (pullback) definido en el diagrama (4.1)

(4.1) A(G)

q

��

p
// TtG

π
��

P
Id

// G ,

Esto es,A(G) = P Id×π TtG como variedad diferenciable. Luego,(m,X)∈ A(G) si y solo
si π(X) = Idm para algunm∈ P , X ∈ TId(m)G y TId(m)(t)(X) = 0. Abusando de la notación,

X ∈ A(G) si y solo si∃m∈ P tal queX ∈ TId(m)Gm.

OBSERVACIÓN 5.35. A(G)→ P es un fibrado vectorial cuya fibra enm∈ P puede ser
identificada conTId(m)Gm.

OBSERVACIÓN 5.36. ComoId : P → G es una incrustación entoncesA(G)→ P puede
pensarsecomo un subfibrado vectorial deTtG → G .

DEFINICIÓN 5.37. Campo Vertical.
Un campo vectorialX ∈X(G) se diceverticalsi para todo∀g∈G se tieneX(g)∈ TgGt(g).

DEFINICIÓN 5.38. Campo vectorial invariante a derecha.
Un campo vectorialX ∈ X(G) se dice invariante a derecha si

I. X es vertical.
II . ∀g,h ∈ G con t(g) = s(h) se tieneX(gh) = TgRh(X(g)); dondeRh : Gs(h) → Gt(h),

esta dada porg 7→ gh.
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OBSERVACIÓN 5.39. SiX ∈ X(G), entoncesX es invariante a derecha si y solo siX(g) =
(TIds(g)

Rg)(X(Ids(g))).

PROPOSICIÓN 5.40. Si definimosR : TαG → A(G) en cada fibra porRg = Tg(Rg−1) :
Tt

gG → Ag(G), entoncesR es un morfimo de fibrados vectoriales el cual es un isomorfismo
fibra a fibra.

DEMOSTRACIÓN. Demostremos primero queR es suave. Seaδ : G t ×t G →

G , δ(g,h) 7→ gh−1, la aplicación división. Si(h,g) ∈ G α×α G y (Yh,0g) ∈ T(g,h)G t×t G

entonces(Tht)(Y) = 0 y usando la fórmula(1.1.5),

(T(h,g)δ)(Yh,0g) = Th(Rg−1)(Yh)+Tg(Lh)(0g).

Como consecuenciaT(h,g)δ(Yh,0g) = Th(Rg−1)(Yh).
Definamos ahoraι : TtG → TG ×Tt TG, tal queι(Yg) = (Yg,0g) para todoYg ∈ Tt

gG y sea
γ = Tδ◦ ι : TαG→ TG. Ahora,γ(Yg) ∈ TIds(g)G para todog∈ G y

(TId(s(g))t)(Tγ)(Yg) = (TId(s(g))t)(TgRg−1)(Yg)

= Tg(t ◦Rg−1) = 0

puesα ◦Rg−1 es constante. En consecuenciaImγ ⊆ TtG y por tanto, podemos factorizar a
una aplicación suaveγ : TtG → A(G) la cual es un morfismo de fibrados vectoriales sobre
s : G → P .

(4.2) TtG

��

R // A(G)

��
G

s
// P

Es claro queR es un isomorfismo fibra a fibra pues por definiciónRg = TgRg−1.
�

COROLARIO 5.41. Dado X∈ Γ(A(G)) definimos
→
X(g) = (TId(s(g))Rg)X(s(g)). Entonces

→
X : G → TtG es un campo vectorial invariante a derecha.

DEMOSTRACIÓN. Es claro que para todoX ∈ Γ(A(G)), el campo vectorial
→
X es vertical.

Además,
→
X(Ids(g)) = (TId(s(Id(s(g))))RId(s(g)))X(s(Id(s(g))))(4.3)

= (TId(s(g))RId(s(g)))X(s(g)) = X(s(g)).

Como consecuencia
→
X(g) = (TId(s(g))Rg)

→
X(Ids(g)) y asi podemos concluir que

→
X es un campo

invariante a derecha. �
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OBSERVACIÓN 5.42. La aplicaciónΓ(A(G))→ Γ(TtG) tal queX 7→
→
X nos permite definir

un isomorfismodeC∞(G) modulos

(4.4) C∞(G)⊗C∞(P ) Γ(AG)→ Γ(TtG), f ⊗X 7→ f
→
X.

OBSERVACIÓN 5.43. En el diagrama conmutativo (4.5), cada cuadrado corresponde a un
pullback

(4.5) AG

��

// TtG

��

// AG

��
P

Id
// G

β
// P

LuegoTtG→G es trivializable si y solo siAG → P lo es.

NOTACIÓN.El conjunto de campos invariantes a derecha sobreG , lo denotaremos por
ΓRI(TtG).

El isomorfismo (4.4) implica que para todoX ∈ Γ(TtG) existenXi ∈ AG y f ∈ C∞(G) tal
queX = ∑n

i=1 fiXi.

OBSERVACIÓN 5.44. ElC∞(P )-moduloΓ(AG) es proyectivo pero no es libre.

LEMA 5.45. Para todo f∈ C∞(P ) y X ∈ ΓRI(TtG), la operación f X= ( f ◦β)X, dota a
ΓRI(TtG) de una estructura deC∞(P )-módulo, para la cual las aplicaciones

(4.6)
ΓRI(TtG)→ Γ(AG); Γ(AG)→ ΓRI(TtG)

X 7→ X ◦1; X 7→
→
X.

Son isomorfismos (inversos) deC∞(P )-módulos.

OBSERVACIÓN 5.46. Como consecuencia del lema (5.45), las secciones del fibrado vecto-
rial AG → P pueden ser identificadas con los campos invariantes a izquierda sobreG .

LEMA 5.47. El C∞(P )-móduloΓRI(TtG) es cerrado bajo el corchete de campos vectoria-
les.

DEMOSTRACIÓN. Si X e Y son verticalesX
t
∼ 0 y Y

t
∼ 0, por tanto[X,Y]

t
∼ 0, lo cual

implica que[X,Y] es vertical.
Si X ∈ Γ(TtG) es invariante a derecha:

∀g,h tal que (h,g) ∈ G s×t G , X(hg) = (ThRg)(X(h)),

lo cual puede ser interpretado de la siguiente forma. Dadosx,y∈ P , g∈ Gy
x se tieneX |Gy

Rg
∼

X |Gx. Como consecuencia, siX,Y satisfacen lo anterior, se tiene que

∀x,y∈ P ,∀g∈ Gy
x [X |Gy,Y |Gy]

Rg
∼ [X |Gx,Y |Gx]
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y es claro que[X,Y] |Gy= [X |Gy,Y |Gy].

Luego para todox,y∈ P ,g∈ Gy
x se tiene[X,Y] |Gy

Rg
∼ [X,Y] |Gx, lo cual significa que[X,Y] es

invariante a derecha. �

OBSERVACIÓN 5.48. El corchete del lema (5.47) puede ser trasladado aΓ(AG) de la si-

guiente forma. DadosX,Y∈ Γ(AG), por el lema 5.47,[
→
X,
→
Y]∈ ΓRI(TtG). Definimos por tanto

(4.7) [X,Y] = [
→
X,
→
Y]◦ Id.

DEFINICIÓN 5.49. Elancla aG : AG → TP deAG esta definido por

(4.8) AG

��

// TtG

��

�

� // TG

�� ��

Ts // TP

��
M

Id
// G

=
// G

s
// P

OBSERVACIÓN 5.50. Para todoX ∈ Γ(AG) se tienea(X) = (Ts)◦
→
X ◦ Id.

LEMA 5.51. Si X∈ Γ(AG) entonces
→
X esta s-relacionado con a(X).

DEMOSTRACIÓN. Dadog∈ G ,

(4.9) (Ts)(
→
X)(g) = (Tgs)(

→
X(g)) = (Tgs)(TId(s(g))Rg)(X(s(g))) = (TId(s(g))s)(X(s(g)))

También

(4.10) (a(X)◦s)(g) = a(X)(s(g)) = (TId(s(g))s)X(s(g)).

de donde obtenemos la conclusión deseada. �

LEMA 5.52. El corchete definido en(4.7)sobreΓ(AG) y el ancla definida en(5.49)satis-
facen la regla de Leibniz(1.1).

DEMOSTRACIÓN. Si f ∈ C∞(P ) y X ∈ Γ(AG), entonces para todom∈ G y ϕ ∈ C∞(G),

→
fY(ϕ)(m) =

→
fYm(ϕ) = (TId(s(m))Rm)(( fY)(s(m)))(ϕ)

= (TId(s(m))Rm)(( f ◦s)(m)Y(s(m)))(ϕ) = (( f ◦s)Y)(ϕ)(m).
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Como consecuencia
−→
fY = ( f ◦s)

→
Y. Si ademásX ∈ Γ(AG),

[X, fY] = [
→
X,
→
fY]◦ Id = [

→
X,( f ◦s)

→
Y]◦ Id = (( f ◦s)[

→
X,
→
Y]+

→
X( f ◦s)

→
Y)◦ Id

= (( f ◦s)[
→
X,
→
Y])◦ Id+(

→
X( f ◦s)

→
Y)◦ Id

= ( f ◦s◦ Id)([
→
X,
→
Y]◦ Id)+(

→
X( f ◦s)◦ Id)(

→
Y ◦ Id)

= f [X,Y]+(
→
X ◦ Id)( f ◦s)(

→
Y ◦ Id)

= f [X,Y]+X( f ◦s)Y = f [X,Y]+((Ts)X f)Y

= f [X,Y]+(a(X) f )Y.

�

DEFINICIÓN 5.53. SeaG ⇉ P un grupoide de Lie, la colección(AG , [·, ·],aG), conaG y
[·, ·] definidos en (5.49) y (5.48), es llamadoalgebroide de Lie deG .
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Capítulo 6

Algebroides de Lie dobles

En este capítulo continuaremos con el estudio de estructuras algebraicas multiples de tipo
Lie. En esta ocación comenzaremos introduciendo el concepto de fibrado vectorial doble y a
continuación presentamos dos ejemplos concretos que nos serán de utilidad en la discusión
subsiguiente. El concepto deAlgebroide de Lie doblese introduce en la sección (5) y a conti-
nuación nos concentramos en algebroides dobles de Lie con base total un punto y procedemos
a la construccion del ejemplo cero de esta estructura a partir de cualquier par de álgebras de
Lie, el llamadoalgebroide doble trivial. En la sección final damos una manera sistemática de
construir ejemplos de álgebroides dobles de Lie a partir de cualquier diagrama de álgebras de
Lie, que satisface una variante de lacondición de llenadopara grupoides dobles de Lie.

1. Fibrados vectoriales dobles

DEFINICIÓN 6.1. Un fibrado vectorial dobleB consta de los siguientes datos:

I. Cuatro variedades diferenciablesB,V ,H ,P .
II . Cuatro submersiones surjectivas:

(1.1) λ : B → V , τ : B →H , l : H → P , t : V → P ;

III . Cuatro incrustaciones (las secciones cero):

(1.2) 0V : M→V , 0H : M→H , 0h : V → B, 0v : H → B;

IV . Cuatroaplicaciones suma,

+h : B λ×λ B→ B, (suma horizontal) +v : B τ×τ B→ B, (suma vertical)

+ : V t×t V → V , + : H l×l H → V ,

tal que los siguientes axiomas se satisfacen.
Axioma 0. (B,V ,λ,0h,+h), (B,H ,τ,0v,+v), (V ,P , t,0,+) y (H ,P , l ,+) son fibrados

vectoriales.

OBSERVACIÓN 6.2. De ahora en adelante, la fibra de(B,V ,λ,0h,+h) env∈ V , la deno-
taremos porBv := λ−1(v). Asi mismo, la fibra de(B,H ,τ,0v,+v) enh∈ H , la denotaremos
por hB := τ−1(h).

OBSERVACIÓN 6.3. Dador ∈ R y A∈ B, el producto por escalar der conA respecto del
fibrado vectorial vertical(B,H ,τ,0v,+v) lo denotaremos porAr. El producto por escalar der
conA respecto del fibrado vectorial(B,H ,τ,0v,+v) lo denotaremos porrA.
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Axioma 1. Las aplicaciones estructurales en cada estructura de fibrado vectorial sobre
B (la proyección, adición, producto por escalar y sección cero) es un morfismo de fibrados
vectoriales respecto al morfismo correspondiente en la otraestructura de fibrado vectorial sobre
B. A continuación escribiremos de forma explícita el significado de este axioma para algunas
de las operaciones estructurales.

De ahora en adelante, usaremos la notaciónAB (respectivemente
A
B

) para la suma horizon-

tal (respectivamente vertical).
Axioma 1.1λ : B→ V es un morfismo de fibrados vectoriales sobrel : H → P , esto es,

λ(A) ∈ Vl(h), λ
{

A
B

}
= λ(A)+λ(B) y λ(Ar) = rλ(A);

para todoh∈H ; A,B∈ hB y r ∈ R.
Axioma 1.2τ : B→H es un morfismo de fibrados vectoriales sobret : V → P , esto es,

τ(A) ∈Ht(u), τ(AB) = τ(A)+ τ(B) y τ(rA) = rτ(A);

para todou∈ V ; A,B∈ Bu y r ∈ R.
Axioma 1.3La sección cero horizontal0h :V → B es un morfismo de fibrados vectoriales

sobre 0 :P →H , esto es:

λ(0h(v)) = 0p, 0h(u+w) =

{
0h(u)
0h(w)

}
y 0h(ru) = 0h(u)r;

para todor ∈ R , p∈ P y u,w∈ Vp.
Axioma 1.4 La sección cero vertical0v : H → B es un morfismo de fibrados vectoriales

sobre 0 :P → V , esto es,

τ(0v( f )) = 0p, 0v( f +g) = {0v( f ) 0v(g)} y 0v(r f ) = r 0v( f );

para todor ∈ R, p∈ P y f ,g∈Hp.
Con el fin de hacer explicitos los demás axiomas realizaremosalgunas construcciones au-

xiliares. Consideremos elfibrado vectorial verticalτ :B→H y tomemos el siguiente pullback
en la categoría de fibrados vectoriales,

(1.3) B⊕V B

��

// B

λ
��

B
λ

// V .

El fibrado en la esquina superior izquierda del diagrama (1.3) corresponde aB⊕V B
τ×τ
→ H ⊕P

H , donde estamos usando la notaciónB⊕V B paraB λ×λ B y H ⊕P H paraH l×l H .
Analogamente, considerando elfibrado vectorial horizontalλ :B→V , podemos construir

otro fibrado vectorialB⊕H B
λ×λ
→ V ⊕P V , (ver fig. 1.4), dondeB⊕H B = B τ×τ B y V ⊕P
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V = V t×t V .

(1.4) B⊕H B

��

// B

t
��

B t
// V

Denotemos porp : R×V →V la proyección sobreR y consideremos el fibrado vectorial
IdR× t : R×V → R×P . Entonces, el diagrama pullback

(1.5) (R×V )⊕V B

��

// (R×V )

p1
��

B
λ

// V ,

define un fibrado vectorial(R×V )⊕V B
q
→ (R× P )⊕P H ; con proyeccionq dada por

q(s,v,A) = (s, t(v),τ(A)) y suma(s,u,A)+(s,w,B) = (s,u+w,

{
A
B

}
), donde este definida.

OBSERVACIÓN 6.4. (R×V )⊕V B y (R×M)⊕P H denotan las variedades(R×V ) p×λ
B y (R×P )⊕P H respectivamente, dondep es la proyección sobreP .

En base a las construcciones 1.4 y 1.5, la suma y el producto por escalar horizontal, son
aplicacionesB⊕V B → B y (R×V )⊕V B→ B, respectivamente.

Axioma 1.5Ley de intercambio para la suma
La suma horizontal{· ·} : B ⊕V B → B es un morfismo de fibrados vectoriales sobre

+ : H ⊕P H →H . Explicitamente,

(1.6)

{
A
C

} {
B
D

}
=
{A B}
{C D}

cuando estén definidas las operaciones indicadas.
Axioma 1.6 El producto por escalar horizontal(R×V )⊕V B → B es un morfismo de

fibrados vectoriales sobre· : (R×M)⊕M H →H . Explicitamente,

(1.7) τ(rA) = rτ(A), r

{
A
B

}
=

{
rA
rB

}
y r(As) = (rA)s;

para todor,s∈ R y A,B∈ B.

OBSERVACIÓN 6.5. La última ecuación en 1.7 es conocida comoLey de intercambio para
el producto por escalar.

DEFINICIÓN 6.6. Morfismos entre fibrados vectoriales dobles, se definen de forma natu-
ral. Es claro que todo fibrado vectorial doble posse un grupoide doble subyacente, en el cual
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las aplicacionestopy botomcoinciden, al igual que las aplicacionesleft y right. Como conse-
cuencia, tenemos un funtor de olvido

F : DVB→DG

de la categoría de fibrados vectoriales dobles en la categoría de grupoides dobles.

DEFINICIÓN 6.7. Sea(B;V ,H ;P ) un fibrado vectorial doble. DefinimosE(B), lamedula
deB, comoE(F(B)) , la medula del grupoide doble suyacente.

LEMA 6.8. Sea(B;V ,H ;P ) un fibrado vectorial doble.E(B) es un fibrado vectorial
sobreP .

OBSERVACIÓN 6.9. Sea(B;V ,H ;P ) un fibrado vectorial doble. Algebraicamente,E(B)
puede ser definido como el equalizador del diagrama

(1.8) E(B) // B
τ×λ //

0×0
// V t×l H .

PROPOSICIÓN6.10. [M5, Teo. 9.1.6]Dado un fibrado vectorial doble(B;V ,H ;P ), exis-
ten sucesiones exactas de fibrados vectoriales

(1.9) 0 // t∗(E(B))
χ

//

##H
HHHHHHHH
B

��

τ∗ // t∗(H ) //

||yyy
yyy

yy

0

V

de fibrados vectoriales sobreV , dondeχ(V,E) =
{

0h(V)

E

}
y τ∗ denota la aplicación inducida

por τ en el diagrama pullback,

(1.10) B

τ∗
""

λ

��

τ

%%
t∗(H ) //

��

H

��
V // P .

Asi mismo , tenemos una sucesión exacta

(1.11) 0 // l∗(E(B))

$$H
HHHHHHHH

ν // B

��

λ∗ // l∗(V )

||yy
yy

yy
yy

// 0

H

de fibrados vectoriales sobreH , dondeν(H,E)= {0v(H)E} y λ∗ denota la apliación inducida
por λ.
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DEMOSTRACIÓN. Ver [M5, Teo. 9.1.6]. �

2. Dualidad en fibrados vectoriales dobles

Consideremos(B;V ,H ;P ) un fibrado vectorial doble

(2.1) B

τ
��

λ // V

t
��

H
l

// P

Denotaremos porκ : E(B)→ P la medula deB y por τv : Bv→ H , λh : Bh→ V los duales
de las estructuras de fibrado vectorial vertical y horizontal sobreB , respectivamente.

DEFINICIÓN 6.11. Laproyección medular horizontalasociada aB, es la aplicación

κh : Bh→ E∗, Φ 7→ κh(Φ) : Et(g)→R(2.2)

E 7→ 〈κh(Φ),E〉= 〈Φ,

{
0g

E

}
〉;

para todoΦ ∈ Bh tal queλh(Φ) = g.

OBSERVACIÓN 6.12. SiΦ ∈ Bh tal queλh(Φ) = g, entonces dadoE ∈ Et(g) se cumple

λ(
{

0g

E

}
) = λ(0g)+λ(E) = g+0= g; por lo tantoκh(Φ) esta bien definida.

Definiremos a continuación una estructura de fibrado vectorial sobreκh : Bh→ E∗.

LEMA 6.13. Si f,g∈ V y r ∈ R, entoncesB f+g =

{
B f

Bg

}
yBr f = r B f .

DEMOSTRACIÓN. Basta usar coordenadas locales paraB. �

PROPOSICIÓN 6.14. SeanΦ,Ψ ∈ Bh con λ(Φ) = f , λ(Ψ) = g y κh(Φ) = κh(Ψ), las
siguientes aplicaciones de suma

Φ+Ψ :B f+g→ R,(2.3)
{

A
B

}
7→ 〈Φ+Ψ,

{
A
B

}
〉= 〈Φ,A〉+ 〈Ψ,B〉;

producto por escalar

r Φ :Br f → R,(2.4)

rB 7→ 〈r Φ, rB〉= r〈Φ,B〉;

67



y sección cero

0 : E∗→ Bh, α 7→ 0(α) :Bp→R,(2.5)

B 7→ 〈0(α),B〉= 〈α,{B 0v
τ(B)}〉(2.6)

para todoα ∈ E∗p. Consitutuyen las aplicaciones estructurales de una estructura de fibrado
vectorial sobre la proyección medular horizontal asociadaaB.

DEMOSTRACIÓN. Ver [KU , Teo. 11]. �

TEOREMA 6.15. El diagrama conmutativo

(2.7) Bh

λh

��

κh
// E∗

κ∗
��

V t
// P

es un fibrado vectorial doble con medula l∗ : H ∗→ P .

DEMOSTRACIÓN. Ver [KU , Teo. 11]. �

Existen enunciados analogos para el dual vertical deB los cuales sintetizaremos en el
siguiente teorema.

TEOREMA 6.16. El diagrama conmutativo

(2.8) Bv

κv

��

τv
// H

l
��

E∗
κ∗

// P

es un fibrado vectorial doble con medula t∗ : V ∗→ P .

DEMOSTRACIÓN. Ver [KU , Teo. 11]. �

DEFINICIÓN 6.17. Los fibrados vectoriales dobles (2.7) y (2.8) son llamadasdual hori-
zontal y dual verticaldeB, respectivamente.

TEOREMA 6.18. Sea(B;V ,H ;P ) un fibrado vectorial doble. Existe un apareamiento
natural no degenerado,

(2.9) 〈〈Φ,Ψ〉〉 : Bh

κh   B
BB

BB
BB

B
κh×κv Bv

κv
~~||

||
||

||

// R

E∗

entre las proyecciones medular horizontal y vertical, tal que si(Φ,Ψ)∈Bh
κh×κv Bv y B∈ B,

conλ(B) = λh(Φ) y τ(B) = τv(Ψ) entonces

(2.10) 〈〈Φ,Ψ〉〉= 〈Φ,B〉−〈B,Ψ〉.
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DEMOSTRACIÓN. Ver [M3, 3.1]. �

COROLARIO 6.19. Dado un fibrado vectorial doble(B;V ,H ;P ), el apareamiento(2.9)
induce un isomorofismo de fibrados vectoriales entre las proyecciones medulares horizontal y
vertical asociadas aB.

DEMOSTRACIÓN. Inmediato a partir del teorema (6.18). �

NOTACIÓN.Dado un fibrado vectorial doble(B;V ,H ;P ), denotaremos porZv : (Bh)∗→ Bv

y Zh : (Bv)∗→ Bh los isomorfimos de fibrados vectoriales inducidos en el corolario (6.19) por
el apareamiento natural entre las proyecciones medulares asociadas aB.

3. Ejemplos de fibrados vectoriales dobles

3.1. Tangente de un fibrado vectorial.Seaπ : A→ M un fibrado vectorial con fibra
estandarV y Tπ : TA→ TM su diferencial. Denotemos porπA : TA→ A y πM : TM→M los
fibrados tangentes deA y M, respectivamente. El diagrama conmutativo

(3.1) TA
Tπ //

πE
��

TM

πM
��

A π
// M,

posee una estructura de fibrado vectorial doble que describiremos a continuación. Para esto,
extenderemos la estructura de fibrado vectorial sobreπ : A→M a Tπ : TA→ TM.

LEMA 6.20. Seanξ,η∈ TA tal que Tπ(ξ) = Tπ(η). Existen caminosξt y ηt en A definidos
en una vecindad de cero, tal queπ(ξt) = π(ηt), d

dt |0ξt = ξ y d
dt |0ηt = η.

DEMOSTRACIÓN. Seanm= dimM y a= πM(Tπ(ξ))= πM(Tπ(η)). Consideremos(U,ϕ)
un sistema local de coordenadas deM, adaptado enπ : A→ M tal quea∈U . Localmente el
diagrama (3.1) se expresa como

(3.2) U×Rm×V×V //

��

U×Rm

��
U×V // U

Si en coordenadas localesξ = (a,x,u1,u2) y η = (a,y,w3,w4), entoncesx = y. Seaα(t)
un camino enU tal queα′(0) = (a,x). Entonces, los caminosξt = (α(t),u1+ tu2) y ηt =

(α(t),y1+ ty2) cumplen las propiedades desadas. �

Seanr ∈R y ξ,η ∈ TA tal queTπ(ξ) = Tπ(η). Por el lema (6.20), existen caminosξt y ηt

enA, tal queπ(ξt) = π(ηt), d
dt |0ξt = ξ y d

dt |0ηt = η. Definimos

{ξ η}= d
dt |0(ξt +ηt) y ξ r = d

dt |0r ξt .
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Con estas operaciones(TA,Tπ,TM) es un fibrado vectorial con sección cero dada porT0 :
TM→ TA, donde 0 :M→ A es la sección cero deπ : A→M. Es fácil demostrar que (3.1) es
un fibrado vectorial doble.

LEMA 6.21. El fibrado vectorialE(TA)→M es isomorfomo al fibrado vectorial A→M.

DEMOSTRACIÓN. A continuación solo daremos un bosquejo de la prueba. SeaX ∈E(TA),
entoncesX ∈ TA es tal queπE(X) = 0m y T0mπ(X) = 0m, para algúnm∈M. Ahora, dado que
π es una submersión surjectiva,Am es una subvariedad incrustada deA y T0mAm = KerT0mπ.
Como consecuencia,X ∈ T0mAm y comoAm es un espacio vectorial,T0mAm se identifica ca-
nónicamente conAm, luego X ∈ Am. Lo anterior nos permite identificarE(TA) → M con
π : A→M. �

A continuación estudiaremos algunas propiedades de lassecciones verticales y horizonta-
les de TA, las cuales serán de utilidad en la construcción de la prolongación tangente de un
algebroide de Lie.
NOTACIÓN.Usaremos 0A : M→ A, 0T : M→ TM y 0̃ : A→ TA para denotar las secciones
cero de los fibrados vectorialesM→ A, TM→M y TA→ A respectivametne.

Por la proposición (6.10) y lema (6.21), existe una sucesionexacta de fibrados vectoriales
sobreA

(3.3) 0 // π∗(A) ν //

""F
FF

FF
FF

FF
TA

Tπ∗//

��

Tπ∗(TM) //

zztttttttttt
0

A

y una sucesión exacta de fibrados vectoriales sobreTM

(3.4) 0 // π∗M(A)
χ

//

##G
GG

GG
GG

GG
TA

π∗A //

��

π∗M(A) //

{{ww
ww

ww
ww

w

0

TM

LEMA 6.22. Si dados X∈ Γ(M,A) y ϕ ∈ Γ(M,A∗) definimos

X̆ : A→ TA, Y 7→ X̆(Y) = χ(Y,X(π(Y))) = {0̃Y X(π(Y))}.

y

lϕ : A→ R X 7→ lϕ(X) = 〈ϕ(π(X)),X〉.

Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

I. X̆( f ◦π) = 0;
II . ( f X)̆ = ( f ◦π)X̆;

III . [X̆,Y̆] = 0;

Para todo f∈ C∞(M) yX,Y ∈ Γ(M,A).
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DEMOSTRACIÓN. SeaF ∈ C∞(A) y consideremosY(t) =Y y X(t) = tX(π(Y)) curvas en
A tal queπ(Y(t)) = π(X(t)), para todot ∈ R. Luego para todoY ∈ A,

X̆(Y)F = {0̃Y X(π(Y))}F =
d
dt
|0(Y(t)+X(t))F =

d
dt
|0F(Y+ tX(π(Y))).

Por lo tanto sif ∈ C∞(M), entonces

X̆( f ◦π)(Y) = X̆(Y)( f ◦π) =
d
dt
|0( f ◦π)(Y+ tX(π(Y))) =

d
dt
|0( f ◦π)(Y) = 0,

lo que implicaX̆( f ◦π) = 0.
De otro lado,

˘( f X)(Y) = χ(Y,( f X)(π(Y))) = χ(Y, f (π(Y)X(π(Y)))) = ( f ◦π)(Y)χ(Y,X(π(Y))),

de donde ˘( f X) = ( f ◦π)X̆.
DadosX,Y ∈ Γ(M,A),

[X̆,Y̆](F)(Z) = [X̆,Y̆](Z)F

= X̆(Z)(Y̆(F)−Y̆(Z)(X̆(F))

=
d
dt
|0Y̆(F)(Z+ tX(π(Z)))−

d
dt|0

X̆(F)(Z+ tY(π(Z)))

=
d
dt
|0

d
ds
|0F(Z+ tX(π(Z))+sY(π(Z)))−

d
dt
|0

d
ds
|0F(Z+ tY(π(Z))+sX(π(Z)))

= 0.

Como consecuencia[X̆,Y̆] = 0.
Ahora,

X̆(lϕ)(Y) =
d
dt
|0lϕ(Y+ tX(π(Y)))

=
d
dt
|0〈ϕ(π(Y+ tX(π(Y)))),Y+ tX(π(Y))〉

=
d

dt|0
t〈ϕ(π(Y)),X(π(Y))〉

= (〈ϕ,X〉 ◦π)(Y),

y por lo tantoX̆(lϕ) = 〈ϕ,X〉 ◦π. �

LEMA 6.23. Si dado X∈ Γ(M,A) definimos una seccción sobre Tπ : TA→ TM por,

X̂ : TM→ TA, x 7→ ν(x,X(πP(x))) =

{
T0(x)

X(πM(x))

}
.

Entonces

I. {X̂ Ŷ}= {X Y}̂;
II . ( f X)̂ = ( f ◦πM) · X̂;
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DEMOSTRACIÓN. DadosX,Y ∈ Γ(M,A),

{X̂Ŷ}(x) = {X̂(x)Ŷ(x)}=

{
T0(x)

X(πM(x))

}{
T0(x)

Y(πM(x))

}

= (T0)(x)+(X(πM(x))+Y(πM(x))).

Como consecuencia{X̂Ŷ}= {XY}̂.
Si f ∈ C∞(M) entonces

( f X)̂(x) = ν(x,( f X)(πM(x))) = f (πM(x)) ·ν(x,X(πM(x))) = ( f ◦πP)(x) · X̂(x),

por lo tanto( f X)̂ = ( f ◦πM) · X̂. �

3.2. Fibrado Tangente Doble.Dada una variedad diferenciableM, como caso particular
de la construcción de la sección anterior tenemos el fibrado tangente doble

(3.5) T(TM)

πTM

��

TπM // TM

πM

��
TM πM

// M.

Dadoξ ∈ T(TM) existe una curvaXt enTM, definida en un entorno del 0, tal qued
dt |0Xt = ξ.

Como cadaXt pertenece aTM, entonces existe una curvac(s, t) enM, definida en un entorno de
0, tal qued

ds|0c(s, t) = Xt. Como consecuencia, tenemos una aplicación suavec : U ⊆R2→M

tal que(0,0) ∈ U , U es abierto y ∂2

∂s∂t |(0,0) = ξ. Ademásξ ∈ TX0TM, Xt ∈ Tc(0,t)M y X0 ∈

Tc(0,0)M.
Observemos que

TπM(ξ) = TπM(
∂2

∂s∂t
|(0,0) c(s, t)) =

∂
∂s
|0πM(

∂
∂s
|0 c(s, t)) =

∂
∂s
|0 c(s,0)

y

πTM(ξ)(
∂2

∂s∂t
|(0,0) c(s, t)) =

∂
∂t
|0 c(0, t).

DEFINICIÓN 6.24. SeaM una variedad diferenciable. Definimos lainvolución canónica
asociada aM como la aplicación

(3.6) J : TTM→ TTM,
∂2

∂s∂t
|(0,0) c(s, t) 7→

∂2

∂t∂s
|(0,0) c(s, t).

OBSERVACIÓN 6.25. Si(x1, . . . ,xm) es un sistema de coordenadas locales paraM, en-
tonces(x1, . . . ,xm,dx1, . . . ,dxm) es un sistema local de coordenadas paraTM y si denotamos
Xi = dxi , entonces(x1, . . . ,xm,dx1, . . . ,dxm,X1, . . . ,Xm,dX1, . . . ,dXm) es un sistema local de
coordenadas paraTTM. Usando estas coordenadas locales,

J(x1, . . . ,xm,dx1, . . . ,dxm,X1, . . . ,Xm,dX1, . . . ,dXm)

= (x1, . . . ,xm,X1, . . . ,Xm,dx1, . . . ,dxm,dX1, . . . ,dXm).
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En otras palabras, sic : U ⊆ R2→ M es una aplicación suave y si en coordenadas locales
c(s, t) = (c1(s, t), . . .,cm(s, t)), entonces

∂2

∂s∂t
|(0,0) c(s, t) = (c1(0,0), . . . ,cm(0,0),

∂
∂t
|0 c1(0, t), . . . ,

∂
∂
|0 cm(0, t),

∂
∂s
|0 c1(s,0), . . . ,

∂
∂s
|0 cm(s,0),

∂2

∂t∂t
|(0,0) c1(s, t), . . . ,

∂2

∂s∂t
|(0,0) cm(s, t)),

y por tanto,

J(
∂2

∂s∂t
|(0,0) c(s, t)) = (c1(0,0), . . . ,cm(0,0),

∂
∂s
|0 c1(s,0), . . . ,

∂
∂s
|0 cm(s,0)

∂
∂t
|0 c1(0, t), . . . ,

∂
∂
|0 cm(0, t),

∂2

∂t∂t
|(0,0) c1(s, t), . . .,

∂2

∂s∂t
|(0,0) cm(s, t)).

4. Prolongación tangente de un algebroide de Lie

Seaπ : A→M un algebroide de Lie. En la subsección 3.1 dotamos aTπ : TA→ TM de una
estrucutra de fibrado vectorial, a continuación lo dotaremos de una estructura de algebroide de
Lie.

LEMA 6.26. Las secciones de Tπ : TA→ TM estan generadas sobreC∞(TM) por los
conjuntos{Ŷ /Y ∈ Γ(M,A)} y {T(X) / X ∈ Γ(M,A)}.

DEMOSTRACIÓN. Considremos el siguiente diagrama pullback

(4.1) TA

Tπ

��

πA

%%

π∗A
##
π∗M(A) //

��

A

πA

��
TM πM

// M

Si ξ ∈ Γ(TM,TA) entoncesπ∗A(ξ) es una sección deπ∗(A) → TM. Luego , dado que
Γ(TM,π∗(A)) ∼= C∞(TM)⊗C∞(M) Γ(M,A), existenFi ∈ C∞(TM) y Xi ∈ Γ(M,A) tal que
π∗A(ξ) = ∑i Fi⊗Xi , lo que implica queπA◦ξ = ∑i Fi(Xi ◦πP).

Definamosη :=

{
ξ

(∑FiT(Xi))
h

}
, luego

πA(η) = πA({ξ (∑FiT(Xi))
h}) = πA(ξ)−πA(∑FiT(Xi))

= π◦ξ−∑
i

Fi(πA◦T(Xi)) = πA◦ξ−∑
i
(Xi ◦πP) = 0,
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esto esη es vertical. Ahora,πA(

{
η

T0

}
) = 0 y Tπ(

{
η

T0

}
) = Tπ(η)− Tπ(T0) = IdTM−

IdTM = 0. Como consecuencia

{
η

T0

}
es una sección con valores en la médula y por tanto

existeY ∈ Γ(M,A) tal queη =

{
T0

Y(πM)

}
= Ŷ, luegoξ = {Ŷ ∑i FiT(Xi)}. �

COROLARIO 6.27. Seaπ : A→ M un algebroide de Lie con anclaρ. Existe sobre Tπ :
TA→ TM una estructura de algebroide de Lie tal que

(4.2) [TX,TY] = T([X,Y]), [TX,Ŷ] = [X,Y]̂, y [X̂,Ŷ] = 0;

para todo X,Y ∈ Γ(M,A) y cuya ancla esta dada porρT := J◦T(ρ).

DEMOSTRACIÓN. Para definir un corchete de Lie paraTπ : TA→ TM, Por el lema (6.26),
basta usar las formulas 4.2 y extender usando la regla de Leibniz. Por lo tanto, basta demostrar
queρT es un morfismo de álgebras de Lie, lo cual es inmediato. �

4.1. Prolongación tangente de un álgebra de Lie.Como aplicación del corolario
(6.27), tenemos la siguiente proposición.

PROPOSICIÓN6.28. Seah un álgebra de Lie, la prolongación tangente deh coincide con
el producto semidirecto deh consigo mismo, considerando uno de los factores como algebra
de Lie abeliana.

DEMOSTRACIÓN. La prueba de esta proposición consiste esencialmente en llevar a cabo
las construcciones descritas para la defición de la prolongación tangente de un algebroide de
Lie en el caso concreto en el que nuestro algebroide se reducea un álgebra de Lie.

Es claro queTh= h×h y E(h×h) = {0}×h. Ahora, dadosr ∈ R; (x,X),(y,Y) ∈ h×h;
α(t) = x+ tX y β(t) = y+ tY para todot ∈ R entonces , por definición,

{(x,X) (y,Y)}= d
dt |0(α(t)+β(t)) = (x+y,X+Y) y (x,X)r = d

dt |0(rα(t)) = (rx, rX).

Ahora, siX ∈ h entoncesTX = (X,0) y para todox∈ h se tieneX̂(x) = T0(x)+X(πh(x)) =
(0,X). Luego, por corolario (6.27),

[(X,0),(Y,0)] = [TX,TY] = T[X,Y] = ([X,Y],0),

[(X,0),(0,Y)] = [TX,Ŷ] = [X,Y]̂ = (0, [X,Y])

[(0,X),(0,Y)] = [X̂,Ŷ] = 0

Por último, dado queρh = 0, entoncesρTh = 0. �
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5. Algebroides de Lie dobles

Consideremos(B;V ,H ;P ) un fibrado vectorial doble

(5.1) B

τ
��

λ // V

t
��

H
l

// P

TEOREMA 6.29. La estructura de Poisson Lineal sobreτv : Bv→ H , inducida por la
estructura de algebroide de Lie sobreτ : B →H , es lineal respecto a la estructura de fibrado
vectorialκv : Bv→ E∗.

Asi mismo, la estructura de Poisson lineal sobreλh : Bh→ V , inducida por la estructura
de algebroide de Lie sobreλ : B → V , es lineal respecto a la estructura de fibrado vectorial
κh : Bv→ E∗.

COROLARIO 6.30. Existen estructuras de algebroide de Lie sobre los fibrados vectoriales
κv : Bv→ E∗ y κh : Bh→ E∗.

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 5.34, existen estructuras de algebroide de Lie sobre los
fibrados vectorialesκv∗ : (Bv)∗→ E∗ y κh∗ : (Bh)∗→ E∗, las cuales, a través de los isomorfis-
mosZh y Zv (ver 6.18) inducen estructuras de algebroide de Lie sobre los fibrados vectoriales
κv : Bv→ E∗ y κh : Bh→ E∗. �

DEFINICIÓN 6.31 (Algebroide de Lie doble). Un algebroide de Lie doble es un fibrado
vectorial doble(B;V ,H ;P ),

(5.2) B

τ
��

λ // V

t
��

H
l

// P ,

tal que,

I. Los fibrados vectoriales laterales en (5.2) poseen estructura de algebroides de Lie.
II . Las aplicaciones estrucutrales de (5.2) son morfismos de algebroides de Lie.

III . Si denotamos porρh y ρv las anclas de las estructuras de algebroide horizontal y
vertical enB, respectivamente, entonces(ρv,ρ) es un morfismo de algebroides de
Lie entreλ : B → V y T l : TH → TP . Analogamente para(ρh,ρ).

IV . El par(Bv,Bh) de algebroides de Lie sobreE∗ es un bialgebroide de Lie.

OBSERVACIÓN 6.32. Observar que estamos usando la misma notaciónρ para las anclas
de los algebroides de LieV y H .
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6. Algebroides de Lie dobles construidos a partir de álgebras de Lie

En esta sección construiremos un algebroide de Lie doble a partir de cualquier par de
álgebras de Lie.

6.1. Algebroide de Lie doble trivial.
6.1.1. Dos algebroides de Lie triviales.Seanh y v álgebras de Lie de dimensión finita.

SeaTh⊕ (h× (v⋉v))
t
→ h el algebroide de Lie trivial construido en el ejemplo (5.8),donde

v⋉v denota el producto semidirecto del álgebra de Liev consigo misma. Por teorema (5.34)
tenemos asociada una estructura de Poisson lineal sobre el fibrado vectorial dualT∗h⊕ (h×

(v⋉v)∗)
tv

→ h (la notacióntv será clara mas adelante).
La variedad diferenciableT∗h⊕(h×(v⋉v)∗) es difeomorfa a la variedadh×h∗×v∗×v∗.

Luego, un sistema global de coordenadas para la misma esta dado por{(e∗i ,ei , f j , fk)/ i =
1,ny j,k= 1,m}. Donde{ei}

n
i=1 es una base deh con base dual{e∗i }

n
i=1 y { f j}

n
j=1 es una base

dev con base dual{ f ∗j }
n
j=1.

Usando el teorema 5.34, el corchete de poisson sobreT∗h⊕ (h× (v⋉v)∗) satisfece

I. {e∗i ,e
∗
j}= 0,

II . {α̃,e∗i ◦ tv}= (ρv(α)e∗i )◦ tv, para toda secciónα.

La misma observación aplica para el algebroide de Lie trivial Tv⊕ (v× (h⋉h))→ v con

fibrado vectorial dualT∗v⊕ (v× (h⋉h)∗)
lh
→ v.

Es importante notar que los dos algebroides de Lie trivialesconsiderados tienen el mismo
espacio total subyacente, la variedad diferenciableh×h×v×v≃ Th×Tv.

6.1.2. El fibrado vectorial doble.Usaremos los mismos datos y notación de la anterior
subsección. Denotemos porA(h,v) la variedad diferenciableTh×Tv y consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo

(6.1) A(h,v)
l //

t
��

v

��
h // {∗}.

Es claro que (6.1) es un fibrado vectorial doble, tal que sus fibrados vectoriales laterales poseen
estrucutura de algebroide de Lie. LamedulaE(A(h,v)) of (6.1) es el espacio vectorialh×v.

Asociado con (6.1) tenemos otro par de fibrados vectoriales

(6.2) T∗h⊕ (h× (v⋉v)∗)
ρh //

tv

��

h∗×v∗

��

h // {∗},
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dondeρh(α⊕ (h,β,λ)) := (α,λ) y

(6.3) (v× (h⋉h)∗)⊕T∗v
lh //

ρv

��

v

��

h∗×v∗ // {∗},

dondeρv((v,β,λ)⊕α) := (λ,α).
Asociado con (6.2) and (6.3) tenemos el siguiente apareamiento (esto es, un forma bilineal

suave no degenerada fibra a fibra),

(6.4) 〈·, ·〉 : T∗h⊕ (h× (v⋉v)∗)

ρh ''OOOOOOOOOOO
ρh×ρv (v× (h⋉h)∗)⊕T∗v

ρvwwooooooooooo

// R

h∗×v∗,

tal que〈α⊕ (h,β,λ),(v,δ,γ)⊕θ〉= 〈δ,h〉−〈β,v〉.
El apareamiento (6.4) induce isomorfismos de fibrados vectoriales

(6.5) T∗h⊕ (h× (v⋉v)∗)
Zh //

ρh ((QQQQQQQQQQQQQ
((v× (h⋉h)∗)⊕T∗v)∗

ρ∗vuulllllllllllll

h∗×v∗,

y

(6.6) (v× (h⋉h)∗)⊕T∗v
Zv //

ρv ((QQQQQQQQQQQQQ
(T∗h⊕ (h× (v⋉v)∗))∗

ρ∗huulllllllllllll

h∗×v∗,

dondeZh(h,α,β,λ) := (h,α,−β,λ) y Zv(δ,γ,v,θ) := (δ,γ,−v,θ). Aquí, hemos usado los iso-
morfismos obvios de fibrados vectorialesT∗h⊕ (h× (v⋉ v)∗) ≃ (h× h∗× v∗× v∗) y ((v×

(h⋉h)∗)⊕T∗v)∗ ≃ (h×h∗×v∗×v∗); y también(v× (h⋉h)∗)⊕T∗v≃ (h∗×h∗×v×v∗) y
(T∗h⊕ (h× (v⋉v)∗))∗ ≃ (h∗×h∗×v×v∗).

6.1.3. Estructura de Poisson lineal sobre T∗h⊕ (h× (v⋉ v)∗). Sea{ei}
n
i=1 una base

deh con base dual{e∗i }
n
i=1 y sea{ f j}

n
j=1 una base dev con base dual{ f ∗j }

n
j=1. Un sistema

global de coordenadas para la variedad suaveh×h∗×v∗×v∗ esta dado por{(e∗i ,ei , f j , fk)/ i =
1,n and j,k= 1,m}.
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PROPOSICIÓN6.33. Existe unaestructura de Poisson lineal{{·, ·}} sobre el fibrado vecto-
rial ((v× (h⋉h)∗)⊕T∗v)∗→ h∗×v∗ tal que,

(6.7)

{{xi ,x j}}= 0 {{yi,y j}}= 0 {{wi,w j}}(h,δ,β,λ) =−〈β, [ fi, f j ]〉 {{zi,zj}}= 0

{{xi,y j}}= y j {{yi ,w j}}= 0 {{wi ,zj}}(h,δ,β,λ) = 〈β, [ fi, f j ]〉

{{xi,w j}}= 0 {{yi ,zj}}= 0

{{xi,Z j}}= 0,

donde estamos usando la notación(x1, · · · ,xn,y1, · · · ,yn,w1, · · · ,wm,z1, · · · ,zm) para el siste-
ma global de coordenadas(e∗1, · · · ,e

∗
n,e1, · · · ,en, f1, · · · , fm, f1, · · · , fm).

DEMOSTRACIÓN. En lugar de demostrar directamente que las relaciones (6.7) definen un
corchete de Poisson lineal, describiremos la forma en la cual obtenemos el corchete de Poisson,
a partir de la estructura de algebroide de Lie definida en el fibrado vectorial original. Denote-

mos por{·, ·} la estructura lineal de Poisson del fibrado vectorialT∗h⊕ (h× (v⋉v)∗)
tv

→ h.
Es claro que {{xi ,x j}} = {e∗i ◦ Zh,e∗j ◦ Zh} ◦ Z−1

h ; pero e∗i ◦ Zh(h,δ,h,β,λ) =

e∗i (h,−β,h,δ,λ) = hi . En consecuencia{{e∗i ,e
∗
j}}= {e

∗
i ,e
∗
j}◦Zh = 0◦Z−1

h = 0.

Ahora,{{xi ,w j}}= {e∗i ◦Zh, f j ◦Zh}◦Z−1
h . Pero f j ◦Zh(h,δ,β,λ) = f j(h,δ,−β,λ) =−β j .

Definamossj : h→ Th⊕ (h× (v⋉v)) tal queh 7→ (h,0,h,− f j ,0). En consecuencia, la apli-
cación inducida en el fibrado vectorial dual esta dada por ˜sj : T∗h⊕ (g× (v⋉v))→R, tal que
s̃j(h,δ,h,β,λ) = 〈(h,δ,h,β,λ),(h,0,h,− f j,0)〉=−β j . Luego,

{e∗i ◦Zh, f j ◦Zh}= {e
∗
i ◦ tv, s̃j}=−{s̃j ,e

∗
i ◦ tv}=−av(sj)e

∗
i ◦ tv = 0,

esto es{{xi ,w j}}= 0. De la misma manera se prueba que{{xi ,zj}}= 0.
De otro lado, definiendor j : h→ Th⊕(h×(v⋉v)) tal quer j(h) = (h,ej ,h,0,0), tenemos

que

r̃ j(h,δ,h,β,λ) = 〈(h,δ,h,β,λ),(h,ej,h,0,0)〉= δ j ,

así{{xi,y j}}= {e∗i ◦Zh,ej ◦Zh}◦Z−1
h = y j .

Calculemos ahora{{yi ,y j}}. En efecto

{{yi ,y j}}= {ei ◦Zh,ej ◦Zh}= {r̃ i , r̃ j}= [̃r i, r j ].

Pero[r i, r j ] = [(·,ei)⊕ (·,0,0),(·,ej)⊕ (·,0,0)] = [(·,ei),(·,ej)]⊕ (·,0,0). De otro lado,

[(·,ei),(·,ej)] f (h) = (h,ei)((·,ej) f )− (·,ej)((·,ei) f )(6.8)

=
d
dt
|0 (·,ei) f (h+ tej)−

d
dt
|0 (·,ej) f (h+ tei)

=
∂2

∂t∂s
|(0,0) f (h+ tej +sei)−

∂2

∂s∂t
|(0,0) f (h+ tei +sej)

= 0,

de aqui{{yi ,y j}}= 0.
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Para calcular{{yi ,w j}}, tenemos lo siguiente,{{yi,w j}}= {ei ◦Zh, f j ◦Zh} ◦Z−1
h . Pero f j ◦

Zh(h,δ,β,λ)= f j(h,δ,−β,λ) =−β j . Ahora, consj(h) = (h,0,h,− f j ,0) tenemos{ei ◦Zh, f j ◦

Zh}= {s̃i , s̃j}= [̃si,sj ]. Pero

[si,sj ] = [(·,ei)⊕ (·,0,0),(·,0)⊕ (·, f j,0)](6.9)

= [(·,ei),(·,0)]⊕L(·,ei)(·, f j ,0)

= (·,0)⊕ (·,L(0,ei) f j ,0) = (·,0)⊕ (·,0,0).(6.10)

como consecuencia{{yi ,w j}}= 0. De igual forma probamos que{{yi ,zj}}= 0.
Dado que{{wi ,w j}}= { fi ◦Zh, f j ◦Zh}◦Z−1

h entonces

[si,sj ] = [(·,0)⊕ (·,− fi,0),(·,0)⊕ (·,− f j,0)](6.11)

= [(·,0),(·,0)]⊕ [(·,− fi,0),(·,− f j ,0)]

= (·,0)⊕ (·, [ fi, f j ],0).

pero

{ fi ◦Zh, f j ◦Zh}◦Z−1
h (h,δ,h,β,λ) = { fi ◦Zh, f j ◦Zh}(h,δ,h,−β,λ)(6.12)

= [̃si,sj ](h,δ,h,β,λ)
= 〈(h,δ,h,−b eta,λ),(h,0,h, [ fi, f j ],0)〉

=−〈β, [ fi, f j ]〉;

como consecuencia{{wi ,w j}}(h,δ,h,β,λ) =−〈β, [ fi , f j ]〉.

Para{{wi ,zj}}. Usandot j(h) = (h,0,h,0, f j) se tiene{ fi ◦Zh, f j ◦Zh} = [̃si , t j ], pero dado
que

[si, t j ] = [(·,0)⊕ (·,− f j ,0),(·,0)⊕ (·,0, f j)](6.13)

= (·,0)⊕ (·,−[ fi, f j ],0) = (·,0)⊕ (·, [ f j, fi ],0)

entonces

{{wi,zj}}(h,δ,h,β,λ) = { fi ◦Zh, f j ◦Zh}◦Z−h−1(h,δ,h,β,λ)

= [̃si,sj ](h,δ,h,−β,λ) = 〈(h,δ,h,−β,λ),(h,0,h, [ f j, fi ],0)〉

= 〈β, [ fi, f j ]〉,(6.14)

en conclusión{{wi,zj}}(h,δ,h,β,λ) = 〈β, [ fi, f j ]〉.
Para finalizar,

{{zi,zj}}= { fi ◦Zh, f j ◦Zh}◦Z−1
h = [(·,0)⊕ (·,0,d fi),(·,0)⊕ (·,0, f j)](6.15)

= (·,0) · [(·,0, fi),(·,0, f j)] = (·,0)⊕ (·,0),(6.16)

esto es{{zi,zj}}= 0. �
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COROLARIO 6.34. El fibrado vectorial(v× (h⋉h)∗)⊕T∗v→ h∗×v∗ es un algebroide
de Lie con la estructura inducida por el corchete{{·, ·}} de la proposición (6.33).

DEMOSTRACIÓN. Es una consecuencia directa del teorema 5.34. A continuación escri-
biremos la forma explícita del corchete y el ancla en las secciones. El fibrado vectorial
(v× (h⋉ h)∗)⊕T∗v→ h∗× v∗ puede identificarse con el fibrado vectorial(h∗× v)× (h∗×

v∗)→ h∗×v∗. Definamos las seccionesSi = (e∗i ,0, ·, ·) y Rj(0, f j , ·, ·). LuegoS̃j = xi y R̃j =w j ;
por lo tanto

I. [̃Si,Sj ] = {{S̃i, S̃j}}= {{xi,x j}}= 0;

II . [̃Ri,Rj ](h,β,δ,λ) = {{R̃i, R̃j}}(h,β,δ,λ) = {{wi ,w j}}(h,β,δ,λ) =−〈β, [ fi, f j ]〉;

III . [̃Si,Rj ] = {{S̃i, R̃j}}= {{xi,w j}}= 0;

Como consecuencia, si[ fi , f j ] = ∑kck
i j fk entonces[Si ,Sj ] = 0 ; [Si,Rj ] = 0 y [Ri ,Rj ] =

−∑kck
i j Rk. Ahora, para calcular el ancla notemos que, para cadai, se tiene queρ(Si) f es

tal que{{S̃i, f ◦ρ∗v}}= ρ(Si) f ◦ρ∗v, luego

{{S̃i, f ◦ρ∗v}}= {{xi , f ◦ρ∗v}}= ∑
r,t

∂xi

∂xr

∂( f ◦ρ∗v)
∂yt

= ∑
t
{{xi ,yt}}

∂( f ◦ρ∗v)
∂yt

= ∑
t

yt
∂( f ◦ρ∗v)

∂yt
;

como consecuenciaρ(Si) = ∑t yt
∂

∂yt
.

De otro lado,

ρ(Rj)( f )◦ρ∗v = {{R̃j , f ◦ρ∗v}}= {{w j , f ◦ρ∗v}}= ∑
r,t
{{wr ,wt}}

∂w j

∂wr

∂( f ◦ρ∗v)
∂wt

= ∑
t
{{w j ,wt}}

∂( f ◦ρ∗v)
∂wt

=−∑
j ,t

ck
jt wk

∂( f ◦ρ∗v)
∂wt

.

De aquí queρ(Rj) f = −∑ j ,t ck
jt wk

∂ f
∂wt

, de donde podemos concluir queρ(Rj) = −Xw j , con
Xw j es el campo vectorial Hamiltoniamo asociado aw j . �

OBSERVACIÓN 6.35. Es claro que el anterior procedimiento también aplicaa (T∗h⊕ (h×

(v⋉v)∗)→ h∗×v∗ con el fin de obtener sobre este fibrado vectorial una estructura de alge-
broide de Lie.

6.1.4. El bialgebroide de Lie.Usaremos la misma notación de(3.1.3). Sabemos queZh

es un ismorfismo de fibrados vectoriales. Basado en este hechoobtenemos lo siguiente.

PROPOSICIÓN6.36. El par de algebroides de Lie(T∗h⊕ (h× (v⋉v)∗)→ h∗×v∗ y (v×
(h⋉h)∗)⊕T∗v→ h∗×v∗ forman un bialgebroide de Lie.

DEMOSTRACIÓN. Es una consecuencia directa del corolario 6.50. �
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DEFINICIÓN 6.37. El fibrado vectorial doble

(6.17) A(h,v)
l //

t
��

v

��

h // {∗},

junto con la estructura inducida en este sección, es llamadael algebroide de Lie doble trivial
con basesv y h, cuyamedulaes la suma directa de álgebras de Liev⊕h y cuyo bialgebroide de
Lie associado esta dado por el par(T∗h⊕(h×(v⋉v)∗)→ h∗×v∗ and(v×(h⋉h)∗)⊕T∗v→
h∗×v∗.

OBSERVACIÓN 6.38. El algebroide de Lie doble trivial de la definición 6.37es elanálogo
al grupoide doble de marcos con basesV y H , los cuales son los grupos de Lie conexos,
simplemente conexos y localmente simplemente conexos que integran las álgebras de Liev y
h respectivamente.

7. Algebroide de Lie doble asociado a un grupoide doble de Lie

DEFINICIÓN 6.39. [M1] Un LA-grupoide consta de los siguientes datos.

I. Cuatro variedades diferenciablesΩ, A, G y P ,
II . Ocho aplicaciones suaves,

r, l : Ω→ A ; r, l : G → P ; , τ : Ω→ G ; t : A→ P ; ρv : Ω→ TG y ρ : A→ P .

Estos datos sujetos a los siguientes axiomas

I. τ : Ω→ G es un algebroide de Lie con anclaρv;
II . t : A→ P es un algebroide de Lie con anclaρ;

III . Ω
r //

l
// A es un grupoide de Lie;

IV . G
r //

l
// P es un grupoide de Lie;

V. Las aplicaciones estructurales (Origen, final, producto eidentidad) de los grupoides
de LieΩ y G son morfimos de algebroides de lie;

VI . La aplicaciónΓ : Ω→ G r×t A tal queB 7→ (τ(B), r(A)) es una submersión.

OBSERVACIÓN 6.40. En la definición original en [M1] se pedía además que la aplica-
ción Γ fuera sobreyectiva. Sin embargo para los propositos de estetrabajo, tal hipotesis no es
necesaria.
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OBSERVACIÓN 6.41. UnLA-grupoide como el de la definción 6.39, se representará gra-
ficamente como

(7.1) Ω
r //

l
//

τ

��

ρv

  B
BB

BB
BB

B
A

��

ρ

!!B
BB

BB
BB

BB

TG
Tr //

T l
//

πG~~}}
}}

}}
}}

TP

πP~~}}
}}

}}
}}

G
r //

l
// P .

La siguiente discusión esta basada en las referencias [M1] y [M6]. Para los detalles y las
pruebas de las construcciones y los resultados enunciados,ver las referencias citadas.

Consideremos un grupoide doble de Lie

(7.2) B
//
//

����

V

����
H

//
// P

que no necesariamente satisface la condición de llenado. Esto es, laaplicación esquinaes una
submersión no necesariamente sobreyectiva. Aplicando el funtor de Lie (esto es, tomando el
algebroide asociado) a la estructura vertical de grupoideB

//
// H , obtenemos un algebroi-

de de LieAvB →H ; dado que el funtor de Lie preservapullbacks, la estructura horizontal de
grupoide B

//
// V , prolonga a una estructura de grupoideAvB

//
// AV , obteniendo por

tanto unLA-grupoide

(7.3) AvB
Ar //

lA
//

τ

��

ρv

""E
EE

EE
EE

E
AV

��

ρ

!!D
DD

DD
DD

D

TH
Tr //

T l
//

πH||xxxxxxxx
TP

πP||zz
zz

zz
zz

H
r //

l
// P .

Ahora, si denotamos porA2(B)→ AV al algebroide de Lie deAvB
//
// AV , tenemos una

estructura de fibrado vectorial doble

(7.4) A2(B) //

��

AV

��
AH // P

dondeA2(B)→ AV y AH → P poseen estructura de algebroide de Lie.
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Invirtiendo del orden de aplicación del funtor de Lie, definimos primero elLA-grupoide

(7.5) AhB

At

��

Ab

��

λ //

ρh

""E
EE

EE
EE

E
AV

At

��

Ab

��

TV

����

πV
<<yyyyyyyy

AH //

ρ ##F
FFFFFFF

P

TP .
πP

<<yyyyyyyyy

y luego tomando el algebroide de LieA2(B) :=A(AhB) obtenemos otro fibrado vectorial doble
,

(7.6) A2(B) //

��

AV

��
AH // P .

dondeA2(B)→ AH y AV → P poseen estructura de algebroide de Lie.
La involución canónicaJ : TTB→ TTB, se puede restringir a un isomorfismo de fibrados

vectoriales dobles̃J : A2(B)→ A2(B) y nos permite transportar la estructura de algebroide
de Lie sobreA2(B)→ AV al fibrado vectorialA2(B)→ V . Como consecuecia, el fibrado
vectorial doble (7.6), es tal que sus cuatro fibrados vectoriales laterales son algebroides de Lie

TEOREMA 6.42. Con la estructura definida(A2(B);AV ,AH ;P ) es un algebroide doble
de Lie.

DEMOSTRACIÓN. Ver [M6, Teo. 6.2]. �

7.1. Algebroides de Lie dobles asociados a diagramas de álgebras de Lie.

DEFINICIÓN 6.43. Seanh y v álgebras de Lie. Un diagrama de álgebras de Lie sobrev y
h, es un triple(d, i, j) donded es un álgebra de Lie,i : h→ d y j : v→ d son morfismos de
álgebras de Lie. Un diagrama de álgebras de Lie como el anterior lo denotaremos por

h
i
→ d

j
← v

DEFINICIÓN 6.44. Seand, h y v álgebras de Lie. Una(v,h)-factorización ded, es un
diagrama(d, i, j) de álgebras de Lie sobrev y h tal qued = i(h)+ j(v) (no necesariamente
suma directa).

TEOREMA 6.45. Seanh, v álgebras de Lie y sea(d, i, j) una(v,h)-factorización ded. Sea
H el grupo de Lie conexo, simplemente conexo y locamente simplemente conexo que integra
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a h. Existe un LA-grupoide asociado

(7.7) AG(d, j, i)

τ
��

l //

r
// v

��

H // {∗},

dondeAG(d, j, i) es la variedad diferenciable compuesta por todos los arreglos de la

forma




(x,X)

U V
0


, donde U,V ∈ v, x∈H y X ∈ h, tal que j(U) = i(X)+Adi(x) j(V).

La estructura de grupoide esta dada por:

Aplicaciones origen y final

r

(
(x,X)

U V

0

)
=V, l

(
(x,X)

U V

0

)
=U

Composición



(x,X)

U V
0







(y,Y)
W Z

0


=




(xy,X+(Adx)(Y))
U Z

0




,
Identidad

Id(U) =




(e,0)
U U

0




Inverso



(x,X)

U V
0



−1

=




(x−1,−Adx−1X)

V U
0


 .

La estructura de algebroide de Lie esta dada por

Proyección del fibrado

τ




(x,X)

U V
0


= x,

Suma del fibrado vectorial



(x,X)

U V
0


+




(x,Y)
W Z

0


=




(x,X+Y)
U +W V+Z

0



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Ancla

ρ




(x,X)

U V
0


= (x,X)

Corchete de secciones. Si Xi =




(Id,τXi)

λXi ρXi

0


 con i= 1,2; entonces

(7.8)

[X1,X2] =




[τ̃X1, τ̃X2]

[λX1,λX2]+LτX1
(λX2)−LτX2

(λX1) [ρX1,ρX2]+LτX1
(ρX2)−LτX2

(ρX1)

0


 ,

dondeτ̃Xi es el campo vectorial invariante a derecha asociado aτXi .

DEMOSTRACIÓN. ConsideremosD,H y V los grupos de Lie conexos, simplemente co-
nexos y localmente simplemente conexos que integran ad,h y v respectivamente. Integrando
los morfismos de álgebras de Liei y j, obtenemos un diagrama de grupos de Lie asociado

H
i
→D

j
← V .

Ahora, construyamos el grupoide doble de Lie delgado asociado

�(D, j, i)
l //
r

//

b
��

t
��

V

����

H
// // {∗}.

Donde, recordamos que�(D, j, i) denota la variedad diferenciable que consta de las 4-uplas


x
f g

y


 tal quei(x) j(g) = j( f )i(y). El cual se puede expresar como(V ×H ) Φ×Ψ (H ×

V ), donde

Φ : V ×H →D, tal queΦ(v,h) = j(v)i(h) y

Ψ : H ×V →D, tal queΨ(v,h) = i(h) j(v).

Comoi y j son transversales en la identidad entonces por teorema 4.12, las aplicacionesΦ y Ψ
son submersiones surjectivas. Describamos el algebroide de Lie doble correspondiente a este
grupoide doble de Lie. Con esta finalidad, construyamos el algebroide de Lie del grupoide de
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Lie �(D, j, i)
t //

b
// H (ver sección 4). Consideremos el diagrama pullback

(7.9) Av(�(D, j, i))

��

// Tb�(D, j, i)

��

H // �(D, j, i)

AhoraX ∈ Av(�(D, j, i)) si y solo si

I. X ∈ TId(x)�(D, j, i) y
II . (TId(x)b)(X)) = 0

para algúnx∈H . Notemos que

TId(x)�(D, j, i) = TId(x)((V ×H ) Φ×Ψ (H ×V )) = (v×TxH ) T(e,x)Φ×T(x,e)Ψ (TxH ×v).

Si X ∈ v eY ∈ TxH , entonces

(TId(x)Φ)(X,Y) = T(e,x)(m◦ ( j× i))(X,Y)

= (T(e,x)m)((Te j)(X),(Txi)(Y))

= (TeRi(x))((Te j)(X))+(Ti(x)Le)((Txi)(Y))

= (TeRi(x))(Te j)(X)+(Txi)(Y)

De igual forma

(T(x,e)Ψ)(Y,X) = T(x,e)(m◦ (i× j))(Y,X)

= (T(i(x),e)m)(Txi(Y),Te j(X))

= (Ti(x)Re)((Txi)(Y))+(TeLi(x))((Te j)(X))

= (Txi)(Y)+(TeLi(x))(Te j)(X).

Así, TId(x)�(D, j, i) es el conjunto de las 4-tuplas




Y
U V

Z


 dondeU,V ∈ v eY,Z ∈ TxH

tal que

(7.10) (TeRi(x))(Te j)(U)+(Txi)(Z) = (Txi)(Y)+(TeLi(x))(Te j)(V).

De otro lado, la condicion 2 asegura que(TId(x)b)(X) = 0, de donde se sigue queZ = 0.
Usando las identificacionesTH ∼= H ⋉ h y TD ∼= D ⋉ d junto con el lema 1.19, tenemos

queTId(x)�(D, j, i) se puede identificar con el conjunto de arreglos




(x,X)

U V
0


 tal que

U,V ∈ v, y∈ H, Y ∈ h y se satisface

(7.11) j(U) = i(X)+Adi(x) j(V).
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Por tanto, si definimos los morfismos de fibrados vectoriales sobreH dados por

ϕ : H ×v→ TD, (x,U) 7→ (i(x), j(U)) y(7.12)

ψ : TH×v→ TD, (x,X,V) 7→ (i(x), i(X)+Adi(x) j(V)),(7.13)

se tiene que

(7.14) AG(d, j, i) = Av�(D, j, i) = (H ×v) (p,ϕ)×(q,ψ) (TH×v)

el pullback de(p,ϕ) y (q,ψ) en la categoría de fibrados vectoriales sobreH , dondep es la
proyección en la primera coordenada yq es la proyección del fibrado tangente deH .

Las formas de las aplicaciones origen y final del grupoide, lacomposición, la identidad y
la inversión se derivan fácilmente a partir de las operaciones correspondientes en el grupoide
doble de Lie delgado�(D, j, i).

Las formas de la proyección del fibrado vectorialA(d, j, i) y la suma del mismo, son con-
secuecia de (7.9).

Basta entonces calcular el corchete de secciones y el ancla de la estructura de algebroide
de Lie. Notemos que siX es una seccion del fibradoA(d, j, i)→H entoncesX tiene la forma

X =




(Id,τX)

λX ρX

0


 ,

dondeλX,ρX :H → v y τX :H → h son aplicaciones suaves. La formula expuesta para el ancla

en el enunciado del teorema es inmediata. Ahora, si consideremosXi =




(Id,τXi)

λXi ρXi

0




con i = 1,2; entonces dado quel y r son morfismos de algebroides de Lie, tenemos quel ◦
[X1,X2] = [λX1,λX2]+LτX1

(λX2)−LτX2
(λX1), al igual quer ◦ [X1,X2] = [ρX1,ρX2]+LτX1

(ρX2)−

LτX2
(ρX1). De otro lado, dado que, a nivel de secciones,ρ es un morfismo de áglebras de Lie,

entonces si denotamos por̃τXi(h)( el campo vectorial invariante a derecha definida porτXi(h),
para todoh∈H , se tiene queρ◦ [X1,X2] = [τ̃X1, τ̃X2]. Como consecuencia,
(7.15)

[X1,X2] =




[τ̃X1, τ̃X2]

[λX1,λX2]+LτX1
(λX2)−LτX2

(λX1) [ρX1,ρX2]+LτX1
(ρX2)−LτX2

(ρX1)

0


 ,

Para calcular el corchete del algebroide de LieA(d, j, i)→ v notemos que el grupoide de Lie
AG(d, j, i)

�

OBSERVACIÓN 6.46. En la prueba del teorema 6.45 usamos la misma notación para un
morfismo de álgebras de Lie y su respectiva integración en la categoría de grupos de Lie.
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OBSERVACIÓN 6.47. El grupoide doble de Lie construido en la prueba del teorema 6.45, es
un grupoide doble de Lie que no satisface la condición de llenado. Sin embargo esta condición
no interviene a la hora de construir el algebroide doble de Lie asociado al grupoide doble de
Lie.

Construiremos ahora un algebroide doble de Lie asociado a diagrama de álgebras de Lie,
derivando la estructura construida en el teorema 6.45.

TEOREMA 6.48. Seanh, v álgebras de Lie y sea(d, i, j) una (v,h)-factorización ded.
Existe un algebroide doble de Lie asociado

(7.16) A(d, j, i)

τ
��

λ // v

��
h // {∗},

donde los elementos deA(d, j, i) son de la forma(X,V,U,X,Y,U), con X,Y ∈ h; U ,V ∈ v y
se satisface la ecuación

j(V) = i(Y)+ [i(X), j(U)].

Las proyeccionesτ y λ estan definidas porλ(X,V,U,X,Y,U) =U y τ(X,V,U,X,Y,U) = X y
donde los algebroides de Lie lateralesA(d, j, i)→ v y A(d, j, i)→ h son subalgebroides de
Lie de los algebroides de Lie triviales Tv⊕ (v× (h⋉h))→ v y Th⊕ (h× (v⋉v))→ h .

DEMOSTRACIÓN. Podriamos probar directamente el teorema, demostrando que se satis-
facen todos los axiomas que definen un algebroide doble de Lie. Sin embargo, tomaremos
de nuevo un camino indirecto y derivaremos la estructura construida en el teorema 6.45. La
estructura resultante es la descrita en el enunciado del teorema a demostrar.

Primero construyamos el algebroide de Lie asociado con el grupoide AG(d, j, i) //// v .
En el siguiente diagrama pullback

A(AG(d, j, i)) //

λ
��

Tr(AG(d, j, i))

��

v // AG(d, j, i),

tenemos queX ∈ A(AG(d, j, i)) si y solo si

X ∈ TId(U)AG(d, j, i) para algunU ∈ v,
TId(U)r(X) = 0.
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Es claro queId(U) = (e,U,e,0,U), para todoU ∈ v . Ahora,

TId(U)AG(d, j, i) = T(e,U,e,0,U)(H ×v) (p,ϕ)×(q,ψ) (TH×v)(7.17)

= T(e,U)(H ×v) T(e,U)(p,ϕ)×T(e,0,U)(q,ψ) T(e,0,U)(H ×h×v)

= (TeH ×TUv) T(e,U)(p,ϕ)×T(e,0,U)(q,ψ) (TeH ×T0h×TUv)

= (h×TUv) T(e,U)(p,ϕ)×T(e,0,U)(q,ψ) (h×h×TUv).

Recordemos queϕ : H ×v→D×d esta definida porϕ(x,U) = (i(x), j(U)), de aquí que
T(e,U)ϕ : h×TUv→ d×Tj(U)d esta dada por la fórmulaT(e,U)ϕ(X,V) = (i(X), j(V)). En efecto,
si definimosγ(t) = (exp tX,U + tV) para todo(X,V) ∈ h×TUv, entoncesγ es un camino en
H ×v tal queγ(0) = (e,U) y d

dt |0γ(t) = (X,V), luego
(7.18)

T(e,U)ϕ(X,V) = T(e,U)ϕ(
d
dt
|0γ(t)) =

d
dt
|0ϕ(γ(t)) =

d
dt
|0(i(exptX), j(U + tV)) = (i(X), j(V)).

Recordemos ahora queψ : H ×h×v→D×d esta definida porψ(x,X,V) = (i(x), i(X)+

Adi(x) j(V)). Sea(X,Y,V)∈ T(e,0,U)(H ×h×v) y definamosf (t) = (exp tX, tY,U+tV) en una

vecindad de 0∈ R. Luego f es un camino enH ×h×v tal que f (0) = (e,0,U) y d
dt |0 f (t) =

(X,Y,V). Ahora,

T(e,0,U)ψ(X,Y,V) = T(e,0,U)ψ(
d
dt
|0 f (t)) =

d
dt
|0 ψ( f (t))(7.19)

=
d
dt
|0 ψ(exp tX, tY,U + tV)

=
d
dt
|0(i(exp tX), i(tY)+Adi(exp tX) j(U + tV))

= (i(X), i(Y)+
d
dt
|0 Adi(exp tX) j(U + tV)))

= (i(X), i(Y)+ [i(X), j(U)]+ j(V)),

En consecuencia, de las igualdades (7.17), (7.18) y (7.19),tenemos que si(X,V,X,Z,W) ∈

TId(U)AG(d, j, i) entoncesX,Z ∈ h, V,W ∈ v y se satisface

j(V) = i(Z)+ [i(X), j(U)]+ j(W).

Si además suponemos queTId(U)r(X,V,Y,Z,W) = 0 entoncesW = 0.
Considerando los fibrados vectorialesπ : h×v×v→ v, ρ : h×h×v→ v y θ : d×d×d→ d

conπ,ρ y θ la proyección en la tercera coordenada y definiendo los siguientes morfismos de
fibrados vectoriales(ω, j) y (σ, j) con

ω : h×v×v→ d×d×d, (X,V,U) 7→ (i(X), j(V), j(U))

y

σ : h×h×v→ d×d×d, (Y,Z,W) 7→ (i(Y), i(Z)+ [i(Y), j(W)], j(W));
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se sigue fácilmente queA(d, j, i) es el subfibrado vectorial sobrev de la suma de Withney
(h×v×v)⊕ (h×h×v)→ v, dado por

A(d, j, i) = A(AG(d, j, i)) = (h×v×v) (ζ,ω,π)×(ξ,σ,ρ) (h×h×v),

dondeξ y ζ es la proyección sobreh en la primera coordenada. Por tanto, hemos construido
un fibrado vectorial doble

A(d, j, i)
λ //

τ
��

v

��
h // {∗}

donde los elementos(X,V,U,X,Y,U)∈ A(d, j, i) son tal queX,Y ∈ h; U,V ∈ v y se satisface
la ecuación

j(V) = i(Y)+ [i(X), j(U)].

Las proyecciones estan definidas porλ(X,V,U,X,Y,U) =U y τ(X,V,U,X,Y,U) = X.

Observemos ahora que el grupoide de LieAG(d, j, i) //// v es un subgrupoide de Lie

del grupoide de Lie trivialv× (H ⋉h)×v //// v . Luego, el algebroide de LieA(d, j, i)→ v

es un subalgebroide del algebroide de Lie trivialTv⊕ (v× (h⋉h))→ v (ver 6.1.1).
Dado que la construcción del grupoide doble�(D, j, i) essimétricapodemos concluir que

el álgebroide de LieA(d, j, i) es un subalgebroide del algebroide de Lie trivialTh⊕ (h× (v⋉
v))→ h.

�

OBSERVACIÓN 6.49. Una forma memotécnica de ver los objetos del algebroide doble
construido en el teorema 6.48, es la siguiente. Dado un elemento (X,V,U,X,Y,U)∈A(d, j, i),
podemos representarlo como un arreglo

(7.20)




(X,Y)
(V,U) U

X




donde la parte superior coresponde al ancla vertical, la parte derecha al ancla horizontal, la
parte izquierda es la proyección horizontal y la parte inferior la proyección vertical.

COROLARIO 6.50. Seanh y v álgebras de Lie. Existe un algebroide doble de Lie,

(7.21) A(v,h)
λ //

τ
��

v

��

h // {∗}

tal queA(v,h)→ v es isomorfo al algebroide de Lie trivial Tv⊕ (v× (h⋉ h)) → v y el
algebroide de LieA(v,h)→ h es isorfo al algebroide de Lie trivial Th⊕ (h× (h× (v⋉v))).
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DEMOSTRACIÓN. En el teorema 6.48 tomaremosd = h⊕ v y los morfismosj e i las
inclusiones canónicas dev y h end. �
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Capítulo 7

Biálgebras infinitesimales de multiplicadores

1. Álgebras de Multiplicadores

Seak un cuerpo yA unak-álgebra asociativa. En esta sección introducimos los preliminares
sobre álgebras de multiplicadores necesarios para el restode nuestro trabajo. Los resultados
aquí consignados aparecen en [VD1, Ap.]

DEFINICIÓN 7.1. Un multiplicador a izquieda deA es una aplicaciónk-lineal L : A→ A
tal queL(xy) = L(x)y, para todox,y∈ A. Un multiplicador a derecha deA es una aplicación
k-lineal R : A→ A tal queR(xy) = xR(y) para todox,y∈ A. Un multiplicador deA es un par
(L,R), dondeL y R son multiplicadores a izquierda y a derecha respectivamente, tales que
xL(y) = R(x)y, para todox,y∈ A.

Denotaremos porL(A), R(A) los conjuntos de multiplicadores a izquierda y a derecha de
A, respectivamente. Tambien denotaremos porM(A) el conjunto de multiplicadores deA.

DEFINICIÓN 7.2. Decimos queA es no degenerada a izquierda si satisface la siguiente
propiedad,

dadoa∈ A tal que para todob∈ A se cumpleab= 0, entoncesa= 0.

Decimos queA es no degenerada a derecha si satisface que,

dadoa∈ A tal que para todob∈ A se cumpleba= 0, entoncesa= 0.

Decimos queA es no degenerada, si es no degenerada a izquierda y a derecha.

OBSERVACIÓN 7.3. Dada un álgebraA, los k-espacios vectorialesL(A) y R(A), admiten
una estructura de álgebra bajo composición. Elk-espacio vectorialM(A) admite una estructura
dek-algebra con el producto definido como

(L1,R1)(L2,R2) = (L1L2,R2R1).

LEMA 7.4. Sea A una k-álgebra. Denotemos porλa : A→ A yρa : A→ A las aplicaciones
de multiplicar a izquierda y a derecha por a, respectivamente. Si A es no degenerada, entonces
las aplicaciones L: A→ L(A),a 7→ λa; R : A→ R(A),a 7→ ρa y M : A→M(A),a 7→ (λa,ρa)

son morfismos de álgebras injectivos.

DEMOSTRACIÓN. Inmediato a partir de la definición 7.2. �

OBSERVACIÓN 7.5. SiA tiene identidad es claro queA es no degenerada y ademásL(A) =
R(A) = M(A).
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EJEMPLO 7.6. SeaG un grupo infinito discreto y seaA = k(G) el álgebra de funciones
con soporte finito del grupoG con valores enk. ClaramenteA es unak-álgebra asociativa no
unital. No es dificil ver queL(A) = R(A) = M(A) y mas aún,M(A) = kG es toda el álgebra de
funciones del grupoG con valores enk [VD1].

LEMA 7.7. Sean A y B son k-álgebras no degeneradas, entonces su producto tensorial
A⊗k B es una k-álgebra no degenerada.

DEMOSTRACIÓN. Consideremosx= ∑i ai⊗bi ∈ A⊗B y supongamos que el conjunto de
los ai es linealmente independiente. Supongamos que(c⊗d)x = 0 para todoc∈ A y d ∈ B;
luego, para todoϕ ∈ B∗ tenemosc∑i aiϕ(dbi) = 0 y como el producto deA es no degenerado
entonces∑i aiϕ(dbi) = 0. De aquí queϕ(dbi) = 0 para todoi, lo cual implica quedbi = 0 para
todoi y como el producto deA es no degenerado, entoncesbi = 0 para todoi. Luego,A⊗B es
no degenerada a derecha.

De la misma manera demostramos queA⊗B es no degenerado a izquierda. �

OBSERVACIÓN 7.8. Dado un multiplicadorx= (L,R) ∈M(A) y un elementoa∈ A, escri-
biremosxa paraL(a) y axparaR(a).

DEFINICIÓN 7.9. SeanA y B álgebras. Decimos que un morfismo de álgebrasϕ : A→
M(B) es no degenerado si y solo siB= ϕ(A)B= Bϕ(A).

PROPOSICIÓN7.10. Si ϕ : A→M(A) es un morfismo no degenerado, entoncesϕ posee
una única extensión a un morfismo de álgebrasM(A)→M(B).

DEMOSTRACIÓN. Definamos

Φ : M(A)→M(B), x 7→Φ(x);

tal queΦ(x)(ϕ(a)b) = ϕ(xa)b y (aϕ(b))Φ(x) = aϕ(bx). Para probar queΦ esta bien definida,
supongamos que∑i ϕ(ai)bi = 0, luego para todox∈M(A), d ∈ A y e∈ B tenemos

eϕ(d)∑
i

ϕ(xai)bi = e∑
i

ϕ(dxai)bi = eϕ(dx)∑
i

ϕ(ai)bi = 0,

y comoϕ y A son no degenerados, entonces∑i ϕ(xai)bi = 0. En conclusión,Φ esta bien defi-
nida. El resto de la prueba es directa. �

2. Biálgebras infinitesimales de multiplicadores

DEFINICIÓN 7.11. Una biálgebra infinitesimal (oε-biálgebra) es un triple(A,m,∆) donde
(A,m) es un álgebra asociativa (no necesariamente unital),(A,∆) es una coálgebra coasociativa
(no necesariamente counital) y para todoa,b∈ A,

∆(ab) = (a⊗1)∆(b)+∆(a)(1⊗b).

Esta última igualdad nos indica que∆ es una derivación de(A,m) con valores en elA-bimodulo
A⊗A.

94



DEFINICIÓN 7.12. Una aplicación lineal∆ : A→M(A⊗A) es uncoproductosi

(a) T3(a⊗b) = ∆(b)(a⊗1) y T4(a⊗b) = (1⊗b)∆(a) son elementos deA⊗A para todo
a,b∈ A,

(b) la aplicación∆ es coasociativa en el siguiente sentido

(2.1) (ι⊗T4)◦ (T3⊗ ι) = (T3⊗ ι)◦ (ι⊗T4).

OBSERVACIÓN 7.13. Usando la notación de Sweedler, introducida por Van Daele para
álgebras de multiplicadores, la identidad (2.1) puede reescribirse como

(2.2) b1a⊗b21⊗cb22 = b11a⊗b12⊗cb2.

En efecto,

(ι⊗T4)◦ (T3⊗ ι)(a⊗b⊗c) = (ι⊗T4)(∆(b)(a⊗1)⊗c)

= (ι⊗T4)(b1a⊗b2⊗c)

= b1a⊗ (1⊗c)∆(b2)

= b1a⊗b21⊗cb22.

(T3⊗ ι)◦ (ι⊗T4)(a⊗b⊗c) = (T3⊗ ι)(a⊗ (1⊗c)∆(b))

= (T3⊗ ι)(a⊗b1⊗cb3)

= ∆(b1)(a⊗1)⊗cb2

= b11a⊗b12⊗cb2.

El valor comun en (2.2) será denotado porb1a⊗b2⊗cb3.

DEFINICIÓN 7.14. Unabialgebra infinitesimal de multiplicadores(abreviadaε-bialgebra
de multiplicadores) es un triple(A,m,∆) donde

I. (A,m) es una álgebra asociativa con producto no degenerado,
II . ∆ : A→M(A⊗A) es un coproducto sobreA, y

III . ∆(ab) = ∆(a)(1⊗b)+(a⊗1)∆(b).

2.1. Ejemplos deε-Bialgebras de multiplicadores.

EJEMPLO 7.15. Conjuntos parcialmente ordenados.
SeaL un conjunto parcialmente ordenado (abreviado “poset”). SeaP el conjunto de todos

los subposets deL con supremo e ínfimo. SiP∈ P denotaremos por 1P y 0P el supremo y el
infimo deP respectivamente.

Denotemos porAP el k-espacio vectorial con baseP dotado con el siguiente producto:

P∗Q=

{
P∪Q si 1P = 0Q

0 en otro caso.

para todoP,Q∈ P y extendemos este producto linealmente a todoAP .
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OBSERVACIÓN 7.16. AP es un álgebra no unital, pero posse unidades locales. En efecto,
si P1,P2, . . . ,Pn ∈ P escribamosS= {x : x= 0Pi} y T = {x : x= 1Pi}. Es claro que∑u∈S{u} y
∑v∈T{v} son unidades locales a izquierda y a derecha, respectivamente, para cualquier com-
binación lineal de{P1,P2, . . . ,Pn}. Como consecuenciaAP es idempotente, su producto es no
degenerado y las aplicaciones canónicas deAP (o AP⊗AP ) en sus multiplicadores es inyectiva.
Tambien es cierto que(AP )

2 = AP .

Notación: Si P ∈ P denotaremos porP0 = P−{1P}. Para todoP ∈ P y x ∈ P0 escribire-
mos(−∞,x]P := {y ∈ P : y≤ x} y [x,+∞)P := {y ∈ P : x≤ y}. Si x 6∈ P0 y x 6= 1P entonces
(−∞,x]P := 0 and[x,+∞)P := 0.

Sea∆ : AP →M(AP ⊗AP ) la aplicación definida por

∆λ(P)(Q⊗R) = ∑
x∈P0

(−∞,x]∗Q⊗ [x,+∞)∗R

y
∆ρ(P)(Q⊗R) = ∑

x∈P0

Q∗ (−∞,x]⊗R∗ [x,+∞).

Es claro que∆λ(P) y ∆ρ(P) son multiplicadores a izquierda y a derecha, respectively,para
AP ⊗AP . Es claro que(P⊗Q)∆λ(T)(R⊗S) = ∆ρ(T)(P⊗Q)(R⊗S).

LEMA 7.17. Sean P,S∈ P . Entonces,

∆(P)(S⊗1) ∈ AP ⊗AP y (1⊗S)∆(P) ∈ AP ⊗AP .

DEMOSTRACIÓN. Probaremos primero que siP,S∈ P y 0S∈ P0 entonces

(∆λ(P)◦ (S⊗1) , (S⊗1)◦∆ρ(P)) = (λU ,ρU),

dondeU = (−∞,0S]P∗S⊗ [0S,+∞)P. En efecto,

∆λ(P)◦ (S⊗1)(X⊗Y) = ∑
x∈P0

(−∞,x]∗ (S∗X)⊗ [x,+∞)∗Y

= (−∞,0S]∗S∗X⊗ [0S,+∞)∗Y, (∗)

(S⊗1)◦∆ρ(P)(X⊗Y) = ∑
x∈P0

(X ∗ (−∞,x])∗S⊗Y∗ [x,+∞)

= X ∗ (−∞,0S]∗S⊗Y∗ [0S,+∞), (∗∗)

and

λU(X⊗Y) = (−∞,0S∗X]∗S∗X⊗ [0S∗X,+∞)∗Y,

ρU(X⊗Y) = X ∗ (−∞,0S]∗S⊗Y∗ [0S,+∞).

Los multiplicadores a izquierda y a derecha determinados por U son identicos a(∗) y (∗∗),
respectivamente. Si 0S no pertence aP0, entonces es claro que∆(P)(S⊗1) = 0.
De la misma manera demostramos que(1⊗S)∆(P) ∈ AP ⊗AP . �
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LEMA 7.18. Usando la notación anterior, el triple(AP ,∗,∆) es unaε-bialgebra de multi-
plicadores.

DEMOSTRACIÓN. Facilmente se prueba que∆ es coasociativa; luego por (7.17)∆ es un
coproducto paraAP . Demostremos entonces que∆ es una derivación. SiP∗Q = 0, entonces
1P 6= 0Q y por tanto 0= ∆(P)(1⊗Q)= (P⊗1)∆(Q). Si P∗Q 6= 0 entonces(P∗Q)0 =P0∪Q0,
luego

∆(P∗Q) = ∑
x∈(P∗Q)0

(−∞,x]P∗Q⊗ [x,+∞)P∗Q

= ∑
x∈P0

(−∞,x]P∗Q⊗ [x,+∞)P∗Q+ ∑
x∈Q0

(−∞,x]P∗Q⊗ [x,∞)P∗Q

= ∑
x∈P0

(−∞,x]P⊗ [x,+∞)P∗Q+ ∑
x∈Q0

(−∞,x]P∗Q⊗ [x,+∞)Q

= ∑
x∈P0

(−∞,x]P⊗ [x,+∞)P∗Q+ ∑
x∈Q0

P∗ (−∞,x]Q⊗ [x,+∞)Q

= ∆(P)(1⊗Q)+(P⊗1)∆(Q).

�

Ejemplo. Un caso particular del ejemplo anterior esL = N y k≤ t iff k|t.

EJEMPLO 7.19. Carcajs. Sea(Q,s, t) un carcaj infinito1, dondesy t denotan la aplicación
origen y final.
SeanA(Q) y V(Q) el conjunto de flechas y vértices deQ respectivamente. Denotemos

Γ = {γ : I → A(Q) : dondeI ⊆ Z es un intervalo yt(γ(i) = s(γ(i +1))}.

el conjunto de caminos de Qy seaIγ = γ−1(A(Q)) el dominio deγ. Si Iγ = (−∞, .) o Iγ =

(.,+∞), escribimoss(γ) = −∞ o t(γ) = +∞, respectivamente. Lalongitud de un caminoγ,
denotada por|γ|, se define como el cardinal del conjuntoIγ.
SeaΓ′ = {γ ∈ Γ : |γ−1(e)| < ∞ para todoe∈V(Q)}∪{−∞,+∞}. LuegoΓ′ es el conjunto de
caminosγ ∈ Γ, que pasan a través de cada vértice una cantidad finita de veces, en conjunción
con dos elementos{−∞,+∞} que no pertenecen aA(Q), para los cuales definimoss(±∞) =

t(±∞) =±∞.

DEFINICIÓN 7.20. Elálgebra de caminos generalizadadeQ es el espacio vectorialk∞Q
con baseΓ′ dotado del producto dado por concatenación de caminos cuando sea posible y cero
en otro caso.

1Por ejemplo la versiónZ de An, dondeAn es el diagrama de Dinkin usual pero orientado, con todas las
flechas de izquierda a derecha.
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Para todoγ ∈ Γ′ definamos∆(γ) = (∆λ(γ),∆ρ(γ)) ∈M(k∞Q⊗k∞Q) dado por:

∆λ(γ)(γ′⊗ γ′′) = ∑
i∈Z

(· · ·γi−2γi−1)∗ γ′⊗ (γi+1γi+2 · · ·)∗ γ′′.(∗)

∆ρ(γ)(γ′⊗ γ′′) = ∑
i∈Z

γ′ ∗ (· · ·γi−2γi−1)⊗ γ′′ ∗ (γi+1γi+2 · · ·).(∗∗)

Formalmente,∆(γ) es multiplicar a derecha o a izquierda, depende del multiplicador que que-
ramos definir, por laserie

∑
i∈Z

· · ·γi−2γi−1⊗ γi+1γi+2 · · · ,

Dado que, por las caracteristicas de los carcajs que estamosconsiderando,{i : ei−1 = s(γ′)}
y {i : t(γ′′) = ei} son conjuntos finitos, entonces las sumas en(∗) y (∗∗) estan bien definidas.
Definamos∆(±∞) = 0 y extendamos∆ linealemente a todok∞Q. Con estas definiciones, es
claro que∆(γ) define un multiplicador dek∞Q⊗k∞Q.

LEMA 7.21. Sea(Q,s, t) un carcaj infinito. Con la notación introducida,(k∞Q,∗,∆) es
unaε-bialgebra de multiplicadores.

DEMOSTRACIÓN. Es fácil probar que∆(γ)(γ′⊗1) ∈ A⊗A, (1⊗ γ)∆(γ′) ∈ A⊗A y que∆
es coasociativa. Veamos por tanto que para todoγ,γ′ ∈ Γ′ se tiene que

∆(γ · γ′) = (γ⊗1)∆(γ′)+∆(γ)(1⊗ γ′) (∗∗∗).

En efecto, sit(γn) 6= s(γ′0) ambos lados de(∗∗∗) son identicamente cero. Ahora,t(γn) = s(γ′0),
entonces

∆(γ · γ′) = ∑
i≤n

(· · ·γi−1⊗ γi+1 · · ·γnγ′0γ′1 · · ·)+∑
1≤i

(· · ·γnγ′0γ′1 · · ·γ
′
i−2γ′i−1⊗ γ′i+1γ′i+2 · · ·).

De otro lado

(γ⊗1)∆(γ′) = (γ⊗ γ′1 · · ·)+(γ⊗1)∑
1≤i

(γ′0 · · ·γ
′
i−1⊗ γ′i+1γ′i+2 · · ·)

= (γ⊗ γ′1 · · ·)+∑
1≤i

(· · ·γn−1γnγ′0 · · ·γ
′
i−1⊗ γ′i+1γ′i+2 · · ·),

y

∆(γ)(1⊗ γ′) = ∑
i≤n

(· · ·γi−1⊗ γi+1 · · ·γn)(1⊗ γ′)

= ∑
i≤n

(· · ·γi−1⊗ γi+1 · · ·γnγ′1 · · ·),

lo cual nos permite concluir que en este casos

∆(γ · γ′) = (γ⊗1)∆(γ′)+∆(γ)(1⊗ γ′) (∗∗∗).

Para otros casos se usa un calculo directo similar al anterior . �

98



3. Carcaj dobles y álgebras de Hopf infinitesimales

DEFINICIÓN 7.22. Uncarcaj doblees un carcaj interno en la categoría de carcajs. Esto es,
una colección(A ,O,s,e), dondeA y O son carcaj ys,e : A → O son morfismos de carcaj.

La anterior definición puede darse en forma explícita de la siguiente manera. Un carcaj
doble consta de los siguientes datos.

Cuatro conjuntosB, V , H y P .
Ocho aplicaciones

t,b : B →H , l , r : B →V , t,b : V → P y l , r : H → P .

Estos datos satisfacen,

tl = lt , bl = lb, tr = rt y br = rb.

Graficamente tenemos la siguiente configuración

(3.1) B
l //
r

//

b
��

t
��

V

b
��

t
��

H
l //
r

// P

Notación.Por abuso de notación, un carcaj doble como en (3.1) lo denotaremos por
(B, V , H , P ), omitiendo las aplicacionest,b.

DEFINICIÓN 7.23. Dado un carcaj doble(B, V , H , P ), todo elementoA∈ B lo llamare-
moscaja orientaday usaremos la siguiente notación gráfica para el mismo

t(A)
· //

��

·

��l(A) A r(A)
· // ·
b(A)

OBSERVACIÓN 7.24. Es claro que la colección de todos los carcaj dobles, con morfismos
entre carcaj dobles definidos de manera obvia, forman un categoria.

3.1. Álgebra de un Carcaj doble.

DEFINICIÓN 7.25. Sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Llamaremostableros básicospa-
ra B, a las aplicacionesA : [m]× [n] → B, con m,n ∈ N. tal que r f (i, j) = l f (i, j + 1) y
t f (i +1, j) = b f(i, j), parai : 1, . . . ,m−1 y j = 1, . . . ,n−1. Donde, dado un numero natu-
ral n escribimos[n] para denotar el conjunto{1,2, . . . ,n}.
A la colección de todos los tableros básicos paraB la denotaremos porT B.
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OBSERVACIÓN 7.26. Cada una de los elementos deA ∈ T B se puede expresar grafica-
mente mediante arreglos decajas dirijidasde la forma,

· //

��

· //

��

·
��

· · · · //

��

·
��A11 A12 · · · A1n

· //

��

· //

��

·
��

· · · · //

��

·
��A21 A22 · · · A2n

· // · // · · · · · // ·
...

...
...

...
...

...
...

...
· //

��

· //

��

·
��

· · · · //

��

·
��Am1 Am2 · · · Amn

· // · // · · · · · // ·

DondeAi j ∈ B y las cajas adyacentes satisfacen las compatibilidades obvias.

NOTACIÓN.Seak un cuerpo y sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Denotemos porkV y
kH las álgebras de carcaj deV y H . Denotamos por̂l y r̂ a las extensiones del y r definidas
como sigue,

l̂ : kT B → kV , A 7→ l(A11)l(A21) · · · l(Am1).

r̂ : kT B→ kV , A 7→ r(A1n)r(A2n) · · · r(Amn),

para todoA∈ T B y dondekT B denota el espacio vectorial con baseT B .

DEFINICIÓN 7.27. Sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Elalgebra de carcaj dobledeB, es
el álgebra que tiene como espacio vectorial subyacentekT B y cuyo producto∗ esta definido
de la siguiente forma. SiA : [m]× [n]→ B y B : [p]× [q]→ B son tableros bï¿12sicos con
r̂(A) = l̂(B), definimosA∗B=C dondeC : [m]× [n+q]→ B es tal queC(i, j) = A(i, j) para
j = 1, . . . ,n y C(i, j) = B(i, j) para j = n+1, . . . ,n+m. DefinimosA∗B= 0 en otro caso. Esto
es,∗ esconcatenación de tableros( cuando sea posible).

DEFINICIÓN 7.28. Sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Lafunción alturaasociada aB, es
la aplicaciónh : T B → N tal que para todoA : [m]× [n]→ B, h(A) := m.

OBSERVACIÓN 7.29. Si para todon∈ N definimosBn = {A∈ T B / h(A) = n}, es claro
quekBn es subálgebra dekT B y mas aún,kT B =⊕n≥1kBn como álgebra.

DEFINICIÓN 7.30. Sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Definamos∆ : kT B→ kT B⊗kT B

de la siguiente forma,

I. Para todoA∈ B, ∆(A) = 0
II . Parabandas verticales,
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· //

��

·

��

·

��

// ·

��

· //

��

·

��

· //

��

·

��A1 A2 ·

��

// ·

��

A3 A1
· //

��

·

��

· //

��

·

��

A1 ·

��

// ·

��

·

��

// ·

��
∆ ( ... ) = A1 ⊗ ... + ·

��

// ·

��

⊗ ... + · · ·+ ... ⊗An

· //

��

·

��

·

��

// ·

��

A2 ·

��

// ·

��

·

��

// ·

��An An · // · An An−1
· // · · // · · // · · // ·

III . ParaA : [m]× [n]→ B conn> 1, definimos∆(A) = 0.

LEMA 7.31. Sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. El triple(kT B ,∗,∆), con∆ definida en
(7.30), constituye una biálgebra infinitesimal.

DEMOSTRACIÓN. Basta demostrar que∆ definida en (7.30) es una derivación coasociati-
va, lo cual es inmediato a partir de la definición. �

3.2. Una bialgebra infinitesimal de multiplicadores asociada a un carcaj doble.

DEFINICIÓN 7.32. Sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Un tablero generalizado enB, es
una aplicaciónA : I ×J→ B, dondeI ,J⊆ Z son intervalos de números enteros, que satisface
rA(i, j) = lA(i, j +1) cuandoi ∈ I , j, j +1 ∈ J y tA(i +1, j) = bA(i, j) cuandoi, i +1 ∈ I y
j ∈ J.

El conjunto formado por todos los tableros generalizados lodenotaremos porT∞B.

OBSERVACIÓN 7.33. La definición (7.32) es similar a la definición dada en (7.25), la única
diferencia es que ahora estamos admitiendo tableros infinitos entodas las direcciones.

DEFINICIÓN 7.34. Seak un cuerpo y sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Supongamos que
el carcaj(V ,P , t,b) no posee lazos. Elálgebra de tableros generalizadossobrek, es el álgebra
cuyo espacio vectorial subyacente eskT∞B y cuyo producto⋆ esta definido como concatena-
ción horizontal de tableros, cuando sea posible y cero en otro caso.

Formalmente, tenemos la siguiente descripción. Sean

l̂ : kT∞B→ k∞V , A : I×{ j, j+1, . . .}→B 7→ · · · l(Ai−1, j)l(Ai, j)l(Ai+1, j) · · · y cero en otro caso.

y

r̂ : kT∞B→ k∞V , A : I×{. . . , j−1, j}→B 7→ · · ·r(Ai−1, j)r(Ai j )r(Ai, j+1) · · · y cero en otro caso.

Dondek∞V denota el álgebra de caminos generalizada deV .
SeanA : I1× J1→ B,B : I2× J2→ B ∈ T∞B. Si r̂(A) 6= l̂(B) o ambos inguales a cero,

definimosA⋆B= 0.
Ahora , si ˆr(A)= l̂(B) 6=0, los cardinales deI1 eI2 son los iguales. Consideremosϕ : I1→ I2

una biyección creciente, tal quer(Ai j ) = l(Bϕ(i)l) (aquí estamos considerandoJ1 = {· · · , j} y
J2 = {l , · · ·}). DefinimosA⋆B=C, dondeC : I1×{· · · , j−1, j, j +1, · · ·} esta definida por
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C(m,n) = A(m,n) si m∈ I1, n∈ {· · · , j−1, j};
C(m,n) = B(ϕ(m), l +(n− j)−1), si m∈ I1 y n∈ { j +1, · · ·}.

Es claro que(kT∞B,⋆) es un álgebra asociativa no unital.

PROPOSICIÓN7.35. Sea(B,V ,H ,P ) un carcaj doble. Consideremos(kT∞B,⋆), el ál-
gebra de tableros generalizados deB. Definamos∆ : kT∞B → M(kT∞B ⊗ kT∞B), como
∆(A) = (∆λ(A),∆λ(A)), donde

I. Si A: I ×J→ B, donde el cardinal de J es mayor que1 entonces∆λ(A),∆ρ(A) = 0.
II . Si A: I ×J→ B y el cardinal de J igual1, entonces

∆λ(A),∆ρ(A) : kT∞B⊗kT∞B → kT∞B⊗kT∞B,

donde, para todo X⊗Y ∈ kT∞B⊗kT∞B,

·

��

·

��

·

��

// ·

��
... Ai+1

∆λ(A)(X⊗Y) = ∑i∈I⊂Z ·

��

// ·

��

⋆ X ⊗ ·

��

// ·

��

⋆Y

Ai
...

· // · · ·

y

·

��

·

��

·

��

// ·

��
... Ai+1

∆ρ(A)(X⊗Y) = ∑i∈I⊂ZX⋆ ·

��

// ·

��

⊗Y ⋆ ·

��

// ·

��Ai
...

· // · · ·

Entonces el triple(T∞B,⋆,∆) constituye una biálgebra infinitesimal de multiplicadores.

DEMOSTRACIÓN. Basta chequiar, mediante un calculo directo, cada uno de los axiomas
de la definición. �

4. ε-Biálgebras de Multiplicadores y categorías monoidales

A continuación recordaremos la definición de categoría monoidal y la de comonoide in-
terno a una categoría monoidal. Para la teoría general de categorías monoidales ver [Ml ] y
[K ].

DEFINICIÓN 7.36. Una categoría monoidal es una colección(C ,⊗,1,α,λ,ρ), dondeC es
una categoría,⊗ :C×C→C es un bifuntor (“producto tensorial”),1es un objeto deC (“objeto
neutro” para el producto tensorial) yα : ⊗(⊗× Id)

∼
→⊗(Id×⊗) (restricción de asociativi-

dad), λ : ⊗(1× Id)
∼
→ Id y ρ : ⊗(Id×1) ∼→ Id (restricciones de unidad) son isomorfismos

naturales. Todos estos datos sujetos a los siguientes axiomas
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I. Axioma del pentágono.Para todoA,B,C,D objetos deC , el siguiente diagrama es
conmutativo

(4.1) (A⊗B)⊗ (C⊗D)

))SSSSSSSSSSSSSS

A⊗ (B⊗ (C⊗D))

55kkkkkkkkkkkkkk

��

((A⊗B)⊗C)⊗D

A⊗ ((B⊗C)⊗D) // (A⊗ (B⊗C))⊗D

OO

II . Axioma del triángulo.Para todo par de de objetosA,B enC , el siguiente diagrama es
conmutativo

(4.2) (A⊗1)⊗B
αA,1,B

//

ρA⊗IdB &&LLLLLLLLLL
A⊗ (1⊗B)

IdA⊗λAxxrrrrrrrrrr

A⊗B

OBSERVACIÓN 7.37. De ahora en adelante, si no hay riesgo de confusión, unacategoría
monoidal(C ,⊗,1,α,λ,ρ), será denotada simplemente por(C ,⊗).

DEFINICIÓN 7.38. Sea(C ,⊗) una categoría monoidal. Un comonoide enC es un triple
(C,∆,ε) donde∆ : C→C⊗C (coproducto) yε : C→ 1 (counidad) son morfismos deC , tal
que los siguientes diagramas son conmutativos

(4.3) C
∆ //

∆
��

C⊗C

IdC⊗∆
��

1⊗C C⊗C
ε⊗IdCoo

IdC⊗ε
// C⊗1

C⊗C
∆⊗IdC

// C⊗C⊗C, C.
λC

ddHHHHHHHHHH ρC

::vvvvvvvvvv
∆

OO

El diagrama de la izquierda recibe el nombre deaxioma de coasociatividady el de la derecha
axioma de counidad.

A continuación daremos algunos ejemplos de categorias monoidales.

EJEMPLO 7.39. La categoríaSetsde todos los conjuntos, es un categoría monoidal, donde
el producto tensorial esta dado por el producto cartesiano yel objeto unidad es un conjunto
con un solo elemento.

EJEMPLO 7.40. Seak-un cuerpo cualquiera. La categoríaVectk de todos losk-espacios
vectoriales es una categoría monoidal donde⊗ = ⊗k y 1= k. Lo mismo se puede afirmar de
la categoría dek-espacios vectoriales de dimensión finita.

En general, dado un anillo conmutativo y unitalR, la categoría deR-modulosMR, es una
categoría monoidal donde⊗=⊗R y 1= R.
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EJEMPLO 7.41. SeaG un grupo finito y seaω ∈ Z3(G,k×) un 3-cociclo normalizado.
Denotaremos porVec(G,ω) la categoría dek-espacios vectorialesG-graduados. Podemos do-
tar a esta categor ía de una estructura de categoría monoidalcomo sigue. SiV =

⊕
g∈GVg y

W =
⊕

g∈GWg son objetos enC(G,ω), entoncesV⊗W :=
⊕

g∈G(V⊗W)g ,donde(V⊗W)g =⊕
xy=gVx⊗k Wy . El objeto unidad esk concentrado en grado 1 (la identidad del grupo). El

morfismo de asociatividad esta dado por el 3-cocicloω, es deciraUVW : (U ⊗V)⊗W →
U ⊗ (V⊗W) esta definido comoaUVW((u⊗v)⊗w) = ω(g,h, f )(u⊗ (v⊗w)), dondeu∈Ug

, v∈Vh ,w∈Wf y g,h, f ∈G. Se puede probar queVec(G,ω) no depende (salvo equivalencia
tensorial) de la clase de representante deω ∈ H3(G,k×).

4.1. Categorías monoidales y biálgebras de multiplicadores. De ahora en adelantek
denotará un cuerpo. Dada unak-álgebra asociativaA (no necesariamente unital) denotaremos
porµA : A⊗A→ A el producto deA. El material de esta subsección es tomado de [JV]. Refe-
rimos al lector a dicha referencia para los detalles y las pruebas de los resultados enunciados.

DEFINICIÓN 7.42. SeaA una k-álgebra. Diremos queA es idempotentesi A = A2 =

{∑i aibi / ai ,bi ∈ A}.
Diremos queA esno degeneradasi dadoa∈ A se cumple que, siab= 0 para todob∈ A

entoncesa= 0 y, asi mismo, siba= 0 para todob∈ A entoncesa= 0.

DEFINICIÓN 7.43. SeaA unak-álgebra, decimos queA poseeunidades locales a izquierda
(resp. a derecha), si para cualquier colección finita{a1, . . . ,an} de elementos deA, existee∈A
tal queeai = ai (resp.aie= ai) para todoi = 1, . . . ,n.

Decimos queA poseeunidades locales, si posee unidades locales a izquierda y a derecha.

OBSERVACIÓN 7.44. Es claro que siA es unak-álgebra con unidades locales, entonces es
idempotente y no degenerada.

DEFINICIÓN 7.45. SeaA unak-álgebra yM un A-módulo a izquierda. Decimos queM es
idempotentesi M = AM = {∑i aimi / ai ∈ A, mi ∈M}.

Diremos queM esno degenerado, si para todom∈M se cumple que, siam= 0 para todo
a∈ A entoncesm= 0.

OBSERVACIÓN 7.46. SiM es unA-módulo a derecha, modificamos de manera obvia la
definición (7.45).

DEFINICIÓN 7.47. ConsideremosA y B dosk-álgebras. Decimos queB es unaextensión
deA siB es unA-bimodulo balanceado y el producto deB esA-bilineal; esto es,(a1�b)�a2=

a1�(b�a2), µB((a�b1)⊗b2)= a�µB(b1⊗b2) y µB(b1⊗(b2�a))= µB(b1⊗b2)�a. Donde
� y � denotan la acción a izquierda y la acción a derecha deA sobreB, respectivamente.

Decimos queB es una extensión idempotente (no degenerada) deA, si B es una extensión
deA la cual es idempotente (resp. no degenerada) comoA-bimodulo.

La siguiente proposición, aunque bien conocida, aparece por primer vez de forma explícita
en [JV].
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PROPOSICIÓN7.48. Sean A y B dos k-álgebras.

I. Existe una correspondecia biyectiva entre morfismos de álgebras λ : B→ L(A) y
estructuras de B-módulo a izquierda sobre A tal que µA : A⊗A→ A es B-lineal a
izquierda (i.e. µA(ba⊗a′) = bµA(a⊗a′), para todo a,a′ ∈ A y b∈ B).

II . Existe una correspondecia biyectiva entre morfismos de álgebrasρ : B→ R(A)op y
estructuras de B-módulo a derecha sobre A tal que µA : A⊗A→ A es B-lineal a
derecha (i.e. µA(a⊗a′b) = µA(a⊗a′)b, para todo a,a′ ∈ A y b∈ B).

III . Existe una correspondecia biyectiva entre morfismos de álgebras f : B→M(A) y
estructuras de B-extensiones sobre A.

DEMOSTRACIÓN. Ver [JV]. �

OBSERVACIÓN 7.49. Dado un par dek-álgebras idempotentes no degeneradas, es claro que
su producto tensorialA⊗B es idempotente y no degenerado. Mas aún, dadoM un A-módulo
a izquierda yN un B-módulo a izquierda, ambos idempotentes no degenerados, entonces su
producto tensorialM⊗N es unA⊗B-módulo a izquierda bajo la acción(m⊗ n)(a⊗ b) =
ma⊗nb, el cual resulta ser idempotente y no degenerado. Lo mismo escierto para modulos a
derecha.

LEMA 7.50. [JV] La colección de k-álgebras idempotentes no degeneradas, admite una
estructura de categoría monoidal, en la cual las extensiones idempotentes no degeneradas
son los morfismos y cuyo producto tensorial es el producto tensorial usual de k-álgebras y
k-módulos(7.49). Denotaremos dicha categoría porDk,

DEMOSTRACIÓN. Ver [JV, Teo. 1.12]. �

DEFINICIÓN 7.51. [JV] Una biálgebra de multiplicadoreses un comonoide interno en la
categoríaDk.

De forma directa , pero no trivial, se puede demostrar la siguiente proposición;

PROPOSICIÓN 7.52. [JV] Un álgebra de Hopf de multiplicadores es una biálgebra de
multiplicadores.

DEMOSTRACIÓN. Ver [JV, Prop. 3.1]. �

4.2. Categorías monoidales yε-bialgebras. A continuación enunciaremos sin demos-
tración un par de resultados de [A2], los cuales nos proveen de una interpretación categórica
de las biálgebras infinitesimales.

DEFINICIÓN 7.53. Elproducto tensorial circularde dosk-espacios vectorialesV y W se
define como elk-espacio vectorial

V⊙W =V⊕W⊕ (V⊗W).
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El producto tensorial circular de dos morfismos linealesf : V→X y g : W→Y es el morfismo
lineal

f ⊙g : V⊙W→ X⊙Y, (v,w,x⊗y) 7→ ( f (v),g(w), f (x)⊗g(y)).

El siguiente lema, a pesar de ser un resultado obvio, lo incluimos para futura referencia.

LEMA 7.54. Dados k-espacios vectoriales U,V y W, la aplicación lineal

(4.4) α : (U⊙V)⊙W→U⊕V⊕W⊕ (U⊗V)⊕ (U⊗W)⊕ (V⊗W)⊕ (U⊗V⊗W),

tal que

((u1,v1,x1⊗y1),w1,(u2,v2,x2⊗y2)⊗w2) 7→ (u1,v1,w1,x1⊗y1,u2⊗y2,v2⊗y2,x2⊗y2⊗w2);

es un ismorfismo lineal, con inverso

(4.5) α−1 : U⊕V⊕W⊕ (U⊗V)⊕ (U⊗W)⊕ (V⊗W)⊕ (U⊗V⊗W)→ (U⊙V)⊙W,

tal que(u1,v1,w1,u2⊗v2,u3⊗w2,v3⊗w3,u4⊗v4⊗w4) 7→ ((u1,v1,u2⊗w2),w1,(u3,0,0)⊗
w2+(0,v3,0)⊗w3+(0,0,u4⊗v4)⊗w4).

De la misma manera, la aplicación lineal

(4.6) β : U⊙ (V⊙W)→U⊕V⊕W⊕ (U⊗V)⊕ (U⊗W)⊕ (V⊗W)⊕ (U⊗V⊗W),

tal que

(u1,(v1, ,w1,x1⊗y1),u2⊗(v2,w2,x2⊗y2)) 7→ (u1,v1,w1,u2⊗v2,u2⊗w2,x1⊗y1,u2⊗x2⊗y2);

es un isomorfismo lineal, con inverso

(4.7) β−1 : U⊕V⊕W⊕ (U⊗V)⊕ (U⊗W)⊕ (V⊗W)⊕ (U⊗V⊗W)→U⊙ (V⊙W),

tal que (u1,v1,w1,u2 ⊗ v2,u3 ⊗ w2,v3 ⊗ w3,u4 ⊗ v4 ⊗ w4) 7→ (u1,(v1,w1,v3 ⊗ w3),u2 ⊗

(v2,0,0)+u3⊗ (0,w3,0)+u4⊗ (0,0,v4⊗w4)).

DEMOSTRACIÓN. Verificación directa. �

OBSERVACIÓN 7.55. Los isomorfismos presentados en el lema (7.54) sonnaturalesy sa-
tisfacen la identidad del pentágono (4.1), dando lugar así auna estructura de categoría monoi-
dal sobreVectk (la colección de todos losk-espacios vectoriales) para la cual el objeto neutro
es 0. Denotaremos esta categoría monoidal por(Vectk,⊙,0).

LEMA 7.56. Dado un k-espacio vectorial V , se le puede asociar un álgebraasociativa
unitaria V′ =V⊕k con producto definido por,

(v1,λ1)(v2,λ2) = (λ2v1+λ1v2,λ1λ2).

Entonces, la asignación
′ : (Vectk,⊙,0)→ (Algk,⊗,k)

V 7→V ′

f : V→W 7→ f ′ = ( f , Id);
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define un funtor monoidal entre la categoría monoidal de k-espacios vectoriales con el pro-
ducto tensorial circular y la categoría de k-álgebras asociativas unitales.

DEMOSTRACIÓN. Basta observar que siV y W son k-espacios vectoriales entonces el
producto circular entreV y W satisface que(V⊙W)′ =V ′⊗W′. Luego, el lema se sigue por
verificación directa de los axiomas que definen un funtor monoidal. �

LEMA 7.57. Dada una k-álgebra asociativa A (no necesariamente unital), se le puede
asociar un álgebra asociativa unital (aumentada) A′ = A⊕k con producto definido por,

(a1,λ1)(a2,λ2) = (a1a2+λ2a1+λ1a2,λ1λ2).

Entonces, existe una estructura de categoría monoidal⊙ en Algk, cuyo elemento neutro es0 y
tal que la asignación

′ : (Algk,⊙,0)→ (AAlgk,⊗,k)

A 7→ A′

f : A→ B 7→ f ′ = ( f , Id);

define un funtor monoidal entre la categoría monoidal de(Algk,⊙,0) y la categoría de k-
álgebras asociativas aumentadas y unitales(AAlgk,⊗,k). Mas aún, el funtor′ es un isomor-
fismo monoidal con inverso dado por el nucleo de la aumentación.

DEMOSTRACIÓN. Basta verificar directamente los axiomas que definen una categoría y
funtor monoidal. �

COROLARIO 7.58. [A2] Sean A y B álgebras asociativas, no necesariamente unitales.
Entonces A⊙B es un álgebra asociativa via

(a,b,x⊗y)(a′,b′,x′⊗y′) = (aa′,bb′,ax′⊗y′+x⊗yb′).

DEMOSTRACIÓN. Se sigue del lema 7.57. �

PROPOSICIÓN 7.59. [A2] Un objeto comonoide counital en la categoría monoidal
(Algk,⊙,0) es precisamente unaε-biálgebra.

DEMOSTRACIÓN. Ver [A2]. �

4.3. Categorías monoidales yε-bialgebras de multiplicadores.

OBSERVACIÓN 7.60. Dados dos objetosA y B enDk, su producto tensorial circular esta
bien definido. Mas aún, resulta ser de nuevo un objeto deDk.

DEFINICIÓN 7.61. SeanA y B objetos deDk, dadosM un A-módulo a izquierda yN un
B-módulo a izquierda, definimos elA⊙B-móduloM⊙N como elk-espacio vectorialM⊕N⊕
(M⊗N) dotado de la acción izquierda

(a,b,x⊗y) · (m,n,u⊗v) = (a ·m,b ·n,x·u⊗y·v).
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Analogamente, siM y N son módulos a derecha, el producto tensorial circular,M⊙N, es
un A⊙B-módulo a derecha, via la acción

(m,n,u⊗v) · (a,b,x⊗y) = (m·a,n ·b,u ·x⊗v·y).

OBSERVACIÓN 7.62. ElA⊙B-móduloM⊙N, resultante en (7.61), es idempotente y no
degenerado.

PROPOSICIÓN7.63. El producto tensorial circular(7.61), provee aDk de una estructura
de categoría monoidal para la cual0 es el objeto neutro.

NOTACIÓN.La categoría monoidal en (7.63) la denotaremos por(DA ,⊙,0).

A causa de las proposiciones (7.52) y (7.59) surge de manera natural la siguiente ¿Se pue-
den extender estas interpretaciones categóricas a las álgebras infitesimales de multiplicadores?
De manera mas precisa, ¿Una biálgebra de multiplicadores esun comonoide en la categoría
(DA,⊙,0)?

OBSERVACIÓN 7.64. SeaA un k-espacio vectorial, siL : A⊙A→ A⊙A es una aplicación

lineal, entoncesL =




L11 L12 | L13

L21 L22 | L23

−− −− | −−

L31 L32 | L33


 , dondeL11,L12,L21,L22 : A→ A, L13,L23 : A⊗

A→ A, L31,L32 : A→ A⊗A y L33 : A⊗A→ A⊗A son aplicaciones lineales.

LEMA 7.65. Sea A una k-álgebra idempotente. Siλ ∈ L(A⊙A), entonces

λ =




λ11 0 0
0 λ22 0
0 λ32 λ11⊗1


 ,

dondeλ11,λ22∈ L(A) y λ32∈ HomA(A,A⊗A).

DEMOSTRACIÓN. Siλ es un multiplicador a izquierda paraA⊙A, entonces dados(x,y,u⊗
v),(x′,y′,u′⊗v′) ∈ A⊙A se cumpleλ((x,y,u⊗v)(x′,y′,u′⊗v′)) = λ(x,y,u⊗v)(x′,y′,u′⊗v′).
Como consecuencia de esta igualdad obtenemos las siguientes tres ecuaciones,

(4.8) λ11(xx′)+λ12(yy′)+λ13(xu′⊗v′+u⊗vy′) = (λ11(x)+λ12(y)+λ1(u⊗v))x,

(4.9) λ21(xx′)+λ22(yy′)+λ23(xu′⊗v′+u⊗vy′) = (λ21(x)+λ22(y)+λ23(u⊗v))y′,

λ31(xx′)+λ32(yy′)+λ33(xu′⊗v′+u⊗vy′) = (λ31(x)+λ32(y)+λ33(u⊗v))(1⊗y′)
(4.10)

+((λ11(x)+λ12(y)+λ13(u⊗v))⊗1)(u′⊗v′).(4.11)

Considerandox= x′=0 y u⊗v= u′⊗v′=0, las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.10) se transforman
enλ12(yy′) = 0, λ22(yy′) = λ22(y)y′ y λ32(yy′) = λ32(y)(1⊗y′), respectivamente. Luego, dado
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queA es idempotente, podemos concluir queλ12 = 0, λ22 ∈ L(A) y λ32 es deA-módulos a
derecha.

Ahora, si consideramosy= y′ = 0 y u⊗v= u′⊗v′ = 0, obtenemos de las ecuaciones (4.8),
(4.9) y (4.10) queλ11(xx′) = λ11(x)x′, λ21(xx′) = 0 y λ31 = 0 respectivamente. De donde
concluimos queλ11∈ L(A), λ21 = λ31 = 0.

Si tomamosx = y = 0 entonces la ecuación (4.8) se transforma enλ13(u⊗ vy′) = 0, de
donde concluimos, por la idempotencia deA, queλ13 = 0.

Analogamente, si tomamosx′ = y′= 0 la ecuación (4.10) nos permite concluir queλ23= 0.
Ahora, tomandox′ = y = u = 0 en (4.10), se deduce queλ33(xu′⊗ v′) = λ11(x)u′⊗ v′.

Como consecuenciaλ33= λ11⊗1. �

LEMA 7.66. Sea A una k-álgebra idempotente. Siρ ∈ R(A⊙A), entonces

ρ =




ρ11 0 0
0 ρ22 0

ρ31 0 1⊗ρ22


 ,

dondeρ11,ρ22∈ R(A) y ρ31∈A Hom(A,A⊗A).

DEMOSTRACIÓN. Analoga a la demostración de (7.65). �

COROLARIO 7.67. Sea A una k-álgebra idempotente. Si(λ,ρ) ∈M(A⊙A) entonces

λ =




λ11 0 0
0 λ22 0
0 λ32 λ11⊗1


 y ρ =




ρ11 0 0
0 ρ22 0

ρ31 0 1⊗ρ22


 ,

donde(λ11,ρ11),(λ22,ρ22) ∈M(A) y (λ32,ρ31) ∈M0(A⊗A).

DEMOSTRACIÓN. Sean(x,y,u⊗v),(x′,y′,u′⊗v′) ∈ A⊙A. Como(λ,ρ) ∈M(A⊙A), en-
tonces(x,y,u⊗v)λ(x′,y′,u′⊗v′) = ρ(x,y,u⊗v)(x′,y′,u′⊗v′). Luego, por los lemas (7.65) y
(7.66) obtenemos las siguientes ecuacionesxλ11(x′) = ρ11(x)x′, yλ22(y′) = ρ22(y)y′ y además

(x⊗1)λ32(y
′)+(x⊗1)(λ11(u

′)⊗v′)+u⊗vλ22(y
′)= ρ11(x)u

′⊗v′+ρ31(x)(1⊗y′)+u⊗ρ22(v)y
′;

de aquí obtenemos las conclusiones deseadas. �

LEMA 7.68. Sea A∈Ob j(Dk). Dado un par de endomorfismos linealλ : A⊙A→ A⊙A y
L : A→ A, los endomorfismos lineales inducidos en A⊙A⊙A estan dados por

(4.12) λ⊙L =




λ11 λ12 0 λ13 0 0 0
λ21 λ22 0 λ23 0 0 0
0 0 L 0 0 0 0

λ31 λ32 0 λ33 0 0 0
0 0 0 0 λ11⊗L λ12⊗L λ13⊗L
0 0 0 0 λ21⊗L λ22⊗L λ23⊗L
0 0 0 0 λ31⊗L λ32⊗L λ33⊗L



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y

(4.13) L⊙λ =




L 0 0 0 0 0 0
0 λ11 λ12 0 0 λ13 0
0 λ11 λ11 0 0 λ11 0
0 0 0 I ⊗λ11 L⊗λ12 0 L⊗λ13

0 0 0 L⊗λ21 L⊗λ22 0 L⊗λ23

0 λ21 λ22 0 0 λ23 0
0 0 0 L⊗λ31 L⊗λ32 0 L⊗λ33




.

DEMOSTRACIÓN. ConsideremosX = (x0
1,x

0
2,x

0
3,x

1
1⊗ x1

2,x
2
1⊗ x2

2,x
3
1⊗ x3

2,x
4
1⊗ x4

2⊗ x4
3) ∈

A⊙A⊙A. Considerando las identificaciones de los lemas (4.4) y (4.6), se sigue que

λ⊙L(x0
1,x

0
2,x

0
3,x

1
1⊗x1

2,x
2
1⊗x2

2,x
3
1⊗x3

2,x
4
1⊗x4

2⊗x4
3) = λ⊙L(X1)+λ⊙L(X2)+λ⊙L(X3)

donde X1 = ((x0
1,x

0
2,x

1
1 ⊗ x1

2),x
0
3,(x

2
1,0,0) ⊗ x2

2), X2 = ((0,0,0),0,(0,x3
1,0) ⊗ x3

2) y X3 =

((0,0,0),0,(0,0,x4
1⊗x4

2)⊗x4
3).

Ahora,

λ⊙L(X1) = ((x0
1,x

0
2,x

1
1⊗x1

2),x
0
3,(x

2
1,0,0)⊗x2

2)

= (λ(x0
1,x

0
2,x

1
1⊗x1

2),L(x
0
3),λ(x

2
1,0,0)⊗L(x2

2))

= (λ11(x
1
0)+λ12(x

2
0)+λ13(x

1
1⊗x1

2),λ21(x
1
0)+λ22(x

2
0)+λ23(x

1
1⊗x1

2),

I(x3
0),(λ11(x

2
1)+λ21(x

2
1)+λ31(x

2
1))⊗ I(x2

2)),

también

λ⊙L(X2) = λ⊙L((0,0,0),0,(0,x3
1,0)⊗x3

2)

= (0,0,(λ12(x
3
1)+λ22(x

3
1)+λ32(x

3
1))⊗L(x3

2))

y

λ⊙L(X3) = λ⊙L((0,0,0),0,(0,0,x4
1⊗x4

2)⊗x4
3)

= (0,0,(λ13(x
4
1⊗x4

2)+λ23(x
4
1⊗x4

2)+λ33(x
4
1⊗x4

2))⊗L(x4
3)).

Sumando obtenemos, nuevamente por las identificaciones de los lemas (4.4) y (4.6), que

λ⊙L(X) =




λ11 λ12 0 λ13 0 0 0
λ21 λ22 0 λ23 0 0 0
0 0 L 0 0 0 0

λ31 λ32 0 λ33 0 0 0
0 0 0 0 λ11⊗L λ12⊗L λ13⊗L
0 0 0 0 λ21⊗L λ22⊗L λ23⊗L
0 0 0 0 λ31⊗L λ32⊗L λ33⊗L







x0
1

x0
2

x0
3

x1
1⊗x1

2
x2

1⊗x2
2

x3
1⊗x3

2
x4

1⊗x4
2⊗x4

3




;

que era la identidad buscada.
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Para encontrar la representación matricial deL⊙λ realizamos un procedimiento similar.
�

PROPOSICIÓN7.69. Los comonoides enDA son triviales.

DEMOSTRACIÓN. Sea(A,∆,ε) un comonoide enDA . Luego,A es unak-álgebra idempo-
tente no degenerada,∆ : A | // A⊙A y ε : A | // 0 son morfismos enDA y los siguientes
diagramas son conmutativos

(4.14) A |
∆ //

−∆
��

A⊙A

−IA⊙∆
��

0⊙A A⊙A|
ε⊙IAoo |

IA⊙ε
// A⊙0

A⊙A |
∆⊙IA

// A⊙A⊙A A.

−∆

OO

|IIIII∼

ddIIII
|uuuuu
∼

::uuuu

Por proposicion (7.48) tener los morfismos∆ y ε enDA, equivale a tener morfismos de
álgebras̃∆ : A→M(A⊙A) y ε̃ : A→ 0. Como consecuencia, para todoa∈ A tenemos un par
de morfismos lineales∆λ(A),∆ρ(a) : A⊙A→ A⊙A que satisfacen las compatibilidades de un
multiplicador.

Por el corolario (7.67) para todoa∈ A,

∆λ(a) =




∆11
λ (a) 0 0
0 ∆22

λ (a) 0
0 ∆32

λ (a) ∆11
λ (a)⊗1


 y ∆ρ(a) =




∆11
ρ (a) 0 0
0 ∆22

ρ (a) 0
∆31

ρ (a) 0 1⊗∆22
ρ (a)


 ,

donde(∆11
λ (a),∆11

ρ (a)),(∆22
λ (a),∆22

ρ (a)) ∈M(A) y (∆32
λ (a),∆31

ρ (a)) ∈M0(A⊗A).
A continuación analizaremos las implicaciones de la conmutatividad de los diagramas

(4.14). Por definición, el morfismoε⊙ IA : A⊙A | // 0⊙ A es la estructura deA⊙A-
extensión sobre 0⊙A determinada por(a,b,x⊗y)� (0,c,0) = (0,bc,0) y (0,c,0)� (a,b,x⊗
y) = (0,cb,0). Por la proposición (7.48), esto equivale a tener un morfismode álgebras
ε̃⊙ IA : A⊙ A→ M(0⊙ A) el cual puede extenderse a un morfismo de álgebrasε⊙ IA :
M(A⊙A)→M(0⊙A) de la siguiente manera. Si(λ,ρ) ∈M(A⊙A) y a = ∑aiai ∈ A, en-
tonces

ε⊙ IA(λ)(0,a,0) = ε⊙ IA(λ)∑(0,ai,0)(0,a
i,0)

= ∑ ε̃⊙ IA(λ(0,ai,0))(0,a
i,0)

= ∑ ε̃⊙ IA(λ12(ai),λ22(ai),λ32(ai))(0,a
i,0)

= (0,∑λ22(ai)a
i ,0) = (0,λ22(a),0).

Luegoε⊙ IC(∆λ(a))(0,b,0) = (0,∆22
λ (a)(b),0) y como consecuencia de la conmutatividad de

(4.14) se tiene que∆22
λ (a)(b) = ab.

Analogamente, usando que(IA⊙ε)◦∆λ corresponde a la representación regular deA (con-
mutatividad del lado derecho del diagrama para la counidad en (4.14)), se puede concluir que
∆11

λ (a)(b) = abpara todoa,b∈ A.
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Un análisis similar nos permite deducir la misma conclusiónpara∆ρ. Como consecuencia
para todoa∈ A,

∆λ(a) =




λa 0 0
0 λa 0
0 ∆32

λ (a) λa⊗1


 y ∆ρ(a) =




ρa 0 0
0 ρa 0

∆31
ρ (a) 0 1⊗ρa


 ,

dondeλa y ρa denotan la multiplicación a izquierda y a derecha pora, respectivamente.
Seaa∈ A y denotemosX = (x0

1,x
0
2,x

0
3,x

1
1⊗x1

2,x
2
1⊗x2

2,x
3
1⊗x3

2,x
4
1⊗x4

2⊗x4
3) ∈ A⊙A⊙A;

si X se puede expresar como

(4.15) (∆⊙ I)(x1,x2,x3⊗x4)(x
0
1,x

0
2,x

0
3,x

1
1⊗x1

2,x
2
1⊗x2

2,x
3
1⊗x3

2,x
4
1⊗x4

2⊗x4
3),

entonces de (4.12) tenemos las siguientes igualdades

x1x0
1 = x0

1,(4.16)

x1x0
2 = x0

2,(4.17)

x2x0
3 = x0

3,(4.18)

∆32
λ (x1)(x

0
2)+∆33

λ (x1)(x
1
1⊗x1

2) = x1
1⊗x1

2,(4.19)

(∆11
λ ⊗ I)(x3⊗x4)(x

1
1⊗x1

2) = x2
1⊗x2

2,(4.20)

(∆22
λ ⊗ I)(x3⊗x4)(x

3
1⊗x3

2) = x3
1⊗x3

2,(4.21)

(∆32
λ ⊗ I)(x3⊗x4)(x

3
1⊗x3

2)+(∆33
λ ⊗ I)(x3⊗x4)(x

4
1⊗x4

2⊗x4
3) = x4

1⊗x4
2⊗x4

3.(4.22)

de la misma forma, si

(4.23) X = (I ⊙∆)(x1,x2,x3⊗x4)(x
0
1,x

0
2,x

0
3,x

1
1⊗x1

2,x
2
1⊗x2

2,x
3
1⊗x3

2,x
4
1⊗x4

2⊗x4
3),

entonces

x1x0
1 = x0

1,(4.24)

x2x0
2 = x0

2,(4.25)

x2x0
3 = x0

3,(4.26)

(I ⊗∆11
λ )(x3⊗x4)(x

1
1⊗x1

2) = x1
1⊗x1

2,(4.27)

(I ⊗∆22
λ )(x3⊗x4)(x

2
1⊗x2

2) = x2
1⊗x2

2,(4.28)

∆32
λ (x2)(x

0
3)+∆33

λ (x2)(x
3
1⊗x3

2) = x3
1⊗x3

2,(4.29)

(I ⊗∆32
λ )(x3⊗x4)(x

2
1⊗x2

2)+(I ⊗∆33
λ )(x3⊗x4)(x

4
1⊗x4

2⊗x4
3) = x4

1⊗x4
2⊗x4

3.(4.30)

Ahora,

(∆⊙ I)(∆(a))X = (∆⊙ I)(∆(a)(x1,x2,x3⊗x4))(x
0
1,x

0
2,x

0
3,x

1
1⊗x1

2,x
2
1⊗x2

2,x
3
1⊗x3

2,x
4
1⊗x4

2⊗x4
3),

y

(I⊙∆)(∆(a))(X)= (I⊙∆)(∆(a)(x1,x2,x3⊗x4))(x
0
1,x

0
2,x

0
3,x

1
1⊗x1

2,x
2
1⊗x2

2,x
3
1⊗x3

2,x
4
1⊗x4

2⊗x4
3).

112



Como consecuencia, por (4.12) y (4.13), dado que(∆⊙ I)(∆(a)) = (I ⊙∆)(∆(a)), obtenemos

ax1x0
1 = ax1x0

1,(4.31)

ax2x0
2 = ax1x0

2,(4.32)

ax2x0
3 = ax2x0

3,(4.33)

(I ⊗∆11
λ )(∆32

λ (a)x2+∆33
λ (x3⊗x4))(x

1
1⊗x1

2) = ∆32
λ (ax1)x

0
2+∆33

λ (ax1)(x
1
1⊗x1

2),(4.34)

(I ⊗∆22
λ )(∆32

λ (a)x2+∆33
λ (x3⊗x4)) = (∆11

λ ⊗ I)(∆32
λ (a)x2+∆33

λ (x3⊗x4))(x
2
1⊗x2

2)(4.35)

∆32
λ (ax2)x

0
3+∆33

λ (ax2)(x
3
1⊗x3

2) = (∆22
λ ⊗ I)(∆32

λ (a)x2+∆33
λ (a)(x3⊗x4))(x

3
1⊗x3

2)(4.36)

y por último

(I ⊗∆32
λ )(∆32

λ (a)x2+∆33
λ (a)(x3⊗x4))(x

2
1⊗x2

2)(4.37)

+(I ⊗∆33
λ )(∆32

λ (a)x2+∆33
λ (a)(x3⊗x4))(x

4
1⊗x4

2⊗x4
3)

= (∆32
λ ⊗ I)(∆32

λ (a)x2+∆33
λ (a)(x3⊗x4))(x

3
1⊗x3

2)

+(∆33
λ ⊗ I)(∆32

λ (a)x2+∆33
λ (a)(x3⊗x4))(x

4
1⊗x4

2⊗x4
3).(4.38)

Oservemos que

(∆32
λ ⊗ I)(∆33

λ (a)(x3⊗x4))+(∆33
λ ⊗ I)(∆33

λ (a)(x3⊗x4))(x
4
1⊗x4

2⊗x4
3)

(4.39)

= (∆32
λ ⊗ I)(ax3⊗x4)(x

3
1⊗x3

2)+(∆33
λ ⊗ I)(ax3⊗x4)(x

4
1⊗x4

2⊗x4
3)

= ((a⊗1)∆32
λ (x3)⊗x4)(x

3
1⊗x3

2)+(∆32
λ (a)⊗ I)(x3⊗x4)(x

3
1⊗x3

2)+ax3x4
1⊗x4

2⊗x4x4
3

= ((a⊗1⊗1)(∆32
λ ⊗ I)(x3⊗x4)(x

3
1⊗x3

2)+∆33
λ (x3⊗x4)(x

4
1⊗x4

2⊗x4
3))

+(∆32
λ (a)⊗ I)(x3⊗x4)(x

3
1⊗x3

2)

= (a⊗1⊗1)(x4
1⊗x4

2⊗x4
3)+(∆32

λ (a)⊗ I)(x3
1⊗x3

2) por (4.22).

Además,

(I ⊗∆32
λ )(∆33

λ (a)(x3⊗x4))(x
2
1⊗x2

2)+(I ⊗∆33
λ )(∆33

λ (a)(x3⊗x4))(x
4
1⊗x4

2⊗x4
3)(4.40)

= (a⊗1⊗1)(I ⊗∆32
λ )(x3⊗x4)(x

2
1⊗x2

2)+(I ⊗∆33
λ )(x3⊗x4)(x

4
1⊗x4

2⊗x4
3)

= (a⊗1⊗1)(x4
1⊗x4

2⊗x4
3) por (4.30)

De aquí, por (4.37), (4.39) y (4.40), podemos concluir que

(I ⊗∆32
λ )(∆32

λ (a)x2)(x
2
1⊗x2

2)+(I ⊗∆33
λ )(∆32

λ (a)x2)(x
4
1⊗x4

2⊗x4
3)

(4.41)

= (∆32
λ ⊗ I)(∆32

λ (a)x2)(x
3
1⊗x3

2)+(∆33
λ ⊗ I)(∆33

λ (a)x2)(x
4
1⊗x4

2⊗x4
3)+(∆32

λ (a)⊗ I)(x3
1⊗x3

2).
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Observemos que si consideramos nulas todas las componentesde X, salvox3
1⊗ x3

2, podemos
concluir de (4.41) que,(∆32

λ (a)⊗ I)(x3
1⊗x3

2) = 0, lo cual nos permite concluir que∆32
λ (a) = 0

para todoa∈ A.
De manera totalmente análoga demostramos que∆31

ρ = 0, lo cual concluye la prueba.�

En vista de la proposición (7.69), no es posible dar una interpretación categórica directa pa-
ra lasε-bialgebras de multiplicadores, de forma analoga a la ya existente para lasε-biálgebras.
Queda así abierto el problema de encontrar una caracterizacón categórica de lasε-bialgebras
de multiplicadores, problema que será explorado en un trabajos posteriores.
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Capítulo 8

Biálgebras de Lie de derivadores

En este capítulo proponemos el concepto debiálgebra de Lie de derivadores, la cual es una
generalización de la noción de biálgebra de Lie y presentamos una relación entreε-bialgebras
de multiplicadores y bialgebras de Lie de derivadores.

Seak un cuerpo arbitrario, todos los espacios vectoriales y productos tensoriales conside-
rados en este capítulo son sobrek.

1. Biálgebras de Lie de derivadores

DEFINICIÓN 8.1. Una biálgebra de Lie de derivadoreses una colección de datos
(g, [·, ·],δ,ζ,T1,T2) donde:

(g, [·, ·]) es un álgebra de Lie,
δ,ζ : g→ Der(g,g⊗g) son derivaciones y
T1,T2 : g⊗g→ g⊗g son aplicaciones lineales;

Estos datos sujetos a las siguientes condiciones:

Antisimetría . Las aplicaciones linealesδ,ζ son antisimétricas, esto es, para todo
x∈ g

τ◦δa =−δa y τ◦ζb =−ζb.

CoJacobi generalizada. Para todoa,b,x∈ g,

(1.1) (Id+σ+σ2)(ζb⊗ Id)(T1(a⊗x)) = (Id+σ+σ2)(δa⊗ Id)(τ(T2(x⊗b))).

Dondeζa y δb denotanζ(a) y δ(b) respectivamente,τ : g⊗ g→ g⊗ g denota el flip yσ =

(Id⊗ τ)(τ⊗ Id) la permutación cíclica.
El par(δ,ζ) será llamado elco-corchetedeg y las aplicacionesT1,T2 operadores de entre-

lazamiento.

Recordemos la definición de biálgebra de Lie,

DEFINICIÓN 8.2. Una biálgebra de Lie sobrek, es un triple(g, [·, ·],δ) donde(g, [·, ·]) es
unak-álgebra de Lie,δ : g→ g⊗g es una derivación y se satisfacen las siguienetes condiciones,

(Antisimetría ) τ◦δ =−δ y
(CoJacobi)(Id+σ+σ2)(δ⊗ Id)δ = 0.

EJEMPLO 8.3. Sig es una álgebra de Lie unidimensional todas las estructuras de biálgebra
de Lie son triviales, esto es, nulas.
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EJEMPLO 8.4. Seag un álgebra de Lie simpleg, ∆ un sistema de raices. Definamosr =

∑α∈∆+ eα ∧ e−α. La dereviación interna determinada porr es una estrucutra de bialgebra de
Lie sobreg.

EJEMPLO 8.5. Sea(g, [·, ·],β) una biálgebra de Lie y consideremosα : g→ k un funcional
lineal no nulo. Definamos

δ,ζ : g→Der(g,g⊗g) por δ(x) = ζ(x) = α(x)β
y

T1,T2 : g⊗g→ g⊗g porT1(a⊗x) = α(a)β(x) y T2(x⊗b) = α(b)β(x).
La colección(g, [·, ·],δ,ζ,T1,T2) es una biálgebra de Lie de derivadores.

EJEMPLO 8.6. Consideremosg un algebra de Lie de dimensión 2. Sea{X,Y} base deg tal
que[X,Y] =X. Consideremos la derivaciónβ : g→ g⊗g definida porβ(X)=X∧Y y β(Y)=0.
Definamos el par de operadoresιX : g→ g∧g y ιY : g→ g∧g por ιX(Z) = Z∧X y ιY(Z) =
Z∧Y, respectivamente. Definamosδ = ζ comoδ(X) = ιY y δ(Y) = X, luego extendemos por
linealidad. Claramenteδ es una derivación deg con valores enDer(g,g⊗g). Si consideramos
T1 = T2 = Id : g⊗ g→ g⊗ g, entonces(g, [·, ·],δ,δ, Id, Id) forman una bialgebra de Lie de
derivadores. La verificación se deja al lector, basta observar que cada uno de de los lados de la
igualdad (1.1) se anulan.

Más ejemplos debiálgebras de Lie de derivadoresse darán en la próxima sección usando
el teorema 8.9.

2. Biálgebras infinitesimales de multiplicadores y biálgebras de Lie de derivadores

En esta sección describiremos una forma de obtener biálgebras de Lie de multiplicadores
en una manera similar a la cual en [A2] se obtienen biálgebras de Lie a partir de bialgebras
infinitesimales.

DEFINICIÓN 8.7. Sea(A,µ,∆) una biálgebra infinitesimal de multiplicadores. Elbibalan-
ceadordeA es la aplicación linealB : A→ End(A⊗A)2 tal queB(a) = (B(a),B(a)), donde

(2.1) B(a)(x⊗y) = (x⊗1)τ∆(y)(1⊗a)−τ∆(y)(1⊗ax)+(1⊗y)∆(x)(a⊗1)−∆(x)(ay⊗1),

y

(2.2) B(a)(x⊗y) = (xa⊗1)τ∆(y)−(a⊗1)τ∆(y)(1⊗x)+(1⊗ya)∆(y)−(1⊗a)∆(x)(y⊗1).

Decimos queB essimétricasi, para todoa∈ A, se cumpleB(a) = B(a)◦ τ y B(a) = B(a)◦ τ
. Decimos queA esbibalanceadasi su bibalanceador es nulo.

PROPOSICIÓN8.8. Sea(A,µ,∆) una biálegbra infitesimal de multiplicadores. Definamos
las siguientes aplicaciones lineales

(2.3) δ : A→Homk(A,A⊗A), x 7→ δa(x) := ∆(x)(a⊗1)− τ(∆(x)(a⊗1)),
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(2.4) ζ : A→Homk(A,A⊗A), x 7→ ζa(x) := (1⊗a)∆(x)− τ((1⊗a)∆(x)).

Entonces,

(2.5) δa[x,y] = x·δa(y)−y·δa(x)+B(a)(y⊗x)−B(a)(x⊗y),

y

(2.6) ζa[x,y] = x·ζa(y)−y·ζa(x)+B(a)(y⊗x)−B(a)(x⊗y).

DEMOSTRACIÓN. Si a,x,y∈ A entonces

δa[x,y] = ∆([x,y])(a⊗1)− τ∆([x,y](a⊗1))

= ∆(xy−yx)(a⊗1)− τ(∆(xy−yx)(a⊗1)), and since∆ is a derivation,

= (x⊗)∆(y)(a⊗1)+∆(x)(a⊗y)− (y⊗1)∆(x)(a⊗1)−∆(y)(a⊗x)

− τ((x⊗)∆(y)(a⊗1))− τ(∆(x)(a⊗y))+ τ((y⊗1)∆(x)(a⊗1))+ τ(∆(y)(a⊗x)).

De otro lado,

x·δa(y) = (adx⊗1+1⊗adx)δa(y)

= (x⊗1)δa(y)−δa(y)(x⊗1)+(1⊗x)δa(y)−δa(y)(1⊗x)

= (x⊗1)∆(y)(a⊗1)− τ((1⊗x)∆(y)(a⊗1))−∆(y)(ax⊗1)+ τ(∆(y)(a⊗x))

+(1⊗x)∆(y)(a⊗1)− τ((x⊗1)∆(y)(a⊗1))−∆(y)(a⊗x)+ τ(∆(y)(ax⊗1)).

También tenemos que,

y·δa(x) = (y⊗1)∆(x)(a⊗1)− τ((1⊗y)∆(x)(a⊗1))−∆(x)(ay⊗1)+ τ(∆(x)(a⊗y))

+(1⊗y)∆(x)(a⊗1)− τ((y⊗1)∆(x)(a⊗1))−∆(x)(a⊗y)+ τ(∆(x)(ay⊗1)),

entonces, por definición del bibalanceador, obtenemos (2.5). De la misma manera obtenemos
la ecuación (2.6). �

TEOREMA 8.9. Sea(A,µ,∆) una biálgebra infinitesimal de multiplicadores. Si el bibalan-
ceador de A es simétrico, entonces las aplicaciones lineales

(2.7) δ : A→ Der(A,A⊗A), x 7→ δa(x) := (1⊗a)∆(x)− τ((1⊗a)∆(x)),

(2.8) ζ : A→ Der(A,A⊗A), x 7→ ζa(x) := ∆(x)(a⊗1)− τ(∆(x)(a⊗1)),

estan bien definidas, dondeδa := δ(a) y ζa := ζ(a). Mas aún, si definimos

T1,T2 : ALie⊗ALie→ ALie⊗ALie por T1(u⊗v) = (1⊗u)∆(v) y T2(u⊗v) = ∆(u)(v⊗1),

entonces la colección(A, m−m◦ τ, δ, ζ,T1,T2) es una biálgebra de Lie de derivadores.

DEMOSTRACIÓN. Dado que el bibalanceador deA es simétrico, por la proposición 8.8,
las aplicacionesδ y ζ son derivaciones que tomán valores el espacio de derivaciones deALie
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con valores en elALie-móduloA⊗A. Basta demostrar entonces que se satisface coJacobi ge-
neralizada. En efecto, seana,b,x∈ A, usando la notación de sweedler

(ζb⊗ Id)(T1(a⊗x)) = (∆⊗ Id)((1⊗a)∆(x))(b⊗1⊗1)(2.9)

− (τ⊗ id)((∆⊗ Id)((1⊗a)∆(x))(b⊗1⊗1)

= x(1)(1)b⊗x(1)(2)⊗ax(2)−x(1)(2)⊗x(1)(1)b⊗ax(2).

De otro lado,

(δa⊗ Id)(τ(T2(x⊗b))) = (1⊗a⊗1)(∆⊗ Id)(τ(∆(x)(b⊗1)))(2.10)

− (τ⊗ id)((1⊗a⊗1)(∆⊗ Id)(τ(∆(x)(b⊗1))))

= x(2)(1)⊗ax(2)(2)⊗x(1)b−ax(2)(2)⊗x(2)(1)⊗x(1)b.

Luego, dado que∆ es coassociativa (2.1), entoncesx(1)(1)b⊗x(1)(2)⊗ax(2) = x(1)b⊗x(1)(2)⊗
ax(2). De aquí, se sigue facilmente que(Id+σ+σ2)(ζb⊗ Id)(T1(a⊗x)) = (Id+σ+σ2)(δa⊗

Id)(τ(T2(x⊗b))). �
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