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Grupoides y algebroides dobles de Lie

Jesus Alonso Ochoa Arango.
Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica; UNC.

Resumen

Un grupoide doble es un conjunf® dotado con dos estructuras diferentes (pero compa-
tibles) de grupoide sobre bases generalmente difererdastilEepresentar los elementos de
B como cajas que pueden ser “concatenadas” horizontal caieninte de acuerdo con la
estructura de grupoide que esté bajo consideracion. Los lagtticales (respectivamente ho-
rizontales) de una caja pertenecen a otro grup@id@esp.#). Un grupoide doble se dice
delgadosi cualquier caja estd completamente determinada por sti®dados. La nocidén de
grupoide doble fue introducida poElp] y estudiada posteriormente eB,[BJ, BM, BS] y
referencias alli citadas.

La nocién de grupoide doble de Lie fue definida e investigaatakp Mackenzie M1,

M4]; ver también P, M2, LW2] para aplicaciones a geometria diferencial y de Poisson. En
particular, el tema de la clasificacion de los grupoideseaodk Lie fue propuesta eNll]y
[BM].

En este trabajo demostramos que todo grupoide doble de hia@@mén medular propia
esta completamente determinado por una factorizacion agenio grupoide de Lie “diago-
nal” canonicamente definido. Tambien estudiamos la velsifimtesimal de este concepto,
la de algebroide doble de Lig como resultado introducimos una nueva clase de ejemplos
construidos a partir de ciertos diagramas de algebras dé&hita parte final proponemos los
conceptos deialgebra infinitesimal de multiplicadorgsde bialgebra de Lie de derivadorgs
presentamos algunos ejemplos y como resultado principaktieparte demostramos, bajo
ciertas condiciones, como obtener a partir de biddgebra infinitesimal de multiplicadores
unabialgebra de Lie de derivadores

Palabras clavesGrupoides de Lie, Algebroides de Lie, Bialgebras infiniteses,
bialgebras de Lie, Algebras de Multiplicadores.
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1. Introduccién

El presente trabajo esta dividido en tres partes las cuakzsitiremos a continuacion.

Un grupoide doble es un conjun#® dotado con dos estructuras diferentes (pero compa-
tibles) de grupoide sobre bases generalmente difererdastilEepresentar los elementos de
B como cajas que pueden ser “concatenadas” horizontal cakengénte de acuerdo con la
estructura de grupoide que esté bajo consideracion. Los lagtticales (respectivamente ho-
rizontales) de una caja pertenecen a otro grup@id@esp.#). Un grupoide doble se dice
delgadosi cualquier caja estd completamente determinada por sti®dados. La nocién de
grupoide doble fue introducida poEl] y estudiada posteriormente eB,[BJ, BM, BS] y
referencias alli citadas.

La nocion de grupoide doble de Lie fue definida e investigamtakp Mackenzie M1,

M4]; ver también P, M2, LW2] para aplicaciones a geometria diferencial y de Poisson. En
particular, el tema de la clasificacion de los grupoideseade Lie fue propuesta eNl]l]y
[BM]. En un articulo posterior, una respuesta completa a estdena fue dada en el caso
particular de grupoides dobles de Lie localmente trividlags[AN3] se dio, en dos pasos, una
descripcion completa de todos los grupoides dobles desréara enunciarla, recordemos que
un diagrama sobre un par de grupoidéy A es un triple(D, j,i) donde?D es un grupoide
ei:H — D, |: VY — Dson morfismos de grupoides (sobre un conjunto de puntoslfijs).
resultados obtenidos eAIN3] son los siguientes:

(a) Cualquier grupoide doble es una extension de un gruplmdie delgado (smarco
por un fibrado de grupos abelianos.

(b) La categoria de grupoides dobles delgados, con gruptatierales, vertical y hori-
zontal, V' y H, respectivamente, que satisfacen la condicion de llereslequiva-
lente a la categoria de diagramas sobrg 4.

En la primer parte de mi tesis, extendemos la parte (b) alkegtmide grupoides dobles
de Lie. En este contexto, en lugar de la condicidon de llenestpyerimos que la aplicacion
top-rightsea una submersion suryectitddl]. Como es natural esperar, existen algunos ingre-
dientes topolégicos y geométricos en nuestro principallt@so el cual es enunciado como
sigue:

La categoria de los grupoides dobles de Lie delgados, copaides de Lie laterales
(horizontal y vertical)# y 4V (respectivamente), y accibn medular propia, es equivalent
la categoria de diagramas de grupoides de LB, j,i) tal que las aplicaciones j y i son
transversales en las identidades.

Nuestra prueba se basa &N3, Theorem 2.8] y algunas consideraciones topologicas y
diferenciables tales como la propiedad de gquackeion medulaisea propia y la condicion de
transversalidad sobre los morfismos involucrados en unmalti@gde grupoides de Lie.
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El paso(a) es imposible de probar en toda su generalidad en el contexgwadipoides
dobles de Lie, pero daremos algunas consideraciones lsagu#des es posible obtener par-
cialmente dicho resultado.

La segunda parte de esta tesis trata del conceptgdbroide doble de Lieel cual aproxi-
madamente, es la abstraccion de la estructura resultadiégizhr,en dos pasqsin grupoide
doble de Lie, en forma similar a la cual a partir de un grupo igeobtenemos un algebra de
Lie. El resultado principal de esta parte es la construcd@nna nueva familia de ejemplos
de algebroides dobles de Lie a partir dediamgrama de algebras de Li¢as cuales son com-
patibles en un sentido preciso. En efecto, @ea j) un diagrama de algebras de Lie sobre
v tal qued = h 4 v. Existe una estructura de algebroide doble de Lie, sobrieradid vectorial
doble

hxox(hixjv) ——=10

|

h ———{x}
de formatal quea(,i, j) :=h xv x (hix| v) es un subalgebroide doble de Lie del algebroide
doble de Lie trivial construido a partir de las algebras dehly v. La prueba de este resultado
radica, esencialmente, en derivar el grupoide doble de dmsteuido en la primera parte a
partir de un diagrama de grupos de Lie, que satisface ciestadiciones técnicas adicionales.

La tercera y Ultima parte de esta tesis se centra alrededarraeeptos afines a la teoria
de algebras de Hopf. En esta parte proponemos el concepidldgebra infinitesimal de mul-
tiplicadoresy exponemos, basados en trabajos de M. Agudi [A2] y Van Daele VD1],
[VD2], algunos ejemplos de estas estructuras que surgen de fatonal a partir de algunos
objetos de naturaleza combitanoria. También introduciehoencepto déidlgebra de Lie de
derivadoresy presentamos algunos ejemplos de esta estructura. Bagsylrincipal de esta
parte enuncia una relacion entre las bidlgebras infini@sisnde multiplicadores y las bial-
gebras de Lie de derivadores, via una aplicacién llanb#sklanceadorPara ser precisos, se
demuestra que §A, A, m) es una bialgebra infinitesimal de multiplicadores con ébheeador
simétrico, entonce@A, A — tA,m— n1) es una bialgebra de Lie de derivadores.
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Capitulo 1

Preliminares de la teoria de Grupoides

En este capitulo introduciremos algunas nociones basekstdoria de grupoides y pre-
sentaremos algunos resultados topolégicos y geométrieossarios para el desarrollo de
nuestro trabajo.

1. Definiciones
1.1. Aplicaciones propias.

DEFINICION 1.1. SeaX un espacio tololdgico. Diremos queescuasicompactai todo
cubrimiento abierto dX admite un subcubrimiento finito.
Diremos queX escompactcsi X es Hausdorff y cuasicompacto.

DEFINICION 1.2. SearX eY espacios topoldgicos. Una aplicacion contifiuaX — Y se
dice cerrada si para todo cerradd X, su imagerf (C) es cerrado eN.

SeanX,Y,Wy Z espacios topoldgicos. $i: X — Y y g: W — Z son aplicaciones continuas
cerradas, el productbx g: X xW — Y x Z no es necesariamente una aplicacion cerrada.

EJeEmPLO1.3. Consideremos la aplicacién constante identicameraefn Q — Q, donde
el codominio def lo estamos considerando con la topologia discreta. Lazapdino f x Idg :
Q xQ— Q xQno es cerrada. En efecto, el conjuite= {(x,1/x) / x€ Q,x+# 0} es cerrado
enQ x Q, sin embargo el conjuntf(0,x) / x € Q,x# 0} imagen deH bajo f x Idg, no lo es.

PROPOSICION1.4. Sean X e Y dos espacios topologicos yXf — Y una aplicacion
continua; los siguientes enunciados son equivalentes:

I. Para todo espacio topologico Y, la aplicaciorfidz : X x Z — Y x Z es cerrada.
Il. f es cerraday para cadag, el conjunto f1(y) es cuasicompacto.

DEMOSTRACION. Ver [B, Théoréme 1.10.2.1]. g

DEFINICION 1.5. SearX eY dos espacios topologicosfy: X — Y una aplicacion con-
tinua. Diremos que es unaaplicacion propia si f satisface cualquiera de los enunciados
equivalentes de la proposicion (1.4).

PROPOSICION1.6. Sean X e Y dos espacios topologicos yXf — Y una aplicacion
propia. Entonces para todo subespacio cuasicompacto K @ donjunto 1(K) es cuasi-
compacto.
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DEMOSTRACION. Notemos que, por la proposicion (1.4), un espacio topotmgies cua-
sicompacto siy solo si la aplicacidn K — {x} es propia.
Ahora, es claro qué|; 1) : f~1(K) — K es propia. Asi, la composicion

fli-1)

fH(K) K {x}

es propia. Lo cual equivale a decir girel(K) es cuasicompacto. O

DEFINICION 1.7. Decimos que uno espacio topologiceslocalmente compactai todo
punto deX posee una vecindad compacta.

PROPOSICION 1.8. [T, Prop. 1.6]Sean X e Y dos espacios topologicos yXf — Y
una aplicacion continua. Supongamos que Y es localmentpaxin) entonces los siguien-
tes enunciados son equivalentes:

I. f es una aplicacion propia;

Il. para todo subespacio cuasicompacto K de Y, el conjunigk) es cuasicompacto;
I, para todo subespacio compacto K de Y, el conjuntt(KK) es cuasicompacto;
IV. paratodo yc Y existe una vecindad compacta kKl que f—l(Ky) es cuasicompacto.

DEMOSTRACION. (I)=>(ll) esjusto la proposicion (1.6)l1 ) = (lI1 )= (IV) son obvias.
DemostremoglV) = (1). Seay € Y, por hipotesis exist&y, vecindad compacta dg tal que
f~1(Ky) es cuasicompacto. Pero el conjurftol(y) C f~1(K) es cerrado, por lo tanto es
cuasicompacto.

Demostremos ahora quees una aplicacion cerrada.

SeaF C X un conjunto cerrado, veamos qiiF ) es cerrado. Sege f(F), luego existe&y
vecindad compacta detal quef *1(Ky) es cuasicompacto. De aqtﬁ'r,l(Ky) NF es cuasicom-
pacto y comof es continuaf (f ~1(Ky) NF) es cuasicompacto. Ahora, dado d(ees Haus-

dorff entoncesf (f~1(Ky) NF) es cerrado ek, luego f(f-1(Ky)N F)Ky = f(f1(Ky)NF).

K.

Pero f(f-1(Ky)NF) "~ = Kyn f(f-1(Ky)NF), asiKyn f(f-1(K,)NF) = f(f~1(Ky) NF).
Peroy € Kyn f(f-1(Ky) NF) y f(f~1(Ky)NF) C f(F), luegoy € f(F). O

1.2. Aplicaciones transversales.

DEFINICION 1.9. SearM, N y P variedades diferenciables. SegnM — Py ) : N — P
aplicaciones suaves; consideremos M, n€ Ny p € P tal qued¢(m) = p = @(n). Decimos
qued y | sontransversalegn p si se cumple que
(1.1) T (M) + Tal(TaN) = TP,

Decimos quep y Y son transversales si la ecuacion (1.1) se cumple paranicelt, n € N
tal qued(m) = Y(n).

OBSERVACION 1.10. Las variedades diferenciables que consideramodeiraisajo son

Hausdorff y satisfacen el segundo axioma de numerabilidad.
12



TEOREMA 1.11. Sean M, N y P variedades diferenciables. SeamMf— Py g: N — P
aplicaciones suaves transversales. Si el conjunto

MxpN={(xy) e MxN/f(x)=g(y)}
es no vacio, entonces ¥pN es una subvariedad incrustada dedNN de dimension rrn— p.
El espacio tangente a Mp N en un puntdx,y) es el espacio vectorial

Para una prueba del teorema (1.11), el cual basicamentsousacuencidel teorema de
la funcion implicita, ver L, Cap.2, Sec.2] oM, Ap.1,Sec. 1.7].

1.3. Algunas observaciones sobre el espacio tangente a unigo de Lie.

DEFINICION 1.12. Seartsy H grupos de Liey sea : G x H — H una accién a izquierda
de G sobreH por automorfismos de grupos de Lie (estoag; H — H es difeomorfismo
y automorfismo ded). El producto semidirecto & H es la variedad diferenciabé x H =
G x H dotada de la siguiente estructura de grupo de Lie,

= (91,h1)(92,h2) = (02092, ha(g1hy2)),
= (gh)t=(ghgth ),
paratodayi, g2 € Gy hg,hy € H.

Es claro queH es un subgrupo normal del producto semidirgatoH.

OBSERVACION1.13. Seay H grupos de Liey sea: Gx H — H unaaccion a izquierda
de G sobreH por automorfismos de grupos de Lie. La aplicaciéon

(1.2) a:G— Aut(h), g Tedg:h— b

es un morfismo de grupos de Lie. Diferenciando en la identoddelnemos un morfismo de
algebras de Li& := Tea : g — aut(h) C gl(h), dondeaut(h) denota el algebra de derivaciones

deh. Denotemosg -n:=¢(&)(n).

LEMA 1.14. Sean G y H grupos de Lie y sea G x H — H una accion a izquierda de
G sobre H por automorfismos de grupos de Lie. El algebra de ki&d H es el espacio
vectorialg x h = g x h dotado del corchete esta dado por

[(€1,n1), (&2,N2)] = ([€1,€2],&1-N2—&2- N1+ [N1,N2]))-

PROPOSICION1.15. Sea G un grupo de Lie y denotemos por@x G — G su producto.
Entonces el espacio tangente T G tiene estructura de grupgeddada por,
= Ug-Vh = Tgn)M(Ug, Vh) = (TgRn) (Ug) + (ThLg) (Vn) € TgnG
= Uyt = —(Telg 1) (TgRy-1) (Ug) € Ty1G
paratodo y € T4G, \y € ThG y donde la identidad esta dada py € TeG.
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DEFINICION 1.16. Seds un grupo de Lie yg su algebra de Lie. Laccion adjuntade G
sobreg es la accion inducida por el morfismo de algebras de Lie

(1.3) Ad:G—Gl(g), g—Telg:g—g.
dondelg: G — G, hw— ghg!es el automorfismo interior d& determinado pog.

PROPOSICION1.17. Sea G un grupo de Liegsu algebra de Lie. La aplicacion
es un isomorfismo de grupos de Lie. Donde gdenota el producto semidirecto del grupo
Lie Gy el grupo de Lie abeliangy donde G actua sobrgvia la accion adjunta.

OBSERVACION 1.18. Usando el isomorfismo de la proposicion (1.17), el petalen el
espacio tangente@toma la forma

(91,h1)(92,h2) = (9102, h1 +Adgy, (h2)).

LEMA 1.19. Sean G, H grupos de Lie y: 1 — H un morfismo de grupos de Lie, entonces
usando las identificaciones T8Gx gy TH= H x b, se cumple

(1.5) Tf:Gxg—Hxbh, (g,X)— (f(g),Tef(X)).
DEMOSTRACION. En efecto, para todo pag,X) € Gx g,

(Tgf)(9,X) = (Tgf) (TeRg) (X) = (Tef o Rg) (W) = (TeRs(g)) (Ted) (X)
= (£(9), (Tt (g) Rt (g-2) (TeRt (g)) (Tef ) (X))
= (f(9), (Tef)(X))

1.4. Teoria de Grupoides.

DEFINICION 1.20. Un grupoide es una categornequefia donde todo morfismo posee
un inverso. Esto es, un grupoide consta de la siguienteaohede datos:

» Dos conjuntos; (flechagy # (objetoy;

Dos aplicaciones,e: G — P llamadasorigeny final,

Una aplicacion deomposicion m G exs G — G, que denotaremos por yuxtaposi-
cion, esto esn(g,h) = gh;

Una aplicacion uno a und : ? — G llamadaidentidad

= Una aplicacion : G — G, que denotaremos pbfg) = g~* y llamaremosnversion

Todos estos datos sujetos a los siguientes axiomas:

La composicionm es asociativa;

Para tod@,h € G, s(gh) = s(9) y e(gh) = e(h);
Para todq € 2, s(idp) = e(idp) = p;

Para tod@ € G, se cumpley idgg) = idgg) 9= ;

14



= Paratod@ € G, se cumplegy g =idgq y g7 g =ideg).-

OBSERVACION 1.21. Por abuso de lenguaje, usaremos la notac@ni:; P, para
denotar un grupoidég,?,s,e,m,id,l). Tambien, para tod@ € 2, usaremos la notacion
GP=sp}y Go=e"{p}.

DEFINICION 1.22. Unmorfismo de grupoidess un funtor entre las categorias subyacen-
tes. Explicitamente, dados dos grupoidés% Py H % Q. , un morfismo de grupoi-

des deG en# es un par de aplicacion&s: G — H y f : P — Q tal que,
I. fos=soFyfoe=eoF;
1. F(gh) = F(g)F(h) para todo patf,g) € G exs G.

DEFINICION 1.23. Ungrupoide topologices un grupoideG % ¢ dondeG y P son

espacios topologicos y las aplicaciones estructurglesla composicién, la inversion y la
identidad son continuas.

DEFINICION 1.24. Ungrupoide de Liees un grupoide G % ¢ dondeG y P son

variedades diferenciables, las aplicaciorgse son submersiones suryectivas y ademas, la
composicién, inversion e identidad son suaves.

A continuacion daremos unos cuantos ejemplos de grupo@eedjue ilustran el alcance
de la teoria de grupoides.

EJEMPLO 1.25. Todo grupo de Lie es un grupoide de Lie cuya base es un.pun

EJEMPLO1.26. SeaP una variedad diferenciable y considerengps: ? x . Definamos,
= aplicaciones origeny finalt : G — P, dadas por las formulagp,q) = py t(p,q) =
. (L]Jna ley de composicion parcigltxs G — G definida por(m,n)(n, p) = (m, p);
= aplicacion identidadld (p) = (p, p);
= inversos dados pdp,q) 1 = (q, p);
para todam,n, p,q € . Con estas aplicacioneg,es un grupoide de Lie con bagedenomi-
nadogrupoide parasociado .

EJEMPLO 1.27. SeanP una variedad diferenciable @ un grupo de Lie. Consideremos
G = P x G x Py definamos

= aplicaciones origen y finad,t : G — P, dadas por las formulas(p,g,.q) = p y

t(p,g.0) =q;
= Una ley de composicion parcidf 1 xs G — G definida por(m,g,n)(n,h,p) =
(m.gh, p);

= aplicacion identidadid (p) = (p, e, p);
15



= inversos dados pdip,g,q) ' = (9,97 %, p);
para todom,n, p,q € P y dondee denota la identidad d&. Con estas aplicacioneg, es un
grupoide de Lie con bage denominadarupoide trivialasociado & y G.

EJEMPLO 1.28. SedE, M) un fibrado vectorial. Consideremos
®E)={{:Ex—E//xycE y & esisomorfismolineal },
definamos
aplicaciones origen y finalt : ®(E) — M, dadas por las formulast) = xy t(§) =v;
Una ley de composicion parcidh(E) ( xs ®(E) — ®(E) dada por la composicion
de funciones;
aplicacion identidadid (x) = Idy : Ex — Ey;
inverso dado por la aplicacion lineal inve&at del isomorfismo linead;
para todax,y € My & € ®(E). Con estas aplicacione®(E) es un grupoide de Lie sobh

denominada@rupoide lineal de marcoasociado 4E, 1, M). Para detalles sobre la estructura
diferenciable deb(E) ver [M5].

EJEMPLO 1.29. Sed(M,G, ) un fibrado principat. El grupo de LieG actua a derecha
sobreP x P de forma libre y propia median{@,q)g= (pg,qg). Denotemos pop: PxP — G
la proyeccion canodnica de x P sobreG = (Pép) y denotemosp,q) = p(p,q), para todo

p,q € P. Definamos,

aplicaciones origen y finad,t : G — M, dadas por las formulagp,q) = 1(q) y
t(p, @) = 1(p);

Una ley de composicion parcigltxs G — G dada pofm,n)(ng,q) = (m, pg);
aplicacion identidadid (m) = (p, p), dondep € P es tal quet(p) = m;

inverso dado potp,q) = (ng,mg™1), para cualquieg € G;

para todop,q € Py me M. Con estas aplicacioneg,es un grupoide de Lie sobké denomi-
nadogrupoide calibradof asociado &(M, G, ). Para detalles sobre la estructura diferencia-
ble deG ver [M5].

2. Bisecciones

A diferencia de la teoria de grupos de Lie, en el estudio dpajdes de Lie no se dispone
detraslaciones a izquierda y a derechafinidas globalmente. Esto se debe a que la composi-
cion solo esta definida parcialmente. A continuacion indoir@mos un par de conceptos que
nos permitiran generalizar parcialmente el conceptivaiacional contexto de grupoides.

DEFINICION 1.30. SeaG % ¢ un grupoide de Lie. Un&aslacion a izquierdaobre

G es un paf¢, o) tal que:

Ipara definiciones y notacion sobre fibrados principalesineds al lector alkKN1].
2Traduccion no estandar del ingléswuge Groupoid
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" §:G— GYdo: P — Pson difeomorfismos,
= Sop =¢pgosyeod =g,
= Paratodg e 2, existe urg € GE°'P), tal que la restriccionP : GP — G coincide
con la aplicacion suavey : GP — G®X).
Unabiseccionde G es una aplicacion suawe: P — G tal queeoco = ldp y ademasoo :
? — P es un difeomorfismo. El conjunto de todas las biseccioneg$plo denotaremos por

B(G).
LEMA 1.31.Sea G % ? un grupoide de Lie. Denotemos pb(G) el conjunto for-
mado por todas las traslaciones a izquierda sofreSea
W L(G) = B(G), (A Ao)+— Oyp;
conaoy (p) = A(ldp) para todo pe 2. Entonces¥ es biyectiva, con inversa
® :B(G)—L(G), 0w (Lg,s00);
donde lg(g) = 0(s(9))g.

DEMOSTRACION. Demostremos primero qué y @ estan bien definidas. S€a, o)
una traslacion a izquierda; Ahorsy 0y (p) = S(A(ldp)) = &(ldp) = p. Ademasgeo 0y (p) =
e(A(ldp)) = e(ldp) = p. Como consecuencia, es una biseccion.

De otro lado, so : P — G es una biseccion, es claro qug es suave. Sea: G — G la
aplicacion suave definida pgr— o((so0)~%(s(g))) *g. Entonces

AoLs(9) =A(0(s(9))9)
o((so0) *(s(0(s(9))g))) to(s(9))g
o(s(g)) *a(s(9))g= 0.

También,
Lo oA(9) = Lo(a((s00) *(s(9))) *9)
= 0(s(o((s00) (s(9)))g) H)o((se0) H(s(g))) g
= o(e(0((s00) 1(s(g)))))o((s00) H(s(9)) g
=0((s00) *(s(g)))a((s00)*(s(g))) g
Ademas

= solo(g) = (0(s(g))g) = s(a(s(g))) = sca(s(9)),
= eolq(g) = €(0(s(9))9) = €&(9),
» Sipe Pyhe G, entonceds(h) =o(p)h.
Luego, Ly es difeomorfismo con inversoy concluimos quglg,So 0) es una traslacion a
izquierda. 4
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Existe una nocion de traslacion a derecha y un resultadogmal lema (1.31), que rela-
ciona, bisecciones y traslaciones a derecha. Los cualesapanes de completitud, incluire-
mos a continuacion.

DEFINICION 1.32. SeaG % ¢ ungrupoide de Lie. Una traslacion a derecha es un par

(P, po) tal que,
" p:G— GYpo:P— P sondifeomorfismos;
m SOPp=SYeEeopP=PpoE
= Para todgp € P, existe ung € gFE)o(P)’ tal quep|g, : Gp — Gpy(p) COINCide conRy :
Gp = Gpo(p)-

LEMA 1.33.Sea G % 2 un grupoide de Lie. Denotemos pRK G) el conjunto for-

mado por todas las traslaciones a izquierda sofreSea

Wi R(G) = B(G), (P,Po)— Op;
conap(p) = p(ldpal(p)) para todo pe P. EntoncesW es biyectiva, con inversa

O B(G) > R(G), 0 (R, (s00)™D);
donde R(g) = go((so0)1(e(g))).

DEMOSTRACION. Analoga a la demostracion del lema (1.31). O

DEFINICION 1.34. Sea G % 2 un grupoide de Lie. Dada € B(G), definimos el

automorfismo interior asociadooa como la aplicacion
lo:G =G, g~ o(s(g))go(e(g) *

En este trabajo , dado que algunos de los problemas a trafmajadenaturaleza local
utilizaremos la contraparte local de los conceptos arribagiondos.

DEFINICION 1.35. SeaG % ® un grupoide de Lie. Sed C 2 un conjunto abierto.

Una biseccion local d& sobreU, es una aplicacion suawe: U — G tal queeoco = Idy y
soo:U —V es un difeomorfismo dé sobre el conjunto abiertd = (soo)(U) deP.
El conjunto de bisecciones locales gesobreU, lo denotaremos padBy (G).

OBSERVACION 1.36. Una biseccion loca € By (G), define traslaciones a izquierda y
a derechaly: GY — GV y Ry : Gv — Gu respectivamente, haciendo uso de las formulas
indicadas en los lemas (1.31) y (1.33) respectivamente.

La siguiente proposicion nos indica que existen bisecsitmzales con algunas condicio-
nes iniciales impuestas. La demostracion aqui expuestagiijeramente de la presentada en
[M5].
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PROPOSICION1.37.Sea G % ¢ ungrupoide de Lie. Dadog G existe una biseccion
localo:U C P — G, talque ge U yo(e(g)) = 0.
DEMOSTRACION. Seag € G. Dado quesy eson submersiones suryectivas, entorggs

y G%9 son subvariedades embebidasgide igual dimension; ademak,( Ge(g)) = KerTgey
Ty(G%9)) = KerTys. SeaV un complemento directo comulin &G de Ty(Geq)) Y Tg(G59).

Esto es,
(2.1) TgG =Tg(Geg) BV Y TgG=Ty(G"9)aV.

Consideremo® de dimensiomy G de dimensidom+n. Dado que la aplicacioa: G — P
es una submersion suryectiva, existen sistemas de coolaeturalesU,d) y (V, ) parag
y P, respectivamente, centradosgy e(g), respectivamente, tal qagU ) CV'y

Woeo® H(X1,. .., Xn, Xty - - o> Xnem) = (X1,- -, Xn).-
Tomemoss : Y(V) — @(U) definida porS(xq, ..., %) = (X1,...,%,0,...,0) yseac :V —
U la composiciénp~to o @ claramentes(e(g)) = gy eo o = Idy. Dado que
(Tge)(X) =Tyt opoeod o d)(X) = Tyee g ¥ o (To(g)) (Woeod H((Tgh) (X)),
entonces en coordenadas locales,
nge(g) - Ker(Tge) - {(O . .,O,Xn+1, e ,XrH_m) / X| € R} y
V={(X,...,%,0,...,0) / % € R}.

Como consecuencianTyq 0 =V y asi, por (2.1)so o es un difeo local. U

3. Acciones de grupoides

DEFINICION 1.38. Sea G % ® un grupoide y sed : Q — P una aplicacion. Una

accion a izquierda dg sobref es una aplicacon: G ext+ Q — Q que satisface las siguientes
condiciones

I. f(grq) = s(g), para todo pa(g,q) € Gext Q;
. h>(geq) = (hg)>q; paratodah,g) € G x Gy (9,0) € G ext Q.
. 1d¢gq=qpara todq € Q.

OBSERVACION 1.39. Si en la definicién 1.38, consideranis- {x}, el conjunto con un
solo elemento, entonces la nocion de accion de grupoideideinon la nocion usual de accion
de grupo.

DEFINICION 1.40. SeaG % @ un grupoide de Lie y se&: Q — P una aplicacion

suave. Una accion a izquierda desobref es una aplicacon suave: G exf Q — Q que
satisface las condiciones de la definicion (1.38).
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OBSERVACION 1.41. En la definicion (1.40) el conjun® ¢x ¢ Q es una variedad dife-
renciable dado quees una submersion suryectiva.

OBSERVACION 1.42. Si en la definicion (1.40), en lugar de un grupoide de teieemos
que G % ® es un grupoide topolégico, entonces solo pedimos la cadaduwe las apli-

caciones mencionadas en la definicion.

OBSERVACION 1.43. Existe un concepto similar de accion a derecha el euvfaksula de
manera obvia intercambian@gorsy G exs Q porQ sx¢ G en la definicion (1.38).

EJEMPLO1.44. Sed®(M, G, ) un fibrado principal y consideremos su grupoide calibrador
asociado (definidio en el ejemplo 1.29). S¢ana variedad diferenciable sobre la cual actua

G de forma propiay libre. Consideremos el fibrado asoctad® x F) — (PLGF) y definamos

n: @ — P por [p, f] = n(p), donde[p, f] = 1(p, f). Entonces; actua a derecha sobne
via
. (PxF) (PxF)

({p.q),[a, f]) = [p, f].

Para ver que— define una accion, basta verificar mediante un calculo dicadia uno de los
axiomas de la definicion 1.40, los detalles se dejan al lector

LEMA 1.45. Sea G % 2 un grupoide y f: Q — P una aplicacion. Sea : G ¢x
Q — Q una accion a izquierda d€ sobre f. Las siguientes aplicaciones dotan al conjunto
G ext Q de una estructura de grupoide sohge

= €0,0) =gy g9,0) =grq paratodo pang,q) € G ext Q;

= (g,p)(h,q) = (gh,q), para(g, p),(h,q) € G ext Q tal que p=hraq;
= Idg = (Id¢(q),q), para todo ge Q;

= (9,0) 1= (g71,g>0q), paratodo(g,q) € G ext Q.

DEMOSTRACION. Basta verificar los axiomas directamente. O

DEFINICION 1.46. Sea G % ® un grupoide yf : Q — P una aplicacion. Sea :

G ext Q — Q una accion a izquierda dg sobref. El grupoide acciorasociado & es el
conjunto G ¢x¢ Q dotado de la estrutura de grupoide del lema (1.45) y seratagmgor

GxQ.
OBSERVACION 1.47. Si en la definicién 1.4& es un grupo yX un conjunto, entonces

G x X es un grupoide que suele llamaggepoide de traslacion

OBSERVACION 1.48. En la definicion (1.38), la aplicidnes llamadaaplicacion momento
de la accidn.
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3.1. Acciones propias de grupoides.

S
DEFINICION 1.49. Un grupoideG —= P se dicelocalmente compactsi G es un es-
pacio topologico localmente compacto.

OBSERVACION 1.50. La definicion de grupoide localmente compacto quelosrdae se
encuentra en la literatura (por ejempR¢]), corresponde a la definicién (1.49) en donde
ademas el espacio de flechascesompacto, el espacio base es Hausdorff y se supone la
existencia de usistema de Haar

DEFINICION 1.51. Un grupoide topolégicoG % ® se dice propio si la aplicacion
(s,e): G — P x P, es propia.

EJEMPLO 1.52. SeaX un espacio topolégico ¥ un grupo topologico cuasicompacto.
Entonces el grupoide de traslacion asociado 1.47 es propio.

OBSERVACION 1.53. Dado un grupoide&s % ® y un par de subconjuntos,Y C P,

se tiene quEY = {ge€ G / e(g) € X,s(g) € Y} = (g,5) (X xY).

PROPOSICION1.54. [T, Prop.2.10]Sea G % ? un grupoide topoldgico tal que® es
localmente compacto. Consideremos los siguientes enlogia
l. G es propio;
Il. (s,e) es una aplicacion cerrada y para todogp?, g{,’ es cuasicompacto;
Il Para todo par de subespacios cuasicompactos K y [P del conjuntog,'g es cuasi-
compacto;
IvV. Para todo par de subespacios compactos K y LAlel conjuntogﬂg es cuasicom-
pacto;
v. Para todo espacio cuasicompacto K #teel conjuntoGl es cuasicompacto;
vi. Para todo par de puntos,p € P, existen vecindades compactagyKLy de p y q,
respectivamente, tal qu@r'gi es cuasicompacto.
EntoncesJII, 11,1V y VI son equivalentes, VI implica V. AdemasPss Hausdorff entonces
todas las afirmaciones son equivalentes.

DEMOSTRACION. (1) < (I). Si Gj # ¢ entonces dado cualquigre Gy la aplicacion
Lyt G} — G¥ es un homeomorfismo. Luego, por la proposicion (1.4) la emidh es inme-
diata.

(I) = (I1'). SiK 'y L son subconjuntos compactos#entonces( x Y es un subconjunto
compacto de? x P, luego usando la proposicion (1.8) y la observacion (1.883enemos la
conclusion deseada.

(V1) = (1) Analoga &al) = (I1).

()= (V)= (V) y (Il')= (V) son obvias.
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(V1) = (V) sigue de las implicaciones ya demostradas.
Ahora, si? es Hausdorff entonce¥ |) = (V) es obvia. es obvia. O

S
DEFINICION 1.55. Sea G — =2 un grupoide topoldgico y sea: Q — P una apli-
cacion continua. Supongamos gueG exs Q — Q €es una accion a izquierda dg sobre
f. Decimos que- es propia, si el grupoide accion asociaga< Q es propio. En ocaciones
también diremos qu@ es ung-espacio propio.

PROPOSICION1.56. Sea G % ¢ un grupoide topoldgico y sea:fQ — P una apli-
cacion continua sobre la cuaf. Consideremos las siguientes afirmaciones,
I. G actua de forma propia sobr@;
1. (s,e): G x Q — Q x Q es cerrrado y para todo g Q, el estabilizador de q es
cuasicompacto;
Il Para todo par de subespacios cuasicompactos Ky Qdég e G / gLNK # @} es
cuasicompacto;
IvV. Para todo par de subespacios compactos Ky Ldde{g e G / gLNK # @} es
cuasicompacto;
V. Paratodo subespacio cuasicompacto K@e{g € G / gKUK # @};
vi. Existe una familia{Ai }ic; de subespacios d@ tal queQ = Ui, Y{9€ G /9AN
A;j # @} es relativamente cuasicompacto para todpd |.
Entonceg!) = (1), (1) = (l11)= (IV) y (Il ) = (V). SiQ es localmente compacto, enton-
ces(lV)= (V1) y (V)= (VI). Si?y Q son Hausdorff y ademag es localmente compacto,
entonces todas las enunciados anteriores son equivalentes

S . o
PROPOSICION1.57. Sea G — =P un grupoide topolégico localmente compacto. En-

toncesg actua propiamente sobre si mismo si y sol@sts Hausdorff.
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Capitulo 2

Grupoides Dobles

En este capitulo trabajaremos con algunas de las defingcionetaciones deAN1], las
cuales recordaremos por razones de completez.

1. Categorias y Grupoides dobles

DEFINICION 2.1. SeaC una categoria con productos fibrados. abjeto categorieen
C 0 unacategoria internaa C, es una coleccionA, O, s,t,id, m) dondeA (“flechas”) y O
(“objetos”) son objetos d€’; s,e: A — O (aplicaciones “origen” y “final”, respecetivamente),
Id : O — A (aplicacion “identidad”) ym: C exs C — C (“composicién”) son flechas eq.
Estos datos, sujetos a los axiomas usales de asociatividedtédad de la definicién de ca-
tegoria. Asi mismo , ugrupoide internoen C es una categoria interna €hdotada de una
flechal : A— A en C, que satisface las propiedades de inversion usuales déinacua de
grupoides (1.20).

DEFINICION 2.2. Unacategoria dobldpequefia)YY” consta de los siguientes datos:

= Cuatro conjuntos no vacio® (cajas),# (lados horizontales)l (lados verticales) y
P (puntos);

= ocho aplicaciones de bordeb: B —-#H; rl:B—=vV;, rl:H —P, tb:
vV — P

= cuatro aplicaciones identidad: i®.— #; id:?—%; d:H—3B, id:V—
B,

= cuatro aplicaciones de composicién, todas denotadasipor
Bp xt B— B (composicion vertical), B, x| B— B (composicion horizontal),
}[r ><|.’7‘[—>.’7‘[, ‘Vbxt‘V—> ’V;
todos estos datos sujetos a los siguientes axiomas.
Axioma 0. (B, #,t,b,id,m), (B, V,l,r,id,m), (A, 2,1 rid,m), (V,P,t,b,id,m) son ca-

tegorias.
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Axioma 1. Cuatro identidades entre las posibles funcione® de?,
tr=rt, tl=It, bl=Ib, br=rb.

Este ultimo axioma nos permite expresar graficamente tashoazitoA € B como una caja

A:IDr

b

dondet(A) =t,b(A)=b,r(A)=r,I(A)=1,ylos cuatro vértices del cuadrado que repres&nta
sontl(A), tr(A), bl(A), br(A). Aclaramos que la notacidnb, r y | significa, respectivamente,
‘top’, ‘bottom’, ‘right’ y ‘left’. El resto de axiomas los garesaremos usando esta notacién
grafica.

Dado un par de caja&, B € B, escribiremoA\|B sir(A) =1(B), lo cual indica quéA y B

: : : -~ A
se pueden componer horizontalmente. Del mismo modiAgi=t(B), escrlblremosg, para
indicar queA 'y B se pueden componer verticalmente.

Usaremos la notaciohB (respectivement@ para la composicion horizontal (respectiva-

mente, vertical).

Axioma 2. Compatibilidad de las composiciones con las aplicacioreebarde

t u
SearA=I[ |ryB=s[ |mena3.
b c
tu
(1.1) Si  AB, entonces AB=I[ |m,
bc

t
. A
(1.2) Si 5+ entonces Q:IsDrm.
c

L, A|B . . - - .
La notamonc—’ﬁ significa que estan definidas todas las composiciones mbaies y

. : . o . AB
verticales posibles entre dichos elementos; Lo cual iraplicacias al axioma 2, qua?D y
A |B
C|D "’
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. , . - . . . A |B
Axioma 3. Ley de intercambio entre las composiciones horizontal ticadr Si T’T
entonces

AB  {AB} Al (B
-2) o= teo~ 1<) o)
Como consecuencia del axioma 3, dadas cajasAjj, con las compatibilidades ilustradas
en la siguiente configuracion,

Al A2 | ... |Ass
Al |A2 |... |As

el producto
Al A2 .. As

esta bien definido y puede ser computado realizando cuagigslas asociaciones posibles.
Axioma 4. Identidades Horizontales y Verticaldsas apliaciones identidad : # — B

(identidad vertical)id : // — B (identidad horizontal) satisfacen
id t(x)

—=idl(g Dldr . ged;  dx= x| |x , x

id b(x)

Usaremos la notacionjd: P — # yid, : P — 9/ para denotar las aplicaciones identidad

de los grupoidesy/ % Py 7V % P.

Axioma 5. Identidades horizontal and vertical de identidades en lastps
SiP € P, entonces
idid,,P=idid,, P;
esta caja sera denotada [@y.

Axioma 6. Compatibilidad de las identidades con la composicion dd#ecSi la compo-
sicion deg,h € V' y x,y € A esta definida, entonces

idg| . o
{idh} =idgh, {idxidy} =idxy.

LEMA 2.3. [BS]. Una categoria doble es un objeto categoria en la categoritodas las
categorias pequefias.

25



DEMOSTRACION. Ver [AN1, Lema 1.2]. n

NOTACION.Una categoria doble la denotaremos como un arreglo

B = vV

(1.4) il i
H = P

de cuatro categorias relacionadas, y cuyos datos estdossaj®s axiomas anteriores. En el
diagrama (0.1) las flechas verticales

B vV
Wyl
H P

corresponden a las categoridsy O de “flechas” y “objetos”, respectivamente, mientras las
flechas horizontales

B=vV, H=P,
corresponde a los funtoredb : 4 = O.

DEFINICION 2.4. [Eh, BS] Un grupoide doblees una categoria doble

B = vV

1 il
H = P

tal que las cuatro categorias que la componen son grupoidésmgas|y,lq) e (In,14) son
morfismos de grupoides; dontee I, denotan la aplicacion de inversion de las estructuras de
grupoide sobreB, vertical y horizontal respectivamente; y doridee | ,, denotan las aplica-
ciones de inversion de los grupoidés= Py H = P respectivamente.

DEFINICION 2.5. Ungrupoide doble

B = vV
1 il
H = P

se dice que satisfacedandicion de llenadasi para todo paxe H'y f € 1 tal quer (x) =t(f),
existeA € B tal quet(A) =xy r(A) = f.

2. Ejemplos de categorias y grupoides dobles

EJEMPLO 2.6. Una 2-categoria es una categoria doble donde todasdhadl verticales
son identidades; es decir, todo elemehte 7 es una identidad. En este caso, los elementos
de # son losmorfismogle la 2-categoria, mientras los elementosdmn lascelulas
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EJEMPLO 2.7. SeaC una categoria pequefia. Entonces la ciaske todos los diagramas
cuadrados el esto es, todos los diagramas

X X5y

fl lg

z Y w,

es una categoria doble, donde las categorias late¥ajes/ son iguales &.

Antes de dar un ejemplo de grupoide doble, introduciremastraiacion la definicion de
par de grupos apareados

DEFINICION 2.8. M] Dos grupogF, G) constituyen un par apareado, si existe una accion
aderechad: G x F — G deF sobreGy una accién a izquierda : G x F — F de G sobreF
tal que,
eax=¢g (fg)<ax=(f<(g>x))(g<x),
g>e=eygre (xy) = (g<Ix)((g>x) Qy).

DEFINICION 2.9. SearD un grupo yH,V subgrupos d®. Decimos qudH,V) es una
factorizacion exacta d@ si la aplicaciorH xV — D dada por(h,v) — hy, es biyectiva.

Sea(H,V,<,>) un par de grupos apareados. Existegampo diagonalasociadd/ xH =
V x H donde la composicion y la identidad estan dados por

(9,x)(h,y) = (g0e-h), (x<h)y), e= (ev,en),

para todag,h € V y x,y € H. Tenemos asi una factorizacion exacta de gripesV H. Reci-
procamente, ID = VH es una factorizacion exacta de grupos entonces existemnasei, >
tal que(H,V,<,>) forman un par de grupos apareadd3 » V < H.

DEFINICION 2.10. SearD un grupo W un subgrupo d®. Decimos que un subgrupb
deD es un factor exacto dé, si (H,V) es una factorizacion exacta Be

Los siguientes ejemplos de factorizaciones exactas scadosde AM ].

EJEMPLO 2.11. Dado un grup® y un subgrupdd, cualquier conjugado de un factor
exacto deH es de nuevo un factor exacto He

EJEMPLO 2.12. Existe un grupo finit®, un subgrupd/ y factores exactosl andH' tal
queH % H'. Por ejemplo, sD =S4, V = S3 (el subgrupo que deja fijo a 4), = ((1234)) ~
Z/(4),H = ((24)(13),(34)(12)) ~ Z/(2)  Z/ (2).

EJEMPLO 2.13. Existe un grupo finit®, un subgrup®/ y factores exactobl y H' con
H ~ H peroH no es conjugado &'. Por ejemploD =Sy, n> 6,V = A, H = ((12)),
H = ((12)(34)(56)).
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EJEMPLO 2.14. (Teorema de Schur-Zassenhausp $s un grupo finito W <1 D es un
subgrupo normal tal qugV |, [D : V]) = 1, entonce¥ admite factores exactos, los cuales son
todos conjugados. La prueba conocida de la conjugaciorsdadtores exactos se fundamenta
en el teorema de Feit-Thompson (Cualquier grupo de ordeariggpsoluble).

EJEMPLO 2.15. La lista de todas las factorizaciones exactaSdg A, son dadas en
[WW].

En base al concepto de par de grupos apareado y de los ejataplsde estas estructuras,
introducimos en siguiente ejemplo de grupoide doble quegas punto como base total.

EJEMPLO2.16. Sear: GxF — G,>: Gx F — F, un par apareado de grupos finitos.
Sean? := {x} un conjunto con un solo element®,:=Gx F, V:=Gy H :=F. El
conjuntoG x F posee una estructura de grupoide doble,

GxF = G
) I
F = 2

donde los grupoideG x F = Gy G x F = F corresponden a los grupoides accion asociados
con las accionesi y >, respectivamente (ver (1.45)).

Otros ejemplos seran dados mas adelante en el transcutsaliigo.

2.1. Grupoide Medular asociado a un grupoide doble Sea7Z = (B; V, #{; P) un gru-
poide doble. Brown y Mackenzie introdujeron los concep&grdpoide medulay diagramas
medularesasociados &, los cuales resultaron ser de gran importancia para estadatruc-
tura de7 (ver [M4, BM]). En esta subseccién recordaremos la definicién del gdepoiedular
y describiremos algunas de sus propiedades.

Consideremos el conjunto

E:={EcB:r(E),tE)ec P}

Los elementos d& son cajas de la forn@. Notemos quép € E para todoP € P,
como consecuencia # 0.

PROPOSICION2.17. Las aplicaciones

= se:E = P, dadas por éE) =bl(E) y g E) = br(E), para todo E< E;
n id:P—E,P— Op;
= o:EexsE — E, dada por

(21) EoF = {IdléF) Ide(F)}’

para todo par EF € E;
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= | : E — E, dada por
i -1
(2.2) |(E) = ECY : = (Eidb(E) 1) = {'dl(EEh) }
para todo E< E;
dotan al conjuntdE de una estructura de grupoide sokfe

DEMOSTRACION. La prueba se hace verificando directamente cada uno deitosascde
la definicén de grupoide. VeBM] o [M1]. O

DEFINICION 2.18. Sed = (‘B; V, #{;P) un grupoide doble. El grupoide= P, definido
en la proposicion (2.17), es llamadogelipoide medulaasociado & .

2.2. Accién Medular. La siguiente proposicion y su demostracion, aunque apg@ce
en el trabajoBM], son tomadas dejN3].

PROPOSICION2.19. Sea(B; v, H; P) un grupoide doble. Definamgs B — P, y(A) =

Ib(A).
(a). Existe una accion del grupoide medula(B) sobrey: B — P dada por
. JidI(A) A
(2.3) EﬁA._{ E idb(A)}’ Ac B.EcE.

(b). Sea B= ‘B. El estabilizadoiE(B)® es trivial y la orbita de B e®) = {Ac B:t(A) =
t(B),r(A) =r(B)}.

DEMOSTRACION. (a): La prueba es directa, basta verificar que la acciorbéstadefinida
y que se satisfacen los axiomas de la definicion de accién deupoide.
(b): Como consecuencia inmediata de la ecuacion (4.153se tjueOg C LI93(B). Ahora,

para toddC € UR(B), si definimosE = Eé/ idb(B)~1, se puede observar géees el unico

elemento dé& que satisfac&—B = C; lo cual demuestra las dos afirmaciones en (b). [
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Capitulo 3

Algunas propiedades de los Grupoides dobles

En este capitulo presentaremos algunos de los resultadaligo JAN3], los cuales son
necesarios en el capitulo siguiente para hacer un poco da @ Lie de estas estructuras
dobles. Durante este capitulo,

B = vV

(0.1) il i
H = P

denotara un grupoide doble y todas las afirmaciones y defirgsise realizaran respecto del
mismo.

1. Fibrado candnico de grupos abelianos
LEMA 3.1. Sea
K:={Ke B: t(K),b(K),I(K),r(K) e P};

La aplicacion p: K — 2, p(K) — Ib(K), es un fibrado de grupos abelianos bajo composicion
vertical, la cual a su vez coincide con la composicién hartab

DEMOSTRACION. Para todd® € K denotemos poK (P) la fibra dep enP € K. Clara-
menteK (P) es un grupo bajo composicion vertical.
De otro lado, aplicando la ley de intercambio pkrd, M,N € K(P)

(1) an) = (m (h)

Luego, siL =M = Op, se sigue quﬁ = KN. Por tanto las dos operaciones coinciden. Ahora,

si en la ecuacion (1.1) tomamés= N = Op, obtenemo:ibI = ML. Como consecuencia la

composicién es abeliana.
Luego,K es un fibrado de grupos abelianos saBre
O

DEFINICION 3.2. Elfibrado canoénico de grupos abelianasociado @B es la aplicacion
p:K — 2P, p(K) — Ib(K), dotada de la estrucutura de fibrado del lema (3.1).
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OBSERVACION 3.3. Una caja esta & si y solo si es de la forn@ .
Para todd® € K denotaremos pd£ (P) la fibra dep enP.
Los grupoides vertical y horizontd y A actuan sobré& por conjugacion vertical, res-
pectivamente horizontal:
idg
(1.2) Sige Y(Q,P) yK € K(P) entonceg-K := K . € K(Q).
idg~
(1.3) sixe H(Q,P)yK e K(P) entoncex- K = idxKidx* € K(Q);

ambas acciones son por automorfismos de fibrados de grupos.

2. Grupoide doble de Marcos asociado a un grupoide doble

DEFINICION 3.4. Seanl/, H grupoides sobre una base comBnSeal (1, H) el con-
X
junto de todos los arregloé f g) conx,ye A, f,ge ¥V ytal que

y
109 =t(f), r(x)=t(g), Iy)=b(f), r(y)=Db(g).

oV, H) = vV
La coleccion || || forma un grupoide doble, llamado glupoide doble de cua-
H = P

dradoscon lados er#{ y 7/, donde la composiciones horizontal y vertical estan dadas p

X X XX hDg X
h[ Jog[ Jo'=nh] ]d. 5 =hh| ]od,
y Y yy W[y Y,
y
para todax,y, X,y € #, g,h,d,h’ € V adecuados

X
OBSERVACION 3.5. Sino hay riesgo de confusion, un arreglo co(nb g) conx,y €

y
X

H, f,g€ v, lo denotaremos también pr g.
y
DEFINICION 3.6. SedB; V,#{;P) un grupoide doble. El morfismo de grupoides dobles
discretod 13 : B — O(V,H) dado por
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X X
n{flajg]l=(f g/, fl A lge B,
y y
es llamada@plicacion doble anclae B.

x

<

DEFINICION 3.7. SeaB; V,#;P) un grupoide doble. Egrupoide doble de marco$
asociado @3 se define como el subgrupoide dobletdel/, #),

F(B) = YV
1 1.
H = P

donde¥ (‘B) es laimagen de la aplicacidihg.

OBSERVACION 3.8. SedB; v, H;P) un grupoide dobleB satisface la condicion de lle-
nado (2.5) siy solo s¥ (‘B) la satisface.

OBSERVACION 3.9. Si(x,9) € H %tV y B € B entonces usaremos la siguiente notacion
para los conjuntos de cajas con bordeperior y derechdijos.

X
2.1) UR(x,g) = {u eB:U=[ g } UR(B) = UR(L(B),r(B)).

A continuacién enunciaremos y demostraremos el primeitegiubasico obtenido por
Andruskiewisch y Natalen [AN3]. Fijemos una seccion uf (‘B) — B dell .

LEMA 3.10. La aplicacion¥ : K pxy F — B dada por¥(K,F) = K—u(F) es una biyec-
cion. Donde— denota la accion medular introducida en (2.19)

DEMOSTRACION. Veamos primero qu& es uno a uno. ConsideremidsK’ € K, F.F' €
¥ (B) y supongamoK —(F) = K'—p(F’). Luego,F = Mg(K—p(F)) = Ng(K'—u(F")) =
F’. Resta probar qu& = K’, pero esto es inmediato a partir de 2.19, pesu(F) =
K’'—u(F) y como el estabilizador d&(F) es trivial, entoncek = K’.

Veamos ahora qué' es sobreyectiva. Se&e By F =T1(B); dado queBy u(F) poseen
los mismos lados, usando 2.19, exiktec E tal queB = K—u(F). Pero es claro qui <
K. 0

3. Grupoide diagonal asociado a un grupoide doble delgado

En esta seccion recordaremos una construccion realizafgel\N&) mediante la cual a un
grupoide doble se le asocia un grupoide llamgdgoide diagonalTambien introduciremos
una nueva caracterizacion del grupoide diagonal haciesdalel grupoide medular asociado
al grupoide doble original (ve®™OT]).
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3.1. Grupoide Diagonal. SeaB un grupoide doble que satisface la condicion de llenado
(2.5) y seal/ ® H el producto libre sobre de los grupoides vertical y horizontal (vé&kNI3]

X
y [H]). Sinh| A |9 € Busaremos la notacidA] := xgy th! € 9 ® #. Definimos el grupoide
y
Je(B) —= 2, como el subgrupoide d& ® H generado pof[A]|A € B}. Comoss([A]) =
es([A]) =tl(A) entonces)g (B) = P es de hecho un fibrado de grupos y a su vez subgrupoide
normal de?’ ® H [AN3, lemma 3.5].

DEFINICION 3.11. [AN3] Sea(B; v, H; P) un grupoide doble delgado; gtupoide dia-
gonalasociado @B se define com@(B) = V& H /Jx(B).

OBSERVACION 3.12. Si componemos las inclusiones naturale$’de# en vV ® # con
las proyecciones sobrB(‘B), obtenemos dos morfismos de grupoides:

i:H —D(B) and j:V — D(B).
Luego(D(‘B),i, ) es un diagrama de grupoides.

Nuestro préximo objetivo es dar otra presentacion del gdgdiagonal como un cociente
de? bX] H.

PROPOSICION3.13. [AOT] Sea(B; vV, #;P) un grupoide doble delgado que satisface la
condicién de llenado. Definamos solig, x| # la siguiente relaciénvz:

(vi,h1) ~g (V2,hp) siy solo si (hy) = r(hp), t(v1) =t(v2) y vihahy vo ! € 3o (B).
Entoncesv es una relacién de equivalencia y la aplicacion

©: Vx| H/ ~5 — D(B), [v,h] = j(v)i(h)
esta bien definida y es una biyeccién (de carcajs s@bre

DEMOSTRACION. Claramente~g es una relacion de equivalencia. Considerergas-
(Vpx1 H)/ ~gyseafi,x] = [f2,%] enG. Luego, por definicionfix;x, 1 f, 1 € J5(B). De
aquif, X1 = f, Xz enD(B), dondew denota la imagen d& bajoi siw € 4 o bajoj siwe V.
Esto demuestra gugesta bien definida.

Supongamos ahora queg’ € V, x,X € #H satisfacergx = g’x. Entoncegyx'x 1g~1 ¢
Jo(B), luego[d’,X] = [g,X]. Asi @ es uno a uno.

Veamos quep es sobreyectiva. Sethe D(B), luegod = d; dy...dn cond; un elemento
de v o de#. Supongamos; € A, di;1 € ¥ conr(d;) =t(di;1). Dado queB satisface la
condicion de llenado, la esquina

di
(3.1) —‘di+17
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puede completarse a una cajaénesto es, existB € B tal que

di
B=f[ |di1.
y

Luego,didi 1y 1f~1 € Jy (D) y di di;1 = Ty. Como consecuencia, podemos conmutar los
di's end = dy d»...d, para obtened = gxcong € ¥, x € H y b(g) = |(x). Esto demuestra
gueq es sobreyectiva. O

OBSERVACION 3.14. ginduce una estructura de grupoide sogre- V x| H/ ~5 dada
por:

Las aplicaciones origen y final son
S:G— P, [vh—t(v); e:G—P, [vhl—r(h).
La aplicacion identidad es id2 — G, p+ idp = [idp,idp).
hy
La composicion parcial €1, hy][vo, ] = [v1 f,z hp] wheref sz € B.
z
z
La aplicacion de inversion ¢gh| =t = [f~1,z7Y] where v| |fe 3.
h
Si V' y H son grupoides de Lie, entoncbsy | son submersions sobreyectivas, luego

V x| H es una subvariedad embebida®ex #. Demostraremos mas adelante que, bajo
cierta condicionesaturales v px| #/ ~g €s un grupoide de Lie.

A continuacién recordaremos el principal lema técnico denado porAndruskiewtisch y
Nataleen [AN3].

LeEmA 3.15. [AN3, Lemma 3.8[Sea(B; v, H; ) un grupoide doble delgado que satisfa-
ce la condicion de llenado. Sean=f1 y x € 4 tal que:

= 1(x) =b(f) yt(f) =r(x),
n fXeJe(B) C V@ H.

: f
Entonces existe E E(‘B) tal que E= EJ . O
X

Haciendo uso del lema (3.15), presentaremos a continuaciardescripcion alternativa
de la relacion~g. En efectoy f1,x1) ~g (f2,%) si y solo sifix;x, 1 f,* € Jo(8). Dado que
Js(‘B) es un subgrupoide normal, tenemos qéex1) ~z (f2,%2) si y solo sif, 1 fixx,t €
Js(‘B). De aqui
(3.2) (f1,X1) ~z (f2,%0) <~— existe E="" )@ € B.

172
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Luego, el grafo de la relaciorg es

X1 X5

R= {(fl,xl,fz,xz) € (Vupxi H)ngxn (Vx| H)|JE € E(B), E= f5if, Ejl}

donde

N:Vpxi H—-PxP, (f,x)— (t(f),r(x)).
Concluimos entonces que la relaciér esta determinada por el grupoide medular asociado a
B.

LEmMA 3.16. Sea(B; v, H;P) un grupoide doble delgado que satisface la condicién de
llenado. Si(f1,x1),(f2,%2) € ¥V px| H, entonceq f1, X1) ~g (f2, X2) si y solo si existen
A,B € Btal que

X X
A= flmg, and B= ngg.
X1 X2

DEMOSTRACION. En efecto, si

X X
A:flmg, and B:fZDg arein B,
X1 X2

entonceS(gx_{lff1 €Je(B) Yy xgx?flfg1 € Jg(‘B), tomando el inverso del primero y compo-
niendo luego, se sigue qugxix,  f, € Jo (B), 1. e. (f1, x1) ~z (T2, X2).
Reciprocamente, $if1, x1) ~g (f2, X2) entonces por (3.2), existe € E(‘B) tal queE =
—1
fh El. La condicion de llenado garantiza que dades H y fo € 1V conl(x) =
X2
b(f2), existe una caj@ € B cont(B) =xp y I(B) = f,; 1. SeanB' = f,*| gty A=
X
EY  id(x) a5
{id(f ) B’2 } = fl‘lm g1y seanrA Blos inversos verticales d¥ y B respectivamente.
2
X
X X
LuegoA = f1D gyB=1 D g estan erB, obteniendo asi el resultado deseado. O
X1 X2
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Capitulo 4

Grupoides dobles de Lie

En este capitulo comenzaremos el estudio dedaa de Liede los grupoides dobles. In-
troduciremos la nocion de grupoide doble de Lie, definireom@sclase especial de grupoides
dobles de Lie introducidos e®\N3], los grupoides dobles delgadgsextenderemos al con-
texto diferencial, de una manera no trivial, una carateifiradada eroc.cit de los grupoides
dobles delgados en terminos de estrucuturas de grupoi@esofdraremos que bajo ciertas
condiciones razonables, todo grupiode doble de Lie delgadpuede obtener a partir de cier-
tos datos de grupoides de Lie. Asi obtenemos una descrigeitna clase de grupiodes dobles
de Lie en terminos de estructurasmtener orden

1. Grupoides dobles de Lie delgados

DEFINICION 4.1. M1, Mackenzie] Un grupoide dobleB; v, #; P) es ungrupoide doble
de Liesi los cuatro grupoides involucrados son grupoides de Lieaglsmas, la aplicacion
origen-final

(1.2) S:B—Hxt V, A~ S(A) = (t(A),r(A)),
es una submersion sobreyectiva.

OBSERVACION 4.2. Diremos que un grupoide doblediscretosi no estamos consideran-
do estructura topologica o diferenciable alguna.

OBSERVACION 4.3. Diremos que un grupoide doble discreto satisfaceotadicion de
llenadocuando la aplicacion origen-final (1.1) is sobreyectiva.

El siguiente resultado, aunque bien conocido, no aparetzelgeratura, asi que por razo-
nes de completes lo incluimos en este trabajo.

t |
LEMA 4.4. Sean ¢/ ? PYH=—"=P dos grupoides de Lie. El conjunto

I={(lds(p),ldy(p)) / p€ P}

es una subvariedad embebida del producto fibrafpx; V.
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DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

ldxId
B opup . Hx Y

X /
I
.’7‘[|><t ’V,

dondeA es la aplicacion diagonales el embedding naturdj, es la aplicaciomd,, x 1d,, con

el rango restringido & es la composiciofy o A. Ahora, coma es un embebimiento entonces

l1 es suave y por lo tantg es suave. Dado quéo piot) ol es la aplicacion identidad ep,

dondep; es la proyeccion en la primera componente, entohces una inmersion uno a uno.
Veamos ahora que es un homeomorfismo sobre su imagen.\$ea subconjunto abierto

de?; dado qué y t son submersionds1(U) xt~1(U)) es un subconjunto abierto dé x 7/,

pero

(Idy x 1dg) (U) = (Idy x Idg) (P) N (17HU) x t=HU)) N (H 1 x¢ V),
luegol, es una aplicacion abierta.
De todo lo anterior, concluimos quges un embebimiento. O

LEMA 4.5. BM] Sea(B; v, #; P) un grupoide doble de Lie. El grupoide medular (2.18)
asociado aB es un grupoide de Lie.

DEMOSTRACION. Para demostrar qug(‘B) es un grupoide de Lie, por la proposicion
(2.17), basta demostrar g€ B) es una variedad diferenciable y que sus aplicaciones origen
y final son submersiones sobreyectivas.

Dado que la aplicacion origen-final dees una submersion sobreyectiva y que por lemma
(4.4), el conjuntd es una subvariedad embebidagx; 9/, entonce€(B) =S (1) es una
subvariedad embebida d&

Ahora, sipe Py E € E(B) conS(E) = (Idp, Idp), entonces

TeE(B) = (TeS) ™ (Tayap) H rxt V) =TeB,
luegolb y tr restringidas & (B) son submersiones surjectivas. O

DEFINICION 4.6. [AN3] Un grupoide dobléB; v/, #; P) se dicedelgadosi la aplicacion

doble ancld13 : B — O(%Y,H) es uno a uno.

A continuacion daremos algunos ejemplos de grupoides sidel¢.ie.
EJEMPLO4.7. SeaG % ¢ un grupoide de Lie. Entonces,

SXS

(1.2) gxgﬁgpxgp
I,
G P,
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donde GxG—=G y P xP—= P denotan los grupoides pares asociadds @ P,
respectivamente, es un grupoide doble de Lie.

OBSERVACION 4.8. La nocion de par de grupos apareados 2.8 puede serdlavadn-
texto diferenciable facilmente, basta pedir las condiesode suavidad necesarias paras las
estructuras involucradas.

EJEMPLO4.9. Seds un grupo de Lie-Poissoh{W1]y consideremos su grupo de Lie dual
G*. Usando las acciones revestidotasl par(G,G*) es un par de grupos de Lie apareados.
Usando la misma construccién que en 2.16, se tiene que

(1.3) GxG =—=G
I
G* {*},

es un grupoide doble de Lie.

2. Diagramas de grupoides

DEFINICION 4.10. JAN3] Sean? y # grupoides sobre la misma ba®e Un diagrama
sobre# 'y 1V es un triple(D, j,i) donde? es un grupoide sobréyi: H — D, j: VvV — D
son morfismos de grupoides solfte

Si V' y H son grupoides de Lie, entonces diagrama de grupoides de Lsobre#H y
7 es un diagrama de grupoides, tal gllees un grupoide de Lie y las aplicaciorigs j son
suaves.

DEFINICION 4.11. [AN3] Un diagrama de grupoidd®, j,i), sobre? y # es llamado
una(¥, H)-factorizacionde D, si D = j(V)i(H).

Con cada diagrama de grupoides podemos asociar un grupaidie discreto, denotado
O(D, j,i) y definido como sigue:
Las cajas efl(D, j,i) son de la forma

X
A=h[ |ge (¥, #),
y
conx,ye H,g,he v, tal que

i(x)1(9) = j(h)i(y) enD.
Nuestro proposito es determinar bajo que condicidn@d, j,i) es un grupoide doble de
Lie.
ITraduccion no estandar del ingléwssing actions
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. . . . P i x| m
Definamos dos aplicaciones. La primera es la composi#igr; Zhp exXs D — D,
esto es,

P:H xy V=D, (X9)—i(x)]j(9),
dondes, e, mdenotan aplicaciones origen , final y composiciorfild.a segunda es
WiVexg H =D, (fy) (Fiy).

Dado quet, b, | y r son submersiones sobreyectivas, los productos fibradokigrados en
las aplicaciones anteriore®, x|, H'y H x¢ V, son subvariedades embebidaslde H 'y
H x V respectivamente; ademas, dado gyg son suaves, entoncdsy W también lo son.
usando las aplicaciones anteriores

O(D, j,i) = (Vxi H)pxo (Hixt V),

y usando la teoria general de transversalidadPfop. 2.5], siP y W son transversales, enton-
ces(D, j,i) es una subvariedad embebida(@ép x| H) x (H xt V).

LEMA 4.12. Sea(D, j,i) un diagrama de grupoides de Lie. Si las aplicaciones iy j son
transversales en las identidades, entori¢eg® definidos arriba son submersiones.

DEMOSTRACION. Consideremog(f,y),(x,9)) € (¥ px1 H) x (H rx¢ V) tal que
W(f,y) =®d(x,9), estoesj(f)i(y)=i(x)j(g). Ahora, por L, Prop. 2.5], tenemos

Tocg) (H rxe V) = {(Y,X) € (TkH) x (Tg?) /(Tx 1) (Y) = (Tg ) (X)}-

SeaW € Ty g (H rxt V). Necesitamos demostrar que exig¥g, Y1) enTt ) (7 px| H) tal
que

Tty WXL, Y1) = (T e,y M (Tt § < 1) (X1, Y1)

(Teicey,ieyyM((Te ) (Xa), (Tyi) (Y2)).

Por lema (1.37) existe una biseccion lotal — H enH = P conr(y) € U C P abierto y
1(r(y)) =y. Ahora, usando la observacion (1.36)pduce traslaciones a izquierda y a derecha

definidas a continuacion. Tomemés- (1 o1)(U) abierto en?, #Y =1-1(U) y #; =r~1(U)
(lo mismo para/) y sean

Le:HY - #1Y, z1(1(2)z2 y Re:Hy — Hy, z—zt((lo1) Yr(2)).

Definamosty : U — D comoioT y usando que es un morfismo de grupoides, podemos ver
queTt, es una biseccion local dB. Tambien notemos que,(e(i(y))) = (ioT)(r(y)) =i(y).
De la misma manera, existe una biseccion latal’ — 7’ tal queo,(b(f)) = f con
U’ C D abierto yb(f) € U’. Nuevamente, esta induce una biseccion lacgal U' — D en
D, tal queap(e(j(f))) = j(f). Ahora, seaXy,Y1) € Tisy) (Y px1 H). Entonces, usando la
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formula de Xypara el producto en el grupoide tangerits| Theorem1.4.14], obtenemos:

Tty P (X1, Y1) = (T(ie),iy) M (Tt §) (%), (Tyi) (Y1)
= (Tigy)Lop) (Ty)) (Y1) + (T (1) Re,, ) (Te ) (Xa)
— (Tiy)Lop) (Tidy 1 (y) Repy) (Tiy) dp) (2),
donde hemos escrito= (Tj )(TfJ)( 1) = (TigyS) (Tyi) (V2).
Ahora (Tj(f)i¢y Lor) (W) € Ti, D dado que

Loy (1(F)iy) = 05 (I (1)i))i(Fi(y)

= 0p((s00p) H(s(i(Ni(y)))) i (Fi(y)
= 0p((s00p)~'s(j()) " Hi(H)i(y)
=op(e(j(1)))Hi(Hiy)

=j(H) (D) =i(y).

(f
De manera analoga, tenemos qlig,)R; )( yLo, 1)(W) € Tig,1(y)D dado que
1

R, (i(y) =i(Y)T, ((s015) E(I(y)))
=i(Y)To((s0Tp) *((s0T,) "eli(y))))
=i(Y)To((s0Tp) *( OT@) e(i(y)))
=i(y)To(el(y)) " =i(y) li(y) = 1dps(i(y)) = 1dp(1(y)).
Denotemog = I (y), dado que y j son transversales éd(p) entonces
Tidy? = (Tidy)) Ty H) + (Tidp i) (Tig, V)
y como consecuencia podemos encorDKrw'I’.dp}[, Y e T|dp’V tal que
(T ReD) (Tichyity Lom) (W) = (Tig 1) (X) + (Tig, ) (Y).
De aqui, si consideramos los vectores
X' = X+ (Tpldsr) (Tig)(Y), Y/ =Y+ (Tpldy) (Tig ) (X),
un calculo directo nos muestra que
(2.1) (Tiy)Re) (Tich)iyy L) (W) = (Tidgh) (X) + (Tigy 1) (Y') = (Tpldp) (2);
dondeZ = (Tig,b)(Y) + (Tig,! ) (X). Ahora, dado que
(Lop o Rep0i) = (Lop 01 oRe),  (LayoRey0)) = (Reyojola,),
podemos aplicafTy) Loy, ) (Tid,Rr,) @ ambos lados de (2.1), para obtener
W = (Tiy) Lo ) (Tyi) (Y) + (Tj(1)Re) (T 1) (X0) = (Tigy L) (TigoRe,) (Tol ) (2),

dondeX; = (Tid,La,, ) (Y)Y Y1 = (Tia,Re)(X'). Es claro queTs b)(Xy) = Z = (Ty 1)(Y1), de
aC]UIT(f y)LP(X]_,Y]_) W.
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De manera totalmente analoga se demuestrabge una submersion. O
A partir del lema 4.12, obtenemos de forma automatica laesig@ consecuencia.

TEOREMA 4.13. Sea(D, j,i) una (V,H)-factorizacion del grupoide de Li®. Si las
aplicaciones i y j son transversales en las identidadesprer@s(D, j,i) es un grupoide
doble de Lie delgado.

DEMOSTRACION. Por lemma ( 4.12) tenemos qu y W son transversales, luego
O(D, j,i) es una subvariedad embebida(dé,x; #) x (H (%t V). Dado qued y W son
submersiones surjectivas, ambas proyecci@ieB, j,i) = (V px| H) wxo (H x¢ V), en
su primera y segunda componentes son submersiones sdiu&ygdo mismo es cierto para
las proyecciones desde el producto fibradg,x;, H y H x¢ 9. Como consecuencia, las
aplicacionegop, bottom, left y rightlesde_1(D, j,i) son submersiones sobreyectivas al igual
gue la aplicaciémrigen-final(1.1). Es claro que las composiciones, identidades y ajidinas
de inversion, son suaves. O

OBSERVACION 4.14. El grupoide doblel(D, j,i), es un grupoide doble delgado.

3. Una equivalencia de Categorias

En la seccion (3), introdujimos unvarianteasociado a un grupoide doble delgado discre-
to, elgrupoide diagonalEn esta seccion estudiaremos esta estructura y sus censesien
el contexto diferencial.

LEMA 4.15. Sea(B; V,H;P) un grupoide doble delgado (discreto). Definamos la apli-
cacionn : vV px; H — P porn(f,x) =b(f) =1(x). Entonce€(B) actua sobtrey por

(3.1) E(f,x)= (fI(E),b(E)x), whenn(f,x) = exs(E).
El espacio cocientd’ ,x; # /E(‘B) coincide conD(‘B) .

DEMOSTRACION. Dado queb(f I(E)) = bl(E) = sg5)(E) y I(b(E) X) = Ib(E) =
sg()(E), la aplicacions> : E(B) e 4 xn (Y bx1 H) — Vpx| H esta bien definida. Un
calculo directo demuestra quedefine una accion, en efecto,

(EoF) > (f,X) = (f (EoF),b(EoF) x) = (f I(F)I(E),b(E)b(F) x)
—E (fI(F),t(F)x) =E (F > (f,X)).
Tambienn(E > (f,x)) = n(f I(E),b(E) x) = I (b(E)x) = Ib(E)) = eg(s) (E).

N

Para la segunda parte, (di,x) ~3 (g,y), entonces existeA,B € B tal que f| A |h y

X

z
9| B |h (ver Lema 3.16). Entonces por proposicion 2.19, existe ajeke < E(‘B) tal que
y
A=E — B, en consecuencia,=b(E)yy f =gl(E).
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Reciprocamente, ¢\, B € By existeE € E(B) conb(A) =b(E)b(B) y I(A) =[(B)I(E),
entonces las cajaB — B y B tienen los mismos bordes superior y derecho. Luego, por
lema (3.16), tenemos qug(E — B),b(E — B)) ~3 (I(B),b(B)), esto efl(A),b(A)) ~z
(1(B),b(B)). De aqui, concluimos quéf,x), (g,y) € ¥ px; H, (f,x) ~5 (9,y) si y solo
sidE € E(B) conf =gl(E) y x=Db(E)y. De aqui, el cociente coincide con el grupoide
diagonal. O

DEFINICION 4.16. La accion (3.1) seré llamadadecién medulade E(B) sobre? px|
H.

Seart: Vx| H — Vx| H/E(B) la proyeccion determinada por (3.1).

TEOREMA 4.17. Sea(B; V, #; P) un grupoide doble de Lie delgado. Sidacion medular
es propia, entonce®(B) es un grupoide de Lie sob,

DEMOSTRACION. Dado queB es delgado, la accion (3.1) es libre. De aqui, sila accion es
propia, entonces el cocienté ,x; # /E(‘B) tiene una Unica esctructura de variedad diferen-
ciable tal que la proyeccion canonima?’ ,x|, H — V px| H /E(‘B) submersion sobreyectiva
([D, Theorem 3.3.1]). De aqui}(‘B) es un grupoide de Lie sobfe En efecto, las aplicaciones
estructurales estan descritas en la observacion 3.14jaisanciones locales dees claro que
las aplicaciones origen y final son submersiones sobregscyi que las demas aplicaciones

estructurales son suaves. O
Sea(B, vV, #,P) un grupoide doble de Lie delgado. Sean
CiH — Vx) H X (id(1(x)),X)
2V > Vex) H f— (f,id(b(f))),

las inclusiones candnicas déy # y sean
(3.2) i=Tlol y |j=To]J.
LEMA 4.18. Las aplicaciones iy j definidas arriba son transversalesamidlentidades.

DEMOSTRACION. Seap € P. Consideremos un vector tangeie T[idp7idp}@($)’ don-
de [idp,idp] = m(idp,idp). Dado quett es una submersion sobreyectiva, exidteW) e
T(idp,idp)({V bX] .7‘[) tal queT(iddep)T[(U,W) = Z. Elijamos

Y=U€Tq,V, X =W — (Tpidy)(Tia,b)(U) € Tig, H.
Es claro que
(Tidp J )(Y) = (U, (Tpids) (Tia,b(U))) and (Tig, 1 ) (X) = ((Tpid) (Tig,)) (X), X).
Luego,
(Tpidy) (Tigy)) (X) = (Tpidy) (Tigy)) (W) — (Tpidy) (Tay)) (Tpidls) (Tia,b) (U)
= (Tpidy) (Tidy | ) (W) — (Tpidy) (Tia,b)(U) = O;
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entonces{'l’idpf)(X) = (0,X). Como consecuencia tenemos

(Tidp 1 ) (Y) + (Tigel )(X) = (U, (Tpidyy) (Tia,b) (U)) +(0,X)
= (U, (Tpidy)(Tig,b)(U) +W — (Tpid ) (Tia,b)(U))
= (U,W).
Entonces, si apIicam@iddep)na ambos lados de la anterior ecuacion, obtenemos
(Tidp §) (Y) + (Tig,i) (X) = Z,
esto es, las aplicacioney | son transversales en las identidades. O

Sea(D, j,i) una (¥, H)-factorizacion. La variedad subyacente al grupoide mediga
B=0(D,j,i)esVPjx; # ={(hy)|j(h~1) =i(y)}. La accion medular sobre’ ,x; #
esta dada por
(3.3) (h,y)>(f,x) = (fh,yx) when n(f,x) =t(h) =r(y);
la prueba de ((3.3)) sigue directamente de la definicién.(3.1

LEMA 4.19. La accion medulag3.3) es propia.

DEMOSTRACION. Dado que la accién (3.3) es libre, con el fin de demostrar gpeapia,
solo necesitamos probar que la aplicacdcladel correspondiente grupoide accion
(s,t): (’VOiji HYX (Vpx) H) = (Vpx) H)x (Vpx) H)

es cerrada (ver Prop. 1.54). Ska (V jx; H) x (V px) H) un conjunto cerrado y conside-
remos una sucesid fn, Xn, On, Yn) fney €NAtal que la sucesion

{(s,t)(n, %0, 9n, ¥n) Fnen = {(In fn, XnYn, On, Yn) Fnen
converge da,b,q,y) € (Vpx| H) x (V px| H). Debemos mostrar que, b, g,y) € (s,t)(A).
Claramenteg —29 Yn—2¥ On fn —2ay Xayn — b.

De aqui (fn,Xn,0n,Yn) — (g'a,by 1 g,y); dado queA es cerrado, concluimos

que ((g~'a,by~t,g,y) € A. Ahora, mediante un calculo directo vemos oi#b,q,y) =
(st)(g7ta by 1,0,y) € (st)(A), luego(s,t)(A) es cerrado. O

Finalmente llegamos a nuestro principal resultado.

TEOREMA 4.20. Fijemos? y #. Las asignacione$ — D(B) y (D, |,i) — O(D, j,i)
determinan una equivalencia de categorias entre
(a) La categoria de grupoides dobles de Lie delgad@8s?/, H; P) con accion medular
propiay
(b) La categoria dé v/, # )-factorizaciones de grupoides de Li®, j,i) tal que las apli-
caciones iy j son transversales en las identidades.
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DEMOSTRACION. La equivalencia de Categorias a nivel discreto fue demdatren
[AN3].

Ahora, si‘B es un grupoide doble de Lie como @), entonces, por el Teorema (4.17) y
el Lema (4.18), l4V, H)-factorizacion asociad@)(‘B), j,i) es un grupoide de Lie cary j
transversales en las identidades.

Reciprocamente, si comenzamos con (fffa# )-factorizacion de grupoides de Lie como
en(b) entonces, por el Teorema (4.13) y el Lema (4.19) el grupoaidedde Lie asociado, es
un grupoide doble de Lie delgado como es requerid@agn O

3.1. Extensiones de groupoides dobles de Lie por fibrados deugos de Lie abelia-
nos. Uno de los principales problemas de la teoria de grupoideesdale Lie es la falta de
ejemplos. Siguiendo las lineas d&N3], adaptamos parte de este trabajo con el fin de obtener
una manera sistematica de construir ejemplos a partir de gérexistentes y de algunos datos
cohomoldgicos adicionales.

DEFINICION 4.21. M5, Def. 1.1.19] Un fibrado de grupos de Lie es grupoide de Lie
donde la aplicacion origen y final coinciden.

F = H
Sea|| 1l un grupoide doble de Lie y sea K — 2 un fibrado de grupos de Lie
vV = P
abelianos. Supongamos qiiey A actuan sobr& por isomorfismos de fibrados de grupos de
Lie.Seamt: F,x1 F - Kyo: FpxtF — K aplicaciones suaves tal que

(3.4) V(o(F,G)) =bl(G),  if b(F)=1t(G),
(3.5) VT(F,G) =bI(F),  if r(F)=1(G),

normalizadas por las condiciones

(3.6) T(F,idr(F)) = Oy = T(idI(F),F),
(37) O'(F,id b(F)) = Obl(F) = O'(idt(F),F),

donde® : P — K denota la seccion identidad geK — P.
K pxy.{]: = H
Consideremos la coleccion || 1|, donde:
vV = P

= Las aplicaciones,b,l,r onK pxy # estan definidas a partir de las e t(K,F) =
t(F) y asi sucesivamente.
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= Los productos horizontales y verticaleskegx, F estan dados por
(3.8) (K,F)(L,G) = (K(b(F)-L)1(F,G),FG), SiF|G,
(K,F) 1 F F
(LG) (1(G) K)L(I(F,G),G , sis

» Las aplicaciones identidad idl — K pxy F, id : H — K pxy F estan dadas por
idg= (@b(g),ldg>, idx = (@|(X),idX), gc V,xeH.
= Los inversos déK,F) con respecto a los productos horizontal y vertical estaslado

(3.9)

por
(3.10) (K,F)" = (b(F)~* (K M(F,E") ) F),
(3.11) (KF)' = ((1(F)-K) " o(F.FY) L FY).
respectivamente.

PROPOSICION4.22. K pxy F es un grupoide doble de Lie siy solo si, para todGMH <

F,
(3.12) 1(F,G)1(FG,H) = 1(F,GH) (b(F) -1(G,H)), F|GIH;
F
(3.13) o(GH)a(F8) = (H) T o(FG)o(EH]), G
(F5) (&n) =
(3.14) I(H)" 2 (t(H)-L) =b(H)- (r(H)"1-L), LeK(tr(H));

(3.15) (I(H) *-1(F.G))t(H,J)o(FG,HJ)

— (b(H)-0(G,J))o(F, H)t (Ef];) , E—’i

DEFINICION 4.23. Si las condiciones en la proposicion 4.22 se cumpleeipts que el
grupoide dobl&K pxy ¥ es unaextension abeliandel fibrado de grupos abelianiispor 7.

DEMOSTRACION. Primero, demostraremos las condiciones algebraicasdddifacion de
grupoide doble, luego discutiremos los aspectos difeadhes de las construcciones involu-
cradas. La asociatividad de las composiciones horizontattycal son equivalentes a (3.12) y
(3.13).

Basta probar que se satisfacen los axiomas que definen deggbles tal como eB§;
seguiremosAN1, Lemma 1.2]. Todos los axiomas son consecuencia de lasalefies (dado
gue los axiomas se satisfacen pérpexcepto la ley de intercambio, la cual es equivalente a
(3.14) y (3.15). En efecto, sé¢h e F y L € K(tr(H)). Computando{'dtl_('H) idrtH)} de
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dos formas diferentes, podemos observar que (3.14) esadepig a la ley de intercambio.
Ahora, consideremos

(K,F), (L,G), (M,H), (N,J) e K pxy F tal qu :: f .
Computemo%((lsl’, E))%\’Ig)ﬁ y {é,{ﬁ: m} {EIN’,CJ;; } La expresiones resultantes son igua-

les siy solo si
I(H)~L (b(F)-L)I(H)"t-1(F,G)T(H,J)o(FG,HJ)

— b(H)- (1(3)"1-L)b(H) - 6(G, J)o(F, H)t <Ef)
No es dificil ver que esto es equivalente a (3.14) y (3.15).

Ahora procedemos a completar las pequefias tecnicalidddesngiables de las construc-
ciones anteriores. Dado qyey p son submersiones surjectivas entonkegx, F es una
variedad diferenciable y la proyeccion obgaK yx, ¥ — ¥ es una submersion sobreyec-
tiva. Las aplicaciones top, botom, left y right dedtigx, F son iguales & oq, b'oq, 1'oq
y r’ o g respectivamente, las cuales son submersiones sobregegtilonde’, b/, 1’ y r’ son
las aplicaciones respectivas degllieLa aplicaciérntop-rightes igual a' o q la cual también
es una submersion sobreyectiva. De otro lado, dadoogue son suaves entonces es claro
que las composiciones vertical y horizontal, junto con [@gaciones de inversion dadas por
las formulas (3.8), (3.9), (3.10) y (3.11) son suaves. Revadentidades vertical y horizontal
tenemos quéd : 7V — K x F yId : H — K x F son suaves, pel yx, F es una subvarie-
dad incrustada de x ¥ tal queld(?) C K yxp, F yId(H) C K yxp F, entonces , usando
factorizacion, ambas identidades son suaves. O

OBSERVACION 4.24. Las condiciones (3.12) y (3.13) son condiciones deloosobre las
composiciones horizontal y vertical. Estas, junto con§8dan una condicién de cociclo en
el complejo doble asociado con el groupoide dgbleomo fue considerado eAN1, AM].

DEFINICION 4.25. JAN3] Sea(B; v, 4 ;P) un grupoide doble de Lie. Hbrado de gru-
pos abelianos asociado cadh es la intersecciOiK de todos los cuatro grupoides medulares
asociados comB:

K:={Ke B: t(K),bK),I(K),rK)e P},

junto con la aplicaciop: K — P, K+ p(K) =Ib(K), la funcion “vértice comun”.
Para cualquieP € P, seaK (P) la fibra dey enP; esclaro queK (P) es un grupo abeliano
bajo composicion vertical, la cual coincide con la compdsitiorizontal (ver AN3]).

OBSERVACION 4.26. Notemos que la composicion Kncoincide con la composicion en
la medula (2.1).
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PROPOSICION4.27. Sea(B; V, #{;P) un grupoide doble de Lie. Supongamos que el fi-
brado de grupos abeliano asociado c@hes, de hecho, un fibrado de grupos de Lie y res-
trinjamos la accion medular sobr8 a K(‘B). Si esta accion es propia, entonces el conjunto
F(B) := B/K(B) es una variedad diferenciable la cual admite una estructieagrupoide
doble de Lie

F(B) = H
1 1
v = P

con lados?” y 4.

DEMOSTRACION. Dado que por hipétesis, la accionidéB) es propia y ademas es libre,
entonces se sigue que el cociefitéB) := B/K(‘B) es una variedad suave tal que la proyec-
cién canonicat: B — ¥ (‘B) es una submersion subreyectiva.

Ahora consideremos la configuracion

F(B) = H

n n

v = P,
donde las aplicaciones top, botom, left y right estan dedmubr
(3.16) f.b: F(B)— H {([B])=t(B), b([B]) = b(B),
(3.17) [F:F(B)— 9 [([B])=1(B), F([B]) =r(B);

donde[B| denota la clase de equivalenciale B y las demas aplicaciones estructurales estan
definidas de manera obvia. Es claro quéB) es un groupoide doble discreto, probaremos que
es un grupoide doble de Lie. Que las aplicaciones top, bdtfiny right son submersiones
sobreyectivas se sigue usando sectiones localaskEleefecto, seafB| € 7 (B) yU C 7 (B)

u conjunto abierto que contiene[B] y tal que existe una seccion locgd : U — B de Tt
entonced|y =tosy dado que también tiene secciones locales (pues también es submersié
sobreyectiva) entoncdsgf es sobreyectiva. Lo mismo se cumple plyiay .

Ahora, searA B € B tal queA|B, entoncedA||[B]. Seansa:U — By sg:V — B sec-
ciones locales datal queU y V son subconjuntos abiertos d&(B) que contiene A y B,
respectivamente. Entoncéd| [B] = [AB] = Ttomo sy x Sg(A,B) y se sigue por tanto que la
composicion es suave. Un razonamiento analogo muestragaplicaciones de inversion e
identidad son suaves.

La aplicaciortop-right es suave dado que en una vecindade [A] esta es igual dospay
por la misma razon resulta que su aplicacion tangente esysstiiva erA|. U

COROLARIO 4.28. Sea(‘B; V, H; P) un grupoide doble de Lie. Supongamos que el fibrado
de grupos abelianos asociadofes , de hecho, un fibrado de grupos de Lie y restrinjamos
la accion medular sobr&3 a K(B). Si la accion resultante es propia, entonces el conjunto
F(B) := B/K(B) es un grupoide doble de Lie delgado.
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DEMOSTRACION. Es claro a partir de la definicion de grupoide doble delgagoryla
proposicion (4.27). O

OBSERVACION 4.29. SedB; v, 4 ;P) un grupoide doble de Lie. La condicién de que el
fibrado de grupos abelianos asociadB aea un grupo de Lie, impuesta en el teorema (4.27)
no es tan extrafia como podria parecer y como es demostratisigniente lema.

LEMA 4.30. Sea(B; v, #;P) un grupoide doble de Lie localmente trivial. El fibrado de
grupos abelianos asociado® es un fibrado de grupso de Lie

DEMOSTRACION. Consideremos el diagrama medular localmente trivialiado@a3,

(3.18) MY 1%
| 0y
\ /
E(B)
AN
Ed H.

Dado queM? — 2 es un fibrado de grupos de L&, es un grupoide localmente trivial yd
es un morfismo de grupoides, entonces pis [Prop. 2.2.7] se sigue qi(‘B) = Ker(100d,))
es un fibrado de grupos de Lie sol#e O

OBSERVACION4.31. Referimos al lector 8M] para la teoria general de grupoides dobles
de Lie localmente triviales.

LEMA 4.32. Sea(B; v, H;P) un grupoide doble de Lie. Supongamos que le fibrado de
grupos abelianos asociadod es, de hecho, un fibrado de grupos de Lie. Los grupoides de
Lie horizontales y verticale®’ y H actuan sobrd por conjugacion vertical, respectivamente
horizontal:

idg
(3.19) sige ¥Y(Q,P) y K € K(P) entonces gK := 'dK L€ K(Q).
idg~
(3.20) sixe H(Q,P) y K € K(P) entonces xK = idxKidx* € K(Q).

Ambas acciones son por automorfismos de fibrados de grupas.de L

DEMOSTRACION. Es claro que (3.19) y (3.20) son acciones suaves, luegoiauon
es inmediata. O

A partir de todo el anterior trabajo obtenemos, bajo algwoaslicionesun poco restric-
tivas el siguiente resultado,

TEOREMA 4.33. Sea(B; V, #; P) un grupoide doble de Lie. Supongamos que el fibrado
de grupos abelianos asociado&es, de hecho, un fibrado de grupos de Lie y que la accion
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medular sobreB restringida aK (‘B) es propia. Denotemos pét : B — ¥ (‘B) la proyecion
canodnica. Supongamos también que existe una seccion glebdl EntoncesB es una ex-
tension abeliana de su fibrado de grupos de Lie abelianosado@or su marco.

Antes de demostrar esto necesitamos la version diferdadetun lema deAN3].

LEMA 4.34. La aplicacion¥ : K pxy F — B dada por¥(K,F) = K—pu(F) es un difeo-
morfismo.

DEMOSTRACION. Ver [AN3, Lemma 1.4]. n

Ahora, procedemos a demostrar el teorema (4.33). Con estpfioducimos la prueba de
[AN3, The. 1.9] y completaremos los aspectos diferenciables.

DEMOSTRACION. A continuacién introducimos cociclos verticales y honitales con el
fin de controlar la falta de multiplicatividad de la secci@rnDefinimost: ;x| F - Ky

O: FpxtF — K por
(3.21) HF)U(G) =T(F,G)—u(FG),  r(F)=I1(G),

(3.22) “E

esto es,

(323)  WFM(G) = {'d“F) MFG) } HE) = IO “(G) ,
paraF, G € ¥ adecuados. Los cociclasy 1 estan bien definidos en virtud del lema 4.34
y apartir de las expresiones (3.23) se sigue que son suawesur8imos quel(idx) = idxy
p(idg) =idg para cualquiex € H y g € v entonce® y T estan normalizados:
(3.24) T(F,idr(F)>:®b|(F):T(iC“(F),F),
(3.25) o(F,idb(F)) = Oy () = o(idt(F),F).

Ahora podemos reconstruir los productos®mn terminos del fibrado de grupos de Lie

asociadoK, el grupoide de marcog, las acciones (3.20), (3.19) y los cociclosy t1. Si
K,Le K, F,Ge ¥ entonces

(3.26) (K — 1(F)) (L~ W(G)) = (K(B(F) - L)1(F,G)) — W(FG),
sir(F)=1(G)y

(3.27) {E:E((g))} = ((I{g) *-K)Lo(F,G)) — “((Fg)
sib(F) =t(G).
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Capitulo 5

Breve introduccién a los algebroides de Lie

1. Algebroides de Lie

La referencia basica para esta seccion Sd&

DEFINICION 5.1 (Algebroide de Lig SeaM una variedad diferenciable. Ualgebroide
de LiesobreM es una coleccion de dat¢&, 1t [, -], p), dondeA es una variedad difereciable,
1: A— M es un fibrado vectoriap : A— T M es un morfismo de fibrados vectorialeg.y] :
(A) xT(A) — I'(A) es una aplicaciofR-bilineal. Estos datos estan sujetos a los siguientes
axiomas,
I. (T(A),[-,]) es un élgebra de Lie,
Il. La aplicacion (p) : I'(A) — X(M), inducida porp, es un morfismo de algebras de
Lie,
Il. Para cualquief € C*(M), X,Y € I'(A) se satisface,

(1.1) X, fY]=f[X,Y]+p(X)(f)Y (Reglade Leibniz)

Por abuso de notacidnp) se denotara simplemente goy ambas aplicaciones seran llama-
dasancladeA.

EJEMPLO5.2. Algebras de LieToda algebra de Lie puede ser considerada como un alge-
broide de Lie sobre un punto.

EJEMPLOS.3. Algebroide tangent&si M es una variedad diferenciable, entonces el fibrado
tangentel M S Mesun algebroide de Lie. El corchete de Lie es el corchetd deummpos
vectoriales y la aplicaciéanclaes la identidad.

EJEMPLO5.4. Foliaciones RegulareseaM una variedad diferenciabley una foliacién
regular (y por tanto integrable) évi. El algebroide tangente &f es el subfibrado vectorial
de TM que consta de todos los espacios tangentgs aon el corchete usual de campos
vectoriales tangentes/a y donde la aplicacion ancla es la inclusion.

OBSERVACION 5.5. Cualquier algebroide de Lie cuya ancla es uno a unopewigo a
un algebroide de Lie tangente a una foliacién regular definabre la variedad base.

EJEMPLO5.6. Algebroide accionSeanM una variedad difenciablegun algebra de Lie.
Seal : g — X(M) una accion dgy sobreM (i.e. un morfismo de algebras de Lie). Sea
M x g — M el fibrado vectorial trivial con fibrg, definamo$ : M x g — TM comop(x,m) =
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A(x)(m) para todox € g y me M. Dadas dos seccione§Y < I'(M,M x g), definimos su
corchete

Y] (m) = DX(m), Y (m)] +AX(M))m(Y) = (A(Y) (M) m(X).

Donde, dado un campo vectoridlsobreM y X € I'(M,M X g), Vim(X) denota la derivada de
X enm, en la direccion d¥ (Observar qué (M, M x g) ~ C*(M, g)).
Con esta estructura, el tripl® x g, p, [, -]) €s un algebroide de Lie llamadégebroide accion.

El siguiente resultado sigue inmediatamente de los axial®e definicion de algebroide
de Lie.

LEMA 5.7. Sea M una variedad diferenciable. ConsiderermodM x R — M el fibrado
vectorial de linea trivial. Entonces, las estructuras dgedlroide de Lie sobret estan pa-
rametrizadas por los campos vectoriales de M. Mas exacteamen(M x R, p,[-,-]) es un
algebroide de Lie, entonces existe un campo vectorial’X(M) tal que:

I. p(f)=Xf, paratodo fe C*(M),
n. [f,g]=f-Xg—g-Xf, paratodo fge C*(M).

DEMOSTRACION. Primero, observemos quéM,M x R) ~ ¢*(M). Dado que el ancla
p, a nivel de secciones, €5°(M)-lineal (pues es inducida por un morfismo de fibrados vecto-
riales), entoncep(f) =p(f-1) = fp(1). DenotanddX = p(1), se sigue(f) = fX.

Usando la regla de Leibniz (1.1), para toflg,h € ¢*(M),

(1.2) [f,gh = g[f.h]+p(f)(g)h=g[f,h[ + f Xgh
Asi mismo, [f,1] = —[1, f| = —f[1,1] — X f = —X f. Luego, corh =1 en (1.2), obtenemos
[f,g=f-Xg—g-Xf. O

EJEMPLO5.8. SeaM una variedad diferenciable y sgain algebra de Lie. Sea=TM®
(M x g) la suma de Whitney del fibrado vectorial trivisl x g — M y el fibrado tangente
TM — M deM. Definamop : A— TM porp(X,m,a) = X y definamos el siguiente corchete
de Lie sobrd™(M,A). SiX = (X,1d,V) andY = (Y,Id,W) enl (M,A), dondeX,Y € (M) y
V,W € C”(M,g), entonces

X, Y] := (X, Y],1d, X(V) = Y(V) + [V,W]);
el triple (TM® (M x g),p,[, |) es un algeroide de Lie.

OBSERVACION 5.9. Si identificamog™ (M, g) conC*(M)®gyV =75 fi® & entonces
X(V) =3 Xfi®a.

OBSERVACION 5.10. a partir de ahora, los elemenios- (X,1d,V) € I'(M,A) seran de-
notados poX ¢ V.
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OBSERVACION 5.11. La construccion de un algebroide de Lie trivial puesigdizarse en
terminos puramente algebraicos como ilustraremos a a@dian. SeafR un anillo conmu-
tativo con unidadA unaR-algebra conmutativa con unidadgyun algebra de Lie sobre.
Definamos sobre é\-moduloDer(A) @ (A® g) la siguiente estructura dealgebra de Lie,

X®(a®u),Y® (bov)]=[X,Y]¢(ab [u,v]+Xbov—Yaxu),

paratodoX,Y € Der(A),a,be Ay u,ve g. Seap : Der(A) & (A® g) — Der(A) la proyeccion
sobre la primer componente. Entonces, la colec¢ifer(A) & (A®g),[-,],p) es un algebra
de Lie-Rinehart.

DEFINICION 5.12. Searirt: A— M, [-,-],p)y (0:B— N, [-,-],p) algebroides de Lie. Sea
(¢, f) : A— B un morfismo de fibrados vectoriales. Decimos ¢¢ief ) es un morfismo de
algebroides de Lie si se cumplen las dos siguientes comdisio
. pod=Tfop,
. SiX,Y e(M,A) son tal quepoX =Siui(Xiof)y oY = 3;vi(Yio f), donde
ui,vj € C*(M)y X,Yj € I'(N,B), entonces

@9 pelxYI=Fun(Xnle )+ T POOMIN o 1+ 3 pMw)Xe )
I,]

OBSERVACION 5.13. Se puede demostrar que la expresion en el lado dereqio3), es
independiente de la descomposicionpdeX y ¢oY.

2. Bialgebroides de Lie

Las referencias estandar para esta seccionksbp [MX ]y [ X]; referimos al lector a ellas
para los detalles y las pruebas de los resultados acéa edascia

Sea(A,p,[-,-]) un algebroide de Lie sobid. Denotemos pop\(A*) el fibrado vectorial
"k-ésima potencia exterior"d&. Explicitamentest: AX(A*) — M es un fibrado vectorial con
fiora AK(A*) = AK(A%), el cual a su vez puede ser identificado con el espacio vabtiertodas
las aplicacionek-multilineales alternantes dig, enR. Definimos uroperador de coborde d
AK(A") — AL (A%) tal que para todg € F(AK(A*)), se tienad(9) € T (AXT1(A*)) definido
por

k+1

1) dp(K,.. K1) = Z(—1>i+1p<>q>¢<x1,...,>A<i,...,xk+1>

A A
+Z I+J¢ ><| X]] X17 7X7 7Xj7"'7xk+l>

i<]

DEFINICION 5.14. DadaX € I'(A) definimosLy : ' AK(A*) — I AK(A*), La derivada de
Lie en la direccion d&, por
k

(22) LX(¢)(X177Xk) = p<X)(¢(X177Xk)) _Ziq)(Xl??[X?X!]??Xk)?
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para todap € I A\K(A*).

DEFINICION 5.15. SeaX € I'(A). La contracciono multiplicacion interior por X es la
aplicacioniy : T A*"1(A*) — I AK(A*) definida por:

(2.3) (lxd))(xl,...,xk) :d)(X,X]_,...,Xk),
donded € T AKFH(A*) y Xq, ..., Xc e T(A).

LEMA 5.16. La derivada de Lie , el operador de coborde y la multiplicaciaterior
satisfacen las siguientes propiedades:
1 d(d AW) =dd AP+ (—1)9Pp Ady

. d?>=0

. L[X,Y] =Lyxoly—Lyolyx

V. l[X,Y] =Lxoly —1lyolyx

V. Lx =dolx +1xod

VI Lix(9) = F(Lx(9)) +d f A1x(9)
Donde XY eT'(A), f e C*(M)yd,p e A(AY).

OBSERVACION 5.17. En laférmula (6) del lema anteridrdenota el operador de coborde
para el algebroide de Lie, luegoXic I' (A) entoncesl f(X) = p(X) f.

2.1. Corchete de Shouten generalizaddSea(A, p, [-,-]) un algebroide de Lie sobid.
Si D e ' A¥(A) entonces, para todm € M, podemos considerar B(m) como una como
una aplicacién multilineal altermaniy, : A, x - -- x A5, — R. Los elementos dE \X(A) se
—_——

i ) ] k—veces
llamarank-multiseccionedeA.

En el espacio de todas las multiseccioneédexiste un corchete
[]: FANA) < FAT(A) = F AT (A,
llamadocorchete de Shoutegue esta caracterizado por las siguientes propiedades.
1 [ ]: T ANA) x T AYA) = T AL(A) coincide con el corchete de Lie del algebroide
de Lie. Notar qué” A\1(A) ~ T (A).
n. [-,-]:T(A)x C*(M) = C*(M) es tal que paratod§ € I'(A) y f € C*(M) se tiene
que[X, f] = p(X)f.
. [D1,D5] = —(—1)*&DM-Dp, Dy].
V.
(—1)* DDy, D), Dg] + (—1)™ D1 [[D,, Dy], D]
+ (1) DMD[[Dg,D4],Do] = 0
V. [D1,D2 AD3] = [D1,D2] AD3+ (—1)"-DD; A [D1, D3]
Para todd; € T A*(A), D2 € T AM(A) y D3 € T A"(A).
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OBSERVACION 5.18. El apareamiento natural entre una k-sec¢igruna k-multiseccion
D lo denotaremos pap - D o por (D, §).

DEFINICION 5.19. Sea € F/\"(A*). La contraccionpor ¢ es el operador
m m—k
lo: T A\A) =T N (A) talque (19(D)Y+ ($AY)-D,
para todan > k.
DEFINICION 5.20. Sea&X € I'(A). Laderivada de Lie de multiseccionesspecto & se
define comd.x (D) = [X, D], para todd € I AK(A).
LEMA 5.21. La derivada de Lie de multisecciones satisface las sigegptopiedades:
l. Lx(Dl/\ Dz) = Lx(Dl) ADs+ D1 A Lx(Dz),
I [Lx, Ly] = L.y}
. Lx(fD) = fLx(D) +p(X)(f)D,
IV. Lix(D) = fLxD — X Alg¢(D),
V. Lx(¢-D) =Lx(9)-D+¢-Lx(D),

k
VI Lx (Y1, Y%) = SYIA LAY A LA Y,
i=1

donde XY,Y1,....Yk € [(A); D,D1, e TAK(A); Do e TAM(A) y f e C°(M).

DEFINICION 5.22 Bialgebroides de Lie Consideremos$A, p, [-,-]) un algebroide de Lie
sobreM. Supongamos que el fibrado vectorial dAaltambién posee una estrucutra de al-
gebroide de Lie. Decimos que el péh A*) es unbialgebroide de Liesi para cualquier
X,Y € ['(A) se cumple
(2.4) d.[X,Y] = Lxd.Y — Lyd.X,
donded, : I AK(A) — I A1(A) es el operador de coborde asociad¥ a

OBSERVACION 5.23. La ecuacion (2.4) es equivalente a suponer que laaafdit de co-
borded, : I'(A) — I A%(A) es unl-cociclopara el dlgebra de Lig(A).

2.2. Propiedades basicas de los bialgebroides de LiA. continuacion enunciaremos,
sin demostracién , algunas de las propiedades basicas bialgsbroides de Lie.

PROPOSICIONS.24. Supongamos qu@, A*) es un bialgebroide de Lie. Entonces, para
cualquier Xe M (A)y f € C*(M),

(2.5) LasX = —[d. f,X].

COROLARIO 5.25. Denotemos porlf\,I la composiciémpop; : T*M — TM. Entonces te-
nemos que

(2.6) o f,dg] = d (5,(30) ),
dondedg denota el diferencial de g.
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PROPOSICIONS.26. Supongamos quéA, A*) es un bialgebroide de Lie. Entonca% :
T*M — TM define una estructura de Poisson sobren M y también lo ﬁ%{:& psxop*:
T*M — TM. Mas aunﬁﬂ,, yrlf(,I son opuestas.

PROPOSICION5.27. Asumamos quéA /A*) es un bialgebroide de Lie. Para cualquier
bel(AY)y fe (M)

(2.7) Lat¢ = —[df,¢]
TEOREMA 5.28. Si (A, A*) es un bialgebroide de Lie, entonogs A*) también lo es.
LEMA 5.29. Para cualquier Xe y(A), ¢ € T (Ax)y f € C*(M)

(2.8) Ligx f=Lolx f—X-[0,df].
2.3. Algebras de Gerstenhaber.

DEFINICION 5.30 Algebra de GerstenhabgrSeaR un anillo conmutativo con 1. Usilge-
bra de GerstenhabesobreR es un triple(A = @i Ai, A, [, -]) que se satisface las siguientes
condiciones

» (A N) es unaR-algebra asociativa-graduadaA = ;. Ai, conmutativa (en el sen-
tido graduado), esto es:

(2.9) aiNa;=(—1)lajAa paratodo a €A, aj € Aj,

= Elpar(A=@;.;,AY,[,]) es un algebra de Lie graduada, esto es, el corchete satis-
face:
. [&,a)] = —(—1)(-Y0-D[a;, 4], para today € A, aj € A,
.
(1) [y, a5, & + (-1 U PV 3y, &, a)
+(~1 D0 Vay, a),8j] =0,

para today € A, aj € Ajy ax € A
= Ademas, el corchete satisface wwandicion de Leibnizdada por

(2.10) lai Aay, &) = [ai, ] Aaj+ (—1)' € Ya A fay, &
paratodaog € A, aj € Ajy ax € A

PROPOSICIONS.31. Seart: A — M un fibrado vectorial, entonces A es un algebroide de
Lie siy solo si1 =T A(A) es un algebra de Gerstenhaber con la estructura definida n la
seccion(2.1).
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3. Estructuras de Poisson Lineales

DEFINICION 5.32. Seart: E — M un fibrado vectorial. Una funcién realvaluada m,
dondeg € C*(M), es llamadduncion basica

Una funcion realvaluadé € ¢*(E) es llamaddineal fibra a fibrasi su restriccion a cada
fibra deE es lineal.

DEFINICION 5.33 Estructuras de Poisson linealgsSeart: E — M un fibrado vectorial.
Una estructura de PoissdhsobreE se diceestructura de Poisson lineal se satisfacen las
siguientes tres condiciones:

I. El corchete de Poisson de dos funciones basicas es idestita cero,
Il. El corchete de Poisson de una funcion basica y una funaiéallfibra a fibra es una
funcion basica.
Ill. El corchete de dos funciones lineales fibra a fibra es de nurevfuncion lineal fibra
a fibra.

TEOREMA 5.34. Existe una correspondencia uno a uno entre estructurasgebabides de
Lie sobre un fibrado vectoriat: A— M y estructuras de Poisson lineales solore A* — M.

DEMOSTRACION. Sea(A,p,|[-,-]) una estructura de algebroide de Lie solréA — M.
Dadaa € I'(M,A) definimos la aplicaciéra : A* — R mediante la férmulaa(¢) =
(¢,a(1t"(d))). Sid y W pertenecen a la misma fibra A&, entonces

A(d+w) = (¢ +w,a(m (¢ +y))) = (d,a (T (¢ + W))) + (W, a(TT(¢ + W)))
= (¢, a(17(9))) + (W, a(m(P))) = a(d) +a ().

Dadot € R, setienai(t ¢) = (t ,a(m(t ¢))) =t(d,a (1" ($))) =ta(¢). Como consecuencia,
a es una aplicacion lineal fibra a fibra.

Reciprocamente, dada: A* — R funcién suave, lineal fibra a fibra, definimes M — A
de la siguiente forma. Dado € M, a(m) es el elemento dé&y, tal que para tod® € Ay, se
cumple que(9, a(m)) = f(9).

Observemos que $i€ A* entoncesi (¢p) = (d,a(Tt(9))) = f(¢), esto esoq = f. Luego,
todas las funciones lineales fibra a fibra son de esta forma.

Definamos el siguiente corchete:

I. Si f, g son funciones suaves definidas soldreentonced f o 1t*, go 10"} = 0.
n. Sif e c*M)yaerl(M,A), entonced fort,a} =p(a)(f)ort.
n. Sia,B el (M,A), entonceqa,p} = [a, ]
Usando la regla de Leibniz, este corchete se puede extentlasdunciones suaves definidas
sobreA*. En un sistema de coordenadas, . ..,0n, X1, .. .,Xm) SobreA*, donde(xy, ..., Xm) €s

un sistema de coordenadas locales para(as,...,0,) €s una base de secciones locales para
A, el 2-campo vectoriabobreA* correspondiente a la estructura de Poisson inducida, puede
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escribirse como L 5 5 5 5
M=) [0j,0j]|=—AN=— o) (Xj) 5= N\ 5—
2%[ Is J]aai aa] +§p( |)< ])aai axl
Reciprocamente, dada una estructura de Poisson liheabreA*, las férmulas erf2) y

(3), definen una estructura de algebroide de Lie sobr& — M. O

4. Algebroide de Lie asociado a un grupoide de Lie

Una de las fuentes de ejemplos de algebroides de Lie mastamp®son los grupoides de
Lie. A continuacion, describiremos el proceso para obtanalgebroide de Lie a partir de un
grupoide de Lie. Este proceso, aunque bien conocido, nofienmemntrado una referencia bi-
bliogréafica que desarrolle completa y satisfactoriameitteodprocedimiento, por dicha razén
lo incluimos aqui.

Sea G % ¢ un grupoide de Lie. Combes submersion surjectiva entondds T G —
TP es sobreyectiva fibra a fibra; la variedd; = KerTt= U KerTgt es un fibrado vectorial

9cG
sobreG.
SeaA(G) — P el fibrado vectorial (pullback) definido en el diagrama (4.1)

(4.1) AG) —=TiG
ql ln
P G,

Id

Esto esA(G) = P 1gxn T'G como variedad diferenciable. Luedo, X) € A(G) siy solo

sim(X) = ldym paraalgume 2, X € Tigm G Y Tiam)(t)(X) = 0. Abusando de la notacion,
X € A(G) siy solo siim €  tal queX € Tig(m) Gm-

OBSERVACION 5.35. A(G) — P es un fibrado vectorial cuya fibra emc P puede ser
identificada coriq(m) Gm.

OBSERVACION 5.36. Comold : ¢ — G es una incrustacion entoncdéG) — P puede
pensarseomo un subfibrado vectorial @8 G — G.

DEFINICION 5.37. Campo Vertical.
Un campo vectoriak € X(G) se dicevertical si para todorg € G se tieneX(g) € TgGy(g)-

DEFINICION 5.38. Campo vectorial invariante a derecha.
Un campo vectoriaK € X(G) se dice invariante a derecha si

I. X es vertical.
Il. vg,h € G cont(g) = s(h) se tieneX(gh) = TgRa(X(9)); dondeRy : Gsn) — Gi(h)
esta dada pay— gh.
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OBSERVACION 5.39. SiX € X(G), entoncexX es invariante a derecha siy solosig) =

(Tlds(g) Rg) (X(1 ds(g))) .

PROPOSICION5.40. Si definimoR : TG — A(G) en cada fibra poiRg = Tg(Ry1)
TG — Ag(G), entonceR es un morfimo de fibrados vectoriales el cual es un isomorfismo
fibra a fibra.

DEMOSTRACION. Demostremos primero qu®k es suave. Se®d : G txt G —
G, 8(g,h)— gh™1, la aplicacion division. Sh,g) € G qxq Gy (Yh,0g) € TghGtxt G
entonceg Tht)(Y) = 0y usando la formulél.1.5)

(Tth,g)®) (Yh, Og) = Th(Ry-1) (Yh) + Tg(Ln)(Og)-

Como consecuenciBy, 8(Yh, 0g) = Th(Ry-1) (Yh)-
Definamos ahora: T'G — TG x1t TG, tal quet (Yg) = (Yg,0g) para todory € T;G y sea
y=Td01:TG — TG. Ahora,y(Yg) € Tiggg)G Paratoda € Gy

(Tia(sighV (TY)(Yo) = (Tia(sig)t) (TgRg-2)
=Ty(to Rg* 1)=0

puesa o Ry-1 es constante. En consecuenbiay C T'G y por tanto, podemos factorizar a
una aplicacion suave: T'G — A(G) la cual es un morfismo de fibrados vectoriales sobre
S:G—P.

(4.2) T'G —~ A(G)
L
G——P

Es claro queR es un isomorfismo fibra a fibra pues por definidy= TgRy-1.
O

COROLARIO 5.41. Dado Xe ' (A(G)) definimos;(g) = (Tid(s(g))Ra)X(s(g))- Entonces

‘>
X : G — T'G es un campo vectorial invariante a derecha.

%
DEMOSTRACION. Es claro que para tod$ € I'(A(G)), el campo vectoriaK es vertical.
Ademas,

(4.3) §<'ds<g>) = (Tid(s(1d(s(g))) Ria(stg)) )X (S(
= (Tid(s(g))Rid(s(g))) X (s(9)) = X(s(9))-

a
—~

n
—~
«
~—
~—
~—
~—

Como consecuencﬁ(g) = ('I',d(s(g))Rg)z(ld s(g)) Y @si podemos concluir qu)Z es un campo
invariante a derecha. O
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_)
OBSERVACION5.42. La aplicaciom (A(G)) — I'(T'G) tal queX — X nos permite definir
unisomorfismale C*(G) modulos

(4.4) C®(6) @ co(o) T(AG) = T(TLG), f@X > X,

OBSERVACION 5.43. En el diagrama conmutativo (4.5), cada cuadrado sjoorele a un
pullback

(4.5) AG T'G AG
]
P Id g B P

LuegoT!G — G es trivializable siy solo SAG — P lo es.

NOTACION.El conjunto de campos invariantes a derecha saprdo denotaremos por
rRI(Tt g)

El isomorfismo (4.4) implica que para todoc (T G) existenX; e AG y f € C*(G) tal
queX =S, fiX.

OBSERVACION 5.44. EIC*(P)-modulol’ (AG) es proyectivo pero no es libre.

LEMA 5.45. Paratodo fe ¢*(P)y X € TRI(T'G), la operacion fX= (f o)X, dota a

rRI(T'G) de una estructura de(P)-modulo, para la cual las aplicaciones
MRI(TIG) = T(AG); T(AG)—TRI(TG)
(4.6) —
X—= Xol; X— X.

Son isomorfismos (inversos) d&(2)-maédulos.

OBSERVACION 5.46. Como consecuencia del lema (5.45), las seccione® el di vecto-
rial AG — P pueden ser identificadas con los campos invariantes a izigusebreg.

LEMA 5.47. El ¢*()-mo6dulor R'(T!G) es cerrado bajo el corchete de campos vectoria-
les.

DEMOSTRACION. Si X e Y son verticaleX ~ 0y Y L 0, por tanto[X,Y] L0, lo cual
implica que[X,Y] es vertical.
SiX € [(T'G) es invariante a derecha:

vg,h tal que (h,g) € G sxt G, X(hg) = (ThRg)(X(h)),

lo cual puede ser interpretado de la siguiente forma. Dagos P, g € g% se tieneX |gy$vg
X |g.- Como consecuencia, Xi Y satisfacen lo anterior, se tiene que

Ry
vxye PVge G [Xlg,Y gl ~ [Xlg.Y |Gl
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y es claro queX, Y] \gy: [X |gy,Y |gy].

Luego para toda,y € P,g € G se tiendX,Y] |gyig [X,Y] |, lo cual significa queX, Y] es
invariante a derecha. O

OBSERVACION 5.48. El corchete del lema (5.47) puede ser trasladdda\g ) de la si-
- —
guiente forma. DadaX,Y € I'(AG), por el lema 5.47[X,Y] € FRI(T!G). Definimos por tanto

— —
(4.7) X,Y] =[X,Y]old.
DEFINICION 5.49. Elancla g; : AG — TP deAg esta definido por

Ts

(4.8) AG TtGC TG TP
.
M G——G P

%
OBSERVACION 5.50. Para todX € I'(AG) se tienea(X) = (Ts)o X old.
%
LEMA 5.51. Si X e I'(AG) entonceX esta s-relacionado con(X).

DEMOSTRACION. Dadog € G,

(4.9)  (TYX)(Q) = (Tg9)(X(0)) = (Tg3) (Tig(s(g)Ra) (X(S(0))) = (Tiasig) 9 (X(s(0)))

También
(4.10) (a(X)os)(9) = a(X)(s(9)) = (Tia(s(g)9)X(s(9))-
de donde obtenemos la conclusién deseada. O

LEMA 5.52. El corchete definido e@®.7) sobrel (AG) y el ancla definida exb.49)satis-
facen laregla de Leibni¢.1).

DEMOSTRACION. Sif € C*(P)y X e [(AG), entonces paratodoe Gy ¢ € C*(G),

—

FY()(M) = FYm(®) = (Tig s Re) (FY) (S(m)) (6)
= (Tia(sm))Rm) ((f o S5)(M)Y(s(m))) ()
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Como consecuencia(> =(f OS)? SiademaX €' (AG),
X, fY] = [X, f¥]old = [%(fos) Y]old = ((fos)[X,Y]+X(fos)Y)old
— ((fos)[X,Y])old+(X(fos)Y)old
= (fosold)([X ,7]o|d) + (X (foS)oId)(?old)

)
— £1X,Y] + (Xold)(fos)(Y old)
= F[X,Y] + X(fo9)Y = f[X,Y] + ((T9X f)Y
— £1X,Y] + (a(X) Y.
]

DEFINICION 5.53. Seag = P un grupoide de Lie, la coleccidih\G,|-,-|,a5), conag y
[-,-] definidos en (5.49) y (5.48), es llamaaligebroide de Lie de.
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Capitulo 6

Algebroides de Lie dobles

En este capitulo continuaremos con el estudio de estrgcalgabraicas multiples de tipo
Lie. En esta ocacion comenzaremos introduciendo el conaepfibrado vectorial doble y a
continuacion presentamos dos ejemplos concretos que s de utilidad en la discusion
subsiguiente. El concepto dégebroide de Lie doblse introduce en la seccion (5) y a conti-
nuacion nos concentramos en algebroides dobles de Lie sertdital un punto y procedemos
a la construccion del ejemplo cero de esta estructura a pgartiualquier par de algebras de
Lie, el lamadoalgebroide doble trivialEn la seccion final damos una manera sistemética de
construir ejemplos de algebroides dobles de Lie a partiud&oier diagrama de algebras de
Lie, que satisface una variante dectandicion de llenadpara grupoides dobles de Lie.

1. Fibrados vectoriales dobles

DEFINICION 6.1. Un fibrado vectorial dobl# consta de los siguientes datos:

I. Cuatro variedades diferenciabl8s?’, #, P.
Il. Cuatro submersiones surjectivas:

(1.2) ANB—>YV, 1. B—H, |:H—-P t:7Y—2P
Il Cuatro incrustacioneas secciones cejo
(1.2) 0 M=, 0y:M—=H, On:V—B, O:H— B

IvV. Cuatroaplicaciones suma

+h:Brx)x B— B, (sumahorizontal) +:Bx: B— B, (suma vertical)
+: Vi<t V=Y, +:H\xg H—V,
tal que los siguientes axiomas se satisfacen.

Axioma 0. (B, V,\,0n, +n), (B,#,1,0,+v), (V,P,1,0,4)y (#,P,l,+) son fibrados
vectoriales.

OBSERVACION 6.2. De ahora en adelante, la fibra(d@ 7/, A, 0, +1) env € 7/, la deno-
taremos porB, := A~1(v). Asi mismo, la fibra dé‘B, #,1,0,,+,) enh € #, la denotaremos
porpB :=1-1(h).

OBSERVACION 6.3. Dador € Ry A € B, el producto por escalar decon A respecto del
fibrado vectorial vertical B, #, 1,0, +y) lo denotaremos pdkr. El producto por escalar de
conA respecto del fibrado vectorieB, #{, 1,0y, +y) lo denotaremos paA.
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Axioma 1. Las aplicaciones estructurales en cada estructura de dilvectorial sobre
B (la proyeccion, adicion, producto por escalar y seccion)ces un morfismo de fibrados
vectoriales respecto al morfismo correspondiente en l@stractura de fibrado vectorial sobre
B. A continuacion escribiremos de forma explicita el sigaific de este axioma para algunas
de las operaciones estructurales.

De ahora en adelante, usaremos la notaAB(Tespectivementg) para la suma horizon-

tal (respectivamente vertical).
Axioma 1.1\ : B — 1/ es un morfismo de fibrados vectoriales sdaré/ — P, esto es,

AA) € U, )\{g} —A(A)+A(B) y A(Ar) =rA(A);

paratodche #; ABepByr e R.
Axioma 1.21: B — H es un morfismo de fibrados vectoriales sahré¢’/ — P, esto es,

T(A) € Hy), T(AB)=T1(A)+T1(B) ¥y T(rA) =rT(A);
paratodaue 7; ABe Byyr cR.
Axioma 1.3Laseccion cero horizontdl, : 1/ — B es un morfismo de fibrados vectoriales
sobre 0 P — %, esto es:

A ) = On, Onfuw) = { 0y 0n() =

paratoda e R, pe Pyu,we 7.
Axioma 1.4 La seccion cero verticaly, : H — B es un morfismo de fibrados vectoriales
sobre 0 7 — 7/, esto es,

T(Ov(f)) = 0p, Ov(f +9) = {0u(f) Ou(9)} ¥ Ou(rf)=r0Ou(f);

paratoda e R, pe Py f,g € H,.

Con el fin de hacer explicitos los demas axiomas realizaraigosmas construcciones au-
xiliares. Consideremos &brado vectorial verticat : B — # 'y tomemos el siguiente pullback
en la categoria de fibrados vectoriales,

(1.3) BDy B —— B
b
B V.

TXT

Elfibrado en la esquina superior izquierda del diagramg ¢b8esponde 8, B — H ®p
7, donde estamos usando la notac®m,, B paraB ) x) BY H @ H paraH x| .

Analogamente, consideranddigrado vectorial horizontak : B — 1/, podemos construir

otro fibrado vectorial8 @, B ety V@V, (verfig. 1.4), dond@Bd, B =B x1 BY VDo
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V= ‘VtXt V.

(1.4) BOy B —> B
L
B vV

t

Denotemos pop: R x ¥ — ¥/ la proyeccion sobr® y consideremos el fibrado vectorial
ldg xt:R x ¥ — R x P. Entonces, el diagrama pullback

(1.5) (RXV)Dy B — (RX V)
l lpl
B v,

A

define un fibrado vectorialR x V) &, B 4 (R x P) @p H; con proyecciong dada por
q(s,v,A) = (s,t(v),T(A)) y suma(s,u,A) + (s,w,B) = (su+w, {g}) donde este definida.

OBSERVACION6.4. (Rx V) @y BY (R x M) @ #H denotan las variedad€R x V) px,
By (R x P) e H respectivamente, dongees la proyeccion sobre.

En base a las construcciones 1.4y 1.5, la suma y el productespalar horizontal, son
aplicacioneBB®,, B — By (R x V)@, B — B, respectivamente.

Axioma 1.5Ley de intercambio para la suma

La suma horizonta{- -} : B®, B — B es un morfismo de fibrados vectoriales sobre
+:H dp H — H. Explicitamente,

o (-2 8

cuando estén definidas las operaciones indicadas.
Axioma 1.6 El producto por escalar horizontgR x 7') ©, B — B es un morfismo de
fibrados vectoriales sobre (R x M) &y H — H. Explicitamente,

(1.7) T(rA) =rt(A), r {g} = {:’;} yr(As) = (rA)s;
paratoda,sc Ry A B e B.

OBSERVACION 6.5. La ultima ecuacion en 1.7 es conocida carap de intercambio para
el producto por escalar

DEFINICION 6.6. Morfismos entre fibrados vectoriales dobles, se defiedordha natu-
ral. Es claro que todo fibrado vectorial doble posse un gdgxdoble subyacente, en el cual

65



las aplicacionetopy botomcoinciden, al igual que las aplicaciorieft y right. Como conse-
cuencia, tenemos un funtor de olvido

F:DVB— DG

de la categoria de fibrados vectoriales dobles en la catedegrupoides dobles.

DEFINICION 6.7. SedB; vV, #; P) un fibrado vectorial doble. Definim&{‘B), lamedula
de B, comoE(F(B)) , la medula del grupoide doble suyacente.

LEMA 6.8. Sea(B; V,#;®P) un fibrado vectorial dobleE(B) es un fibrado vectorial
sobre?.

OBSERVACION 6.9. Sed B; vV, #;P) un fibrado vectorial doble. Algebraicaments B)
puede ser definido como el equalizador del diagrama

TXA
(1.8) E(B) — B—= Vx| H.
0x0
PROPOSICIONG.10. M5, Teo. 9.1.6Pado un fibrado vectorial dobleB; V', #; P), exis-

ten sucesiones exactas de fibrados vectoriales

(1.9) 00— t"E(B) X~ 3t (3) —0

L

vV

On(V)
E

de fibrados vectoriales sobfié, dondex(V,E) = { } y T* denota la aplicacion inducida
por T en el diagrama pullback,

(1.10)

Asi mismo , tenemos una sucesion exacta

(1.11) 0—— I*(E(B)) > 8 2 1(1) —=0

L

H

de fibrados vectoriales sobf, dondev(H,E) = {0,(H) E} yA* denota la apliacién inducida
por A.
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DEMOSTRACION. Ver [M5, Teo. 9.1.6]. O

2. Dualidad en fibrados vectoriales dobles

Consideremo$B; v, H; P) un fibrado vectorial doble

A
l lt
H—=7P
Denotaremos paok : E(B) — P la medula deB y port¥: B¥ — #, \": 8" — 9/ los duales
de las estructuras de fibrado vectorial vertical y horiZcsdhreB , respectivamente.

DEFINICION 6.11. Laproyeccion medular horizontalsociada @3, es la aplicacion

(2.2) K': 8" S Ef, o k(@) Eyg — R
£ (@), = (@ { )

para todad € B" tal queA"(®) = g.

OBSERVACION 6.12. Si® € 8" tal queA"(®) = g, entonces dad& e Ei(g se cumple

)\({?Eg}) =\ (0g) +A(E) = g+0=g; por lo tantok"(®) esta bien definida.

Definiremos a continuacion una estructura de fibrado vedteobrex" : 8" — E*.

LEMA 6.13.Si f,ge VyreR, entoncesBs g = {if} Y Brs = Bs.
g

DEMOSTRACION. Basta usar coordenadas locales péra O

PROPOSICION 6.14. Sean®, W € B" con A(d) = f, A(W) = g y kK"(®) = k"(W), las
siguientes aplicaciones de suma

(2.3) D+W B g — R,
A — (P4+WY Aly _ DA W.B);

producto por escalar

(2.4) ro:B — R,
B (r ®,rB) =r(d,B);
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y seccion cero
(2.5) 0:E* - 38" a~0(a):B8, R,
(2.6) B (0(a),B) = (a, {BO{(g)})

para todoa € Ej. Consitutuyen las aplicaciones estructurales de una ettra de fibrado
vectorial sobre la proyeccion medular horizontal asociada.

DEMOSTRACION. Ver [KU, Teo. 11]. O

TEOREMA 6.15. El diagrama conmutativo

h

(2.7) Bh —— E*
Ahl lx*
V—>7P
es un fibrado vectorial doble con meduta +* — P.
DEMOSTRACION. Ver [KU, Teo. 11]. O

Existen enunciados analogos para el dual vertica8des cuales sintetizaremos en el
siguiente teorema.

TEOREMA 6.16. El diagrama conmutativo

(2.8) B gy

K"l ll
EX ——=P
K
es un fibrado vectorial doble con meduta t/* — P.

DEMOSTRACION. Ver [KU, Teo. 11]. O

DEFINICION 6.17. Los fibrados vectoriales dobles (2.7) y (2.8) son li@asdual hori-
zontal y dual verticatle B, respectivamente.

TEOREMA 6.18. Sea(B; V,#;P) un fibrado vectorial doble. Existe un apareamiento
natural no degenerado,

(2.9) (P, W): gh KhX KV BV

N
E*

entre las proyecciones medular horizontal y vertical, taégi(®, W) € B" nx B'yBe B,
conA(B) = AN(®) y 1(B) = 1Y(W) entonces

(2.10) (P, W) = (P,B) — (B,W¥).
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DEMOSTRACION. Ver [M3, 3.1]. O

COROLARIO 6.19. Dado un fibrado vectorial dobléB; V, H; ), el apareamientd2.9)
induce un isomorofismo de fibrados vectoriales entre lasqgmipnes medulares horizontal y
vertical asociadas 3.

DEMOSTRACION. Inmediato a partir del teorema (6.18). O

NOTACION.Dado un fibrado vectorial doble; 7, H; P), denotaremos pd, : (B")* — BY
y Zy: (BY)* — B" los isomorfimos de fibrados vectoriales inducidos en el eoim(6.19) por
el apareamiento natural entre las proyecciones medulsoesadas @.

3. Ejemplos de fibrados vectoriales dobles

3.1. Tangente de un fibrado vectorial.Seart: A — M un fibrado vectorial con fibra
estandalV y Trt: TA— T M su diferencial. Denotemos poi : TA— Ay Ty : TM — M los
fibrados tangentes dey M, respectivamente. El diagrama conmutativo

(3.1) TA—S TM
A? M7

posee una estructura de fibrado vectorial doble que deseribs a continuacion. Para esto,
extenderemos la estructura de fibrado vectorial sutb®— M aTm: TA— TM.

LEMA 6.20. Seart,,n € TAtalque Ti(&) = Tri(n). Existen caminog y n; en A definidos
en una vecindad de cero, tal qug€;) = 1(n), &[o& =&y $lont =n.

DEMOSTRACION. Searm=dimMy a=T1u(T1(&)) =T (TT1(N)). ConsideremofJ, )
un sistema local de coordenadasMgadaptado em: A — M tal quea € U. Localmente el
diagrama (3.1) se expresa como

(3.2) UXRM"XVXxV-—=UxRM
UxV U

Si en coordenadas localés= (a,x,us,U2) y N = (a,y,Ws,Wyg), entoncesx = y. Seaa(t)
un camino erlJ tal quea’(0) = (a,x). Entonces, los camindg = (a(t),u; +tup) y ny =
(a(t),y1+ty2) cumplen las propiedades desadas. O

Sear e Ry &, neTAtalqueTm(&) =Tm(n). Por el lema (6.20), existen camingsy Nt
enA, tal quert(&;) = T(ny), &lo& =&y $lont = n. Definimos

Ent=SoE+n) y &r=Sor &.
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Con estas operacioné$A T1, TM) es un fibrado vectorial con seccion cero dadapor.
TM — TA donde 0 M — A es la seccion cero de: A — M. Es facil demostrar que (3.1) es
un fibrado vectorial doble.

LEMA 6.21. El fibrado vectorialE(TA) — M es isomorfomo al fibrado vectorial A M.

DEMOSTRACION. A continuacion solo daremos un bosquejo de la pruebaXSea(TA),
entonceX € TAes tal quate (X) = Om Y To,,TI(X) = Om, para algimm € M. Ahora, dado que
TLes una submersion surjectivy, es una subvariedad incrustadaAlg To, Am = KerTo, Tt
Como consecuenci < To,,Am Y cOmoAn, es un espacio vectorialp,,An se identifica ca-
nénicamente comyy, luego X € Ay. Lo anterior nos permite identificd(TA) — M con
. A— M. ]

A continuacién estudiaremos algunas propiedades dsetasones verticales y horizonta-
lesde TA, las cuales serdn de utilidad en la construccion de la pgaldon tangente de un
algebroide de Lie.

NOTACION.Usaremos 8: M — A, 0" : M — TMy 0 : A— TApara denotar las secciones
cero de los fibrados vectorialés— A, TM — M y TA — Arespectivametne.

Por la proposicion (6.10) y lema (6.21), existe una suceskacta de fibrados vectoriales
sobreA

(3.3) 0——=T¢(A) 4= TA—L T (TM) — 0
\£/

y una sucesion exacta de fibrados vectoriales sbbte

(3.4) 0—— T8, (A) X TA—" 12, (A) —— 0
\TlM/

LEMA 6.22. Sidados Xc '(M,A) y ¢ € I'(M,A*) definimos
XA TA Y e X(Y) = X(Y.X((Y))) = {By X((Y))}.

lp :A=R X = 1p(X) = ($(1(X)), X).
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

I X(fom) =0;
. (FX)= (fomX;
m. X,Y]=0;

Paratodo fe C*(M) yX,Y € [ (M,A).
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DEMOSTRACION. SeaF € C”(A) y consideremo¥ (t) =Y y X(t) =tX(1(Y)) curvas en
Atal quert(Y(t)) = T(X(t)), para todd € R. Luego para tod¥ € A,
- . d d
X(Y)F = {0 X(T(Y))}F = lo(Y (1) + X(t))F = S [oF (Y +tX(T(Y))).

Por lo tanto sif € C*(M), entonces

X(fom)(Y) = X(Y)(om) = So(fom(Y +tX(Y)) = ol fom)(¥) =0,

lo que implicaX (f o11) = 0.
De otro lado,
(FX)(Y) = X(Y, (FX)(T(Y))) = X(Y, F((Y)X(T(Y)))) = (f o) (Y)X(Y, X (T(Y))),
de donde fX) = (f om)X.
DadosX,Y € I'(M,A),
X,Y](F)(2) = [X,Y](Z)F

— GV (FIZ+X (@) — g X(F)(Z+1Y(m(2)
0
= S0 oF (Z+X(TZ) + SY(M(Z))) — loc|oF (Z+1Y(1(2)) +5X(1(2)))
=0.
Como consecuenciX,Y] = 0.
Ahora,
X(9)(¥) = Slola ¥ +X(11Y)))
= SHol®(Y HEX(T(Y)))), Y +X((Y)
— Gt 6N X(rtY))
0
— (9.X) oY),
y por lo tantoX (lg) = (¢, X) o Tt O

LEMA 6.23. Si dado Xe I'(M,A) definimos una secccion sobretTTA— TM por,
- TO(x)
X:TM—=TA X V(X X(Tp(X :{ }
DX =\ X (rua30)
Entonces
L {XY}={X Y}

n. (fXy=(fomy)-X;
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DEMOSTRACION DadosX,Y € I'(M,A),

Como consecuencigXY} = {XY}.
Si f € C*(M) entonces

(FXT1%) = v(x, (FX) (T (x))) = F(T(x) -v(x, X (T (x))) = (f oTie) (%) - X (X),

por lo tanto(fX)= (fory) - X. O

3.2. Fibrado Tangente Doble.Dada una variedad diferenciatde como caso particular
de la construccion de la seccion anterior tenemos el fibieupente doble

.
(3.5) T(TM) 2 TM
T[TMl lTl'M

™ —— M.

Dadog € T(T M) existe una curv; enT M, definida en un entorno del 0, tal qﬁgoxt =¢.
Como cad& pertenece @ M, entonces existe una curegs, t) enM, definida en un entorno de
0, tal qued%\oc(s,t) = X. Como consecuencia, tenemos una aplicacion suaveC R? — M
tal que (0,0) € U, U es abierto yaa_s;t|(070) =& Ademast € Tx,TM, X € TqonyM y Xo €
Teo,0)M.

Observemos que

2

0 0 0 0
TTw (&) =TT (5500 C(81)) = 5 Jomm(5 lo (s 1)) = 7 Jo€(s.0)

92 0
HTM(E)(EHO,O) c(s;t)) = a|o c(0,t).

DEFINICION 6.24. SedV una variedad diferenciable. Definimosifawolucidon candnica

asociada & como la aplicacion
2 2

0 0
(36) J;TTM—TT M, @kop) C(S,t) —> at—as|(o70) C(S,t).

OBSERVACION 6.25. Si(Xy,...,Xm) €S un sistema de coordenadas locales paran-
tonces(xy, ..., Xm,dx,...,dXyn) €s un sistema local de coordenadas Javy si denotamos
Xi = dx, entoncegXy, ..., Xm,dXq, ..., dXm, X1, ..., Xm, dXy,...,dXyn) €s un sistema local de
coordenadas pafaT M. Usando estas coordenadas locales,

J(xl,...,xm,dxl,...,dm,xl,...,m,dxl,...,d)(,n)
= (xl,...,xm,xl,...,erdxl,...,dxm,dxl,...,d)ﬁn).
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En otras palabras, si: U C R?2 — M es una aplicacion suave y si en coordenadas locales
c(s,t) = (ct(s,t),...,cM(s,t)), entonces

2 . . 9
2551100 €50 = (40,0).....¢™(0,0), o cH(0.1)..... 5o ™(O.1).
0 1 0 m 62 1 62 m
6_S|OC (S,O),...,—S\oc (570),ﬁ|(0,0) c (S,t)y-n,ﬁkom c'(s,t)),
y por tanto,
62 1 m 0 1 0 m
J(HRO,O) C(S7t)) = (C (070)7'“70 (070)70_8‘00 <S70)7'~'7_S‘0C (870)

210600, 200,00 s ... 0 TS )
at 0 ) 7"'76 0 ) ,atat (070) ) 7"‘7awt (070) ) *
4. Prolongacion tangente de un algebroide de Lie

Seart: A— M un algebroide de Lie. En la subseccion 3.1 dotambaal A— TM de una
estrucutra de fibrado vectorial, a continuacion lo dotaedeuna estructura de algebroide de
Lie.

LEMA 6.26. Las secciones dem: TA— TM estan generadas sobt& (T M) por los
conjuntos{Y /Y e T(M,A)} y {T(X) /X e [(M,A)}.

DEMOSTRACION. Considremos el siguiente diagrama pullback

(4.1)

TMTM

Si & € '(TM, TA) entoncesrty(§) es una seccion de(A) — TM. Luego , dado que
F(TM,1(A)) = C®(TM) ®c=my (M, A), existenF € C*(TM) y X € T(M,A) tal que
TA(§) = YiFi ®X, lo que implica quel o & = 3 F (X o Tp).

Definamoq) := {(zF.TE(Xi))h}’ luego

M) = Ma({& (S RTX))") = Ma(®) —ma(3 FT (X))
=To&— 3 R(MaoT(X)) =Mao&— % (XioTp) =0,
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T0 T0

n
TO

TO
Y (Tv)

COROLARIO 6.27. Seart: A— M un algebroide de Lie con anclp. Existe sobre Tt:
TA— TM una estructura de algebroide de Lie tal que

esto esn es vertical. Ahora;rrA({ d }) =0y Tn({ M }) =Tm(n) —Tr(TO) = IdTM —

ldrM = 0. Como consecuenci% } es una secciéon con valores en la médula y por tanto

existeY € I'(M, A) tal quen = { } =Y, luegot = {Y S;RT(X)}. O

(4.2) TXTY]=T(X.Y]), [TXY]=[XY], vy [XY]=0;
paratodo XY € I'(M,A) y cuya ancla esta dada p@f := Jo T(p).

DEMOSTRACION. Para definir un corchete de Lie para: TA— TM, Por el lema (6.26),
basta usar las formulas 4.2 y extender usando la regla daikzeRor |o tanto, basta demostrar
guepr es un morfismo de algebras de Lie, lo cual es inmediato. O

4.1. Prolongacion tangente de un algebra de LieComo aplicacion del corolario
(6.27), tenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICIONG.28. Seah un algebra de Lie, la prolongacién tangente igeoincide con
el producto semidirecto dig consigo mismo, considerando uno de los factores como agebr
de Lie abeliana.

DEMOSTRACION. La prueba de esta proposicion consiste esencialmentevam 8 cabo
las construcciones descritas para la deficion de la protddiggangente de un algebroide de
Lie en el caso concreto en el que nuestro algebroide se redut@lgebra de Lie.

Esclaroquelh =h x hy E(h x ) = {0} x h. Ahora, dados € R; (x,X),(y,Y) € h x b;
a(t) =x+tXyp(t) =y+tY paratodd € R entonces , por definicion,

{(xX) (%Y)} = §lo(a(t) +B(t) = (x+¥, X +Y) y (x,X)r = gilo(ra(t)) = (rx,rX).

Ahora, siX € h entoncesT X = (X,0) y para todax € b se tieneX (x) = TO(x) + X (T4 (X)) =
(0,X). Luego, por corolario (6.27),

[(X70)7(Y70>] - [TX,TY] - T[XvY] - ([XvY]70>7

[(X70)7<07Y)] = [TX,?] = [X7YT: (07 [XvY])

[(va)7 <O7Y)] = [27?] =0

Por ultimo, dado quey, = 0, entoncepry, = 0. O
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5. Algebroides de Lie dobles
Consideremo$B; v, H; P) un fibrado vectorial doble

(5.1) By

l lt

}[—>| P

TEOREMA 6.29. La estructura de Poisson Lineal sobré: BY — #, inducida por la
estructura de algebroide de Lie solre B — #, es lineal respecto a la estructura de fibrado
vectorialkY: BY — E*.

Asi mismo, la estructura de Poisson lineal sobfe B" — 9/, inducida por la estructura
de algebroide de Lie sobie: B — 7/, es lineal respecto a la estructura de fibrado vectorial
kh: BY — E*.

COROLARIO 6.30. Existen estructuras de algebroide de Lie sobre los fibra@atoviales
KY: BY — E*yk": 8" — E*.

DEMOSTRACION. Por el teorema 5.34, existen estructuras de algebroidéedsobre los
fibrados vectorialeg"* : (8Y)* — E* y k™ : (8")* — E*, las cuales, a través de los isomorfis-
mosZ, y Z, (ver 6.18) inducen estructuras de algebroide de Lie solrBdmados vectoriales
KY: B = E*ykh: 8" - E*. O

DEFINICION 6.31 Algebroide de Lie dob)e Un algebroide de Lie doble es un fibrado
vectorial doblgB; V, #; P),

Ay

Ql)t

Y

(5.2) B
|
H

—_—
|

I. Los fibrados vectoriales laterales en (5.2) poseen esteude algebroides de Lie.

Il. Las aplicaciones estrucutrales de (5.2) son morfismosp@bmaides de Lie.

I. Si denotamos popn Y pv las anclas de las estructuras de algebroide horizontal y
vertical enB, respectivamente, entoncgs,,p) es un morfismo de algebroides de
Lie entreh: B— Vy Tl: TH — TP. Analogamente pargn,p).

Iv. El par(8Y,8") de algebroides de Lie sobE es un bialgebroide de Lie.

OBSERVACION 6.32. Observar que estamos usando la misma notgcpara las anclas
de los algebroides de Li#’ y 4.

75



6. Algebroides de Lie dobles construidos a partir de algebrsde Lie

En esta seccion construiremos un algebroide de Lie dobleta ga cualquier par de
algebras de Lie.

6.1. Algebroide de Lie doble trivial.

6.1.1. Dos algebroides de Lie trivialeSeanh y v algebras de Lie de dimension finita.
SeaTh® (h x (v X v)) 4 h el algebroide de Lie trivial construido en el ejemplo (5@)nde
v X v denota el producto semidirecto del algebra detL@mnsigo misma. Por teorema (5.34)
tenemos asociada una estructura de Poisson lineal sobbeagldivectorial dual *h @ (h x

(b x0)¥) LN b (la notacion’ seré clara mas adelante).

La variedad diferenciabl&*h & (h x (v x v)*) es difeomorfa a la variedadx h* x v* x v*.
Luego, un sistema global de coordenadas para la misma edtapda{ (€', ¢, fj, fx)/ i =
1,ny j,k=1,m}. Donde{e }iL, es unabase decon base dugle}i; y {fj}]_; es unabase
dev con base dug f;"}]_;.

Usando el teorema 5.34, el corchete de poisson Sotiye> (h x (v x v)*) satisfece

. {ef. e} =0,
. {0, ot} = (py(0)e) otY, para toda secciom.

La misma observacion aplica para el algebroide de Lie trivied (v x (h x h)) — v con

fibrado vectorial dual *o & (v x (hx h)*) '—h> b.

Es importante notar que los dos algebroides de Lie triviedesiderados tienen el mismo
espacio total subyacente, la variedad diferenciablé) x v x v ~Th x To.

6.1.2. El fibrado vectorial dobleUsaremos los mismos datos y notacién de la anterior
subseccion. Denotemos pdrh,v) la variedad diferenciabl&h x Tv y consideremos el si-
guiente diagrama conmutativo

(6.1) A(h,0) —— v

I

b ——— {*}.

Es claro que (6.1) es un fibrado vectorial doble, tal que stadds vectoriales laterales poseen
estrucutura de algebroide de Lie. ireedulaE(A4(h,v)) of (6.1) es el espacio vectoriglx v.
Asociado con (6.1) tenemos otro par de fibrados vectoriales

(6.2) T*h @ (h x (0 X 0)*) 2o h* x v*
t"l l
b {*}
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dondeph(a ® <h7B7)\)) = (G,)\) y

h

6.3) (0x (hxh))&Td —>1v

pvl

dondepv((v, B?A) D (X) = 0\7 (X)-
Asociado con (6.2) and (6.3) tenemos el siguiente apareamiesto es, un forma bilineal
suave no degenerada fibra a fibra),

(6.4) () Thd(hx (ox0)*) ppXpy, (0x(hxh)*) DT o R
bh* x v*,
tal que(a @ (h, B,A), (v 8,y) © 6) = (5,h) — (B,v).
El apareamiento (6.4) induce isomorfismos de fibrados vietdsr

(6.5) T (% (0 x 0)*) &l (0 % (h x §)*) B T*0)*
h* x v*,

y

(6.6) (0 (hx b)) ST & (T*h (b x (0 x0)"))"
h* x v*,

dondez,(h,a,B,A) := (h,a,—B,A) y Zy(d,V,V,0) := (d,y,—V,8). Aqui, hemos usado los iso-
morfismos obvios de fibrados vectorialBsh & (h x (b x 0)*) ~ (h x h* x v* x v*) y ((v X
(hxh) ) DT )" ~ (hx h* xv* xv*); ytambién(v x (hx h)*) DT o ~ (h* x h* x v x v¥)y
(T*Hd (hx (b x )*))* =~ (h* x h* X v X v*).

6.1.3. Estructura de Poisson lineal sobréhld (h x (v x v)*). Sea{g}{l; una base
deh con base duafe}i; y sea{fj}]_; una base de con base dua{f;}]_;. Un sistema
global de coordenadas para la variedad savg* x v* x v* esta dado po{(q*, e, fj, f)/i=
1,nandj,k=1m}.
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PROPOSICIONG.33. Existe unaestructura de Poisson linefd, -} sobre el fibrado vecto-

rial ((ox (hxh)*)®T*v)* — h* x v* tal que,

fx.xit =0 {vi.yi} =0 {w,wj}(h,3,B.A)=—B[fi.fj]) {z.z}=0

x.yit=yi {viowi}=0  {wi,z}(h3dBA) =B [fifj])

{x.wi} =0 {vyi.,z}=0

{x,Zj} =0,
donde estamos usando la notaciéa, - - - ,Xn, Y1, -+, Yn, W1, - ,Wm, 21, - ,Zm) para el siste-
ma global de coordenaddsy, - - - ,€},€1, -+ ,€n, f1,- -, fm, f1,- -+, fm).

(6.7)

DEMOSTRACION. En lugar de demostrar directamente que las relacionesdé@finen un
corchete de Poisson lineal, describiremos la forma en laobt@nemos el corchete de Poisson,
a partir de la estructura de algebroide de Lie definida en lddovectorial original. Denote-
mos por{-,-} la estructura lineal de Poisson del fibrado vectdFid & (h x (v x v)*) At h.

Es claro que {x.,Xj} = {€ o Zn€ o Zy} o Z,% pero & o Zy(h,3,h,B,A) =
& (h,—B,h,d,A) = hi. En consecuencife’, €] } = {€, €} 0Z, =00 Zh_1 =0.

Ahora, {x,wj } = {& o Z, fj th}oZrTl. PerofjoZn(h,8,B,A) = fj(h,5,—B,A) = —B;.
Definamossj : h — Th @ (h x (v x v)) tal queh — (h,0,h,—f;,0). En consecuencia, la apli-
cacion inducida en el fibrado vectorial dual esta dadaspof *h @ (g x (v x v)) — R, tal que
§j(h,8,h,B,A) = ((h,8,h,B,A), (h,0,h,—f;,0)) = —B;. Luego,

{€ 0Zn, fjoZn} = {& ot",§} = —{§j, g ot"} = —ay(sj)g ot" =0,
esto es{x;,w;j } = 0. De la misma manera se prueba que z; } = 0.
De otro lado, definiendo; : h — Th@ (h x (v x v)) tal quer(h) = (h,ej,h,0,0), tenemos
que
F] <h7 67 h? B?A) = <(h7 67 h? B?A)7 (h7 e]? h? 07 O)) - 6] )
asi{xi,y;} = {& o Zn, € th}oZrT1 =Yj.
Calculemos ahordyi,y; }. En efecto

—_——

{yi,y;} ={&oznej0zZs} = {fi,Fj} = [ri,rj].
Pero[ri,rj] =[(-,&) ®(-,0,0),(-,&) ®(-,0,0)] = [(-,&), (-, €)] @ (-,0,0). De otro lado,
©.8) (&) (.e)lf(h)=(he)((-e)f)—(.e)(a)f)

d d
= Qo) T(hrte) — o (epfihste)

92 92
= ?as\(o,o)f(thtej +s8) — @\(o,o)f(mrta +s§)
-0,

de aquifyi,y;j} = 0.
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Para calculafy;,w; }, tenemos lo siguientefyi, w; } = {& 0 Z, fj 0 Zn} 0 Z, . Perofjo
Zn(h,8,B,A) = fj(h,8,—B,A) = —Bj. Ahora, corsj(h) = (h,0,h, —fj,0) tenemog g o Z, fjo

e

Zn} =1{§,5;} = [s,sj]. Pero

(6-9) [S?SJ']:[('73)@('7070)7('70)@<'7fj70)]
=[(~a),(,0]eL g f;,0)
(6.10) =(0@(Log) f}j;0 = (0 ®(-0,0).

como consecuencigyi, w;j } = 0. De igual forma probamos qygy;, zj }} = 0.
Dado que{wi,w;j} = {fi o Zp, fj 0 Z4} 0 Z, * entonces
(611) [Sasj] = [('70)@('7_fi70)7('70)@<'7_fj70)]
= [('70)7('70)] ® [('7_fi70)7('7_fj70)]
- ('70>@('7[fi7 fj]70)'

pero

(6.12) {fioZ, f; oZn} oZgl(h, O,h,B,A) = {fioZ,, fj oZn}t(h,8,h,—B,\)
—Ts.5)(n.8,0,B.\)
= ((h,d,h, —setaA), (h,0,h,[fj, f;],0))
— — (B[, T

como consecuencigw;, w;j }} (h,8,h,B,A) = — (B, [ i, fj]).
Parafwi,z;}. Usandatj(h) = (h,0,h,0, f;) se tiene{fjo Zy, fj 0 Z4} = [s,t;], pero dado
que

(6.13) s, =10 @ (1,0, (,

entonces

i,z 3 (0, 8,0, BA) = {fioZp, fj0 Zn} 0 Z—h~1(h,8,h, B, A)

=1s,sj](h,d,h,—B,A) = ((h,d,h, —B,A), (h,0,h, [fj, fi],0))

(6.14) = (B.[fi, f]),
en conclusior{wi,z; }(h,8,h,B,A) = (B, [fi, fj]).
Para finalizar,
(6.15) {z.2} = {fioZn, fjoZn} o Z,* = [(0) @ (-,0,df),(-,0) & (-,0, ;)]
(6.16) =(-0)-1(0, i), (.0, ] = (-, 0) @ (-, 0),
esto es{z,z} =0. O
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COROLARIO 6.34. El fibrado vectorial(v x (h x h)*) @ T*v — h* x v* es un algebroide
de Lie con la estructura inducida por el corchdfe -} de la proposicion (6.33).

DEMOSTRACION. Es una consecuencia directa del teorema 5.34. A contibnuascri-
biremos la forma explicita del corchete y el ancla en lasisees. El fibrado vectorial
(b x (hxh)*)@&T*v — h* x v* puede identificarse con el fibrado vectorif x v) x (h* x
v*) — h* x v*. Definamos las seccion&s= (&, 0,-,-) y R;(0, fj, -, -). Luego§j =XV FE,- =Wj;
por lo tanto

. 8,8 = 8.5} = {x,x} =0

i1 [RuRjJ(h,B,8.N) = {R. R} (0. B.8A) = i, wy B (n,B,8.N) = — (B, [fi, Fi]);

. [S7Rj] = {{S7RI}} = {{Xiij}} =0;
Como consecuencia, $fj, fj] = ZkC fk entonces[S,S)] =0; [S,R]] =0y [R,Rj] =
—zkc}‘j R«. Ahora, para calcular el ancla notemos que, para tada tiene que(S)f es
tal que{S, fopi} =p(S)fop;, luego

. 0% a(f Pv) (f pv) o(fopy)

{S. fopi} ={x. fopi} 2 0% oy Z{{m, W ——— Zyt o

como consecuencS) = 5 ytaiyt-

De otro lado,
ow; 9(f opy)
ow, 0w

P(R))(f)opy =Ry, fopi} = fwj, fopi} = Z{{ P W

fop fop
- 5 t}< ; ——Z 0P,
De aqui quep(Rj)f = -5 tC]thaW , de donde podemos concluir qpéR;) = —Xy; , con
Xw; s el campo vectorial Hamiltoniamo asociadeja O

OBSERVACION 6.35. Es claro que el anterior procedimiento también apli@&h & (h x
(v x 0)*) = h* x v* con el fin de obtener sobre este fibrado vectorial una estaudtialge-
broide de Lie.

6.1.4. El bialgebroide de LieUsaremos la misma notacion (&1.3) Sabemos qugy
es un ismorfismo de fibrados vectoriales. Basado en este bbttreemos lo siguiente.

PROPOSICIONG.36. El par de algebroides de LieT*h & (h x (v x 0)*) = h* x 0* y (b x
(hx h)*)dT* v — h* x v* forman un bialgebroide de Lie.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia directa del corolario 6.50. O
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DEFINICION 6.37. El fibrado vectorial doble

(6.17) a(h,0) —

I

h - {*}7

junto con la estructura inducida en este seccion, es llamlalgebroide de Lie doble trivial
con bases y h, cuyamedulaes la suma directa de algebras detdeh y cuyo bialgebroide de
Lie associado esta dado por el p&arh @ (h x (v x v)*) — h* x v* and(v x (h x h)*) DT*0 —
h* x v*.

OBSERVACION 6.38. El algebroide de Lie doble trivial de la definicion 6e%7elanalogo
al grupoide doble de marcos con bagésy #, los cuales son los grupos de Lie conexos,
simplemente conexos y localmente simplemente conexostggran las algebras de Liey
b respectivamente.

7. Algebroide de Lie doble asociado a un grupoide doble de Lie
DEFINICION 6.39. M1] Un LA4-grupoide consta de los siguientes datos.

I. Cuatro variedades diferenciab@sA, Gy P,
Il. Ocho aplicaciones suaves,

L:Q—=A;rnl:G—-2?,,1:Q—=>G ;t:A=>P;py:Q—=>TGy p:A—=P.
Estos datos sujetos a los siguientes axiomas

I. T: Q — G es un algebroide de Lie con angg

Il. t: A— P es un algebroide de Lie con an@a
r

. Q —= A esungrupoide de Lie;
[

;
IV. G —= ¢ esun grupoide de Lie;
|

V. Las aplicaciones estructurales (Origen, final, producgtieetidad) de los grupoides
de LieQ y G son morfimos de algebroides de lie;
vi. La aplicacion : Q — G rxt Atal queB+— (1(B),r(A)) es una submersion.

OBSERVACION 6.40. En la definicién original enM1] se pedia ademas que la aplica-
cionT fuera sobreyectiva. Sin embargo para los propositos deresi@o, tal hipotesis no es
necesaria.

81



OBSERVACION 6.41. UnLA4-grupoide como el de la defincion 6.39, se representara gra-
ficamente como

(7.2) Q N | A ;
N LN
T TG = TP
S e
G P.

La siguiente discusion esta basada en las referendihky| [M6]. Para los detalles y las
pruebas de las construcciones y los resultados enunciatdas referencias citadas.
Consideremos un grupoide doble de Lie

(7.2) i —

|l

H—=7P
gue no necesariamente satisface la condicidn de llenattbeEslaaplicacién esquinas una
submersidon no necesariamente sobreyectiva. Aplicandmédrf de Lie (esto es, tomando el
algebroide asociado) a la estructura vertical de grupagde—= 7/ , obtenemos un algebroi-
de de LieA,B — #; dado que el funtor de Lie preserpallbacks la estructura horizontal de
grupoide 8 —= ¢/, prolonga a una estructura de grupoidgB —= A4/ , obteniendo por
tanto unL.A4-grupoide

Ar

(7.3) A/B AV
SR
Tr
T TH TP
Tl
S S
H P.

Ahora, si denotamos pa@¥(B) — AY al algebroide de Lie deA,B —= A9/ , tenemos una
estructura de fibrado vectorial doble

(7.4) A2(B) —= AV
|
AH P

dondeA?(B) — AYy AH — P poseen estructura de algebroide de Lie.
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Invirtiendo del orden de aplicacion del funtor de Lie, defins primero elL 4-grupoide

AnB A AV
Sz
bl | At TV

(7.5)

A Ab| | At

AH ‘ ‘ P

A

TP.
y luego tomando el algebroide de lAg(‘B) := A(An‘B) obtenemos otro fibrado vectorial doble

(7.6) Ao(B) — AV

]

AH — P.
dondeAy(B) — AH y AV — P poseen estructura de algebroide de Lie.
La involucion canonicd : TTB — T T‘B, se puede restringir a un isomorfismo de fibrados
vectoriales dobled : A2(B) — Ax(‘B) y nos permite transportar la estructura de algebroide

de Lie sobreA?(B) — A4/ al fibrado vectorialAy(B) — . Como consecuecia, el fibrado
vectorial doble (7.6), es tal que sus cuatro fibrados veadewiaterales son algebroides de Lie

TEOREMA 6.42. Con la estructura definidéAx(B); AV, A% ; P) es un algebroide doble
de Lie.

DEMOSTRACION. Ver [M6, Teo. 6.2]. n
7.1. Algebroides de Lie dobles asociados a diagramas de digas de Lie.

DEFINICION 6.43. Sear y v &lgebras de Lie. Un diagrama de algebras de Lie solyre
h, es un triple(o,i, j) donded es un algebra de Lie,; h — 2y j : v — 0 son morfismos de
algebras de Lie. Un diagrama de algebras de Lie como el anterilenotaremos por

hhod o

DEFINICION 6.44. Searp, h y v algebras de Lie. Unév, h)-factorizacion dev, es un
diagrama(?,i, j) de algebras de Lie sobrey § tal qued =i(h) + j(v) (no necesariamente
suma directa).

TEOREMA 6.45. Sean, v &lgebras de Lie y se@, i, j) una(v, h)-factorizacion de. Sea
H el grupo de Lie conexo, simplemente conexo y locamenteesimepte conexo que integra
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ah. Existe un LA-grupoide asociado

(7.7) AG(.}.) == v
H—— {x}.

dondeA4G (0, j,i) es la variedad diferenciable compuesta por todos los aoegle la

(%, X)
forma (U V |, donde UV € v, xe H'y Xe b, talque jU) =i(X) +Ad]j(V).
0
La estructura de grupoide esta dada por:

= Aplicaciones origen y final

(x,X) (x,X)
r{u v|=V, I{u v|=U
0 0

= Composicion

( (%, X) ) ( (%,Y) ) ( (xy, X+ (Ady)(Y)) )
u v (w z|=(u y
0 0 0

= |dentidad

= [nverso

(x,X) - (x~1,—Ad,1X)
(u v) ; (v u).
0 0

La estructura de algebroide de Lie esta dada por
= Proyeccion del fibrado

(%,X)
T (U V) =X,
0

= Suma del fibrado vectorial

(x,X) (x,Y) (X, X+Y)
0 0 0

84



= Ancla

(%, X)
p(U v) = (X, X)
0

(IdvTXi>
» Corchete de secciones. §iX ()\xi px | coni=1,2; entonces
0
(7.8)
[T T
(X1, Xa] = | Ax, M) + LTxl (Ax,) — Lsz (A1) [Pxq: Pxo) + LTxl(pX2> - Lsz(pX1> )
0

dondety, es el campo vectorial invariante a derecha asociadg,a

DEMOSTRACION. Consideremod, # y V los grupos de Lie conexos, simplemente co-
nexos y localmente simplemente conexos que integkal & v respectivamente. Integrando
los morfismos de algebras de liig j, obtenemos un diagrama de grupos de Lie asociado

HLpd vy
Ahora, construyamos el grupoide doble de Lie delgado adocia

. I
(D, j,i) _>r—> 1)

J

Donde, recordamos qué(?, j,i) denota la variedad diferenciable que consta de las 4-uplas

X
(f g) tal quei(x)j(g) = j(f)i(y). El cual se puede expresar coffid x H) pxy (H x
y

V), donde

®:VxH — D, tal qued(v,h)
W:H x YV — D, tal queW(v,h)

iWith) 'y
i(h)j(v).

Comoi y j son transversales en la identidad entonces por teoremdasHplicacione® y W
son submersiones surjectivas. Describamos el algebreidéeddoble correspondiente a este
grupoide doble de Lie. Con esta finalidad, construyamosyebabide de Lie del grupoide de
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t
Lie (D, ],i) —= 71 (ver seccion 4). Consideremos el diagrama pullback
b

(7.9) AO(D, i) — TPO(D, j,i)
H O(D, j,i)

AhoraX € A,(J(D, j,i)) siy solo si
. X e Ty X)D(@,j I)
I (Tiab) (X)) =

para algun( € }[. Notemos que

TiapO(D, J,1) = Tig(x ((‘Vxﬂ-[)quw (HxV))=(oxTuH) T Tiax ® X T ¥ w (TxH xv).

SiXecveY e T H, entonces

(-ﬁd(x)q))(an):T(ex(m JX'))( Y)
X), (Txd)(Y))
1) (X)) + (T Le) ((Txi) (Y))

TeR| X )(Tel)(x) (Txl)(Y)

D
—
N—r
—_— =

De igual forma

(Tixg) W)Y, X) = Tixg (Mo (i x j))(Y,X)

= (Tlipg,9M (T (Y), Tej (X))
= (TipgRe) ((Tud)(Y)) + (TeLi(x)) ((Te ) (X))
= (Tud)(Y) + (Tel—u )(TeJ>( )-
Y
Asi, Tig (D, j,1) es el conjunto de las 4-tuplz<sU V) dondeU,V cveY,Ze TyH
Z
tal que
(7.10) (TeRi) ) (Te) (U) 4 (Txi)(Z2) = (Txd ) (Y) + (TeLix) (Te ) (V).

De otro lado, la condicion 2 asegura qUByyb)(X) = 0, de donde se sigue que= 0.
Usando las identificacioneBH = H x hy TD = D x 0 junto con el lema 1.19, tenemos

(% X)
queTig (D, j,i) se puede identificar con el conjunto de arre{dﬂ; V | tal que
0
U,Vev,yeH,Y € hy se satisface

(7.11) J(U) =i(X) +Ady (V).
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Por tanto, si definimos los morfismos de fibrados vectorialbses// dados por

(7.12) :Hxo—-TD, (xU)— (i(x),jU)) vy

(7.13) W:THxo—=TD, (XX,V)— (i(X),i(X) +Aq(x)j(V)),
se tiene que

(7.14) aG(0,),1) =A0(D,]j,i)=(H xv) (P.0) X (qW) (TH xv)

el pullback de(p,$) y (q,y) en la categoria de fibrados vectoriales salredondep es la
proyeccion en la primera coordenadq gs la proyeccion del fibrado tangentede

Las formas de las aplicaciones origen y final del grupoideptaposicion, la identidad y
la inversion se derivan facilmente a partir de las operasaorrespondientes en el grupoide
doble de Lie delgaddl(D, j,i).

Las formas de la proyeccion del fibrado vectosib, j,i) y la suma del mismo, son con-
secuecia de (7.9).

Basta entonces calcular el corchete de secciones y el amtdasstructura de algebroide
de Lie. Notemos que ¥ es una seccion del fibrad®(?, j,i) — A entonces tiene la forma

(|d,1’x)
X = (?\x px) :
0

dondely,px : H — vy 1x : H — bh son aplicaciones suaves. La formula expuesta para el ancla

(Id,TXi)
en el enunciado del teorema es inmediata. Ahora, si comsiaesX; = ()\Xi Px;
0
coni = 1,2; entonces dado quey r son morfismos de algebroides de Lie, tenemoslgue
[Xl,XZ] = [)‘Xv)\xz] + LTX1 O‘Xz) - LTXg ()‘X1>’ aligual quer o [Xl,xz] = [pxl7 pxz] + LTxl(pX2> -
erz(pxl)' De otro lado, dado que, a nivel de secciomess un morfismo de aglebras de Lie,

entonces si denotamos piy (h)( el campo vectorial invariante a derecha definidagygih),
para todch € #, se tiene qu o [X1, Xo] = [Tx,, Tx,]. COmMo consecuencia,

(7.15)

[Tx05 T

[X1,X2] = ([)‘Xp)‘xz] + LTxl (Ax,) — LTx2 (Ax)
0

[pX]_7 pXZ] + LTxl(pX2> - Lsz(pX:L)) 9

Para calcular el corchete del algebroide de Zi@, j,i) — v notemos que el grupoide de Lie

AG(0,],1)
O

OBSERVACION 6.46. En la prueba del teorema 6.45 usamos la misma notaaranup
morfismo de algebras de Lie y su respectiva integracion eatégoria de grupos de Lie.

87



OBSERVACION 6.47. El grupoide doble de Lie construido en la prueba deétea 6.45, es
un grupoide doble de Lie que no satisface la condicion datlenSin embargo esta condicion
no interviene a la hora de construir el algebroide doble @eakbciado al grupoide doble de
Lie.

Construiremos ahora un algebroide doble de Lie asociadagaaina de algebras de Lie,
derivando la estructura construida en el teorema 6.45.

TEOREMA 6.48. Seanh, v algebras de Lie y se&.,i, j) una (v,h)-factorizacion dev.
Existe un algebroide doble de Lie asociado

(7.16) a(0,],) ——— v

|

h ———— {x}

donde los elementos d&(0, j,i) son de la formgX,V,U,X,Y,U),con XY € h; U,V €vy
se satisface la ecuaciéon

JV) =i(Y) +[i(X), j(U)].

Las proyecciones y A estan definidas pox(X,V,U,X,Y,U)=U y1(X,V,U,X,Y,U) =Xy
donde los algebroides de Lie lateralggo, j,i) — vy A4(?, j,i) — bh son subalgebroides de
Lie de los algebroides de Lie trivialess B (v x (hx h)) oy Thd (h x (b xv)) = b

DEMOSTRACION. Podriamos probar directamente el teorema, demostrarelse)satis-
facen todos los axiomas que definen un algebroide doble deSineembargo, tomaremos
de nuevo un camino indirecto y derivaremos la estructuratcoida en el teorema 6.45. La
estructura resultante es la descrita en el enunciado deht@ca demostrar.

Primero construyamos el algebroide de Lie asociado corugbigle 4G (0, j,i) —= v .
En el siguiente diagrama pullback

A(AG(,],1)) —=T(AG(,],1))

AUL |

/qg(07j7|)7

tenemos qu&X € A(AG (0, j,i)) siy solo si

= X €Tgu)AG(9,j,i) paraalgurd € v,
= Tigu)r(X) =0.
88



Es claro qued(U) = (e,U,e,0,U), para toddJ € v . Ahora,

(7.17) Tiaw)AG(0, J,1) = Treu,eou) (H X 0) (po)X(qu) (THXxD)
= Tew) (X 0) T (p.0) X Teou (@) Treow)(H xhx0)
= (Te.']‘[X TU U) T(eﬁU)(pvfb)XT(e,O,U)(quJ) (Teﬂ‘[ X Tof] X TU U)
= (hxTyv) Tieu) (P.0) X Teou) (ALW) (bxbhxTyv).

Recordemos qué : H x v — D x 0 esta definida podp(x,U) = (i(x), j(U)), de aqui que
Teu)d :hxTuv — 0 x Tjy)d estadada por la formulge y)d (X, V) = (i(X), j(V)). En efecto,
si definimosy(t) = (exp tXU +tV) para todaX,V) € h x Tyv, entoncey es un camino en
9 x v tal quey(0) = (e,U) y &|oy(t) = (X,V), luego
(7.18)

d d d, . : : .
Tiew)(X,V) = Teu) (g lov(t)) = |ob(¥(t)) = oI (expt), (U +1V)) = (i(X), (V).
Recordemos ahora que: # x h x v — D x 0 esta definida pap(x,X,V) = (i(x),i(X) +
Ad ) j(V)). SeaX,Y,V) € Teou)(H x b xv) y definamod (t) = (exp tXtY,U +tV) en una

vecindad de @& R. Luegof es un camino et x h x v tal quef(0) = (e,0,U)y %|of(t) =
(X,Y,V). Ahora,

d d
(7.19) Teou) (X, Y.V) = TeouW( g lof (1) = o w(f (1))
= %Io P(exp tXtY,U +tV)
d . . ,
= 5;10(i(exp 1), i(tY) +Ad expr J (U +tV))

. . d .
= ('(X)7|(Y) + &|0 Adi(exth)J(U —i—tV)))
(((X),i(Y) +[i/(X), j(U)] +§(V)),
En consecuencia, de las igualdades (7.17), (7.18) y (7td&®@mos que iX,V,X,Z,W) €
Tiau)AG(0, j,i) entonceX,Z € h, V,W € v y se satisface
J(V) =1(2) +[I(X), J(U)] + j(W).

Si ademas suponemos qlig)r (X,V,Y,Z,W) = 0 entoncedV = 0.

Considerando los fibrados vectorialesh x o x v — 0, p: h xhx v =0y 0:0 X0 X0 =D
conT,p Yy 6 la proyeccién en la tercera coordenada y definiendo losesiges morfismos de
fibrados vectoriale&w, j) y (o, j) con

Wihxoxo—=0x0x0, (X,V,U)= (i(X),j(V),jU))

o:hxhxo—=0x0x0, (Y, ZW)— (i(Y),i(Z)+][i(Y),j(W)],](W));
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se sigue facilmente quéd(9, j,i) es el subfibrado vectorial sobvede la suma de Withney
(hxvxv)®d(hxbhxv)— v, dado por
A(0,],1) =A(AG(0,],1)) = (h x v x 1) (C,wm X (E,0,0) (hxhxv),

dondeg y  es la proyeccion sobrgen la primera coordenada. Por tanto, hemos construido
un fibrado vectorial doble

A, j,i) ——

|
h ——— {x}

donde los elementd,V,U, X,Y,U) € 4(d, j,i) son tal queX,Y € h; U,V € vy se satisface
la ecuacion
J(V) =i(Y) +[i(X),j(U)].
Las proyecciones estan definidas poX,V,U, X,Y,U)=U y 1(X,V,U,X,Y,U) = X.
Observemos ahora que el grupoide de L4 (9, j,i) —= v es un subgrupoide de Lie
del grupoide de Lie trivialb x (H x h) x v —= v . Luego, el algebroide de Li&(?, j,i) — v
es un subalgebroide del algebroide de Lie trifiakp (v x (hx h)) — v (ver 6.1.1).

Dado que la construccion del grupoide ddbleD, j,i) essimétricapodemos concluir que
el &lgebroide de Lieq(0, j,i) es un subalgebroide del algebroide de Lie triligkp (h x (v x

b)) = b.
O

OBSERVACION 6.49. Una forma memotécnica de ver los objetos del algebrdable
construido en el teorema 6.48, es la siguiente. Dado un eker(¢,V,U, X,Y,U) € 4(0, j,i),
podemos representarlo como un arreglo

(X,Y)
(7.20) ((V,U) u)
X

donde la parte superior coresponde al ancla vertical, le girecha al ancla horizontal, la
parte izquierda es la proyeccion horizontal y la parte infda proyeccion vertical.

COROLARIO 6.50. Seanh y v algebras de Lie. Existe un algebroide doble de Lie,

(7.21) A(v,h) 2~
|
b ———{*}
tal que 4(v,h) — v es isomorfo al algebroide de Lie trivialol® (v x (hx h)) — v y el
algebroide de Lie4(v,h) — b es isorfo al algebroide de Lie trivial F@ (h x (h x (v x v))).
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DEMOSTRACION. En el teorema 6.48 tomaremds=h @ v y los morfismosj e i las
inclusiones canodnicas aey h end. O
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Capitulo 7

Bialgebras infinitesimales de multiplicadores

1. Algebras de Multiplicadores

Seak un cuerpo YA unak-algebra asociativa. En esta seccion introducimos logpireres
sobre algebras de multiplicadores necesarios para el destoiestro trabajo. Los resultados
agui consignados aparecen ®D[L, Ap.]

DEFINICION 7.1. Un multiplicador a izquieda d& es una aplicaciok-linealL : A — A
tal queL(xy) = L(X)y, para todax,y € A. Un multiplicador a derecha d&es una aplicacion
k-linealR: A — Atal queR(xy) = xR(y) para todax,y € A. Un multiplicador deA es un par
(L,R), dondeL y R son multiplicadores a izquierda y a derecha respectivaanésies que
XL(y) = R(x)y, para todoc,y € A.

Denotaremos pdL(A), R(A) los conjuntos de multiplicadores a izquierda y a derecha de
A, respectivamente. Tambien denotaremosl{ioA) el conjunto de multiplicadores dfe

DEFINICION 7.2. Decimos qué\ es no degenerada a izquierda si satisface la siguiente
propiedad,
dadoa € A tal que para todb € A se cumpleab= 0, entonces = 0.
Decimos queA es no degenerada a derecha si satisface que,
dadoa € A tal que para todb € A se cumpléba= 0, entonces = 0.
Decimos queA es no degenerada, si es no degenerada a izquierda y a derecha.
OBSERVACION 7.3. Dada un algebrA, los k-espacios vectorialds(A) y R(A), admiten

una estructura de algebra bajo composiciork-&$pacio vectoriaVl (A) admite una estructura
dek-algebra con el producto definido como

(L1,R1)(L2,R2) = (L1Ll2, RoRy).

LEMA 7.4. Sea A una k-algebra. Denotemos par. A— Aypa: A— Alas aplicaciones
de multiplicar a izquierda y a derecha por a, respectivaraei A es no degenerada, entonces
las aplicaciones L A — L(A),a— Ag; R:A— R(A),a— pay M:A— M(A),a— (Aa,Pa)
son morfismos de algebras injectivos.

DEMOSTRACION. Inmediato a partir de la definicion 7.2. n

OBSERVACION 7.5. SiAtiene identidad es claro qéees no degenerada y adend#\) =
R(A) = M(A).
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EJEMPLO 7.6. SeaG un grupo infinito discreto y sed = k(G) el algebra de funciones
con soporte finito del grup@ con valores elk. Claramente es unak-algebra asociativa no
unital. No es dificil ver qué(A) = R(A) = M(A) y mas aunM(A) = k® es toda el algebra de
funciones del grup& con valores ek [VD1].

LEMA 7.7. Sean A y B son k-algebras no degeneradas, entonces su pydeasorial
A®y B es una k-algebra no degenerada.

DEMOSTRACION. Consideremog= ;& ® bj € A® By supongamos que el conjunto de
los & es linealmente independiente. Supongamos(qued)x = 0 para todac € Ay d € B;
luego, para tod¢ € B* tenemog ¥ a¢(db) = 0y como el producto dé es no degenerado
entonces; a¢p(dby) = 0. De aqui qué(db) = 0 para toda, lo cual implica quelby = 0 para
todoi y como el producto dé es no degenerado, entondgs- 0 para toda. Luego,A® B es
no degenerada a derecha.

De la misma manera demostramos @ueB es no degenerado a izquierda. O

OBSERVACION 7.8. Dado un multiplicadoxt= (L,R) € M[(A) y un element@ € A, escri-
biremosxaparal(a) y axparaR(a).

DEFINICION 7.9. SearmA y B algebras. Decimos que un morfismo de algelgra®\ —
M(B) es no degenerado si y soloBi= ¢(A)B = B¢ (A).

PROPOSICION7.10. Si¢ : A — M(A) es un morfismo no degenerado, entonfgmsee
una unica extension a un morfismo de algelivis\) — M(B).

DEMOSTRACION. Definamos
®:M(A) — M(B), x— P(x);
tal que®(x)(d(a)b) = ¢(xa)by (ap (b)) P(x) = adp(bx). Para probar que esta bien definida,
supongamos qug d(a)bj =0, luego para tode € M(A),d € Ay e€ B tenemos

Z xab._ez¢dxab._ dxzq) a )b =0,

y como¢ y A son no degenerados, entongg$ (xa )by = 0. En conclusiongd esta bien defi-
nida. El resto de la prueba es directa. O

2. Bialgebras infinitesimales de multiplicadores

DEFINICION 7.11. Una bialgebra infinitesimal gsbialgebra) es un tripléA,m,A) donde
(A,m) es un &lgebra asociativa (no necesariamente ur{ifal}) es una coalgebra coasociativa
(no necesariamente counital) y para tadb € A,

A(ab) = (a® 1)A(b) +A(a) (1@ b).

Esta ultima igualdad nos indica giees una derivacion dé\, m) con valores en é\-bimodulo
AR A.
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DEFINICION 7.12. Una aplicacion linedl : A — M(A® A) es uncoproductcsi

(@) Ts(a®b)=A(b)(a®1)y Ta(a®b) = (1o b)A(a) son elementos dé® A para todo
abeA,
(b) la aplicaciom) es coasociativa en el siguiente sentido

(2.1) (1®Ta)o(Tz®1) = (Ta@1) o (1R Ty).

OBSERVACION 7.13. Usando la notacion de Sweedler, introducida por VagléDpara
algebras de multiplicadores, la identidad (2.1) puedecrd®sse como
(2.2) b1a® bz1 ® clpz = byja®@ b1z ® chy.

En efecto,

(1®Ts)e(Tzaw1)(a®b®c) = (1®T4)(A(b)(a® 1) ®c)
=(1®Ty)(havwby®c)
=bja® (1®c)A(by)
= bja® by ® chypa.

(Ts@1)e(1®Ta)(a®b®c) = (Ts3@1)(@a® (1©c)A(b))
= (Tz3®1)(a®by®chg)
=A(b1)(a®1) ®chy
=bjia®bia®chy.

El valor comun en (2.2) sera denotado pga® by ® chs.

DEFINICION 7.14. Unabialgebra infinitesimal de multiplicadordabreviade-bialgebra
de multiplicadores) es un triplé\, m,A) donde

I. (A,m) es una algebra asociativa con producto no degenerado,
. A:A— M(A®A) es un coproducto sobrg y
. A(ab) =A(a)(1®b) + (a® 1)A(b).

2.1. Ejemplos des-Bialgebras de multiplicadores.

EJEMPLO 7.15. Conjuntos parcialmente ordenados.

Seal un conjunto parcialmente ordenado (abreviado “poset’d.%Sel conjunto de todos
los subposets de con supremo e infimo. $ € P denotaremos porply Op el supremo y el
infimo deP respectivamente.

Denotemos poA, el k-espacio vectorial con bagedotado con el siguiente producto:

P*Q:{PUQ SilpZOQ

0 €en otro caso.

para todd®, Q € Py extendemos este producto linealmente a tagdo
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OBSERVACION 7.16. Ap es un algebra no unital, pero posse unidades locales. Eioefec
SiP,Py,...,Pye Pescribamo$S={x:x=0p} y T ={x:x=1p}. Es claro qu& ,cs{u} y
SveT{V} son unidades locales a izquierda y a derecha, respectivenpema cualquier com-
binacion lineal dg/Py,P», ..., P,}. Como consecuenciay es idempotente, su producto es no
degenerado y las aplicaciones candnica&glé A @ Ap) en sus multiplicadores es inyectiva.
Tambien es cierto quiy)? = Ap.

Notacion: Si P € P denotaremos poPy = P — {1p}. Para todoP € P y x € Py escribire-
mos(—o, X|p:={yeP:y<x}y [X,+o)p:={ye P:x<y}. SixZ Py x# 1p entonces
(—o0,X]p := 0 and[x, +)p := 0.
Seal: Ap — M(Ap ® Ap) la aplicacion definida por
M(P)(Q®R) = Z(—w,x]*Q®[x,+w)*R
X

€Fo

XeH
Es claro queé), (P) y Ay(P) son multiplicadores a izquierda y a derecha, respectipaly
Ap @ Ap. Es claro quéP© Q)M (T)(R®S) = Ap(T) (P2 Q)(R® S).
LEMA 7.17. Sean PSe P. Entonces,
AP)(SR1) cAr®@Ar Yy (LR5A(P) € Ap®Ap.
DEMOSTRACION. Probaremos primero queRIiSe Py Os € Py entonces
(BA(P)o(S®1), (S®1)0hp(P)) = (Au,pu),
dondeU = (—o0,0g]p * S® [0s, +)p. En efecto,
DM\(P)o (S®1)(X®Y) = Z} (—00,X] * (Sx X) ® [X, +0) xY
X

€ro

= (—00,0g] * S X ® [0g,+0) xY, (%)
(S®1)oAp(P)(X®Y) = Z (X (—00,X]) % SRY s [X, +00)

€Fo

= X% (—00,0g] * S®Y % [0g, +00), (%)
and
A (X®Y) = (—00,0sx] % S X @ [Osix, +00) *Y,
Pu(X®Y) =X (—00,0g x SRY * [0g, +00).

Los multiplicadores a izquierda y a derecha determinado&Jpson identicos &x) y (xx),
respectivamente. Skho pertence &, entonces es claro qig¢P)(S® 1) = 0.
De la misma manera demostramos gue S)A(P) € Apr @ Ap. O
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LEMA 7.18. Usando la notacién anterior, el tripl€Ap, x,A) es unae-bialgebra de multi-
plicadores.

DEMOSTRACION. Facilmente se prueba qéees coasociativa; luego por (7.1K)es un
coproducto pard\,. Demostremos entonces glies una derivacion. 3« Q = 0, entonces
1p # Oq y por tanto 0= A(P)(1® Q) = (P® 1)A(Q). SiPxQ # 0 entonce$P x Q)o = Po U Qo,
luego

A(PxQ) = Z (—00,X|psQ ® [X, +0)psQ
xe(P+Q)o
B Z (_007)(] P*Q® [X7 +°°)P*Q+ (_007)(] PxQ ® [X’OO)P*Q
X

€ro XeQo

_ Z (=0, X|p®@ [X,+0)psg+ § (=0, X|pq® [X,+)q

€Po xeQo
- Z(—OO,X]P(X)[X,-FOO)P*Q-I- P*(_OO7X]Q®[X7+OO>Q
YER xeQo

=A(P)(1® Q)+ (P® 1)A(Q).

Ejemplo. Un caso particular del ejemplo anteriorles- Ny k <t iff k|t.

EJEMPLO7.19. Carcajs. Sea(Q, s,t) un carcaj infinitd, dondesy t denotan la aplicacion
origeny final.
SeanA(Q) y V(Q) el conjunto de flechas y vértices Qarespectivamente. Denotemos

F={y:1 - A(Q): dondel CZ esunintervalo y¥(y(i) =s(y(i+1))}.

el conjunto de caminos de Q sealy =y 1(A(Q)) el dominio dey. Sily = (—,.) 0 ly =
(.,+00), escribimoss(y) = — 0 t(y) = 4o, respectivamente. Liongitud de un caming,
denotada po}y|, se define como el cardinal del conjutjo

Seal’ = {yeT : |y }(e)| < = paratodec V(Q)} U{—w, +ow}. Luegol" es el conjunto de
caminosy € I, que pasan a traves de cada vértice una cantidad finita de, wceonjuncion
con dos elemento—o, -} que no pertenecenAQ), para los cuales definim@éto) =
t(+o0) = +oo.

DEFINICION 7.20. Elalgebra de caminos generalizade Q es el espacio vectori&l,Q
con basé”’ dotado del producto dado por concatenacion de caminos os&adposible y cero
en otro caso.

Ipor ejemplo la versiéiZ, de A,, dondeA, es el diagrama de Dinkin usual pero orientado, con todas las
flechas de izquierda a derecha.
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Para todoy € I’ definamos\(y) = (Ax(Y),8p(Y)) € M(keQ @ ke Q) dado por:
MY @Y) =3 (- Vi-2Vi-1) *Y @ (eaViaz ) *Y'- (%)

i€

VYY) =S V(- Vi2¥i-1) @Y * (VieaVirz ). (+%)

i€z
Formalmente/(y) es multiplicar a derecha o a izquierda, depende del mu#idbr que que-
ramos definir, por Iserie

Yi2Yi-1@VieaYivz o,
Dado que, por las caracteristicas de los carcajs que estamsisierando}i : g_1 =5(Y)}
y {i : t(y") = g} son conjuntos finitos, entonces las sumas$sry (xx) estan bien definidas.

DefinamosA(+«) = 0 y extendamo4 linealemente a tod&.,Q. Con estas definiciones, es
claro queA(y) define un multiplicador d&.,Q ® ke Q.

LEMA 7.21. Sea(Q,s,t) un carcaj infinito. Con la notacion introduciddk.Q, x,A) es
unag-bialgebra de multiplicadores.

DEMOSTRACION. Es facil probar qué(y)(y ®1) € A®A, (1QY)A(Y) € A® Ay quel
es coasociativa. Veamos por tanto que para {odae I’ se tiene que

A(y-Y) = (YR DAY) +AY)(A®Y)  (x#x).

En efecto, st(yn) # s(Y,) ambos lados déx x x) son identicamente cero. Ahotéyn) = s(Yp).
entonces

AYY)= 3 (W@ W) (o bh VM @ o)

i<n

De otro lado

(YRDAY) = (YyoV;-) +(Y® 1);(V0"'\/i—1®\/i+1\/i+2"'>
= (Y®VY1-) ‘i‘;("'anlynV’o'"Vi’71®Vi’+1\/i+2"')7

AY)(1@Y) =3 (Vi1 @Vi41Yn) (1Y)

i<n

(Ve ® Vit YoYi ),

Il
|Z\M

lo cual nos permite concluir que en este casos

A(y-Y) = (YR DAY) +AY)(A®Y)  (x#x).

Para otros casos se usa un calculo directo similar al anterio O
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3. Carcaj dobles y algebras de Hopf infinitesimales

DEFINICION 7.22. Uncarcaj doblees un carcaj interno en la categoria de carcajs. Esto es,

una coleccion{ 4, 0,s,e), donde4 y O son carcaj ¥s,e: 4 — O son morfismos de carcaj.
La anterior definicion puede darse en forma explicita dedaisnte manera. Un carcaj
doble consta de los siguientes datos.

= Cuatro conjuntos8, vV, Hy P.
= Ocho aplicaciones

t,b:B—-H,l,r:B—=vY,t,b:V—Pyl,r:H— P
Estos datos satisfacen,
tl=It,bl=Ib,tr=rt y br=rb.

Graficamente tenemos la siguiente configuracién

I

P

I
_—
e

(3.1) =
tl b
7

—

Iy

r

Notacion. Por abuso de notacion, un carcaj doble como en (3.1) lo demots por
(B, V, H, P), omitiendo las aplicacionesb.

DEFINICION 7.23. Dado un carcaj dob(@, V/, H, ), todo elementd € B lo llamare-
moscaja orientaday usaremos la siguiente notacion gréafica para el mismo

OBSERVACION 7.24. Es claro que la coleccion de todos los carcaj doblespamfismos
entre carcaj dobles definidos de manera obvia, forman ugmade

3.1. Algebra de un Carcaj doble.

DEFINICION 7.25. Sed B, V,#{,P) un carcaj doble. Llamaremdableros basicopa-
ra B, a las aplicacione# : [m| x [n] — B, conm,n € N. tal querf(i,j) =I1f(i,j+1)y
tf(i+1,j) =bf(i,j), parai:1,....m—1y j=1....n—1. Donde, dado un numero natu-
ral n escribimogn| para denotar el conjuntdl, 2, ..., n}.

A la coleccion de todos los tableros basicos paita denotaremos paor ‘B.
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OBSERVACION 7.26. Cada una de los elementosAle 7B se puede expresar grafica-
mente mediante arreglos dajas dirijidasde la forma,

¢A11LA12¢:::iA1n¢
VALV Ao b Aon |

FAnt  Ava | Amnd

DondeAj; € By las cajas adyacentes satisfacen las compatibilidadeaobyv

NOTACION.Seak un cuerpo y sedB, v, H,P) un carcaj doble. Denotemos p#’ y
k# las algebras de carcaj déy # . Denotamos pory  a las extensiones dey r definidas
como sigue,

A~

| :kTB — krV, A |(A11)|(A21) : |<Am1)

F:KTB =KV, A r(An)r(Ax)--r(Amn),

para todoA € 7B y dondekZ B denota el espacio vectorial con base.

DEFINICION 7.27. Sed‘B,V,H,P) un carcaj doble. Ehlgebra de carcaj doblde B, es
el algebra que tiene como espacio vectorial subyadenf®y cuyo productox esta definido
de la siguiente forma. Sh: [m| x [n] — By B: [p] x [g] — ‘B son tableros b'%fsicos con
F(A) = [(B), definimosA B = C dondeC : [m] x [n+q] — B es tal queC(i, j) = A(i, j) para
j=1...,nyC(i,j) =B(i,j) paraj = n+1,...,n+m. DefinimosAx B = 0 en otro caso. Esto
es,* esconcatenacion de tablergguando sea posible).

DEFINICION 7.28. Sed ‘B, V,H,P) un carcaj doble. Lé&uncion alturaasociada @3, es
la aplicacionh: 7B — N tal que para todé : [m| x [n] — B, h(A) :=m.

OBSERVACION 7.29. Si para toda € N definimosB, = {A€ 7B / h(A) = n}, es claro
quekB, es subalgebra deZ B y mas aunk7 B = &n>1kB, como algebra.

DEFINICION 7.30. SedB, V', #,P) un carcaj doble. Definamds: k7B — k7T BR kT B
de la siguiente forma,

I. ParatodA € B, A(A) =0
II. Parabandas verticales
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M e = Al A

. AL .

Al D=me| |+ =] | et] 0 e
. - Ao - R
P T Rt

. ParaA: [m| x [n] — B conn > 1, definimosA(A) = 0.

LEMA 7.31. Sea(B,V,#,P) un carcaj doble. El triple(kZ B,x,A), conA definida en
(7.30), constituye una bialgebra infinitesimal.

DEMOSTRACION. Basta demostrar quedefinida en (7.30) es una derivacion coasociati-
va, lo cual es inmediato a partir de la definicién. O

3.2. Una bialgebra infinitesimal de multiplicadores asocida a un carcaj doble.

DEFINICION 7.32. Sed B, V,#,P) un carcaj doble. Un tablero generalizado®nes
una aplicaciorA: | x J — B, dondel,J C Z son intervalos de nimeros enteros, que satisface
rA(i, j) =1A(i,j+1) cuandoi €I, j,j+1€JytA(i+1,j) =bA(i,j) cuandoi,i+1ecly
jed.

El conjunto formado por todos los tableros generalizadaetwtaremos porf, ‘B.

OBSERVACION 7.33. La definicion (7.32) es similar a la definicion dada eBgY, la Unica
diferencia es que ahora estamos admitiendo tableros o¥iaittodas las direcciones

DEFINICION 7.34. Se& un cuerpoy se&B, vV, #,P) un carcaj doble. Supongamos que
el carcaj(V/,P,t,b) no posee lazos. Elgebra de tableros generalizadssbrek, es el algebra
cuyo espacio vectorial subyacentekds B y cuyo productox esta definido como concatena-
cion horizontal de tableros, cuando sea posible y cero ercaso.

Formalmente, tenemos la siguiente descripcion. Sean

| kT B — ko, A:l x{j,J+L...} = B—=--- I (A—pj)l (A (Airsj)--- Y cero en otro caso.

y
FikToB— ko, Ailx{..,j=L1j}—=B—---r(A_1j)r(Aj)r(Aijt1)--- Y ceroen otro caso.

Dondek,V denota el dlgebra de caminos generalizadd/de

SeanA:ly xJ; — B,B:lyx Jp — B e ToB. Sif(A) £ [(B) o ambos inguales a cero,
definimosAxB = 0.

Ahora, sirTA) =i (B) # 0, los cardinales de el son los iguales. Consideremsly — |2
una biyeccion creciente, tal quéAij) = 1(By ) (aqui estamos considerandio={---,j}y
J=A{l,---}). DefinimosAxB=C, dondeC: 1y x {---,j—1,j,j+1,---} esta definida por
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» C(mn)=A(mn)simel,ne{--,j—1j}
» C(mn)=B(¢(m),l +(n—j)—1),simelyyne{j+1,---}.

Es claro quékZ, B, x) es un algebra asociativa no unital.

PROPOSICION7.35. Sea(B, V,#,®P) un carcaj doble. Consideremdk7Z:,B,*), el al-
gebra de tableros generalizados d& DefinamosA : k7B — M(kZ.B ® kZ,B), como
A(A) = (Br(A), A7 (A)), donde

I. SiA:l xJ — B, donde el cardinal de J es mayor glientoncegy (A), Ap(A) = 0.
1. StA: 1 xJ— By el cardinal de J iguall, entonces

Dy (A),Dp(A) KT B @ KToeB — KT B @ KToo B,
donde, paratodo XY € k7, B ® k7, B,

|
(AYXRY)=Ticicz > *X®  —=xY
|A

o> .

: lAi+1l
AD(A>(X®Y) =Yielcz Xk > QY %+ —> -

A ll

o > .

Entonces el triplé ‘7, B, =, A) constituye una bidlgebra infinitesimal de multiplicadores

DEMOSTRACION. Basta chequiar, mediante un calculo directo, cada unodadiomas
de la definicion. O

4. e-Bidlgebras de Multiplicadores y categorias monoidales

A continuacion recordaremos la definicion de categoria ndahy la de comonoide in-
terno a una categoria monoidal. Para la teoria general dgaréds monoidales veM|] y
[K].

DEFINICION 7.36. Una categoria monoidal es una colec¢i®ne, 1,a, A, p), dondeC es
una categoriay : C x C — C es un bifuntor (“producto tensorial’},es un objeto de” (“objeto
neutro” para el producto tensorial)oy: ®(® x Id) = ®(ld x ®) (restriccién de asociativi-
dad), A : ®@(1xId) S 1dy p:®(ld x 1) = Id (restricciones de unidgdson isomorfismos
naturales. Todos estos datos sujetos a los siguientes @axiom
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I. Axioma del pentagond?ara todoA, B,C,D objetos de(, el siguiente diagrama es

conmutativo
(4.2) (A®B)® (C®D)
A® (B®(C®D)) (A®B)®C)®D
A®((B®C)®D) (A®(B®C))®D
Il. Axioma del triAnguloPara todo par de de objetAsB en C, el siguiente diagrama es
conmutativo
Oa 1B
(4.2) (A®1l)®B A® (1®B)
p@k %\A
AxB

OBSERVACION 7.37. De ahora en adelante, si no hay riesgo de confusidmaiegoria
monoidal(C,®,1,a,A,p), sera denotada simplemente 0t ®).

DEFINICION 7.38. Sed (C,®) una categoria monoidal. Un comonoide @res un triple
(C,A,g) dondeA : C — C®C (coproducto) ye : C — 1 (counidad) son morfismos d@ tal
gue los siguientes diagramas son conmutativos

Id Id
(4.3) c—2 .cec 19Cc % coc=~Lce1
Al lldc®A RTA%
C®C —>CoC®C, C.
Axldc

El diagrama de la izquierda recibe el nombread@®mma de coasociatividaglel de la derecha
axioma de counidad

A continuacion daremos algunos ejemplos de categorias ichales.

EJEMPLO 7.39. La categori&etsde todos los conjuntos, es un categoria monoidal, donde
el producto tensorial esta dado por el producto cartesiagloopjeto unidad es un conjunto
con un solo elemento.

EJEMPLO 7.40. Sed&-un cuerpo cualquiera. La categokacy de todos lok-espacios
vectoriales es una categoria monoidal dogde ® y 1 = k. Lo mismo se puede afirmar de
la categoria d&-espacios vectoriales de dimension finita.

En general, dado un anillo conmutativo y unilla categoria d& modulosMg, es una
categoria monoidal donde = ®ry 1=R.
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EJEMPLO 7.41. SeaG un grupo finito y seaw € Z3(G,k*) un 3-cociclo normalizado.
Denotaremos pdreq G, w) la categoria d&-espacios vectoriales-graduados. Podemos do-
tar a esta categor ia de una estructura de categoria mouoidal sigue. SV = Py Vy Y
W = @ycc Wy SON objetos e (G, w), entoncey @W := Pgcg(V @W)g ,dondeV @W)g =
Dxy—gVx @k W, . El objeto unidad e& concentrado en grado 1 (la identidad del grupo). El
morfismo de asociatividad esta dado por el 3-cocio)aes decirayyw : (U @V) @W —

U ® (V®W) esta definido comayyw((U® V) @w) = w(g,h, f)(u® (veow)), dondeu € Ug
,VEVR WeW; yg,h feG. Se puede probar qed G, w) no depende (salvo equivalencia
tensorial) de la clase de representanteodeH3(G,k*).

4.1. Categorias monoidales y bialgebras de multiplicadose De ahora en adelante
denotara un cuerpo. Dada ukid@lgebra asociativA (no necesariamente unital) denotaremos
porpa : A® A — Ael producto déA. EI material de esta subseccion es tomadaldg. [Refe-
rimos al lector a dicha referencia para los detalles y laslpas de los resultados enunciados.

DEFINICION 7.42. SeaA unak-algebra. Diremos qué esidempotentesi A = A2 =
{Yiaibi / a,bi € A}.

Diremos queA esno degeneradai dadoa € A se cumple que, sib= 0 para todd € A
entonces = 0y, asi mismo, sba= 0 para todd € A entoncega = 0.

DEFINICION 7.43. Sea\ unak-algebra, decimos gueposeaunidades locales a izquierda
(resp. a derecha), si para cualquier coleccion fifata. . ., a,} de elementos da&, existee € A
tal queeg = g; (resp.aie=g) paratodd =1,...,n.

Decimos queA poseeaunidades localessi posee unidades locales a izquierda y a derecha.

OBSERVACION 7.44. Es claro que g\ es un&-algebra con unidades locales, entonces es
idempotente y no degenerada.

DEFINICION 7.45. Sed unak-algebra yM un A-mdédulo a izquierda. Decimos qi es
idempotentsiM =AM = {J;am /a € A, m € M}.

Diremos queM esno degeneradcsi para todon € M se cumple que, sim= 0 para todo
ac Aentoncesn=0.

OBSERVACION 7.46. SiM es unA-mddulo a derecha, modificamos de manera obvia la
definicion (7.45).

DEFINICION 7.47. Consideremo& y B dosk-algebras. Decimos quUg es unaextension
deAssiB es unA-bimodulo balanceado y el productoBesA-bilineal; esto es(a; > b) <ap =
ai>(b<ay), us((axbr)®@by) =apg(b1®b2) y Me(b1® (b2 <a)) = pe(b1®by) <a. Donde
>y < denotan la accion a izquierda y la accion a derecha slabreB, respectivamente.

Decimos queB es una extension idempotente (no degenerada) deB es una extension
deA la cual es idempotente (resp. no degenerada) adionodulo.

La siguiente proposicion, aunque bien conocida, aparecerpoer vez de forma explicita
en [JV].
104



PROPOSICION7.48. Sean Ay B dos k-algebras.

I. Existe una correspondecia biyectiva entre morfismos debége\ : B — L(A) y
estructuras de B-mddulo a izquierda sobre A tal que A® A — A es B-lineal a
izquierda (i.e. y(ba® a') = bpa(a® @), paratodo aa’ € Ay be B).

Il. Existe una correspondecia biyectiva entre morfismos debédge : B — R(A)°Py
estructuras de B-médulo a derecha sobre A tal gne A® A — A es B-lineal a
derecha (i.e. g(a® ab) = ya(a® &)b, paratodo aa’ € Ay be B).

Il Existe una correspondecia biyectiva entre morfismos debédgef: B — M(A) y
estructuras de B-extensiones sobre A.

DEMOSTRACION. Ver [JV]. n

OBSERVACION 7.49. Dado un par deélgebras idempotentes no degeneradas, es claro que
su producto tensorig @ B es idempotente y no degenerado. Mas aun, dédm A-mddulo
a izquierda yN un B-modulo a izquierda, ambos idempotentes no degeneradosices su
producto tensoriaM ® N es unA® B-modulo a izquierda bajo la accigm® n)(a® b) =
maw nb, el cual resulta ser idempotente y no degenerado. Lo misri@ke para modulos a
derecha.

LEMA 7.50. PV] La coleccién de k-algebras idempotentes no degeneradasif@adna
estructura de categoria monoidal, en la cual las extengadempotentes no degeneradas
son los morfismos y cuyo producto tensorial es el productsoiial usual de k-algebras y
k-moduloq7.49) Denotaremos dicha categoria p@k,

DEMOSTRACION. Ver [JV, Teo. 1.12]. g

DEFINICION 7.51. PV] Unabialgebra de multiplicadoress un comonoide interno en la
categorial.

De forma directa , pero no trivial, se puede demostrar lasige proposicion;

PROPOSICION7.52. V] Un algebra de Hopf de multiplicadores es una bialgebra de
multiplicadores.

DEMOSTRACION. Ver [JV, Prop. 3.1]. O

4.2. Categorias monoidales g-bialgebras. A continuacion enunciaremos sin demos-
tracion un par de resultados d&?]], los cuales nos proveen de una interpretacion categorica
de las bialgebras infinitesimales.

DEFINICION 7.53. Elproducto tensorial circulade dosk-espacios vectorialeg y W se
define como ek-espacio vectorial

VoW =VaoWa VaW).
105



El producto tensorial circular de dos morfismos linedle¥ — Xy g: W — Y es el morfismo
lineal
fOog: VoW —=XoY, (vwxay)— (f(v),gw), f(x)@g(y)).

El siguiente lema, a pesar de ser un resultado obvio, loimosipara futura referencia.
LEMA 7.54. Dados k-espacios vectoriales\0 y W, la aplicacion lineal
44) aoa:(UeV)OW—=UaVeWaUeV)d (UeW)d (VeW)d UV W),
tal que
((ug,V1,X1®Y1), W1, (U2, V2, X2 ®Y2) ®W2) — (U1, V1, W1, X1 @Y1, U2 ®@Y2,V2 @ Y2, X2 QY2 ®W2);
es un ismorfismo lineal, con inverso
(45) al:UaVeawaUaV)aUW)a (VoW)as UV eW)— (UeV)eW,

tal que (uz, Vi, W1, Uz ® Vo, U3 @ Wa, V3 ® W3, Ug @ V4 ®Wa) — ((Ug, V1, U2 ®Wo), W, (u3,0,0) ®
W2 + (07 V3, 0) © W3+ (07 07 U4®V4) ®W4)
De la misma manera, la aplicacion lineal

46) B:UVOW)-UasVaeWa UeV)dUeW)a (VeaW)d (UeV W),

tal que

(U1, (V1,, W1, X1 ®Y1), U2 ® (V2,W2, X2 ®Y2)) = (U1, V1, W1, U2 @ V2, Up @ W2, X1 @Y1, U2 @ X2 ®Y2);
es un isomorfismo lineal, con inverso

4.7) pl:uavewaUaV)eUeW)as(VeW)as UV eW)—=Uo (VeWw),

tal que (Ul,Vl,Wl,Uz ® Vo, U3 ® W, V3 ® W3, Ug ® Vg ® W4) — (Ul, (V17W17V3 ® W3)7 up ®
(V2,0,0) +us® (0,W3,0) +Us @ (0,0,V4 @ Wa)).

DEMOSTRACION. Verificacion directa. O

OBSERVACION 7.55. Los isomorfismos presentados en el lema (7.54haturalesy sa-
tisfacen la identidad del pentagono (4.1), dando lugar aeaastructura de categoria monoi-
dal sobreVeck (la coleccion de todos ldsespacios vectoriales) para la cual el objeto neutro
es 0. Denotaremos esta categoria monoida(yeck, ©,0).

LEmMA 7.56. Dado un k-espacio vectorial V, se le puede asociar un algelciativa
unitariaV' =V @k con producto definido por,

(V1,A1)(V2,A2) = (A2v1+A1v2,A1A2).
Entonces, la asignacion
"1 (Veck, ®,0) — (Algk, ®,K)
ViV
f:V-oW — f'=(fId);
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define un funtor monoidal entre la categoria monoidal de prae®s vectoriales con el pro-
ducto tensorial circular y la categoria de k-algebras astisias unitales.

DEMOSTRACION. Basta observar que %i y W son k-espacios vectoriales entonces el
producto circular entr¥ y W satisface qu¢v ©W)' =V’ @W'. Luego, el lema se sigue por
verificacion directa de los axiomas que definen un funtor nuaho O

LEmMA 7.57. Dada una k-algebra asociativa A (no necesariamente unitd)le puede
asociar un algebra asociativa unital (aumentadd)-AA @ k con producto definido por,

(a1,A1)(az,A2) = (aga2 + A2a1 + A1a2,A1A2).

Entonces, existe una estructura de categoria monaidah Alg, cuyo elemento neutro s/
tal que la asignacién

"1 (Algy, ©,0) — (AAlg, ®,K)
A— A
f:A=B — ' =(f,Id);

define un funtor monoidal entre la categoria monoidal(éégy, ®,0) y la categoria de k-
algebras asociativas aumentadas y unitaldglg, ®,k). Mas aun, el funtof es un isomor-
fismo monoidal con inverso dado por el nucleo de la aumenacio

DEMOSTRACION. Basta verificar directamente los axiomas que definen urgaads y
funtor monoidal. O

COROLARIO 7.58. [A2] Sean A y B algebras asociativas, no necesariamente unitales
Entonces A B es un algebra asociativa via

(a,bx@y)(d,b,X ®y) = (ad,bb,axX @y +x@ yb).
DEMOSTRACION. Se sigue del lema 7.57. O

PROPOSICION 7.59. |JA2] Un objeto comonoide counital en la categoria monoidal
(Algk, ®,0) es precisamente urebialgebra.

DEMOSTRACION. Ver [A2]. O
4.3. Categorias monoidales g-bialgebras de multiplicadores.

OBSERVACION 7.60. Dados dos objetdsy B en ), su producto tensorial circular esta
bien definido. Mas aun, resulta ser de nuevo un objetdyde

DEFINICION 7.61. SearA 'y B objetos de?y, dadosM un A-mdédulo a izquierda W un
B-modulo a izquierda, definimos Alo B-mdduloM © N como elk-espacio vectoridil &N &
(M®N) dotado de la accion izquierda

(a,b,x®y)- (MnuaVv)=(a-mb-n.Xx-uxy-v).
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Analogamente, 9Vl y N son modulos a derecha, el producto tensorial circar; N, es
un A® B-maodulo a derecha, via la accion

(mnueV)-(a,bx®y)=(m-an-b,u-XxeVv-y).

OBSERVACION 7.62. EIA® B-moduloM ® N, resultante en (7.61), es idempotente y no
degenerado.

PROPOSICION7.63. El producto tensorial circula7.61) provee aly de una estructura
de categoria monoidal para la cu@les el objeto neutro.

NOTACION La categoria monoidal en (7.63) la denotaremos(@#, &, 0).

A causa de las proposiciones (7.52) y (7.59) surge de maagtureahla siguiente ¢ Se pue-
den extender estas interpretaciones categoricas a ldsadgefitesimales de multiplicadores?
De manera mas precisa, ¢Una bialgebra de multiplicadores esmonoide en la categoria
(DA,,0)?

OBSERVACION 7.64. Sed unk-espacio vectorial, 4i : A©OA— A® Aes una aplicaciéon
L1z Liz | Lis
Lo1 Loz | Loz

lineal, entonces = , dondelL11,L12,Lo1,Loo: A— A, L13,Lo3: A®

La1 L3z | Lass
A— A L3 L3 A—> A®AY L3z A A— A® A son aplicaciones lineales.

LEMA 7.65. Sea A una k-algebra idempotenteASi L(A® A), entonces

M1 O 0
A= 0 A 0 |,
0 Az AM1®1

dondei11,A22 € L(A) y Az2 € HOmMa(AJA® A).

DEMOSTRACION. SiA es un multiplicador a izquierda pa#a A, entonces dadds, y, u®
V), (X,Y,U ©V) € A©Ase cumple\((x,y, U@ V) (X, Y, U ©V)) = A(x, Y. U@ V) (X, ¥, U & V).
Como consecuencia de esta igualdad obtenemos las siguisggecuaciones,

(4.8) A11(XX) +A12(yY) +A13(xtd @V +uVvy) = (A12(X) +A12(Y) + A1 (UR V)X,

(4.9)  Aa1(xX) +A22(yY) +A2z(xt @V +u@Vy) = (A21(X) +A22(y) + A23(URV))Y,

(4.10)
A31(XX) +Az2(YY ) +Azz(xtf @V +u®Vvy) = (A31(X) +Az2(y) +Azz(ue V) (1Y)
(4.11) + (A 12(X) +A12(Y) + A3(u® V) @ 1) (U @ V).

Consideranda=x =0yu®v=U ®V =0, las ecuaciones (4.8), (4.9) y (4.10) se transforman
enA12(yY) =0,A22(YY) =A22(Y)Y Y As2(yY) = A32(Y) (1®Y), respectivamente. Luego, dado
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queA es idempotente, podemos concluir que = 0, A2 € L(A) y A3z es deA-mddulos a
derecha.

Ahora, si consideramgs=y =0yu®v=U ®V = 0, obtenemos de las ecuaciones (4.8),
(4.9) y (4.10) quer11(xX) = A1(X)X, A21(xX) = 0 y A3; = O respectivamente. De donde
concluimos qué11 € L(A), A1 =A31=0.

Si tomamosx = y = 0 entonces la ecuacién (4.8) se transformagjiu® vy) = 0, de
donde concluimos, por la idempotenciaAleueA13 = 0.

Analogamente, sitomamas=Yy = 0 la ecuacion (4.10) nos permite concluir due= 0.

Ahora, tomando( =y = u = 0 en (4.10), se deduce qagz(xt @V) = A1(X)U @ V.
Como consecuencisgs = A1 ® 1. O

LEMA 7.66. Sea A una k-algebra idempotentepSi R(A® A), entonces

p11 O 0
p= 0 p22 0 ;
P31 0 1®p22

dondepi1, P22 € R(A) y p31 €A HOMA AR A).
DEMOSTRACION. Analoga a la demostracion de (7.65). O

COROLARIO 7.67. Sea A una k-algebra idempotente(Xip) € M(A® A) entonces

A1 O 0 pin O 0
A= 0 Ax 0 yp= 0 p2 0 )
0 Az AM1®1 ps1 0 1®p22

donde(A11,P11), (A22,P22) € M(A) Y (Az2, p31) € Mo(ARA).

DEMOSTRACION. Sean(x,y,u®v), (X,y,u®@V) e Ao A. Como(A,p) € M(A®A), en-
tonces(x,y,u V)A(X,y, U @V) =p(xy,uxVv)(X,y,u V). Luego, por los lemas (7.65) y
(7.66) obtenemos las siguientes ecuaciongs(x') = p11(X)X, YA22(Y') = p22(y)y y ademas

(x@D)Az2(Y )+ (x2 1) (A12(U) @V) +uVA22(Y) = pr1(X)U @V +p31(X) (1QY) + U p22(V)Y;

de aqui obtenemos las conclusiones deseadas. O

LEMA 7.68. Sea Ac Obj(2%). Dado un par de endomorfismos lineal A©OA — AGAY
L:A— A, los endomorfismos lineales inducidos en A® A estan dados por

A1 A2 0 A3 0 0 0

A1 Ao O Aoz 0 0 0

0 O L O 0 0 0

(4.12) AOL= A31 A2 0 Asz 0 0 0
0 0 0 O Au®L App®L A3®L
0 0 0 0 Ax®L Anp®L Axn®L
0 0 0 0 A;:®L Azp®L Azxz®L
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0 0 0 0 0 0
A1 A 0 0 A 0
M1 A1 0 0 A1 0

(4.13) LOA= 0 0 I®A1 L®A2 0 L®A3
0 O L®A2 L®A22 0 L®Ax
A1 Aoo 0 0 Ao3 0

0 0O L®A31 L®A3, 0 L®As3

OO oOoOooor

DEMOSTRACION. ConsideremoX = (x2,x3,x3,x} @ x3,%% @ x2,3¢ @ X3, X{ @ X3 @ X3) €
A®A®A. Considerando las identificaciones de los lemas (4.4) y,(deGsigue que

MO LI, 0,08, X1 %5, X] €38, ©X3,X] X5 ©0X5) = AOL(X1) +AOL(X) +A O L(Xa)

donde X; = ((X%X%X% ® X%),Xg,(X%,0,0) ® X%)’ X2 = ((0,0,0),0, (O,XE,O) ® Xg) y X3 =
((0,0,0),0,(0,0,X; ®X3) ®X3).
Ahora,

AOL(X1) = ((x4,X8,X4 ©%3),%3, (5,0,0) ©X5)
= (A48, %1 ®x3), L(x3),A(x},0,0) ® L(%5))
= (A1) +A1206) +A13(x ©5), A21(x5) +A22065) +A23(x] ®3),
106), A1104) +A2106) +A2104)) @1 (63)),
también
AOL(X) =A®L((0,0,0),0,(0,x,0) @x3)
= (0,0, (A1206) +A2200¢) +A32(34)) ® L(33))

AOL(X3) =A®L((0,0,0),0,(0,0,x¢ 0 x5) @3)
= (0,0, (M3 ®X3) +A2304 ®3) +A33(4 ©5)) ®L(G)).-

Sumando obtenemos, nuevamente por las identificaciones tenhas (4.4) y (4.6), que

M1 A1z 0 A3 O 0 0 X9
A1 A2z O A3 O 0 0 X
0O 0L O 0 0 0 X
AO L(X) = A31 A2 0 Asz 0 0 0 X%@X% ;
0 0 0 0 Au®L App®L Az®L X2 @ X5
0 0 0 0 Ax®L Axpp®L Ax®L X %5
0 0 0 0 Az;®L Azxp®L Aszz®L X] R X5 @ X3

gue era la identidad buscada.
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Para encontrar la representacion matriciaLdeA realizamos un procedimiento similar.
U

PROPOSICIONT7.69. Los comonoides e®.A4 son triviales.

DEMOSTRACION. Sea(A A, g) un comonoide eDA4. Luego,A es ung-algebra idempo-
tente no degeneradd; A —— AG®Aye:A —— 0sonmorfismos e®4y los siguientes
diagramas son conmutativos

| |
(4.14) A—E - AoA 00A<2 AoALE AGO
| | N b 7
A— —1aAGA A—
4{ 4{ A N|\ | /‘N
A.

AOA—=AGAOA
AGla

Por proposicion (7.48) tener los morfismbgy € en DA, equivale a tener morfismos de
élgebrasﬁ :A— M(AGA)ye: A— 0. Como consecuencia, para taalg A tenemos un par
de morfismos lineale&), (A),Ap(a) : AO A— AG A que satisfacen las compatibilidades de un
multiplicador.

Por el corolario (7.67) para todo< A,

Ata) 0 0 Afta) 0 0
A\ (a) = 0 A¥(a) 0 yAp(a) = 0 Aa) 0 ,
0 A¥a) M ael Ala) 0 1eA%%(a)

donde(At!(a),AfY(a)), (A2%(a),A%%(a)) € M(A) y (A%(a),A3Y(a)) € Mo(A®A).

A continuacion analizaremos las implicaciones de la coatiwiiad de los diagramas
(4.14). Por definicion, el morfisme©® Ip: AOA —— 0G A es la estructura d&© A-
extension sobre @ A determinada pofa, b,x®y) > (0,c,0) = (0,bc,0) y (0,c,0) <1 (a,b,x®
y) = (0,cb,0). Por la proposicion (7.48), esto equivale a tener un morfisimalgebras
s@AI/A AGA = M(0®A) el cual puede extenderse a un morfismo de algebrak :
M(AG®A) — M(0© A) de la siguiente manera. &i,p) € M(A©A) y a= S aa € A en-
tonces

€01a(M)(0,2,0) =€ Ta(\) ¥ (0,,0)(0,d,0)
= Y £01a(A(0,&,0))(0,4',0)
= 3 e Taz(a), Azz(@), As2(a)) (0,8, 0)
= (0, Y A2(a)d,0) = (0,A22(a),0).

Luegoe ® Ic(Ay(a))(0,b,0) = (O,Aiz(a)(b),O) y como consecuencia de la conmutatividad de
(4.14) se tiene quaz?(a)(b) = ab.

Analogamente, usando quia ® €) oA, corresponde a la representacion regulaf deon-
mutatividad del lado derecho del diagrama para la counidgd.¢4)), se puede concluir que
A}(a)(b) = abpara todaa, b € A.
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Un analisis similar nos permite deducir la misma conclugi@ral,. Como consecuencia
para todaa € A,

Aa 0 0 Pa 0 0
M@= 0 Az 0 yDp(a) = 0 pa O ,
0 AP(a) Aa®1 AZH@) O 1®pa

dondel, y pa denotan la multiplicacién a izquierda y a derechagaespectivamente.
Seaa c Ay denotemoX = (x3,39,X3,x} @ x3,3¢ @ %3,3 @3, @4 @X3) € AOAGA;
si X se puede expresar como

(4.15) (AO1)(X1,%2, %3 @ Ra) (60,3, X3, X} © X5, 34 © X3, X3 © X3, X1 © X3 @ X3),
entonces de (4.12) tenemos las siguientes igualdades

(4.16)  xpd=x,

(4.17) xp8=x,

(4.18) )‘(2)_(8 = xg,

(4.19)  OF(%a) (%) + A (%) (X © %3) = X @5,

(4.20)  (OF'®1)(Rs@Xa) (X ®XF) = X§ @3,

4.21)  (P)(eeX)E0x3) =X X,

(4.22)  (BPR1)(R@%X)(F®X) + (AP 1) (@ %) (X @X50X3) = X] ©X ©X3

de la misma forma, si

(4.23)  X=(1008)(X1,Xp, X @Xq) (X, X5, %8, X %3, X 0%, X 0%, X] 0% ©X3),
entonces

(4.24) xQ=x,

(4.25) X3 =1x),

(4.26) )_(2)‘(8 = xg,

4.27) (100 (X3 X) (XT@X3) = X @ X3,
4.28) (10022 (x3@%,) (R R%3) = X5 @3,

(429)  B%(x)(9) +45°
(4.30)  (10AP)(X30%) (G 2%) + (1 943) (X3 @ %) (R G ©3G) =X @%@
Ahora,

(AON(A@)X = (AG 1) (A(a) (%1, %2, X3 @ Xa) ) (X7, X3, X3, X] © X5, X5 035, X5 © X3, 0350 X3),
y
(Tod)(A(@)(X)

X

(I QA) (A(a) ()_(17)_(27)_(3 ®)_(4)) (7((1)7)_(87)_(g77(%®7%77%®7(§77(%®7§7Yi®7‘21®7§) :
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Como consecuencia, por (4.12) y (4.13), dado@ue | )(A(a)) = (I ®A)(A(a)), obtenemos
(4.31) axX} = axx,
(4.32)  ax% = &%,

(4.33) axxg = axas,

(4.34) (100 (B5%(2)% +A53(x3 @ X)) (X @ X5) = B37(a%)x) + B3> (8%) (X ® X5),
(4.35) (1987 (B52(Q)% + 83 (X3 0 X)) = (A @ 1) (5% ()%2 + A73(%s @ %)) (6] © X5)
(4.36) A (axo)x3+05%(ax%) (]G ©33) = (A7 ® 1) (A (@)% +47%(a) (X @ X)) (3 © X5)
y por ultimo
(4.37) (1 2 857) (B52(2)%, +07%(8) (X3 © X4)) (X © %)

+ (1 0 O5%) (857 (2) %0+ A5%(2) (X3 @ x4)) (X © % © X3)

(B @1 (B3 (@)% +A7%(2) (ke © %)) (6 ©3)

(4.38) +(BF 1) (DA% +53(a) (R ® X)) (] ® X5 ©X3).

Oservemos que

(4.39)
(A1) (A8(8) (ke @%a)) + (AP @ 1) (A(2) (X @ X)) (4] X6 © X3)
= (D7 @) (A% @ %) (6] ®33) + (B3 1) (aks @ Xa) (] © X3 © X3)
= ((a® 1A (Xs) @ %) (X ®X3) + (A (a) | X
— (a®101)(52o1) (R @ %) (S @ x3) + A3
+(B5%(a) @ 1) (R @ %) (G 0 X3
— (@011 (¢ oxexd) + (8P@ 1) (Eex3) por (4.22)

~—

Ademas,

(4.40)  (1203)(A33(a) (s @ Xq)) (K @ K3) + (1 @ A3%) (AF(@) (X3 @ X4) ) (R © % @ X3)
= (@012 1)(1 803 (X3 @X) (K @ %5) + (1 9 A5%) (X3 %) (X @ X3 © X3)
= (@a®11)(X{oxa®x3) por (4.30)

De aqui, por (4.37), (4.39) y (4.40), podemos concluir que

(4.41)
(1 285 (8(2)%) (4 ©3) + (1 © A5%) (87(8)x0) (X © 35 2 X3)
= (AZ 21854 (@)%) (06 @ %) + (@ 1) (AP (@)%2) (x] 235 ©X3) + (A37(8) @ 1) 0§ ©3).
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Observemos que si consideramos nulas todas las componler)(esalvoxf ®>€3, podemos
concluir de (4.41) qugAi?(a) ® 1) (x3 @ x3) = 0, lo cual nos permite concluir qug?(a) =0
para toda € A.

De manera totalmente analoga demostramoﬂﬁh& 0, lo cual concluye la prueba.]

En vista de la proposicion (7.69), no es posible dar unapnésicion categorica directa pa-
ra lase-bialgebras de multiplicadores, de forma analoga a la ystenie para las-bialgebras.
Queda asi abierto el problema de encontrar una caractenizategorica de lasbialgebras
de multiplicadores, problema que sera explorado en unjosipasteriores.
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Capitulo 8

Bialgebras de Lie de derivadores

En este capitulo proponemos el conceptbidégebra de Lie de derivadores cual es una
generalizacion de la nocion de bialgebra de Lie y preserdama relacion entre-bialgebras
de multiplicadores y bialgebras de Lie de derivadores.

Seak un cuerpo arbitrario, todos los espacios vectoriales yyntos tensoriales conside-
rados en este capitulo son sokre

1. Bialgebras de Lie de derivadores

DEFINICION 8.1. Unabialgebra de Lie de derivadoress una coleccién de datos
(g,],-],0,¢, T1, To) donde:
= (g,[-,-]) es un &lgebra de Lie,
= 3,(:g— Der(g,g®g) son derivacionesy
= T1, T2 g®g— g®gson aplicaciones lineales;

Estos datos sujetos a las siguientes condiciones:

= Antisimetria. Las aplicaciones lineales { son antisimétricas esto es, para todo
XEg

To8a= -8,y T0lP ="
= CoJacobi generalizadaPara toda, b, x € g,
(1.1) (Id+0+0%)(P®1d)(Ti(a®x)) = (Id + 04 02) (8@ 1d) (T(T2(x® b))).

Donde? y oy denotan{(a) y o(b) respectivamentq,: g ® g — g ® g denota el flip yo =
(Id®T1)(t®I1d) la permutacion ciclica.

El par(d, () seré llamado eto-corchetaleg y las aplicacione3;, T, operadores de entre-
lazamiento

Recordemos la definicion de bialgebra de Lie,

DEFINICION 8.2. Una biélgebra de Lie sobkees un triple(g, [-,+],0) donde(g, [-,-]) es
unak-algebra de Lied: g — g® g es una derivacion y se satisfacen las siguienetes condgion

= (Antisimetria) Tod= -0y
= (CoJacob)(ld +0+0?)(d®1d)d=0.
EJEMPLO8.3. Sig es una algebra de Lie unidimensional todas las estructarasltjebra
de Lie son triviales, esto es, nulas.
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EJEMPLO 8.4. Seay un algebra de Lie simplg, A un sistema de raices. Definamos:
Y aen+ € A €_q. La dereviacion interna determinada gogs una estrucutra de bialgebra de
Lie sobreg.

EJEMPLO8.5. Sedg, [, ],) una bidlgebra de Lie y consideremmsg — k un funcional
lineal no nulo. Definamos

0, g — Der(g,g®g) pord(x) = {(x) =a(x)p

T, T2 g®g— g@gporTi(a®x) = a(@)B(x) y T2(x®b) = a(b)B(x).
La coleccion(g, [-,+],0,{, T1, T2) es una bialgebra de Lie de derivadores.

EJEMPLO8.6. Consideremagun algebra de Lie de dimension 2. Se@ Y} base dey tal
que[X,Y] = X. Consideremos la derivacifin g — g ® g definida po3(X) = XAY yB(Y) =0.
Definamos el par de operadongs: g — gAgyly:g — gAgpPorix(Z) =ZAXyly(Z) =
Z \Y, respectivamente. Definamds= { comod(X) =1y y &(Y) = X, luego extendemos por
linealidad. Clarament&es una derivacion dgcon valores eier(g,g® g). Si consideramos
Ti=T,=Ild:g®g— g®g, entoncedg,|,],8,8,1d,ld) forman una bialgebra de Lie de
derivadores. La verificacion se deja al lector, basta obseuve cada uno de de los lados de la
igualdad (1.1) se anulan.

Mas ejemplos déialgebras de Lie de derivadoreg daran en la proxima seccion usando
el teorema 8.9.
2. Biélgebras infinitesimales de multiplicadores y bialgetas de Lie de derivadores

En esta seccion describiremos una forma de obtener bialgelerLie de multiplicadores
en una manera similar a la cual ek2]] se obtienen bialgebras de Lie a partir de bialgebras
infinitesimales.

DEFINICION 8.7. SedA, 1, A) una bialgebra infinitesimal de multiplicadores Hbalan-
ceadordeA es la aplicacion lineds : A — End(A® A)? tal queB(a) = (B(a),B(a)), donde

(2.1) B(a)(x®y) = (x®@ 1)TA(Y)(1®a) —TA(Y)(l®ax) + (1o y)A(X) (a® 1) — A(X) (ay® 1),
y
(2.2) B(a)(x®y) = (xa®@ 1)TA(Y) — (a® 1)TA(Y) (1®X) + (1@ ya)A(y) — (1o a)A(X) (YR 1).

Decimos quéB essimétricasi, para toda € A, se cumpléB(a) = B(a)oty B(a) =B(a)ot
. Decimos queéA esbibalanceadasi su bibalanceador es nulo.

PROPOSICION8.8. Sea(A, 1, A) una bidlegbra infitesimal de multiplicadores. Definamos
las siguientes aplicaciones lineales

(2.3) 0:A— HOM(AARA), x—d(X):=AX)(a®l)—T1(AX)(a®1)),
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(2.4) {:A—=Hom(AARA), x— 3(X) = (1loa)AX)—T1((1ea)A(X)).

Entonces,

(2.5) Ba[X,y] = X-Ba(y) —Y-8a(X) +B(a)(y® x) —B(a)(x®y),
y

(2.6) x,y] =x-%(y) —y-C%(x) + B(a)(y® x) — B(a)(x®Y).

DEMOSTRACION. Sia, X,y € A entonces
Sa[x,y] = A([x,¥])(a® 1) —TA([x,Y](a® 1))
=Axy—yx)(a®1l) —t1(A(xy—yx)(a® 1)), andsinc&\is a derivation,
= (x®@)Ay)(a®1) +A(x)(a®y) - (Yo DA(X)(a® 1) - Ay)(a®©X)
—1((x@)Ay) (@ 1) ~T(AX)(@®Y) +T((yo DAK) (@® 1) + T(A(y) (@©X)).
De otro lado,
X-8a(y) = (adk® 1+ 1® adk)a(y)
= (x®1)0a(y) — Ga(y)(x®1) + (12 X)3a(y) — da(y)(1©X)
= (x@DA(y)(a®l) -1((1ex)Ay)(a® 1)) —Ay)(ax© 1) + T(A(y) (a@ X))
+(1ex)Ay) (@ 1) - 1(x© DAY)(@® 1) - Ay) (@@ x) +T(AY) (@x@1).
También tenemos que,
y-3a(x) = (y® DAKX)(a® 1) —1((1ey)AX)(a® 1)) —A(X)(ay® 1) + T(A(X) (a®y))
+(1eyax)(asl) -1((yo)AX) (a2 l) -AX)(axy) +T(AX) (ay© 1)),
entonces, por definicion del bibalanceador, obtenemo} @e5la misma manera obtenemos

la ecuacion (2.6). O

TEOREMA 8.9. Sea(A, y,A) una bialgebra infinitesimal de multiplicadores. Si el bidoa
ceador de A es simétrico, entonces las aplicaciones liseale

(2.7) O0:A— Der(AJARA), X— 8(X):=(1®a)Ax)—1((1®a)A(X)),

(2.8) (:A—Der(AA®A), x— X =AKX)(a®l)—T1(AKX)(a® 1)),
estan bien definidas, dondg:= 8(a) y (? := {(a). Mas aun, si definimos

Ty, T2 AV @ Abe 5 Abie @ AL€ por Ty (u@ V) = (1@ U)A(V) Yy To(u® V) = A(u) (VR 1),
entonces la coleccioA, m—moT, 8, {, Ty, T2) es una bialgebra de Lie de derivadores.

DEMOSTRACION. Dado que el bibalanceador dees simétrico, por la proposicién 8.8,
las aplicacione$ y { son derivaciones que toman valores el espacio de deriexeA-'
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con valores en eA-¢-méduloA® A. Basta demostrar entonces que se satisface coJacobi ge-
neralizada. En efecto, searb,x € A, usando la notacién de sweedler

(2.9) (Peld)(Ti(a®x) = (Axld)(1oa)AX)(be1w1)
—(teid)(Ax1d)((1®a)AX)(bo1®1)
= X1)()PEX(1)(2) ®82) — X(1)(2) @ X(1)(1) DD AX2)-
De otro lado,
(2.10)  (Ba@1d)(1(T2(x®b))) = (lea® 1) (Ax1d)(T(AKX)(be 1))
—(twid)(leaxl)(Ax1d)(T(AX) (b 1))))
= X(2)(1) @ 8X2)(2) O X(1)P—aX2)(2) @ X(2)(1) @ X(1)P.
Luego, dado qué es coassociativa (2.1), entonoes1)b @ X1)2) ® aXz) = X1)b@X1)2) ®

1
ax). De aqui, se sigue facilmente qild + 0+ 02)({°®1d)(Ty(a®x)) = (Id + 0+ 0?)(Ba®
Id)(T(T2(x® b))). O
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