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Resumen.

En este trabajo estudiamos algunos operadores de convolucién con medidas singulares
tanto en el contexto euclideo como en el grupo de Heisenberg H". Mediante técnicas de
interpolacién compleja y el andlisis de la transformada de Fourier (la euclidea o bien la
inherente al grupo de Heisenberg segun el caso) de estas medidas, obtenemos propiedades
LP-improving para tales operadores. En algunos casos se caracteriza exactamente el con-
junto tipo correspondiente. Esto es logrado via la obtencién de estimaciones sharp para
ciertas integrales oscilantes asociadas a las transformadas de Fourier mencionadas. Como
subproducto de estas estimaciones se obtiene ademas, en el caso euclideo estudiado, un
teorema de restriccién LP — L? para la transformada de Fourier.

Abstract

In this work we study some convolution operators with singular measures in the context
of the euclidean space as well as in the Heisenberg group H". By means of techniques of
complex interpolation and the analysis of the Fourier transform of these measures (the
euclidean or the inherent in the Heisenberg group depending on case) we obtain LP-
improving properties for such operators. In some cases we get a complete description of
the corresponding type set. This is achieved via the obtaining of sharp estimates for certain
oscillatory integrals associated to the mentioned Fourier transform. From these estimates
we also obtain, in the euclidean case, a restriction theorem for the Fourier transform.

PALABRAS CLAVE: Analisis de Fourier. Operadores de convolucién. Medidas singu-
lares. Andlisis armdnico no conmutativo. El grupo de Heisenberg. Funciones esféricas.
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1. Introduccion

1.1. Transformada de Fourier y operadores de convolucion en
R".

Sea f € L'(R") la transformada de Fourier de f es la funcién J? definida por

fl@)= | fly)e vy
/

la cual converge absolutamente para cada z € R", més atn [ € Co(R™) con

17 < s

siendo C,(R™) el espacio de Banach de las funciones continuas que se desvanecen en el

infinito.
Si f € LY(R™) N L?(R") entonces

|7, = s

Por lo tanto la transformada de Fourier se extiende a todo L?(R™), por el teorema de
convexidad de Riesz-Thorin obtenemos

|1

para f € L'(R") N LP(R"),con 1 < p <2y ]lj + z% = 1, esto permite extender la nocién
de [ a tales LP(R™).

Otra consecuencia del teorema de convexidad de Riesz, aunque no relacionada direc-
tamente con la transformada de Fourier es la desigualdad de Young, la cual sera ttil més
adelante.

<
<17,

1+ gl < [1£1l, llgll,

cuando f € LP(R") y g € LI(R"), con %4_ % =141

T

La definicién de la transformada de Fourier se extiende a medidas de Borel finitas, i.e.:
|| (R™) < oo, donde para cada conjunto £ de Borel se define

| (E) = sup{z \W(E))| : E; es una particion de E'},
j=1

si u es una tal medida sobre R™ definimos i por

fite) = [ ety

Rn

resultando 12 una funcién continua y acotada en todo R™.
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1.1.1. Problemas A y B.

Sea U un conjunto abierto y acotado en R" y ¢ : U — R™ una funcién continua. Sea
uy la medida de Borel sobre R™™™ soportada sobre el grafico de ¢ , definida por

i (E) = / xo(e, o(2))dz (11)

U

donde dz denota la medida de Lebesgue sobre R™. Sea

Y ={(z,px)):xeU} (1.2)

Consideramos los siguientes problemas:

Problema A. Sea 3 una subvariedad suave de R" y sea p una medida sobre >. Se
entiende por operador de restriccion de la transformada de Fourier a una superficie 3 de
R™, a la aplicaciéon R : f — f |, donde

RFE) = (€)= /e‘”'ff(:z:)dx, VEe .

En este caso el operador estd bien definido para f € L'(R"), pero no tiene sentido
para f € L*(R") genérica. En general, para f € LP(R"), 1 < p < 2, la restriccién f|g no
tiene sentido, pues fAesté definida para casi todo £ € R™.

Sean Y y R como antes, se dice que X tiene la propiedad de restriccién si para algin
par (p,q) con p > 1y para cada f € S(R") se tiene

||Rf||LQ(EO,du) = Ap,q(zo) ||f||LP(R”)

para todo conjunto ¥y de clausura compacta contenido en . Si este es el caso, R se
extiende al LP(R™).

Como |[Rf| < [|f|[11(rn). esta estimacion resulta obvia si p = 1y ¢ = oo. Por eso se
excluye el caso p =1 de la definicién.

Ademas, si 1 < ¢ < o0,

.
1R Ny = | [ | [ @] dute
o R™

< / / F@)de | du©)| =m0t 11l g

Estamos interesados en determinar propiedades de restriccion LP para la subvariedad
¥ C R* dada por (1.2) donde la funcién ¢ : R? — {0} — R? es homogénea no isotrépica
y ademés satisface otras condiciones técnicas adicionales (ver seccién 3). En este trabajo,
obtenemos estimaciones L? (R?) — L?(X, du) 6ptimas en p para el operador R.
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Problema B. Consideremos una medida de Borel finita p sobre R ie:

s Z/d|u| <0

Rn
y sea T}, el operador

T.f(x) = ux flz) = / f(x — y)duy)

El problema es determinar para cuales pares (p,q) el operador 7}, es acotado de LP(R")
en LIY(R").
Por la desigualdad integral de Minkowski se tiene que

T, < el 1171

para, 1 < p =g < o0.
En general, indicamos

11
Eu = {(]_)a5> : ||Tu||p,q < OO,l Spaq < OO}

E,, es un subconjunto del cuadrado unidad, que por lo anterior contiene la diagonal
principal. Nosotros estamos interesados en el estudio del conjunto £, para u = puy dada
por (1.1) donde ¢ satisface ciertas condiciones. Decimos que la medida u es LP —improving

si el conjunto £, no se reduce a la diagonal 217 = %. Para este caso nosotros obtenemos
propiedades LP-improving para la medida pu.

El problema A ha sido ampliamente estudiado, en diferentes casos, por varios autores.
Para S' C R? por C. Fefferman en [5], para S"~! C R" por P. Tomas y E. Stein en [23]
y [17] respectivamente, para superficies cuadraticas con curvatura gaussiana nunca nula,
por R. Strichartz en [20] . El caso de variedades ¥ C R** compactas de dimensién n, fue
estudiado por E. Prestini en [12] bajo la suposicién que para cada x € ¥ existe una carta

n n
local X(x1,...,z,) alrededor de z satisfaciendo que los vectores 92X y &
ox; i=1 ox;x; ij=1

generan R?". El caso de variedades bidimensionales, ¥ = {(z, p(x)) : x € U C R?} C R,
fue estudiado por M. Christ en [1] donde un teorema de restriccién es dado bajo la siguiente
suposicién:

Para cada z € R? y 0 € R, si det({¢® (), (cosf,sin))) = 0 (donde (.) denota el
producto interno en R?) entonces

d
0 det(<g0(2) (z), (cosf,sinf))) # 0.
Mas teoremas de restriccién para subvariedades homogéneas de R™ pueden ser encontradas
en [2] y también en [3].

El problema B, considerando alli © = py, ha recibido considerable atencion. De-
scripciones explicitas del conjunto E, son conocidas en varios casos (ver e.g., [13] y las
referencias que alli aparecen). En particular, el caso n = m fue estudiado en [4] donde,
para ¢ suficientemente regular en un entorno de U, es probado que si cada punto en U
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es eliptico para ¢ entonces E, es el tridngulo cerrado con vertices (0,0), (1,1) y (3, 3).

Punto eliptico puede ser definido como sigue: para = € U, considerar la forma cuadrética
(), sobre R™ definida por

Qu(&) = det (Z 5j90§2)(l’)> L E= (&, 6n) ERT (1.3)

Decimos que z € U es eliptico si mingegn—1 |Q.(€)| > 0, i.e., si para todo & € S"~!
la superficie ¢ = {(y,(¢(y),€)) :y € U} tiene curvatura gaussiana nunca nula en x
(aunque la definicién de punto eliptico usada en [4] es diferente de la dada arriba, ellas
son equivalentes). Similares resultados acerca del conjunto tipo £, estan dados en [6] para
el caso cuando @ es una funcién homogénea no isotrépica, en la cual el origen es el unico
punto no eliptico.

En este trabajo abordamos ambos problemas considerando, para una clase de fun-
ciones ¢ : R?* — {0} — R? satisfaciendo una condicién de homogeneidad no isotrépica
O(tM wy,1%229) = t™p(x1, x2), la transformada de Fourier ;i de la medida de Borel sobre
R* definida por

u(B) = [ oo o) (14)

Q
donde @ = {(t*',t*s):0<t<1,0<s <s< sy <1}. Dando, bajo ciertas hipdtesis
adicionales sobre ¢, una estimacién para i y de este hecho obtenemos un teorema de

restriccion para la transformada de Fourier usual al grafico de ¢ |g, y propiedades LP —
improving para el operador T, f = p* f.

1.2. El problema B en el grupo de Heisenberg
Sea n € N, el grupo de Heisenberg H" es C" x R dotado con la ley de grupo

(z,t) - (w,s) = (z+w,t+ s+ (z,w)),

donde la forma simpléctica (., .) esta definida por

n

() = s m(z ) = S Im(Y 7 - 75),

j=1

con el origen como la identidad y el inverso dado por (z,t)™" = (—z,—t). Es claro
que H" es un grupo no conmutativo. Ahora, damos a H" la topologia que hereda del
producto cartesiano, resultando de esta manera un grupo topolégico localmente compacto.
La medida de Haar en H" es la medida de Lebesgue dzdt, luego, para 1 < p < oo tenemos
los conocidos espacios LP(H") = LP(R?"1).

La convolucién de dos funciones integrables f y ¢, sobre H", esta definida por

frg(zt)= /f ((z,0) - (w,8)7") g(w, s)dwds
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La convolucién da al L'(H") una estructura de algebra de Banach, ya que H" es no
conmutativo dicha algebra resulta no conmutativa.

En este contexto también vale la desigualdad de Young: sean f € LP(H") y g € L(H™)
con%+%:1+%> 1 entonces fxg e L"(H") y

1/ *9||U(Hn) < ||f||Lp(Hn) ||g||LQ(H")'

Ahora nos planteamos el siguiente problema:

(C) Dada una distribucién K sobre H", sea Tk el operador
TKf('Z?t) = f * K(Zat)

donde la convolucion es tomada con respecto a la estructura de grupo en H". Considerese
ahora estudiar propiedades de acotacion LP o LP — improving del operador en cuestion.

En este contexto se han estudiado operadores analogos a los que se estudian en el caso
Euclideo, por ejemplo, las integrales singulares de tipo Calderén-Zygmund, obteniéndose
propiedades de acotacién LP para 1 < p < oo, para algunos de estos resultados remitirse
al capitulo XII, 0,5 en [18]. También es de interés [10] por las técnicas utilizadas, alli se
estudian operadores cuyos nucleos son demasiado singulares para ser del tipo Calderén-
Zygmund, pero se compensan convenientemente al introducir una oscilacion. Utilizando la
transformada de Fourier en H" y formas asintéticas uniformes para funciones de Laguerre
se obtienen propiedades de acotacién L*(H"). Ver también en [10] las referencias que
alli aparecen de este problema para el caso Euclideo.

Nuestro principal interés es considerar el problema anélogo al planteado en (B),
i.e..cuando K = v es cierta medida de Borel finita sobre H". Para tal fin, en la seccién 5
damos algunos hechos concernientes con el andlisis de Fourier en H"™. En [15] se obtienen
propiedades LP— improving de medidas soportadas sobre curvas en H!, obteniéndose
descripciones explicitas del conjunto tipo E,, bajo las siguientes condiciones

(2 (2 (2) 2
%3) Qb%?)) (S) 7£ ((bl (S>> ’ Vs c I
1 9 2

(2 (2) (2)/1\2
1) o3} (s) # (917(s)) Vsl

3 3 ’
G !

Siendo ®(s) = (s, ¢1(s), P2(s)) la curva en la cual v se soporta.

En este trabajo abordamos este problema considerando una medida v sobre H" so-
portada sobre el gréafico de una funcién ¢ : R?*® — R la cual es radial Lipschitz. Nosotros
obtenemos propiedades LP-improving para v.

En los siguientes preliminares recopilamos algunos hechos concernientes a la inte-
gracion fraccionaria, lemas de Van der Corput y al método de interpolacién compleja y
real, todas técnicas que utilizaremos en este trabajo.
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2. Preliminares

2.1. Integracion fraccionaria

Consideramos la funcién x7 definida por

T = 27X (0,00) ()

Para Re(z) > —1, 7 es localmente integrable y de crecimiento polinomial, por lo tanto
se puede definir la funcion distribuciéon

[e.9]

(2%, f) = /xzf(x)dx, Ve SR) (2.1)

0

es claro que z — (27, f) es analitica para Re(z) > —1, pues su derivada con respecto a z

es
o)

/ o* In(x) f(z)dx.

El lado derecho de (2.1) se puede expresar en la forma

1 00

/a:z(f(x) —f(O))dx+/fo(x)dx+%

El primer término esta definido para Re(z) > —2, el segundo para todo z y el tercero para
z # —1. Por lo tanto la funcional (2.1) puede ser continuada analiticamente a Re(z) > —2,
z # —1. Podemos proceder similarmente y continuar z% en la region Re(z) > —(n + 1),

z# —1,—2,...,—n, por medio de la siguiente expresion
00 1 el
, x
[ttt = [ | 10) = 10 = af 0 = .~ 00| do
0 0
[ ARl
—i—/:c f(x)d:c—l—; =1z = k) (2.2)
/ -

Esta ecuacién muestra que cuando tratamos a (2%, f) como una funcién de la variable z,

esta posee polos simples en z = —1,—2, ..., y su residuo en z = —k es fi%li)(!o). Siendo

fED0) = (=1)*=D(§E=D ] ) podemos decir que la funcional z7% tiene un polo simple
k—1 k—1

en z = —k, y su residuo es % (k=1,2,..).

Ahora consideramos la funcional correspondiente a x* = |z|” X (—oo,0) (), esta funcién
define, para Re(z) > —1, una funcional dada por

(22, )=/0|wlzf(w)dx

18



Esta funcional puede ser continuada al semiplano Re(z) < —1 de la misma manera
que lo fue #% . Simplemente reemplazando = por —z, escribimos (27, f) en la forma

oo

(2, f(2)) = / v f(—a)dr = (27, f(~x))

0

con esta ecuacion, podemos transferir los resultados obtenidos para x7 a esta nueva fun-
cional z* reemplazando f(x) por f(—x) en la expresién apropiada. Entonces la funcional
x* esta bien definida y es analitica en el plano entero excepto para z = —1, -2, ..., y que

en z = —k esta posee un polo simple con residuo % (k=1,2,...).

Con 2% v 2% construimos la siguiente funcional
+

z . z 4

|z|” = 2% + 2%

EDED gke-1) |, 8¢

ya que en z = —k ambas 2% y 2% tienen polos con residuos = Y G te
spectivamente, de esto se sigue que |z|* posee polos solo en z = —1,—3, =5, ..., el residuo
de este funcional en z = —(2m + 1) es %.Estas singularidades se pueden eliminar al

dividir tales funcionales por una funcién ordinaria de z con polos simples en los mismos
puntos. Tal funcion se obtiene aplicando a la funcional en cuestion una funcién fy € S.

Para x7 la funcién f, debe ser tal que (27, fy) tiene residuo no nulo en los mismos
puntos. De la ecuacién (2.2) se sigue que todas las derivadas de fy deben ser no nulas en
z = 0.

Tomando e * da
[o@)

(23,e7") = /:Uze_xd:v =T(z+1)
0

la cual converge para Re(z) > —1, por medio de (2.2) extendemos I'((-)+1) a todo el plano

complejo excepto para z = —1, —2, —3, ..., manteniendo la notacién para tal extension.
0

oo
Para 27 es conveniente tomar e” obteniendose (z7,e") = [ |z|*e*dz = [2*e *dx =
0

I'(z+1).

Los polos de |z|* ocurren en —1, —3, =5, ..., y el residuo en z = —(2m+1) es %. P
lo tanto fy debe ser escogida de tal manera que sus derivadas de orden par son no nulas.
Tomando e~*" obtenemos el factor normalizador (|z|*,e ") = I'(£1). Normalizamos y

obtenemos las siguientes funciones enteras de z:

22

v a |l
L(z+1)' T(z+1) F(%)

Los valores de estas funcionales en los puntos singulares del numerador y del denom-
inador se obtienen calculando el cociente de los respectivos residuos. Haciendo esto, se
obtiene que

x7 _ res.— gt _ (—1)F15%=D /(K —1)! (k1)
L(z+1)],_ 4 res,—_p(z7i,e=®)  (=1)F1(6*-D e=2)/(k —1)!

2 _ o reSs— 7T o*/(k —1)! — (—1)k-1gk-D
L(z+1)],_ 4 res,—_p(z%,e*)  (6¢--D e=*)/(k —1)!
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|z|? T€S.——(am+1) || 26C2m) /(2m)!

TGSZ:_(2m+1)<|$’Z ) 6_I2> B 2(6(2771)7 6_332)/(2771)'

(—1)m6Cmim)!
(2m)!

|z”
L)
ello necesitamos introducir las funciones generalizadas (z+i0)* y (z—i0)*. Estas resultaran
ser funciones enteras de z.
Como es sabido la expresién (z + iy)* es definida por

A continuacién calcularemos la transformada de Fourier de la funcional Para

(x 4 iy)* = exp(zlog(z + iy)) = exp{z [In |z + iy| + iArg(z + iy)]}

escogemos Arg(x + iy) = arg(x + iy), donde -7 < argw < 7. Entonces (z + iy)* es una
funcién analitica de la variable w = x + iy en el semiplano superior (y > 0). De la misma
manera (z + iy)® es analitica en el semiplano inferior (y < 0). Estamos interesados en los
limites de aquellas funciones cuando y — 0% e y — 07. Estos se calculan fdcilmente; en
efecto,

VIR Y 2 2\ Z . . . 6izw|$|z, z <0
(x +10)* = yli%l+($ +y°)2 exp [iz arg(x + iy)] = { - 250 } (2.3)
e e 9 o\z . et 7, x <0
(x —1i0)* = yli%lf(x +y%)2 exp [iz arg(z + iy)] = { - 250 } (2.4)

Estas funciones estan definidas para todo niimero complejo z.

El problema ahora es encontrar las funciones generalizadas correspondientes a estas
funciones ordinarias. Denotaremos estas funciones generalizadas también por (x 4 i0)* y
(x —i0)>.

En términos de las funciones ya familiares 27 y 2% , para Re(z) > —1, podemos escribir

(x +i0)* = 2% + "2 (2.5)
(z —i0)* = 2% + e ™" (2.6)

Estas ecuaciones nos permiten asociar a (z + i0)* y (z — ¢0)* sus correspondientes
funciones generalizadas. Por lo tanto las funciones generalizadas (z + i0)* y (x — i0)?
estan definidas para z # —1, =2, ...

Si comparamos los residuos de 23 y 22 en z = —k, vemos inmediatamente que las
singularidades de (2.5) y (2.6) se cancelan. Por lo tanto nuestras nuevas funciones son
enteras.

2.1.1. La transformada de Fourier de 27, 2% y |z|".

Nos proponemos calcular la transformada de Fourier de 2% para ello, primero nos
restringimos a los valores de z tal que —1 < Re(z) < 0.
Consideramos la expresion

o0 o0

Fla7e ] = /xzei”emdx = /xzeisxdx (2.7)

0 0
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donde s = o+ y 7 > 0, por lo que 0 < arg s < 7. Es claro que la integral converge abso-

lutamente. Cuando 7 — 07, se ve que 2% e~ " converge en el sentido de las distribuciones

a 7, por lo tanto su transformada de Fourier converge a la transformada de Fourier de
Realizando el siguiente cambio de variable en (2.7)

1sx = —&, 1sdr = —d§

i(n/2) z+1
F[z5e] = (e ) / ge b,
L

obtenemos

S

donde el contorno L = {{ = (1 —io)r : 2 € [0,00)} con 0 < 7y o € R fijos. De esto se
sigue que —7 < arg{ < 7, notando que e~¢ decae réapidamente en dicha regién, entonces
por el teorema de Cauchy podemos reemplazar el contorno L por (0, 00), ie:

/§26_5d§ = /gze—ﬁdg =T(z+1)
L 0

por lo tanto .
Flz7e™] = i/ (g +4i7) 0 (2 + 1)

va que —1 < Re(z) < 0, tenemos que —1 < Re(—z — 1) < 0. Pasando al limite cuando
7 — 0%, arribamos a

F[22] = i ™D (2 4 1) (0 +i0) ! (2.8)

Ahora por continuacién analitica esta formula sera valida para todo z # —1, -2, ....
Dividiendo ambos lados de (2.8) por I'(z + 1), obtenemos funciones enteras de z sobre
ambos lados de la ecuacion, por lo que, para todo z podemos escribir

T3 _ i ix(m/2) =21
F {—F(z—i— 1)} ie (0 +10)

Insertando la expresién explicita para (o + 10)~*~! dada por (2.5), se tiene que para
z #0,£1,4+2, ...vale la expresion
F [15] = i0(e + 1) [¢57571 — ¢-irme 29)

La transformada de Fourier de x* se calcula similarmente. Consideramos primero
—1 < Re(z) < 0, y calculamos F [xie‘”} para 7 < 0. Haciendo 7 — 07—, resulta para
z#—1,-2, ..

F %] = —ie” "0 (2 + 1) (0 —i0)

y para todo z tenemos

rZ — i p—t2(7/2) a0\ 21
F |:—F(Z—|— 1>} ie (o0 —10)

Utilizando la expresién de (o —i0)7*~! dada por (2.6), se sigue que para z # 0, &1, £2, ...

F [xz} =il'(z+1) [eiz(“/z)a_z_l — e‘iz(“/z)af_l] (2.10)
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Sumando las ecuaciones (2.9) y (2.10) obtenemos que para z # 0,+1, +2, ...
Fllaf] = F [27]) + F [¢7] = —20(z + 1) sin(%) o = (2.11)

Dividiendo ambos lados de (2.11) por I'(3}) y usando la férmula de duplicacién para la
funcién I'. Obtenemos una elegante férmula para la transformada de Fourier de la funcién
entera .

1 o]

F(z-i—l)

2

L(x)=2

a saber
2%(z+1) |0.‘*Z*1

r(-3)

2

FL(z)] = (27)2 = (2m)21_,_1(0) (2.12)
Lo hecho hasta aqui admite una extensiéon a R™, nos limitamos a enunciar los resulta-
dos, para mas detalles consultar [7].

Para Re(z) > —n consideramos la funcién localmente integrable y de crecimiento poli-
nomial |z|* ,con z € R". La funcional definida por z — (|z|*, f), con f € S(R"), resulta
analitica en la regién Re(z) > —n., extendiendo por continuacién analitica, obtenemos la
funcional analitica en z € C

273 |z
QI (55)
la cual satisface
a1 M
QI (=) _

donde 2, es el area superficial de la esfera unidad (n — 1) —dimensional, y su transformada
de Fourier viene dada por

z
7|

2_% n - n
o R

2.2. Integrales oscilantes

Se dara una breve exposicién de la teoria de integrales oscilantes de una variable. Esta
teoria estudia el comportamiento de integrales de la forma

b

I(\) = /ei’\‘b(’”)w(:p)d:p, A>0

a

cuando A — oo, donde ¢ y 1 son suaves. El comportamiento de I()\) esta gobernado por
tres principios bésicos: localizacién, scaling y asintético. Por medio de tres proposiciones
se presentaran dichos principios: el primero de ellos puede ser pensado como un principio
de fase no estacionaria, el segundo es uno de los lemas de Van der Corput, y el tercero es
una formulacién del método de fase estacionaria; para las pruebas remitirse a [18].
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Proposicién 2.1 Sea 1) una funcion suave con soporte compacto en el intervalo (a,b) y
¢ es nunca nula, entonces para todo N > 0 se tiene

[I(A)] < Cngpd™

Proposicion 2.2 Supongamos que ¢ es a valores reales y ‘¢k(x)| > 1 para todo x € (a,b),

entonces
b

/ M@ gyl < CLATE

donde (i) k =1 y ¢(x) es mondtona, o (ii) k > 2. La constante Cy, es independiente de
0.

Corolary 2.1 Bajo las suposiciones sobre ¢ en la proposicon 2.2, se puede concluir que
b
_1 ,
1] < Gt o)+ [ v ds

Proposicién 2.3 Supongamos que ¢ es a valores reales, ¢(xo) = 0 y ¢ (x0) # 0. Si
esta soportada en un entorno lo suficientemente pequeno de xq, entonces

[IV)] < e ()

donde o es un simbolo de orden —%,

depende de la norma C*1 de ¢ y ).

esto es [oO(N)| < ¢o(1+ A"z La constante ¢,

El siguiente lema es uno de los primeros resultados obtenidos en este trabajo.

Lema 2.4 Sean a; > 0, ag > 0, con a; # az, m > 3(aq +a2) y A; € R, j =1,2,3
con Az # 0, entonces existe una constante positiva c independiente de los pardmetros A;,
7 =1,2,3, tal que

a1tag

1
/ e—i(Altal+A2ta2+A3tm)ta1+a2_1dt‘ < C|A3|_T (213)
0

Prueba. Sin perdida de generalidad, asumimos que A3 > 0. El cambio de variable
a1 ta
7= A3 m t“T% permite expresar la integral en (2.13) como

a1 tag

]_ A3 " 1 Y1 4+-b772 3
a]tag / e*Z(CLT roraT )d7—7
(a1 +az) Az ™ 70
_ay _ap ,
con a = AjA; ™, b= AyAs; T,y = alijaz para j = 1,2y 73 := . Let o (1) =

at™ + br? + 773, Para probar el lema es suficiente ver que existe una constante positiva
¢ independiente de a, b y A3 tal que para toda B > 1

B .
/ e M dr
1
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Paray € Ry j € Ndefinimosy (j) = v (y — 1) ... (y — j + 1) . Observamos que 7/ &) (1) =
v (J)at™ + v () b2 + 43 (j) 77 j = 1,2,3 y que el sistema lineal

71(1) T (2) " (3) c1 0
Y2(1) 72(2) 12(3) o, | =10
Y3(1) 73(2) 73(3) 3 1

posee una tnica solucion (c1, ¢z, ¢3) (pues det[yi(5)] = 1172732 —=71) (3 —11)(13—72) # 0).
Por lo que 773 = Z;’:l c;77®)(7) y en consecuencia 77 < Z§:1|cj7'3<1>(3)(7')|, para cada

7 > 1. Por lo tanto (1,B) C U?Zl I; donde I; = {r € (1,B):]®Y (1)| >1/(3¢;) }.
Siendo L (T”l_”“% <7'_71+j+1%)> nunca nulo, el teorema de Rolle, aplicado dos

veces, implica que para cada ¢ € R la ecuacién ®9) (1) = c tiene a lo més tres soluciones.
Por lo tanto cada I; posee a lo sumo seis componentes conexas. Siendo m > 3 (o + ao)
tenemos que 3 > 3, luego (2.13) se sigue de la proposicién 2.2.1

2.3. Teoremas de interpolacion

Finalizamos estos preliminares con dos teoremas clasicos de interpolacion, el de Riesz-
Thorin y el teorema de interpolacién compleja de Stein.

Teorema de interpolacién de M. Riesz-Thorin. Sean 1 < py,p1,q,¢1 < 00 y
para 0 < 0 < 1, definimos p y q como
I 1-6 0 1 1-6 0

P p nm 4 Q@ @
St T es un operador lineal de LP° + LP' en L% 4 L9 tal que

1Tl < Mol[fl,, > para f & LF

TN, < Myl fll,, , para f e L™

entonces,
ITfll, < Mo~ MY | fl,, para f € LP.

La demostracién de este teorema utiliza el teorema de las tres lineas para funciones
analiticas y se puede ver, por ejemplo, en [16].

Ahora damos una generalizacion del teorema de Riesz-Thorin en el cual el simple
operador T es reemplazado por una familia de operadores T, que dependen analiticamente
sobre la variable compleja z. Para ello comenzamos con la definicion de familias analiticas
de crecimiento admisible.

Sea

Q={z=z0+iy:0<z <1}

Definicién. Sean (R, u) y (_N ,v) espacios de medidas totalmente o-finitos. Supong-
amos que cada z en la franja () tiene asociado un operador lineal T, definido sobre el
espacio de las funciones p-simples f sobre R y tomando valores en las funciones v-simples
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g sobre N, tal que (T, f)g es v-integrable sobre N cuando f y g son simples. Entonces

{T.},cq se dice una familia analitica si z — [ (7% f)gdv es analitica en Q y continua sobre
M

Q cuando f y g son simples.
La familia analitica {7} se dice de crecimiento admisible si existe una constante a < =
tal que, para cada f y ¢ simples, la funcion

z — e Hmal g /(Tzf)gdy
N

es cotada sobre Q.

Teorema de interpolacién compleja de Stein. Sea {1.},.5 wuna familia de op-
eradores analitica de crecimiento admisible. Sean 1 < po,p1,qo, 1 < 00 Y Supongamos
que

1Ty fllyy < Mo(y) 1111,

ITiviy fllg, < May) (£,

para todo y, —oo <y < o0, y toda f simple, donde My(y) y Mi(y) son independientes de
fy satisfacen
sup e "Mlog M;(y) < oo,  (j=0,1)

—oo<y<oo

para alguna constante b < m. Suponemos que 0 < 6 <1 y sea

1 1-6 6 1 1-60 0

Do Po 1’ o o ¢

Entonces
| Tofll,, < Mol fll,,

para toda funcion simple f, donde

inrd [ [ log M log M
My = exp s1n7r9/{ og My(y) N og Mi(y)

2 coshmy — cosmf  cosh wy + cos w6

— 00

La demostracion de este teorema utiliza una version mas general del principio del maximo,
la cual se puede ver en [16].

25



3. Sobre los problemas A y B: una estimacion para

P

b
3.1. FElipticidad

Esta seccion esta dedicada al estudio de la transformada de Fourier de la medida u
correspondiente al problema B, para el caso en que la funcién ¢ : R? — {0} — R? asoci-
ada tiene homogeneidad no isotropica, satisface la asi llamada condicién de elipticidad y
algunos requerimientos técnicos adicionales. Comenzamos con la definicién de elipticidad,
luego damos unos resultados auxiliares que sumados al Lema 2.4 se sigue el Teorema 3.1,
el cual establece una estimacién para /.

Sean a; > 0, ay > 0 con a; # o, y para t > 0, x = (z1,79) € R?, sea

tex = (t"xy,t%%xy) (3.1)
Para a,b € R definimos
Vel .= {te(l,s):s€ (a,b),0<t<1}. (3.2)

Sean o, 03 € R con 0y < 09 y sea p = (¢1,2) : Vo172 — R? para z € V712 sea @, la
forma cuadratica sobre R? definida por

Qu (¢) = det (C1eY (2) + 25 (2)) ¢ = (¢, 6) € R (3.3)
y sea K (x) = (k;; (z)) su matriz simétrica, i.e., satisfaciendo
Qa (¢) = (K (2) ¢, () (3-4)

para ¢ = (1, (z) € R2.

Definicién: Decimos que z € V772 es eliptico si mingeg |Q4(¢)| > 0.
Asumimos las siguientes hipotesis:

H1) ¢ es analitica real sobre V7172,

H2) ¢ (t e x) =t"p (x) para algin m > 3 (ay + ag) y para todo z € V722 ¢ > 0.

H3) Para algin o € (0y,03) el conjunto de puntos no elipticos de ¢ en V772 es la
curva {te (1,0) : t > 0}.

Bajo estas asunciones, por los Lemas 3.1 y 3.2 siguientes, existen enteros positivos n,
n9 vy una constante positiva D tal que para d > 0 y suficientemente pequeno, se tiene que

éng} |Qte(1,s) (¢)| = Dt |s — o|™ para s € (60 —6,0),t>0 (3.5)

€

zmsr} |Qte1,) (C)| = Dt |s — o|™ para s € (5,0 +6),t >0 (3.6)
€

donde d = 2(m — a; — ag). Teniendo en cuenta la definicién de punto eliptico, (3.5)
y (3.6) sugieren usar el nimero max (n;,ns) como una medida de la degeneracion de
elipticidad a lo largo de la curva {t e (1,0) : £ > 0} . Asumimos, en adicién a HI-H3 que

26



H4) max (nl,ng) < 0412—7131042 -3

Sean s1, $o tal que 1 < S9y 0 € [s1, 89] C (01,02), v sea u la medida, fijada de aqui en
mas, definida por (1.1) tomando alli U = V*»*2. Sea p su transformada de Fourier dada,
para £’ y £ € R?, por

A, e) = / e~ HUBE N HEADED gy
V5152

Al final de esta seccién (cf. Teorema 3.1), probamos que [ satisface, para alguna ¢ > 0,
la estimacion

(&€ < ele”]

En la seccion 4 consideramos el operador de restriccién Rf = ﬁg, con Y dada por (1.2)
(con U = V*%2). Siguiendo ideas de [20], usando (3.7) e interpolacién compleja para una
familia analitica de operadores conveniente, probamos que existe una constante c¢ tal que
IRl 2y < cllfllogray s [ €S (RY) siy solo si % < . < 1. Finalmente, usando
una vez mas (3.7), estudiamos el operador de convolucién T, f := px* f, f € S(R?). El

a1 tag
m

para todo ¢ eR? ¢ e R?—{0}. (3.7)

Teorema 4.2 establece que para p = mﬁ, el tridngulo cerrado con vertices (0,0),
(L,1)y (%, z%) esta contenido en £, y que G” ﬁ) € 0F,.

Comenzamos con el siguiente

Lema 3.1. Si = es un punto eliptico entonces los autovalores de K (x) son ambos
positivos o ambos negativos y

gn}grll |Qz (O)| = min{|A|: A es un autovalor de K (x)} .
S

Prueba. Se sigue inmediatamente de (3.4).1

Una definiciéon de punto eliptico, diferente de la establecida anteriormente, esta dada
en [4]. Reescribimos ésta. Para x € Vo192 I € R? sea ¢” (z) h una matriz 2 X 2 cuya
Jj —th columna es ¢} () h, donde ¢} (r) denota la matriz Hessiana de ¢; en 2. Un punto
z se dice eliptico en [4] si det (¢” (z)h) # 0 para todo h € R? — {0}. Esta definicién
es equivalente a la nuestra. Ciertamente, considerar la matriz simétrica B (x) definida
por (B (x)(,¢) = det (¢" (2) (), ¢ € R% Un calculo explicito muestra que det B (x) =
det K (z) y por lo tanto las dos definiciones concuerdan.

Lema 3.2. i) Existen funciones analiticas reales A1, Ay sobre V7172 las cuales dan
los autovalores de K (x) .
i1) Para 6 positivo y lo suficientemente pequeno se tiene que

para algin i, min {|Ag (2)| : k = 1,2} = |A; (2)| para todo x € Vo9,

para algin j, min {|Ay (z)| : k = 1,2} = |A; (z)] para todo x € Vo+°,

donde (1,0) es un punto que genera la curva {te (1,0):0 <t < 1} de los puntos
no elipticos en V7172,
ii1) Ay y Ny son homogéneas de grado d = 2(m — ay — ) respecto a las dilataciones

(3.1).
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iv) Existen enteros positivos ni,ng y una constante positiva D tal que para & positiva y
suficientemente pequeno

min {|A; (t- (1,8))] 4= 1,2} > Dt?|s — o™ para s € (0 —6,0), yt >0,
min {|A; (t-(1,8))] 4= 1,2} > Dt*|s — o™ para s € (0,0 +6) yt >0

con d=2(m—a; —az)

v) Si I C (01,02) es un intervalo cerrado tal que o ¢ I entonces existe una constante
positiva D' tal que

min {|A; (¢t (1,8))]:i=1,2} > D't para s€ I y t > 0.

Prueba. Un computo muestra que las entradas k;; (r) de K (z) estan dadas por
ki () =det¢f (), ke (2) = det g3 (),

1 [ 0%p, 02 0% 02 0? 0?
k12(x):k21($):§( ¥1 <P2+ Y1 07P2 9 ¥1 802)1;)'

or? dr3  Ox3 012 021035 011019

Son analiticas reales en V7192 y satisfacen k;; (t - z) = t%k;; (x) para x € Vo122 y t > 0.
Los autovalores A; (z) y As (z) de K (z) estan dados por

M) =5 <k11< )+ o (2) — /42, (2) + (ks (2) — oo (3:))2) ,

As (a:):%(kll( )+ o (&) + /483, () + (i (2) — oo (.@)2).

Observar que para ¢ positivo y suficientemente pequenio cada A; (1,.) es analitica real
en (0 —d,0 +0). Ciertamente, esto es claro si k12 (1,0) # 0 0 ki1 (1,0) # koo (1,0). Si
ki (1,0) =0y k11 (1,0) — koa (1,0) = 0 considerar la funcién

F(s) i= 4k (1,8) + (kuy (1,5) — oo (1,5))° (3.8)
Si f es identicamente cero entonces
A1 (1, S) = AQ (]_, S) = kll (]_, S)

por lo tanto cada A; (1,.) € C* (01,02). Si f no es identicamente cero, ya que f es no
negativay f (o) = 0, de H1 se sigue que existen un entero positivo ¢ y una funcién analitica
real no negativa h con h (o) > 0 tal que f(s) = (s —0)* h(s)* para s € (0 — 6,0 + ).
Ahora, para i = 1,2, sea A, (1,s) = S (ki (1,8) + koo (1,8) 4+ (—=1)" (s — s9)" h (s)). Si g es
par entonces, para i = 1,2, A; (1,s) = A; (1,s) en el intervalo (o — d,0 +0). Si ¢ es impar
resulta A1 (1,s) = A (1, s) en el intervalo [o,0 — 6) v Ay (1,5) = Ay (1,5) en el intervalo
(o — 6,0) (similares identidades se obtienen para As). Por lo tanto A;, con i = 1,2, dan
los autovalores de K (z) y cada A; es analitica real en (o — 8,0 + ). Ahora (i) se sigue
del hecho que cada A; es homogénea de grado 2 (m — a; — ay) respecto a las dilataciones
(3.1).

Para ver (ii), observamos que cada punto en V747 (respectivamente en V' ?72) es eliptico
y por lo tanto, por Lema 3.1, A; y As poseen el mismo signo en V707 (resp. en V772)
ahora (ii) se sigue del hecho que A; < Ay sobre V717 (resp. sobre V772).

(iii) es consecuencia de la homogeneidad de las entradas k;;. Finalmente, (iv) y (v) se
siguen del Lema 3.1, (ii), (iii) y la analiticidad de A; y Al
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3.2. Resultados auxiliares

Sea G : S x (01, 02) — R definida por G ((,s) = (¢ (1,5),() . Se tiene el siguiente
Lema 3.3. Para (¢,s) € S* x (01,09)

af det (Cupy (1, 8) + Gopy (1, 8)) = (3.9)
m (m — 1) (GGys) (C,8) + az (a1 — az) s (GsGas) (¢, 5) — (m — a2)” G2 (¢, 5)
Prueba. Para ¢ € S! fijosea ¥ (z) = (¢ (z),() . ¥ es homogénea de grado m respecto
a las dilataciones (3.1) por lo cual, de las ecuaciones de Euler,
mV () = a1z Yy, () + aexeV,, (7)

(m - 041) U, (I) =1 T1Vs 0y (I) + oWy 4, (:E)
(m — ag) Uy, (1) = 121 Vs 0y () + 029V 4y, (7).

Por lo tanto

mG ((,s) = a1V, (1,5) + saxW,, (1,s) = (3.10)
2 2.2
o (L) e+ (0 Y, )
m — o m — Qg m — o m — Qg
también,
U, (1,s) = Gs((,8), (3.11)
Vasa, (1, 8) = Gas (€ 8) (3.12)
Por lo cual
(m—ag) G5 ((,8) = a1VWuyu, (1,8) + sV, (1,5)
= a1V, 4, (1,8) + aesGes (C, 3) .
Entonces m— o
Uy (1,8) = 2G, (¢, 8) — — Gy (C,8) (3.13)
(05] (03]

de (3.10), usando (3.11) (3.12) y (3.13) podemos escribir ¥, ,, (1,s) en términos de
G ((,8),Gs((, )y Gss (€, s) . Usando esta expresion, y también (3.12) y (3.13), un célculo
de det (V" (1,s)) da (3.9)1

Observacion 3.4. Sean ny, ny y D como en el Lema 2.2, d = 2 (m — a; — aw) vy, para
(¢, 8) € S' x (01,02), sea
H((,s)
=m(m— o) (GGy) ((,5) + ag (a1 — az) 5 (GoGys) (¢, 5) — (m — a)* G2 (¢, 5) .

Teniendo en cuenta (3.3) y los Lemas 3.1, 3.2 y 3.3 tenemos

i) Para 0 positivo y suficientemente pequeno |H (¢, s)| > D |s — o|™" para todo s €
(0 —6,0)y¢eSh

ii) Para ¢ positivo y suficientemente pequeno |H ((,s)| > D|s — o|™ para todo s €
(0,0 +0)y ¢eSh
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iii) Si I C (01, 09) es un intervalo cerrado y o ¢ I entonces existe una constante D’ > 0
tal que |H (¢, s)] > D' para todo s € [ y ¢ € S*.

Para0 <d <o —o0y, €Sty ec>0 Sean
(If’c’cz{se(a—é,a):m( —a1)G (¢, 8) G (

]574702{36(0—5,0):771( —a1)G((,8) G (¢ 8) < =5 |s— o™},

[ ={s€(0—0,0): (m—a)’G2((,8) > s — o™}, (3.14)
sag (0 — ag) $Gy (¢, 8) Gss (€, 8) > Z|s—0|m},

) (
]5();7(’6 = {S c(o— 57 U) e%) (al - 042) SGS (gu S) Gss (<7 S) < _é_(i |S - U|n1} .

\

Para 0 < 0 < 03 — 0 se definen los conjuntos J; 00¢ Je manera similar, otra vez por (3.14)

pero reemplazando (o — §,0) y ny por (0,0 + 5) y no respectivamente. Finalmente, para
7€ (01,09)—{o} y & > 0tal que (1 — 6,7 + 6) C (01, 0)U(0, 03) sean K los conjuntos
abiertos definidos por (3.14), pero reemplazando (0 — §,0) y §|s — o|™ por (1 — §,7 +0)
y § respectivamente.

Lema 3.5. i) Para n € S' existen constantes positivas C,, €, y un entorno W, de n
en S* tal que para cada ¢ € W, y j =1,...,5 los conjuntos I;"’C’C” Y J;”’C’C" poseen a lo
mads ny Yy no componentes conexas respectivamente.

i) Para 7 € (01,02)—{c} yn € S existen constantes positivas C,, -, €, y un entorno

W,- de n en S' tal que para todo ¢ € Wy, y j =1,...,5 se tiene que KT&”’C Cr =0 o

KT7€7])T7C7C”]7T — (

j T —¢€nrT+Eps).

Prueba. Para ver i),procedemos como sigue Para f € C* (01, 02) sea my definida
por my = min{l >0:fO (o) # O} si o) # 0 para algin [, y por my = 400 caso
contrario. Para (¢, s) € S x (01, 09) sea

fi(C8) =m(m—a1) (GGyss) (G s)

f2 (C,S) = (m - a2)2 Gg (C7 5)7
f3(C,8) = az (a1 — az) s (GsGs) (C, 5) -

y para i = 1,2,3 sea k; := my,(, . Sea n € St por la observacién 3.4 (i) tenemos que
M(f14 fot f3)(n,) < M1 POT lo tanto k < ny para algun i. Sean A = {i € {1,2,3}: k; <ny}

y C, = min {{D} U { =0% £ (n, 0’)‘ i€ A}} , donde D es la constante que aparece en
la observacion 3.4 y 0, denota la derivada respecto de s. Para ((,s) € S' x (¢ — 0,0 + 0)
sea

F(Cs) = fiGs) = (s =0y i=123 (3.15)

Consideramos primero el caso i € A: Tenemos que OY F; (n,0) # 0 entonces existen
g,i > 0y un entorno W, ; de n en S' tal que cada 9% F;((,s) # 0 para todo ((,s) €
Wi % (0 — €y,i,0) . Por lo tanto, por el teorema de Rolle, para { € W, ; y i € A la ecuacion
fi (¢, s) =1C, (s — o)™ posee alo sumo k; < n raicesen (o — &, ;, ) . Considerar ahora el
caso i ¢ A. En este caso 01 F; (n,0) # 0y, procediendo como antes, encontramos también
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en este caso 0 < g,; y W, ; tal que para ( € W, ;, f; ((,s.) = %lCn (s — o)™ posee a lo sumo
’ . . . o e C ni
ny raices en (0 — ey;,0). Similarmente, considerando F; (¢, s) := f; (¢,s) + 5 (s — o)
en lugar de Fj, y disminuyendo W) ; y &,; si es necesario, obtenemos que para ¢ € W, ;
fi (¢, s) = —1C, (s — o)™ tiene alo sumo ny raices en (0 — &,;, o). De estos hechos es claro
que la asercion en i) para los conjuntos I;” “ vale si tomamos e, =min{e,; i =1,2,3}
y W, = N?_,W, ;. La prueba de la afirmacién de los conjuntos J;” “Cn es similar.
Para ver ii) considerar las funciones f; definidas anteriormente. Por observacién 3.4

iii), existe D’ > 0 tal que

/(G 1)+ f2(C7) 4+ fs (G, T)| > D

para todo ¢ € S'. Para n € S' definimos A = {i € {1,2,3}: fi(n,7) #0} y C,, =
min {D'}U{|f: (n,7)| :i € A} . Para ((,s) € S' x (01,02) y i = 1,2,3 sean F;((,s) =
fi(Cs)—3C,y F, (¢,s) = fi (¢, s) + 1Cy-. Por lo tanto F; (n,7) #0'y F, (n,7) # 0 para
i =1,2,3 luego existen £,;, > 0 y un entorno W, , . de n en S* tal que F;((,s) # 0
y F (¢,s) # 0 para todo ¢ € W, ,, v s € (T—¢yir,T+&y;). Consideramos W, , =
N2 Wyir ¥ €yr = mineg,,;,:i=1,2,3. Ya que para cada ¢ € W, , y i = 1,2,3 las
ecuaciones f; (¢,s) = i% no tienen raices en (7 — &, ,, 7 + €,,) se sigue que para cada

7,€n,$,Cn — (Z) o KT’&I’C’C" — (
J

j resulta K’ T—eprT+eps) . |

Necesitaremos los siguientes lemas auxiliares.

Lema 3.6. Sean [0, 7] un intervalo cerrado, f € C* ([0,7]), v > 1y [a,b] C [0,7]. Si
una de las siguientes condiciones vale

(f' (s))”> > A(s — 0)* para s € [a,b] (3.16)
(f (3))2 > A(r —s)*, para s € [a,b] (3.17)

para constantes no negativas A y a con a < 2y — 2, entonces existe una constante c
dependiendo solo de A, «, 0, 7 y v tal que

/ If (s)] 77 ds < c. (3.18)
[a,b]

Prueba. Sea I = [a, b] . Asumimos que (3.16) ocurre. Ya que f’ (s) es continua tenemos
que i): f'(s) > 0 para todo s € I oii): f'(s) < 0 para todo s € I. Consideramos el caso
(i). En este caso ocurre

a) f es positiva en todo I — {0}

0

b) f (s) se anula exactamente en un punto s € 1.

Si a) ocurre, entonces para s € [

A
1+

o (<3 A 1+ <
(s=0)"2 —(a=0)"2) > —F (s—a) "7
( 1+§

|f($)!2/sf'(t)dt2

IS

lo cual, teniendo en cuenta que a < 2y — 2, implica (3.18) con una constante como la
requerida.
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Si b) ocurre, tenemos para a < s <5

A

- a a A a
e (G0 = (s=0)8) > T (F-9)""
2

|f(s)|=/ef’(t)dt2

y, para tal a , se tiene que f:|f(t)|_% dt < ¢ para algin ¢ = ¢ (A,a,6,7,7). Una

estimacién de la misma clase es obtenida similarmente para feb |f (t)|7% dt, por lo que
(3.18) ocurre también en el caso b). El caso ii) se reduce al i) considerando alli —f en
lugar de f I

Lema 3.7. Sean [0, 7] un intervalo cerrado, f € C*([0,7]), v > 1y [a,b] C [0,7]. Si
una de las siguientes condiciones ocurre

lf' (s) " (s)| > Als — 6]” for s € [a, b] (3.19)

If (s) f" (s)| > A|r — s|” for s € [a, ] (3.20)

para constantes no negativas A y a con a < 2y — 3 entonces (3.18) vale para alguna
¢ dependiendo solo de A, ., 0,7,y 7.

Prueba. Sea I = [a,b]. Si (3.19) ocurre, tenemos i): ((f’)Q)/ (s) > 2A (s — )" para
s € I oii): ((f’)2)/(s) < —2A(s—0)" para s € I. Si i) ocurre, una integracién sobre
(a,s) da, para una constante positiva ¢; (dependiendo sobre A y «) y para todo s € I

() ()= ()@ e (s =0 = (a=0)™") 2 e (s —a)*".

Si ii) ocurre, tenemos ((f’)Q), (s) < —2A(s—0)" e integrando sobre (s,b) conseguimos,
similarmente como antes que (f') (s) > ¢5 (b — s)**! para s € I, con ¢, = ¢, (A, a) . Por
lo tanto, ya que a + 1 < 2y — 2, el lema se sigue, en ambos casos i) y ii), del Lema 3.6.
El caso cuando (3.20) ocurre es similar.l

Lema 3.8. Sean [0, 7] un intervalo cerrado, f € C*([0,7]), v > 1y [a,b] C [0,7]. Si
una de las siguientes condiciones ocurre

f(s)f"(s) > A(s—0)"para s € [a, b (3.21)

f(s)f"(s) > A(r—s)"para s € [a,b) (3.22)

para constantes no negativas A y a con o < 2y — 2, entonces (3.18) wvale con ¢ =
c(A a,0,1,7).

Prueba. Sea I = [a,b]. Ya que el otro caso es andlogo, damos la prueba solo para el
caso cuando (3.21) ocurre. En este caso ocurre

i): f(s)y f”(s) son ambas no negativas para s € [

0

ii): f(s)y f”(s) son ambas no positivas para s € I.
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Si i) ocurre, considerar el punto s; donde el minimo de f sobre I es alcanzado. Si s; = a,
entonces f (a) > 0y f'(a) > 0 luego integrando por partes y usando (3.21) obtenemos

3 21676 @- [ (o= [ 100

> ((s— 0)* — (a — H)QH) > ¢ (s —a)*™!

para una constante positiva ¢ = ¢ (A, a) y para todo s € I. Una nueva integracién sobre
(a,s) da, para alguna constante positiva ¢y = ¢5 (A, @),

2 (s) ZCQ(S_CL)Q+27S€I,

la cual, y ya que a < 2y —2, da (3.18) con una constante ¢ como la requerida. En el caso
s; = b tenemos f'(b) <0y f(b) > 0. Usando (3.22), e integrando por partes sobre (s,b)
obtenemos, similarmente como antes, que (f2) (s) > ¢ (b—s)*™" para una constante
positiva co = ¢3 (A, ) y la prueba se sigue como antes.

Consideramos ahora el caso a < s; < b. Repetimos el argumento utilizado en el caso
s1 = a (respectivamente s; = b) pero tomando alli s; en lugar de a (respectivamente
en lugar b) para obtener que fsbl [f (s)]_% ds < ¢, (respectivamente [ [f (5)]_% ds < ¢1)
para alguna constante positiva ¢; dependiendo solo sobre los parametros requeridos por
el lema. Por lo tanto (3.18) vale también en el caso i). El caso ii) se sigue de i) aplicado

a—fl

Lema 3.9. Sean [0, 7] un intervalo cerrado, f € C*([0,7]), v > 1y [a,b] C [0,7]. Si
una de las siguientes condiciones ocurre

F(s)f"(s) <—A(s—0)"para s € [a, b (3.23)
f(s)f"(s) <—A(r— )" para s € [a,b] (3.24)
para constantes no negativas A y « con a < 2y — 2, entonces (3.18) vale con ¢ =
c(A a,0,1,7).

Prueba. Ya que el otro caso es similar, consideramos solo el caso cuando (3.23) ocurre.
Sea I = [a,b]. De (3.23) tenemos que ocurre i): f(s) >0y f”(s) < 0 para s € I — {0}
oii): f(s) <0y f"(s) >0 paras € I —{f}. Consideramos el caso i). Sean ¢ y K las
funciones definidas sobre [a,b] por ® (s) = sin (%) y K(s) = A(b—a)* 729" (s)

respectivamente. De (3.23) se sigue que —f" (s) > K (s) /f (s) para s € (a,b). También
f(a) >0, f(b) > 0. Sean u y K las funciones definidas sobre [a, b] por

U(s) =" (s),

a) = u (b) = 0. También,
firmamos que

<
IS

Un computo muestra que U satisface —” = K /i sobre (a, b)
K < BK sobre (a,b), con 3 = 7T2A=1 (b — q) @+ (1+ %)2

>

u< pvrf sobre (a,b). (3.25)
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Ciertamente, tenemos —u" < K /uy — (ﬁl/Qf)” > 8K (ﬁl/Qf)f1 sobre (a,b) . Entonces

)
Bl/?fu

Sea I* = {s € (a,b) : B?f (s) < w(s)} suponemos que I* # (). Sea J una componente
conexa de I*. Siendo 3'/2 f —u continua sobre I* y Y2 f — % es no negativa en a y en b se
sigue que 3Y/2f — 1 se anula en 0.J, pero K > 0 sobre (a,b) por lo que (3.26) implica que
BY2f — 1 es estrictamente concava sobre J. Ya que ésta es negativa sobre J arribamos a
una contradiccién. Por lo tanto (3.25) vale. Entonces

3 d 5 [ 3(s) 5 d
/I|f(8)| s< P /I“(S) s

= ﬁ%(b —a)rt /7r (sin 6)_(”%)% df < oco.
0

—(8"2f —2)" > —-BK=——=——on (a,b). (3.26)

Finalmente el caso ii) se sigue de lo hecho aplicado a — f.I

a1ta
Teorema 3.1. |fi (¢, &")| < c|¢”|” ™ para alguna constante positiva ¢ y para todo
£ eR2E € R® — {0}

Prueba. Para un conjunto abierto U C R? denotamos py a la medida definida por
(1.1). Sea [a, b] C (01, 09) y V*? dados por (3.2). El cambio de variable z; = t*1, zy = st
da para &' = (§1,&) v €' = (§,&) € R?,

b 1
(1 Vab) (€,¢") = / (/ AT Gt (p19) T e e 1dt> ds.
a 0

Por el Lema 2.4 tenemos para una constante positiva ¢ y para todo £ € R? ¢” € R?— {0}

a1t b ajtag
nyes) (€.60] < el M6 (€91 327

donde ¢ = 5,, Paran € S', sean C,, £, y W, como en el Lemma 3.5 1) . De la compacidad

de S' existe un conjunto finito {nz}r_, C S tal que S' = UN_ W, . Por i) y ii) en
observacion 3.4, existe una constante D > 0 tal que, para ¢ positivo y lo suficientemente
pequeno,

(0 —d,0) C U?:llj’C’D y (o,0+96) C U?Zle’C’D para todo ¢ € S*. (3.28)

Teniendo en cuenta (3.28) escogemos ¢ satisfaciendo que 0 < ¢ < min{e,, : 1 <k < N}
y tal que (0 —¢,0)U (0,0 +¢) C U, <I;’<’D U J;’C’D> para todo ¢ € St.
Sea ¢ € S, por lo que ¢ € W, para algin k = k((), y ya que C,, ., < D tenemos

k(¢)
En 7C Cn En anCn .
que ];’C’D C I QIR J;’C’D C J; MO para j =1, ..,5. Entonces

€ 7<)C & ,C,C
(0 —2,0) Ulo,0+2) € UL, (1,070 g o ttme )
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_ojtag

Por lo tanto [71G (¢ 8) ™ ds

g—¢&
5

<> G (C9)l ™ ds + G (s
s mds s mds

T4 £ (o) ’ PRl GRS ’

j=1 [V i
. . ey . Enk(c)’cﬂcnk(o .
Teniendo en cuenta la definicion de los conjuntos /; y ya que ellos tienen a

lo sumo n; componentes conexas, podemos acotar, uniformemente sobre (, las integrales

a1 ta
flsn’““) Oy |G (G 8)] " ds usando los Lemas 3.6, 3.7, 3.8 v 3.9 aplicados a la funcién
i
. . 16,C
f(s) =G ((,8) con v = =y a =ny. Las integrales sobre los conjuntos J;nk“) O
pueden ser acotadas similarmente.

Sea F' = [s1,83] — (0 —¢e,0 4+ ¢) y sea D' tal que

‘m (m — ay) (GGss) (C,8) + g () — a2) s (GsGss) (¢, 8) — (m — a2)2 G2 (¢, s)| > D'
(3.29)
para todo s € F'y ¢ € S* (cf. observacién 3.4 iii)). ParaT € F yn € S*, sean C, ,, £,, ¥
W,,.- la constante y el entorno dados en el Lema 3.5 ii). Como antes, tomamos un conjunto

finito {n},_, tal que S' = UL, W, .. Para ¢ € S sea k =k (¢) tal que ¢ € W, . Sea

e, =min (g, ,: k=1,...,N), ahora tomamos ¢ € (0,¢,) tal que [T —¢e,7+¢] C F. De
T / Ty »Cvc

(3.29) tenemos que (1 —¢e,7 +¢) C U, K799 C U2 K, O STINO para todo ¢ € S

Entonces

—€

T+e _a1+a2 5 _a1+(12
[ G sy [, (GG s
T j=17K;

.o 7—757] 7<7C’q
Por el Lema 3.5 ii), cada K, ¢ "™

j es vacio o conexo, por lo tanto la integral

_a1tag
fKT,snk(C),g,cnk(O |G (C,s)]” "™  ds puede ser acotada, como antes, usando los Lemas 3.6,

J
3.7, 3.8 y 3.9. Ya que F esta cubierto por un nimero finito de intervalos de la forma
a1 +ta
(T — &, 7 + ¢) obtenemos una estimacién, uniforme sobre ¢, para la integral [, |G (¢, s)|” o ds

y la prueba del teorema esta completa.ll
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4. Resultados sobre los problemas A y B.

4.1. Condiciones necesarias y suficientes para el problema de
restricciéon a la superficie X.

Aqui consideramos una funcién ¢ que satisface las hipétesis H1-H4 dadas en la seccién

3. Sea ahora 3 = {(z,p(x)) : € Q} y, para f € L'(R?*), sea Rf = f|2 donde f denota

la transformada de Fourier usual. El siguiente lema da una condiciéon necesaria para la

acotacion LP(R?*) — L4(X) del operador de restriccién R .La prueba del lema consiste en

una adaptacién, a nuestro problema, de un argumento de homogeneidad bien conocido
debido a Knapp.

Lema 4.1. Si existe una constante positiva c tal que

IR pagsapy < cllfllporay. f €S (RY) (4.1)

1S (artazs+2m) 1 1
entonces o > === ( p).

Prueba. Observemos que si (4.1) ocurre para f € S (R*) entoces vale también para
fe L RYNLP (RY). Sea Q%2 = {t-(1,5) : s € (s1,82) y3 <t < 1}.Fijamos 0 <n < 1
tal que |p (z)] < 1 paraz € neQ* 2. Para ¢, " e R*yt > 0,seat®(¢,&") = (t o &, t™E")
y para 0 < € < 1 definimos E. =71 ® ((0, 1)4) y fe = XE.-

Para z = (x1,25) € Q°"*2, un cambio de variable da

fe (.CL’, v (x)) — / e*i(x1£1+x2£2+£3g@1(x)+£4<p2(x))d£

€

_ 6—(a1+a2+2m)/ e—i(s‘alr1£1+s‘°‘2x2£z+€‘m£3w1(z)+€_m§4¢2($))d£
[0,1]

donde § = (&1, ...&s) - Sean F. = (=n) # Q% y . = {(,0(x)) 1 2 € (=) - Q")
Tenemos,
IR Loz ay 2 IR Lacs ap

Z/ 5—(0<1+a2+2m)/ e~ i(e™ 1@ €1 te 2mabote M1 () Fe M Eap2() )
F. [01]

€

También
/ o~ i(eT M mb e 2aabate T M s 1 (1) +e T M Eaa () d§
[0,1]

1 1 1 1
= / e teT Mr1&y dé, / e*is_“2$2£2d§2 / e~ ME3p1(z dég / €_m£4902($)d£4
0 0 0

Para x € F., la ultima integral puede ser estimada como sigue

1
/ mfwz(z)dg ‘
0

Efm

ea(z) _q
7™My (1)

e—itpg( oa;) -1

pa(e o)




la tiltima desigualdad se debe a que |p, (7! @ )| < 1 para x € F.. Las dem4s integraleshe
se calculan similarmente Por lo tanto

HRfEHLq > ce (a1+a2+2m)+a1+a2 . (42>

_ajtag+2m

con c independiente de . Ahora, ya que || fc||zrre) = € v (4.1) y (4.2) da

7(a1+a2+2m)+%qa2 < _o1fag+2m

ce <eg P ,

(a1 +az+2m) (1

lo cual implica, tomando ¢ suficientemente pequeno, que (o o)

— Il)) y se sigue
el lema.ll

El Teorema 4.1 siguiente da una respuesta 6ptima en p a nuestro problema de restric-
cion. La soluciéon se sigue del Lema 4.1, de la utilizacién del teorema de interpolacion
compleja y de la siguiente observacién debida a P. Tomas (ver [23] o el Lemma 1 en [20]),
la cual reescribimos en el siguiente:

Lema 4.2 Si tenemos que |[fi*gll, < cillgll, para toda g € S(R*) y para algin
1<p<2, i—l—}% =1, entonces Hﬂ < ¢llfll, para toda f € S(R*) y para

L2(3,dp)

tal p.

Prueba. Notemos que [ ffdu = [ " fau = ((Fu)*,T) = ("= £).7) = (i< ). ])
(donde V denota la inversa de la transformada de Fourier y f(z) = f(—z) las cuales estan
relacionadas simbolicamente por V =""). Por lo tanto

/ 7] i < 15117+ 71, < )1

Teorema 4.1. Existe una constante positiva c tal que

IRl 2 < ellflomey - £ € S (RY) (4.3)

; a1 taz+4m
sty solo st 2(a1+a2+2m) < 1.

Prueba. Consideramos, para z en la franja —25%2 < Re(z) < 2, la familia de

21/; |t|"% para Re (z) > 0, y su

extensién analitica para Re (z) < 0. Para tales z, sea J, = 0®1,, donde 0 es la distribucién
de Dirac sobre R? soportada en el origen y para f € S(R?), sea T.f = (J, * u)" * f.

distribuciones analiticas I, sobre R? definida por I, (t) =

Un computo da que |[J. * pif|poorey < %};)‘ para Re(z) = 2 y por lo tanto, para

tales 2, T2l = TN ey < el iz = esl|flliaceey. También, ya que
[(J)MNE)] < ¢l 52 para Re(z) = —2+92 g desigualdad de Young y el teorema 3.1 da,
para tales z, ||T% f||Loo(rty = ||(J210) * f|Loere) < € ‘%‘ || f||£1(r#) con ¢ independiente
de z. Més aun, es facil verificar, usando la férmula de Stirling, que la familia {7} satisface
las hipdtesis del teorema de interpolacién compleja de Stein (ver en [16], p.205).por lo tanto
170 1o (R3), 1" (Re €8 finita para p = 2 (a1 + a2 + 2m) / (a1 + ag + 4m). Ahora por el Lema
4.2 se sigue (4.3) para tal p. Por otra parte, es inmediato que R : L*(R?) — L*(Z,du) es
acotado, y por lo tanto el teorema se sigue del teorema de Riesz Thorin y el Lema 4.1.1
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4.2. Propiedades LP— improving de u

Sea T,, el operador de convolucién dada por T,f = pux f, f € S(R?*) y sea E, el

conjunto de pares (;lw %) € [0,1] x [0,1] tal que [|T,,.f||, < c|[f]|, para alguna constante
positiva ¢ y para toda f € S (R%). El siguiente lema da una condicién necesaria para la

acotacion LP(R*) — LP' (R*) del operador T,.

. a1+ag

>1_ _aitaz
- p 2m—+tai+az

1
p’q q

Lema 4.3. 5% (l l) € L, entonces

Prueba. Alfin de probar el lema, consideramos Q% = {(tal, t*%s) :

y M = sup {|g0(:1:)| S Q%} Para 0 < 6 < 1, definimos

1<t<1ls1<s<sa}
Ry = (=26"1,267) x (=20°2,26°%) x (—=(2M + 1)6™, (2M + 1)8"™)"
f=Xnrs, Es=0-Qu1y

As = {(x’,x”) € Es x R?: ||2" — p(2) || ge < 5’”} )

Mostraremos que existe una constante ¢ > 0 (independiente de 0) tal que |p * f(2', 2")| >
c0“ T2 para todo (2/,2") € As y 0 < § < 1. Ciertamente

po fa) = [ o = = o) dy
Q
Para estimar | x f(2', 2”)| debemos medir los puntos y € @ que satisfacen
(9, 0(y)) € (', 2") + Rs
Para y € Es y (2/,2") € Ajs fijo, la homogeneidad de ¢ implica que

(2" —y,2" — p(y)) € Rs

Por lo tanto

\pw* f(2',2")| > |Es| = 6412 , para (z',2") € As.

@

Ahora,

q
||/J>l< f”q 2 (/ |,LL* f"1> 2 c5a1+a2 |A6‘é — Céa1+a25%(a1+a2+2m)
As

Por otro lado, <]l3, %) € E, implica [[ux* f|, < ¢pq

5a1+a25%(a1+a2+2m) < C5%(041+0z2+2m)

1
1fll, < cdp (@2 T2m) h6r o tanto

_ ajtar

151
, para todo 0 < ¢ < 1, entonces p > R

Teorema 4.2. Para p = mﬁ, el tridngulo cerrado con vértices (0,0), (1,1) y
(%, é) esta contenido en E, y <}—17, I%) € 0L,,.

11

Prueba. Es conocido que si <—, —) € B, entonces 1 < > 2 1 (cf. [11], Th.
P q q p

Q=

y

SRl

1y [16], p. 33).En particular, estos hechos y el lema 4.3 implican que si <§, %) e r,
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1 1 m+toa1+as
entonces 5 < 5 < It tos”

un conjunto convexo, ya que p es una medida finita, (0,0) y (1,1) pertenecen a E,,.

Por lo tanto, para probar el teorema, es suficiente ver que (i, I%) € E, para p =
(2m + a1 + ag) / (m + a1 + ay) . Consideramos ahora, para z € C, la familia analitica
de distribuciones J, sobre R? definida como en la prueba del teorema 4.1 y consider-

amos, para z en la franja —% < Re(z) < 2, la familia analitica de operadores S, f :=
pxJ. = f, f € S(RY). Por el teorema.3.1 tenemos que |(x)" (€, 5”)‘ < clgr|(enta)im

Por otra parte, por el teorema de Riesz Thorin, £, es

y va que J, = 1® I,_, obtenemos 1521y, < 7. < c‘ ‘ para Re(z) =

—atez Por otro lado (px* J.) (a/,2") = FQ(ZZ;; 2" — ¢ ()7 para 2/, 2" € R? por lo
cual HSZHLOO = |l J| < 2/2)’ para Re(z) = 2. Como en el Teorema 4.1, la familia
{SZ : —% < Re(z) < 2} satisface las hipdtesis del teorema de interpolacién compleja
de Stein, y ya que —t% +(1—t)2=0parat= aﬁi%, So es un operador acotado
de L? en L¥ para % =t +(1—1t)= % Siendo T}, un multiplo de Sy, se sigue el
teorema.ll

Ejemplo. Damos un ejemplo de una funcion ¢ satisfaciendo las hipétesis H1-H4.
Sea

_ 6 -3 6 . 5..6.3
p(x1, 22) = (132x1 + 305‘:27 152371 + 30x2 + 905’71552)

En este caso ¢(t e z) = t™p(x) con oy = 1, as =1y m = 6, por lo que H1 y H2 se

satisfacen. Un computo muestra que el discriminante de la forma cuadratica
h — det (¢"(1,z2)h) = (K(1,z2)h, h),

donde K(1,x2) es la matriz simétrica asociada a la forma cuadratica det (¢”(1,z9)h) con
h = (hl, hg) S ]R2, €s

—det[K(1,25)] = + (—dah — Sy + 28 (=3 + 323))° + 4ad (=3 + 3u3) (af + Lap) — 4af

5
A(1,1)A9(1,1) = det[K(1,1)] = 0 Y 5. (det[K(1,s)] # 0 se sigue que Aq(1,1) # 0y
d%l :1_/\2(1, s)#00Ay(1,1) #0y d5| :lAl(l, s) # 0, similarmente se obtiene para el punto
no eliptico %10§, por lo tanto H4 también se satisface.

Finalmente H1-H4 ocurren para QQ = {(to‘l, t*x9) 1 0 <t <1, 1103 < Ty < 1} y .

el cual es negativo para x5 € (1 % ) y con ceros simples para xy = 10§, 1. Ya que
d

Observacién 4.3. Si consideramos ¢ € C*(Q) con alguna hipétesis adicional en
el lema 3.2., los teoremas 4.1 y 4.2 son aun ciertos. Consideramos un punto no elipti-
co xgp € 0Q) y suponemos primero que xo = (1,0) para algin o, sea K(z) = (k;j (z))
la matriz simétrica de la forma cuadratica 1.3, asumimos que dd_sll|s:a'kij (1,s) # 0y
&

det K (1,s) # 0 para algtin [ y r, se sigue que la funcién f apareciendo en 3.8

ds” |s=0
es tal que 0757:”|s:af(8) # 0 para algin m > 1, en efecto, tenemos que f = ¢* + h?
con d%p ,9(s) #0o jgﬂszah(s) # 0 donde n y m son los menores naturales con esta
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propieded, sin perdida de generalidad podemos asumir f = g2, aplicando la férmula de

2
Leibniz obtenemos jg;‘szggQ(s) = C(2n,n) (i—z‘szgg(s» , donde C'(2n,n) es un nimero
combinatorio y 2n es el menor natural con esta propiedad, luego el lema 3.2. vale reem-
plazando la condicion de analiticidad por la de suavidad. Finalmente, observamos que los

demas lemas valen considerando sélo ¢ € C*(Q).
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5. Resultados en H".

A continuacién daremos descripciones completas sobre el conjunto tipo de ciertos oper-
adores de convolucién con medidas singulares en H" soportadas sobre el grafico de ciertas
funciones radiales y poliradiales. También caracterizamos el interior del conjunto tipo de
operadores de convolucion con medidas singulares fraccionarias. Antes comenzamos con el
analisis arménico asociado al grupo de Heisenberg necesario para tratar tales problemas.

5.1. Analisis armoénico sobre el grupo de Heisenberg.

Ahora prestamos atencion al grupo de Heisenberg H", ver también [18] y [21].

5.1.1. Representaciones del grupo de Heisenberg.
El grupo de Heisenberg H" es C" x R dotado con la ley de grupo
(Zat) ’ (w,s) = (Z+w7t+3+ <Zaw>)7

donde la forma simpléctica (., .) esta definida por

n

(z,w) = %Im(z W) = %Im(z zj - W;), (5.1)

j=1

con el origen como la identidad y el inverso dado por (z,t)"" = (—z, —t).

La teoria de representaciones del grupo de Heisenberg es bien entendida, usando el teo-
rema de Stone-von Neumann se da una clasificacion completa de todas las representaciones
unitarias irreducibles de H". Sea U(L*(R")) el grupo de operadores unitarios actuando
sobre L*(R"), y para cada A € R— {0} definimos el mapeo

7y H" — U(L*(R™))
como sigue: para cada (z,t) € H", z = z + iy, y ¢ € L*(R"), hacemos
ma(z, 1)9(€) = X IIG(E +y).
Es facil verificar que my(2,t) es un homomorfismo de H" en U(L*(R")), esto es
(2, t)ma(w, s) = ma(z + w, t + s+ (z,w)),
v que m(z,t) es unitaria. Mas atin, es continua en el sentido que para ¢ € L*(R"),
|mA(2,t)p — @l ;2 — O cuando (z,t) — 0.

Para ver que tales representaciones son irreducibles, se puede consultar [21]. El teore-
ma de Stone-von Neumann, afirma que, salvo equivalencia unitaria estas son todas las
representaciones unitarias irreducibles de dimensién infinita de H".

Para \ # 0 escribimos my(z,t) = ey (2), donde 7\ (z) = mx(2,0). Por lo tanto

m(2)p(€) = eMNTER TV (g 4 y)
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Ahora, dadas ¢, ¢ € L*(R™), consideramos la funcién
Ve = Mm@ = [ e+ D)o (e ) as (52
Rn

Aplicando el teorema de Plancherel para la transformada de Fourier en la variable = da

J\V£<w>(z>\2dz: (%)R/ )so(ug)f(@ (f—g>‘2dfdy

luego de realizar un cambio de variable se obtiene

A (27 2
vaa (Qp)HLQ(C") - W ||S0||L2(R") ||w||L2(R”)

de esto y utilizando polarizacion, se tiene para o,1, g y h pertenecientes al L?*(R™) que
2

(V2 (), V() = (W) (09 (h0) (5.3)

Observacién 5.1: Notemos que de este resultado se tiene la siguiente consecuencia
inmediata.
Supongase que {p,} es un sistema ortonormal en L?(R"), entonces las funciones ¢,

definidas por
A
Pij = (g (ma(2)pis ©5)

forman un sistema ortonormal en L?(C"). M4s atin, usando propiedades de la transfor-
mada de Fourier en H", concepto que a continuacién definiremos, se ve que {¢;;} es una
base ortonormal si {¢;} lo es.

5.1.2. Transformada de Fourier en H".

-~

Dada f € L'(H") y A # 0 definimos la transformada de Fourier f()\) como el operador
actuando sobre el espacio de Hilbert L?(R™) dado por

ﬂ»ma:/}mwm@@WQWﬁ

Si v es otra funcién en L*(R"), entonces

~

(f(N)o, ) = /f(z,t)(w,\(z,t)gzﬁ,qﬁ)dzdt.

Siendo my(z,t) un operador unitario, tenemos

(32 )6 )] < 1612 1] 2 -
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y por lo cual

|(F8, )| < 16l 10 gy 1 sy

Por lo tanto J?()\) es un operador acotado sobre L?(R"), més atin

|7

< Al grmy (5-4)

L2(R")—L2(R")

Si definimos

f’\(z):/f(z,t)ei’\tdt

R

- / ) (2)6(E)d
J

esto nos induce a considerar operadores de la forma

entonces se sigue que

Walg) = / g(2)ma(2)d (5.5)

cn

para funciones definidas sobre C". Es claro que

~

7O = Wi (5.6)
Explicitamente
WA@)o©) = [ gle, )P <ho(e + g)dudy (5.7
= / Ko (€,m)o(m)dn,
donde

Koa(&m) = / glx,n— §)ei’\(%'(f+n))dag
Por lo tanto si g € L'(C")N L?(C"), el niicleo K,  pertenece al L*(R?") y por la teorfa de

operadores integrales, se sigue que W, (g) es un operador de Hilbert-Schmidt, cuya norma
esta dada por

Wits ||HS—/| el dean = () /|gx Wedidy  (58)

Ahora se tiene que para f € L' N L*(H"), f()\) es un operador de Hilbert-Schmidt, de
(5.6), (5.8) y aplicando el teorema de Plancherel para la transformada de Fourier en la
variable A, se obtiene

/ZHRA)H;'AWA: (QW)"“/If(z,t)fdzdt.
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Esta férmula se puede extender a todo el L?(H"). Para este fin, sea HS (L?*(R™)) el espacio
de Hilbert de operadores Hilbert-Schmidt sobre L?(R™), con producto interno (7, S) =
tr(T'S*); con £L2(R*) denotamos el espacio de Hilbert de funciones ® : R* — HS (L?(R"))
tal que

(1) A = (P(N)p, ) es medible para cada ¢, € L*(R™)
(i) [ 190 s A" aA < oc

Ya que los operadores de Hilbert-Schmidt se identifican con L?-nticleos, podemos pensar
a L?(R*) como el espacio de funciones medibles K (&, n; \) tal que

|K(&,m; \)|? dédnd) < oo

R™xR" xR

Ahora se tiene el

~

Teorema de Plancherel en H". La transformada de Fourier f — f(\) se extiende
a una isometria de L*(H") sobre L*(R*, (27r)~+D A" d)).

5.1.3. Convolucién y convolucion twisted.

Sean f y ¢ dos funciones integrables sobre H", entonces su convolucion esta definida
por

(fx9) (=) = / F((8) - (w, 8) Vg w, s)dwds

Entonces se sigue de la definicion de la transformada de Fourier que

—

(f #9)(N) = FNFO) (5.9)

Supongamos que queremos mostrar que el operador f — f * K es acotado sobre L*(H").
Via (5.9) nuestro operador se puede realizar como un operador multiplicacién, a saber

Fx RO = FVEM)

Del teorema de Plancherel para la transformada de Fourier en H" se sigue que la acotacion
de nuestro operador sobre L?(H") es equivalente a la acotacién uniforme de la norma del
operador [A(()\) sobre A # 0.

Alternativamente, en vista del teorema de Plancherel para la transformada de Fouri-
er sobre R, la acotacién de nuestro operador sobre L*(H") es equivalente también a la
estimacién

/‘(f*K)A(Z)QdZSC/‘f)\(Z)de
n n

donde la constante C' es independiente de A. Siendo

(P8 () = [ P = )R @)D
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esto nos induce naturalmente a tratar con la llamada convolucion twisted
(fag)(2)= [ f(z—w)gw)e2™=Ddw
Cn

De esto se sigue que la acotacién de nuestro operador sobre L*(H") es equivalente a la
del operador convolucién twisted f — f ) K* sobre L?(C").

Se ve facilmente que el operador W, actia sobre la convolucién twisted de la misma
manera que la transformada de Fourier sobre la convolucién, esto es

Wi (f *x g) = Wa(f)Wa(g)

Si nuestro nicleo es escogido radial sobre H", i.e. K(z,t) = Ko(|z|,t), para alguna fun-
cién Ky, entonces por un resultado de Geller ([8]) tenemos que los operadores K (\) son
diagonalizables respecto a una base de Hermite para el L?(R"), y las entradas diagonales
pueden expresarse explicitamente en términos de funciones de Laguerre. Por lo tanto,
para una funcion radial K, el estudio de la acotacion del operador de convolucion sobre
L?(H") se reduce al estudio del comportamiento uniforme de estas entradas diagonales.

En lo que sigue formularemos y probaremos este resultado, comenzaremos introducien-
do las funciones de Hermite y Laguerre.

5.1.4. Funciones de Hermite y Laguerre.

La teoria de Hermite y las expansiones de Hermite en R™ estan intimamente conectadas
con el andlisis arménico sobre el grupo de Heisenberg.

Polinomios de Hermite. Los polinomios de Hermite estan definidos, para t € R,
por

Hy(t) = (—1)%95‘[—; (e*ﬁ)

con k € NU{0}.
Las funciones de Hermite rescaladas y normalizadas se definen por

hp(t) = (25 k1)~ ('%') % hi (117 )

donde hy(t) = e 2" Hy(t). Estas funciones forman una base ortonormal para L*(R).
Sea ahora o = (v, ..., ) € Nj un multi-indice y € R", definimos

n

®)(x) = [T ha, () (5.10)

J=1

estas funciones constituyen una base ortonormal para L*(R"), cuando « varfa sobre todos
los multi-indices.
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Polinomios de Laguerre.

Los polinomios de Laguerre de tipo § > —1 estan definidos, para = € (0,00) = R*,
por

P (e 2 *?) (5.11)

Un computo da

de esto se sigue que

d
L) = ~ L @)

Las funciones de Laguerre de tipo 6 > —1 estan dadas por

M) = (gragy) Hle oot

se ve que forman una base ortonormal para el L*(RT).

S

Observacién 5.2: En particular, tenemos que para cada A # 0, las funciones

(=) e

constituyen una base ortonormal para el L2(R*, |\|™" 7?"~1dr), donde

[SIE

i) = (B) L e v, (5.12)

Funciones especiales de Hermite.

Para cada o, 3 € NIl y z € C", definimos las funciones especiales de Hermite &2 5 bor

N3

04 = (5) (m)0d.0))
de (5.2) se tiene que i
DA (2) = (%) TV (@3) (2) (5.13)

y ademéds es una base ortonormal para L?(C") (ver observacién 5.1). Ahora, para f €
L?(C") tenemos la siguiente expansion

f = Z Z (fa q)g,ﬁ) @2,5 (5'14>
Jé] a

que es la denominada expansién de Hermite.
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Las funciones especiales de Hermite pueden ser expresadas en términos de las funciones
de Laguerre, por ejemplo

AN 2B 1 Ll 2
o = |_ | | Lo (= 2] e~ 1Mzl 1
Oé7O¢<z) <27T) P Qg (2 ‘)\l ’Z]‘ e 4 (5 5)

A su vez las funciones de Laguerre satisfacen la siguiente identidad generatriz (ver

[21])

Z rFL(He 3 = (1 — r) 0 te 2 (i5)! (5.16)

De esto y la féormula (5. 15) se tiene la siguiente igualdad

S e ('-AW') L (% | 12\2) e AN (%) WM z) (5.17)

181=k

Ahora, la serie que aparece en (5.14) puede ser expresada de manera compacta en términos
de las funciones ;. Precisamos esto en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.1. Para f € L*(C") tenemos
F=Y"fxaip
k=0

donde V) (z) = <%>nL2_1(% |\l |z\2)e_i|’\”z|2 y la serie converge en la norma L*(C").
Esto se sigue inmediatamente de la relacién (5.17) y el siguiente lema.
Lema.5.1 N
0l = () G,

Prueba. Si ¢,1 € L*(R"), entonces de (5.5), (5.13), (5.2) y (5.3) se sigue que

(ma (225) o0 = (%) (0, 22) (#3.0) (5.18)
Por lo tanto

(WA (cbg iy @ )gp ¢> - (WA (cb; )WA (cblw> o, w) (5.19)
2w

- (_> (s (22.) @, 22) (@30)  (5:20)
- (—”)”m (¢, @) (®3.9)

- or\3
A A
Pos B (w) o Pins
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siendo f %y g = g *x f, se sigue el lema.l

Prueba de la proposicién 5.1. Para f € L?*(C") tenemos que
A A
F=20 (F®55) 0y
B «

del lema 5.1 se sigue que

P, = Y3 (1) @m0l = (5) S (o) @
B«

«

en consecuencia

(w)gZ D e,

k=0 |B|=k

y la proposicion se sigue de (5.17) 1

Sea P} la proyeccién de L*(R") sobre el subespacio generado por {®) :|a| = k}.
Concluimos esta seccién con el siguiente lema.

Lema 5.2.
Wi (@D,;\) = P,C)‘ y por lo tanto w,i‘ %)\ @D]A = 5kj¢,’€\

Prueba. De (5.18) se sigue que

2

%
W (@) e = (5) (hed) el

por (5.17) se tiene W), (1/1,2‘) = P?. La segunda parte de la afirmacién se sigue inmediata-
mente de esta ultima igualdad.l

5.1.5. Transformada de Fourier de funciones radiales sobre el grupo de Heisen-
berg.

La transformada de Fourier de una funcién integrable f sobre H" es, para A # 0, un
operador definido sobre el espacio L?(R") dado por

FON(E) = Wa(f)o(6),

donde
&) = | Fe)m(2)e(€)dz y fA(2) [z, t)e™dt
/ -/

Ahora si f es una funcién radial sobre H", esto significa que f(z,t) = fo(|z|,t) para
alguna funcién fj, tenemos el siguiente
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Teorema 5.1. Si f € L'(H") y ademds es una funcion radial, entonces

FV@A(x) = Copala], \) ) ()
donde

Wk = (i) [ BRI R N as

y C, = (2m)"21 ",

Prueba. Sea f € L'(H") N L?(H"), es claro que f*(z) = f3(]z|). Ahora, teniendo en
cuenta la observacién 5.2, podemos escribir

:cnfg (e )/f )2 (s) s | )

y la convergencia se entiende en la norma L?(R™, |\|7" 72"~1dr). De esto se sigue que
A2 =Cn >k, N (2) (5.21)
k=0

donde la convergencia se entiende en la norma L?*(C"). Ahora ya que ]?(/\) = Wi(f?*) el
teorema se sigue para f € L'(H") N L*(H") de (5.21) y el lema 5.2. Para una funcién
radial e integrable f arbitraria, consideramos una sucesién de funciones radiales {f;} C
LY(H")N L*(H") tal que f; — f en el L'(H"), ahora el teorema se sigue para f € L'(H")
de (5.4) y el hecho que p;j(k,\) — p(k,\) A

5.1.6. Transformada de Fourier de funciones poliradiales sobre el grupo de
Heisenberg.

En esta seccién formularemos y probaremos un resultado analogo a del teorema 5.1,
en el cual, la funcién involucrada es poliradial e integrable. Decimos que una funcion f es
poliradial si f(2/,2",t) = fo(|Z'],|2"|,t), para alguna funcién fy, con 2/ € CP, 2" € Cly
p+q=n.

Veamos esto, sean «, 3 € Njj v 7,9 € N{ consideramos las siguientes bases ortonor-
males para L*(R?) y L*(RY) respectivamente:

(@7} {02}

donde las funciones ®}? y @;\’q son las definidas por (5.10) reemplazando alli n por p y
q respectivamente. Una vez mds, por (5.10) se sigue que CDé’p(x’)CD;\’q(x”) = @f‘aﬁ) (', 2")
donde (7/,2") € RPxRI=R" y (a,7) = (aq, ..., ap, Y1, .o, V) € N

A su vez tenemos que
A, A,
(o) {9}

son bases ortonormales para L?*(CP) y L?(CY) respectivamente, de esto se sigue que
{@2’%(2’)@:\%3(2”)} es una base ortonormal para L*(C").
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Ahora es claro de (5.13) y (5.2) que
A A
b5 (") = Vo 5.y (2, )

De esta igualdad se obtienen los siguientes lemas andlogos a los lemas 5.1 y 5.2.

Lema 5.3.

/ 27T 2 /
([22500330] 0 [2200020]) 20 = (31) T Snsdmmda)ed)

Prueba. Esto se sigue de la siguiente igualdad

A, A, , A _
(I)a,%<'>q)'y,g’<'> *A (I);/\L,f)()q)s,g() - (I)?a,’y),(ﬁ,é/) *A (I)éu,s),(v,t)

: A A
y del lema 5.1 aplicado a ®f, 55 %1 7,4 ¢ | |

Y ,5),(v,t)

Sea 1h* (r) la funcién dada en (5.12) reemplazando alli n por p, de manera similar para
la funcién 9;*/(s), ahora ponemos ¥}, (', 2”) = " (2')y"(2") y sea P, la proyeccién de
L*(R™) sobre el subespacio generado por el conjunto {®3P(-)®34(-) : |a| =k y |y =1}.

Observacion 5.3: De la observacion 5.2, se sigue que el conjunto

{(%);(QWVM%W(T)(%)% ?’q(S)Ik,leNO}

resulta una base ortonormal para L? <R+ x RT, [\|~PT? T2p*132q*1drds>.

Ahora tenemos el siguiente lema.

Lema 5.4.

W, (¢,;\l) = P,il y por lo tanto w,i‘l %)\ @D;\m = 5kj5l,m¢2\,l
Prueba. De (5.18) aplicada en este contexto resulta

pt+q

W (@250050) ¢ = (57) T (e 22 (80) 02 (030

de (5.17) y sumando sobre av y 7y con || =k y || = [ se sigue que
Wi (620) = Wa (027 ()e()) = By

y con ello la segunda parte del lema.l

Finalmente se tiene el siguiente

50



Teorema 5.2. Si f € L'(H") y ademds es una funcién poliradial, entonces

FN@L(2") @) (2") = Cupallal 1], N @Y (2) @) (")

ik, b A) = ((kﬂlj!— 1)!) ((ch!— 1)!) :

M s)(2m) M (P () [N TPTD p2p=1 6201 g g
fo(r,8)(2m)" 1y z
0 0

donde

Cp=(2m)"22 " y p+q=n.

Prueba. Teniendo en cuenta la observacién 5.3 y el lema 5.4, la prueba se sigue de
manera similar a la del teorema 5.1.1

5.2. Propiedades [— improving de v.
5.2.1. Operadores de convolucién con medidas singulares 1.

Recordamos que el grupo de Heisenberg H" es C™ x R con la ley de grupo

(z,t) - (w,s) = (z+w,t+ s+ (z,w))

n
donde (z,w) = 3Im(Y" z; - w;). Para @ = (x1, ..., 22,) € R* escribimos « = (2/,2”) con
=1

2’2" € R™. Por lo que, R*" puede ser identificado con C" via el mapeo ¥ (z', ") = 2’ +iz".
En este contexto la forma (z,w) concuerda con la forma simpléctica estandar sobre R?".
Ahora, el grupo de Heisenberg H" es R?" x R dotado con la ley de grupo

(x,t) - (y,8) = (x+y,t+s+ %B(m,y))

donde la forma simpléctica B esta dada por

n

B(x,y) = Z (Yn+5Tj — YjTntj) ,

j=1

con = (1, ...,T2,) € y = (Y1, ..., Yan), €l origen como la identidad y el inverso dado por
(z,t)" = (—x,—1).

Consideramos una funcién ¢ : R*® — R suave y la medida singular v sobre H"
soportada sobre el grafico de ¢, dada por

(v, f) = / f (w, 0 (w)) 7 (w) duw (5.22)

con n(w) = ng (|w|2), donde 7y es una funcién en C°(R) tal que 0 < ny < 1, no(t) = 1 si
t € [-1,1] y sop(mo) C (—2,2).
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Sea T, el operador definido por convolucion a derecha con v:
1, (@) = (F ) @) = [ F(@) g ) ) nwide  (523)
RQn

Estamos interesados en el estudio del conjunto tipo

B~ {(32) € 0% 0.1): [Tl < o0}

Donde los espacios LP son tomados con respecto a la medida de Lebesgue sobre R?%+1,
El teorema de interpolacion de Riesz-Thorin se aplica en este contexto, por lo tanto el
conjunto tipo E, es convexo. En los lemas 5.5 y 5.6 obtenemos las siguientes restricciones

sobre los pares (l l) e E,:

p’q
P < q
1 2 1
- = n —2n
q p
1 1
i
q (2n+1)p

Por lo tanto E, esta contenido en el tridngulo cerrado con vertices (0, 0); (1,1); (

2n+1 1 )
2n+27 2n+2/"

Decimos que v es LP-improving si E, no se reduce a la diagonal }D = é.

Es bien conocido que si en (5.23) reemplazamos la convolucién con respecto a la
operacién de grupo en H" por la convolucién usual en R?"*! entonces las propiedades
LP-improving estan relacionadas con propiedades de curvatura de ¢. En efecto, si el gréfico
de ¢ tiene curvatura Gaussiana no nula en cada punto, un teorema de Littman (ver [9])
implica que E, es el tridngulo cerrado con vértices (0,0); (1, 1);(%, 2n1+2). Ahora, si la
curvatura se anula en algiin punto, F, puede estar contenido estrictamente en el triangulo
anterior (ver [6]).

Volviendo a nuestro escenario H", nuestro primer resultado es el siguiente:

Teorema 5.3 Si v esta soportada sobre el grifico de la funcién o(y) = |y|°, con
y € R?", entonces el conjunto tipo E, es el tridngulo cerrado con vertices

A=(0,0), B=(1,1), C:(2”+1 1)

on+2"2n 42

con n € N.

Comenzamos con los siguientes dos lemas:
Lema 5.5. Si (l l) € E, entonces p < q.

p’q

Prueba. Si ¢ = oo no hay nada que probar, en lo que sigue consideramos 1 < p, g < o©.
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Sea D = {zeR¥:|z|| <1}, dado § > 0, ponemos Q5 = [—0,6]""" y Qs =
B <0, <2(2n +1)2 + Zn) (5) es la bola (2n + 1)—dimensional con centro en el origen y

radio (2(2n + 1)% + 2n> 0, ahora escogemos ¢ positivo de tal manera que

{(z,¢(2)) -2 € D} C Q5.

Sea (,t) € Qs fijo e y € D, entonces 3 |B(x,y)| < 2nd y

(2, ) - (5, () Hlgensr < (@,1) = (¥, 0(y)) l[genss + 5 [B(2,9)]|
<2(2n41)26 + 206 = (2(2n +1)2 4 2n> J.

Por lo tanto para cada (x,t) € Qs fijo se tiene que

(z,t) (y.0(y) ' €Qs, VyeD

Si (l 1) € E,, al tomar f5 = g, resulta

p’q

T, fs(x,t) = /X@a ((2,1) - (v, () ™") n(y)dy

R2n

Vv

U\ b\

Xe, (1) - (v, 2(y)) ") n(y)dy

= [ n(y)dy >1
Ahora i ) X
(20)"5" =117 < [{(2,) : (Tfi) (w,6) = 1} <
~ |7 2n+1
I fslly < o 1ol = na | @] = 8™

Al hacer 6 — oo y siendo ¢,, una constante independiente de 0 se sigue que p < g.
Finalmente, por el teorema de convexidad de Riesz-Thorin se excluye el caso 1 < ¢ < p =
00, luego se sigue el lema.l

Lema 5.6. Sea v la medida singular soportada sobre el grdfico de una funcion suave

¢, entonces E, esta contenido en el tridngulo con vértices (0,0), (1,1),(324, 5-15).

Prueba. A continuacién probamos que si <%, %) € FE, entonces é > 2”%1 —2ny

1> 1
q — (2n+l)p’
Sea fs5 = xq,, donde Q5 = B(0,20) es la bola (2n 4+ 1)—dimensional con centro en el

origen y radio 20. Sea D = {z € R*" : ||z|| < 1} y A; el conjunto definido por

)
A5:{(:c,t)ERZ”xR::L‘ED/\|t—g0(:1:)|§1}

Para (x,t) € As sea Fj, definido por

§
Fs, = eD: — n <
5, {y Iz = yllee dn(1+ ||V Isopm)Hoo)}
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Ahora para cada (x,t) € A fijo, se tiene que

(z,t)- (v, 0(y) "' €Qs, Yy € Fy, (5.24)
en efecto
H(.T,t) ’ (y790(y))_1“R2n+1 < HJZ o yHRan”
1
Ht = o(@)[ +lp(2) = e(y)l + 5 1Bz, )]
y ya que

1
5 1Bz y)l < nlzllgen |2 = yllgen
se sigue (5.24). Entonces para (z,t) € Ajs
Tjsat) 2 [ n(o)dy > o5
Fé,z

siendo ¢ independiente de § y x. Si (%, é) € E, resulta

1
q
2n+1

1ion n i o
01 = 6| Asle < /ITyfa(x,t)P < T fslly < cpallf5ll, = c0
$

por lo tanto 52ty < C’éQnTH, para todo 0 < 1. Esto implica que

1.2 1
L L
q p
Por dualidad también es necesario que
1 1
-2
g (2n+1)p

Por lo tanto E, esta contenido en la region determinada por estas dos condiciones y por

la condicién p < ¢, que es el tridngulo con vértices (0,0), (1,1), @Zié) 2n1+2). 1

Observacion 5.4: el Lema 5.6, atn es valido si se reemplaza la condicién de suavidad
por Lipschitz.

La idea principal en la demostracion del teorema 5.3, es considerar para cada N € N
fijo, un operador auxiliar Ty, el cual serd embebido en una familia analitica de operadores
{Tn.} en la franja —n < Re(z) < 1 tal que

{ T e (Dl oy < I lpigny  Re(z) =1 (5.25)

1T, (f)Hm(Hn) <ec ||fHL2(Hn) Re(z) = —n

donde ¢, dependeran admisiblemente en la variable z y no dependeran de N, mientras
Tn =Ty, luego por el teorema de interpolaciéon compleja de Stein resultard Ty acotado
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2n+2

de Lz+1(H") en L*""2(H") con cota independiente de N, si probamos que Ty f (z,t) —
T,f (x,t) puntualmente cuando N — oo, por el lema de Fatou y los lemas 5.5 y 5.6
se siguird el teorema 5.3. Para establecer la segunda deigualdad en (5.25) veremos que
tal familia admitira la siguiente expresién T .(f)(x,t) = (f * Kn,.) (2, 1), donde Ky, €
L*(H") y ademés es una funcién radial. Ahora nuestro operador se puede realizar como
una multiplicacién de operadores, via la transformada de Fourier (sobre H"), a saber:

Tr-(HN) = FNEn- ()

donde, para A\ # 0, EN\Z(A) es un operador sobre el espacio de Hilbert L?*(R") dado por

Rna(Vg(€) = / Ko o6, t)ma (s, 1)g(€)dedt

Entonces se sigue del teorema de Plancherel para la transformada de Fourier sobre H"”
que

HTN,szLQ(Hn) < Az HfHLQ(Hn) sS4 Yy solo si
Hm()\) < A, uniformemente en N y X # 0 (5.26)
op

Ya que Ky . es una funcién radial, por el teorema 5.1, el operador fN\Z(A) : L*(H") —
L?(H") se diagonaliza respecto de una base de Hermite para L*(R™). Mds precisamente

KN,Z(/\) = Cn (67,aMN,Z(|a| 7)\))’)/,CM€N6L

donde C,, = (27)"2'"" y las entradas diagonales uy . (k, \), con k = |a|, estan dadas por

K [ , n 2nm
el = (o) [ Aok s
0
donde AN )
o6 = (1) TG e
y

Ky .(s) = / Ky (s, t)e™dt
R

Ahora (5.26) es equivalente a

Az Hf||L2(Hn) St Yy solo si
A, uniformemente en N,k y X\ # 0 (5.27)

HTN,Zf||L2(Hn)
|inz(F, A
Probando para Re(z) = —n que |uy.(k,\)| < A, con A, independiente de N, A # 0y

k, se obtiene la acotacién de L*(H") en L?(H") que aparece en (5.25).
Para Re(z) > 0y s € R, consideramos el nicleo integral fraccionario

<
<

Kl (5.28)




y su extension analitica a todo C.

Sea H € S(R) tal que sop(H) C (=1,1)y [ H(t)dt = 1. Ahora hacemos ¢ (t) = H(%)

por lo tanto Ev(f) = NH (N¢) v q/bj\v — 0 en el sentido de las distribuciones, cuando
N — o0.
Para z€ Cy N € N, definimos la distribucién Jy . sobre H" por

Tns =0 (1Z R a}}) (5.29)

donde 4 es la delta de Dirac en el origen, la cual se entiende en la variable z € R?",
con *g denotamos la convolucién usual en R y I, es el nicleo integral fraccionario dado
por (5.28). Para z € Cy N € N fijos, definimos el siguiente operador

Tn.f(x,t) = (f*v=*Jy.) (x,1) (5.30)

Es claro que Twnof(z,t) — T, f(x,t) puntualmente cuando N — oo, pues Jyo =
0® oy — 0 ® 3, cuando N — oo.

Antes de demostrar el teorema 5.3, necesitamos el siguiente:

Lema 5.7: Si Re(z) < —1 entonces v x Jy, € LP(H"), Vp > 1.

Prueba. En lo que sigue analizaremos los casos Re(z) < —1 y Re(z) = —1 por
separado. Un simple computo da

(v * Jn2) (2,0) = (@) (L. 4= &x) (0 = o (j2]))

si hacemos Fiy.(s) = (Iz * &) (s), vemos que es suficiente probar que Fy, € LP(R), si
Re(z) < —1.
Ahora Fy , admite la siguiente expresién

Feols) = 1 (n (o))

= L. ((¢n)V()e™V)

= F2(_1—;) </R ™ (¢N)V(t)€“tdt>

(donde ¢¥(z) = ¢(—x)). La integral que aparece en la tltima igualdad converge absolu-
tamente, para Re(z) < 0.

Y

56



Para Re(z) < —1, sin perdida de generalidad, consideramos

P =27 (1 (15 )) / 17 (on)" (e,

al integrar por partes obtenemos para s # 0

o

Fua(s) = e (is)™ / 7 () (et di+ (5.31)

[e.9]

— —z d ! 15t
N 1/t (E(M) (t)e™'dt

0
luego, una nueva integracion por partes da

o0

Pols) = ealis) | [(2) (4 D2 (0n)” (O
N 7 ()it (%m)v (et +

N ]O 2t (%m)v (t)etdt
v / (£00) e

estas cuatro integrales convergen absolutamente, para Re(z) < —1, por lo tanto (1 + s?) Fiy .(s) €
L>(R), entonces Fy .(s) € LP(R).

Para el caso Re(z) = —1, tenemos que estudiar con més detalle el primer suman-
do que aparece en la igualdad (5.31), para el segundo sumando se considera lo hecho
anteriormente, ya que tiene sentido para Re(z) = —1.Ahora consideramos

[ o @etae= | [+ [ |17 0w ear

es suficiente estimar la segunda integral, en efecto para M grande tenemos que

wiﬁ (¢N)\/ (t)eistdt _ / ((bN) ( ) ﬁln(\t|)+st)dt

Aol <jy)<m Ll <jp<m



esta estimacion se sigue del corolario 2.1 (ver preliminares) aplicada a la funcién h(t) =
Bln(|t]) + st. En efecto, h/(t) = It\ + s entonces |h/(t)] = ‘It\ +s‘ > |s| — ’ﬂ’ > ‘ , para
% < |t| < M,y ya que la constante Cy, es independiente de M, se sigue el caso para

Re(z) = —1 y se concluye el lema.l

Prueba del Teorema 5.3: Para Re(z) = 1 tenemos

Tyl = N0 *vxJdnz)ll
< Al Il

Ahora v * Jy . esta dada por la funcién
(v # Jn2) (2,0) = (@) (L 4= dx ) (0 = o (J2]))

por lo tanto [|v* Jy.| < c|T (§)|_1 Entonces para Re(z) = 1 obtenemos ||Ty..||, . <

c|r(2)7

| P§o21? |e1 lema 5.7, en particular para Re(z) = —n, tenemos que v * Jy, € L'(H") N
L*(H"), y ademés es una funcién radial. Por lo tanto el operador (v * Jy.) ~(\) se diag-
onaliza respecto de una base rescalada de Hermite de L?(R"), y sus entradas diagonales
un - (k, A) estan dadas por

o0

paa (ke N) = k:+n—1'/ (0% Tn.) (5, N (s) A7 52 s
0

- / ()00 (I o) “(=A)0(s) x

0

|>\|_Tb 82n—ld8
i i AW —n _idpo(s) ,2n—1
= T IO [ ao(u() AT s s
0

Siendo -

/ ()0 (s) |\ 6 2 (5.32)

0

00 )\ 9 o
= /770(82)LZ_1 (l ’28 >6_A116M8232”_1ds
0

|M252’ (0 «— s) en la tdltima integral, obtenemos

I As?\ e
/770(32)L21 (| |28 )6)‘460‘8 s*"ds
0

[ (2
— 2n—1 |/\|—n/ (|)C\T|) Ln—l (0_) 6—56225gn()\) n—ldo_
0

= 2T (RGH)T-2sn(0) = 20 N (e x G (~2s9n()

realizando el cambio de variable o =
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donde
Fr(o) == X(O’OO)(J)LZ*1 (0)e 2™t (5.33)

Cr(0) = 10 (%) (5.34)
Abora

(Fix G(=2s9n00)| < B Ga|| < | A]| [,

|,
(0.9]

Por lo tanto es suficiente estimar

I/U’;H . Para ello calculamos explicitamente 77;,
oo

oo

(6) = / LY (o) o teo(318) g (5.35)

por la férmula de Rodrigues [ver (5.11)] se tiene que

k
- n— € —o n—
L Y o)o™ ! = o (%) (G

reemplazando en (5.35) obtenemos

Ao = [S(L) (ot
- %Z(%) o0 k= 1) oo (—3+i€) 4y

- (—%+i§)k7 el ds

T+ G+

1 (-3 —|—z£
= k_ k+n $

0

k+n—1 78d8

(k+n - 1). (—5 —1—25)




la quinta igualdad se sigue del hecho que la funcién analitica e™* decae rapidamente en
la regién {z : Re(z) > 0}, luego se sigue por el teorema de Cauchy. Ahora se tiene que

—~ (k+n-—1)!
Fle)| =~ 5.36
Ao = (5.36)
Para Re(z) = —n, obtenemos
k! 1iyyen (E+n—=1)!
AR £ 0/ . DY | A D I — L
fiveb )] £ e N2
1— A
< 227 hr H(=—
< (5 ) )
2n—1 1—z\|"
< 2 1H]
2
Por (5.27) se tiene, para Re(z) = —n, que
(27)"2n

TN 1l L2 gany < ()] 111 22 rmy
2

se ve facilmente, utilizando la féormula de Stirling (ver pag. 326 en [19]), que la familia
{T'n .} satisface, sobre la franja —n < Re(z) < 1, las hipétesis del teorema de interpolacién
compleja (ver [16] p.205). Por lo tanto Ty es acotado del L%(Hn) en el L?""2(H") con
cota uniforme en N, al hacer N — oo, se obtiene que el operador T, es acotado del
L2 (H") en el L*+2(H") con n € NI

Observacién 5.5: Notamos que, si consideramos la medida v, dada por (5.22)
con p(y) = |y|2m7 donde y € R*™ y m,n € Ns, tenemos que la medida resultante
es LP- improving, pues el conjunto tipo FE, contiene al tridngulo cerrado con vértices

(0,0), (1,1), (2(551":2757”, 2(1fmn))‘ Sin embargo, no podemos asegurar que el punto
<2(1+mn)fm m
2(1+mn) ? 2(14+mn)
Para ver esto consideramos para cada N € N fijo, la familia analitica de operadores
{Un.} en la franja — (n + 1 ) < Re(z) <1, definida por Uy, f = f * vy, * Jn ., donde
Jn . esta dado por (5.29) y UN,of — U, f = f*uv, cuando N — oo. Como en la

demostracién del teorema 5.3, se obtiene similarmente, para Re(z) = 1, que ||Un||, . <

c|F (§)|_1 También es claro que, para Re(z) = — (n+ 1’7’”), el nicleo vy, * Jy. €
LY(H") N L?(H") y adem4s es una funcién radial. Ahora, por el teorema 5.1, el operador
(Um * Jn ) (A) se diagonaliza, con entradas diagonales vy .(k, ) dadas por

> sea sharp.

[ee)

ona(kN) = k:+n—1'/ % Jiy2) (5, NN (s) A 52 s
0

k! o0 -
= T Vo) [ (R e
0
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siendo

o)
/770 ‘)‘l_n iXs2m 2n 1d8
0

o
)\ 2 52 ; m
L GEs (’ L5 e g
0

(0 <« s) en la tltima integral, obtenemos

. : . A|s2
realizando el cambio de variable o = %,

[e.9]

2
/770 )Lyt (|/\|23 )eMEQei’\SQms%lds

0
n—1 -n 20 n—1 —2 _i2msgn(N)A1TMe™ _n—1
= 2" || Mo o] LY (o)e ze™% o" do
0

= 2N AT (FRGAR)T0) =2 (B GRRA)(0)
= 2L\ (ﬁ * (C/?; * }/%j\)) (0)
donde Fj es la funcién dada por (5.33), G, la funcién dada por (5.34) y Ry(0) =

X(OJ,\D(o)eﬂmsgn(’\”’\'lfm"m, recordamos que sop(ny) C (—2,2). Sin > 2, de (5.36) se sigue
que

[ (G- 1)]

IN

7 e, 7).

_ (k+n-1) / d¢
k! J (Z_llJrgz)%

Ahora estimamos HE\AH . De la proposicién 2.2 se sigue que
oo

Il |7
o

Al
’g(g)’ _ | [ ei@msgnIN e —g0) g )
0
Chn
< 1-—m
Al
donde la constante (), es independiente de .
Para Re(z) = —(n + =2, se tiene que
onalk M| € e I (N 2 N B (G )|
n—1 - C
< oW losN 2 | [ oty |l s
n—1 1— A~
< G2 T |H|| % 170l




1-m

Finalmente por (5.27) se tiene, para Re(z) = — (n + £=2), que

Chrm
) A1 22 gy

1UNf || L2 any < ‘F 1 :)

es claro que la familia {Uy.} satisface, sobre la franja — (n+ I_Tm) < Re(z) < 1,
las hipétesis del teorema de interpolacién compleja. Por lo tanto Uy es acotado del

2(14+nm) nm
o )(H”) con cota uniforme en N, al hacer N — oo, se obtiene

L= (H*) en el L
( nm
que el operador U,,, es acotado del [ (H™) en el LMJr )(H”) con m,n € Ns,.

En lo que sigue denotaremos con p y ¢ nimeros naturales tales que p + ¢ = n. Ahora,
consideramos la medida v definida por (5.22) soportada sobre el grafico de la funcién
p(w) = aZ|wJ| +b Z |w]| = ap,(W') + bp,(w"), donde a,b € R—{0} y w =

j=p+1
(w',w") € (Cp x C?. La funcién de corte n involucrada en (5.22) esta dada ahora por

D', ") = ny(wYng(w"), donde n,(w’) = o ([u/?) y my(w") = oq(jw"[?) para ciertas
funciones 19, y 70,4. Observamos que el teorema 5.3, es vélido para esta medida v. Como en
la prueba del teorema 5.3, y haciendo abuso de notacién, consideramos la familia analitica
de operadores {Ty .} en la franja —n < Re(z) < 1, dada por T .f = f * v * Jy ., donde
Jn . esta definida por (5.29) y Tyof — T1,f cuando N — oo. Ahora, la estimacién

| T <ec |F (%) |71 para Re(z) = 1 se obtiene de igual manera que en el teorema

Hl,oo

5.3. Para obtener la acotacién sobre L?(H") del operador Ty, con Re(z) = —n, notamos
que el lema 5.7 incluye este caso, por lo tanto, para Re(z) = —n tenemos que v * Jy ., €

L' N L?(H") y ademds es una funcién poliradial. Por el teorema 5.2, tenemos que el
operador (v * Jy ) () se diagonaliza, con entradas diagonales un ,(k, [, \) dadas por

va( LA = gk;i!— 1)!) ((HS— 1)!> "

[ [ g s R D

21241 drdsg

siendo

// (v* Jy.)(r,s, —/\)(27r) ’\p(r) l’\’q(s)|)\|_(p+Q) r2P=1g24=1qrdsg
00

o0

= T (-Nox ) | [ mglrpud @) ) x

0
00

/770"’(82)@@”(3)6”%(5) I\ 5% 1ds
0

observamos que las integrales entre paréntesis se corresponden con la integral (5.32) que
aparece en la prueba del teorema 5.3, reemplazando alli n por p y ¢ respectivamente, efec-
tuando cuentas andlogas a las realizadas en la demostracién del teorema 5.3 obtenemos,
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para Re(z) = —n, que

C,
T 7zf 2 n S —712 f n
” N ||L (H™) ‘P<12 )‘ || ||L2(H )

Una vez mas es claro que, la familia {7y .} satisface, sobre la franja —n < Re(z) < 1,
las hipdtesis del teorema de interpolacién compleja. Por lo tanto T es acotado del

L%(H”) en el L?""2(H") con cota uniforme en N, al hacer N — oo, se obtiene que el
operador T, es acotado del Lz+1 (H") en el L2"*2(H") con n € N. Finalmente por los
lemas 5.5 y 5.6 se tiene el siguiente:

p

Teorema 5.4 Si v esta soportada sobre el grdfico de la funcion p(w) = a > Jw;|” +
j=1

n
b > ]wj]2, con w = (wy, .., w,) € C"y a,b € R— {0}, entonces el conjunto tipo E, es
J=p+1
el tridngulo cerrado con vértices

2n+1 1
A=1(0,0 B=(1.1 C =
(0,0), (1,1), (2n+2’2n+2>

con n € N.

Los resultados obtenidos en la seccién 5.1 para funciones poliradiales de la forma
f(, 2" t) = fo(l],]2"] ), con 2" € CP, 2" € C?y p+ q = n, se extienden facilmente a
funciones poliradiales de la forma g(z1, ..., zn,t) = go(|21], ---, |2a] , ), donde (21, ..., 2,) €
C". Por lo tanto tenemos un resultado mas general, a saber:

Teorema 5.5 Si v esta soportada sobre el grdfico de la funcion p(wi,...,w,) =

>oa; ]ijQ, con (wy,..,w,) € C*y a; € R—{0}, entonces el conjunto tipo E, es el

J=1
tridngulo cerrado con vértices A, B y C.

5.2.2. Operadores de convolucion con medidas singulares 2.
Caso: fraccionarias.

Sea 0 < v < 2n y sea u la medida de Borel sobre H"” = R?" x R dada por

(o f) = / f (w0 (w)) 7 (w) || ™ duw (5.37)

donde ¢ : R*™ — R es una funcién suave y n(w) = ng (\w|2), siendo 79 una funcién en
C>®(R) tal que 0 <y <1, mo(t) =1sit e [—1,1] y sop(ny) C (—2,2).

Sea T}, el operador de convolucién a derecha con la medida fraccionaria p definido
inicialmente sobre S(H") por 7, f = f * i, donde la convolucién es tomada con respecto
a la operacion de grupo en H".

Nuestro propésito es caracterizar el interior del conjunto tipo

11
E,u = {(];a&) : ||TH||LPLQ < OO,l §p7q S OO}

03



para el caso poliradial cuadrético, i.e. cuando ¢(w) = Y. | a;|w;|? con a; € R — {0} y
w = (wy, ..., ws). También obtenemos una estimacién éptima de tipo (p,p’) para 7),.

(11 1 2n+1
Comenzamos observando que, si (5,5> € E, entonces p < gq, . > = - 2n y
1 1

72 Gt Esto se sigue del hecho que los lemas 5.5 y 5.6 ain son ciertos, con ligeras
modificaciones en sus respectivas pruebas, por ejemplo si consideramos en (5.22) la funcién
w — n(w) |w|~" en lugar de la funcién w — n(w) y reemplazamos en la prueba del lema

5.6 los conjuntos As y Fj, que alli aparecen por los conjuntos

Ag:{(m,t)ERQ”XR:xGD'/\H—QO(xNS%}

)
Fio =y €D |lz = ylgen <
. { (14 ||V |aopin ||
donde D’ es un disco cerrado contenido en el disco unidad y no interseca al origen, luego
la demostracion se sigue como la del lema 5.6.
En el lema 5.8 siguiente, daremos una restriccion mas sobre el conjunto tipo £, a saber:

(11 1 1 2n—y
si (p, q) € L, entonces p > 5~ anga
1 2n—~

Sea D el punto de interseccién de la recta % — 2n con la recta % =5 "2 ¥
sea D’ el punto simétrico de D con respecto a la diagonal no principal, entonces

D— (4n2+2n+7’2n+(2n+1)7> _ (i,i>yD’: (1_i’1_i>'
2n(2n + 2) 2n(2n + 2) Pp 4D qp Pp

— 2n+l

Por lo tanto el conjunto £, esta contenido en el trapecio cerrado con vértices (0,0), (1, 1),

D y D'. Finalmente, sea C, = (3?;1 2+_2“)’, 2(2:;’2)) que es el punto de interseccion entre las

1,1_1_ 21—+
P y q D 2n+2°

rectas % =1-
Nuestros resultados son los siguientes

Teorema 5.6 Sea 1 la medida de Borel fraccionaria dada por (5.37) con p(w) = |wl|>.
Entonces el interior del conjunto tipo E,, es el interior del trapecio con vértices (0,0),
(1,1), Dy D"

Teorema 5.7 Sea ;1 la medida de Borel fraccionaria dada por (5.37) con o(w) = |w|*.
Entonces C, € E,,.

Comenzamos con el siguiente:

_ 2n—vy

1
Z p 2n+42"°

Lema 5.8 5i <l, é) € I, entonces

1
p q

Prueba. Sea 0 < § < 1, consideramos f = xq,, donde Q5 = Dsx[—(2M + n)d?, (2M + n)d?|
siendo D5 = {z € R?" : ||z|| < 6} y M = 2méx {|p(y)| : y € D1} . Definimos

As = {(:zc,t) €Ds xR : |t —p(x)| < M&?}.
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Primero mostraremos que |(f * u)(z,t)| > 6?7 para todo (z,t) € As y para alguna

constante ¢ > 0 e independiente de §. En efecto

<fmew=/“f«aww%wwrwmwwrwy

R2n

Si (z,t) € As, entonces

(z,1) - (y,0(y)~" € Qs para todo y € Ds

1

(5.38)

Ya que (z,t) - (y,¢(y))~" = (3: —y,t—o(y) — %B(m,y)), entonces (5.38) se sigue de la

homogeneidad de ¢ y del hecho que 3 |B(z,y)| < nljz|gen

|U*mu¢ﬂz/ meVWy:/‘mrwy:w%v

Ds D

s s
2 2

para (z,t) € As y ¢ positivo y pequeno. Ahora,

1
q
1f* pally > </ |f *M‘q) > 6 |A<5\é — 2Tt
As

Por otro lado, (l 1) € k), implica

P’ q
1f # ull, < ellfIl, = es+?

por lo tanto st (2nt2) o 55 (2n42)

1 2n—vy I

p 2n+-2

x — Y||gzn- Por lo tanto

1

para todo 0 positivo y pequeno, entonces = >

s}

La idea para demostrar el teorema 5.6 es la siguiente: construiremos una familia de
operadores {T“j}jeN tal que nuestro operador inicial 7}, se puede expresar en la forma

T, = > jenTy;» con los operadores T),; : LP(H") — LI(H") satisfaciendo que T, H1 L

277n=7) y ||Tuij,q ~ 27 ||T,||,,, donde T, es el operador dado por la formula (5.23),

tomando alli p(w) = |w|?. El teorema 5.6 seguira ahora de aplicar los resultados de la
seccion H.2.1, y de utilizar interpolacién compleja y el Lema 5.8. Veamos la prueba en

detalle.

Prueba del teorema 5.6 Para cada j € N definimos
Aj={yeR™: 277 < |y <277%}

Sea p1; la medida de Borel dada por

wi(E) = / XE (v. lyI*) n(y) ly| ™" dy

Aj
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y su correspondiente operador de convolucién T),, f = f*p;. Ahora, es claro que, pp = 1y

y ”Tqu,q < Zj HTM

por

ijq Para f > 0 tenemos que cada [ f(y,s)du;(y,s) esta mayorada

27 [ 1 Gl nlo)iy

Por lo tanto || MHM < 2T, 0
H H2”+2 g2 < c277. Es facil ver que HTMHM < |y (R2HH)] ~ fAj ly| ™7 dy = 279,
Para 0 < 0 < 1, definimos

11 m+1 1
(P_G’%> N (2n+2’2n+2> (1-0)+(1,1)0

por el teorema de interpolacion de Riesz se tiene que

en particular, por el teorema 5.3, tenemos que

|7, Hpg < (9i(1=0)—j(2n-)8

escogiendo 6 tal que jy(1 — 6) — j(2n — 7)8 = 0 resulta sup ||7, < ¢ < oo. Un
jeN

Kj Hpe,qg -

simple computo da 6 =

1 para tal 6, se obtiene que (i i) = < L ) por lo tanto

Po’ o pp’ 4D

H H < ¢, siendo ¢ una constante independiente de j . Interpolando nuevamente,
Hillpp,ap

1 1
PD’ 4D

HTH‘]' Pr,qr S 02_‘7(271_’7)7’

pero esta vez, entre los puntos ( ) y (1,1) se tiene, para cada 0 < 7 < 1 fijo, que

va que [T, , <>, HTMHM y 0 < v < 2n, se sigue que

1Tl g, S €D 27077 <00
jEN
por dualidad se tiene que
1T, || o e S € <00

D

Ahora el teorema se sigue de aplicar el teorema de convexidad de Riesz.

Observacién 5.6: En la prueba del teorema 5.6 también hemos probado que los
segmentos semiabiertos [(1 D); (5, 45 )) y [(0,0);(l a1 — pgl)) forman parte del
conjunto tipo F,.

La Prueba del teorema 5.7 sigue argumentos similares a los utilizados en la de-
mostracion del teorema 5.3. Aqui, consideraremos una familia analitica de operadores
(z) <1 tal que satisfaceran

2n—y
24y —

{ 1o (Dllgoepmy < A llpagamy  Re(z) =1

. 5.39
1T (F)ll ey < A<l lpsgey  Relz) = 2222 (5.39)

donde A, dependerdan admisiblemente en la variable z y no dependeran de N, luego por el
teorema de interpolacién compleja resultard Ty y acotado de LP+(H™) en LP+(H"), donde
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(pi, p%) = (), con cota independiente en N, ya que nuestro operador satisfacera que
R v

Tonf(z,t) — T,f(x,t) puntualmente, cuando N — oo, por el lema 5.8 se seguird el
teorema 5.7. La primera desigualdad que aparece en (5.39) no presentara dificultad, para
establecer la segunda desigualdad, veremos que nuestra familia de operdores admitira,

2n— . . . ’
para Re(z) = — ;ﬂ”, la siguiente expresion T, yf = f * K,y donde K,y serd una

funcion integrable y radial, por lo tanto el operador a()\) se diagonaliza, cuyas entradas
diagonales simbolizaremos por v, y(k, A). Por lo tanto la segunda desigualdad en (5.39)
es equivalente a probar que |v, y(k,A)| < A, uniformemente en N, k' y A # 0 (conferir
con (5.27)).

Prueba del teorema 5.7. Demostraremos que C, € E,, para ello consideramos

la familia analitica de operadores {1, n}, en la franja _2217 < Re(z) < 1, dada por

T.nf=f*pu,*Jy,, donde Jy . esta dada por (5.29) y u. por

w.(E) = / xe (w, |w|2) n (w) |w]*™7 dw. (5.40)

R2n

Es claro que Ty v f(x,t) — T, f(x,t) cuando N — oo.

Ahora, para Re(z) = 1 tenemos que
% e (w,0) = (@) [2] O (1 s o) (¢ [af?)
por lo tanto ||, * Jn .|| < ¢ !F (2) |71 de esto se sigue que

2\ -1
1T fllg S 05 1tz % Tl < Sl e 5 el < |7 (5)] 01
siendo ¢ una constante positiva independiente de N y z.

Para Re(z) = —22’1—7 tenemos que

KZ,N(aja t) = Mz * JN,z<x7t)

=5 (z) 2| (zz R EV) (t— |2

aqui ) (z) || *™7 € LY(R2") pues 0 < v < 2n implica 2n+Re((z—1)7)) = 2n—22’f727 > 0,

ademds en la prueba del lema 5.7 vimos que <IZ *R Qg]\\[) € L'(R), luego K, x € L*(H").

Siendo K, x radial, por el teorema 5.1 tenemos que a()\) se diagonaliza con entradas
diagonales dadas por

k! i —n _iXs? _2n—14zy—
von(h, A) = L (-Now () [ ss) e s (5.a)
0

(k+n—-1)



siendo .
[ (s e s
0

o0

|A| 52 s 2
/?70 Ln 1 < |2 67762/\5 S2n71+z77'yd5

0

w; , (0 < s) en la tdltima integral, obtenemos

T Al 2 2
/770(32)LZ_1 (—’ |5 ) e_%e”‘gs?"_”””ds (5.42)
0

realizando el cambio de variable o =

2

= 2n—1 ’)\|_(n+ﬂ;7) / (|2)i> Ln 1 ( )6 26@2sgn()\)00_n71+?d0_
0

= 2 AT (FsGa) = 2sn(3) = 20 AU (B + G (~2s9m()

donde

o

F5(0) == X(0,00) (0) Ly (o) e 207,

(Fos = G (250 < ||Fis = G| _ < ||Fs]_ |6

M

con f=n—1+2"y

Ahora

= || v (5.43)
Por lo tanto es suficiente estimar H}@” . Para ello calculamos explicitamente
Fiop(€ /aﬁL” o) e o (37€) g,
0

Para tal fin consideramos la siguiente expresion, establecida en el lema 5.9 abajo, el cual
afirma que para |r| < 1 vale la siguiente identidad

ooaﬁ n=1(5) e (5+i€) Jg — L(d ’ L(B+1) . '
/ Ly (o) d i (dr)r_o [(1 e (% L +if)ﬁ+1 (5.44)

0

A continuacién obtendremos el desarrollo en serie de potencias de la funcién

Q(r>: (1—7’) (%4‘ +Z§)5+1
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el cual junto con la expresién (5.44) nos permitird estimar el decaimiento de la funcién
F. 5(€). Primero observamos que

1
N g -
_ 1
(=m0t (e +r (5-i6)
haciendo w = — z +2‘5
1
Q(T) = (% + i§)5+1(1 _ T)n—l—ﬁ(l _ Tw)ﬁ+1'

Ahora, un simple computo da

J

—Nn . T
(L=r) ™ =14 (n—1-9) n—l—ﬁ—l—l)...(n—l—ﬁ—i—j—l)ﬁ

j>1
Z n —1- ﬁ + ]) TJ
B T(n—1-06) j!
andlogamente se obtiene
r 147 J
(1)1 =Y (B+1+47) (rw)’ (5.45)

< Te+y

Por lo tanto

B 1 IF(n—1—8+)0(B+1+1)rith!
Qr) = _(% n Z.£>ﬂ+1 (j;o I'(n—1-3)(B+1) F! )

ahora, por (5.44) se sigue que

[ arnmt oy ma(bsie) gy _ DB+~ Dl—1-8+)0(F+1+1) u!
O/U Lk (U)e o (%—l—if)m_l j;k F(n—l—ﬁ)r(ﬂ—}—l) j!l!

tomando modulo en esta expresién y considerando que |w| =1 se tiene

]OUW (o) e-e (b)) < 1= REIDTRE(D) 1)
; (3+i€)"™| P —1-5)

5 T(n—1— Re(8) + )T (Re(B) +1+1) 1
D(n— 1 Re(B)L(Re(B) +1) I

=k
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Notando que

S D(n—1— Re(8) + j)T(Re(8) +1+1) 1
D(n—1— Re(B))T(Re(B) +1)  jll

k
= E (E) [(1 _ r)—n-l-RE(ﬁ)-&-l(l _ T)—Re(ﬁ)—l}

-2 () fa-n

y a su vez, de un cdlculo similar al realizado para obtener (5.45), resulta

(1_T)_n:ZF(n+j)Lj:Z(n+j—1)!rj

| — 1)I41
= L(n) j! = (n —1)ly!

se sigue que

I'n—1-— Re P(Re(B)+1+1) 1 n+k—1)
3 ( (8) + )L (Re(5) ) ( )

A T—1-Re(®(Re(B)+1) jU~ (n—1kl

por lo tanto

0 = | Ttz (o) eotivigy] < T = 1= RDI(RD) +1) 0k 1)
‘ k,ﬂ(f)‘ 0/ ( ) < ‘(%—i—if)ﬁﬂ‘w(n—l—ﬁ” (n—l)!kz!

Ahora, teniendo en cuenta la expresién (5.41) de las entradas diagonales v, n(k, \), asi

como también (5.42), (5.43) y que 8 =n — 1+ 57, para Re(z) = 22+ , resulta

22;;7 \Im(z)\mc, HHH H%Hl r <3T+,t > r <22n+__'y7>
T (59)] NGl

Finalmente, utilizando la formula de Stirling (ver pag. 326 en [19]), se ve que la familia
{T. (z) <1 las hipdtesis del teorema de interpo-

lacién compleja. Ahora la prueba del teorema esta completa.l

”UZ,N<k> )‘)‘ <

Lema 5.9 Si |r| <1 y Re(8)> —1 entonces

- k
'GLnfl —o’(%-‘rig)d — i (i) F(ﬁ + 1)
/0’ v (o)e =u\a o | (1= r)n (% it Z‘g)ﬁﬂ

0

Prueba. Fijamos 0 < € < 1, de la identidad generatriz (5.16) tenemos, para 0 < r < 1,
que

ZUﬂL”_I (0) e~ (3+i€)d ;aﬂeﬂ’(l

T i)
>l i (5.46)
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1

va que )L?‘l (o) e—o3| < ltn=L)!

— jli(n-1)!
(5.46) converge uniformemente en el intervalo [e, ﬂ, por lo tanto al integrar sobre dicho
intervalo se obtiene

para todo o > 0 (ver proposicién 4.2 en [22]) la serie en

1
Z /U’gL;‘_l (o) e (341) o | 49 = o Z /aﬂeo(;+lrr+i£)da

Jj=0

de esto se sigue que

o

€ L 1 d k 1 1 r .
Brn-1 —0(5‘”5) =\ —/ ’ _U(§+1—r+lg) . 4
/g 1 (g)e do = — (dr>r_0 i ] o do|. (5.47)

€

1

T

. ., k g _o(ie .
A continuacion calcularemos (d%)r—o [ f oPe (315 +’§)da] . Primero comenzaremos cal-
€

culando las derivadas de la funcién u — [ d%e7%do, donde u € C. Para ello, sea
€

L. = {au 1o € [e, ﬂ} utilizando la definiciéon de integrales curvilineas y aplicando el
teorema de Cauchy se tiene que

1
/Jﬂe_‘mda = u_(ﬂﬂ)/s’ge_sds
€

€

1
= ¢~ (6+D) /Sﬁe_sds + I (u, €) — Iy(u,¢€) (5.48)

donde
I(u,€) = / sPe™ds
[t
I(u,€) = /sﬂesds
[e,eu]

A continuacién veremos que para cada ug € C tal que Re(ug) > 0 se tiene que

lfm (%)k [I;(u,€)] = 0 (5.49)

e—0

para j = 1,2 y todo k£ > 0. En efecto, un cambio de variable da

Lu,€) = 1 / sPe~ds

[1u]
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siendo Re(f) > —1 se sigue que lim. g l2(ugp,€) = 0. De la analiticidad de la funcién
s — s%e7% en la regién Re(s) > 0 se sigue, para k > 1, que

(L) = (L) ey

u=ug u=ug

luego lim, o (%)S:uo [I>(u, €)] = 0 para todo k > 0.

Anéloganente y teniendo en cuenta que la funcién s — e~ decae rapidamente en la regién
Re(s) > 0 se obtiene lim,_,o (%)i:uo [I1(u, €)] = 0 para todo k& > 0. Por lo tanto tenemos
probada la igualdad en (5.49).

Ahora, derivando en (5.48), por la formula de Leibniz y (5.49) al hacer € — 0 se sigue que

1

k ‘ k
lim (%) . /Jﬁe_ouda =[(B+1) (%) [u_w“)} . (5.50)

e—0
u=ug
€

Finalmente, al hacer ¢ — 0 en (5.47), se sigue por (5.50), la regla de la cadena aplicada a
1

la funcién r — f oPe=7"Mdo donde u(r) = 1 + = + i y la formula de Leibniz que
/O’BLZ_l (0) e (3%€) 4o = lim oLy (o) e (7€) 4y
0 €

Probando asf el lema. 1

Los teoremas 5.6 y 5.7, junto con la obsevacién 5.6, dan una descripcién del conjunto
tipo E,, la cual establecemos en el siguiente

Teorema 5.8 Sea 11 la medida de Borel fraccionaria dada por (5.37) con o(w) = |w|*.
Entonces el conjunto tipo E, es el trapecio cerrado con vértices (0,0), (1,1), D y D,

exceptuando quizas los puntos D, D' y los segmentos abiertos con vértices D, C, y C.,
D'

Observacion 5.7: El teorema 5.8 atin es valido si se considera alli a v soportada sobre
n

el grafico de la funcién o(wy, ..., w,) = 32 a; [w;|*, con (wy, ..., w,) € C" y a; € R — {0},
j=1

Ahora la funcién fraccionaria de corte a tener en cuenta es [ [ n;(w;)|w;] 7 con 0 < v; < 2.

Los lemas 5.5 y 5.6 siguen valiendo, el lema 5.8 vale reemplazando alli v por ) ;. Para

obtener el teorema 5.6, observamos que dicho teorema se sigue basicamente del teorema
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5.3, por lo tanto realizando cuentas analogas y utilizando el resultado del teorema 5.5, se
sigue el teorema 5.6 para este caso. Finalmente, para establecer el teorema 5.7 observamos
que las entradas diagonales en este caso involucraran el producto de n integrales como la
que aparece en (5.42), estimandose estas de la misma manera, luego se sigue el teorema
5.7 y con ello la observacion 5.7.

El resultado de la observacion 5.5, puede ser notablemente mejorado si introducimos
el factor n(w)|w|™" donde v = (2&71;””)1 y m es cualquier nimero natural mayor o igual
a 2, en lugar de considerar solamente n(w) en (5.22), recordamos que alli obtuvimos
una estimacion fuerte (p,p’) la cual no podiamos asegurar que sea sharp, al introducir el
factor |w|™" se produce una compensacién, la cual nos permite caracterizar el conjunto

tipo, obteniendo el siguiente

Teorema 5.9 Sea p la medida de Borel dada por (5.37) con p(w) = |w[*™ y v =

?é:g”yi, stendo m un natural mayor o igual a 2. Entonces el conjunto tipo E, es el tridngulo

cerrado con vertices

A=(0,0), B=(11), O:(2”+1 1)

o2n+2'2n+2

con n € N.

La Prueba que daremos a continuacion sigue esencialmente las lineas de la demostracién
del teorema 5.7, por lo tanto nos limitaremos a dar las pricipales ideas que nos permitiran
arribar a la conclusiéon del teorema.

Prueba. Sea T, nf = f * p, * Jy. donde p, esta dada por (5.40) y Jy . por (5.29),
ahora es claro que Ty n f(x,t) — T, f(z,t) puntualmente, y para Re(z) = 1 tenemos que

Z
r(3)

2
donde ¢ es una constante independiente de N. Para obtener la estimacién fuerte (2, 2) del
operador T, v , en Re(z) = —n, es suficiente obtener una estimacién unifome en k, A # 0,

-1
[Tl S c

N y admisible en z de las entradas diagonales v, n(k, A) del operador (,uaz)(/\) Las
entradas diagonales estan dadas por

k!

v, n(k,A) = mh—z(—

NowO) [ m(s)ds) e
0
cuentas similares a las realizadas en la prueba del teorema 5.7 sobre la integral (5.42) dan
[l A e s s — ot ) (B (G ) ) (0)
0

Ahora

e @) <[l |

R}Hw (5.51)

1 1
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donde
Fio5(0) == X(0,00)(0) L (0) e 207,

(O,)ei2msgn()\)|)\|17mam

con f=n—1+"y

R,\(U) = X(,IA)

En la demostracién del teorema 5.7 obtuvimos, para Re(3) > —1 que

Fos(6)] = wgﬁLz—l o) o=o(3+i€) 4| < L =1~ Re(B)I(Re(6) +1) (n+k—1)!
Fis(©) / (0) < ‘(%Hg)ﬁﬂ‘w(n_l_m' e

siendo Re(z) = —n, v = (T(L+1)m y B =n—1+ 2 se sigue que Re(3) =n — +. Luego

[Im(z) |~ o0

HFk,ﬁz

Ce (n+k— 1)
= T (=) " (= D! XO/(%@) % (5.52)

donde C' no depende de z y la integral a la derecha de la desigualdad anterior es finita
para todo n > 1y m > 2. En la observacién 5.5 obtuvimos que

Cm
A

)RA ’ (5.53)

Por lo tanto de (5.51), (5.52), (5.53) y ya que HC/Jj\H = ||70]|, se sigue que
1

o0 Im(2)|
-n et 52 on—14zy—ry n—1 —n Ce ( + k— )
no(s?) Y (s) A" € s ds| < 2"|Al — 7 X 1770l
/ T (=D T
0
Ahora, para Re(z) = —n, obtenemos que

[Im(z)|x

NS =]

‘Uz,N(kv)‘” < Cn,mHHHoo 170

siendo esta ultima estimacién admisible en z. Por la férmula de Stirling se ve que la familia
{T y} satisface sobre la franja —n < Re(z) < 1 las hipétesis del teorema de interpolacién

compleja, por lo que el operador Ty x es acotado del L%(H”) en el L?*"*2(H") con cota

uniforme en N, al hacer N — oo, se obtiene que el operador 7T}, es acotado del L%(H”)
en el L?"T2(H") con n € N. Ahora la prueba del teorema esta completa.l
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