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Resumen

En esta Tesis tratamos dos problemas clasicos de la teoria de formas
cuadraticas: contar el nimero de representaciones de una forma cuadratica
y dar una nueva generalizacion de la constante de Hermite. Ademads, tam-
bién consideraremos el problema de encontrar variedades isospectrales. Este
problema tiene relacién con contar el nimero de formas de escribir un entero
positivo como suma de cuadrados.

Con respecto al primero, estudiaremos al mismo tiempo representaciones
de formas cuadraticas, hermiticas complejas y hermiticas cuaternidnicas,
donde nos restringiremos a soluciones en un orden maximal O. Para £ un
entero positivo y ) una matriz de la forma (A _b) donde A € M(n x n; O)
es definida positiva y b € N, calculamos una férmula asintética, para t — oo,
del niimero de soluciones x € O"*! tales que 2*Qx = —{ y |rpy1| < t. Més
aun, extendemos este cdlculo, con menor precisién, a representar formas
hermiticas definidas negativas de rango ¢ por la forma hermitica candnica
I, ; de signatura (p,q). Para la prueba usaremos teoremas de puntos reti-
culares de P. Lax y R. Phillips ([LP]), de R. Bruggeman, R. Miatello y
N. Wallach ([ BMW]), y de A. Gorodnik y A. Nevo ([GN1]).

En la segunda parte, introducimos una nueva generalizacién de la cons-
tante de Hermite clasica, para formas de Humbert sobre un cuerpo de
ntmeros K. Primero la comparamos con otras constantes ya conocidas.
Ademsds, para el caso en que K es una extensién cuadrética imaginaria
de Q, presentamos el calculo explicito de los casos —dx < 70 y detallamos
las formas extremas absolutas respectivas. Para esto usaremos trabajos de
E. Mendoza ([Me]) y K. Vogtmann ([Vo)).

En la dltima parte nos interesaremos en encontrar variedades compactas
planas n-dimensionales con holonomia Z’zc, de tipo diagonal, que sean fuerte-
mente isospectrales y que a su vez tengan anillos de cohomologia no isomor-
fos, a pesar de tener los mismos nimeros de Betti. Para esto usaremos el
método de Sunada. Exhibiremos pares de variedades de este tipo para todo
kE>3ymn>3-2"2 Ademas mostraremos diversos ejemplos de pares y
familias, encontrados con la ayuda de un algoritmo.
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Abstract

In this thesis we study two classical problems of the theory of quadratic
forms: to count the number of representations and to give a new general-
ization of the Hermite’s constant. Besides, we also deal with the problem
of finding isospectral manifolds. This problem is related with counting the
number of forms in which an integer can be written as sum of squares.

For the first problem we study, at the same time, representations of
quadratic forms, complex hermitian forms and quaternion hermitian forms,
restricting ourselves to solutions over a maximal order O. For ¢ a positive
integer and @ a matrix with the form (4 _,) where A € M(n x n;0) is
positive definite and b € N, we compute an asymptotic formula, for ¢ — oo,
of the number of solutions x € O"*! such that 2*Qx = —¢ and |z, 41| < t.
More generally, we extend this computation, with less precision, to repre-
sent negative definite Hermitian forms of rank ¢ by the canonical Hermitian
form I, ; of signature (p, ¢q). For the proof we use lattice point theorems of
P. Lax and R. Phillips ([LP]), of R. Bruggeman, R. Miatello and N. Wallach
((BMW]), and of A. Gorodnik and A. Nevo ([GN1]).

For the second one, we introduce a new generalization of the classical
Hermite constant, on Humbert forms over a number field K. We start by
comparing it with other known constants. In addition, when K is an imagi-
nary quadratic number field, we present the explicit calculation for the cases
—dg < 70 and list the respective absolute extreme forms. For this we will
use results of E. Mendoza ([Me]) and K. Vogtmann ([Vo]).

In the last part, we will be interested in finding n-dimensional compact
flat manifolds with holonomy Z5, of diagonal type, strongly isospectral, but
with non isomorphic cohomology ring, despite they have the same Betti
numbers. For this we will use the Sunada-method. We will exhibit pairs of
manifolds of this kind for every k > 3 and n > 3-2F72. Besides, we will show
several examples of pairs and families, found with the help of an algorithm.

Math. Subject Classification (2010): 11D85, 11D45, 11H50, 11H55, 58J53, 20H15.
Key words and phrases: representation by Hermitian forms, Humbert forms, Hermite
constant, isospectrality, compact flat manifolds.
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CAPiTULO 0

Introduccién

Una forma cuadrdtica n-aria es un polinomio homogéneo f de grado dos
en n variables. Si sus coeficientes pertenecen a un cuerpo F', entonces

n
flz1,...,2n) = Z b jTi%j, bij € F.
ij=1

Podemos escribir a; ; = a;; = (bi; + b;,:)/2, lo que implica

n

flay,. .. zp) = Z a; jTiT; = 2t Az,

ij=1

donde A = (a; ;) es una matriz simétrica n x ny x = (21,...,z,)".

El estudio de las formas cuadraticas es casi tan antiguo como el de la
matematica misma. Podemos mencionar por ejemplo el problema de encon-
trar la solucién entera de la ecuacion

2?4+ y? - 22 =0,

la cual da los lados enteros de un tridngulo rectangulo (ternas Pitagéricas).
También, la ecuacién

2?42 —222 =0,

2 en progresién aritmética. Dos problemas

expresa a los cuadrados z2,y?, 2
con respetables antecedentes.

Actualmente las formas cuadrédticas ocupan un rol central en diver-
sas ramas de la matematica: teoria de numeros, algebra lineal, teoria de
grupos (grupos ortogonales), geometria diferencial (métrica Riemanniana),
topologia diferencial (intersection forms of four-manifolds), teoria espectral
(toros planos isospectrales), teoria de Lie (la forma de Killing), entre otras.
Los problemas del presente trabajo provienen de la teoria de nimeros, y el
ultimo en parte de la teoria espectral.

Al igual que la teoria de numeros en general, las formas cuadraticas
son estudiadas desde distintas ramas de la matemaética: teoria aritmética,
analitica, geométrica, algebraica, combinatoria, computacional, etc., de for-
mas cuadraticas.

Este trabajo estd dividido en tres partes, en donde se consideran tres
problemas provenientes de diferentes subdreas.

» El primero trata sobre representaciones de formas hermiticas in-
definidas. Este se enmarca dentro de la teoria aritmética, aunque es
estudiada por diversos enfoques provenientes de distintas subéreas,
como ya explicaremos méas adelante.

1



2 0. INTRODUCCION

= El segundo es sobre las generalizaciones de la constante de Hermite
y formas extremas. Nuestro contexto sera el de formas de Humbert
sobre cuerpos de niimeros, que son una generalizacién de las formas
cuadraticas.

» El tercero es sobre la construccién de variedades compactas planas
1sospectrales. Asi como las primeras variedades isospectrales fueron
halladas encontrando formas cuadraticas enteras (lattices enteros)
que representan los mismos enteros, las cuales inducian toros planos
isospectrales, generalizaremos este concepto para encontrar varie-
dades compactas planas de tipo diagonal isospectrales.

0.1. Representaciones de formas hermiticas

Decimos que un elemento k es representado por la forma f si la ecuacion

flx) =k
tiene solucién.

La teoria aritmética de formas cuadraticas comenzé con Fermat en 1654,
quién mostré entre otras cosas, que todo nimero primo de la forma 8n+1 es
representable por la forma 22 + 232, donde z e y son enteros. Luego, Gauss
fue el primero en tratar seriamente las formas cuadraticas, introduciendo
definiciones y nombres que atn se usan. Uno de sus grandes logros fue la
de relacionar las formas cuadraticas con los anillos de enteros de cuerpos de
nameros cuadréaticos O, obteniéndose resultados sobre representaciones de
formas cuadraticas a partir del estudio de la factorizacién en primos en el
anillo O. De alli la denominacién enteros de Gauss para O = Z[i].

Se destacan los siguientes resultados provenientes de la teoria aritmética.

Euler (1749): Un ntmero natural n puede ser representado como
suma, de dos cuadrados si todo niimero primo p = 3 mdd 4 aparece
en la factorizacién de n con un exponente par.

Legendre (1798): Todo nimero natural n puede ser representado
como suma de tres cuadrados, excepto los de la forma n = 4%(8b +
7).

Lagrange (1772): Todo nimero natural puede ser representado co-
mo suma de cuatro cuadrados.

Poco después, la teoria analitica de formas cuadraticas comenzé a proveer
resultados precisos sobre el nimero de representaciones de niimeros enteros
por formas cuadréticas definidas positivas. Por ejemplo:

Jacobi (1834): El numero de maneras de escribir un entero positivo
k como suma de cuatro cuadrados estd dado por

SZm.

ml|k
44m

Esto se aborda a través de la determinacién de los coeficientes de Fourier
de funciones theta (f-functions) asociadas a la forma. Esta estrategia corre-
sponde a la teoria analitica de formas cuadraticas.

En el caso en que la forma cuadrética es indefinida, el niimero de repre-
sentaciones es cero o infinito. Para S una matriz simétrica no degenerada
de cualquier signatura, Siegel definié u(S, k), la medida de la representacion
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de S[z] = k, que en el caso definido positivo coincide con el numero de
representaciones. Usando nuevamente funciones theta, obtuvo una férmula
explicita de u(S, k).

Nosotros usaremos la estrategia, en el caso indefinido, de contar solu-
ciones en ciertos subconjuntos compactos crecientes Hy, y explicitar una
férmula asintdtica para t — oo de soluciones en H;. La herramienta princi-
pal seran los teoremas de puntos reticulares.

0.1.1. Teoremas de puntos reticulares. El plan de la presente
Tesis nacié a partir del interés de aplicar teoremas de puntos reticulares
a problemas en teoria de niimeros. Para empezar explicaremos a qué lla-
mamos teoremas de puntos reticulares.

Sea X una variedad Riemanniana y I' un lattice del grupo de isometrias
Iso(X) de X. Fijamos z,y € X. Estos teoremas determinan férmulas asintéticas
para t — oo, del cardinal de los conjuntos

{geT :d(z,9(y)) <t}

El problema en su versiéon maés simple lo planteé Gauss en 1837, pre-
guntando: para r > 0, jcudl es el nimero N(r) de puntos con coordenadas
enteras del plano R? en el interior o el borde del circulo centrado en el origen
de radio r? El probé lo siguiente:

N(r) =7mr? + E(r) y E(r) < 2V2nr.

Existen mejores acotaciones de E(r) luego de Gauss. Algunos de ellos fueron
realizados por Hardy y Landau. Esté4 conjeturado que E(r) = O(r'/?*¢). En
2007, S. Cappell y J. Shaneson subieron un trabajo a arXiv afirmando que
lo habian probado, aunque K. Soundararajan anuncié que habia encontrado
un error en la prueba.

En 1982, Peter Lax y Ralph Phillips en [LP], obtuvieron una distribucién
asintotica de puntos reticulares en los espacios euclideos e hiperbdlicos. El ar-
gumento hace uso de propiedades de las soluciones periddicas de la ecuacién
de ondas uy = Au y desigualdades de Sobolev. En 1987, B. M. Levitan en
[Le| obtuvo un resultado similar usando la representacién integral clésica
de las funciones de Legendre. El problema en el caso hiperbdlico ya habia
sido tratado con anterioridad por H. Huber (1956), S. J. Patterson (1975) y
A. Selberg (no publicado).

En 1999, R. W. Bruggeman, R. J. Miatello y N. R. Wallach, en [BMW],
obtuvieron una férmula para los espacios simétricos de curvatura negativa,
generalizando el error de Lax y Phillips a rango uno.

Miés recientemente, A. Gorodnik y A. Nevo en [GN1] y [GN2], usando
teoria ergddica, generalizaron los resultados a una familia mas general que
la de los grupos algebraicos semisimples (S-algebraicos).

Las aplicaciones de estos teoremas de puntos reticulares las realizamos
creando un contexto en donde estian en correspondencia las soluciones del
problema que nos interesa y puntos de un cierto lattice. Ademas, la condicién
d(z,g(y)) < t debe ser traducida a una condicién aritmética sobre nuestras
soluciones.
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0.1.2. Resultados. El tema de representaciones por formas cuadra-
ticas surgi6 a partir del trabajo [RT] de John Ratcliffe y Steven Tschantz,
quienes usando el teorema de Lax y Phillips (ver [LP]) sobre puntos reti-
culares en espacios hiperbdlicos n-dimensionales, presentaron una férmu-
la asintética del ntimero de representaciones de un entero por la forma
cuadrética Lorentziana. Més precisamente, si r(n, k,t) denota el nimero
de soluciones enteras x1,...,ZTy1+1 a la ecuacién

(0.1) i+ +al - JU,QZH =k, tales que |zp41| <t
ellos probaron para n > 3 que

Vol(S™1)

n —

(0.2) r(n, k,t) = 5(n, k) t"t 4 O3,
donde S™~1 denota la esfera unitaria (n—1)-dimensional y §(n, k) la densidad
de la representacion (0.1) (ver (2.18)).

El Capitulo 2 presenta una generalizacién de este resultado a formas
hermiticas sobre los niimeros complejos y cuaterniénicos, incluyendo formas
de signatura (n,1) mas generales que la Lorentziana. M&s precisamente,
tomamos O un orden maximal de F =R,C,H y

(0.3) Q = diag(A, —b) = (A _b> ,
donde A € M(n; Q) es hermitica definida positiva y b € N. Queremos contar
la cantidad de vectores x € O™*! tales que Q[z] = —¢, para £ € N, donde

|Zn41| < t. En los casos no reales, usamos el teorema en [BMW] de Brugge-
man, Miatello y Wallach. El resultado obtenido para F arbitrario es (ver
Teorema 2.9)

(0.4) r(Q,—0) = Ct* +0(t7),

donde 2p denota la suma de las raices positivas del grupo de Lie SU(Q, )y,
C es una constante no explicitada que depende de @ y —¥¢, vy T es gen-
eralmente el menor autovalor del operador Laplaciano en T'\SU(Q,F)o/K
(ver (2.13)). Por ejemplo, cuando no existen autovalores excepcionales de
M\SU(Q,F)o/K, T es 2pn/(n+ 1) + € para todo £ > 0.

En el caso F = R pudimos explicitar méas la constante C' usando la teoria
de Siegel (ver Teorema 2.11), obteniendo

05)  m(Q,—0) = b"7 Vol(s" ) <H5 ) o0 (50,

n—1

donde las densidades locales 6,(Q, —¢) son explicitamente calculadas en la
Seccién 2.4.

En el Capitulo 3, generalizamos estos resultados al contexto de repre-
sentar una forma hermitica definida negativa L por la forma hermitica de
signatura (p,q) canénica, es decir,

I

(0.6) Qlz] = 2" Qu = |21 * + - + |2p* = |apal’ = = [apegl ™



0.2. CONSTANTES DE HERMITE 5

En este caso usamos los resultados de [GN1] y [GIN2] de Gorodnik y Nevo.
El espacio simétrico en el que trabajamos fue U(p, ¢;F)/(U(p;F) x U(g; F))
con p > ¢q > 2, en donde la férmula de la distancia no es tan manejable como
en el caso hiperbdlico ¢ = 1. Por esto, las formulas obtenidas no corresponden
al nimero de matrices X € M(n x ¢q; O) tales que Q[X] = —L junto con
una condicién de desigualdad aritmética, sino que son cotas superiores o
inferiores de este tipo.

0.2. Constantes de Hermite

La constante de Hermite tradicional puede ser definida por la férmula

i , xt Ax

(0.7) Y = mEXxEZm"I?{O} W,

donde A recorre todas las formas cuadraticas definidas positivas. Esta cons-
tante aparece en diversas areas de la matematica, en particular, es equiva-
lente al problema del empaquetamiento de bolas del mismo radio de menor
densidad. Esta es conocida para los casos 1 < n < 8 desde hace mucho
tiempo, y recientemente para n = 24, hecho por H. Cohn y A. Kumar en
[CK].

Existen diversas generalizaciones de ella. En nuestro caso estudiaremos
una definida sobre un contexto més amplio que las formas cuadraticas: las
formas de Humbert.

Sea K un cuerpo de numeros sobre Q de grado m = r + 2s, con
{o1,...,0.} (resp. {or41,...,0m}) los embeddings reales (resp. comple-
jos, con 0,4 = Trys4j) de K, y Ok su anillo de enteros. Una forma de
Humbert sobre K se compone de una (r + s)-tupla S = (S1,...,Sr+s),

donde Si,...,S, € M(n;R) son matrices simétricas definidas positivas y
Sr41y-+-3Sr+s € M(n; C) son matrices hermiticas definidas positivas.
La evaluacién de una forma de Humbert S en un vector v = (vy,...,v,)

de OF estd dada por

r r+s 2
Stel =] Silv™]- ( II Si[@‘”]) :

=1 i=r+1

donde v7i = (v{%,...,v7)" y Si[v] = v*S;v con v* = ¥'. Su determinante es
dado por

T T8 2
d(S) = <H det Si> ( f[ det SZ-) .
=1

1=r+1

0.2.1. Constantes de Hermite generalizadas. Existen diversas
generalizaciones de la constante de Hermite clasica (0.7). Ver por ejemp-
lo los articulos expositorios [Co] y [Wa2]. En el contexto de formas de
Humbert, la generalizacion clésica fue dada por M. I. Icaza en [Ic| en el afio
1997, la cual estd dada por

1(S)
0.8 n = Su ,
(0.8) VK, SePE,n d(S)1/n
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donde

(0.9) ws) = _ Sin ) S[vl,
es el minimo candnico de S. Claramente en el caso K = Q, vk, coincide
con la constante de Hermite clasica.

Icaza mostré que el supremo en (0.8) se realiza, en particular yg , < oo.
Ademas probd una cota superior andloga a la cota de Minkowski. Luego,
junto a R. Baeza en [BI], prueban una desigualdad andloga a la de Mordell.

Esta constante ha sido estudiada por varios autores. Por ejemplo, cuando
K es una extensiéon cuadratica real de Q, ha sido calculada para ciertos casos
en los trabajos [BCIO], [CIO], [PW1], [PW2].

Nosotros estamos interesados en el caso cuadratico imaginario, en el
cual las formas de Humbert coinciden con las formas hermiticas, aunque su
evaluacién es el cuadrado de la estandar, es decir

S[v] = (v*Sv)2.

El minimo de formas binarias hermiticas ha sido estudiado por varios autores
en la década del '30. Escribamos K = Q(v/—D). El caso D = 1 fue dado
por Speiser ([Sp], 1932) y extendido por Perron para D = 1,2,3,7,11,19
([Pe], 1932). Luego Oberseider ([Ob], 1934) completé los casos de cuerpos
K con nimero de clase hg igual a uno: D = 43,67,163; y agrego los casos
D =6,10,13,15 (hx = 2) y D = 14,17 (hx = 4).

Por otro lado, como Ok es un Z-médulo libre de rango dos, una forma
binaria hermitica sobre K de determinante A, puede ser vista como una
forma cuadratica cuaternaria sobre Q de determinante (A |dx|)2/16, donde
|dx| es el discriminante del cuerpo K. Esta idea fue usada por Oppenheim
([Op], 1936), quien probd que

dg
TK,2 < 2|7

v que la igualdad vale si y sélo si la ecuacion x —2moéd D tiene solucién,
o equivalentemente, si todo divisor primo de D es congruente a 1 6 a 3
médulo 8.

K. Mahler dio un resumen de todos estos resultados en [Ma]. Todos
los valores conocidos de g 2, para extensiones cuadraticas imaginarias, se
pueden encontrar en la columna del medio de la Tabla 0.1 en la pagina 8.

2 =

Como una alternativa a (0.9), en este trabajo consideraremos el minimo
proyectivo de S dado por

(0.10) pP(S) = min ———

donde N((v)) indica la norma del ideal (v) = 110k + -+ + v, Ok de Ok.
Andlogamente, definimos la constante proyectiva de Humbert-Hermite por

P(S)
0.11 P o— sup B .
(0.11) Tk n SePE,n d(S)1/n

En el Capitulo 5 estudiaremos esta constante para K y n arbitrarios,
comparandola con otras generalizaciones.




0.2. CONSTANTES DE HERMITE 7

En el Capitulo 6 la estudiaremos para el caso particular de n = 2 (for-
mas binarias) y K una extensién cuadrética imaginaria de Q. En este caso
usaremos herramientas geométricas introducidas por E. Mendoza en [Me]
y ampliadas por K. Vogtmann en [Vo], quienes la aplicaron al estudio de la
homologia y cohomologia de los grupos de Bianchi.

Répidamente hablando, usaremos la clasica biyeccion entre las formas
binarias hermiticas y el semiespacio superior H3, la cual es invariante bajo
la accién de los grupos de Bianchi I' = SLy(Ok) (ver Teorema 6.3). Por
razones topoldgicas, existe un conjunto M, el cual es un retracto celular de
dimensién 2 de H? invariante por I'. Mendoza dio una descripcién explicita
de tal complejo y calculd la estructura de celdas en los casos en que el anillo
Ok es Euclideo (D =1,2,3,7,11). Vogtmann describié como calcular esta
estructura de celdas de M para cualquier cuerpo K y calculd explicitamente
la homologia racional de I" para |dx| < 100.

El factor S[v]/N((v))? de (0.10) se puede describir como la distancia
entre puntos de H? y ctispides que viven en el borde de H3. A partir de esto,
la funcién p? : P o — R induce una funcién continua 7 : H3 — R.g (ver
(6.7)).

Bajo esta correspondencia, Mendoza probd que las formas extremas
proyectivas (méximos locales de pP) coinciden con los vértices de M. Luego,
usando el trabajo de Vogtmann, construimos un dominio fundamental apropi-
ado de M bajo la accién de I', para asi obtener sus vértices y determinar
las formas extremas proyectivas, en particular la forma extrema proyectiva
absoluta y la constante 7%72.

0.2.2. Resultados. En el Capitulo 5 estudiaremos la constante v%.
para K y n arbitrarios. Mostraremos que ésta existe y que se realiza pafa
alguna forma de Humbert. Ademds la compararemos con algunas otras ge-
neralizaciones, comenzando con (0.8), probando entre otras cosas que

p
’YK,n < YK.n

y que vale la igualdad cuando el cuerpo K tiene nimero de clase igual a
uno.

También trabajaremos con constantes definidas sobre objetos mas gene-
rales que las formas de Humbert. Estas son, la constante introducida por
J. Thunder la cual usa alturas torcidas globales de elementos de GL, (Ak)
(ver [Th]), y la constante de T. Watanabe de representaciones K-racionales
de grupos algebraicos reductivos (ver [Wal]). Con esta tltima obtendremos
una igualdad.

Como ya mencionamos en la seccién anterior, en el Capitulo 6 estudiare-
mos 7. , para cuerpos de nimeros imaginarios cuadraticos K, calculdndola
explicitamente para algunos valores pequenos de |df|, mds precisamente,
para |dg| < 70.

_ p . . .

En los casos en que hxy = 1, Yo Yo era conocida pues coincide con
vK,2. En todos estos casos, ellas valen |dg|/2, excepto en K = Q(v/—7) que
vale |dk|/3 = 7/3. Los casos en que calculamos 7%72, contiene a los casos
en que Yk 2 es conocida. En la Tabla 0.1 se puede visualizar todos los casos
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TAaBLA 0.1. Constantes de Hermite de formas binarias de
Humbert sobre cuerpos de ntimeros cuadréticos imaginarios

K = Q(VDi).

_dK‘ D H Yoo ‘ VK2 H hx
3 | 3 3/2 3/2
4 1 2 2
7 |7 7/3 7/3
8 2 4 4
1| 1| 112 11/2
15 | 15 3 20/3
19 | 19 | 19/2 19/2
20 | 5 5 80/11
23 | 23 | 23/5
24 6 12 12
31 [ 31| 31/3
35 35 7

39 | 39 || 39/3
40 | 10 | 180/13 | 640/39
43 | 43 | 43/2 43/2

a7 |47 | 47/5
52 | 13 || 52/3 | 832/25
56 | 14 || 28/3 | 896/41
67 | 67 || 67/2 67/2
68 | 17 34 34

163 | 163 | 163/2 | 163/2

= = R DN O DN R DNDDNDDNWN DN e

Los nimeros en negrita significan los calculados en este trabajo.

conocidos de ambas constantes. El caso D = 23 no se encuentra en negrita
pues ya habia sido calculado por Vogtmann en [Vo].
Tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 0.1. Sea K = Q(v/—D) (D > 0) un cuerpo de nimeros ima-
ginario cuadrdtico. Si K tiene nimero de clase mayor a uno y |dg| < 70,
entonces vy , estd dado como sigue:

D |15 5 (23] 6 [31|35]|39]10

—dg || 1520 |23 |24 |31 |35]| 39|40
P 15120 (2312431353940

K2 |5 14|52 | 3|5 |3 |

D 47 | 51 | 13 | 55 | 14 | 89 | 17
—dg || 47 | 51 | 52 | 55 | 56 | 59 | 68
N EREEEEE

TK,2 95
5 2|3 |% 6|22

Como ya mencionamos en la secciéon anterior, el método también per-
mite encontrar todas las formas extremas proyectivas. El nimero de éstas
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(médulo T') crece demasiado cuando |dg| también lo hace, por lo que nos
concentraremos en mostrar las formas extremas proyectivas absolutas, es
decir, las formas que realizan la constante 7%’2.

La Tabla 6.1 de la pagina 74, muestra, ademas de la constante 7?{27
los puntos extremos proyectivos absolutos, que permiten hallar las formas
extremas proyectivas absolutas usando el Teorema 6.3.

Los resultados de esta Segunda Parte pertenecen al trabajo [CIL], en
el cual trabajé conjuntamente con los Profesores Wai Kiu Chan (Wesleyan
University, USA) y Marfa Inés Icaza (Universidad de Talca, Chile).

0.3. Sumas de cuadrados y variedades isospectrales

Si (M, g) es una variedad Riemanniana compacta de dimensién ny 0 <
p < n, denotamos por specp(M ) es el espectro, con multiplicidades, del op-
erador de Hodge-Laplace actuando sobre p-formas suaves sobre (M, g). Para
cada p, spec,(M) es una sucesién de niimeros reales no negativos tendiendo
a 0o. Las variedades (M, g) y (M’, ¢’) son llamadas p-isospectrales (isospec-
trales cuando p = 0) si spec,(M) = spec,(M'), y fuertemente isospectrales
si todos los operadores autoadjuntos elipticos naturales sobre las variedades
son isospectrales. En particular, dos variedades fuertemente isospectrales
son p-isospectrales para todo p.

Los primeros ejemplos de variedades isospectrales fueron construidas
a partir de formas cuadréticas enteras definidas positivas que representan
a los mismos enteros (contando multiplicidades). Como sabemos, hay una
correspondencia entre este tipo de formas cuadraticas y lattices enteros en
espacios Euclideos, y las variedades anteriores eran precisamente el cociente
entre el espacio Euclideo y estos lattices, es decir, toros planos. A partir de
aqui es que buscaremos en grupos de Bieberbach, ejemplos de este tipo, a
los cuales entenderemos como generalizaciones de formas cuadréticas.

Existen diversos ejemplos de variedades fuertemente isospectrales, pero
todas ellas tienen anillos de cohomologia isomorfos. Nosotros estamos in-
teresados en variedades fuertemente isospectrales con anillos de cohomologia
diferentes, siendo no isomorfas como Q-algebras graduadas, o mas general-
mente, siendo no isomorfas como Q-algebras abstractas.

0.3.1. Variedades fuertemente isospectrales con anillos de co-
homologia no isomorfos. La conexién entre el espectro del operador de
Laplace de una variedad Riemanniana M y la geometria de M ha sido objeto
de estudio desde hace bastante tiempo. Este interés crecié cuando M. Kac
publicé su famoso articulo “Can one hear the shape of a drum?” (;Se puede
oir la forma de un tambor?, [Kal). Esta frase pregunta si existen tambores
planos isospectrales que no sean “superponibles”, es decir, donde uno no
puede ser llevado a otro por un movimiento rigido. Esto es debido a que
la frecuencia en la que un parche de tambor puede vibrar, depende de su
forma. Estas frecuencias son los autovalores del Laplaciano en la region.

La primera solucién fue construida por J. Milnor en 1964 en el traba-
jo [Mi] de sélo una pégina. El explicé la manera de construir toros planos
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isospectrales a partir de lattices enteros autoduales que representan los mis-
mos enteros (con respecto al cuadrado de la norma euclidea). El s6lo men-
cioné el par D}y y Es @ Eg en R0 los cuales cumplen la condicién anterior
segiin prob6 Witt en 1941. A partir de aqui comenzé una seguidilla de ejem-
plos en dimensiones menores usando este mismo método: M. Kneser en 1967
en dimensién n = 12, Y. Kitaoka en 1976 en n = 8, J. H. Conway en 1986
para n = 5,6. Finalmente A. Schiemann en 1990 encontré por métodos com-
putacionales ejemplos en dimensién n = 4, y él mismo, en 1997 probd que
no existen ejemplos para n < 4.

Los toros planos son las variedades compactas planas mas simples, te-
niendo grupo de holonomia trivial. Nuestra intencién es buscar nuevos ejem-
plos de variedades compactas planas isospectrales que no sean toros. El sur-
vey [MR3] muestra diversos ejemplos de pares y familias de este tipo. En
nuestro caso, trabajaremos con grupos de Bieberbach de tipo diagonal, los
cuales inducen variedades compactas planas con grupo de holonomia (de
tipo diagonal) isomorfo a Z&, para algin k € N.

En este trabajo estamos interesados en variedades que sean p-isospectrales
para todo valor de p. Esto hace que las variedades tengan los mismos niimero
de Betti, es decir, las dimensiones del anillo de cohomologia de ambas, coin-
ciden en cada grado. Nuestro objetivo es encontrar variedades p-isospectrales
para todo p con anillo de cohomologia no isomorfos. En todos los ejemplos
de pares p-isospectrales para todo p de [MR3], los anillos de cohomologia
son isomorfos.

Mostraremos diversas maneras de construir pares y familias de varieda-
des con estas propiedades. En estas construcciones usaremos el método de
Sunada y el estudio de las formas invariantes primitivas en el dlgebra exte-
rior. Exhibiremos diversos ejemplos que ilustran este fenémeno, obtenidos
por medio de un algoritmo y con ayuda de la computadora.

0.3.2. Resultados. En primera instancia, probaremos la existencia
de pares de grupos de Bieberbach I y I' de tipo diagonal con grupo de
holonomia Z§ (con k > 3) y dimensién n (con n > 3-282 41 > 7) que
cumplen simultdneamente las siguientes propiedades:

1. Las variedades Mt y My inducidas por los grupos I' y IV son
Sunada-isospectrales, por lo tanto, fuertemente isospectrales.

2. El primer ntimero de Betti de ambas variedades es nulo.

3. Cuando la dimensién n es par, Mr tiene una estructura compleja
Kahler y Mt no.

4. Los anillos de cohomologia no son isomorfos como Q-algebras gra-
duadas.

5. Los anillos de cohomologia no son isomorfos como Q-algebras ab-
stractas para k < 5.

Estudiemos cada uno de estos aspectos.

1. Usamos el método de Sunada (Teorema 7.4) aplicado al caso particu-
lar de los grupos de Bieberbach de tipo diagonal. Esto estd resumido en
el Teorema 8.6, el cual dice que dos variedades compactas planas de tipo
diagonal son Sunada-isospectrales si y sélo si sus nimeros de Sunada (ver
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(8.8)) coinciden. Ademads, el Teorema 7.4 también asegura que dos variedades
Sunada-isospectrales son fuertemente isospectrales.

2. El hecho que ambas variedades tienen primer niimero de Betti nulo no
es un detalle poco importante. Si tenemos I' y I dos grupos de Bieberbach
de tipo diagonal con holonomia Z’z“ de dimensién n, tales que Mt y Mp: son
Sunada-isospectrales, entonces las variedades M x (S1)™ y Mr x (S1)™ son
nuevamente Sunada-isospectrales de dimension n + m. De todas maneras,
estas variedades tienen primer ntimero de Betti igual a m.

3. El Lema 8.19 asegura que cualquier variedad compacta plana con repre-
sentacién diagonal tiene todos sus coeficientes pares, tiene una estructura
compleja Kéhler. Usamos esto para probar que Mr tiene estructura Kéhler.
Ademads probamos que M no tiene dicha estructura, probando que las for-
mas F’-invariantes de grado 2 no generan toda el dlgebra de invariantes A},
lo cual contradice a tener una estructura Kahler.

4. Probamos facilmente este item, comprobando que los nimeros Py r y
Py pr de formas invariantes primitivas (formas que no pueden ser obtenidas
como productos exteriores de menor grado, ver Definicién 8.8) de grado 4
son distintos. De todas maneras esto sélo prueba el no isomorfismo como
Q-algebras graduadas.

5. El Corolario 8.10 asegura que el ntmero total de formas invariantes
primitivas Zp P, es un invariante. Ademds, la Proposicién 8.14 calcula
diversos casos de P,, y ocurre que los tnicos términos posibles distintos
para dos variedades Sunada-isospectrales son Py, ..., P;y1. En particular,
para probar el no isomorfismo entre las dlgebras, es suficiente probar que
Pip # Pyp para k = 3, Purp + Psp # Pyp + P para k = 4,y
Pyp+ Psp+ Psp # Py + Ps g + Ps pr para k = 5.

En el Capitulo 9 nos concentramos en mostrar ejemplos de variedades
fuertemente isospectrales con anillos de cohomologia no isomorfos como alge-
bras abstractas. En la Seccién 9.1 desarrollamos un algoritmo que permite
clasificar, para k y n fijos, todos las representaciones diagonales de Zé de
dimensién n, agrupados con respecto a la clase de casi-conjugacion. Es-
to permite construir en la mayorfa de los casos (creemos que siempre, ver
Pregunta Abierta 9.3) variedades Sunada-isospectrales con anillos de coho-
mologia no isomorfos pues los grupos puntuales son casi-conjugados y no
conjugados en O(n). Numerosos ejemplos fueron encontrados con ayuda de
la computadora, algunos de ellos incluidos en las Tablas 9.1, 9.2 y 9.3.

Finalmente, en la Seccién 9.2 mostramos algunos ejemplos construidos a
partir de los resultados encontrados por el algoritmo. En particular, el Ejem-
plo 9.6 muestra 8 variedades compactas planas diagonales con holonomfa Z3
de dimensién 24, con anillos de cohomologia no isomorfos de a pares, tenien-
do cuatro de ellas una estructura compleja Kéhler y las otra no.

Estos resultados son parte del trabajo [LMR], en el cual trabajé conjun-
tamente con los Profesores Roberto Miatello y Juan Pablo Rossetti, ambos
pertenecientes a la FaMAF, Universidad Nacional de Cérdoba.






Parte 1

Representaciones por formas
hermiticas






CAPITULO 1

Notacion y definiciones basicas

Denotaremos por Z, Q, R, C y H, respectivamente, al anillo de enteros
racionales, al cuerpo de los niimeros racionales, reales, complejos y al dlgebra
de division real de cuaterniones. Sea F = R, C o H. En H tomaremos la R-
base canénica {1,1,j,k} yw =a+bi+c¢j+dk — @0 = a—bi —¢j — dk su
conjugacion canénica. Denotaremos @Q,, al cuerpo de los niimeros p-ddicos y
Zy, a sus enteros.

Para R un anillo asociativo con unidad, denotaremos M(m X n; R) al
conjunto de todas las matrices m x n con coeficientes en R y abreviaremos
M(m xm; R) por M(m; R). Escribiremos R™ haciendo referencia al conjunto
M(m x 1; R) con la estructura de R-médulo a derecha.

Llamaremos grupo general lineal, GL(m,TF), al conjunto de matrices in-
versibles en M(m;F). Podemos pensar a F" como un R-espacio vectorial
de dimensién rm, donde r = dimg(F). Luego, GL(m,F) coincide con las
R-transformaciones lineales g : F™ — F™ con detg(g) # 0, que también son
F-lineales, i.e. que conmutan con la accién escalar a derecha de F. El grupo
especial lineal, SL(m,F), es el grupo derivado de GL(m,F). Cuando F es
conmutativo (F = R o C), SL(m,F) coincide con las matrices en M(m;[F)
de determinante 1.

1.1. Formas F-hermiticas

Diremos que una matriz @ € M(m;F) es hermitica si Q* = @, donde
Q* = @t. Denotaremos, para z,y € F™ y g € M(m x n;F),

Q(z,y) = y'Qzel,
Qlg] = 9"Qg € M(n;F).

La funcién de F™ x F™ — F dada por (z,y) — Q(z,y), es lineal en
la primera variable, conjugada-lineal en la segunda, y satisface Q(y,x) =
Q(z,y). A una funcién de F™ — R del tipo = — Q[z], la llamaremos forma
F-hermitica; en particular, si F = R, C, H, entonces sera forma cuadrdtica,
forma hermitica compleja o forma hermitica cuaternidnica segun correspon-
da.

A una forma F-hermitica dada por @, la llamaremos no degenerada si
Q es inversible, y definida positiva si Q[x] > 0 para todo = € F".

Una forma hermitica @) no degenerada define el Q-grupo unitario U(Q, F)
y el Q-grupo especial unitario SU(Q,F), como

(1.1) U(Q,F) = {ge€ GL(m,F):Q[gx] =Q[z] Vze F”‘H}
= {9 € GL(m,F): Q[g] = Q},
(1.2)  SU(Q,F) = U(Q,F)NSL(m,TF).

15
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Esta notacién es muy similar a la adoptada en [Wo].

Si @ = I, la matriz identidad m x m, el Q-grupo unitario U(Q,T)
coincide con el grupo ortogonal O(m), el grupo unitario U(m) y el grupo
simpléctico unitario Sp(m), segin que F = R, C,H. El hecho es similar con
los grupos especiales correspondientes. En general no usaremos la notacién

clasica O(m),SO(m), ..., pues pretendemos trabajar con F arbitrario.

SiQ = I, = I _Iq) con p+q =my pg > 0, los Q-grupos uni-

tarios para F = R, C, H, corresponden a los grupos (indefinidos) ortogonales
O(p, q), unitarios U(p, ¢) y simpléctico unitarios Sp(p, ¢q), de signatura (p, q).

En general, si () es una forma no degenerada, entonces U(Q,F) es conju-
gado a U(I,,,F) si y sélo si Q o —@Q es definida positiva. En caso contrario,
existen tnicos p > ¢ > 0 con p + ¢ = m, tales que U(Q,TF) es conjugado a
U(Ipq, F).

1.2. Formas O-hermiticas

Consideraremos Q-subdélgebras K de F tales que dimg(K) = dimg(F)
y K ®g R = F. Un Z-orden (o simplemente un orden) de una Q-élgebra
K, es un subanillo que contiene a 1, es finitamente generado, y contiene a
una Q-base de K. Se sabe que todo orden en K esta contenido en un orden
maximal. Fijaremos O un orden maximal de K.

OBSERVACION 1.1. En el caso F = R se cumple que K = Qy O = Z.
Si F = C, K es necesariamente una extension cuadratica imaginaria de
Q. Mas precisamente, existe un tnico D € N libre de cuadrados tal que
K = Q(v/—D). En este caso, nuevamente existe un tinico orden maximal
el cual es O = Z[w], donde w = V=D si D # 3mé6d 4 o w = @ si
D =3 mdd 4.

El caso F = H no es tan simple como los anteriores. El algebra K
resulta ser un algebra de cuaterniones sobre Q. Luego, K es generado por
dos elementos a y 3 tales que o = —fBay a®> = —a, 32> = —b,cona y b

numeros racionales positivos.

A diferencia que en los casos donde K era un cuerpo de nimeros, exis-
ten mas de un orden maximal. Por ejemplo, si O es un orden maximal en
K, entonces uOQu~! también lo es para todo u € K*. Como ejemplo, es
conveniente pensar en los enteros de Hurwitz, dados por

{a+bi+cj+dkeH:abc,d€Z 6 abe,deZ+ 3}
Buenas referencias son [MR] y [Kr].

En este trabajo consideraremos formas hermiticas no degeneradas ) en
M(m; O). Notemos que Q[z] € O y Q[z] = Q[z] para todo x € O™, por lo
tanto

QzleZ YzeO™.

DEFINICION 1.2. Sea @ € M(m;O) hermitica no degenerada. Diremos
que la forma @Q representa a £ € 7 si existe x € O™ tal que Q[x] = ¢. Més
generalmente, diremos que la forma Q representa a la forma L € M(n;O)
(con n < m) si existe X € M(m x n; O) tal que Q[X]| = L.



CAP{TULO 2

Representaciones de enteros negativos por formas
hermiticas de signatura (n,1)

En este capitulo consideraremos matrices en M(n + 1;F) hermiticas no
degeneradas de signatura (n, 1), de la forma

(2.1) Q = diag(A, —b) = (A _b> ,

donde b € Ny A € M(n; Q) es una matriz hermitica definida positiva. Para
¢ € 7, estamos interesados en los elementos que representan a £ por () segun
la Definicién 1.2, es decir, los vectores z € O™ tales que Q[z] = /.

Para ¢ € Z definimos

(2.2) R(Q,0) = {xecO0"™:Qz] =1}

Como la forma @ es indefinida, el conjunto R(Q,¥) es vacio o tiene una
cantidad infinita de elementos. Como nuestra intencién es contar el nimero
de soluciones, nos restringiremos a un subespacio compacto. Para t > 0
definimos

(2.3) Ri(Q,0) = {zeR(Q,0) : [wnga| <t}
Tt(Q>£) #Rt<Q7€)

El objetivo en este capitulo es dar una formula asintdtica
de r(Q,—¢) para t — oo, donde £ € N y Q representa a
—L.

La herramienta principal a usar sera el teorema de puntos reticulares de
Bruggeman, Miatello y Wallach ([BMW]). Para esto primero necesitamos
crear un contexto apropiado, en el que sea equivalente contar soluciones
de nuestra ecuacion con contar puntos reticulares. Los espacios geométri-
cos seran los hiperbdlicos, tanto reales, complejos y cuaterniénicos, usando
el modelo de Klein. Luego de aplicar el teorema de puntos reticulares de
[BMW], tendremos que “limpiar” la férmula resultante usando resultados
de la teoria analitica de formas cuadraticas.

En cada una de las siguientes secciones iremos introduciendo nuevos
conceptos y resultados provenientes de areas como la geometria, andlisis,
teoria analitica y aritmética de numeros, etc. Al final de cada una de las
secciones formularemos un teorema que aplica las nociones introducidas, con
el objeto de deducir una férmula para r4(Q, —¢). A medida que avancemos
iremos perdiendo generalidad, tal como restringir el cuerpo F a los niimero
reales, por la inexistencia de resultados generales en todas las dreas.

17
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2.1. Espacios hiperbdélicos n-dimensionales

Los espacios simétricos Riemannianos de rango real 1 y curvatura nega-
tiva son los espacios hiperbolicos Hg, donde F es R, C, H, o los nimeros de
Cayley O para n = 2. Este dltimo caso no lo tendremos en cuenta. Existen
varios modelos para $, por ejemplo los conocidos modelos de Poincaré del
semiplano y semiespacio superior para f)ﬁ y .‘r')%.

Para introducir nuestro modelo, denotaremos PF" ™! = (F*+1 <\ {0})/F*,
el espacio proyectivo n-dimensional sobre F, y para x € F**1 < {0}, [z] de-
notara el elemento correspondiente en PF"*!. Esta notacién no debe con-
fundirse con Q[z] = z*Qx segun la Seccién 1.1.

DEFINICION 2.1. El Q-modelo de Klein de i, estd determinado por

(2.5) HE(Q) = {[z] e PF""! . 2 e F"™! y Qz] < 0},

con la distancia entre dos puntos [z], [y] € Hi(Q) dada por

(26) cosh (), ) = LD
Q[]2]Q[yl|2

Para més detalles, como la descripcién del elemento de linea ds?, ver
[Mo, §19], o [EGM1, §1.5] para el caso n = 3.

El grupo U(Q,F) definido en (1.1) actia en Hg(Q) de la siguiente man-
era: si g € U(Q,TF),

Hy(Q) — HR(Q),
[z] — g([]) = [g2].

Por (2.6), la accién resulta ser una isometria. Mas ain, las siguientes suce-
siones son exactas:

{1} — Z(U(Q.,F)) — U(Q,F) — Iso(Hg(Q)) — {1},
{1} — Z(SU(Q.F)) — SU(Q,F) — Iso*(HE(Q)) — {1}.
Sea €nt+1 = (07 ) 0’ 1)t € ]Fn+1' Luego, [€n+1] € H%(Q) pues Q[€n+1] =
—b < 0. La estructura de espacio simétrico de Hg(Q) puede verse como

U(Qv F) lent1] \U<Q7 F)7

donde U(Q, F),.,] denota el subgrupo de U(Q,F) estabilizado por [e,1].

Maés precisamente,
U(QaF)[enH] = {( 9 c > g0 € U(A,F), [c] = 1}
~U(A,F) x U(1,F).
Consideremos I' = U(Q,F)NM(n+1; O), el cual es un subgrupo discreto
de U(Q,F).

A partir de ahora comenzaremos a aplicar lo introducido en esta seccién
a nuestro problema. Por el momento consideremos ¢ € Z arbitrario. Sig € T’
y * € R(Q, ), entonces gr € R(Q,!), ya que gr € O"Hl y

Qlgz] = 279" Qgr = v*Qur = Q[z] = £,

Luego, el grupo I' actia por multiplicacién a izquierda en R(Q, ¢).
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LEMA 2.2. El conjunto R(Q,¥) tiene una cantidad finita de T'-drbitas.

DEMOSTRACION. Resulta como una aplicacién del Teorema 6.9 de [ BHC],
el cual dice lo siguiente.

TEOREMA 2.3 (Borel y Harish-Chandra). Sea G un grupo algebraico
reductivo definido sobre Q, m : G — GL(V) una representacion racional
definida sobre Q, L un lattice en Vg invariante por Gz, y X una drbita
cerrada de G. Entonces X N L consiste de un numero finito de drbitas de

Gz.

Para nuestro caso tomemos G = U(Q,F) y V = R+ donde 0 =
dimg F. Consideremos la inclusién F*t! < V inducida por la inclusién
canénica de F < RY, y la estructura racional Vg de V tal que la imagen L
de O es un lattice en V. Sea 7 : G — GL(V) la inclusién canénica y X
la imagen del conjunto {z € F*"™! : Q[z] = ¢} en V. Entonces se cumplen
todas las hipétesis, por lo tanto X N L tiene un numero finito de érbitas

de Gz =T, lo cual prueba el lema pues X N L corresponde a R(Q, ) en
Fn-i—l‘ O

A partir de ahora fijemos ¢ € N tal que la forma () representa a —¢. Sea F'
un conjunto de representantes de las (finitas) [-érbitas de R(Q, —¢). Luego,
para cada x € R(Q, /) existen y € F'y g € I tales que gy = x. Notemos

que [z], [y] € HE(Q) pues Qz] = Qly] = —¢ < 0y que g([y]) = [gy] = [z].
Esto implica

‘Q(enﬂ,x)‘ e pl/2
Qlewnl 2 1QRI2 ~ A2

(2.7) coshd([ent1], 9([y])) =

donde z = (x1,...,zn41)t € O™,
Fijemos t > 0 y tomemos r > 0 tal que cosh(r) = ¢~2b2t. La ecuacién
(2.7) nos dice que
wppal <t = d(len] g(ly]) <7
lo que implica que

Ri(@.—0) = | J {9y : 9 €T, d(lensi) () <7}

yeF

Para y € O™ sea Ty = {g € T': gy = y} el estabilizador de y en I'. Ahora
estamos en condiciones de formular el teorema principal de esta seccién sobre
el cardinal de este conjunto.

TEOREMA 2.4. Sea Q € M(n+ 1;O) hermitica de signatura (n,1) de la
forma (2.1), y seant > 0 y £ € N tal que Q representa a —{. El nimero

ri(Q, =) de elementos x € O™ tales que Qlx] = —{ y |vpy1| <t estd dado
por
(28) (@ -0 =) [Tyl {g €T d(lensi).g(lv)) <7}

yeF

donde r = arccosh(ﬁféb%t).
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2.2. Teorema de puntos reticulares

El objetivo en esta seccién es introducir los teoremas de puntos reticu-
lares que luego aplicaremos a la férmula (2.8). Para A subgrupo discreto de
Iso™ (HE(Q)) de covolumen finito, estos teoremas dan férmulas asintéticas
de

(2.9) N([z], [yl ) = #{g € A= d([z], 9([y])) <7},

para r — oo. Primero necesitamos introducir cierta notacion. Sea
—A: CF(A\HE(Q)) — L*(A\HR(Q))

el Laplaciano sobre Hg(Q). Identificaremos —A con el elemento de Casimir
de SU(Q,F)p, la componente conexa de SU(Q,F). Sean 0 < A} < -+ <
AN (N > 0) los autovalores excepcionales (contados con multiplicidad)
del operador de Casimir con correspondientes autofunciones ortonormales
Y1, ..., pnN. Denotamos por 2p a la suma de las raices positivas del grupo de
Lie SU(Q, F)g, més precisamente, p = (n —1)/2,n,2n+ 1 para F =R, C, H
respectivamente. Definimos

(2.10) vi =1/p* —A\j

lo que implica 0 < vy < vy_1 < -+ < v; < p. Sea ¢(v) la c-funcién
de Harish-Chandra y ¢ = Vol(K/M) donde K es el subgrupo compacto
maximal de SU(Q,F) y M es el centralizador de A en K, donde SU(Q,F) =
NAK es una descomposicion de Iwasawa. En el caso real, tenemos que ¢ =
Vol(§"~1) = 27™/2 /T(n/2), donde S"~! denota la esfera (n— 1)-dimensional
de radio 1 y I'(+) la funcién Gama.

El siguiente teorema trata el caso Hy, y fue probado en [LP] por P. Lax y
R. Phillips en 1982 y mejorado el término del error en [Le] por B. M. Levitan
en 1987.

TEOREMA 2.5 (Lax y Phillips [LP]; Levitan [Le]). Asumiendo la nota-
cion de arriba, para F =R resulta

2~ (=D Vol (§7~1)

e(n—l)r
(n — 1)Vol(A\HZ(Q)) "

(2.11)  N([zl, [yl;r) =

N

n1 L'(v;) | A
r S oy PR

n—1 ) 1
5 +l/])r L0 (em:T-l) ’

cuando r — oo (notar que aqui T' corresponde a la funcion Gama).

En el ano 1999, Bruggeman, Miatello y Wallach, en [BMW], generali-
zaron el teorema anterior a todos los espacios simétricos de rango real uno.

TEOREMA 2.6 (Bruggeman, Miatello y Wallach [BMW]). Asumiendo
la notacion de arriba, para F =R, C o H, resulta

2-(n=1) ¢
2pV01(A\H" Q))

21 nCZ + p J 80]([y]) e(P‘H/j)T‘ 4 9] (eT(QanH_FE)) ’
vy

(2.12)  N([zl, [yl;ir) = e+
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cuando r — 00, para todo € > 0.

Los términos principales en las férmulas (2.11) y (2.12) coinciden cuando
F =R, tal como se muestra en [ BMW, Remark 4.2]. M&s atin, en el término
del error la tnica diferencia es la letra € en (2.12) que no estd en (2.11).

En [BMW, Remark 4.2(iii)] explica que (2.12) es invariante por difer-
entes multiplos positivos de la métrica Riemanniana.

Son inttiles debido al error los términos de la suma sobre j en (2.11)

tales que
n—1+ < n—1 — <(n—1)2
vi<n v, < —— .
2 T n41 7= 2(n+1)

Lo mismo ocurre con los términos en (2.12) tales que

fui< 2 — v < n-1
V; V; .
PrVis P ISP

Nuestra intencién es abreviar estas férmulas, permitiendo que el error crezca
hasta el punto en que sélo quede el término principal. Sea 7 definido como

n—1 (n—1)2
i >— vy F=R
- -1
(213) 7 = {,44 sin>pt_ " y F=C,H,
n+1
2p +e€ en caso contrario,
n+1

donde ¢ es cero si F = R o cualquier valor positivo si F = C,H. Cuando
decimos “en caso contrario” incluye el caso en que v; no exista, es decir, no
haya autovalores excepcionales. Abreviaremos 7 en lugar de 77 cuando no
haya lugar a confusién.

Luego, las férmulas (2.11) y (2.12) se reducen a
el N 200C oy o)

. x|, lyl;r) = e e,
29 Vol(A\HE(Q))

Podemos ver en (2.13) que el error en (2.14) depende del primer autovalor
no nulo de A. No existen muchas acotaciones inferiores de A;, y las que
existen son para el caso real. El siguiente teorema fue probado por J. Cogdell,
J.-S. Li, I. Piatetski-Shapiro y P. Sarnak en [CLPS], e independientemente
por J. Elstrodt, F. Grunewald y J. Mennicke en [EGMZ2].

TEOREMA 2.7. Sea @ dada por (2.1) con F = R. El primer autovalor
no nulo de —A sobre I'\HE cumple
2n —3

4 )

A1 >

para todo n > 2.

Existen muchos resultados para el caso real de dimension dos, pero
nosotros no los usaremos en este trabajo ya que nuestros resultados valen
para n > 3.
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OBSERVACION 2.8. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, aplicindolo
a (2.10), tenemos que

_ n—1\%2 2n-3 n-2
1% — = .
1= 2 4 2

Maés aun, en el pero de los casos, si v = "7_2, tenemos que v; cumple con
la condicién de (2.13) para todo n > 3, lo cual implica que (2.14) vale para
T=n-—3/2.

Ahora procedemos a aplicar lo visto en la seccién hasta ahora, con el
objetivo de precisar una férmula para r(Q,—¢), esto es, aplicar (2.14) a
(2.8). Sea I'y = SU(Q,F)o N M(n + 1;0). Denotemos por k = kg a la
cantidad finita de I'g-coclases de I'. Tomemos {g1,...,gx} un conjunto de
representantes de I'/T'g. Luego, (2.14) aplicada al par de puntos [en4+1] ¥y

9i([y]) = lg;y], nos dice que
2-(n=1)¢

Sumando en 1 < j < k, sabiendo que Vol(I'0\Hg(Q)) = «Vol(I'\HE(Q)),
resulta que

62p1" +0 (61"7-) .

} 2-(n=1)¢
~ 2pVol(T\HE(Q))
Aplicando esta 1ltima ecuacién a (2.8), resulta

2—(n—1)< — T T
(2.15) r(Q, —0) = 29 Vol(T\F(Q)) (;‘Fy’ 1) e 40 ().

#{g €T+ d([ensa], g(ly) <7 e+ 0 ().

Dado que e" ~ 2 cosh(r) = 2 bY/20=1/2¢, podemos reemplazar el error actual
por O(t7). Més atin, tenemos que e’ = 22°bP0~Pt?’ + O(t"), y como el
término que acompaiia a e?’” en el lado derecho de (2.15) no depende de ¢,
resulta que también podemos reemplazar e?’” por 22PbP¢~Pt?P. Esto prueba
el siguiente teorema.

TEOREMA 2.9. Sea @ € M(n+ 1;O) hermitica de signatura (n,1) de la
forma (2.1), y seant > 0 y £ € N tal que Q representa a —{. El nimero
r+(Q, —¢) de elementos x € O™ tales que Q[z] = —L y |wp11| < t, estd dado
por

22p—(n=1) pr¢

(2.16) r(Q, 1) = 29 07 Vol (T\HE(Q)) (Z |I‘y|—1) 2 +0 (1),

yeF

3

donde T estd dado por (2.13). En el caso F =R yn > 2, vale para 7 = n—73.

2.3. Masa de la representaciéon

El término ) ITy|~! en (2.16) es llamado la masa de la representacion
Q[z] = —£. Calcular este nimero es el objetivo de esta seccién. Lamentable-
mente nos tendremos que restringir al caso F = R por no tener conocimientos
de la existencia de trabajos analogos al de Siegel en los casos hermiticos.
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Nuestra referencia principal serd [Si2, Ch. IV] de C. L. Siegel, la cual
desarrolla la teoria de representaciones de enteros por formas cuadraticas
enteras indefinidas, generalizando el niimero de representaciones de una for-
ma cuadratica entera definida positiva a la medida del grupo de unidades de
r.

Escogemos v € R" y R € M((n+ 1) x n;R) tales que la matriz

—{ v
w=(i &)

tiene signatura (n,1). Para y € R*™! tal que Q[y] = —¢, denotemos por
U(Q,R), al subgrupo de elementos U € U(Q,R) tal que Uy = y. Notemos
que el estabilizador dey en ' es 'y, = U(Q, R),NGL(n+1,Z). Consideremos
las superficies

SQ,W) = {XeMn+L;R): Q[X] =W},
SHQWy) = {X=(@|Y)eMn+LR): Q[X]=W}
El grupo U(Q,R) actia por multiplicacién a izquierda sobre S(Q,W), al
igual que el grupo U(Q, R), sobre S*(Q, W, y). Tomamos un elemento de vo-
lumen dw en §(Q, W) tal que ‘det(WQil) 172 44 es invariante por U(Q,R).

Analogamente tomamos dw* en S*(Q, W, y), donde ’det(WQ‘l)’1/2 dw* es
invariante por U(Q, R), (ver la primera pagina de [Sil] o [Si2, Ch IV §5,56]).

Siegel, en [Sil], define la medida de la representacion de —¢ € Z por Q
como

(2.17) #Q,—) = ‘%&Nﬁﬁﬁf”

Llamemos A4(Q, —¢) (¢ € N) al nimero de soluciones enteras, incon-
gruentes médulo ¢, de la ecuacién Q[x] = —¢ mdéd ¢; més precisamente

A (Q,—0) = #{x € 2" méd q: Q[z] = —¢ méd q}.

Para un nimero primo positivo p, definimos la densidad p-ddica local de la
representacion de —¢ por (), como

(2.18) 5p(Q, —¢) = lim

donde j recorre los niimeros naturales.
El siguiente teorema es llamado la férmula de la masa (o peso) de Siegel
(ver [Sil, Theorem 1]).

TEOREMA 2.10. Sin > 3 entonces

(2.19) w@, =) =[] 6(Q,-0),

donde p recorre el conjunto de los numero primos.

Ahora comenzaremos a aplicar esta teoria a nuestro trabajo, asumiendo

que n > 3. Necesitamos obtener a partir del Teorema 2.10 el valor del
7 . 1
término 3 [Tyl
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Por [Si2, Ch IV, Thm 7] resulta

Vol(I'\HZ(Q ﬁ mi/2
| det Q|(n+1)/ I'(j/2)

Sea F(y) un dominio fundamental de la accién de I'y sobre S*(Q, W, y).
Por definicién

(2.20) Vol(D\S(Q, W) =

det W | /2
Vol(T,\S*(Q, W, y)) = / dw™,
pero la medida sobre $*(Q, W, y) es I'y-invariante, por lo que
1 |det W |2
Vol(TL\S*(Q,W,y)) = — | —— / dw*.
( y\ ( )) |1—\y’ detQ S*(QyWyy)

El Teorema 6 de [Si2] nos dice que
wil2

L'(/2)

/ dw* = |det Q|2 ¢~ (=D/2 | det W |~ /2 H
S4(Q.W)

]:

De esta forma, tenemos que

1
(2 21) VOI( y\S (Q W, y)) ‘F | \det Q| (n+1)/2 p(n—-1)/ 1:[ ]/2)

Reemplazando (2.20) y (2.21) dentro de (2.17), obtenemos que

,—0) = r,| .
HQ =0 s Vol(F\H" ;' o

Ahora podemos obtener una férmula para el término > ITy|~. Reem-
plazandolo en (2.16), recordando que el caso real tenemos que 2p =n —1y
¢ = Vol(I"\HE(Q)), obtenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 2.11. Sea Q € M(n+ 1;Z) simétrica de signatura (n,1) de la
forma (2.1) conn >3, y seant >0 y £ € N tal que Q representa a —{. El
nimero r4(Q, —f) de elementos v € Z"! tales que Q[x] = —{ y |xni1| < t,
estd dado por

(2.22)  7(Q,—0) = Z(ffnl (Ha ) "o,

donde T estd dado por (2.13). Ademds (2.22) también vale para T =n — 3.

Vemos que este resultado coincide con [RT, Theorem 3] para el caso
particular de F =Ry Q = I,1 (. b= 1), para n > 3. Ellos siguieron traba-
jando con esta férmula, calculando explicitamente el término [[ 0p(In,1, —£)
en su caso particular, escribiéndolo de una manera elegante usando Semes
L de Dirichlet. En nuestro caso, debido a la generalidad de la forma @),
daremos sélo un método para calcular cada término §,(Q, —¢), y veremos
algunos ejemplos.
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2.4. Densidades locales

En esta seccién pretendemos calcular explicitamente d,(Q, —¢), la densi-
dad p-adica local dada por (2.18), incluido en la férmula del Teorema 2.11,
y asi terminar de dar una férmula explicita para r4(Q, —¢) en el caso F = R.
Para esto haremos uso del trabajo [Ya] de T. Yang, que calcula estos térmi-
nos.

Asumiremos que para cada p primo, la matriz p~1@Q no es entera, esto
es, que p~'Q[z] no siempre es entero para x € Z"*!. Escribamos —¢ = ap®
con a € Ny y a € Z no divisible por p.

Recordemos que Q, y Z, denotan al cuerpo y a los enteros p-adicos
respectivamente. Ademés, (%) denotard el simbolo de Hilbert.

2.4.1. Caso p > 2. Podemos asumir que la matriz @) es Z,-equivalente
a una matriz de la forma

(2.23) diag(e1p", ..., enp1p™ )

tales que €; sean coprimos a py que 0 =11 <lp < --- < [,41. Para cada
k > 0, consideraremos

H(k) = {1<i<n+1:l;—k<0 esimpar},
h(k) = #H(k),

dp = k+3> (lLi—k),

i<k
_1\ [M(R)/2] e
=G LG
p 1€H (k) p
1 .
—= si h(k) es par,
_ p
fo = a\ 1
() si h(k) es impar.
P/ VP

Ahora estamos en condiciones de enunciar el Teorema que usaremos en
esta seccion. Este es una adaptacién a nuestro caso de [Ya, Thm. 3.1].

TEOREMA 2.12 (Yang [Ya]). Bajo la notacion introducida recién, tene-
mos

(224)  5Q -0 =1+0—p) Y o p™ + vastfarr pPH.

0<k<a
h(k) es par

2.4.2. Caso p = 2. Por [Ca, Lemma 8.4.1], una matriz simétrica no
singular .S sobre Q2 es Zs-equivalente a una matriz de la forma

512l1 M 0 l N 1 l
(2.25) ( )@(@sﬂmi (1 3))@ P2 (1 %) ,
e 2L i=1 2 j=1 2

donde ¢y, €}, €] € Z3, lp,m; y n; son todos enteros. Tal como supusimos
al comenzar la seccién, es necesario que el menor entero de I, m; y n; sea
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cero. Notemos que L+ 2M 4+ 2N = n+ 1. La forma cuadratica inducida por
(2.25) es

L M N
Iy .2 / ; " L 2 2
Qla] = en2mah + ) el2™yinyia + Y )27 (231 + zj1zj2 + 20),
h=1 i=1 j=1

para
T = (T1ye oo s BL YL Y12y - - - s YM,L YM,25 21,15 21,25 - - - 5 2N,15 2N,2)" € ZiHT
Para cada k& > 0, consideraremos
H(k) = {1<h<L:l—k<0esimpar},
h(k) = #H(k),

pro= (~pFe
e) = [ en
heH (k—1)
de = k+3 ) (h—k+D)+ D> (mi—k)+ ) (nj—k),
Ih<k—1 m; <k n]-<k
{0 silp, =k — 1 para algun h,
e = .
1 caso contrario,

e = a2a—k+3_ Z En
Ih<k—1

<2> ) (2,x)2 siz e,

T 0 caso contrario,

1 es el cardcter ‘candnico’ r +— e~ 2mA(@) de Q2, donde A : Q2 — Q3/Zy —
Q/Z, y xc es la funcién caracteristica del conjunto C.

Con esta notacion podemos enunciar el siguiente teorema, que es una
adaptacion a nuestro caso de [Ya, Thm. 4.1].

Adems4s se tiene

TEOREMA 2.13 (Yang [Yal]). Bajo la notacion introducida recién, tene-
mos

(226) 52(@, —f) =1+ z VP <Mk:(k)> 2dk—3/2

0<k<a+3
h(k—1) es impar

+ ) <5(2k:)> 2%~y (%) X4z (K-

0<k<a+3
h(k—1) es par
2.4.3. Aplicacion. Estamos en condiciones de resumir lo visto en esta
seccién.

TEOREMA 2.14. Sea @ € M(n;Z) simétrica de signatura (n,1) de la
forma (2.1) con n > 3 tal que p~1Q no es entera para todo p primo, y sean
t>0vy/leN tal que Q representa a —¢. El nimero r4(Q, —f) de elementos
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x € Z"! tales que Qlx] = —L y |xpy1| < t, estd dado por
bz Vol Sn=t) n—1 T
(227)  n(Q,—0) = T <H5 ) o),

donde 7 estd dado por (2.13) y 6,(Q, —¥) estd dado por (2.24) y (2.26) segin

. y _ 3
corresponda. Ademds (2.27) también vale para T =n — 3.

2.5. Ejemplos
En esta ultima seccion aplicaremos nuestras férmulas a ejemplos con-
cretos. Comenzaremos con la forma cuadrética Lorentziana Iy, 1, la cual fue
estudiada en [RT]. Veremos que nuestros resultados coinciden con estos, y

ademas trabajaremos con otras formas cuadraticas con s6lo un poco mas de
trabajo.

2.5.1. Forma Lorentziana. Tomemos

(2.28) Q=TI = (% _1> .

En este caso tenemos que b = 1 en (2.27). El inico término que no conocemos
es el producto de las densidades p-adicas locales. Comencemos a calcular la
p-densidad local para p > 2.

Supongamos que p es un primo impar. Aqui, segun (2.23), tenemos que
g; =1paratodo 1 <i<mn,ent1 =—1yl; =0 para todo i. Luego tenemos
que

H(k) = {[[1,71—1—1]] s%kes impar, v h(k) = {n—i—l s%kes impar,
0 si k es par, 0 si k es par,
Esto implica que
1—n 1 si k es par,

d, = koy wv= (2441
2 (%) ? si k es impar.

Para simplificar la férmula (2.24), debemos separar en casos dependiendo
la paridad de n. Usemos la siguiente notacién, recordando que —¢ = ap?®,
con o'y p coprimos:

(—1)(n=1)/2 . : : .
<ﬁ) S1 7 €s unpar, {p_((”_l)/Q) si n es impar,

o= e i
(M p~ (1) si n es par.

n ) si n es par,

Sea n impar. Se prueba que p%* = r* y v, = o* para todo k. Notemos
que h(k) es par para todo k, asi f, = —1/p, y por (2.24) tenemos que

gatla+l
(2.29) Op(In1, —0) = (14+p~ Z o —
a 1 a+1
= Z(ar)k - - Z(ar)k
k=0 P

~ (or)rtt—1 LT
N or—1 p )
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Sea n par. Se prueba que p% = r% y que

1 si k es par,
n+1

v = =
(%) si k es impar.

En este caso vale que h(k) es par si y sélo si k es par. Luego (2.24) implica
que

_ k atl
Sp(Ina, =€) = 1+(1+p7) Z 72 + Vgq1 fap1r 2.
0<k<a
k par
Pero se puede comprobar que
a+1 . .
atl —rz /p si a es impar,
va-ﬁ-lfa—‘,—l,r 2 = atl 1/2 .
or 2 /p si a es par.
Entonces, si a es impar tenemos que
a—1
2
_ i atl
(2.30) Sp(Ing,—0) = 1+ 1+p )Y r—r"2/p
j=1
a—1 a+1
2 2
— Y- 15,
§=0 P54
| ( 7‘)
— 1——
r—1 P
a+1
rz —1 _
= —1 ( —-D n) )
y si a es par tenemos que
% . g a+1
(2.31)  Gp(Ina,—0) = 1+ (1+p ) 1+ —r2
j=1 p?
a %71 1 % 1 a+1
= r24+ >y r—- ZT]—O']ﬂTT
— P —
7=0 7j=1
o 7rE—1 1<r3—1 1a+1>
= r2 4+ —— | r —opzr 2
r—1 P r—1
2 -1 .
— r <1 _ T) + r§ 1 + il T,%
r—1 p p§
rz —1

= (1—p7")+r% <1+0p%n).

Estas densidades ya habian sido calculadas por Siegel (ver [RT, Lemma 11]).

Ahora calculemos 62(1y, 1, —¢). Aqui, segtn (2.25), tenemos que L = n+1,
M=N=0,¢g;,=1paratodo 1 <i<n, eys1 = —1, y ; =0 para todo 1.
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En este caso tenemos que

H(k) = [1,n+1] S? k es impar, h(k) = n+1 S% k es impar,
0 si k es par, 0 si k es par,

1 si k=1, 1 si k es impar,
di = {  (k=D(n+D) e(k) = { .
2

k sik>1, —1 sik es par,
_1 _JO sik=1,
Pe =2 ¥ TN sik >,

Supongamos que —¢ no es par. En este caso a = 0, y como ademas
v = 0, (2.26) implica que

3

B 2 p_ =Dt 3
(2.32) do(Ipy,—€) =1+ Z ((_1)k+1uk>2 : 2

k=2,
h(k—1) impar

2 _ (=D (n41) i3
() ) e

(k=1 (n—1) 1)(n D

1+ Z 2- U (B Xaz, (1) si n es impar,

3
+ Z
h(k

{ 2 3 491 ") (B2) xaz,(p3) sin es par.

Trabajemos con py, para seguir calculando (2.32).

—20—(n—1) sik=2,

— 93y (n—1)=
H (n=1) {—6—(71—1) si k=3,

por lo tanto

n—3
1 —1) 2
+(2)2 si k =2y n impar,
(2.33) X4z, (1K) =1 0 si k =3 y n impar,
14 (-1
— si k =3 y n par.

Reemplazando (2.33) en (2.32), notamos que solamente nos interesa el valor
de ¥ (p2/8) cuando n = 3 méd 4. Similarmente, 1)(u3/8) cuando n es par y
n+1=1mdd 4. No es dificil ver que
—2l—n+1
(=1)~ = sik=2yn=3mdd4,
(2.34) (pg) = { 1—(n+1)

(1)1 sik=3,nparyn+/¢=1mbd4.

Sélo resta calcular, cuando n es par, el valor de (_LM) = (2, —p2)2. Usando

por ejemplo el Teorema 1 del Capitulo III de [Se|, obtenemos rédpidamente
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que
-1 sin =0mdd 8,
(2.35) 2 )1 sin =2mdd 8,
‘ pe) 1 sin=4méd 8,
-1 sin =6 mdd 8.

2. REPRESENTACIONES DE ENTEROS POR FORMAS HERMITICAS

Finalmente, reemplazando en (2.32) los valores de (2.33), (2.34) y (2.35),

obtenemos que

(1 sin =1mdd 4,
14+ (=)~ 2" sin =3 méd 4,
n 1—(n+2) ) ,
(2.36) Sa(Tny,—0) = 1—272 —1—(—1)@ 11 e S?nEOmod 8,
’ 1+2724+(=1)" 1 2'""w,, sin=2mddS,
14273+ (-1)"F 22 "w,, sin=4méds,
(1-27% + (1) T 21w,y sin=6mods,
donde

1
Wnl = 0

sin+£¢=1mdbd 4,
sin+ £ %1 mdd 4.

Finalmente, para este caso donde ¢ es impar, el valor de d2(1y 1, —¢)
estd dado por la siguiente tabla.

1 3 5 7
0[1+2°2 42 1+2°2 1427z —2t-n 14272
1 1 1 1 1
2 1+2°2 1+275 —2l-n 1+2°2 14272 4217
3| 1-27"% 1427 1-27"% 1+27"7
4114272 =21 14272 14275 4 21-n 14272
5 1 1 1 1
6 1-27% 1-273 421-n 1-27% 1-275 —2l-n
7| 1427 1-927" 1+27"% 1—927"%

Aqui la primer fila indica £ méd 8 y la primer columna n méd 8. También
puede escribirse por la férmula

donde

§(n, _E) =

Maés aun, calculando de manera similar en el caso en que —

1 sin-+/{¢=1mdod 8,
sin—+/¢=5mdod 8,

-1

(2'37) 52(171,17 _5) =1+ 217771 sen ((71“4—25)77

4

0 en caso contrario.

) + 217 ¢(n, —0),

= 2 mdd 4,

i.e. —¢ es par pero no divisible por 4, (2.37) también vale. El caso en que
—/¢ es divisible por 4 sale de igual manera, aunque requiere mas cuentas
(ver [RT, Theorem 9]).

Ratcliffe y Tschantz fueron los primeros en calcular la 2-densidad local
para este caso particular de la forma cuadrética Lorentziana I, 1. Ademés
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escribieron en [RT, Theorem 12] el valor de [, 6,(In,1, —¢) de manera ex-
plicita, haciendo uso de series L de Dirichlet.

Finalmente, paran > 3, £ € Ny ¢ > 0, el ntimero 7¢(I,,1, —¢) de elemen-
tos & = (x1,...,2n41)" € Z"H! tales que
it tap—ang =~y |zenl <t

esta dado por

Vol(s™—1) i o3
(2.38)  rellng, ) = ——— <H5 >t +O(t 2)7

donde 9,(Q, —¢) con p > 0 estd dado por (2.29), (2.30) y (2.31) segun cor-
responda, y d2(Q, —¢) estd dado por (2.37) si £ no es multiplo de 4 o como
en [RT, Thm 9] si 4 divide a ¢.

Las Tablas I-V en [RT| muestran, para valores pequenos de /¢, calculos
numéricos de r¢(I 1, —¢) para varios numeros ¢ grandes, comparando al
mismo tiempo el valor de 7¢(I,,1, —¢)/t" ! con el coeficiente principal de

(2.38).

2.5.2. Forma J, = diag(l4, —q) con ¢ primo impar. En este ejem-
plo consideraremos la forma cuadratica dada por

1y
Jq_( —Q>’

donde ¢ es un nuimero primo positivo impar. Aqui tenemos quen =4, A = I
vy b=q.

Al igual que en el ejemplo de la forma Lorentziana, lo tinico que resta de
calcular es el producto de las densidades locales. Para simplificar el cédlculo
de la 2-densidad local, asumiremos que el nimero —/ es impar.

Sea p > 2 primo diferente de ¢. Escribamos —¢ = ap® con a y p
coprimos. Siguiendo (2.23) tenemos que €; = 1 paratodo 1 < j < 4,e5 = —q
y I; = 0 para todo j. Por esta razén, los elementos H (k), h(k), di, y fi quedan
igual que en el ejemplo de la Subseccién 2.5.1, y el inico que resulta diferente
es

1 si k es par,
vk = (—q> R
— si k es impar.
p
Trabajando de manera andloga como en el ejemplo anterior, obtenemos que
_3(a+1)
2 J—
(1 —p_4)p_371 si a es impar,
p=3 —
(2.39) 0p(Jyg, —1) = )
-5 _ 1 14 (=22 )p—2
(1 — _4) p 3 + < ”3Q>p si a es par.
p——1 Pz

Ahora calculemos d2(Jg, —¢). Recordemos que —/ es impar, por lo que
segiin lo tomado en la Subsecciéon 2.4.2; tenemos que a = 0y a = —/.
Ademas tenemos que L = 5, M = N =0, ¢; = 1 para todo 1 < i < 4,
€5 = —q, y l; = 0 para todo i. Nuevamente los valores de H(k), h(k), pg,
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di,, Yk, son los mismos que en el ejemplo anterior, con n = 4. Los elementos
diferentes son

1 si k es par

e(k) = { . . y pr = —23"F0— 44 ¢,
—q sik esimpar

para todo k > 1.
Luego, (2.26) y algunos simples cdlculos implican que

(2.40)  b2(Jy,—0) = 1+< qu2> _2+1/1( )X4ZQ(M3)2 3

L - (1)t DT gyst g
2

1+272 sig—¢=2 (mod 4),

= $1-22-23 §ig—¢=0 (mdd38),

1-2724273 sig—¢=4 (mdd 8).

Ahora supongamos p = ¢q. Nuevamente escribamos —¢ = «a¢%, con o'y
q coprimos. Segin (2.23) tenemos que €; = 1y I; = 0 para todo 1 < j < 4,
g5 = —1 y I5 = 1. Esto implica que

1,4 i i 1-—
H(k) = [1,4] ST k es impar, 4 = 3k7
{5}  sik es par, 2
4 sikoesi _q\ kL
h(k) = s% es impar, o= <> .
1 sik es par, q

Luego, por (2.24) tenemos que

\@ 1-3(a+1)
(241) 6(Jg,—0) =1+ (1—¢" Z ¢ (71) far1q4 2

k impar
[a 1
_1 a 1—3(a+1)
=1 + ( ) Jar1q 2
j= 0
1l—qglqg s -1
— 3a
14+ 4 4 + q_7_2 si a es par,
q q3-1
- (a+1)
1-— q_1 q_3 7 _ 1 l _ 3(a+1) . .
1+ —3 +{-]qg 2 sl a es impar.
q g~ -1 q

Finalmente obtenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.15. Sea J, = diag(ly, —q) € M(5;Z) con q un nimero primo
impar, £ € N impar y t > 0. El nimero r¢(Jy, —{) de elementos x € 7 tales
que Jqlz] = —C y |xs| < t, estd dado por

92 3/2
(2.42) re(Jg, —l) = q (Ha o > t3+o(t5/2),

donde 0p(Jq, —{) estd dado por (2.39), (2.40) o (2.41) segin corresponda.
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En el caso particular en que ¢ = 1, tenemos

(2.43) 1(Jg,—1) = 27T2§3/2 (1+ 2’2)(1 + q72) H (1 + (
P#2,q

33






CAPiTULO 3

Representaciones de formas hermiticas definidas
negativas de rango ¢ por I,, sobre F

En este capitulo consideraremos la matriz hermitica candnica no dege-
nerada de signatura (p, q), es decir

(3.1) I, = diag(I,, —1I,) = <IP - Iq) .

Asumiremos que p > ¢ > 0 y denotaremos n = p + q.

Para L € M(g; O) una matriz hermitica definida positiva, estamos in-
teresados en los elementos que representan a —L por I, ; segin la Definicién
1.2 (pag. 16), es decir, las matrices X € M(n x ¢; O) tales que

I, 4X]=—L.
Sea
(3.2) R(Ipg, —L) = {X eM(nxqO):1I,,X]=-L}.

Al igual que en el capitulo anterior, podemos notar que como la forma I, ,
es indefinida, el conjunto R(Ip 4, —L) es vacio o tiene una cantidad infinita
de elementos.

En este caso no daremos inmediatamente una condicion de pertenencia
(dependiente de un parametro ¢ > 0) a las soluciones X (ver (2.3)). Aqui no
hay una eleccién canénica y trataremos varios casos en la Seccién 3.3.

3.1. Espacios simétricos
Consideraremos los espacios simétricos
B = U(L,, F)/ (U F) x U(g; F)),

donde pqg > 0. Estos son cominmente llamados de Tiro BD I, Tipo A Il y
Tipo C II, para F = R, C, H respectivamente (ver [He, Chap. X, Table V]).
Para introducir el modelo que usaremos para este espacio denotaremos

BEY = {X € M(n x ¢;F) : Lg[X] = —I,}.
El grupo U(¢; F) = U(1,,F) actiia por derecha en ]§I({,p’q) pues si h € U(g; F)
yX € E]%p’q), entonces
Ipg[Xh] = "X Ip g Xh = h*(=Ij)h = —I[h] = — 1.
Al espacio de coclases lo denotaremos como
(33) B — BP9 /U(g; F).
Para X € E](FP’Q), denotemos por [X] la clase de X en BI(Fp’q).

35
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El proximo paso es darle a Bﬁ,p D 1a estructura de espacio simétrico de

%]%P’q). Claramente el grupo U(p, ¢;F) = U(I, 4, F) actia por multiplicacién

a izquierda en BI(Fp ) y esta accién baja al cociente

B](Fp,q) . BI(Fp,q)’
[(X] — g([X]) = [gX].

Sea E = (0p4, ;)" € M(nxg;F). Tenemos que F € EI(Fp’q) pues I, 4[E] = —1,.

PROPOSICION 3.1. El subgrupo U, ¢;F) (g de U(p,q;F) de elementos
que fijan a [E] coincide con

{( n ) s U(q;IF)} > U(p; F) x U(q:F)

(

y la accion de U(p, q;F) sobre B]Fp’Q) es transitiva.

DEMOSTRACION. Sea g € (BI(Fp’q))[E]. Entonces [gF] = [E], es decir,
existe h € U(¢q;F) tal que gE = Eh. Escribiendo g = (3 77), la igualdad
gE = Eh implica que g2 =0y g4 = h. Ademads I, 4[g] = I, 4 lo cual implica

I _ (91 93\ (I g1 0\ _ (9i;1 —g3h
—1I, 0 h* —I,) \gs h —h*gs —h*h)’

por lo tanto g1 € U(p;F) y g3 = 0 pues I, y h son matrices inversibles. Esto
prueba la primera afirmacion.

Ahora probemos la transitividad. Es suficiente mostrar que para X €

ﬁé‘p’q) existe g € U(p, ¢;F) tal que g([E]) = [X]. Llamemos zp41, ..., 2, los

vectores columnas de X. Por el Teorema de Witt (ver [O’M, Thm. 42:17]),
la aplicacién ept; — 2pyi (1 < i < g), se extiende a una isometria de F" a

F™ con respecto a la forma hermitica I, ;. Luego, existen yi,...,y, vectores
de F™ tales que la matriz g = (y1,...,Yp, Tp+1,---,2n) € U(p, ¢; F), la cual
claramente cumple que gF = X. O

Finalmente, esta proposiciéon induce una biyecciéon

B = U(p, ¢;F)/U(p, ¢: F) g

la cual recibe la estructura de espacio simétrico ‘B]%p 9 inducido por el auto-

morfismo involutivo g — Ip,qglp_’(} de U(p,¢;F). El libro [KN, Ch. XI, §10]
describe este modelo en el caso hermitico complejo.

Ahora describiremos para este modelo la funcién distancia asociada con
la métrica (U(p;F) x U(g;F))-invariante. Fijemos [X],[Y] € B]%p’Q). Deno-
taremos

A =M(XL Y] > > A = Ag([X] [Y])

los valores singulares de la matriz A = X*Y, esto es, los autovalores de
VvV A*A, o equivalentemente de v AA*. Para ver que estd bien definida, to-
memos X1 = Xhy y Y1 =Yhy con hy, hy € U(g; F). Entonces A; = X;Y; =
hiX*Y hy y por lo tanto \/A{Al = \/th*Xhlh{X*th = \/(Ahg)*(Ahg),
matriz cuyo autovalores coinciden con los de \/(Ah2)(Ahe)* = VAA*.
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Ahora denotemos ¢ < --- < 4y, los dngulos hiperbdlicos entre [X] e
[Y], dados por

;= P;([X],[Y]) = cosh™' ();).

Finalmente,

(34) A(X], [V]) = \J93+ -+ 42

Todo esto puede encontrarse en [Ne|, en donde esta desarrollado detallada-
mente el caso dual U(p + ¢;F)/(U(p; F) x U(¢; F)).

Notemos que para g = 1, este modelo es el del hiperboloide n-dimen-
sional, el cual es muy similar al modelo de Klein tomado en el capitulo
anterior. Ademads facilmente se ve que las férmulas de las distancias (2.6) y
(3.4) coinciden.

3.2. Teorema de puntos reticulares

En esta seccién introduciremos el teorema de puntos reticulares que usa-
remos en este caso, obtenido por A. Gorodnik y A. Nevo ([GN1]y [GN2]).
Primero introduciremos notacién desde [GN1, §1.1 y §1.2].

Sea G un grupo semisimple no compacto y I' un subgrupo discreto de
G de volumen cofinito. Fijemos cualquier métrica Riemanniana invariante a
izquierda en G y tomemos

Q. ={geG:d(g,e) <e}.
Sea mg una medida de Haar a izquierda sobre G.

DEFINICION 3.2. Una familia creciente {G¢}~o de subconjuntos acota-
dos de Borel de G se llaman admisibles, si existe ¢ > 0 tal que para todo ¢
suficientemente grande y ¢ suficientemente pequeno

Qa : Gt : Qa C Gt+c67
ma(Giye) < (14 ce) - ma(Gy).

DEFINICION 3.3. Sea 3 la medida de probabilidad sobre G obtenida co-
mo la restriccién de la medida de Haar sobre G, normalizada por ma(Gy).
Se dice que la accién tiene una brecha espectral fuerte si cada factor simple
tiene una brecha espectral. Los conjuntos Gy (y los promedios ;) seran lla-
mados balanceados si todo factor simple H y todo subconjunto compacto @
de su complemento, se cumple que 5(QH) — 0. Ademds, Gy seran llama-
dos bien balanceados si la convergencia es en una tasa especifica (para més
especificaciones ver [GN1, §3.5]).

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema de puntos reticu-
lares a usar en este capitulo.

TEOREMA 3.4 (Gorodnik y Nevo [GN1]). Sea G un grupo de Lie semi-
simple conexo con centro finito, y ningun factor compacto no trivial. Sea Gy
una familia admisible de conjuntos, y sea I' un lattice de G. Consideramos
la medida de Haar mg normalizada de manera que en cualquier dominio
fundamental de I' en G sea uno.
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1. Si T es un lattice irreducible, o los conjuntos G; son balanceados,

entonces
rnG
tfm LG _
t—o00 mG(Gt)
2. 8i (G/T';mgr) tiene una brecha espectral fuerte, o los conjuntos

G+ son bien balanceados, entonces, para todo € > 0

|FﬂGt| —t(0—€)
= _ 7 =)
maGy LT\ P\ Gme1) )
donde 0 > 0 depende de Gy y la brecha espectral de G/T', via

, . ]'
0 = liminf ——log||m/r (8) L3 r):

3.3. Aplicaciones

Como mencionamos en la introducciéon de este capitulo, no existe una
manera canénica de tomar una condicién aritmética sobre los coeficientes
de las matrices X € R(Ip4, —L) que se traduzca en una condicién sobre
los puntos reticulares g € I' que involucre la distancia. De todas maneras,
en esta secciéon lograremos aplicar varias veces el Teorema 3.4, obteniendo
cotas superiores e inferiores para varias condiciones aritméticas diferentes.

3.3.1. Soluciones en R([,,,—L) y puntos reticulares. Escribi-
mos L = 5'S con S € GL(q;F). Si X € R(I,4, —L) tenemos que

1,4, XS ' =~1I,, porlotanto XS !¢ f;I(va‘I)‘

Usaremos este hecho para incluir los elementos que queremos contar dentro

del espacio simétrico BI(Fp ’q), para luego contar puntos reticulares bajo cierta

condicién.
Sea I' = U(I,, 4, F) N GL(n, O). Notemos que I' actia por multiplicacién
a izquierda en R(Ip 4, —L).

LEMA 3.5. El conjunto R(Ip 4, —L) tiene una cantidad finita de I'-orbi-
tas.

DEMOSTRACION. Resulta de la misma manera que el Lema 2.2, aunque
adaptando ciertas cosas tales como G = U(I,,,F), V = R¥" y la repre-
sentacién m : G — GL(V) que debe ser la inducida por la accién de G de
multiplicar a izquierda en M(n x ¢; O). El resto es analogo. O

Sea F' un conjunto de representantes de las coclases de la accién de T’
sobre R(Ip 4, —L). Luego si X € R(I,4,—L) existen g € ' e Y € F tales
que X = gY. Rapidamente notamos que

(3.5) R(Ipq,—L) = | J{gY :g €T}
YeF

La dificultad para este caso en que ¢ > 2, es que la férmula (3.4) de la
distancia no es lineal con respecto a los dngulos hiperbdlicos ;. Luego, no
se puede practicar nuevamente el método de la férmula (2.7) como cuando
q = 1. Por lo tanto, daremos conteos con distintas condiciones.
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Introduciremos més notacion para poder aplicar el Teorema 3.4. Denote-
mos G =U(l,4,F), ' =GNGL(n,O0), K =U(I,,F) x U(I;,F). Parar >0
e Y € F fijos, sea
(3.6) Gyr = {ge€G:d(E).g-[YST]) <r}

{ge G:d(eK, g -yK) <r},
donde [Y'S7!] < yK es la identificacién con respecto a la biyeccién BI(Fp &

G/K.

PROPOSICION 3.6. Los conjuntos Gy son admisibles.

—

DEMOSTRACION. Resulta del primer inciso del Teorema 3.14 de [GIN1],
aunque en un contexto mas amplio. O

También usaremos varias veces la férmula de la distancia entre [E]
y [XS7'], donde X € R(Ipq —L). Si X = (};) € R(Ipg, —L) donde
VeM(px ¢R)y U e M(¢;R), y denotamos Ap,...,\; a los autovalores
singulares de US ™!, entonces por (3.4) tenemos

(3.7) d([E],[XS7) = i cosh ™' (A;))”.

J=1

3.3.2. Primera aplicacién. Comenzaremos con un ejemplo sencillo
pero de poca utilidad aritmética. Para r > 0 contaremos el cardinal del
conjunto

Ri(Ipg, —L.7) = {X € R(Ipq, —L) : d([E}, [XST]) <7}

Andlogamente a (3.5), tenemos que

1R1(Ipg, =L, 7)|= | | J {gY :g €T, d([El,g-[Y'S™]) <r}

YeF
=S oY :gel, d(Elg-[YSY)) <r}
YeF
=Y gl d(Elg [Ys)) <r}],
YeF ‘F |

donde I'y = {g € T': gY = Y'}. Usando (3.6) podemos escribir a (3.8) como
}Rl(Ip,q’ —L,r)‘ = Z Ty |~ Gy, 0T
YEF
Finalmente el Teorema 3.4 implica que
(3.9) ‘Rl(lp,qv _L7T)‘ ~ Z ’FY‘_lmG(GYﬂ’)-
YeF
El motivo por el que aseguramos al principio de esta subseccion que este
ejemplo tiene poca utilidad aritmética, es que la condiciéon impuesta a la

solucién X de I,,[X] = —L no tiene una traduccién muy itil. Esta, por
(3.7), estd dada por

q
2

E cosh <r,

J=1
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en la cual no se ve ninguna expresion simple que dependa de los coeficientes
de la matriz X.

3.3.3. Segunda aplicacién. La estrategia en este caso serd ‘encerrar’
el conjunto a contar, por otros dos conjuntos que si tengan condiciones mas
‘aritméticas’.

Sabemos que

zll2 < llzll < Ve llzl2,
donde ||lz|j1 = XY |2j| v |lzll2 = (% x;)~Y/2, para x € RI. Esta desigual-
dad y (3.7), aplicados a ¢ = (¥1,...,%,) = (cosh™*(\1),...,cosh™()\,)),
aseguran que
(3.10) d([E], [XS71) < ¢l < va d([B], [XS71]).

Comencemos por el caso ¢ = 2 por ser mas simple. Si aplicamos cosh a la
desigualdad del lado izquierdo, resulta que

cosh(d([E], [XS™1])) < cosh(ehy + 1)) = cosh(z1) cosh(the)+

+ sinh (1) sinh(¥2) = A Ao + /A7 — 14/A3 — 1 < 2X\1 s

Andlogamente, aplicando cosh en la derecha, resulta que

cosh(\/id([E], [XS™))) > cosh(vy + 1)

= Ao+ \/)\% — 1\/)\% — 1> Ao
Uniendo ambas tenemos

Lcosh(d([E],[XS™Y)) < det(US™!) = M2 < cosh(v2 d([E], [XS7')).
Se ve luego de algunas cuentas que para q arbitrario obtenemos

det(5)
901

(3.11) osh(d([E], [XS™1])) < det(U)
< det(S) cosh(y/q d([E],[XS71]).

Esta desigualdad nos permitird encerrar nuestro conjunto a contar por
otros contables por el Teorema 3.4. Para r > 0 definimos

(312)  Rallpg—Lor) = {X = () € R(lpgo—L) ¢ | det(U)| < }.
Para cada Y € F, (3.11) implica
{X €T -Y :|det(S)| cosh (\/q d([E], [XS_l])) <r}
< |Ra(lpg, ~L,r) T Y|

< HX er-v : LS cosh (d([E], [XS)) < r}‘ .

29—1

Tomando

_ _ r
t1 = tl(T) =q 1/2 cosh 1 (|det(5)‘> y

29— 1y
to =t = h 1=
2= ta(r) = cos <| det<s>|) ’
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por (3.6), podemos reescribirla como
(3.13)  [Ty|Gya NT] < [Ra(lpg, —L,7) NT - Y] < [Ty |Gy, (T.
Finalmente obtenemos
(3.14) D Ty MGy, NT| < [Ra(lpg, =L, 7)) < D ITy| MGy, NTY.
YeF YeF
El Teorema 3.4 asegura que |Gy, NI'| ~ mg(Gy,) paracada Y € F' y

r suficientemente grande, por lo tanto

(3.15) > [Ty|'ma(Gya) < [Ra(Tpg, —L,m)| < > [Ty | 'ma(Gyy,).
YeFr YeF

3.3.4. Tercera aplicacién. En este caso supondremos ¢ = 2. Es-
cribimos X = (‘[j) € R(Ip2,—L)conU = (‘; Z). Al igual que en la Segunda
aplicacién tenemos que

d([E], [XS™) = I ]l2 < | ]l1 = cosh™ (A1) + cosh ™ (ha).

En este caso usaremos el hecho de que la funcién cosh™ es céncava, por lo
que cumple

A A
COSh_l(/\l) + cosh_l()\g) < cosh™! (ﬁ?) .
Esto implica que
A A
cosh (d([E], [XS71])) < 2022 _ Ly(usy,

2
Para r > 0 definimos

Ra(Ipo, —L,7) ={X = (}}) € R(pq,—L): Tr(US™) < 2r}.

El inconveniente es que la condicién Tr(US™!) < 27 no depende tinicamente
de las coordenadas a, b, ¢, d de la matriz U. Para poder obtener un resultado
mas preciso, a partir de ahora supondremos que L = kI3, para algin k£ € N.
Luego S = VEl y Tr(US™!) = ﬁTr(U).

Ahora tenemos

R3(Ip, —klo,7)| = {X = (V) € R(Ipa, —kly) : Te(U) < 2V r}’
< {X € R(Ia, —kIo) : cosh (d([E], [ﬁx])) < r}‘ .

Llamando t; = t1(r) = cosh™(r) podemos escribir

Ra(Ipa, —kla,m) < | | {Q'Y Hd([E] g [2Y]) < tl}‘
YeF

=D Iby['H{g el d(Elg-[ZYD) <t} = Y ITy|™" Gy, NTI.
YeF YeF
Nuevamente, el Teorema 3.4 aplicado a esta férmula implica que

(3.16) Rs(Ip2, —kIo,m)| < > Ty 'ma(Gyy,).
YeF
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3.3.5. Valor del término mg(Gy,.). Vemos que en las férmulas fi-
nales (3.9), (3.15) y (3.16) de las aplicaciones, siempre aparece el término
mq(Gy:) para cierto ¢t que depende de r. Lamentablemente no hay calculos
explicitos, pero si asintéticos, por lo que sélo mencionaremos uno, (GO, Cor-
rollary 5.8]. Notemos que mqg(Gy,,) = mg(Gg,-). Abreviaremos G, = G,

Para enunciar este teorema necesitamos introducir algo de notacién. Sea
G un grupo de Lie semisimple conexo no compacto con centro finito y G =
KATK una descomposicién de Cartan. Sea a el dlgebra de Lie de Ay | - ||
la norma en a inducida por una métrica Riemanniana invariante d sobre
el espacio simétrico K\G, es decir, ||y|| = d(K,exp(y)K) para y € a. Para
t>0,seaaq ={y€a:ly| <th Seap= 3>, co+ Mo, donde ® es un
sistema de raices del dlgebra de Lie g de G, ® el subconjunto de las raices
positivas, y m, la multiplicidad de la raiz «. Sea 6 = max{2p(y) : y € a1 }.

PROPOSICION 3.7 (Gorodnik y Oh). Para algin C > 0 tenemos que
(3.17) ma(Gy) ~ C - tmka(@)=1)/2 ot

Ademas, al no estar explicita la constante C' de la proposicién, no lo-
graremos mejorar demasiado nuestras férmulas.
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Parte 2

Constante de Hermite






CAPI{TULO 4

Notacion y definiciones basicas

En esta segunda parte consideraremos un cuerpo de nimeros K sobre Q
de grado m. Denotaremos por dx a su discriminante y por hx a su nimero
de clase. Ademds Ok sera su anillo de enteros. Escribimos m = r + 2s
CON 01,...,0, Y Opil,-..,0m los embeddings reales y complejos de K en C
respectivamente.

4.1. Formas de Humbert

DEFINICION 4.1. Una forma de Humbert definida positiva de dimension
n sobre K es una (r + s)-tupla

S - (Sl,. . -;ST'+S)7

donde St, ..., S, son matrices simétricas reales definidas positivas de dimen-
sibn ny Syp41,...,Sr+s matrices hermiticas complejas definidas positivas de
dimensién n. Al conjunto de tales formas lo denotaremos P ,,. Abreviare-
mos a tales formas simplemente como formas de Humbert n-dimensionales.

Sea S una forma de Humbert n-dimensional. Para v = (vy,...,v,) € O%
la evaluacion de la forma S en el vector entero v esta dada por

T r+s 2
Sl =[] Silv™] - ( 1T Si[v“i]) :
=1

i=r+1
donde
07 = (v], .. gt y Si[v] = v*S;v

con v* = v'. Su determinante d(S) estd dado por

d(S) = <ﬁdet5}> ( ﬁ detSZ) .

1=r+1

Si b es un ideal fraccionario en Ok, denotaremos por [b] a su clase en
el grupo de clases Jx de K,y N(b) sunorma. Si 5 € K, N(f3) es la norma
del elemento 3 € K, el cual coincide con la norma del ideal fraccionario
generado por .

Sea v = (v1,...,v,) € OF un vector n-dimensional con coordenadas en
Ok . Denotaremos al ideal entero 110k + - - - + v,Of por (v). Diremos que
v es un vector unimodular si (v) = Ok.
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4.2. Alturas torcidas

Denotaremos A g, o simplemente A si no hay lugar a confusion, al anillo
de adeles de K. Ademds, M (K) denotard el conjunto de valuaciones de K.
Para cada v € M(K), K, serd la completacién de K en v y O, serd el
subanillo compacto maximal de K, cuando v es finito.

Sea v, la medida de Haar sobre K, tomada de tal manera que «a,(O,) =
1 si v es finita; «, es la medida de Lebesgue usual de R si v es real y el doble
de la medida usual sobre C si v es compleja. Denotaremos | |, al valor
absoluto en K, normalizado de tal manera que a,(zC) = |z|,a,(C), donde
C es cualquier subconjunto compacto de K, de medida no nula.

Para x = (x1,...,zy,) € K]}, la altura local H,(x) esta definida por
(/[ n 1/(2m)
(Z |331|12)> si v es real;
i=1

n 1/m
Hy(z) = (Z |xz|u> si v es compleja;
i=1

1/m
max |z, si v es finita.
L\ I<i<n

Para g € GL,,(A), la altura torcida global H, es definida por
Hgy(x) :HHv(gac), xe K"
v



CAPiTULO 5

Constante proyectiva de Humbert-Hermite

La constante de Hermite tradicional de dimensién n puede ser definida
por la féormula

) , 2t Ax
(5.1) Tn = mjxa:eg}llil{O} 7(det A/
donde A recorre todas las formas cuadréaticas definidas positivas. Existen
varias generalizaciones de esta constante (ver [Co] y [Wa2]). El objetivo de
este capitulo es introducir una nueva generalizacion y buscar relaciones con
las ya existentes.

Esta nueva constante serd definida sobre un contexto més amplio que las
formas cuadraticas: las formas de Humbert. A partir de ahora, y por el resto
del capitulo, K serd un cuerpo de nimeros. Sea S una forma de Humbert
n-dimensional sobre K, segtin lo introducido en la Seccién 4.1.

DEFINICION 5.1. El minimo proyectivo de S estd dado por

(5.2) w(S) = dnt

Ademss, la constante proyectiva de Humbert-Hermite es

1 (S)

(5.3) AL = sup ———i.

B sepy,, d(S)1n

La denominacién proyectiva proviene naturalmente del hecho que el fac-
tor
S[v]
N({v))?

es invariante por multiplicacién por escalares.

En cada seccién de este capitulo introduciremos una o varias constantes
que generalizan la constante de Hermite clésica (5.1), y luego finalizaremos
con un teorema que las relaciona con nuestra constante 'y% - En la primera
introduciremos la constante clésica de Hermite sobre formas de Humbert
definida por M. I. Icaza (ver [Ic]) y la constante unimodular. En la segunda
seccion veremos la contante de Thunder, y finalmente, en la tercera, la cons-
tante de Watanabe para grupos algebraicos reductivos y representaciones
K-racionales fuertes de estos grupos.

5.1. Constante clasica de Hermite y unimodular

Primero consideremos la generalizacion clasica de la constante de Her-
mite para formas de Humbert. Sea S una forma de Humbert de dimensién
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n sobre K. Llamaremos el minimo candnico de S al ntimero

5.4 S)= inf Sv].

(5.4) p(S) el o) [v]

Usando este minimo, M. I. Icaza (ver [Ic]) definié la constante de Hermite-
Humbert de K de dimensidn n como

1(S)
La teorfa de reduccién de formas de Humbert sobre cuerpos de nimeros
asegura que Y, < 0o. Més atn, el infimo de (5.4) y el supremo de (5.5),
existen y son realizados. Claramente ~q,, coincide con la constante de Her-
mite clasica .

Ahora introduzcamos una variacién de la constante anterior. Se llama
minimo unimodular de S al nimero
(5.6) p*(S) = min Sy,

(v)=0k

es decir, al valor minimo tomado por la forma de Humbert sobre los vectores
unimodulares (ver Capitulo 4). Se dice que v € O} \ {0} es un vector mini-
mal de S si S[v] = u(S). En general, un vector minimal no necesariamente
es unimodular, tal como mostré A. M. Berge (ver [BI, §2]).

En analogia con (5.5), uno define la constante de Hermite-Humbert uni-
modular por

i (S)
5.7 Kn = SUp ———.
(5.7) K, SGPE,n d(S)!/n

En este caso el supremo de (5.7) no siempre es realizado ya que incluso
algunas veces da oo, tal como veremos mas adelante.

Ahora presentamos el siguiente teorema que relaciona las constantes
Vicm» VEn Y Vi, dadas por (5.3), (5.5) y (5.7).

TEOREMA 5.2. Tenemos que

(58) 7?(771 <VEn < 7?{,71'
Ademds, valen las igualdades cuando hg = 1.

DEMOSTRACION. La desigualdad de la izquierda es clara pues pP(S) <
u(S) para toda forma de Humbert S, desde que N((v))? > 1 para todo
v € OF. La de la derecha resulta porque el maximo de (5.7) es tomado sélo
sobre los elementos v € Of unimodulares, en cambio en (5.5) es tomado
sobre todos los elementos no nulos de O%.

Ahora supongamos que hx = 1. Primero probemos que si v € O} es
minimal, entonces es unimodular. Como Ok es principal, existe § € Ok tal
que (v) = BOk. Pero v/3 € OF% por lo tanto S[v] < S[v/B] = S[v]/N(B)*
lo que implica que N((3) = 1 y por lo tanto v es unimodular.

Para probar las igualdades es suficiente probar que pP(S) = u(S) =
“(S). Sea v un vector minimal, entonces N ({v)) = 1, por lo tanto uP(S) =

i
1(S). La segunda es clara. O
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En el Capitulo 6 calcularemos la constante 'yf(’? para varias extensiones
cuadréticas imaginarias K de Q, y veremos que v}, , < vk 2 para la mayorfa
de los casos en que hx > 1, pero no en todos (Vél‘ la Tabla 0.1). Ademés
veremos que Yy o = 00 si y sélo si hg > 1.

COROLARIO 5.3. Tenemos que fy%n < 0o. Por lo tanto el supremo y el
infimo en (5.3) pueden ser reemplazados por mdzximo y minimo, i.e.

b = méx min Sl
K sePi, ve0n N((v))2d(S)L/n

5.2. Constante de Thunder

J. Thunder mostré que la constante cldsica de Hermite (5.1) puede es-
cribirse como
! . Hg(x)Qm
n = mMax min
9€GLA (ko) 2€P"~(Q) | det(g) 3"
recordemos que m = dimg(K') = r + 2s. Llamaremos constante de Thunder
n-dimensional sobre K a

H 2m
(5.9) Tn(K) = méx min LL'
9EGLn (Ax) 2P~ (K) | det(g) A/;?

En [Th], Thunder mostr6 que tal constante existe, dio una cota inferior y
otra superior, y probd una generalizacion de la desigualdad de Mordell.

TEOREMA 5.4. Tenemos que
fyII)(’n S Vn(K)m'

DEMOSTRACION. El grupo GL,,(A) puede descomponerse como
hk
GLn(A) = | GLn(Aoo) Xi GLy (K)
i=1

donde GLyp(Ax) = GLn(Koo) [Tojee GLn(Ok,) (ver [OW]) y GLn(Ks) =
[Tojo0 GLn(Ky) es considerado como un subgrupo de GLy(A). Podemos

asumir que A\; € GL,(A). Esto implica que la constante de Thunder se
puede reescribir como

donde
H. . 2
(5.11) fi =  MAax o (@)

R 2/(nm)
9EGLn (Koo) €K™ {0} | det(g\;)|}

Por otro lado, podemos interpretar a una forma de Humbert S como
una sucesiéon {S, : v|oo}, con S, una matriz n X n, simétrica o hermitica
definida positiva, segin v sea real o compleja. Cada S, puede ser escrito
como gy gy para algin g, € GLn(Ky), y Nk ((2)) = [T H,(x)~! para todo
x € K™~ {0}. Por lo tanto,

Hg(x)zm

2/n’

(5.12) v = sup inf —F———
B eQLn (Ka) #EK™ 0} | det(g)ly

n
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Esto implica que 7%, = p/". Finalmente (5.10) y (5.11) prueban el teorema.
(]

5.3. Constante de Watanabe

De manera similar a la seccién anterior, T. Watanabe mostré que la
constante clasica de Hermite (5.1) puede escribirse como
7’ z 2
= max min ||« x
9E€SLA(R)/SLy (Z) w€Zn~{0} Im(9)@)lloe;
donde (71, V1) denota la 1-representacién exterior de GL,, y || - || la métrica
Euclidea usual en V4 (R) = R. Escogiendo una funcién altura apropiada [|-|| s,
sobre GL(V1,Aq)Vi(Q) y un vector de peso maximo v; € V1(Q), entonces
vn, es adélicamente escrito como
7 Zz. 2
= max min |71 (gy)v1 |3, -
" gESLn(Ag)/SLa(Q) 7ESLA(Q) Im(s)orlag
Luego, reemplazando SLy, (71, V1) y v1 por un grupo algebraico reductivo
conexo arbitrario G sobre K, una representacion K-racional fuerte (m, V)
y un vector de peso méximo zg € V;(K), respectivamente, él definié
5.13 - max min |7 o Z/m.
(5.13) L, L S WeG(K)H (g7)@olly
Llamaremos a esta constante, la constante de Watanabe n-dimensional sobre
K de la representacion (m, V') del grupo G.

Watanabe en [Wal] mostré que tal constante existe usando la teoria
de reduccién de Borel, dio una cota inferior, y luego en [Wa3] probé una
generalizacion de la desigualdad de Mordell. Para el caso en que G = GL,
y 7 = m1, la constante 7& coincide con v, (K).

OBSERVACION 5.5. En general, si tomamos ) un subgrupo K-parabdlico
de G y una representaciéon 7 : G — GL(V;) tal que el estabilizador de la
linea de peso méaximo sea (), entonces

max min  Hy(zg)?,
gEG(A)! zeQ(K\G(K)

donde H es la funcién de altura global de V.

TEOREMA 5.6. Especializando en G = SL,, y m = p la representacion
natural de SLy,, tenemos que

m
(5.14) Van = (’YSL") )
DEMOSTRACION. Sea g € GL,(Ky). Para cada v | oo existe a, € K,
tal que det(a,g,) = 1. En particular, la matriz h, = a,g, estd en SL, (K,).
Definimos h € SL,(K~) < SL,(A) tomando h, = a,g, para todo v | oo y
h, =1 para todo v t co. Entonces para cada v | oo tenemos que
Hy, (95)2

| det(gy) [/ ™

Como SL,, tiene la propiedad de aproximacion fuerte (asumiendo que n > 2),
resulta que SL,(A) = SL,(Ax)SLy(K). Ahora podemos reescribir (5.12)
como

5.15 P = ma min  Hj,(z)*™.
(5.15) TKn heSLu(A) zeRn {0} n(®)

Hy, (x)Q = Hv(avgvx)z = |av|12;/mHv(gvx)2 =
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Finalmente, comparando la ecuacién en la Observacién 5.5 y (5.15), y
teniendo en cuenta que SL,(A) = SL,(A)! porque SL, es semisimple, el
teorema queda probado. O






CAPIiTULO 6

Cdlculo de 7}, para extensiones cuadraiticas
imaginarias

El objetivo del presente capitulo es calcular, para K una extension
cuadratica imaginaria de los ntmeros racionales, la constante proyectiva
de Hermite

Sv]
61 p et Ssu inf
(6.1) K2 oo, ve0k N((v))2d(S)17

(ver la Definicién 5.1). Ya mencionamos en la introduccién que la constante
clasica vk 2 dada por (5.5) ha sido calculada en varios casos (ver la Tabla 0.1
en la pag. 8). Para el caso de la constante unimodular v , dada por (5.7),
tenemos que vy o = 00 si y s6lo si hye > 1 (ver [Ma]).

Ademaés buscaremos las formas extremas respectivas, las cuales las defi-
nimos en general de la siguiente manera.

DEFINICION 6.1. Las formas de Humbert que son un méximo local (ab-
soluto) de la aplicacién

son llamados formas extremas proyectivas (absolutas).

En todo este capitulo, K serd una extension cuadratica imaginaria de
los ntimeros racionales Q(v/—D), donde asumimos que D > 0 es un entero
libre de cuadrados. Consideraremos la Z-base de Ok que consiste de 1 y w
donde w = (1++/Di)/2 si —D es congruente a 1 méd 4, y w = v/Di en caso
contrario.

La primera seccién introducird el contexto geométrico en el que traba-
jaremos. La segunda mostrara parte del trabajo de Mendoza, que permite
obtener una férmula reducida de (6.1). La Seccién 6.3 ayudard a calcular la
formula obtenida, por medio de un algoritmo que trabaja para todos los ca-
sos. En la Seccién 6.4, como ejemplo, implementamos el método a los casos
K =Q((/-1), K =Q(v/-3) y K = Q(+/—39). Este tltimo es no trivial pues
tiene ntmero de clase igual a cuatro. Finalmente, la dltima seccién muestra
la Tabla 6.1, que retine para todos los cuerpos tales que |dg| < 70, la cons-
tante 7?(,2 y los puntos extremos proyectivos absolutos, los cuales permiten
obtener las formas extremas proyectivas absolutas usando el Teorema 6.3.

El Teorema 0.1 y la Tabla 0.1 en la Introduccién, resumen los resultados
obtenidos en este capitulo.

55
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6.1. Espacio hiperbdlico tridimensional

El objetivo de esta seccion es introducir el contexto geométrico en el
cual trabajaremos. Veremos que las formas hermiticas binarias estan en co-
rrespondencia con los puntos del espacio hiperbélico tridimensional H? y
las formas extremas estaran en correspondencia con los vértices de ciertas
superficies en H3.

Recordemos que Pk 2 denota el conjunto de formas de Humbert bina-
rias definidas positivas sobre K. Siguiendo la Definicién 4.1, los elementos
de Pk o corresponden a 1-tuplas S = (S57) donde S; es una forma hermitica
binaria definida positiva. Ademas, d(S) = (det S1)2. Simplemente identifi-
caremos una forma de Humbert S € Pg o con un elemento en el conjunto

{<Z i) € My(C) : ac—|b]? >0, c>0}.

En este caso, si v = (a, 8)" € O%, entonces

2
J a b « 2 _ T 5 2\ 2
S[v] = <(a 6)) (b c) <ﬁ>> = (alaf® + baB + baB + c|8]?)”",
d(S) =(det S)?.
La evaluacion y el determinante es el cuadrado de la evaluaciéon y determi-
nante candnico.
Consideremos la accién del grupo GLy(C) sobre Pk 2 dada por
S g-S=|detgl (g7)" S (g7).
Notemos que cada elemento en GLy(C) deja invariante al conjunto
PK,Q(A) = {S S PK72 : d(S) = A},

para todo A > 0.

Sea H? el espacio hiperbélico (real) tridimensional. Usaremos el modelo
del semiespacio superior del espacio euclideo tridimensional, dentro de C xR,
ie.

H? = {(2,{) €eCxR : (>0}
Existe una accién natural de GLy(C) sobre H* dado por

(az +b)(cz + d) + acc? |det g| ¢
lcz +d|?2 +|c|2¢2 ez +d|2+ ]2

(6.2) g9-(2,0) = (

OBSERVACION 6.2. En realidad la accién dada por (6.2) no parece natu-
ral. Podemos pensar al espacio hiperbdlico tridimensional como el subcon-
junto de elementos de los cuaterniones H, que tienen la k-coordenada igual
a cero y la j-coordenada mayor a cero, i.e.

H={z+¢jeH : 2€C, (>0}
La correspondencia entre los modelos es (z,() < z + (j.
Ahora, la accién (6.2) se convierte en
(6.3) g-P=(aP+b)(cP+d)™,

donde P € H3, ¢

= (‘é S) € GL2(C) con determinante positivo, y el inverso
del elemento cP + d es

tomado en H. Es simple chequear que esta accién
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estéd bien definida, esto es, g - P en (6.3) vive en H3. Si g € GL2(C) no
tiene determinante positivo, entonces g - P es definido por (e g) - P, donde €
satisface | = 1y det(eg) > 0.

Ahora, esta accién luce similar a la accién de Mobius de SLa(R) sobre
H2. Para una situacién méas general ver [EGM, Prop. 5.1].

Restringiremos nuestra atencién al subgrupo SLs(C) de GLo(C). Este
acttia sobre H? por isometrias. De hecho, PSLy(C) es el grupo completo de
isometrias de H® que preservan orientaciones.

TEOREMA 6.3. El mapeo ® : Py o — H3 definido por

o3 1) - (222,

b ¢ a

es GLy(C)-equivariante. Ademds, el mapeo ®a = ®|p, ,(a) : Pr2(A) — H?
es una biyeccion para todo A > 0. La funcion inversa de ®a estd dada por

VA [ 1 —z
Va(z,¢) = N (—z B +§2> :
DEMOSTRACION. Simples calculos. O

La accién de GLy(C) sobre H? se extiende sobre el borde de H3. Iden-
tificamos este borde con P!(C) = C U {oo}, donde los elementos en C co-
rresponden a los elementos en C x R con segunda componente igual a cero.
Esta accién es precisamente la cldsica acciéon de Mobius. A partir de ahora,

un punto en el espacio hiperbdlico extendido P € T 1o escribiremos como
P=(z() conzeCy (>0 (si P# 0),0P =00

DEFINICION 6.4. Llamaremos a A € P}(C) una cuspide si A € K C C
0 A = oco. Al conjunto de ctspides lo identificaremos con P!(K). Para A €
P!(K), la escribiremos siempre como A = a/f con a,3 € O si A € K, o
A=1/0si \ = oco.

Notemos que el subgrupo GLa(K) preserva el conjunto de cispides.

Siguiendo la teoria cldsica, asociaremos a cada cispide A = a/[ el ele-
mento del grupo de clase Jx de Ok representado por el ideal fraccionario
(o, B). Se ve fécilmente que este mapeo estd bien definido. Mas ain, este
mapeo identifica ctspides SLa (O )-equivalentes e induce una biyeccién entre
SL2(Ox)\PY(K) y Tk (ver [EGML, §7.2] en la Bibliograffa de la Parte 1).

Usualmente restringiremos la accién al subgrupo discreto SLo(Ok) de
GL3y(C). Estos grupos son llamados los grupos de Bianchi. La érbita de la
accién restringida de SLo(Og ) sobre el conjunto de cuspides estd en corres-
pondencia con los elementos del grupo de clase de Ok.

6.2. Resultados de Mendoza

Ahora estamos en condiciones de describir la estrategia de Mendoza
([Me]). Comenzamos introduciendo la definicién de distancia entre un punto
P = (z,¢) € H? y una cispide \, la cual estd dada por

_ Bz =al +B]P¢
(6.4) AP N = =N
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Esta definicién no depende de la eleccion de o y 3, como veremos en las
siguientes observaciones.

OBSERVACION 6.5 (Interpretacién geométrica). Sea A € K. El nimero
Ny = N{a,)/|8* no depende de la eleccién de los enteros a y 3 con
A = a/3. Ahora podemos escribir a (6.4) como

P—)?

Si Ay w son dos cuspides, denotaremos con S(A, i) al conjunto de puntos
en H? tales que son equidistantes a estas cispides, més precisamente,

S p) = {PeH?: d(P,)\) =d(P,u)}.

Estos conjuntos resultan ser semiesferas o planos perpendiculares al borde C,
es decir, planos geodésicos en H3. En particular, S(co, \) es una semiesfera
centrada en A con radio y/Ny.

OBSERVACION 6.6 (Interpretacién aritmética). Tomemos S = WA (P) €
Pr2(A) y v = (a,B) € O% donde A = o/3. Entonces

(6.5) d(PN)? = S[v] B < v*Sv )2
' ’ A N(a,B)? VA N(a,8)/)
Ademads de poder relacionar la distancia con la evaluacién de una forma de

Humbert, (6.5) implica la siguiente proposicién.

PROPOSICION 6.7. Si g = (20) € My(Ok) con det(g) # 0, P € H? y
A =a/B € PY(K), entonces

d@-Rg%):“?%%rgf>ﬂRA)

En particular d(g - P,g-\) = d(P,\) para todo g € SLa(Of).

Otra consecuencia de (6.5) es precisamente la explicacién de porqué tra-
bajamos en este contexto geométrico considerando H? con la distancia (6.4).
La constante proyectiva 7%, dada por (6.1) cumple la siguiente ecuacion.

6.6 P = sup inf d(P,\)>2
( ) ’YK’Z PeH3 APl (K) ( )
En el resto de esta seccién probaremos resultados sobre la existencia de esta

constante y de reduccién de la misma, que usaremos luego para calcularla
explicitamente.

Un ndmero positivo ¢ € R es llamado una constante de reduccion supe-
rior para el cuerpo K, si para cada P € H? existe al menos una cispide A
de K tal que d(P,\) < c. La constante de reduccién superior optima es el
infimo de todas las constantes de reduccién superior.

TEOREMA 6.8 (Mendoza [Me]). Sea P € H3.

1. Para cada nimero real ¢ > 0, existe solo un nimero finito de cuspi-
des X tales que d(P,\) < c.
2. El nimero \/|di|/2 es una constante de reduccion superior.
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3. Sean: H> — R la funcién dada por

6.7 P)= min d(P,)\).
(6.7) n(P) Aé?llf}()(’)

Entonces n es continua e invariante por la accion de SLa(Ok).
4. La funcion n alcanza un valor mdzimo absoluto sobre H3, el cual
coincide con la constante de reduccion superior optima.

DEMOSTRACION. Ver en [Me], Teorema 1.1.12 para 1, Teorema 1.2.2

para 2 y §2 para 3y 4 U
Aplicando este teorema a (6.6) tenemos que
|dre|
(6.8) 77;(72 < 5

EJEMPLO 6.9. En algunos casos vale la igualdad en (6.8), y en éstos
es posible determinar '7?(2 con cierta facilidad. Tlustraremos esto en el caso

K = Q(v/-1). Tomemos Py = (%,%) € H3. Queremos mostrar que
1(Po) = V2.

Por un simple célculo obtenemos que d( Py, 00) = v/2. Luego, es suficiente
probar que d(Py, \) > v/2 para todo A € K. Por (6.4), esto es equivalente a
mostrar que

[Py — AI> > Ny,

para todo A. Si A cumple que |1 — A2 > 1 = |5 -

3, entonces [Py — A2
)\]2—1-% > 1> N,. Sino, entonces \% -2 < %, lo que implica que A ¢ Ok,

por lo tanto [Py — A> = |5 = A2+ 1 > L. Pero § > N, (ver el Lema 6.21).

Sabemos que vale la igualdad en (6.8) en los casos D = 1, 2, 3, 11, 19, 43,
67, 163 (todos los casos tales que hx = 1 excepto D =7), D =6 (hg = 2),
y D =17 (hx = 4).

Ahora presentamos otro resultado de Mendoza, el cual nos ayudara a
reducir la igualdad en (6.6).

DEFINICION 6.10. Sea A € PY(K). El conjunto minimal H()\) de X es el
conjunto de puntos en H? tales que su distancia a A es menor o igual a la
distancia a cualquier otra cispide. Mas precisamente,

HN ={PecH?: dP,)\ <dP,pu) Vu#A.

OBSERVACION 6.11. Es claro que la funcién n(P) = d(P,\) para todo
P € H(\). Ademas, recordando la Observacién 6.5, podemos interpretar al
conjunto H(oco) como la clausura del conjunto de puntos de H? que estén
arriba de todas las semiesferas S(oco, A) para todas las cispides finitas \.

Abreviemos I' = SLy(Ok) vy h = hi. Ademds denotemos I'(A) al es-
tabilizador de A en I'. Es claro que I'(\) deja invariante a H(\). Sean
{A1,A2,..., A\n} un conjunto de representantes de las SLa(Og)-érbitas en
el conjunto de cuspides.

Por la regla de transformacion dada en la Proposicién 6.7, no es dificil
ver que

T (H(M)U---UH(\,)) = H.
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Sea T; un dominio fundamental de H(\;) bajo la accién de I'(\;). Luego,
es claro que el conjunto

TVU---UTy

es un dominio fundamental de H? bajo la accién de I'. Esto nos dice que si
queremos calcular el méximo global de 7, como es invariante por SLa(Of)
por el Teorema 6.8, es suficiente determinar su maximo sobre este dominio
fundamental. Asi
P ‘ ‘ 2
= max maxd(P, \;)”.
T2 = 20 B (P i)
Atin podremos reducir més la ecuacién para 7% ,. Para esto denomine-
mos conjunto de incidencia minimal al conjunto formado por la unién de
los bordes de todos los conjuntos minimales. Mas precisamente,

(6.9) M=JoH(N\) = | HN) N H(p).

A AFp

LEMA 6.12 (Mendoza [Me]). Sin alcanza su mdzimo local en un punto
P, entonces P estd en M.

DEMOSTRACION. Sea M = n(P). Supongamos que P ¢ M. Como M
es cerrado, existe una bola abierta (euclidea) B con centro en P y radio r
contenida en H3 \. M. Llamemos ) a la tinica cispide tal que n(P) = d(P, \)
(ver Observacién 6.11). Entonces es evidente que existe un punto P; en la
bola B tal que d(P1,\) > d(FPo, \) = n(F), lo cual contradice la hipétesis
de méximo local. O

El conjunto de incidencia minimal M fue introducido para calcular ho-
mologias enteras y racionales de grupos de Bianchi. Esto es asi pues M es
un retracto celular de dimensién 2 de H? que es invariante por SLa(Of).
Para més informacién ver [Me] y [Vo).

Este lema junto con la Proposicién 6.7 transforma (6.6) en

’ 2 , . 2
(6.10) Tz = Waxn(P)® = mdx r}_glj%d(P, Xi)?,

donde T; denota un dominio fundamental de &H ();) bajo la accién de D'();).
La siguiente seccién estara destinada a determinar los conjuntos 75, los cuales
fueron estudiados en [Vo] por K. Vogtmann.

Concluimos esta seccién con la traduccién de la nocién de forma ex-
trema en este contexto geométrico. Los puntos en los cuales la funcién 7
tiene un maximo local (absoluto) seran llamados puntos extremos (absolu-
tos). Siguiendo [Me], los puntos extremos coinciden con los vértices de M.
Luego, por Definicién 6.1 y las definiciones de 1 y d, tenemos la siguiente
proposicion.

PROPOSICION 6.13. El mapeo ® definido en el Teorema 6.3 identifica
formas extremas (absolutos) con puntos extremos (absolutos).
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6.3. Resultados de Vogtmann

Esta seccién contiene un resumen de parte del trabajo hecho K. Vogt-
mann en [Vol. Estos resultados nos ayudaran a encontrar dominios funda-
mentales convenientes T; de H ();) bajo la accién de I'()\;), los cuales son
necesarios para calcular 7%,2 usando (6.10). Mas aun, los vértices de estos
conjuntos determinaran los puntos extremos.

Dado una cuspide finita A, asociamos a ésta el menor ntimero natural n
tal que @ = n\ € Ok y la matriz

L:@ g).

Para A = oo, tomamos a« = 1, n = 0 y L = Ids la matriz identidad. Los
elementos A, n, «, L se mantendran fijos en lo que resta de este capitulo.

Fl siguiente teorema sera la herramienta principal para encontrar nues-
tros dominios fundamentales. Este es un algoritmo para construirlo.

TEOREMA 6.14 (Vogtmann [Vo|). Asumamos |dk| > 4. Sea A € P}(K).
Sea P un dominio fundamental para el lattice n{a,n)~2 en C. Un dominio
fundamental de OH(\) bajo la accion T'(X), estd dado por la unidén de las
celdas

H(A) N H(L(vy/m)),
tales que

(i) m es un entero tal que 0 < m < N{a,n)(—dx/2);
(ii) v € Ok yv/m € P;
(iii) dim (H(X\) N H(L(v/m))) = 2.

Este dominio serd denotado por I(\).

El teorema usa la palabra “celda” pues la interseccién de dos conjuntos
minimales es, o un punto, o un segmento de geodésica, o una porciéon acotada
de un plano geodésico.

Cuando |dg| > 4, el grupo I'(co) coincide con el grupo de traslaciones de
C por elementos en Ok. Cuando |dx| < 4 (i.e. D = 1, 3) existen unidades en
K diferentes de +1. Por lo tanto el conjunto I'(c0) contiene més elementos
que las traslaciones por Ok, mas precisamente, algunas rotaciones depen-
diendo de D. En la Seccién 6.4 consideraremos estos casos como ejemplos,
usando el mismo teorema.

Cuando el cuerpo K tiene ntmero de clase 1, entonces existe una sola
6rbita sobre el grupo SLa(Of) en el conjunto de cuspides. Luego, (6.10) nos
asegura que para calcular 7%72 es suficiente determinar un dominio funda-
mental para I'(co)\ M. El Teorema 6.14 nos dice cémo hacerlo.

Maés atin, los puntos extremos son puntos en donde la funcién n obtiene
un valor maximo local, pero

(6.11) n(z,¢) = 2 para todo (z,() € H(o0).

Entonces, como el dominio I(c0) es una unién de celdas de la forma H(oco)N
H (1) para ciertos p, los puntos en donde la funcién (6.11) toma sus valores
maximos locales son en los que tiene (-coordenada minima localmente, y
éstos coinciden con los vértices de I(00).
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En el caso general, debemos determinar hx dominios fundamentales de
la accién de I'()\;) sobre 0H()\;), para cada [\;]. Desafortunadamente, si
A # 00, el conjunto minimal H(\) no luce tan ordenado como H (), pues
este dltimo es “visto” desde arriba, y la funcién n estd dada por (6.11).

Para compensar esta desventaja, Vogtmann introdujo las siguientes no-
ciones. Consideremos la A-distancia desde un punto P € H? a una ciispide
1 definida como

(6.12) dr(P, ) = d(L(P), L{p)).
Como en la seccién previa, para u,v € P'(K) definimos
Sx(p,v) ={P € H® : dy\(P,p) = d\(P,v)} ¥y
Hy(u) ={P € H® : dy\(P,p) < d\(P,v) VveP(K)}.
El conjunto H) (i) es llamado conjunto A-minimal de p. Notar que
(6.13) L(Hx(1) = H(L())-

OBSERVACION 6.15. Al igual que en la Observacién 6.11, Sy (oo, i) es
una semiesfera centrada en p = v/ con radio

N(L(7,9))
N{a,n) |

Més atin, Hy(oo) es el conjunto de puntos en H® que viven por encima de
todas las semiesferas Sy (oo, ) para toda cuspide finita p.

PROPOSICION 6.16. El grupo L~'T'(A\)L actia en OH? \ {c0} = C por
traslaciones por elementos del ideal fraccionario n{a,n)~2. Mds precisa-
mente,

(6.14) {(8 6:{”) L ee KX, x€n<a,n)_2}.

DEMOSTRACION. Ver [Vo, Prop. (4.7)]. O

En la Seccién 6.4 nos encargaremos de determinar I(\) para ciertos cuer-
pos K particulares. De todas maneras, si la ciispide A es finita, no seguiremos
de manera precisa el algoritmo dado por el Teorema 6.14 por las desventa-
jas que recién mencionamos. De todas maneras, notemos que el conjunto
I()\) es formado por la unién, sobre algunas cispides v/m, de los conjuntos
H(\) N H(L(v/m)). Por lo tanto, L~!(I()\)) resulta ser la unién de los con-
juntos L=1(H (M) N H(L(vy/m))) sobre las ctspides v/m que satisfacen (i),
(ii) y (iii) del Teorema 6.14. Més aun, por (6.13), tenemos que

L' (H(N) A H(L(y/m))) = Hy (o) 1 Hy(7/m).

Andlogamente al caso A = oo (Observacién 6.11), el conjunto Hy(oo) N
H)(y/m) es la porcién de semiesfera Sy (0o, y/m) que vive fuera de todas las
semiesferas S(oo, i), con p cualquier cuspide finita. Esto permite encontrar
estos subconjuntos de manera similar al caso A = co. Resumimos todo lo
anterior en la siguiente observacion para luego citarla.
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OBSERVACION 6.17. Para una cuspide finita X, debemos encontrar un
dominio fundamental I\ para OHx(o0) bajo la accion de L~'T'(\)L, usando
el mismo algoritmo dado por el Teorema 6.14. Finalmente resulta

L(I) = I(V).

En principio es necesario determinar hx dominios fundamentales dife-
rentes. Vogtmann noté que hay algunas simetrias entre ellos. Por ejemplo,
usando que

dj\((zv C)a ﬂ) = d/\((Z, C)’ :u)a

uno puede obtener facilmente el siguiente lema.

LEMA 6.18. El conjunto Hx(o0) es la reflexion de Hx(oo) con respecto
al plano Im z = 0.

Este resultado es muy 1til para ciertos cuerpos. Por ejemplo, suponga-
mos que existe una cispide A tal que Jx = {[00], [\],[\]} ~ Z3 (hx = 3),
donde denotamos [u] a la clase del ideal (7, §) para una cuspide p = v/d € K.
Luego, por el lema, no es necesario determinar Hs(co) si ya conocemos
H)y(o0). Més atin, para determinar 7%72 es suficiente encontrar el minimo de
nen OH(oco) y en OH(A).

Otra simetria mas complicada sigue del siguiente teorema.

TEOREMA 6.19 (Vogtmann [Vol). Sea A una cispide tal que [\> = 1.
Si py v son cuspides tales que [u][A] = [v], entonces existe g € GLa(Ok)
tal que

g(H(p) = H(v).

IDEA DE LA DEMOSTRACION. Escribimos A = /3. Desde que [\]? =1,
uno puede probar que existe una matriz

(6.15) ¢g= <§ y) € GL2(Ok) tal que {

w

(@, B) = (,y) = (z,w),
| det(g)] = N{a, §),

y que induce un isomorfismo g : Ox ® O — («a, B) ® («, #). Esto implica
que

(9(s,t)) = (xs + yt, zs +wt) = (s,t)(a, ) para todo (s,t) € O%,

por lo que concluimos que [g-u] = [p][A] = [v] v N{g(s,t)) = N(s,t)N{«, 3).
Escribiendo = v/d y aplicando la Proposicién 6.7, resulta

| det g|N (7, 9)

d(g-P,g- 1) ( N{g(7.0)) > d(P, p) = d(P, ).

Por lo tanto g lleva H(u) a H(g - p). Luego, la primera afirmacién queda
probada desde que cualquier conjunto minimal asociado a una cispide puede
ser mapeado por un elemento de SL2(Of), a otro conjunto minimal de una
cuspide equivalente por SL2(Og) (ver [Vo, Proposition 5.2]). La segunda
afirmacién es clara. U

OBSERVACION 6.20. Supongamos que [A] es no trivial tal que [A]> = 0.
Sea g dada por (6.15), la matriz construida como en la demostracién del teo-

rema anterior. Podemos asumir que satisface g(co) = A. Si T, es un dominio
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fundamental de I'(c0)\0H (c0), el Teorema 6.19 dice que g(Tw) es un do-
minio fundamental para la accién de I'(\) sobre 0H (\). Estas observaciones
facilitardn los cdlculos de +4. , pues

6.16 ix d(P,)\)? = ix d(g- P,g-00)?
(6.16) pé%%}&)(’) Igrela%i (g-P,g-o0)

= méx d(P,o0)?
PeTy
) 1
= mix —,
(,Z,C)Gj;oO CQ
y entonces no es necesario calcular maxpegrr(y) d(P,\)? pues debemos cal-
cular el lado derecho. Por un argumento similar, para cualquier p existe
g € GLo(K) tal que g(H(p)) = H(v) donde [v] = [A|[p]. Finalmente, el
minimo de 7 sobre OH (v) es igual al minimo sobre 0H ().

Concluimos esta seccién con un lema de teoria algebraica de ntmeros
que nos ayudard a acotar el tamano de las semiesferas Sy (u, ).

LEMA 6.21. Sea pn = v/m una cuspide finita, donde m es el menor
natural tal que mp € O . Entonces

m A = 00,
n’m X\ # .

DEMOSTRACION. Ver [Vo, Lemma 4.3]. O

N{L(y,m)) = N{ay +m,ny) < {

6.4. Ejemplos

Hemos introducido todos los ingredientes y resultados necesarios para
calcular 7%72 y encontrar las formas extremas para cualquier K. Para esto
hay que encontrar el dominio fundamental I(\) de T'(A)\OH (\) via el algo-
ritmo de Vogtmann (Teorema 6.14). De todas maneas, cuando |dg| crece, la
determinacion de este dominio fundamental se vuelve mas dificil. La razén
puede ser resumida asi: cuando |dx| crece, el niimero complejo w estd cada
vez mas lejos de 0 y, por lo tanto, mds conjuntos H(A) N H(L(y/m)) son
necesarios, segin el Teorema 6.14.

A continuacion realizaremos tres ejemplos. Los dos primeros seran ba-
sicos pues serdn los de menor discriminante, esto es, K = Q(v/-3) y K =
Q(v/—1). El dltimo serd K = Q(1/—39), el cuerpo con ntimero de clase igual
a 4 de determinante minimo. Recordemos que para 6,3 € O, [0/(] denota
la clase del ideal (6, 3) en grupo de clases Jk.

6.4.1. K = Qy/—1. Elanillo Og = Zli] es llamado el anillo de enteros
de Gauss y w = i. En este caso el grupo de clases Jx es trivial, por lo que
toda cuspide es I'-equivalente a 0o. Esto nos dice que es suficiente determinar
un dominio fundamental de M = 9H(c0) bajo la accién de I'(co). Para
esto, primero usaremos el Teorema 6.14, aunque el hecho que no se cumpla
la hip6tesis |dx| > 4 nos obligard a trabajar un poco més luego de obtener
I(oc0).

Fijemos como dominio fundamental para el lattice Z[i], el cldsico con-
junto

P={r+yi:0<z,y<1}.
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Como mencionamos en la Observacién 6.11, el conjunto H (oo) es la clausura
del conjunto de puntos que viven “arriba” de todas las semiesferas S(u, 00),
donde p una cuspide finita. También mencionamos (Observacion 6.5) que la
semiesfera S(u, 00) tiene radio /Ny, el cual es igual a 1 para el caso u = %.
Ademas es facil comprobar que las semiesferas S(u, 0c0) y S(p+ 3, 00) tienen
el mismo radio para cualquier g € Zli].

La Figura 6.1 muestra la semiesfera S(0,00) en el medio, rodeada por
las ocho semiesferas S(u,00) con p € {£1,+i,+(1 £1i)}. Llamemos A al
casquete de S(0,00) que sobresale (parte oscura). Se puede ver por simples
célculos que los cuatro vértices de A son los puntos

1 i 1
6.17 +—+-— .
(047 < 22 \/§>
Llamemos Py = ((1 +1)/2, 1/\@), el cual es el mismo que en el Ejemplo 6.9,

en donde se present6 un célculo de ~}, , diferente.
Consideremos para este caso el subgrupo de I' dado por

roz{((ll f) :ﬂEZ[i]}.

Notemos que por (6.14), Iy tiene indice 4 en

r:{(g fl> :ee{il,ii},ﬁez[i]}.

Nuestro primer objetivo es probar que el conjunto A es un dominio funda-
mental para OH (c0) bajo la accién de I'y. Para esto, primero probemos que
A = H(oo) N H(0), verificando que todo punto de A estd fuera (o sobre)
cualquier semiesfera S(u, c0) con p una cuspide finita. En el gréfico se mues-
tra que esto es cierto para S(u,00) con u € {£1,£i,+1 + i}, y es claro que
también vale para todos los demds p € Z[i].

FIGURA 6.1. I(c0) para K = Q(v/—1)
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Sea u = 6/k con ¢ € Z[i] y k € N minimo tal que ku € Z[i]. Supongamos
que k > 2. Por el Lema 6.21, la semiesfera S(u, o) tiene radio

N{k 1
\/NTLZ <1€2>§\/E'

Pero claramente los puntos en A con coordenada zn minima son los vértices
(6.17). Dicha ¢-coordenada minima es 1/v/2 > 1/v/k para todo k > 2. Esto
implica que la esfera S(u,00) a lo sumo incluye algin vértice de A, pero
nunca ningin punto de A puede estar del mismo lado de p con respecto a
la semiesfera. Esto prueba que H(0) N H(oo) = A.

Por el momento, a partir de la Observacién 6.11, sabemos que H(c0)
estd contenido en la clausura del conjunto de puntos por encima de las
semiesferas S(u,00) con pu € Zli]; a tal conjunto lo denominaremos J. Con
la misma prueba que recién, si A\ ¢ Z[i] es una cuispide finita, se ve que la
semiesfera S(\, 00) a lo sumo contiene a un punto de J, mas precisamente a
un elemento de la T'p-6rbita de Py por Zli], lo que implica que dim(H(A) N
H(o0)) =0.

Hasta ahora sabemos que A es un dominio fundamental para I'g\0H (o).
Con esto estamos en condiciones de calcular 7%72. Por (6.10) tenemos

1

P4 2 _ 2 _ —
(6.18) Vo = r}r)lgiid(P, 00)* = d(Py,0)” = Vo) 2

Un conjunto de representantes de las clases de I'g\I" son las matrices

() ) ) ()

La primera de ellas genera a las demds, y actia en H? por una rotacién por
w/2 (90 grados) alrededor el eje de la coordenada (. Esto implica que un
dominio fundamental de M bajo la accién de I" es la interseccién de A con
el primer cuadrante {(z,¢) € H3 : Re(z) > 0, Im(2) > 0}.

En particular, los vértices de A son todos I'-equivalentes a Py, por lo
que la tnica forma extrema de determinante A > 0 salvo equivalencia por
I" es la inducida por Py, que aplicando la Proposicién 6.7 resulta

141

S =U(P)=V2A (_}2_ 12> .

Maés precisamente, para A = 1,
a i— 2
S[(3)] =2 (lal* —Re (}F1ag) +161)".

6.4.2. K = Qv-3. El anillo Og = Z[v/—3| es llamado el anillo de

enteros de Eisenstein, y w = HT\/EI Nuevamente el grupo de clases Jk es

trivial. Otra vez aplicaremos el Teorema 6.14, a pesar de que K no cumpla
la hipétesis |dg| > 4. Fijamos

P={z+yw:0<z,y<l1},

como dominio fundamental para el lattice Og. Analogamente al caso an-
terior, las semiesferas S(u + [3,00) tienen radio igual a 1 para cualquier
B € Zli].
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FIGURA 6.2. I(o0) para K = Q(v/—3)
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La Figura 6.2 muestra la semiesfera S(0,00) en el medio, rodeada por
las seis semiesferas S(p,00) con p € {£1,+w,+(1 — w)}. Llamemos A al
casquete de S(0, 00) que sobresale (parte oscura). Sea Py = (i/\/g, ﬂ/\/g),
el cual es un vértice de A. Consideremos

roz{((l) f):ﬂe@;{}.

En este caso I'y tiene indice 3 en I', por haber precisamente tres unidades
en Ok. Veamos que A = H(oco) N H(0), verificando que todo punto de A
estd fuera (o sobre) cualquier semiesfera S(u, 00) con p una cuspide finita.
En el grafico se muestra que esto es cierto para S(u,00) con pu € Ok.

Sea u=4d/k con d € Ok y k € N minimo tal que ku € O. Supongamos
que k > 2. La semiesfera S(u, 00) tiene radio /N, = /N (6, k)/k? < 1/VEk
por el Lema 6.21. Pero para k > 2, se tiene que 1/\/E < \/ﬁ, donde
\/2/3 es el valor minimo de la coordenada ¢ que toman los puntos de A.
Esto implica que todos los puntos de A estan en el “lado de afuera” de las
semiesferas S(u, 00) y por lo tanto H(0) N H(co) = A.

Con la misma prueba que arriba, resulta que A es un dominio funda-
mental de M bajo la accién de T'g. Luego, por (6.10), tenemos que
(6.19) Viea = mix d(P,o0)” = d(Py,00)* = g

Finalmente, la matriz (“ {) genera un conjunto de tres representantes
de T'o\I', y acttia en H? por una rotacién por 27/3 (120 grados) alrededor
el eje de la coordenada (. Esto implica que un dominio fundamental de M
bajo la accién de T' es la interseccién de A con {(z,¢) € H? : Re(z) >
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FIGURA 6.3. I(o0) para K = Q(v/—39)

0, Im(z) + Re(z) > 0}. En particular, los vértices de A son todos GLy(Ok)-
equivalentes a Py, pero Py y Py no son I'-equivalentes, tal como lo muestra
la Tabla 6.1 en la pagina 74.

Finalmente, las Unicas formas extremas de determinante A > 0 salvo
equivalencia por I', son

512‘11(130)2\/§<\/ig \7%); Sp = U(Py) = %(f \}g)

Maés precisamente, para A = 1,

2
S12[(8)) = & (V3laf? + 2iRe () + V3|5?) .

6.4.3. K = Qv—-39. Aqui w = (1 4 v/39i)/2. El grupo de clases Jx
de K es isomorfo al grupo ciclico de orden 4. El elemento § = [w/2] es un
generador. Usaremos la siguiente realizacién de Jx:

- {pemo-(s) o= o 15}

Para cada cuspide A en {oo,w/2, (1 + w)/3, (1 + w)/2}, encontraremos un
dominio fundamental I para 9H)(o0) bajo la accién de L™IT'(A)L tal como
lo explicamos en la Observacién 6.17.

Si escribimos a una cuspide p como §/k, estaremos asumiendo que k es
el menor entero positivo tal que ku € Ok.
& Caso \g = . Fijamos P = {x +yw € C : 0 < z,y < 1} como el
dominio fundamental para el lattice Ok . Por el Teorema 6.14, necesitamos
considerar solamente los conjuntos H(co)NH (y/m) para 0 < m < 39/2 < 20
yvy=a+bwcon0<a,b<m.
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Mencionamos en la Observacién 6.11 que H(c0) es el conjunto de puntos
que vive por encima de todas las semiesferas S(u,o0) con p una cuspide
finita. Dibujamos las semiesferas S(J/k,00) para 1 < k < 3 tales que §/k
estd en P, o “cerca” de P para encerrar el dominio.

Recordemos que por la Observacion 6.5, la semiesfera S(J/k, 0o) tiene ra-
dio igual a la raiz cuadrada de N/, = N(J, k)/k?. Ademas, es facil chequear
que el radio de S(6/k + 3,00) es /Ns;, para cualquier 8 € Of.

El dibujo obtenido se muestra en la la Figura 6.3. Una breve descripcién
es la siguiente:

= el hexdgono oscuro mas grande llamado A estd sobre la semiesfera
S(0,00), la cual tiene radio 1;

= los paralelogramos oscuros més pequenos llamados B y E estian
sobre las semiesferas S((1 +w)/3,00) y S((2 + 2w)/3, 00) respecti-
vamente, las cuales tienen radio 1/ V3:

» los paralelogramos oscuros méas grandes C' y D estan sobre las
semiesferas S(w/2,00) y S((1 4 w)/2) respectivamente, las cuales
tienen radio 1/v/2;

» las demds semiesferas S(d/k, o0) no oscuras ni denotadas con ningu-
na letra no satisfacen §/k € P. Pero éstas encierran las partes os-
curas en las que estamos interesados.

Nuestro objetivo es probar que

A= H(0)N H(x), B=H (42)n H(x),
C =H (222) N H(c), D=H (%) N H(x),
E=H (132) N H(c0).

Maés ain, probaremos que la unién de estas 2-celdas seran el dominio fun-
damental I(oco) dado por el Teorema 6.14. Denotaremos por Jy la unién de
todas ellas. En la Figura 6.4 hemos dibujado la proyecciéon ortogonal de Jy
sobre C con las coordenadas explicitas de los vértices.

La Observacién 6.11 nos dice que el conjunto H(y/m) N H(oo) son los
puntos dentro de S(y/m, 00) que estén fuera de todas las demds semiesferas
S(6/k,o0). Supongamos que para una cuspide v/m € P con 1 < m < 3,
la semiesfera S(y/m,oc0) no aparece en la Figura 6.3 (por ejemplo v/m =
1/2, w/3). Esto quiere decir que, o H(y/m) N H(co) es vacio, o que su
dimensién es menor a dos.

Para mostrar que Jy = I(00) es suficiente probar que cualquier semies-
fera S(d/k,00) no cubre estrictamente ningin punto de Jy, es decir que
puede contener puntos de Jy pero no puede intersecar ningin punto del
abierto comprendido por encima de Jy. Esto parece imposible pues existen
infinitas cispides §/k, pero el radio de S(§/k, 00) decrece cuando k crece.

La semiesfera S(0/k, 00) tiene radio \/N (0, k)/k?, por lo tanto menor o
igual que 1/ V'k, por el Lema 6.21. Vimos que el minimo de la coordenada ¢
de los puntos de Jj es \/g/\/@, el cual es realizado en Ps. Si 1/\/E < \/§/\/@
entonces claramente S(d/k, c0) no estara sobre ningtn punto de Jy. Esto nos
asegura que es suficiente mostrar que S(d/k,00) no cubre ningin punto de
Jo para k < 13.
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FIGURA 6.4. Proyeccién de I(co) sobre C para K = Q(y/—39)

Plo@il?f’w Py = (-2, C6), Py = (—25,(5),
Py Py Py = (—26+1,G), Py = (26 —1,(),
it 2 Py = (25,C5) = (\%%)
P 1+&))/; Py Ps = (26,C6) = <% + 2\%*97 %) ;
Py Ps Pr = (=29 +w, (o), Py = (25 +1,(5),
Py = (29,(9) = <%,%) )
o Pio = (—25 + w,(5), Pr1 = (20 + 1, (o),
Pry = (=26 + w, (),
B B By Py = (—25+1+w,().

Esto nos dice que es necesario chequear que s6lo una cantidad finita
de semiesferas no cubren ninguna parte de Jy. Después de realizar estos
calculos, los cuales no incluimos por una cuestién de espacio, concluimos
que

Jo = I(c0).

& Caso A\ = w/2. La matriz asociada a \; introducida al comienzo de la
Seccién 6.3 es

Se puede verificar que
(6.20) 2(w,2) " =2Z® F* L.

Fijamos P = {r +y(l1—w)/2 € C : 0 < z,y < 1} como un dominio
fundamental en C bajo la accién de L~T'(\;)L.
De manera anédloga que en caso anterior, consideraremos las semiesferas

Sy (0/k, 00)

para 1 < k < 4y §/k en P o cerca de P para encerrar el dominio. Las
semiesferas Sy, (y/m,o0) con v/m € P, como uno puede ver en el grafico
resultante, son Sy, (0,00) y Sy, (w/2,00), ambas de radio 1/v/2, y Sy, (1, 00)
de radio igual a 1. Argumentos similares como los usados en el caso pre-
vio, siguiendo la Observacién 6.15, prueban que la parte visible de estas
semiesferas son H), (0) N Hy,(00), Hy, (w/2) N Hy,(00) y Hx, (1) N Hy,(c0)
respectivamente. Denotamos por J; la uniéon de todas ellas. La Figura 6.5
exhibe la proyeccién ortogonal de J; sobre C y las coordenadas explicitas
de los vértices.

Para probar que .J; coincide con Iy,, es suficiente probar que cualquier
semiesfera S}, (0/k, 00) no cubre estrictamente ningtin punto de J;. Un anali-
sis similar al hecho en el caso anterior muestra que hay una cantidad finita
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FIGURA 6.5. Proyeccién de I,,/, sobre C para K = Q(v/—39)
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de casos para chequear. Por falta de espacio no incluimos estos cédlculos, pero
se concluye que

J1 = I)\I(OO).

& Caso A2 = (1+w)/3. Notemos que [A2]? = 1. Luego, siguiendo la Idea de
la demostracion del Teorema 6.19, tomamos

(14w 2-w
9= 3 —1-w)/’

Esta matriz satisface los requerimientos dados en (6.15) pues (ag2,n2) =
(1+w,3) =(2—-w,—1—w), det(g) = 3 = N{az,n9), donde ao = 1 4+ w,
ny = 3 y por lo tanto A2 = ag/ng. Mds ain, g(oco) = A2 v g(A2) = 0.
Finalmente, El Teorema 6.19 implica que

H(X2) = g(H(0)).

Esto implica que el conjunto g(I(cc)) es un dominio fundamental para
O0H (A2) bajo la accién de I'(\2). Este conjunto coincide con el dominio fun-
damental I(\2) por el Teorema 6.14, para cierta eleccién de P.

& Caso \3 = (1 +w)/2. El Lema 6.18 asegura para este caso que 9Hy,(co
es la reflexién de OH), (o) con respecto al plano Im(z) = 0, pues [A3] =
03 =0= [/\1]

Luego, por la Observacién 6.17, el conjunto Iy, coincide con el dominio
fundamental Iy, para cierta eleccién de P.

En este momento podemos asegurar que todo punto del conjunto de
incidencia minimal M (ver (6.9)) es I'-equivalente a un punto de uno de los
siguientes conjuntos

1(0), I(A2) = g(I(o0)),

=(45 ). 10a=(13¢ §)n).
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FiGurRA  6.6. Puntos extremos mdédulo  SLy(Ofk)-
equivalencia para K = Q(1/—39)

(o) Is I

2 2

Los vértices marcados por la misma figura (cuadra-
dos, circulos o tridngulos) son equivalentes por
GL2(Ok), v los que tienen distinto color (blanco o
negro) son sélo SLa (O )-equivalentes.

Sea I la unién de estos cuatro conjuntos. No podemos asegurar que este
conjunto I sea un dominio fundamental de M bajo la accién de I', pero es
evidente que todo punto de M es SLa(Of )-equivalente a un punto de I.

El siguiente paso es determinar un conjunto de representantes de los con-
juntos de vértices de I bajo la accion de I'. Esto lo hacemos pues recordemos
que el conjunto de vértices de I son los puntos extremos (ver la Defini-
cién 6.1), los cuales estdn en correspondencia con las formas extremas (ver
Proposicién 6.13).

Claramente {P;, Ps, P5, Ps, P7, Py} es un conjunto de representantes de
los vértices de I(00) bajo la accién de I'(0c0). Notemos que el grupo GL2(Ok)
es generado por los elementos de I' y la matriz (_1 1), la cual actia sobre
H3 como (2,¢) +— (—2,¢). Esto nos dice que los pares (P, Ps), (P, Ps) y
(P7, Py) son GLy (O )-equivalentes, por lo tanto { Ps, Ps, Py} son un conjunto
de representantes de los vértices de I(oco) bajo la acciéon GLa(Ofk). Estos
hechos estan ilustrados en el grafico de la izquierda de la Figura 6.6.

Los vértices de g(I(00)) son de la forma {g(P;) : 1 < j < 13}. Se puede
chequear facilmente que la 2-celda sobre S((1 + w)/3,00) es llevada sobre
si misma por g. Mas precisamente,

9(P5) = B, 9(Fs) = Ps, 9(Ps) = Fe, g(P7) = Pr.

Por otro lado, también es facil chequear que ghg~' € T para todo h € T. Esto
implica que dos puntos son I'-equivalentes si y s6lo si sus correspondientes
imagenes sobre g son I'-equivalentes. Estos hechos fuerzan a que cualquier
vértice en g(I(o0)) sean I'-equivalente a algtin vértice en I(00).

Sea L = (% {). Por (6.14) y (6.20) tenemos que

1w
Llr(A)L:{i (é At b) :a,bGZ}.

Describimos la accién de L~'T'(\1) L sobre los vértices de Iy, en la Figu-
ra 6.6. Se puede chequear que todos los vértices en Iy, son equivalente por
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L7'T(\) L auno de {Q1,Q2, Q5,Qs}. Ademas,
L(Q1) = Py, L(Q2) = P, L(Qs) = Ps, L(Qs) = Pr.

Esto nos dice que cada uno de los vértices de I(A1) = L(Iy,) es I-equivalente
a un vértice de I(c0), es decir, a uno de los puntos de { Py, P», Ps, Ps, P7, Py}.
La misma prueba vale para As.

Finalmente concluimos que los puntos {Pi, P, Ps, Ps, P7, Py} son los
puntos extremos de la acciéon I'. Estos puntos contienen toda la informa-
cién necesaria para obtener la constante de Humbert-Hermite proyectiva
7%72 y las formas extremas proyectivas, para K = Q(v/39i).

Por (6.10), %’{72 = maxpes n(P)?. Pero este méximo es realizado en un
vértice de I, los cuales son I'-equivalentes a los vértices de I(c0), sin que
cambie el valor de 7 pues ésta es I'-invariante. De esta forma obtenemos que

1 39
d(Pj,00) =  mi =2 _ 13,

6.21 - 2
(6.21) Je(1,25:6.7.9) ¢ 3

D s
= max
o302 T jeinsiene)
Para concluir listamos las formas extremas proyectivas (ver Definicién
6.1) de determinante 1, aplicando el mapeo ¥ = Wy del Teorema 6.3 a los
representantes de los puntos extremos bajo la accién de I':

\I!(i 6i ﬁ)z(‘/ﬁ %/ﬁi),

V397 /39 +v121 V13

151 9\ _ 13/3 F5i
‘I’<ix/@’¢@>_< +51  2v39)°

\I’<:|:12i,@>: \/13/‘.1 FV/12i .
V397 V39 +v12i 213

Todas estas formas realizan su minimo en (1, 0), el cual es el vector asociado
con la cispide oo = 1/0.

6.4.4. Tabla de resultados. El mismo procedimiento que en los
ejemplos anteriores funciona para obtener la constante 7%’2 de Humbert-
Hermite proyectiva y las formas extremas proyectivas para cualquier cuerpo
de ntmeros cuadratico imaginario K. La Tabla 6.1 muestra los resultados
para todos los cuerpos K que cumplen |dx| < 70. En la dltima columna
sélo incluimos los puntos extremos proyectivos absolutos pues la cantidad
de éstos crece demasiado cuando |dg| sube, siendo imposible incluirlos en la
tabla.
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TABLA 6.1. Puntos extremos

—dyg | D 7%2 hi | ptos. proy. extrem. abs.
i V2
3 13| 3/2 |1 (i@\/\%)
1 i
4 [ 1] 42 |1 (2+ﬂ,f1)
2i 3
71 07/3 |1 (iﬁ,\\ﬁ@)
1 2i
s |2 82 |1 (2+\/g>\%g)
3i 2
TR EE! (i\/ﬁwfﬁ)
5i 5
15 (15| 15/5 | 2 (imyvﬁ)
61 2
19 |19] 19/2 | 1 (imwﬁ)
4i 4
2 | 5| 20/4 | 2 (imwfo)
8i 5
23 23| 23/5 | 3 (im’@)
1 4i 2
24 | 6| 24/2 | 2 (2i\/ﬂ’\%ﬂ)
11i 3
31 [31] 31/3 | 3 (imw\;)
101 5
35 35| 35/5 | 2 (i\/g>\/\/;3§)
61 3
39 [39] 39/3 | 4 (£ 5. 2%)
O k)
3v407 3+/40/°
40 |10 180/13 | 2 (2148 ")
40\/35\/45
161
13 [43] 43/2 | 1 (=75 75)
(+28, )
477 /4770
2V47’ 2477 %
(+ A, 22
517 /517’
51 |51 51/2 | 2 (400 ")
/51 V51
(+25.%2)
527 /5277
2t Um0 Ve
(j: 351 \/%)
4@’4\/%\%
3 19i 95
55 | 55| 176/19 | 4 (i(13+2\1/953),5%)»
(i(ﬁ+g¢£)75¢%)
(s 2 )
56 | 14| 56/6 | 4 Y &
(3+ 11,/14° 11\/%)”7“’
(i 2317ﬁ)7
59 |59 59/2 | 3 Y
(§+2\/@’2\@)2+T“
20 - 2
67 |67] 67/2 | 1 (£ &1 3%)
(3% 57, )
24/177 /6877
68 |17| 68/2 | 4 N

(L4 i )
2 " 18177 968/ 11

Todo punto extremo vive en H(co) excepto cuando el punto tiene una
ctspide p como subindice, lo cual indica que el punto estd en H ().
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CAPiTULO 7

Notacion y definiciones basicas

En este capitulo introduciremos herramientas y resultados conocidos con
los que trabajaremos en el resto de esta parte. Comenzaremos explicando la
relacién entre lattices (o reticulos) en el espacio euclideo y formas cuadraticas
definidas positivas. La siguiente secciéon introducira las definiciones basicas
sobre isospectralidad entre variedades Riemannianas. Luego introduciremos
los grupos de Bieberbach, estudiando de las variedades compactas planas,
la teoria general de sus anillos de cohomologia y sus respectivos espectros.

7.1. Formas cuadraticas y lattices

Comenzaremos considerando formas cuadraticas sobre el cuerpo de los
numero reales. Estas estdn parametrizadas por matrices cuadradas simétri-
cas, pues son de la forma

Alx] = 2" Az = Z a;j Tt = Z a;; xf + Z 2a; j xiz;,
1<i,j<n 1<i<n 1<i<j<n
donde A = A" = (q;j) € M(m;R) y © = (21,...,2,)" € R".
La forma es no singular si det(A) # 0. En este caso su dimension es n.
La forma A es definida positiva si A[xz] > 0 para todo x # 0.
Dos formas cuadréticas definidas positivas A y A’ con igual determinante
se dicen equivalentes si existe una matriz U € GL(n,Z) tal que

A =UAU".
Notar que las formas A y A’ representan a los mismos nimeros sobre Z".

Diremos que la forma A es entera si A[x] € Z para todo x € Z", lo cual
es equivalente a que a;; € Z y 2a;; € Z para todo 1 y j.

En este trabajo llamaremos lattice a todo Z-submddulo de R™ de rango
n. Si A es un lattice existe una base {A1,..., A\, } de R™ tal que A = ZA\; &
.-+ @D ZM,. Esta serd llamada una base entera de A y la matriz M construida
colocando como filas los vectores de una base entera, serd llamada una matriz
generadora de A. La matriz A = M M? es llamada una matriz de Gram de
A. El determinante de A es det(A) = det(M)2.

Diremos que dos lattices A y A’ son equivalentes si

M' =UMB,

donde U € GL(n,Z) y B € O(n). En particular, si M; y Mz son matrices
generadoras de A, entonces existe U € GL(n,Z) tal que My = UM> y tal
que Ay = UAUL.

Consideraremos al espacio vectorial R™ con el producto interno canénico
(x,y) = >, xiy; y su base ortonormal canénica {e,...,e,}. Diremos que
un lattice A es entero si (A, \') € Z para todo A\, \' € A.
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Existe una correspondencia entre las formas cuadraticas reales definidas
positivas de dimensién n y los lattices en R™. Sea A es un lattice con base

entera Ay, ..., \,. Entonces, si A =) 2;A; € A tenemos
n n
H)‘HQ = Hxl/\l + -+ annHQ = ZZ-’L’ZCU] <A'L7)\j>
i=1 j=1

= 2'MM'z = Alz],

donde z = (x1,...,2,)". Si tomamos otra matriz generadora M’ = UM de
A (U € GL(n,Z)), resultara la forma cuadrdtica A’ = UAU!, la cual es
equivalente a A. Ademds, si A es un lattice entero, la forma A es entera.

Reciprocamente, si A es una forma cuadratica definida positiva de di-
mensioén n, por el teorema de descomposicién existe M tal que A = MM?,
la cual define un lattice.

7.2. Variedades isospectrales

A una variedad Riemanniana M le podemos asociar el operador de
Laplace-de Rham, el cual es la generalizacién del operador de Laplace A =

2
Z?Zl % en R™. Este operador se define como
i

A:C®(M) — L*(M), A(f) =d*d(f).

donde d es la derivada exterior y d* es la coderivada. Sélo consideraremos
variedades Riemannianas compactas por lo que A : C® — L2(M). Més ge-
neralmente, para cada 0 < p < n = dim(M), podemos definir el p-operador
de Hodge-Laplace sobre p-formas suaves, como

A, QP (M) — QP (M), Ap(w) = d"d(w) + dd* (w).

El p-espectro de la variedad M se define como el conjunto
(7.1) spec,(M) = {(A,dy) : A > 0 es autovalor de A, y dy = dimH,, > 0}
donde H) es el autoespacio del operador A, asociado a A. Usualmente se
llama simplemente espectro a specy(M).

DEFINICION 7.1. Sea Mj y My variedades Riemannianas. Las variedades
M y Ms se dicen p-isospectrales (solo isospectrales para p = 0) si

spec, (M1) = spec,(Ma).

Ademads, My y Ms se dicen fuertemente isospectrales si todos los operadores

elipticos autoadjuntos naturales sobre las variedades son isospectrales.

OBSERVACION 7.2. Los p-operadores de Hodge-Laplace son operadores
elipticos autoadjuntos naturales, por lo que dos variedades fuertemente isospec-
trales son en particular p-isospectrales para todo p.

Ahora introduciremos el método de Sunada, centrandonos en cémo apli-
carlo a variedades compactas planas. Si GG es un grupoy g € G, denotaremos
por [g] a la G-clase de conjugacién de g.

DEFINICION 7.3. Si G es un grupo finito y F, F’ son subgrupos de G,
(G, F, F') es llamado un triple de Sunada si existe una biyeccién ¢ : F < F’
tal que p(x) = g,wg; !, para algtin g, € G. Equivalentemente, #([g] N F) =
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#([g] N F') para cada g € G, donde [g] denota la clase de conjugacién de g.
En este caso diremos que F'y F’ son casi-conjugados en G.

TEOREMA 7.4. (T. Sunada [Su]). Sea M una variedad Riemanniana
compacta. Si G C Iso(M) y F, F' son subgrupos de G actuando libremente
sobre M tales que (G, F, F') es un triple de Sunada, entonces F\M y F'\ M
son fuertemente isospectrales (ver [DG]).

DEFINICION 7.5. Las variedades F\M y F'\M (fuertemente isospec-
trales) construidas por el teorema anterior son llamadas Sunada-isospectra-
les.

7.3. Grupos de Bieberbach

Una variedad plana es una variedad Riemanniana con curvatura constan-
temente nula. El cubrimiento universal de una variedad plana completa es el
espacio Euclideo. Esto se usa para probar los teoremas de Bieberbach de que
todas las variedades compactas planas son finitamente cubiertas por toros.
Més ain, todas ellas son de la forma I'\R™ donde T" es un grupo discreto y
cocompacto de Iso(R™) libre de torsién, i.e. un grupo de Bieberbach.

7.3.1. Definicién. El grupo de isometrias de R" esta dado por
Iso(R") = O(n) x R™,
con la operacién dada por
(B,b) - (B',b) = (BB',B'b+V),
y la accién sobre R™ por
(B,b) -v=B(b+v).

Escribiremos a cualquier elemento v € Iso(R") de la forma v = BLj, con
B € O(n) y Ly la traslacién por b € R"™. En este caso, BL, - B'Ly =
BB'L B/b4b -

Un subgrupo discreto y cocompacto I' de Iso(R™) es llamado un grupo
cristalogrdfico. Si ademas I' es libre de torsion, entonces I' es llamado un
grupo de Bieberbach. Tales grupos actian de manera propia y libremente
discontinua. Luego M1 = I'\R" resulta una variedad compacta plana.

Las traslaciones de un grupo de Bieberbach I' forman un subgrupo nor-
mal abeliano maximal de indice finito, Ly, donde A es un lattice de rango
maximo en R" que es estable por B para todo BL, € I, i.e. BA = A.
Ademas se tiene la sucesién exacta corta

0—-A—-T—-U—-0

donde ¥ = A\T" es un grupo finito llamado grupo de holonomia de T', el cual
determina el grupo de holonomia lineal de la variedad Riemanniana MTr.
Consideremos r : O(n) x R™ — O(n) la proyeccién a la primera coordenada.
El grupo F = r(T") es llamado grupo puntual de T, el cual es isomorfo a W.
Existe una accion de ¥ sobre A inducida por la accién de I' por conju-
gacion. Esta define una representacion entera de W llamada la representacion
de holonomia. Se puede ver a la variedad My = I'\R" como un cociente del
toro T" = A\R" bajo la accién libre de ¥ por isometrias: Mt = W\T™.
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OBSERVACION 7.6. Hay una cantidad finita de grupos de Bieberbach

para cada dimensién n, salvo isomorfismo. Mas atn, I'y 2 I'y si y sélo si I'q
y 'y son conjugados en Aff(R™) = GL(n) x R™.

EJEMPLOS 7.7. Veamos algunos ejemplos simples de grupos de Bieber-
bach y sus variedades asociadas.

1. Toros planos. Las variedades compactas planas més simples son
los toros planos Th = A\R", con A un lattice en R™ y grupo de
holonomia trivial.

2. Botella de Klein. Sea

F:<BL%2,LZQ>, donde B:(l 1).

Si v = BLy entonces y(z,y) = (—z,y + %) y tenemos 72 = Le,. El
cociente I'\R? es la variedad cominmente llamada botella de Klein.

3. Variedad de Hantzsche- Wendt. Hay diez grupos de Bieberbach en
dimensién n = 3, salvo isomorfismo. Las variedades asociadas son
llamadas platycosm (universos planos, ver [RC]). Entre ellas est4 la
variedad de Hantzsche-Wendt o didicosm. Esta puede ser definida
como

= <’yl =BiLeisey, 7= BaLeyses, L23> ,

donde
m=() v me()

Tenemos que F' = {Id, By, By, Bio = B1 By} = 7Z3.

7.3.2. Anillos de cohomologia de variedades compactas planas.
Como mencionamos en la introduccién, en los préximos capitulos estamos
interesados en pares o familias de variedades fuertemente isospectrales (por
lo tanto p-isospectrales para todo p), las cuales tendran los mismos nimeros
de Betti, pero que tengan anillos de cohomologia no isomorfos de a pares.

El anillo de cohomologia sobre Q de una variedad compacta plana Mt
con grupo de holonomia ¥ ~ F' puede ser calculado usando la sucesién
espectral de Hochschild-Serre, la cual da

(7.2) H*(Mr, Q) = AR(Q"),

el anillo de F-invariantes en la Q-algebra exterior A*(Q™) (ver [Hi]). Usare-
mos las abreviaturas

P=Y_AL@QY)  y AL =AR@QY),
p=0

para 0 < p < n. En particular, dim(A%) = 3, es el p-ésimo ntimero de Betti
de la variedad M.
OBSERVACION 7.8. Notemos los siguientes hechos.

n
1. > A% es un ideal en A}, para cada p.
r=p
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n
2. Zl A’ es un ideal maximal de A} y cualquier elemento 7 en A} ~
r=
n

> A% es inversible. Para comprobar esto, tomemos n = 1+6 € A},
r=1

tal que J tiene componente de grado cero nula, i.e. §o = 0. Entonces

(L+®A(5504Y6A~~A6>:L

’L:() 7

por lo tanto

n

D (1) §A-- NS E AT

=0 7

Para diferenciar dos anillos de cohomologia tenemos que buscar in-

variantes de estas algebras. Para un grupo de Bieberbach con grupo de
holonomia trivial, tenemos el grupo de derivaciones y automorfismos del
algebra exterior A* calculado en [Dj]. La estructura de la subélgebra A}, de
A* puede ser mucho més complicada.

EJjEMPLOS 7.9. Veamos los anillos de F-invariantes para los Ejemplos 7.7.

1. Toros planos. Como los toros tienen grupo puntual trivial, entonces
el anillo de invariantes A}, es toda el dlgebra exterior A*(Q").
2. Botella de Klein. Tenemos que F' = Zs y

Aj = span{1, ez} = Qfa]/(a?).
3. Hantzsche-Wendt. Es facil comprobar que
A% =span{l,e; A ey Aes} = Q[z]/(z?).
Dentro de la Seccién 9.2 veremos ejemplos méas complicados.
7.3.3. Espectro de variedades compactas planas. En esta sub-
seccién determinaremos el espectro (ver (7.1)) de las variedades compactas
planas I'\R", donde I" es un grupo de Bieberbach. Comenzaremos por el

caso méas simple de los toros planos. Sea A un lattice entero en R™ (ver
Seccién 7.1) y A* el lattice dual de A, i.e.

AN ={veR": (v,\) €eZ VXeA}
Para cada v € A*, definimos la funcién
fo:R" - C dadapor f,(x)= 2Tz}
Claramente la funcién f, es A-invariante, por lo tanto induce una funcién

desde Th = A\R"™ a C. Ademas

aafv = 2miv; f,, porlotanto — Af, = — 2(271'1)27)]2-fv =472 ||v||? f,.
Tj

J=1

n

Se prueba que (f,, fi/) = 0 si y s6lo si v # v/, y por el teorema de Stone-
Weierstrass resulta que el conjunto {f, : v € A*} es un sistema ortogonal
completo de L?(T}).

Luego, para cada p > 0, el autoespacio de —Alp, con autovalor 47

esta dado por
H,, = spang{f, : v € A},
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donde Ay, = {v e A": |lv]|? = p}. Finalmente,

spec(Th) = {(4m*p, Na(p)) : o > 0, Na(p) = #A%, = dimH,, > 0}.

Ahora supongamos que I' es un grupo de Bieberbach con lattice de
traslaciones A = R"NT. Siyv = BL, € T, con B € O(n), b € A C R,
tenemos que

(73)  (foom)(@) = foly(x) = OB — 2mBT00) (@),

por lo tanto cada elemento de I' preserva H,,. Esto implica que

(7.4) LAI\R") = (AR =& H),
17

donde H' = {f € H: foy =f Vv €T} Paracada psea Np(u) = dimH};,
el cual también suele ser denotado por d, r. Por (7.4) se tiene

spec(Mr) = {(4m*u, Nr(p)) : pp > 0, Nr(p) > 0}.

EJEMPLO 7.10. Sea I' el grupo de Bieberbach que induce la botella de
Klein, el cual fue definido en el item 2 de los Ejemplos 7.7. En este caso

A=A"=7°  F={ld=(',),B=("1))}.

Sea u € N tal que Np(p) > 0, lo que es equivalente a que pueda escribirse

como suma de dos cuadrados. Tomemos f = > A, Qv fv € HE, o equiva-
lentemente f € H, tal que fo BL%Q = f. Luego tenemos que
PG = F(BLg () =1 (v3) = 2 ahu (1)
veEN,
= Z Q(a,b) ?ri(—aztby+b/2) _ Z Q(a,b) (1) f( ) (y)
(a,b)eA, (a,b)eA,
= > a(fa,b)(_l)bf(‘;)(z)'
(a,b)eA,

Esto prueba que
b
Aap) = (—1)" () V(a,b) € Ay
No es dificil ver que esta condicion implica que el espacio vectorial real HE

estd generado por (la restricciéon a Mp de) las funciones

fop(zy) = e*mby si b es par,

(f(a,b) + f(—a,b)) (z,y) =2 e2miby cos(2max) sia € Nybes par,

(f(a’b) — f(,a,b)) (z,y) = 2e*™%sen(2maz)  sia € Ny besimpar.

Notemos que la dimension de HE se ha reducido, pues los vectores (0, b) €
A, con b impar han desaparecido y los vectores (a,b) y (—a,b) cuentan ahora

como una dimensién en lugar de dos. Esto ltimo lo hemos graficado en la
Figura 7.1.
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FicurA 7.1. Gréficos de espectros de toro plano y la botella
de Klein

Espectro de T Espectro de Mr

Finalmente, se puede verificar que

Na(p)/2 si 1t no es un cuadrado,
Nr(u) = { Na(u)/2 —1 sip=c? con ¢ impar,
Na(p)/2+1 sip=c? con c par.
EJEMPLO 7.11. Ahora sea I' el grupo de Bieberbach que induce la va-

riedad de Hantzsche-Wendt, dada en el item 3 de los Ejemplos 7.7. En este
caso A=AN*=7Z3y

Pefinm= ()= (M) e (U,))

Sea u € N tal que Np(p) > 0, lo que es equivalente a que pueda escribirse
como suma de tres cuadrados. Similarmente al caso anterior, se puede probar
que f = ijeAu Qy foy € HE si y sélo si

Xa,b,c) = (_1)a—b &(a,—b,—c)

Xa,b,c) = (_1)b_c &(—a,b,—c) v (CL, b, C) € AM'

A(abec) = (_1)0_[1 Q(—q,—b,c)
De manera similar, pero con muchas mas cuentas necesarias, resulta que HE
es generado por la unién de los conjuntos

{f(@0,0) + f=a0,0) f0,0,0) T f0,-a,0)> f(0,0,0) T f(0,0—a) : @ € 2No},

{Flamey + (=D flape) + (D" fapoy + (1) flabe) :
(a,b,c) € Ng x Ny x Z con al menos dos de ellos no nulos}
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Pares de variedades fuertemente isospectrales

Para A una forma cuadratica entera definida positiva y g un nimero
entero, el problema de contar el nimero de representaciones Na(u) de p
por A, se traduce en el lenguaje de lattices (ver la Seccién 7.1) a contar el
nimero Nj(p) de vectores A € A tal que ||[A|? = m. El célculo de estos
numeros se facilita introduciendo la serie theta asociada, la cual es

OA(z) = > g™ =" ¢ =S " Na(p) ¢,
n=0

AEA TEL"

donde ¢ = €™*. Se prueba que ©4(z) es una funcién holomorfa en z para
Im(z) > 0.

Ahora supongamos que el lattice A es autodual (i.e. A = A*). Entonces
el nimero de representaciones de p por A, es decir el nimero de vectores

x € Z" tales que Afx] = p, coincide con la dimensién del autoespacio de
AT, con autovalor 4%, esto es,
(8.1) Na(p) = Na(p) = dimH,,.

Pensaremos a los grupos de Bieberbach como una generalizacion de las
formas cuadréticas enteras definidas positivas. Sea I' un grupo de Bieberbach
con lattice de traslaciones A = I' N R" y grupo puntual F' = r(T).

Pensaremos a T' como el lattice A (o la forma cuadrdtica
A) munido al grupo F actuando en los vectores del lattice
A.

Dado pn € N, diremos que I' representa a p si Np(p) > 0,
y éste numero serd precisamente el numero de veces que
I' representa a (.

Ademds, definimos de manera andloga la Serie de Theta
de I' como

Or(z) = > ¢™MN=>"No(u) ¢".
n=0

AEF\A

Ahora estamos en condiciones de explicar nuestro objetivo en este capitu-
lo. Un problema clésico es el de encontrar dos lattices enteros que represen-
ten los mismos nimeros, o equivalentemente, que tengan la misma funcién
theta. Hemos visto en el comienzo de la Subsecciéon 7.3.3 que lattices en-
teros autoduales que representan los mismos nimeros inducen toros planos
isospectrales. Estamos interesados en encontrar variedades compactas planas
isospectrales, lo cual se puede pensar como grupos de Bieberbach que repre-
senten lo mismos nimeros (la misma cantidad de veces).
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A partir del método de Sunada obtendremos grupos de Bieberbach I' y
I, que inducen variedades compactas planas fuertemente isospectrales. En
particular ellas son p-isospectrales para todo 0 < p < n, por lo tanto sus
nimeros de Betti coinciden

dim AL, = 3,(T) = B,(I") = dim AL,

Vemos que los anillos de formas invariantes por sus grupos puntuales A%
y A%, tienen la misma dimensién en cada grado, aunque no por esto estas
algebras deben ser isomorfas.

Nuestro objetivo es buscar pares de grupos de Bieberbach
con variedades asociadas fuertemente isospectrales con anil-
los de cohomologia no isomorfos.

8.1. Grupos de Bieberbach de tipo diagonal

Para cumplir el objetivo recién propuesto, restringiremos nuestra bisque-
da a variedades compactas planas que provienen de grupos de Bieberbach
de tipo diagonal, esto es, con grupo puntual de matrices diagonales con +1
en sus entradas, y por lo tanto isomorfo a Z’g para algun k. Estos grupos
son los que tienen la accién de holonomia mas simple entre aquellos grupos
de Bieberbach con grupo de holonomia ZS.

8.1.1. Definicién y construccion. Un grupo de Bieberbach T' es
llamado de tipo diagonal si existe una Z-base ortonormal {eq,...,e,} del
lattice A tal que para cualquier elemento BL;, € I', Be; = +e; para 1 <
i < n. Por conjugacién por una matriz ortogonal, si es necesario, podemos
asumir que el lattice A de I' es el lattice canénico Z". De esta manera, el
grupo puntual F' contiene matrices diagonales con +1 como coordenadas no
nulas.

LEmA 8.1. Sea T' = (y1,...,vk, L : A € Z™) un grupo de Bieberbach de
tipo diagonal, con v; = B;Ly,, donde b; € R" y B;e; = *xe;, para cada i, j.
Entonces I' puede ser conjugado por una traslacion L,, p € R", a un grupo
IV tal que 2b € Z"™ para cualquier v = BLy € T".

El lema anterior nos permite asumir que cada elemento v € I' puede ser
escrito de una tnica manera como v = BLyL), donde las coordenadas de b
son0o1/2y \eZ"

Ahora veamos algunas condiciones suficientes para obtener un grupo de
Bieberbach de tipo de diagonal. Para 1 < i < k, consideremos B; € M(n;R)
matrices diagonales con +1 en sus entradas y b; vectores de R™ con 0 o 1/2
en sus entradas. Definamos

(8.2) F = (B;:1<i<nmn),
(83) I = <BiLbiL)\ 1<i<ny A€ Zn>
Sea I = {i1,...,in} C {1,...,k} con h elementos diferentes. Denotaremos

Br =B, ...B;, (sih>0)y By =1d,,. Luego FF ={B; : I C {1,...,k}}.
Tomemos by € {0, 3}", como los tinicos vectores tales que (br); = >, (bi);
mod Z para todo j si h > 0, y by el vector nulo. Notemos que b; = by;) para
todo .
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PROPOSICION 8.2 (Dotti y Miatello [DM]). Supongamos que el grupo F
dado por (8.2) es isomorfo a Z§ y no contiene a —1d,,. Ademds asumamos
que se cumple la siguiente condicion:

(8.4) para cada I #0, 3j: (br); =% y B;j=1.

Entonces el grupo I' dado por (8.3) es un grupo de Bieberbach de tipo dia-
gonal.

DEMOSTRACION. Resulta de [DM, Proposition 2.1]. Notar que la condi-
cién (i) de [DM, Proposition 2.1] es canénicamente cumplida para este caso,
pues aqui sélo estamos considerando grupos diagonales. O

8.1.2. Isospectralidad. En general, para aplicar el método de Suna-
da (Teorema 7.4) en el contexto de variedades compactas planas arbitrarias
Mr y Mp/, tomamos M = A\R", F'y F’ los grupos puntuales de I y I que
actian en M por la accién de los grupos de holonomia A\I' y A’\I”, y un
grupo finito G C Iso(R™) adecuado que contenga a ambos. Entonces F' y F’
actian libremente en M y F\M ~ T'\R" = My, F'\M ~T"\R" = M.

Ahora trabajemos en el caso diagonal. Usaremos las siguientes defini-
ciones durante el resto del trabajo.

DEFINICION 8.3. Sea F un subgrupo de GL,(Z) de tipo diagonal, es
decir, todos sus elementos son matrices diagonales con +1 en sus entradas.
Para B € F' definimos

(8.5) ng = dim(R™)P =#{1<i<n:Be =¢},.
Si 0 < s < n, definimos
(8.6) cs(F) = #{BecF:ng=s}.

El vector (co(F),...,cn(F)) serd llamado el patrén de F.

DEFINICION 8.4. Sea I" un grupo de Bieberbach de tipo diagonal. Si
BLyLy €T, conbe {0,1}" y A € Z", definimos

(8.7) np1 = #{1<i<n:Bej=¢ y b-e =3}
Para 0 <t < s < n, los nimeros de Sunada de I' estds definidos por
(8.8) cst(l) = #{BLyeF:np=sy np1 = t}.

OBSERVACION 8.5. SiT' es un grupo de Bieberbach, entonces es libre de
torsion, por lo tanto ng > 1 para todo B € F. Se puede comprobar que

o) =1, c(F) =) ca(D) v D o) =|F.

t

Los nimeros cs; serdan usados para probar la isospectralidad de varias
variedades compactas planas de tipo diagonal.

TEOREMA 8.6. [MR2, Proposition 3.5] Sean I' y I grupos de Bieber-
bach de tipo diagonal. Entonces Mr y My son Sunada-isospectrales (ver
Definicion 7.5) si y solo si T y ' tienen los mismos nimeros de Sunada, es
decir, cs+(I') = ¢s4(I") para todo 0 <t < s < n.
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Terminamos esta subseccién con un teorema que asegura que el método
de Sunada es la tnica forma de encontrar variedades compactas planas de
tipo diagonal isospectrales. Ver [MR3, Remark 3.12] para mas informacién.

TEOREMA 8.7. [MR3, Proposition 3.11] Si T’ y I son grupos de Bieber-
bach de tipo diagonal, entonces Mr y M son variedades isospectrales si vy
solo si son Sunada-isospectrales.

8.1.3. Sus anillos de cohomologia. Ahora pasemos a estudiar el
anillo de cohomologia a este tipo particular de grupos de Bieberbach. Note-
mos por (7.2) que este anillo s6lo depende del grupo puntual F', y no del
resto de I'. Por esto trabajaremos de una manera mas general, s6lo asum-
iendo que F' es un subgrupo de GL,(Z) de tipo diagonal, i.e. sus elementos
son matrices diagonales con +1 en sus entradas. Luego F = ZX para algtin
1 < k < n. Por Proposicién 8.2 tenemos que si F' proviene de un grupo de
Bieberbach T', entonces —1d,, ¢ F.

DEFINICION 8.8. Dado un subconjunto ordenado I = {i1,... i} C
{1,...,n}, denotaremos e; = e;; A ... Ae;, € A%.. La forma e; es llamada
primitiva si no puede ser obtenida como producto de formas F-invariantes
de grado menor que p. Denotaremos por P% al conjunto de todas las formas

primitivas de grado p, por AL al subespacio generado por Pf; y por P,

al cardinal de 73%

Fprim

Claramente el conjunto de todos las formas primitivas es un conjunto
generador de A% de cardinalidad Z;l:o P, r. Veremos que esta cardinalidad
es minima entre todos los conjuntos generadores de A%.

TEOREMA 8.9. Dado F un subgrupo finito de tipo diagonal de GL,(Z),
sea G un conjunto de generadores del dlgebra A}.. Entonces #G > ZZ:O P, r.
Mads aun, si G es un conjunto generador minimal, entonces #G = Z;ZO P, r.

DEMOSTRACION. Denotemos por

n
(8.9) Go={n=>_m €G:n € A, mp # 0},
r=p

i.e. los elementos en G que tienen componente minimal no nula de grado p.

Claramente Gy es no vacio, pues sino no podriamos obtener el elemento 1
como suma de productos de elementos de G. Luego, usando los elementos del
conjunto Gy, podemos eliminar la componente de grado cero de todas ellos
excepto de uno, restdndoles un miltiplo escalar. Asi, podemos reemplazar
el conjunto generador inicial G por otro conjunto generador con la misma
cardinalidad, tal que Gy = {n(®} tiene solo un elemento con 77(()0) =1

Ahora, la menor componente en A}; de los elementos en G; debe generar
A};, de otra manera no podria generar el subespacio A}; con sumas y pro-
ductos en G. Asi podemos seleccionar un subconjunto &; de G; con P p
elementos, tal que la componente no nula de grado minimal genere A}p. Mas
atin, podemos sustraer por combinaciones lineales de elementos en &7 a la
componente de grado de los elementos en G; \ §;. Luego, nuevamente reem-
plazamos el conjunto por otro conjunto (también denotado) G que cumple:

» #Go = 1;



8.2. CONSTRUCCION DE REPRESENTACIONES CASI-CONJUGADAS 91

» #G1 = P r;
» genera A%;
= tiene la misma cardinalidad que el inicial.

Finalmente, reemplazando los elementos en &1 por combinaciones linea-
les de ellos, podemos asumir que sus términos de menor grado varian en el
conjunto de F-invariantes e;’s, es decir, por el conjunto de todas las formas
primitivas e; € AL

De manera similar podemos asumir inductivamente que hemos reem-
plazado el conjunto generado original G por otro conjunto de la misma car-
dinalidad tal que G, es igual a P, p para cada r < p y el término de menor
grado de los elementos en G,., corren por el conjunto de formas primitivas
ey € AN con |J| =r.

Ahora consideremos los elementos en G,41. Necesariamente deben haber
al menos P41 r de ellos, tales que su (p + 1)-componente, junto con sumas
de productos de elementos en G, con r < p, generen todo A%H. Nuevamente
podemos sustraer de los elementos en G,41, combinaciones lineales de pro-
ductos exteriores de elementos de menor grado tal que su término de menor
grado vive en el espacio generado por P?H. De hecho, podemos fijar un
subconjunto de cardinalidad P,41 r tal que sus términos de grado minimo
son una base del espacio P§+1. Finalmente, por argumentos de algebra li-
neal, podemos cambiar este conjunto por uno tal que sus términos de grado
minimo corran exactamente por las formas invariantes ey € P}"}H.

De esta misma manera, en n pasos, obtenemos un nuevo conjunto de
generadores de la QQ-algebra A} de cardinalidad 22:1 P, r < #G. Clara-
mente si G es minimal, entonces ZZ:l P, r = #G. Esto completa la prueba
del teorema. (]

COROLARIO 8.10. Sean F y F' subgrupos finitos de tipo diagonal de
GL,(Z). Si, A y A} son isomorfas como Q-dlgebras, entonces

n n
(8.10) > Bor=>_Pp.
p=1 p=1

Mds aiin, si son isomorfas como Q-dlgebras graduadas, entonces P, p =
P, para todo 0 < p < n.

DEMOSTRACION. Por el teorema previo, >, P, r es la cardinalidad
de un conjunto generador minimal en A%, por lo tanto éste debe ser un
invariante bajo isomorfismos. La segunda afirmacion es clara. O

8.2. Construccion de representaciones casi-conjugadas

En esta seccién construiremos pares de representaciones casi-conjugadas
las cuales nos permitirdn construir grupos de Bieberbach de tipo diagonal
isospectrales que tendran anillos de cohomologia no isomorfos. Estas repre-
sentaciones jugaran el papel de los subgrupos F' de GL,,(Z) de tipo diagonal.

DEFINICION 8.11. Un monomorfismo p : Z5 — GL,(Z) tal que Im(p)
es un subgrupo de tipo diagonal de matrices diagonales serd llamado una
representacion entera diagonal de Z'QC, o simplemente una representacion
diagonal de Z5.
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Un cardcter de Z§ es un homomorfismo x : Z¥ — {#£1}. El conjunto

de todos los caracteres es denotado por Z’2c s Z’Z". Algunas veces, serd con-
veniente identificar caracteres de Z5 con subconjuntos de {1,...,k}. Sea
fi,---, fx la base canénica de Z&. Para I C {1,...,k} denotaremos x; :
7k — {41}, el cardcter dado por

-1 ifiel, .
Xl(fi):{ i, para 1 <1 < k.
Asi X1 XI» = XI,AI, para I, I, C {1, ceey kj}, donde [ ALy = (Il UIQ) N (Il N
I5) denota la diferencia simétrica de conjuntos.

A partir de ahora fijaremos un orden total < en Z’g (o equivalentemente
en los subconjuntos de {1,...,k}) con el dnico requerimiento que yy = 1
sea el primer elemento.

Cualquier representacién diagonal n-dimensional de ZS puede ser des-
compuesta como una suma p = y_; qrxr, con g € Ngy n =), qr, donde
la suma recorre todos los subconjuntos de {1,...,k}. Reciprocamente, si
r = 2 para cada eleccién de niimeros q; € Ny, definimos la representacién

diagonal p = >, qrxr tal que
(811) p(f) = dlag(XJl(f)7 ' '7XJ1(f)7 <o 7XJr(f)7 <o 7XJr(f)) ;

-

a7 q,

para f € Z’;, donde los caracteres xj, estdn ordenados por <. Si p es una
representaciéon diagonal que se descompone como Y ;qrxr, v o' es la re-
presentacion inducida por esta eleccién de coeficientes ¢; dada por (8.11),
entonces p y p1 son representaciones equivalente, mas aun, sélo difieren en
una permutacién de indices.

DEFINICION 8.12. Para p una representaciéon diagonal de Z5, denotare-
mos por F a la imagen Im(p) = Z& de p, y por Br = p(fi, .. . fi,) € F donde
I:{il,...,ih}C {1,...,k} conh>0yB@:Idn.

A modo de abreviatura, para I = {iy,...,i,} C {1,...,k}, usualmente
escribiremos

(812)  Bii..iy» Qirciins> Xir.ip» 905 X0, en lugar de By, qr, X1, 49, Xo»
respectivamente.

Sean p y p' representaciones diagonales de ZS. Es facil chequear que
estas representaciones son equivalentes si y sélo si los grupos F'y F’ son
conjugados en O(n). Por ejemplo, p = 2x1 + X2+ x12 ¥y ¢/ = X1 + 2Xx2 + X12
son dos representaciones diagonales equivalentes de Z3. La equivalencia entre

las representaciones se logra por el automorfismo « de Zj dado por f; < fa,
ie. poa=p'. Ademds F' = QFQ" donde

1 1
Q =11 .
1
Necesitaremos algo mas de notaciones. Para p > 1, sea

(8.13) A, ={{l,...,I,} : X1, --.xz, =1 y ningtin subproducto propio

de ellos es igual a 1} .
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EJEMPLO 8.13. En Z3 hay ocho caracteres:

X0s X15 X2y X3, X12, X13, X23, X123-
Se puede comprobar que

A= {{xo}}

Ao = {X15X1}a{X??X?}’{X3’X3}7{X127X12}a
2 = )
{x13, x13} {x23, x23}, {x123, X123},

Ay = {x1, x2 xa2}s {x1, X3, xas}, {xa, X3, xa2s}> {x2, x3, x23},
{XQ, X13, X123}7 {X37 X12, X123}7 {X12, X13, X23}, ’

{x1:x2, X3, xa23}, {x1, X25 X135 X23}» {X15 X3, X12, X23},
Ay = < {xa, xa2, xass x123 1 {x2, x3, X12: X13}+ ;
{x2, x12, X23, X123}, {X3, X13, X23, X123}
Ap =0, para todo p > 4.

Por razones de estética, a los elementos de A, los hemos expresado como
conjuntos de caracteres y no de subconjuntos de {1,2,3}.

La siguiente proposicién da algunas férmulas que serdn usadas en la
siguiente seccién para calcular los elementos primitivos de ciertos grupos de
Bieberbach de tipo diagonal.

PROPOSICION 8.14. Sea p = >, qrx1 una representacién diagonal de
7k,
(i) Elnimero P, de formas F-invariantes primitivas de grado p (ver
Definicion 8.8) estd dado por las siguientes expresiones:

— _ _ ar
(8.14) Rorp=1, Prp=q, Par=)Y (2 >7
I#£0
(8.15) P,p= Z qn, - - - 41, para 3<p<k+1,
{[1,...,]13}6«4;;

donde Ay es como en (8.13). Mds atin, P, p = 0 para todo p > k+1.
(ii) Si B, = dim AL para 0 < p < n, entonces

Bo=PFPor=1 (=P, p= <(']2@> + P,

B3 = (q(b) +qPr+ P F,

3
Bi=) <(Z> + > <qél> <q;2> + qo P, + <q2®>P2,F + (%f) + Py r.
0#£I O£ <12
En particular, si gy =0, entonces
(8.16)
a1 41,
=0 =P =P = Py r.
P1=0, Bo=Pop, Bs=DPsr, Bi= Y ( 5 ) ( 5 ) + Py p

DAL <12

DEMOSTRACION. Claramente Py p = 1. Por (8.11), el grupo F actda
sobre cada e; € R" por un cardcter de F' = Z’; , digamos 1; . Por lo tanto,
para cualquier p, las formas invariantes indescomponibles de grado p son de
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la forma e;; A e;, ... A e;, donde los correspondientes caracteres satisfacen
iy Yiy ..., = 1y ellos son primitivos si y sélo si ningtin subproducto
propio de los v;; es igual a uno. Ahora, si escribimos xj; = 1; para algtn
I; C {1,...,k}, la condicién anterior es equivalente a {I1,...,I,} € Ap, ¥y
consecuentemente (8.15) sigue. Méas atin, en esta situacion, es necesario que
Yiy s Yiyy - -+, i,_, sean linealmente independientes, por lo tanto p — 1 < k.
Esto completa la prueba de (i).

Las expresiones en (ii) pueden ser facilmente obtenidas de (i). O

Aplicando (8.15), para p = 3 y 4, al Ejemplo 8.13 en donde F = Z3,
tenemos

(817) Psp=qiq2qi2 + q1 3 @13 + q1 423 123 + G2 3 G23
+ @2 q13 9123 + Q3 Q12 Q123 + 912 913 423,

(8.18) Pur =q19293¢123 + q1 G2 13 923 + ¢1 43 q12 @23 + q1 ¢12 €13 €123
+ G243 q12 13 + G2 12 423 G123 + 43 913 23 G123-

Esta féormula para P, p serd usada més adelante para probar el no isomor-
fismo de los anillos de cohomologia de variedades compactas planas isospec-
trales con holonomfa Z3.

La siguiente nocién sera usada en la construccion de variedades planas
isospectrales.

DEFINICION 8.15. Diremos que dos representaciones diagonales p y p
son casi-conjugadas si los subgrupos F = Im(p) y F' = Im(p’) son casi-
conjugados, esto es, si existe una biyeccion ¢ : F' — F’ que preserva la clase
de conjugacién en O(n).

Notemos que como los tinicos autovalores de los elementos de F' y F’
son *£1, la condicién en la definicién es equivalente a requerir que, para cada
0<s<n,

(8.19) cs(F) = cs(F'),
en la notacién de (8.6).

Dada p = >, qrxr, nuestro préximo objetivo es realizar una pequena

perturbacién a p para construir una representacién diagonal p’ de Zg tenien-

do el mismo conjunto de ng’s con sus multiplicidades, mas precisamente, p’
satisfara

np, =np, paratodo I C{l,...,k}conI# {1}, {2},
npy =MNp, y MNp, =MNp;-

Asi p y p' seréan casi-conjugadas. Asumiremos primero que k = 3 y p es
una representacién diagonal fija de Z3. Las ecuaciones de arriba inducen
un sistema lineal de ocho ecuaciones con ocho variables g, q], ..., a3 1a
cual resulta no-singular. Tomando u = ¢} — ¢1, podemos escribir la (inica)
solucién del sistema como

q6 = qo, a1 =q +u, q/13 = q13 + u, d12 = qi2,

/ / / /
g3 = g3, qo =42 — U, o3 = 23 — U, q123 = 4123,
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bajo la condicion
q; + q1s + 2u = g5 + ghs.

Notemos que p’ serd una solucién tal que ¢; € NU {0} para cada I si y sélo
stu=(gh+dhs— a1 —¢43)/2 €Ly q1 +u,q2 —u,q13 +u,g23 —u € NU{0}.

Veremos en el Teorema 8.17 que este método se generaliza a todo k >
3 y da un procedimiento para construir pares de representaciones casi-
conjugadas. Antes veamos una definicién para resumir las hipdtesis de este
teorema.

DEFINICION 8.16. Sea p = >, qrys una representacién diagonal de Z4
tal que el niimero

(8.20) u= 2%2 Z qr — Z qr sea un entero,
2€I,1¢1 1€1,2¢1

que
g—u>0 si 2€l,1¢1

y que
gg+u>0 si 1el, 2¢1.

Definimos el fiip de p como
1 si 1lel, 2¢1,
(8.21) p = Z(QI +udr)xr, donde dr=<-1 s 2€l,1¢1,
I 0 caso contrario.

Es simple chequear que p’ es nuevamente una representacién diagonal
de Zé en el sentido de Definicién 8.11. Si decimos que p’ es el flip de p,
estaremos asumiendo que la representacién p cumple con las hipétesis de la
definicion.

TEOREMA 8.17. Sea p = Y ;qrx1 una representacion diagonal de Zé.
Si p' es el flip de p entonces

(8:22) np, =np,, np, =np;, np =npg para todo I # {1} {2}.
En particular, p y p' son representaciones casi-conjugadas.

DEMOSTRACION. Usaremos los siguientes hechos. Para cada subconjun-
to I C {1,...,k} tenemos que

(8.23) np; = Z q7, TlB} = Z (QJ + U5J)

Jixg(fr)=1 Jixg(fr)=1
Ademds, si I = {iy,...,is} entonces
(8.24) xa(f1) = xs(fi) - xs(fi,) = (=1)#D,

pues xj(fj) = —1siysolosijeJ.
Ahora comencemos a probar (8.22). Usando (8.21), (8.23) y (8.24) tene-
mos que

npy =Y (gr+udp)= > (qr+us))+ Y (q7+udy)

2¢.J 1¢J,2¢J 1€J,2¢J

= > w+ Y, w+2

1¢J,2¢J 1€J,2¢J
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pues existen exactamente 272 subconjuntos de {1,...,k} que contienen al
elemento 1 y no al 2. Usando (8.20) concluimos que

np, = Z q7 + Z QJ:ZQJ:nBl-

1¢J,2¢J 1¢J,2eJ 1¢J

Con un argumento similar podemos chequear que ng; = np,.
Ahora, para I C {1,...,k}, por (8.23) se sigue que

v s = Y =] Y- Y

= Wihes  WUAS
Ahora es simple ver que si I # {1},{2}, las sumas en la parte derecha son
ambas iguales a 272, Esto completa la demostracién del teorema. O

OBSERVACIONES &.18.

1. Si u = 0 entonces p y su representacién flipeada p’ coinciden.
Cuando u # 0, en algunos extranos casos las representaciones
p y p pueden resultar equivalentes. Por ejemplo, si escogemos
p = X1+2x2+X3+X12+X23, obtenemos p’ = 2x1+x2+x3+X12+X13
la cual es equivalente a p.

2. Es posible usar cualquier par Iy, Is de subconjuntos no vacios de
{1,...,k} en lugar de I; = {1}, 1> = {2}, para producir un flip,
aunque las condiciones cambiaran. De todas maneras no se encuen-
tran pares de representaciones casi-conjugadas nuevas. M4as pre-
cisamente, si obtuvimos ps como un flip arbitrario de p1, existen
representaciones 71 y T2 tales que: p; es equivalente a 7; y T2 es el
flip de 7.

8.3. Resultado principal

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de este capitu-
lo. Usaremos resultados de las secciones previas, principalmente el Coro-
lario 8.10 y el Teorema 8.17 para construir diversos pares de variedades
planas de tipo diagonal Sunada-isospectrales con anillos de cohomologia
diferentes.

Antes veamos algunos hechos que podemos conocer de una variedad
compacta plana Mr a partir de los coeficientes de su representacién de
holonomia.

LEMA 8.19. Sea p =), qrx1 una representacion diagonal de 7k, y sea
Mr cualquier variedad compacta plana con representacion de holonomia p.
Entonces Mr es orientable si y solo si para todo 1 < j <k,

(8.25) Z qr es par.
I:jel

Mas aun, si qr es par para todo I C {1,...,k}, entonces Mr tiene una
estructura de Kdhler invariante. Similarmente, si qr € 47 para todo I C
{1,...,k}, entonces Mrp tiene una estructura hiperkdhler.
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DEMOSTRACION. La primera afirmacién sigue del hecho que
det(B;) = (—1)=raer 4

para cada j.

En cuanto a la segunda afirmacién, si todos los coeficientes ¢y son pares,
entonces podemos definir una estructura compleja J sobre R™ (n = 2m)
tomando J(eg;—1) = —eq;, J(ez;) = egi—1 para cada 1 < i < m. Por (8.11),
esta estructura compleja conmuta con la accién del grupo puntual, por lo
tanto ésta baja a una estructura compleja Kéahler sobre Mrp.

Ademas, si cada ¢; es divisible por 4, entonces podemos definir una
estructura compleja adicional J’ sobre R" tomando

J'(e4i—3) = €ai—1, J (e4i—2) = —eu,

J(e4i—1) = —eqi—3, J'(e4i) = eai—2,

para 1 < i < m/2. Nuevamente esta estructura compleja J' conmuta con
la accién de holonomia y anticonmuta con J. De esta manera el par J,J’
define una estructura hiperkahler sobre Mr. O

Ahora estamos en situacién de probar el resultado principal de este
capitulo.

TEOREMA 8.20. Para k > 3 yn > 3282 existen pares de grupos de
Bieberbach T', I de tipo diagonal de dimension n con F = F' = Z”QC tales que
cumplen simultdneamente con las siguientes caracteristicas:

(1) las variedades Mr y My son Sunada-isospectrales, por lo tanto
fuertemente isospectrales;

(2) B1(Mr) = p1(My) = 0;

(3) cuando n es par, Mr es Kdhler y Myp no lo es;

(4) sus anillos de cohomologia H*(Mrt) y H*(Myps) son no isomorfos
como dlgebras graduadas sobre Q;

(5) cuando 3 < k < 5 se tiene que Pyp < Pyp/, Psp < Pspry
Poiir = 0 < Pygr,pr, lo cual implica que sus anillos de coho-
mologia no son isomorfos como Q-algebras.

DEMOSTRACION. El primer paso es construir las grupos de Bieberbach.
Comenzaremos por sus grupos puntuales F'y F”’, los cuales los obtendremos
por representaciones flipeadas.

Fijamos k >3y n > 322, Sea

(8.26) p=2x14+ > 2 +qxs
2¢l, 1¢1

donde ¢ = n — 3 - 2"=2. Se puede chequear que p es fiel por contener a los
caracteres X1, X2, X23, - - - » X2k- Para esta p, la ecuacién (8.20) da

u= 2T1_2(2 A
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pues hay 2¥=2 subconjuntos I C {1,...,k} tales que 2 € I y 1 ¢ I. Ahora
el Teorema 8.17 implica que p y su representacion flipeada

(8.27) po= 22y + Z X1+ Z X1+ 4x3

lel,2¢1 2¢el,1¢1
= (2’“*2+1) X1+ > xi+ Y. xr+axs
1€1,2¢1, 2el,1¢1
I#{1}

son casi-conjugadas.
Debemos construir los grupos de Bieberbach I" y I con grupos pun-
tuales F = Im(p) y F' = Im(p’) de tal manera que Mt y My son variedades

Sunada-isospectrales. Para I C {1,...,k} denotaremos por q; y ¢} los coe-
ficientes de p y p’ respectivamente. Tomamos
(8.28) b1 = 3ey,, donde 1= > qr+1,
I<{2}
(8.29) bo = %(el2 +el~2), donde la= > qr+1, Iy = > ar+1,
1<{2,3} I1<{3}
(8.30) me%ezm, donde Ilp= > qgq+m—-2 y 3<m<k.
I<{1}
Al igual que para la Proposicién 8.2, para cada I C {1,...,k}, tomemos
by como los tnicos vectores en {0, 3}" tales que (by); = > ;c;(b;); mod Z
para cada j. Definimos b/, ..., b} y b} para cada I de la misma manera que

br, reemplazando g por ¢;. Denotaremos vy = BrLy, y v = B}Lbfl para
cada I C {1,...,k}.

Finalmente consideramos
I' = <")/[:IC{1,...,]€}, LG>,
' = (yp:ITC{l,....k}, Lgn).

Para probar que I' es un grupo de Bieberbach, por la Proposicién 8.2, es
suficiente chequear la condicién (8.4).

En la Tabla 8.1 mostramos (en notacién columna) parte de las matrices
By,..., By junto con los vectores by,...,bg. Incluimos sélo las filas [y, Is,
Iy, I3, ..., 1k, como fueron definidas en (8.28), (8.29) y (8.30), pues éstas son
las tnicas filas que tienen una componente no nula para al menos un b;,
1<i<k.

Asi, la Tabla 8.1 muestra que la condicién (8.4) se cumple para cualquier
I que tiene un solo elemento. Ahora asumamos que I C {1,...,k} y |I| > 1.
Si 1 ¢ I, entonces es claro que al menos una de las coordenadas I3, ..., [
de by (las cuales estdn en el espacio fijo por By) es igual a % Similarmente,
sile€ly2¢I, entonces (br);, = 3y Brley) =ey;sil e€l,2€ly
3 € I entonces (br);, = 3 v Br(ey,) = e,;si1 € 1,2 €1y 3¢ I entonces
(br);, = sy Bi(ej,) = ey,

Asi, queda probado que I' es un grupo de Bieberbach I'. La prueba para
I es andloga usando la misma tabla. Ahora pasemos a probar los diferentes
items.

Para chequear la Sunada-isospectralidad de Mp y M/, usaremos (8.5),
(8.7), (8.8) y el Teorema 8.6. Como p y p’ vienen de un flip, las ecuaciones
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TABLA 8.1. Notacién columna para I'.

o deem  BL By By Bi ... By
Y1 ls —1 1 1. 1 1
X1 Loo-1 11 1 1
Y1 | 1 1 1.
Y2 I 1, -1 1 1
X23 lo 12 -1 -1 1 1
X3 Iy 1 1; -1 1 1

en (8.22) se cumplen. Esto claramente implica que

Np, 1 =npg 1 para todo I # {1},{2}.

12

Finalmente, no es dificil comprobar que

Np 1 =Np 1 =N =n =1
Bl@ 32,5 Bi, Bé, ’

[NIES

1

2
por lo tanto los nimeros de Sunada c¢s¢(I') ¥ ¢s+(I') coinciden para todo
0 <t < s < n. Esto prueba 8.20.

Es inmediata la prueba de 8.20 usando la Proposicion 8.14, pues gy = 0.
Por Lema 8.19, se ve inmediatamente que Mr tiene una estructura

Kahler pues g7 es par para todo I. Por otro lado, en el caso de I tenemos
que

73127/:{ei/\ej:l3§i<j<l3+2k_2}u{ei/\ej:l~2§z‘<j<l~2+q}.

Notemos que 73%, involucra solo los elementos e; tales que i € [l3, 13+ 2k=2 _

1Ju [[l~2, lo+q— 1] y estos conjuntos no llenan todo el intervalo [1,n]. Por
ejemplo, ellos no incluyen al indice l». Esto rapidamente implica que el pro-

ducto exterior de 5 veces el subespacio A%, no puede contener a e, por lo

tanto /\711/ A2, =0 pues A%, es de dimensién 1. Esto implica que Mp no
puede admitir una estructura Kahler. Esto prueba 8.20.

Resta probar 8.20 y 8.20. Para abreviar, escribiremos simplemente P, y
Py en lugar de P, r y P, 7. Comencemos por probar que P; > Py. Por (8.15)
tenemos Py = > qr, ...qr, donde la sumatoria es sobre todo {I1,...,I4} €
Ay (ver (8.13)). No es dificil ver que si {I1,...,I4} € A4 con gy, ...q1, >0,
entonces los indices I; deben estar en (8.26) y no deben ser igual a {1} ni
a {3}. Entonces I; = {2} UI; con I; C {3,...,k} para todo j = 1,2,3,4,
asi q1, = 2. Por lo tanto Py es 2* veces el nimero de elecciones de cuatro
subconjuntos diferentes I3,...,I4 C {3,...,k} tales que Xi, - Xi, = 1. Se
2F=2 elecciones para fl, 2k=2 _ 1 elecciones para TQ, k=2 _
2 para I3 e I, estd determinado por lo anteriores. Un simple argumento
combinatorio nos muestra que

2k—2(2k—2 o 1)(2k—2 . 2)
4! '

ve que existen

(8.31) Py =24
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Andlogamente, P; = > qj, .. .q;, donde la sumatoria es sobre todos los
elementos en A4. Para probar que P4 > Py, sélo serd necesario contar y
sumar algunos de los términos de esta sumatoria. Para cualquier I 1 12, Ig C
{3,...,k} con L =+ I, tomamos

I :{Z}Ufl, IQZ{Q}UTQ, IgI{l}Ufg, Iy = I ALAIL,
donde IAJ = (IUJ)\(IHJ) Se puede chequear que {I1,..., 14} € Ay. Hay
(2k2_2) elecciones para el par Il, Ig Para Ig hay 2¢—2
consideramos I4 tenemos que dividir por dos. Ahora, tenemos que tomar en
cuenta los coeficientes q’Ii7 los cuales son todos uno excepto ¢ = 2k=2 41,
Por lo tanto

2k—2 2k’—2 ) 2k—2 2k—2 -1
(8.32) PiZ( 5 ><q§+ o ): ( > )2;%33.

Combinando (8.31) y (8.32) concluimos que

2k=33  24(2h2 — 2
Pi—P422k_2(2k‘2—1)< _ 2 )> > 0.

elecciones, pero cuando

2 4!

Esta desigualdad Py < P es suficiente para probar 8.20.

Ahora probaremos que P > Ps. Consideremos {I1,...,I5} € As tal que
qr, - --qr, > 0. Notemos que I; # {1} para todo j = 1,...,5, pues el nimero
1 tiene que ocurrir un nimero par de veces. Mdas ain, el indice {3} ocurre una
vez. Entonces, cambiando el orden si es necesario, podemos escribir I5 = {3}
y I = {2y U con I; C {3,...,k} para 1 < j < 4. Asi q;, = ¢ (recordar
que ¢ es un coeficientes de p, ver (8.26)) y q;; =2 para j =1,...,4.

Por lo tanto Ps es igual a 2~4q veces el numero de posibilidades de tener
cuatro subconjuntos distintos Iy,...,I4 C {3,...,k} tales que Xj, - X7, =
X3 vy donde ningin subproducto de dos de ellos sea igual a o ni a x3.
Nuevamente, por un argumento combinatorio similar, tenemos

4 2kr 2(2k 2 2)(2k—2_4)
4! '

Ahora podemos proceder de manera similar como en la demostraciéon de
(8.32) fijando I5 = {3} y definiendo I, = I[1 AIy;AI3AlI5, obteniendo

2k72 2]{72 -9 2]672 -9
SRS ]

Ps=2

2 2

Consecuentemente obtenemos que P > Ps, como lo habfamos asegurado.
Ahora probemos que Pxi; = 0. Supongamos que existe un conjunto

A={l,...,Ix11} € Agq1 tal que qr, ... qr,,, > 0. Notemos que cualquier

subconjunto de {xr,,...,X1,,,} teniendo k elementos es linealmente inde-

pendiente en 2’2“ Por la construccién de p, {1} ¢ A. Cuando k+ 1 es par, es
claro también que {3} ¢ A, asi todo I; € A esta en la unién de {2} y un sub-
conjunto de {3,...,k}. Esto contradice la independencia lineal mencionada
arriba. De manera similar, cuando k + 1 es impar, sigue que {3} € A. Los
restantes k£ elementos I; € A son tales que 2 € I; y 1 & I}, de esta forma no
pueden ser linealmente independientes, lo cual da una contradiccién.
Ahora mostremos que P; 41 > 0. Cuando k + 1 es par, es claro que
el producto entre x1, X13, X14, - - - X1k» X2, X23..k €S igual a o mientras que



8.3. RESULTADO PRINCIPAL 101

ningtin subproducto de ellos es igual a xg, por lo que el conjunto de indices
correspondiente pertenecen a Ay.q. Cuando k + 1 es impar, lo mismo es
cierto, con x3 en lugar de x13. Como todos los coeficientes correspondientes
¢y en p’ son positivos, la afirmacién sigue.

Para probar que los anillos de cohomologia son no isomorfos como Q-
algebras abstractas, es suficiente, por el Corolario 8.10, mostrar que

Zn: P, < i P,
p=1 p=1

Sabemos por la Proposicién 8.14 que Py = Py =1, Py = Pl =0y P, = P, =
0 para p > k + 1. De esta forma, para p = 2,3, P, = dim(A}) = 3,(Mr)
y P, = dim(A%},) = B,(Mr) pues go = 0. Ademds (3,(Mr) = (,(Mr) para
todo p pues I' y I'" son Sunada-isospectrales, por lo tanto Py = P}y P3 = Pj.
Finalmente, como hemos probado que Py + P5; + Py < P; + P! + P} para
3 < k <5, se sigue que AL y A}, no son isomorfos como Q-dlgebras. Esto
completa la demostracion del teorema. O

Terminamos este capitulo con dos preguntas abiertas que no pudimos
responder.

PREGUNTAS ABIERTAS 8.21.

1. Nosotros esperamos que los anillos de cohomologia de las variedades
construidas en el teorema sean no isomorfos para todo valor de k, y
no so6lo para 3 < k < 5. Por argumentos similares, podemos todavia
probar el no isomorfismo para algunos valores mas de k > 5 pero el
argumento se vuelve mucho més complicado. Nos parece de interés
encontrar una prueba elegante valida para todos los valores de k.

2. Podria ser posible construir por métodos similares, familias arbi-
trariamente grandes de variedades fuertemente isospectrales tenien-
do anillos de cohomologia no isomorfos (siempre que a k, y por lo
tanto a n, les sea permitido crecer arbitrariamente).






CAPiTULO 9

Ejemplos de variedades isospectrales

Terminamos esta parte con este capitulo de ejemplos de pares y familias
de variedades compactas planas isospectrales con anillos de cohomologia no
isomorfos.

En la primera seccién explicaremos un algoritmo que desarrollamos para
clasificar las representaciones diagonales agrupadas segun si son o no casi-
conjugadas. Este es el primer paso para construir las variedades con coho-
mologias diferentes. Las Tablas 9.1, 9.2, 9.3 muestran algunos resultados
obtenidos por el algoritmo para representaciones de Zj y Z‘Ql y dimension
n < 15.

En la segunda seccién estudiaremos detalladamente algunos ejemplos
interesantes. El Ejemplo 9.4 usa las representaciones diagonales de Zj casi-
conjugadas (no equivalentes) de dimensién minima, la cual es n = 7. Las
variedades tienen anillos de cohomologia pequenos, los cuales se muestran en
la Tabla 9.4. El Ejemplo 9.5 estudiara el mismo par de grupos de Bieberbach
que construimos en la prueba del Teorema 8.20, para el caso k =3 y n =
8. Para finalizar, el Ejemplo 9.6 muestra una familia de ocho variedades
isospectrales con holonomia Z3 de dimensién 24. Probaremos que sus anillos
de cohomologia no son isomorfos de a pares, calculando el niimero Py g, (T';),
usando (8.18).

9.1. Algoritmo

En esta seccién introduciremos un algoritmo que nos permite encontrar
todas las familias de representaciones casi-conjugadas de dimensién n de Zé,
para k y n fijos.

Recordemos que por (8.19), dos representaciones diagonales p y p’ son
casi-conjugadas si y sélo si cs(p) = ¢s(p’) para todo 0 < s < n, y que
llamamos a la (n + 1)-tupla (co(p),...,cn(p)) el patrén de p. El algoritmo
puede ser descrito como sigue.

ALGORITMO 9.1. Sea k > 3 y n € N. Este algoritmo devuelve todas
las representaciones diagonales n-dimensionales no equivalentes de Z5 agru-
padas en conjuntos, donde dos representaciones estan en el mismo conjunto
si son casi-conjugadas.

1. Inicialmente patterns y reps son listas vacias. reps sera una lista
de listas de representaciones.

2. Corremos sobre todas las representaciones diagonales n-dimensio-
nales p de Z’§ y obtenemos su patrén.

3. Verificamos si el patrén de p estd en patterns o no.

103
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TABLA 9.1. Todas las familias ]:]]-C’" de representaciones casi-
conjugadas para k =3 y n < 11.

n Reps. Py r Reps. Py r Reps. Py r
371(3,1,1,1,0,1,0] 3
(Y [2,2,2,1,0,0,0] 0
N f38[3’2’1’1’0’1’0] 3 }_38[3,1,1,1,1,1,0] 7
1 [2,2,2,2,0,0,0] 0 2 [2,2,2,1,1,0,0] 4
730 [22L1001] 8 59B3LLL00 3 9B LLLLLI 15
1 [3,3,2,1,0,00] 0 73 [3222000 0 75 [2221,1,1,0] 12
9 30 [A2L0LL0] 8 5932 LLLL0J 11
2 [3,3,2,0,1,0,0] 0 4 12,2,2,2,1,0,0] 8
F30E3LLL00 3 5 0d2 LLLL0] 14 510B22.L101] 19
1 [4,2,2,2,0,00 0 74 [3321,1,00 6 7 [222220,0] 16
Lo £ 032210000 8 510[A2 1011 17 51032 LLLLT] 23
2 [3,3,2,0,2,0,0] 0 5 3,3,2,0,1,1,0] 9 8 2,2,2,2,1,1,0] 20
,7:310[4’2’1’2’0’1’0] 8 }_310[3 3,1,1,1,1,0] 15
3 [33,2,2,0,0,0] 0 6 [3,2,2,2,0,1,0] 12
3 11[5,3,1,1,1,0,0] 3 73 11[4,3,1,2,0,1,0] 8 ,7-'3’11[4 2,2,1,0,1,1] 26
1 15,2,2,2,0,0,0] 0 7 13,3,2,3,0,0,0] 0 12°13,3,2,0,2,1,0] 18
]_—311[5 3,1,1,0,0,1] 15 ,7-"311[4 3,1,1,1,1,0] 19 .7-"3’11[4 2,1,1,1,1,1] 29
2 [4,4,2,1,0,0,0] 0 8 [4,2,2,2,0,1,0] 16 ~ 13 [33,2,1,1,1,0] 21
F 11[5,3,1,0,1,1,0] 15 73, 11[4,2,2,1,0,0,2] 32 ]_-3,11[3 3,2,1,1,0,1] 27
3 [4,4,2,0,1,0,0] 0 9 [3,3,3,1,0,0,1] 27 14 [3,222,0,2,0] 24
1 ]:311[5’2’2’1707071] 20 ]__311[4 2,1,2,1,1,0] 20 ,7-'3’11[ ,3,1,1,1,1,1] 31
4 [4,3,3,1,0,0,0] 0 1013,3,2,2,1,0,0] 12 “ 15 [3,2,2,2,0,1,1] 28
F3 11[5,2,2,0,0,1,1] 20 73, 1104,2,2,1,1,1,0] 20 ,7-"3’11[3 2,2,1,1,1,1] 35
5 [4,3,3,0,0,1,0] 0 1113,3,2,1,2,0,0] 12 “ 16 [2222271,0] 32
F 11[4,3,2,1,0,1,0] 8
6 13,3,3,2,0,0,0] 0

= Sino estd, lo agregamos a patterns al final y también agreg-
amos en reps una nueva entrada la cual es una lista teniendo
a p como su Unico elemento.

= Si el patrén de p coincide con alguna entrada en patterns,
digamos la j-ésima, entonces miramos las representaciones que
estan en la j-ésima entrada de reps y chequeamos si alguna
de ellas es equivalente a p. Si alguna lo es no hacemos nada.
Si no, agregamos p a esta j-ésima lista.

Las Tablas 9.1, 9.2, 9.3 muestran algunos de los resultados obtenidos con
la ayuda de una computadora. Ellos contienen sélo representaciones p tales
que —Id,, ¢ Im(p) y tales que p no tienen vectores fijos (i.e. go = 0), pues
estamos m4ds interesados en variedades (que en orbifolds) teniendo primer
nimero de Betti igual a cero. Por simplicidad, hemos abreviado, para k =
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TABLA 9.2. Todas las familias J’E]]-C’n de representaciones casi-
conjugadas para k =3 y n < 15.

n Reps. P, Reps. P, Reps. P,
N Eg;;é}g} gg 43,221,011 35 [4,221,1,0,2] 44
12 ff’12[4’4’2’1’1’0’0] g Fy'?[4,2,2,2,0,2,0] 32 F5'%[3,3,3,1,1,0,1] 39
[4’3’3’2’0’0’0] 0 3,3,3,2,0,0,1] 27 3,3,2,0,2,2,0] 36
53,1,1,1,1,1] 47
~313{5222011} by AB2LLLY 59 (4221119 68
13 F [4’4’2’1’1’1’0] 5o F2 04,222,120 56 FyP[33311,11) 63
[4’3’3’2’0’1’0] o1 3,3,3,2,1,0,1] 51 3,3,2,1,2,2,0] 60
[6,3,2,1,0,1,1] 51 5,3,2,1,1,1,1] 71
7314[6,2,2,2,0,2,0] 48 f&mﬁ’i’?ié’é’g} g; 7314[5:22,2,1,20] 68
1 [5,4,3,1,0,1,0] 15 73 [4’3’3’3’1’0’0] or 0 (4421210 56
[4,4,4,2,0,0,0] 0 "2 [4,3,3,2,0,2,0] 48
T B331,0,,1 63 [53,201,1,2] 79 _ [4321,21,1] 83
14 F5'[5,3,2,0,2,2,0] 60 Fp'"[4,4,3,0,1,1,1] 67 Fo'*[4,2,2,2,2,2,0] 80
[4,4,3,0,2,0,1] 48 [4,4,2,0,2,2,0] 64 3,3,3,2,2,0,1] 75
4222121 92
F2143,3,3,2,1,1,1] 87
3,3,2,2,2,2,0] 84
N g’g’;’g’é’i’g gg  [5,42,2,0,1,1] 68 [53,2,1,1,1,2] 111
A s e e 100 20 T [5:323,020] 60 F3'?[44,31,1,1.1] 99
33000 0 4,4,3,3,0,0,1] 48 [4,4,2,1,2,20] 96
6,4,2,1,1,1,0] 44 5,3,3,1,1,1,1] 95

[4,3,3,2,1,1,1] 107

[ ]
| | | |
[ ] [ ]
[ ]
6552010] 3 zoasso1 220
~3.15/6,3,3,2,0,1,0] 36 =3,15/9,3,2,1,2,2,0] 92 =315
P sana0n 20 7 a0 so T 1222200 104
15 [5747370737070] 0 [4737372707370] 72 T
N {gg;;;a Sg O 53,2,21,02 92 [43221,2,1] 116
f§”15[5’4’3’1’1’1’0] v FrU[44,32,1,01] 80 Fi°[3,33,3,1,1,1] 111
4442100 32 [4,3,3,3,0,2,0] 72 3,3,2,3,2,2,0] 108
T BA421,120] 68 [5,322,1,1,1] 95
Fi'[5,3,3,2,0,2,0] 60 Fo'°4,4,2,2,2,1,0] 80
[4,4,3,0,3,1,0] 48 [4,3,3,3,1,1,0] 75

3,4 respectivamente,
1,92, 43, 12, @13, G23, q123] = Z qrxi,
I

[Q1, 42,43, 44,912,913, 414, 423, 924, 434, 4123, 4124, 134, 4234, Q1234] = ZQIXI-
I

En las tablas, para cada representacién incluimos el valor de Py r de formas
primitivas de grado 4, cuando k = 3, y el valor de Py p y P5 , cuando k = 4.
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TABLA 9.3. Todas las familias ]:]]-C’n de representaciones casi-
conjugadas para k =4y n < 9.
n Reps. P, P Reps. P, Py
7 ]-“4’7[2’1’1’1’0’0’0’1’1’0’0’0’0’0’0] 1 0
1 12,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0] 1 2
]__478[3,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0] 3 0 4,8[2’1’1’1’1’0’0’1’0’1’0’0’0’0’0] 3 2
1 [2.2,2.1,1,0,0,0,0,0,0,0.0,0.0] 0 0 Fs {2,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0} 3 4
] [ 2,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0] 3 0
]:478[2,2,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] 10
2 [2,2,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1] 1 4
]:49[3,2,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0] 3 0 49[3’1’1’1’1’0’0’1’0’0’0’0’1’0’0] [
1 F57[2,2,2,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0] 4 4
(2,2,2,1,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 0 0 2.2.2.1.0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0] 4 0
,7—‘4’9[3’2’1’1’0’1’1’0’0’0’0’0’0’0’0] 10 ]__4,9[3,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0] 3 6
2 3,2,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1] 1 6 9 [2,2,2,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0] 0 0
]_,479[3,2,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0] 30 }“4’9[3’1’1’1’0’0’0’1’1’0’0’0’1’0’0] 76
3 2,2,2,2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 0 0 10112,2,2,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1] 4 8
2,2,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0] 5 4
9 ]_.479[3,2,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0] 2 0 ‘7__479[2,2,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0] 5 6
4 3,2,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1] 2 6 1112,2.1,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0] 5 2
2,2,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0] 5 0
]_.4,9[3,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] 3 0 ]__4,9[2,2,1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0] 8 4
5 [2,2,1,1,2,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0] 0 0 12112,2,1,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0] 8 0
9[3,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0] 7 0 49[2’1’1’1’1’1’1’0’0’0’0’0’0’1’0] T
]:é [2,2,2,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 4 0 F1a {2’1’1’1’1’0’1’1’0’1’0’0’0’0’0% T
O 2,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0] 7 4
]34’9[3’1’1’1’1’0’0’1’1’0’0’0’0’0’0] 7 4 f4’9[2’1’1’1’1’1’0’1’0’0’0’0’0’1’0] 7 4
7 2,2,2,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0] 4 4 1412,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,0] 7 0

La Tabla 9.1 muestra todas las familias de representaciones casi-conjuga-
das de Z3 de dimensién n < 11. Todas ellas terminan siendo pares. Por otro
lado, para n = 12, hay 19 familias, de las cuales 16 son pares. Por razones
de espacio, en la Tabla 9.2 mostramos, para n < 15, todas las familias que
tienen mas de dos elementos, omitiendo los pares casi-conjugados. Cuando
la holonomfa crece a Z3, el nimero de familias también crece. Por ejemplo,
para n = 9 hay 14 familias, mostradas en la Tabla 9.3. Para n = 10 hay 32
familias, una de ellas conteniendo 6 representaciones.

OBSERVACIONES 9.2.

(i) Uno puede chequear que todos los pares en la Tabla 9.1 pueden ser
obtenidas en un paso por el ‘método del flip’ (Teorema 8.17). De
todas maneras, esto no siempre ocurre para k = 3, por ejemplo para
n = 12. De hecho, es simple chequear que la primera representacion
[5,3,1,1,1,1,0] y la cuarta [4,3,3,2,0,0,0,0] en ff”u no pueden
ser obtenidas por un flip. Esto es el ejemplo de dimensién minima
con esta propiedad para k = 3.
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Cuando k = 4 la situacion es muy diferente. Es simple chequear
que la mayoria de los pares en la Tabla 9.3 no pueden ser obtenidas
flipeando (por ejemplo ff ’7, el primer par en la tabla).

(ii) Recordemos que el Corolario 8.10 y la Proposicién 8.14 nos dicen
que Py p (respectivamente Py p+ P5 ) es un invariante del dlgebra
A%, bajo el isomorfismo cuando k = 3 (respectivamente k = 4)
respectivamente. Notemos que en todos los ejemplos en las tablas,
estos nimeros son diferentes, lo cual muestra que tienen algebras
de formas invariantes no isomorfos.

PREGUNTA ABIERTA 9.3. Las tablas muestran diversos ejemplos de fa-
milias de representaciones casi-conjugadas tales que el correspondiente anillo
de F-invariantes son no isomorfos entre ellas. Nosotros creemos que siempre,
dado cualquier par de representaciones casi-conjugadas no equivalentes, el
anillo de F-invariantes en el dlgebra exterior son no isomorfos entre si. Esto
ocurre en todos los ejemplos que hemos obtenidos computacionalmente, que
son mas que los mostrados en las tablas.

9.2. Ejemplos explicitos

En esta seccién exhibiremos varias familias de variedades fuertemente
isospectrales en dimensiones bajas, mostrando diversas caracteristicas en
sus anillos de cohomologia, en particular el no isomorfismo entre ellos.

EJEMPLO 9.4. Aqui definiremos dos grupos de Bieberbach T' y TV de
dimensién n = 7 con grupo de holonomia Z‘Ql. Sus representaciones de
holonomia son de dimensién minima para k = 4, con anillos de cohomologia
no isomorfos, obtenidos por el Algoritmo 9.1 (el par ]-'f " en la Tabla 9.3),
las cuales son

p= 2X; Xt X5 T Xu + Xos T Xoss
/

Po= 22X X, Xs T Xa X T+ Xosa-

Los correspondientes grupos de Bieberbach tienen generadores B;Lp, (1 <
i < 4) los cuales son dados en la notacién columna de la siguiente manera:

By By By By B; Bs By By
-1 1 11 1 -1 1 11 1
2 2
-1 1 1 1 -1 1 1 1
1. -1 1 1 , 1. -1 1 1
I': 2 2
1 1. -1 1 1 1. -1 1
2
11 11 1. -1 11 11 1. -1
2 2 2 2 2 2
1 -1 -1 11 -1 -1 1 11
2 2
1 -1 1 -1 1 -1 -1 -1

Comparando los ntimeros de Sunada vemos que las correspondientes
variedades son Sunada-isospectrales. De hecho se puede chequear que, en
ambos casos, los nimero de Sunada no nulos son ¢51 = c31 = ¢1;1 = 1,
€2 =Ci2=C41 =C31 =2,y Ca1 =4

Los anillos de invariantes son mostrados en la Tabla 9.4. Ellos son no
isomorfos por el Corolario 8.10, pues el total de elementos primitivos es
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igual a 5 para F' y a 7 para F’. Notemos que A% A A% = A‘;’? mientras que
A%v A A3/ - 0

TABLA 9.4. Invariantes para F'y F’.

p Ap Por Bpr A Bp
0 span{1} 1 1 span{1} 1
1 0 0 0 0 0
2 span{ 12 } 1 1 span{ 12} 1
3 span{ 346, 357 } 2 2 span{ 136, 236 } 2
4 span{ 4567 } 1 1 span{ 3457 } 1
5 span{ 12346, 12357} 0 2 span{ 14567, 24567} 2
6 span{ 124567 } 0 0 span{ 123457 } 1
7 0 0 0 0 0

Aqui abreviamos 12 en lugar de e; A eg y asi sucesivamente. Los elementos
primitivos estan en negrita.

EJEMPLO 9.5. Ahora asumamos que I y IV son los grupos de Bieberbach
definidos como en la prueba del Teorema 8.20 con k =3y n =8 (¢ = 2).
Las correspondientes representaciones diagonales coinciden con el par ff’ 8
en la Tabla 9.1. Ellos son

po= 2xy +2x, + 2x0s T 2Xs,

/

Po= 33X T Xuzs + X+ Xos T 2X5-

Los grupos de Bieberbach asociados de tipo diagonal en notaciéon columna
son:

B1 By Bs By By Bj

-1 1 1. -1 1 1.

2 2

—1 1 1 -1 1 1

1. -1 1 —1 1 1

IT: 12 -1 1 T/ —1 1 -1

1 —1: -1 I —1 1

b 2

1 -1 -1 e

1 1. -1 1 1. -1
2 2

1 1 -1 1 1 —1

El Teorema 8.20 probé que las variedades Mt y Mp son Sunada-isos-
pectrales, que H*(Mr) % H*(Mr/) como anillos abstractos, y ademds que
Mt es Kéhler, mientras que Mps no lo es.

Ahora estudiaremos en mas detalle las propiedades de estas variedades
por célculos directos, i.e. sin apelar al Teorema 8.20. Primero, no es dificil
ver que las formas invariantes por F'y F’ son las dadas en la Tabla 9.5.

Usando la Tabla 9.5, es simple ver que

AQ,/\AQF,:span{el/\eg/\e7/\eg, et Nes/NeyrNes, ea Nes Ney Aeg}
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TABLA 9.5. Invariantes para F'y F'.

p Af Br Bpr A%/ Bp

0 span{1} 1 1 span{1} 1

1 0 0 0 0 0

2 span{12, 34,56, 78] 4 4 span{12, 13, 23, 78} 4

3 span d 307367, 457,467\ [147 247,347 567) o

358, 368, 458, 468 148, 248, 348, 568
L span d 12341256, 1281 T T [1456, 2456, 3456]
3456, 3478, 5678 1278, 1378, 2378

12357, 12358 12347, 12348
12367, 12368 12567, 12568

5 span 0 0 span 8

12457, 12458 13567, 13568
12467, 12468 23567, 23568

6  span {123456, 123478} 0 span {123456, 145678} A
125678, 345678 245678, 345678

7 0 0 0 0 0

8 span{ 12345678 } 0 0 span{ 12345678 } 1

Aqui abreviamos 12 en lugar de e; A es y asi sucesivamente. Los elementos
primitivos estdn en negrita.

y que Pj%ﬂ, = {61/\64/\65/\66, ea Neg N\ es N eg, 63/\64/\65/\66}, por lo
tanto Py g = 3. Mas atn,

A2//\A2//\A2/ :0

Esto claramente implica que My no puede admitir una estructura de Kéhler.
Ahora miremos a M. Tenemos

AL AN = AL,
ALAANLAANE = A
AALANALAALAANEL = A% =span{e; Aea A---Aeg}.

Por estas razones es claro que los anillos de cohomologia no son isomorfos
como algebras graduadas. Por otro lado, el hecho de que A% A A% = A% nos
dice que Py r = 0. Pero Py = 3, entonces el Corolario 8.10 implica que
A%y A%, no pueden ser isomorfos como dlgebras.

La estructura compleja sobre R® dada por

Jeyj1 = —eap oy
Jey; = egjq, -l

conmuta con la accién de holonomia de F', por lo tanto induce una estructura
compleja Kéahler sobre Mr con forma de Kéahler

Q=e;Nes+e3Neg+esNeg+er Aes.

Notemos también que

1
ﬂﬂ/\ﬂ/\ﬂ/\ﬂzel/\eg/\-"/\eg.
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Como Mr es Kahler existe una accién natural del grupo SL(2,C) so-
bre H*(Mr)c ~ A*(C")p la cual da la descomposicién de Lefschetz de
H*(Mr)c. Tenemos los operadores L, L* dados por L(X) = QAX, L*(X) =
¢p* Lx(X) sobre AP(Mr), con ¢, una constante. Una forma 7 tal que L*n = 0
genera un SL(2,C)-médulo de dimensién n — p 4+ 1. La descomposicién en
submédulos irreducibles es

(9.1) H*(Mr)c ~ 75 @ 3m3 & 8my @ 277

Para verificar esto notemos que 1 genera el siguiente submdédulo irreducible
de dimensién 5: span{1, Q, QA Q QAQAQ QAQAQAQ}. Més ain,
e1Neyg —egNeg,e1 Nea —es ANegy el Aea — ez A eg son 2-formas anuladas
por L* y cada una genera un submoédulo irreducible de dimensién 3. Por
ejemplo, en el caso de e; A es — e3 A eq4 tenemos:

QAN(e1Nex—esNeg) =er Nea ANes ANeg+er Aea Aer Aeg
—e3NegNes Neg—e3 Neg Ner Neg,
QNQAN(eg Nea —esNeg) =2(eg Nea Aes Aeg Aer N eg
—esNegNes Neg ANer Neg).

Ast QONQAQA(eg Nea —ez3 Aeg) = 0, por lo tanto el SL(2,C)-médulo
generado por e; A e — ez A e4 tiene dimension 3.
Similarmente, una base para las 4-formas anuladas por L* es

et Nea NesNeg+es NegNer Neg—er Nea ANes Aeg—e3z Neg N\er A esg,
et Neas Neg Neg+es NegNer Neg —e3z NegNes Neg —e1 Nex \er N eg.

Estas 4-formas generan un maédulo trivial.
M4s atn, la dimensién del espacio de p-formas en Ker(L*), con p < n,
es By = By — Bp—2, el cual es un invariante topolégico. Esto implica que

Bo=1, Pi=4-1=3, B3=8-0=8, [i=6-4=2 f5=05"

para todo p. Se ve que todos los vectores en Ker(L*) del mismo grado p < 4
generan un maédulo irreducible de dimensiéon 4 — p + 1.

Notemos que las variedades dobladas Myr, My son ambas variedades
de Kahler isospectrales de dimensién 16, pero sus anillos de cohomologia
son todavia no isomorfos. Mas aun, por el el Lema 8.19, My es hiperkéhler
pero Myr: no lo es.

EJEMPLO 9.6. Como ejemplo final, consideraremos una familia de ocho
variedades compactas planas de dimensién 24 con grupos puntuales isomor-
fos a Z3. Esta familia fue también encontrada usando el algoritmo explicado
en la seccién anterior. Los coeficientes qgj ) de las representaciones p; para
1 < j <8, son dados en la Tabla 9.6. Denotaremos por [} el grupo puntual
dado por la Definicién 8.12 de p;.

Ahora mostraremos que, como en el Teorema 8.20, para cada repre-
sentaciéon diagonal p; de Z3 uno puede encontrar vectores bgg ) de dimensién
24, con coordenadas en {%,0} (1 <i<3,1<j<8) tales que los grupos

resultantes I'; = <Bi(j)Lb(_j>,LZn> sean grupos de Bieberbach.
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TABLA 9.6. Representaciones pq, ..., ps.
qo 91 92 43 Q12 413 423 {4123
p1| 0 10 6 3 2 1 1 1
p2| 0 10 6 2 2 2 2 0
p3| 0 10 5 4 3 0 1 1
p4| 0 10 4 4 4 0 2 0
ps| 0 9 7 4 2 1 1 0
p6| 0 9 6 5 3 0 1 0
pr| 0 8 8 4 2 2 0 0
ps| 0 8 6 6 4 O 0 0
TaBLA 9.7. Grupos de Bieberbach I'1,...,I's en notacién columna.
Conjuntodel B By By Bia Biz Ba B
X1 —1 1 1; -1 -1 1 1; —11
2 2 2 2
X2 1 -1 1. -1 1. —11 —1:
2 2 2 2
X3 1: 1. -1 1 -1; —-1:. -1
2 2 2 2
X12 -1, -1 1 1, -1, -1 11
2 2 2 2
X13 —1 1 -1 -1 1 -1 1
X23 1 -1 -1 -1 -1 1 1
X123 -1 -1 -1 1 1 1 -1

()

Para escoger los vectores b;”’, fijaremos el siguiente orden en Z3:

X0 = X1 = X2 < X3 < X12 < X13 = X23 < X123-

Elegimos los vectores b([j ) para todo 1 < 5 < 8, de tal manera que la
primera fila de cada cardcter sea como en la Tabla 9.7 y las otras filas no
contengan ningin %
Para ver si I'; = <B,l~(])Lb(j),LZn> (1 < j < 8) son grupos de Bieberbach
tenemos que verificar la validez de la condicién (8.4) de la Proposicién 8.2.
Como los coeficientes q%y ), qgj ), qéj ) y qg) son todos positivos para todo j,
resulta que la condicién en (8.4) se cumple.

Veamos que estas variedades Mrj (1 < j < 8) son Sunada-isospectrales.
Usando la Tabla 9.6 y la Tabla 9.7, no es dificil chequear que los niimeros

np, estan dados por:

By MBy, MB3 NBiy NBiz MBys MBiys
p1| 10 14 18 6 8 12 4
p2 | 10 14 18 4 8 12 6
p3 | 10 14 18 6 8 12 4
pq | 10 14 18 8 6 12 4
ps | 12 14 18 6 8 10 4
pe | 12 14 18 8 6 10 4
pr| 12 14 18 6 10 8 4
ps | 12 14 18 10 6 8 4
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Esto nos dice que los patrones (co(p;), ..., c24(p;)) (ver Definicién 8.3) coin-
ciden para todo 1 < j < 8. Los nimeros ¢;(p;) que no son nulos son ¢4 =
cg = cg = €19 = €12 = c14 = c1g = 1. Mds aun, por nuestras elecciones de los
vectores bgj ), los nimeros de Sunada no nulos para todo I'; son c41 = ¢c1 =
€81 = C102 = C122 = C14,1 = C182 = L.

Para comparar sus anillos de cohomologia consideremos el algebra A}j

de Fj-invariantes para cada j. La Proposicién 8.14 (i) nos dice que Py, =1,

Py p, =0y P, r, =0 para todo p > 5 y todo j, pues q(()j) =0y k=3. Mas
ain Py g, = (2(Mr;), P3 r;, = B3(Mr,). Como las variedades son fuertemente
isospectrales (por ser Sunada-isospectrales), todas las variedades tienen los
mismos nameros de Betti, por lo tanto todos ellos tienen los nimeros P» y
P35 iguales. Calculamos los mas simples:

Py = (g) + (g) + (g) + (;1) =64, P3yp = q§8)q§8)qg) = 192.

Por el Corolario 8.10, s6lo resta mostrar que los valores de Py r; son
todos diferentes, para asi probar que las algebras A};j no son isomorfas de
a pares. Ahora, calculando Py g, por medio de (ii) en la Proposicién 8.14,
obtenemos

j |1 2 3 4 5 6 7 8
Py F, ‘ 371 368 335 320 191 135 128 0O’

por lo tanto nuestra afirmacién queda probada.

Finalmente, por el Lema 8.19, las variedades Mr,, Mr,, Mr, y Mr,
tienen una estructura Kéahler pues sus representaciones diagonales tienen
todos sus coeficientes pares. No es dificil probar, como en la prueba de 8.20
del Teorema 8.20, que las demés variedades no pueden ser Kéhler.
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