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1.2. Álgebras de Hopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.4. Rigidez en categoŕıas monoidales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Resumen

La tesis trata sobre las álgebras de Hopf semisimples y las categoŕıas tensoriales asociadas.
En la primera parte de la tesis mostramos dos familias de ejemplos de álgebras de Hopf

semisimples que no son simples, pero que admiten deformaciones simples. La primera familia
proviene de deformaciones por twist del grupo simétrico Sn. Para probar esto damos una
condición necesaria para que un elemento de tipo grupo en el dual de una deformación por
twist de un grupo finito sea central. La segunda familia es una deformación por twist del
producto directo de dos grupos diédricos generalizados cuyo orden es el producto de dos
números primos. Para la demostración comparamos la categoŕıa de (co)-representaciones de
la deformación por twist con la categoŕıa de representaciones de las posibles extensiones
abelianas. Nuestros ejemplos contestan una serie de preguntas abiertas, sobre extensiones de
álgebras de Hopf semisimples. Posteriormente, damos condiciones necesarias y suficientes para
que una deformación por twist de un álgebra de grupo sea un álgebra de Hopf simple.

En la segunda parte de la tesis, introducimos y estudiamos la noción de categoŕıa tensorial
fuertemente graduada sobre un grupo G. Esto es, una categoŕıa tensorial cuya categoŕıa
abeliana subyacente C =

⊕
σ∈G Cσ está graduada por un grupo G, de forma tal que el bifuntor

⊗ env́ıa Cσ × Cτ a Cστ para todo σ, τ ∈ G, y además, toda componente homogénea posee un
objeto invertible.

El resultado principal de la segunda parte es la descripción de las categoŕıas módulo
sobre una categoŕıa fuertemente graduada por un grupo G, como categoŕıas módulo inducidas
desde subcategoŕıas tensoriales asociadas con los subgrupos de G. Como aplicaciones del
teorema principal generalizamos algunos resultados de clasificación de categoŕıas módulo sobre
categoŕıas punteadas y describimos las categoŕıas módulo simples para G-equivariantizaciones
de categoŕıas tensoriales, donde G es un grupo finito.

Palabras Claves: Álgebras de Hopf; categoŕıas tensoriales; deformaciones de grupos fini-
tos; teoŕıa de Clifford.
1991 Mathematics Subject Classification: 16W30, 18D10.
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Abstract

The thesis concerns semisimple Hopf algebras and the associated tensor categories.
In the first part of the thesis we show two families of examples of semisimple Hopf algebras

which are not simple, but admit simple deformations. The first family comes from twisting
deformations of the symmetric group Sn. To prove this, we give a necessary condition for a
group-like element in a dual of a twisting deformation of a finite group to be central. The se-
cond family is a twisting deformation of the direct product of two generalized dihedral groups
whose orders are the product of two prime numbers. For the proof we compare the category
of (co)-representations of the twisting deformation with the category of representations of the
possible abelian extensions. Our examples answer a series of open questions concerning exten-
sions of semisimple Hopf algebras. Subsequently, we give necessary and sufficient conditions
for a twisting deformation of a group algebra to be a simple Hopf algebra.

In the second part of the thesis, we introduce and study the notion of strongly graded
tensor category over a group G. This is a tensor category whose underlying abelian category
C =

⊕
σ∈G Cσ is graded by a group G, so that the bifunctor ⊗ maps Cσ × Cτ to Cστ , for all

σ, τ ∈ G, and in addition, every homogeneous component has an invertible object.
The main result of the second part is the description of the module categories over a

strongly graded tensor category by a group G, as induced from module categories over tensor
subcategories associated with subgroups of G. As applications of the main theorem we gene-
ralize some results of classification of module categories over pointed tensor categories and
describe the module categories over G-equivariantizations of tensor categories where G is a
finite group.

Key words: Hopf algebras; tensor categories; deformation of finite groups; Clifford theory.
1991 Mathematics Subject Classification: 16W30, 18D10.
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Introducción

Recientemente, la teoŕıa de categoŕıas tensoriales se ha convertido en una herramienta
importante en el estudio de numerosos problemas de matemática y f́ısica. La relación entre
los grupos cuánticos con los invariantes de nudos y variedades de baja dimensión, aśı como
también con la teoŕıa de subfactores, puede ser explicada adecuadamente usando este tipo de
categoŕıas.

La terminoloǵıa categoŕıa tensorial sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, es usada
como sinónimo de categoŕıa monoidal, abeliana k-lineal, ŕıgida, y con objeto unidad simple.

A menudo las categoŕıas tensoriales son realizadas como categoŕıas de comódulos de di-
mensión finita de álgebras de Hopf, o más generalmente, de cuasi-álgebras de Hopf. Las
categoŕıas tensoriales de este tipo tienen la particularidad de estar munidas de un funtor fiel,
monoidal (respectivamente, cuasi-monoidal) y exacto en la categoŕıa de espacios vectoriales
de dimensión finita. Este tipo de funtores son llamados funtores de fibra (respectivamente,
cuasi funtores de fibra). La implicación rećıproca también es cierta. Es decir, si una categoŕıa
tensorial admite un funtor de fibra (respectivamente, un cuasi funtor de fibra), entonces, usan-
do una generalización de la teoŕıa de reconstrucción de Tannaka-Krein para álgebras Hopf
(respectivamente, cuasi-álgebras de Hopf), es posible construir un álgebra de Hopf (respectiva-
mente, una cuasi-álgebra de Hopf) cuya categoŕıa de comódulos es tensorialmente equivalente
a la categoŕıa tensorial inicial.

En general, es posible que una categoŕıa tensorial no admita funtores de fibra, o ni siquiera
cuasi funtores de fibra. Además, si admite un funtor de fibra, salvo isomorfismos monoidales
naturales, éste no es necesariamente único, y por lo tanto, las álgebras de Hopf reconstruidas
no son isomorfas entre śı. Sin embargo, las álgebras de Hopf con categoŕıas de comódulos ten-
sorialmente equivalentes, son obtenidas una a partir de la otra usando extensiones galoisianas
del cuerpo de base. En el caso en que el álgebra de Hopf tenga dimensión finita, las álgebras
de Hopf con categoŕıas de representaciones tensorialmente equivalentes, son obtenidas una a
partir de la otra mediante deformaciones por twist.

Las categoŕıas tensoriales pueden ser divididas en dos tipos: las semisimples y las no
semisimples. Desde luego, el estudio de cada una de estas familias se subdivide en diversos
tipos. Dentro de las categoŕıas tensoriales semisimples, aquéllas que poseen un número finito
de objetos simples salvo isomorfismo, son llamadas categoŕıas de fusión y son de especial
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interés en la f́ısica matemática y en la teoŕıa de subfactores. Éstas se relacionan con las
(cuasi)-álgebras de Hopf semisimples.

Un invariante importante de una categoŕıa de fusión C es el anillo de Grothendieck G(C).
Muchas propiedades esenciales de las categoŕıas de fusión pueden deducirse de su anillo de
Grothendieck: por ejemplo, C es la categoŕıa de representaciones de una cuasi-álgebra de Hopf,
si y sólo si, la dimensión de Frobenius-Perron de cada clase de equivalencia de objetos simples
es un número entero. Recientemente, las cuasi-álgebras de Hopf semisimples de dimensión pn,
donde p es un número primo, y las cuasi-álgebras de Hopf de dimensión menor que 60 han
sido caracterizadas, haciendo un uso metódico de las categoŕıas de fusión.

Una herramienta importante para el estudio de las categoŕıas de fusión, son las categoŕıas
módulo. Aśı como una categoŕıa tensorial puede pensarse como una categorificación de la
noción de anillo, las categoŕıas módulo sobre una categoŕıa tensorial corresponden a una
categorificación de la noción de módulo o representación. En forma más precisa, si C una
categoŕıa tensorial yM una categoŕıa abeliana k-lineal, una estructura de categoŕıa C-módulo
a izquierda sobreM es un funtor k-lineal fiel y exacto F : C → End (M), donde End (M) es la
categoŕıa monoidal de endofuntores k-lineales exactos deM, análogamente una estructura de
categoŕıa C-módulo a derecha sobreM es una funtor k-lineal fiel y exacto F : C → End op(M).

Esta noción se remonta a los años sesenta en los trabajos de Benabou [5]. Sin embargo,
su interés ha sido renovado por los trabajos [51], [22] de Etingof y Ostrik.

La existencia de categoŕıas módulo especiales nos da información adicional sobre la cate-
goŕıa tensorial. Por ejemplo, se tiene que una categoŕıa k-lineal semisimple, donde k es al-
gebraicamente cerrado, con un único objeto simple, es equivalente a la categoŕıa de espacios
vectoriales, y la categoŕıa tensorial de endofuntores exactos es equivalente a la categoŕıa ten-
sorial de los espacios vectoriales de dimensión finita. Por lo tanto, los funtores de fibra están
en correspondencia con categoŕıas módulo semisimples que poseen, salvo isomorfismos, un
único objeto simple.

Otro tipo de categoŕıas módulo muy importantes en la clasificación de álgebras de Hopf
semisimples son las categoŕıas módulo punteadas. Una categoŕıa módulo indescomponible
sobre una categoŕıa de fusión es llamada punteada, si todos los objetos simples de la categoŕıa
de los endofuntores C-módulo son invertibles. Las categoŕıas de fusión que admiten una cate-
goŕıa módulo punteada son llamadas de tipo grupo. Éstas pueden describirse expĺıcitamente
en términos de grupos finitos y sus cohomoloǵıas. Las categoŕıas de tipo grupo han sido muy
estudiadas en los últimos años, por ejemplo en los trabajos [17], [18], [39], [52], [34], [37], [16].

Muchos de los ejemplos expĺıcitos de álgebras de Hopf semisimples son de tipo grupo. Éstos
incluyen a las categoŕıas semisimples triangulares, las extensiones abelianas, las álgebras de
Hopf de dimensión pn, pq, pq2. Un problema importante planteado en [17], fue la construcción
de álgebras de Hopf semisimples complejas, cuya categoŕıa de representaciones no fuese de tipo
grupo. Recientemente, Nikshych [39] mostró ejemplos de álgebras de Hopf semisimples que no
son de tipo grupo, usando una acción de un grupo finito en la categoŕıa de representaciones
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de una álgebra de Hopf semisimple de tipo grupo. La construcción de estos ejemplos usa un
proceso conocido como equivariantización: dada un acción por autoequivalencias tensoriales,
de un grupo sobre una categoŕıa monoidal, se construye una nueva categoŕıa tensorial CG
llamada la equivariantización.

Los resultados de esta tesis se encuentran en los art́ıculos [25], [26], [24], estando los dos
primeros ya publicados.

En [25] mostramos que las nociones de simplicidad y semi-solubilidad de álgebras de
Hopf (semisimples) no son nociones categóricas. Para ello mostramos dos familias de grupos
no simples que admiten un twist, para el cual las álgebras de Hopf asociadas son simples.
Nuestros resultados responden una seria de preguntas abiertas sobre extensiones de álgebras
de Hopf semisimples.

En [26] mostramos condiciones necesarias y suficientes para que una deformación por twist
de un álgebra de grupo, sea un álgebra de Hopf simple. Asimismo, generalizamos y damos
demostraciones alternativas a los principales resultados de [25].

En [24], introducimos y estudiamos la noción de categoŕıa tensorial fuertemente graduada
sobre un grupo G, desarrollando un análogo de la teoŕıa de Clifford para anillos fuertemente
graduados. Ésto nos permite describir las categoŕıas módulo sobre una categoŕıa fuertemente
graduada por un grupo G, como categoŕıas módulo inducidas desde subcategoŕıas tensoriales
asociadas a los subgrupos de G. Como aplicaciones del teorema principal, generalizamos
algunos resultados de clasificación de categoŕıas modulo sobre categoŕıas punteadas, y descri-
bimos las categoŕıas módulo simples para G-equivariantizaciones de categoŕıas tensoriales,
donde G es un grupo finito.

En el Caṕıtulo 1 introducimos las definiciones y nociones básicas que se usarán a lo largo
de la tesis. Ésto, con el fin de que sea lo más autocontenida posible.

El segundo caṕıtulo comienza con las definiciones de las nociones básicas de la teoŕıa de
categoŕıas monoidales. En la Sección 2.3 recordamos las definiciones de bicategoŕıas y cate-
goŕıas módulo sobre categoŕıas monoidales, las cuales son de gran importancia en la tesis.
En la sección 2.5 damos la definición de categoŕıa tensorial y esbozamos la teoŕıa de recons-
trucción Tannakiana, que explica como recuperar un álgebra de Hopf a partir de su cate-
goŕıa de comódulos. Posteriormente, estudiamos categoŕıas módulo estrictas sobre categoŕıas
monoidales.

El Caṕıtulo 3 está dedicado a la teoŕıa de extensiones galoisianas para álgebras de Hopf,
la cual resulta de gran importancia en las demostraciones de los resultados de la tesis.

El cuarto caṕıtulo contiene los resultados de [25]. Mostramos que ciertas deformaciones
por twist del grupo simétrico Sn, en n letras, son simples como álgebras de Hopf, para n ≥ 5.
Ver Teorema 4.3.6. Para probar esto, damos una condición necesaria para que un elemento
de tipo grupo en el dual de una deformación por twist de un grupo finito sea central, en el
caso en que el twist sea “levantado”de un subgrupo abeliano.
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Sean p, r y q números primos, tales que q divide a p − 1 y a r − 1. Mostramos que una
familia de grupos supersolubles G, de orden prq2, puede deformase a través de un twist en un
álgebra de Hopf simple. Ver Teorema 4.4.5. Estos twist son levantados de subgrupos abelianos
de G. La demostración depende de la comparación de la teoŕıa de (co)representaciones de las
deformaciones por twist de G dada en [20] con la de un producto cruzado. También hacemos
uso de la clasificación de las álgebras de Hopf semisimples en dimensión p y pq [81, 46, 21, ?].

Se sabe que un álgebra de Hopf semisimple de dimensión pn siempre es semisoluble [45, 49].
Por otro lado, probamos que si el grupo G es nilpotente, entonces toda deformación por twist
de kG es semisoluble.

Nuestros resultados implican:

(a) Existe un álgebra de Hopf semisimple simple, la cual no es la deformación por twist
del álgebra de grupo de un grupo finito simple o de su dual.

Esto responde en forma negativa la Pregunta 2.3 en [1].

(b) Existe una álgebra de Hopf semisimple de dimensión p2q2, la cual es simple como
álgebra de Hopf.

Por lo tanto el análogo del Teorema de Burnside para grupos de orden paqb no es válido
para la noción de semisolubilidad de álgebras de Hopf semisimples. Esto concierne a una
pregunta realizada por S. Montgomery. Ver [1, Question 4.17].

(c) Existe un álgebra de Hopf no trivial de dimensión 36, la cual es simple.
Este ejemplo da una respuesta negativa a la pregunta [48, Question, pp. 269]. En dimensión

< 60, ésta es la única álgebra de Hopf no semisoluble, por [35].

(d) Existe un álgebra de Hopf semisimple, la cual es una bozonización pero no una exten-
sión.

Esto responde la Pregunta 2.13 de [1].

Mostramos que existen exactamente dos deformaciones por twist de grupos de orden 60
que son simples como álgebras de Hopf: la deformación por twist de A5, construida en [40], y la
deformación (auto-dual) de D3×D5, discutida en la sección 4.4. Ésto contribuye al problema
[1, Question 2.4].

El Caṕıtulo 5 contiene los resultados de [26]. Determinamos condiciones necesarias y su-
ficientes, en términos de teoŕıa de grupos y sus cohomoloǵıas, para que un cociente de una
deformación por twist de un grupo finito sea conormal. Para ello usamos la clasificación de los
objetos galoisianos de kG debida a Movshev y Davydov [50, 11] y los resultados de Schauen-
burg sobre correspondencias de Galois [66]. Ambos temas son tratados en el Caṕıtulo 3. Como
aplicaciones del teorema principal, generalizamos y damos demostraciones alternativas de los
principales resultados y teoremas del caṕıtulo anterior.

Como se muestra en el Caṕıtulo 4, existen álgebras de Hopf simples de dimensión p2q2,
donde p y q son números primos distintos. Por lo tanto, en el contexto de álgebras de Hopf
semisimples, un resultado análogo al Teorema de Burnside para grupos de orden paqb, no es
válido con la noción de solubilidad dada en [49].
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Una noción más adecuada de solubilidad para categoŕıas de fusión es propuesta en [18].
Entre los resultados más relevantes de [18], se tiene que toda categoŕıa de fusión de dimensión
de Frobenius-Perron paqb es soluble. Asimismo, toda categoŕıa de fusión de dimensión entera
menor que 60 es soluble.

Los Caṕıtulos 6 y 7 están dedicados a exponer los resultados de [24].

En el Caṕıtulo 6 estudiamos las acciones de un grupo sobre una categoŕıa tensorial. Una
acción de un grupo G sobre una categoŕıa tensorial (C,⊗, a, l, r) induce un morfismo de grupos
de G en el grupo Aut⊗(C) de clases de isomorfismo monoidales de autoequivalencias tensoriales
de C.

El grupo Aut⊗(C) posee una acción natural sobre el grupo abeliano Aut⊗(idC) de iso-
morfismo naturales monoidales del funtor identidad. Mostramos que, dados un grupo G y un
morfismo de grupos f : G→ Aut⊗(C), queda inducido un 3-cociclo a ∈ Z3(G,Aut⊗(idC)), con
coeficientes en el G-módulo Aut⊗(idC) con acción inducida por f . En la Sección 6.2 mostramos
que f es realizado por una acción de G sobre C, si y sólo si, la clase de cohomoloǵıa de a
es trivial. Además, el conjunto de clase de equivalencia de las posibles realizaciones de f
está en correspondencia con los elementos de H2(G,Aut⊗(idC)). Con ayuda de este resultado,
describimos las acciones de un grupo ćıclico sobre una categoŕıa tensorial. Las acciones de
grupos ćıclicos sobre categoŕıas tensoriales son de gran importancia, en la reciente definición
de categoŕıa de fusión soluble, dada en [18].

En el Caṕıtulo 7 definimos y estudiamos las categoŕıas tensoriales fuertemente graduadas
sobre un grupo G.

Una categoŕıa tensorial está graduada por un grupo G, si existe una descomposición en
suma directa C =

⊕
σ∈G Cσ de subcategoŕıas abelianas plenas de C, tal que el bifuntor ⊗

env́ıa Cσ×Cτ a Cστ , para todo σ, τ ∈ G. Una categoŕıa tensorial G-graduada está fuertemente
graduada, si cada componente homogénea Cσ, σ ∈ G, posee un objeto invertible.

En la Sección 7.1 estudiamos algunas propiedades básicas del producto tensorial de cate-
goŕıas k-lineales, introducido por Tambara en [74]. En la Sección 7.2 mostramos dos de
los ejemplos más importantes de categoŕıas fuertemente graduadas, que son: las categoŕıas
semisimples punteadas, es decir aquéllas en las que todo elemento simple es invertible, y la
categoŕıa tensorial producto cruzado C oG, asociada a una acción de un grupo G sobre C.

Para una categoŕıa tensorial G-graduada C, definimos la noción de categoŕıa módulo gra-
duada sobre un G-conjunto. Para categoŕıas tensoriales fuertemente graduadas, damos un
teorema de estructura para las categoŕıas módulo graduadas sobre un G-conjunto. En la
Sección 7.3 demostramos el resultado principal. Mostramos que toda categoŕıa módulo simple
sobre una categoŕıa fuertemente graduada C, es inducida de categoŕıa módulo sobre una
subcategoŕıa tensorial de C. Como aplicación, clasificamos las categoŕıas módulo simples sobre
una categoŕıa semisimple punteada y sobre las categoŕıas tensoriales C oG.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo recordaremos algunas definiciones y resultados básicos sobre álgebras
semisimples, álgebras de Hopf, teoŕıa de categoŕıas, cohomoloǵıa de grupos y representaciones
monomiales, que serán necesarios para demostrar los principales resultados de esta tesis.

Nuestras referencias son las siguientes: para la teoŕıa general de álgebras asociativas [10],
álgebras de Hopf [47], teoŕıa de categoŕıas [43], álgebra homológica y cohomoloǵıa de grupos
[79].

1.1. El Teorema de Artin-Wedderburn para álgebras

semisimples

Denotaremos por k un cuerpo arbitrario. Si V es un espacio vectorial sobre k, el espacio
vectorial dual lo denotaremos por V ∗ := Homk(V, k), y la evaluación V ∗ ⊗ V → V, α ⊗ v 7→
α(v), por 〈 , 〉.

Por k-álgebra entenderemos un álgebra sobre k asociativa con unidad. Si A es una k-álge-
bra, denotaremos por AM,MA y AMA la categoŕıa de A-módulos a izquierda, la categoŕıa de
A-módulos a derecha y la categoŕıa de A-bimódulos, respectivamente. Si no hacemos referencia
expĺıcita por A-módulo entenderemos un A-módulo a izquierda.

Recordemos que un A-módulo no nulo M es llamado indescomponible, si M no admite
una descomposición M ∼= N ⊕N ′ donde N y N ′ son A-módulos no nulos.

Un A-módulo no nulo S es llamado simple, si todo A-submódulo de S es nulo o S. Un
A-módulo es llamado semisimple si es suma directa de A-módulos simples.

Lema 1.1.1 (Lema de Schur). Sea A una k-álgebra y f : S → S ′ un morfismo no nulo de
A-módulos. Entonces

a Si S es simple, f es un monomorfismo.
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b Si S ′ es simple, f es un epimorfismo.

c Si S y S ′ son simples, f es un isomorfismo.

Demostración. Puesto que f es un morfismo de A-módulos, Ker(f) e Im(f) son A-submódulos
de S y S ′ respectivamente. Dado que f 6= 0, entonces Ker(f) = 0, si S es simple, e Im(f) = S ′

si S ′ es simple. Esto prueba el lema.

Corolario 1.1.2. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-álgebra de dimensión
finita. Entonces un A-módulo S es simple si y sólo si End A(S) ∼= k.

Demostración. Se sigue del Lema 1.1.1 que End A(S) es un álgebra de división. Puesto que S es
simple, S es un A-módulo ćıclico, luego dimk S es finita, y por lo tanto dimk End A(S) también
es finita. Entonces para cualquier elemento no nulo φ ∈ End A(S), los elementos 1S, φ, φ

2, . . .
son linealmente dependientes sobre k. Por lo tanto existe un polinomio irreducible f ∈ k[t],
tal que f(φ) = 0. Puesto que k es algebraicamente cerrado, f es de grado 1. Luego φ actúa
sobre S por multiplicación por un escalar λφ ∈ k. La correspondencia φ 7→ λφ establece un
isomorfismo de k-álgebras End A(S) ∼= k.

Sea A un álgebra, el radical de Jacobson de A, denotado por J(A), es el ideal bilateral
definido de las siguientes formas equivalentes:

la intersección de todos los ideales a derecha maximales,

la intersección de todos los ideales a izquierda maximales.

Diremos que un álgebra A es semisimple, si J(A) = 0 y A es Artiniana. En este caso todo
A-módulo es semisimple.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Artin-Wedderburn). Toda k-álgebra semisimple A es isomorfa
a un producto directo finito de álgebras de matrices sobre k-álgebras de división.

De manera más precisa, si A = L⊕n1
1 ⊕ · · · ⊕ L⊕ntt es la descomposición de A como suma

de componentes simples, entonces

L⊕nii
∼= Mni(D

op
i ), y A ∼=

t∏
i=1

Mni(D
op
i ),

donde Di = End A(Li).

Demostración. Ver [10, Theorem 3.22].

Sean G un grupo con unidad e y α ∈ Z2(G, k∗) un 2-cociclo normalizado, es decir, una
aplicación α : G×G→ k∗ tal que

α(xy, z)α(x, y) = α(x, yz)α(y, z), α(x, e) = α(e, x) = 1,

para todo x, y, z ∈ G. Se define el álgebra de grupo torcida kαG como:
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el espacio vectorial con base {xσ}σ∈G,

producto xσxτ = α(σ, τ)xστ σ, τ ∈ G,

unidad xe.

Teorema 1.1.4 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito y sea k un cuerpo cuya car-
acteŕıstica no divide al orden de G. Entonces el álgebra de grupo torcida kαG es semisimple.

Demostración. Ver [31, Theorem 2.10 pag. 85].

Observación 1.1.5. En contraste con las álgebras de grupo, el rećıproco del teorema anterior
no es cierto en general (ver [31, section 5.8]).

1.2. Álgebras de Hopf

Por coálgebra entenderemos una k-coálgebra coasociativa con counidad. Dada una coálge-
bra C, usaremos la notación de Sweedler para la comultiplicación ∆ : C → C⊗C (suprimiendo
el śımbolo de sumatoria). Es decir, para x ∈ C, ∆(x) = x(1) ⊗ x(2).

Análogamente, si V es un C-comódulo a izquierda (respectivamente, a derecha) v́ıa λV :
V → C ⊗ V (respectivamente, ρV : V → V ⊗ C) usaremos la notación λV (v) = v(−1) ⊗ v(0)

(respectivamente, ρV (v) = v(0)⊗ v(1)). Denotaremos porMC , CM y CMC la categoŕıa de C-
comódulos a derecha, la categoŕıa de C-comódulo a izquierda y la categoŕıa de C-bicomódulos,
respectivamente.

Un subespacio vectorial I ⊆ C es llamado un coideal de la coálgebra (C,∆, εC), si ∆C(I) ⊆
I⊗C+C⊗I y εC(I) = 0. Notemos que para un subespacio vectorial I ⊆ C, el espacio vectorial
C/I es una coálgebra con comultiplicación y counidad inducidas por ∆C y εC si y sólo si I es
un coideal.

Si V ⊆ C es un subespacio vectorial, denotaremos por V + := Ker(εC) ∩ V . Notemos que
dado que εC es un morfismo de coálgebras, C+ es un coideal.

La notación para álgebras de Hopf que usaremos es la estándar: ∆, ε, S denota la comul-
tiplicación, la counidad y la ant́ıpoda, respectivamente.

Un subespacio vectorial I ⊆ H es llamado un ideal de Hopf del álgebra de Hopf H, si I
es un coideal, un ideal bilateral y S(I) ⊆ I. Claramente, I es un ideal de Hopf si y sólo si el
espacio vectorial cociente H/I es un álgebra de Hopf.

Denotaremos por G(H) = {0 6= x ∈ H|∆(x) = x ⊗ x} al grupo de los elementos de tipo
grupo en un álgebra de Hopf H.
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Ejemplo 1.2.1. Sea G un grupo finito con unidad e. Sea kG el álgebra de funciones sobre G
con valores en k. Esta álgebra tiene una estructura de álgebra de Hopf con:

∆(φ)(u, v) = φ(uv), ε(φ) = φ(e), S(φ)(u) = φ(u−1),

para todo u, v ∈ G, φ ∈ kG.
Sea kG el álgebra de grupo. Esta álgebra tiene estructura de álgebra de Hopf con:

∆(xσ) = xσ ⊗ xσ, S(xσ) = xσ−1 .

En general, si H es un álgebra de Hopf de dimensión finita, el espacio vectorial dual H∗

es un álgebra de Hopf con estructura

〈αβ, h〉 = 〈α⊗ β, h1 ⊗ h2〉, 〈1, h〉 = ε(h),

〈∆(α), h⊗ g〉 = 〈α, hg〉, ε(α) = α(1), 〈S(α), h〉 = 〈α, S(h)〉.

para todo α, β ∈ H∗, h, g ∈ H.

Por ejemplo, si G es un grupo finito, el dual del álgebra de Hopf kG es el álgebra de Hopf
kG.

Un álgebra de Hopf H es llamada semisimple si H es semisimple como álgebra. Como
aplicación del Teorema Fundamental para módulos de Hopf [47, 1.9.4], toda álgebra de Hopf
semisimple tiene dimensión finita (ver [72, página 107].

Uno de los resultados más importantes concernientes a la teoŕıa de álgebras de Hopf de
dimensión finita es el siguiente:

Teorema 1.2.2 ([38]). Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita. Si K es una subálgebra
de Hopf de H, entonces H es libre como K-módulo con la multiplicación. En particular,
dimkH divide dimkK.

1.3. Categoŕıas abelianas

Todas las categoŕıas que consideraremos serán categoŕıas pequeñas, es decir categoŕıas
tales que la clase Obj(C) de objetos es un conjunto.

Definición 1.3.1. Una categoŕıa C es una categoŕıa aditiva sobre k si las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

(i) Los conjuntos de morfismos HomC(X, Y ) = MorC(X, Y ) son espacios vectoriales sobre
k y las composiciones

HomC(V,W )× HomC(U, V )→ HomC(U,W ), (φ, ψ) 7→ φ ◦ ψ

son k-bilineales para todo U, V,W ∈ Obj C.
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(ii) Existe un objeto cero 0 ∈ Obj C tal que HomC(U, 0) = HomC(0, U) = 0 es el espacio
vectorial cero, para todo U ∈ Obj C.

(iii) Existen sumas directas finitas en C.

Una categoŕıa aditiva sobre k es llamada abeliana k-lineal, si satisface las siguientes condi-
ciones:

(iv) Todo morfismo ψ ∈ HomC(U, V ) tiene un núcleo Kerψ ∈ Mor C y un conúcleo Coker ψ ∈
Mor C. Todo morfismo es una composición de un epimorfismo seguido de un monomor-
fismo. Si Kerψ = 0, entonces ψ =Ker (Coker ψ); si Coker ψ = 0, entonces ψ = Coker
(Ker ψ).

Todos los funtores entre categoŕıas aditivas k-lineales que consideraremos serán supuestos
aditivos k-lineales. Asimismo, las transformaciones naturales serán transformaciones naturales
k-lineales.

Un objeto U de una categoŕıa abeliana C es llamado simple si todo monomorfismo V → U
en C, es cero o es un isomorfismo. Una categoŕıa abeliana es llamada semisimple si todo objeto
es suma directa de objetos simples. Un objeto V en una categoŕıa abeliana C es llamado muy
simple si End C(V ) ∼= k, claramente un objeto muy simple es simple. Si k es un cuerpo
algebraicamente cerrado, todo objeto simple es muy simple.

Si C1, C2 son categoŕıas abelianas, denotaremos por F(C1, C2) la categoŕıa de funtores
aditivos y exactos de C1 a C2, donde las flechas son las transformaciones naturales k-lineales
entre funtores.

SeanM yN objetos de C. Diremos queN es un subobjeto deM , si existe un monomorfismo
U → M , tal que U es isomorfo a N . Análogamente, N es un cociente M , si existe un
epimorfismo M → U , tal que U es isomorfo a N . Diremos que N es un subcociente de M , si
N es un cociente de un subobjeto de M .

Para cada objeto X ∈ C, denotaremos por [X] la clase de isomorfismo de X en C. El grupo
de Grothendieck de C, denotado por G(C), es el grupo abeliano generado por las clases de
isomorfismo de objetos en C, sujetos a las relaciones: [X] = [Y ] + [Z], X, Y, Z ∈ C, si existe
una sucesión exacta

0→ Y → X → Z → 0.

Si C es una categoŕıa semisimple, el grupo de Grothendieck G(C) es el grupo abeliano
libre con base dada por las clases de isomorfismos de objetos simples. Con más generalidad,
śı todos los objetos de una categoŕıa abeliana C tienen longitud finita (serie de Jordan-Hölder
finita), el grupo de Grothendieck G(C) es un grupo abeliano libre generado por las clases de
isomorfismos de los objetos simples de C.

Un funtor exacto F : C1 → C2 induce un morfismo de grupos abelianos G(C1) → G(C2)
entre los anillos de Grothendieck.
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1.4. Cohomoloǵıa de grupos

Sea G un grupo. Como es usual, por G-módulo entenderemos un ZG-módulo. Asimismo,
un morfismo de G-módulos será un morfismo de ZG-módulos. Si A es un G-módulo y g ∈ G,
a ∈ A, denotaremos por ga la acción de g sobre a.

Un G-módulo trivial es un G-módulo A, en el cual G actúa trivialmente, es decir ga = a
para todo g ∈ G, a ∈ A.

Sea
· · · D1 D0 Z 0-∂ -∂ -∂ -

una resolución proyectiva del G-módulo trivial Z. Para un G-módulo A, los grupos de coho-
moloǵıa de G con coeficientes en A están definidos por

Hn(G,A) := Hn(HomG(D·, A)).

Éstos son independientes de la elección de la resolución elegida.

Ejemplo 1.4.1. Sea Cm el grupo ćıclico de orden m generado por σ. El Cm-módulo trivial
Z tiene una resolución libre periódica de periodo 2

· · · ZCm ZCm ZCm ZCm Z-N -σ−1 -N -σ−1 -ε

donde N = 1 + σ + σ2 + · · ·+ σm−1 y ε(σ) = 1. Usando esta resolución, es fácil ver que

Hn(Cm;A) =


ACm si n = 0

{a ∈ A : Na = 0}/(σ − 1)A, si n = 1, 3, 5, . . .

ACm/NA, si n = 2, 4, 6, . . . .

(1.4.1)

Para un grupo discreto arbitrario, comúnmente es usada la resolución libre bar. Aqúı,

Bn =
⊕

g0,...,gn∈G

Z(g0, . . . , gn),

como grupo abeliano libre, la G-acción esta dada por

g · (g0, . . . , gn) = (gg0, . . . , ggn).

El diferencial ∂ y una homotoṕıa de contracción están dados por

∂(g0, . . . , gn) =
n∑
i=0

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . , gn)

s(g0, . . . , gn) = (1, g0, . . . , gn).
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Una ZG-base de Bn está dada por

|g1|g2| . . . |gn| = (1, g1, g1g2, . . . , g1 . . . gn),

y el diferencial en términos de ésta base está dado por

∂(|g1|g2| . . . |gn|) = g1|g2| . . . |gn|+
n−1∑
i=1

(−1)i|g1 . . . |gigi+1| . . . |gn|

+(−1)n|g1| . . . |gn|.

Ahora es claro que el grupo HomG(Bn, A) se identifica con el grupo de aplicaciones f : Gn =
G× · · · ×G→ A y la correspondencia está dada por f(g1, . . . , gn) = F (|g1| · · · |gn|).

Describimos ahora otra resolución libre, llamada la resolución cuña (wedge resolution).
Ver [80, Appendix A.]. Para g0, . . . , gn ∈ G, el producto cuña se define por

g0 ∧ . . . ∧ gn = Pn+1(g0, . . . , gn) =
1

(n+ 1)!

∑
σ∈Sn

ε(σ)(gσ(0), . . . , gσ(n)),

el cual es un elemento en Q⊗ZBn. Sea Dn la imagen en Q⊗ZBn, de la proyección Pn+1. Una
Z-base de Dn está parametrizada por las (n+ 1)-uplas no orientadas {g0, . . . , gn}. Entonces

Dn =
∑

Zg0 ∧ . . . ∧ gn,

es un G-submódulo libre de Q⊗Z Bn. Se define el diferencial d : Dn → Dn−1 por

d(g0 ∧ . . . ∧ gn) =
n∑
i=0

(−1)ig0 ∧ . . . ∧ gn,

y la homotoṕıa de contracción

c(g0 ∧ . . . ∧ gn) = 1 ∧ g0 ∧ . . . ∧ gn.

La proyección Pn+1 : Bn → Dn define un homomorfismo de cadena P : (B, ∂) → (D, d),
de forma tal que la inclusión de complejos de cadena

HomG(Dn, A) HomG(Dn+1, A)

HomG(Bn) HomG(Bn+1, A)

-d
∗

? ?
-∂∗

induce los isomorfismos.
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Como consecuencia, tenemos que en cada clase cohomoloǵıa podemos elegir un cociclo
representante tal que

F (g0, . . . , gn) = ε(σ)F (gσ(0), . . . , gσ(n)), (1.4.2)

para todo σ ∈ Sn+1 y donde ε : Sn → k∗ es la representación signo. Estos cociclos serán
llamados cociclos ćıclicos.

Corolario 1.4.2. Sea A un G-módulo. Entonces todo f ∈ Z2(G,A) es cohomólogo a un
2-cociclo tal que

f(g, h) = f(gh, h−1) = −gf(g−1, gh),

para todo g, h ∈ G. En particular, si A es un G-módulo trivial, podemos elegir un 2-cociclo
tal que f(g, h) = −f(h−1, g−1) y f(g, g−1) = 0, para todo g, h ∈ G.

Demostración. Tomando f ∈ Z2(G,A), la ecuación f(g, h) = f(gh, h−1) = −f(g−1, gh) es
equivalente a la ecuación (1.4.2), para F (1, g1, g1g2) = f(g1, g2).

Observación 1.4.3. Si α ∈ Z2(G, k∗) es un 2-cociclo ćıclico, entonces en el álgebra de grupo
torcida kαG tenemos que

(xgxh)
−1 = xh−1xg−1 , ∀g, h ∈ G.

En particular, (xg)
−1 = xg−1 , para todo g ∈ G.

En todo lo que sigue, asumiremos, sin pérdida de generalidad, que los cociclos
son ćıclicos.

1.5. Representaciones monomiales

Recordamos la noción de representación monomial, presentada en [31, Chapter 7, Section
9].

Sea F un grupo finito. Un espacio monomial sobre k es una terna

(V,X, (Vx)x∈X),

donde V es un espacio vectorial sobre k, X es un conjunto finito, y (Vx)x∈X es una familia de
subespacios de V de dimensión 1, indexados por X, tales que V = ⊕x∈XVx.

Por representación monomial de F sobre (V,X, (Vx)x∈X), entenderemos un homomorfismo
de grupos

Γ : F → GL(V ),

tal que para cada σ ∈ F , Γ(σ) permuta los subespacios Vx. Es decir, la acción sobre V induce
una acción por permutaciones de F sobre X.

20



Para cada x ∈ X, denotaremos por F (x) el estalizador de x. Diremos que un elemento
x ∈ X es regular bajo la acción monomial de F , si para todo σ ∈ F (x), Γ(σ) es el mapa
identidad sobre Vx.

Lema 1.5.1. [31, Lemma 9.1]. Sea (V,X, (Vx)x∈X) un espacio monomial, y sea Γ : F →
GL(V ) una representación monomial de F sobre (V,X, (Vx)x∈X).

1. Si x ∈ X es un elemento regular bajo la acción monomial de F , entonces también lo
son todos los elementos en la F -órbita de x.

2. Sea T un conjunto de representantes de las órbitas regulares de X. Para cada t ∈ T ,
sea wt un vector no nulo de Vt. Sea

vt =
∑
σ∈Yt

Γ(σ)wt,

donde Yt es un conjunto de representantes del conjunto de coclases a izquierda de F (t)
en F . Entonces (vt)t∈T es una base del subespacio V F de F -invariantes en V .

Observación 1.5.2. La dimensión de V F es igual al número de F -órbitas regulares bajo la
acción monomial de F sobre X.

Notemos también que el conjunto {Γ(σ)wt}t∈T,σ∈Yt es linealmente independiente en V . En
efecto, Γ(σ)wt pertenece Vσ.t. Puesto que elementos en T no son conjugados bajo la acción de
F , y σ recorre un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de F (t), todos estos
elementos tienen grados de homogeneidad distintos dos a dos y por tanto son linealmente
independientes.

Ejemplo 1.5.3. Sean G un grupo finito y α ∈ Z2(G, k∗) un 2-cociclo sobre el G-módulo trivial
k∗. Como aplicación del Lema 1.5.1, calcularemos el centro del álgebra de grupo torcida kαG,
con base xσ σ ∈ G.

La terna (kαG,G, (kxσ)σ∈G) es un espacio monomial, y la acción de G sobre kαG dada
por

σ · xτ = xσxτxg−1 , (1.5.1)

es una representación monomial de G. Es claro que la subálgebra (kαG)G de invariantes bajo
la acción monomial, coincide con el centro Z(kαG) del álgebra de grupo torcida kαG.

Definición 1.5.4. Sean G un grupo finito y α ∈ Z2(G, k∗). Un elemento g ∈ G es llamado
α-regular si α(g, x) = α(x, g), para todo x ∈ CG(g) (el centralizador de g en G).

Observación 1.5.5. Si g es α-regular, también es β-regular para todo β ∈ Z2(G, k∗)
cohomólogo a α.
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Un elemento g ∈ G es α-regular si y sólo si g ∈ G es regular con respecto a la acción
monomial dada en (1.5.1). En efecto, el estabilizador de g ∈ G es CG(g) y, para todo
x ∈ CG(g), tenemos

x · ug = uxugux−1

= α(x, g)α(xg, g−1)ug

= α(x, g)α(gx, g−1)ug

= α(x, g)α(g, x)α(g, g−1)ug

= α(x, g)α(g, x)ug.

Por el Lema 1.5.1, si g es α-regular todo elemento en la clase de conjugación lo es. En
este caso, diremos que ésta es una clase de conjugación α-regular.

Proposición 1.5.6. La dimensión del centro de kαG es igual a la cantidad de clases de
conjugación α-regulares.

22



Caṕıtulo 2

Categoŕıas tensoriales y categoŕıas
módulo

En este caṕıtulo recordaremos las definiciones de categoŕıa monoidal, bicategoŕıa y cate-
goŕıa módulo sobre una categoŕıa monoidal, aśı como también su relación con álgebras de
Hopf y la teoŕıa de reconstrucción tannakiana. Nuestras referencias son las siguientes: para
categoŕıas monoidales y categoŕıas trenzadas [4], bicategoŕıas [5], categoŕıas módulo [51].

2.1. Categoŕıas monoidales

Definición 2.1.1. Una categoŕıa monoidal consiste de los siguientes datos: una categoŕıa C,
un bifuntor ⊗ : C × C → C, un isomorfismo funtorial a : (⊗ × id)⊗ → ⊗(id × ⊗), un objeto
unidad 1 ∈ C, e isomorfismos funtoriales rX : ⊗ 1 → id, lX : 1 ⊗ → id sujetos a los
siguientes axiomas:

1) Axioma del pentágono : el diagrama

((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗ T
aX,Y,Z⊗id

ttiiiiiiiiiiiiiiii
aX⊗Y,Z,T

**UUUUUUUUUUUUUUUU

(X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗ T
aX,Y⊗Z,T

��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗ T )

aX,Y,Z⊗T
��

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗ T )
id⊗aY,Z,T // X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗ T ))

conmuta, para todo X, Y, Z ∈ Obj(C).
2) Axioma del triángulo: el diagrama

(X ⊗ 1)⊗ Y
aX,1,Y //

rX⊗id

''OOOOOOOOOOO
X ⊗ (1⊗ Y )

id⊗lY

wwooooooooooo

X ⊗ Y
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conmuta, para todo X, Y ∈ Obj(C).
Los axiomas del pentágono y el triángulo, equivalen a la coherencia de los isomorfismos

naturales a, l, r, es decir todos los morfismos entre el mismo par de objetos que pueden
construirse usando a, l y r coinciden.

Una categoŕıa monoidal, es llamada estricta si los isomorfismos naturales a, l y r son
las identidades. Una categoŕıa monoidal abeliana es una categoŕıa monoidal, cuya categoŕıa
subyacente es abeliana y el producto tensorial es un funtor biaditivo. Si ⊗ es exacto, la
categoŕıa monoidal se suele llamar monoidal abeliana exacta.

En general, si no hay lugar a confusión, para referirnos a una categoŕıa monoidal arbitraria,
sólo diremos “categoŕıa monoidal C”, sin hacer referencia a los isomorfismos a, l, r.

Un ejemplo sencillo de categoŕıa monoidal abeliana es la categoŕıa Veck de espacios vecto-
riales sobre k, con el producto tensorial usual de espacios vectoriales y objeto unidad 1 = k.
Esta categoŕıa no es estricta, puesto que el producto tensorial está definido en forma abstracta
por una propiedad universal, lo cual lo define salvo isomorfismo. Además, si uno elige una de
las construcciones estándar, es claro que este producto no es asociativo.

Definición 2.1.2. Sean C y C ′ categoŕıas monoidales. Un funtor monoidal es una terna
(F, b, u) que consiste de un funtor F : C → C ′, un isomorfismo funtorial b = {bX,Y }, bX,Y :
F (X ⊗ Y )→ F (X)⊗ F (Y ), y un isomorfismo u : F (1)→ 1, tales que los diagramas

F ((X ⊗ Y )⊗ Z) F (X ⊗ Y )⊗ F (Z)

F (X ⊗ (Y ⊗ Z)) (F (X)⊗ F (Y ))⊗ F (Z)

F (X)⊗ F (Y ⊗ Z) F (X)⊗ (F (Y )⊗ F (Z))

?

FaX,Y,Z

-
bX⊗Y,Z

?

bX,Y ⊗id

?

bX,Y⊗Z

?

a′
F (X),F (Y ),F (Z)

-
id⊗bY,Z

(2.1.1)

y

F (1⊗X)
b1,X//

F (lX)
��

F (1)⊗ F (X)

u⊗id
��

F (X ⊗ 1)
bX,1//

F (rX)
��

F (X)⊗ F (1)

id⊗u
��

F (X) 1⊗ F (X)
l′
F (X)oo F (X) F (X)⊗ 1

r′
F (X)oo

(2.1.2)

son conmutativos, para todo X, Y, Z ∈ Obj(C).
La composición de funtores monoidales (F, b, u) y (G, b′, u′) es monoidal, con la composi-

ción definida en la forma (F ◦G, b ◦ F (b′), u ◦ F (u′)).
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Sean (F, b, u), (G, b′, u′) : C → C ′ funtores monoidales. Una trasformación natural σ : F →
F ′ se dice monoidal, si el diagrama

F (X ⊗ Y ) F (X)⊗ F (Y )

G(X ⊗ Y ) G(X)⊗G(Y )
?

σ

-b

?

σ⊗σ

-b
′

conmuta, para todo X, Y ∈ C.
Un funtor monoidal (F, b, u) : C → C ′ es llamado una equivalencia monoidal si el funtor F

es una equivalencia de categoŕıas. Esta definición está justificada por [57, Proposition 4.4.2].

Un forma conveniente de expresar la coherencia de una categoŕıa monoidal, es a través del
teorema de coherencia de MacLance, que dice que toda categoŕıa monoidal es monoidalmente
equivalente a una categoŕıa monoidal estricta. Ver [33, Theorem 1.5.3]. El teorema nos dice que
cualquier resultado que se demuestre para categoŕıas monoidales estrictas, es válido también
en el caso general. Sin embargo, si se está interesado en una categoŕıa concreta, el teorema
nos obliga a abandonar la categoŕıa y reemplazarla por una abstracta, la cual es estricta.

El siguiente lema nos proporciona una forma de cambiar el producto tensorial sin alterar
la categoŕıa, de forma tal que los isomorfismos l, r sean identidades. Además, este lema
será usado más adelante.

Lema 2.1.3. Sea (C,⊗,1, a, l, r) una categoŕıa monoidal. Supongamos que para cada par de
objetos X, Y ∈ C, elegimos un isomorfismo σX,Y : X ⊗ Y → X � Y , para algún objeto X � Y
en C, y un isomorfismo u : 1→ 1�. Entonces, existe una única forma de hacer de la categoŕıa
C una categoŕıa monoidal (C,�,1�, a�, l�, r�), de forma tal que el funtor

(idC, σ, u) : (C,⊗,1, a, l, r)→ (C,�,1�, a�, l�, r�),

sea un funtor monoidal.

Demostración. El producto tensorial de objetos es definido por � : C × C → C, X × Y 7→
X � Y . Por la naturalidad que debe tener σ, el producto de f : X → Y, g : X ′ → Y ′,
está uńıvocamente definido por la conmutatividad del diagrama:

X � Y X ⊗ Y

X ′ � Y X ′ ⊗ Y ′
?

f�g

?

f⊗g

�
σX,Y

�
σX′,Y ′

Los isomorfismos naturales de asociatividad y unidad están dados por:
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(X � Y )� Z X � (Y � Z)

(X � Y )⊗ Z X ⊗ (Y � Z)

(X ⊗ Y )⊗ Z X ⊗ (Y ⊗ Z)

-
a�X,Y,Z

6
σX�Y,Z

6
σX,Y�Z

6
σX,Y ⊗Z

-
aX,Y,Z

6
idX⊗σY,Z

1� �X X

1� ⊗X 1⊗X

-l�

6
σ1�,X

�
u⊗idX

6
l

X � 1� X

X ⊗ 1� X ⊗ 1

-r�

6
σ1�,X

�
idX⊗u

6
r

Un cálculo tedioso muestra que los isomorfismos naturales a�, l� y r� definidos anteriormente,
satisfacen los axiomas del pentágono y del triángulo, respectivamente.

Proposición 2.1.4. Sea (C,⊗,1, a, l, r) una categoŕıa monoidal. Entonces existe una estruc-
tura de categoŕıa monoidal (�,1, a�, l�, r�) sobre C, equivalente a la anterior estructura, y
en la cual l� y r� son identidades.

Demostración. La proposición resulta de aplicar el Lema 2.1.3, con las siguientes elecciones:

X � Y :=


X ⊗ Y, si X 6= 1 6= Y

X, si Y = 1

Y, si X = 1,

(2.1.3)

e isomorfismos definidos como σX,Y : X⊗Y → X�Y la identidad, si X 6= 1 6= Y , σX,1 = rX ,
y σ1,Y = lY (estos morfismos están bien definidos pues l1 = r1). Por el Lema 2.1.3 existe
una nueva estructura (C,1,�, a�, l�, r�) monoidalmente equivalente a la anterior, y con estas
elecciones, l� y r� son identidades.

Lema 2.1.5. Sea C una categoŕıa monoidal. Entonces End C(1) es un monoide conmutativo.
Se tiene además h ◦ h′ = h⊗ h′, para todo h, h′ ∈ End C(1).

Demostración. La demostración sigue por el argumento de Eckmann-Hilton: Si un conjunto
tiene dos estructuras de monoide ?1 y ?2 con la misma unidad, tales que (a ?2 b) ?1 (c ?2 d) =
(a ?1 c) ?2 (b ?1 d), entonces los dos productos coinciden y son conmutativos. En este caso, se
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tiene

h⊗ h′ =(hid1)⊗ (id1h
′)

=(h⊗ id1)(id1 ⊗ h′)
=hh′

=(id1 ⊗ h)(h′ ⊗ id1)

=(id1h
′)(hid1)

=h′ ⊗ h,

para todo h, h′ ∈ End C(1).

Proposición 2.1.6. Sean (C,⊗,1, a) y (C ′,⊗,1′, a′) categoŕıas monoidales y sea (F, b, u) :
C → C ′ un funtor monoidal. Entonces (F, b, u) es isomorfo a un funtor monoidal (F ′, b, id1).

Demostración. Definimos el funtor monoidal (F ′, b′) : C → C, en objetos por

F ′(X) =

{
F (X), X 6= 1;
1′, X= 1.

si f : X → Y es un morfismo en C, entonces

F ′(f) =


F (f), si X 6= 1 6= Y ,
F (f) ◦ u−1, si X= 1,
u ◦ F (f), si Y= 1,
u ◦ F (f) ◦ u−1, si X = 1 = Y .

y los isomorfismo naturales

b′X,Y =


bX,Y , X 6= 1, Y 6= 1;
idX , si Y = 1;
idY , si X = 1.

Definimos el isomorfismo natural σ : F → F ′, por σ(X) = idX si X 6= 1, y σ(1) = u.
Puesto que los isomorfismos de la unidad son igualdades, tenemos que bX,1 = idF (X) ⊗ u−1,
b1,Y = u−1 ⊗ idF (Y ) con lo cual es fácil ver que σ : F → F ′ es un isomorfismo natural
monoidal.

Observación 2.1.7. Basados en las Proposiciones 2.1.4 y 2.1.6, de ahora en más todas las cate-
goŕıas monoidales que consideraremos tendrán los isomorfismos de unidad como identidades
y todo los funtores monoidales entre ellas enviaran el objeto identidad en el objeto identidad.
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2.2. Categoŕıas trenzadas

Sea C una categoŕıa monoidal estricta. Una trenza en C es un isomorfismo natural σX,Y :
X ⊗ Y → Y ⊗X, tal que

σX,Y⊗Z = (idY ⊗ σX,Z)(σX,Y ⊗ idZ)

σX⊗Y,Z = (σX,Z ⊗ idY )(idX ⊗ σY,Z)

σX,1 = idX = σ1,X .

Una trenza σ se dice simétrica, si σX,Y = σ−1
Y,X , para todo X, Y ∈ C.

Definición 2.2.1. Una categoŕıa trenzada (estricta) (C, σ), es una categoŕıa monoidal C con
una trenza σ.

Una categoŕıa simétrica (C, τ), es una categoŕıa monoidal C con una trenza simétrica τ .

Dada una categoŕıa monoidal C, existe una categoŕıa trenzada asociada Z(C), llamada el
centro de C: Los objetos de Z(C) son pares (X, σX,−), donde X es un objeto de C y donde
σX,− es un isomorfismo natural σX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗X tal que

σX,Y⊗Z = (idY ⊗ σX,Z)(σX,Y ⊗ idZ), σX,1 = idX

para todo Y, Z ∈ Obj(C). Un morfismo φ : (X, σX,−) → (Y, σY,−) en Z(C), es un morfismo
φ : X → Y en C tal que

(id⊗ φ)σX,Z = σY,Z(φ⊗ id),

para todo Z ∈ C. El centro es una categoŕıa monoidal con el producto tensorial (X, σX,−) ⊗
(Y, σY,−) = (X⊗Y, σX⊗Y,−), donde σX⊗Y,Z = (σX,Z⊗ idY )(idX⊗σY,Z), para todo Z ∈ Obj(C),
y objeto unidad (1, id). El centro es una categoŕıa trenzada con la trenza dada por σX,Y :
(X, σX,−)⊗ (Y, σY,−)→ (Y, σY,−)⊗ (X, σX,−).

Sea H un álgebra de Hopf con ant́ıpoda biyectiva. Uno de los principales ejemplos de
categoŕıa trenzada que usaremos en esta tesis es el centro de la categoŕıa monoidal MH . La
categoŕıa Z(MH) es equivalente a la categoŕıa YDHH de módulos de Yetter-Drinfeld a derecha.
Un objeto de YDHH es un H-módulo a derecha V , munido de una estructura de H-comódulo
a derecha v 7→ v(0) ⊗ v(1), tal que

(v ↼ h)(0) ⊗ (v ↼ h)(1) = v(0) ↼ h(2) ⊗ S(h(1))v(1)h(3),

para todo v ∈ V , h ∈ H. Un módulo de Yetter-Drinfeld es un objeto en el centro deMH , con

σV,W (v ⊗ w) = w(0) ⊗ v ↼ w(1),

para todo v ∈ V,w ∈ W , V,W ∈ MH . El isomorfismo inverso está dado por σ−1
V,W (w ⊗ v) =

v ↼ S−1(w(1))⊗ w(0).
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Análogamente, se define la categoŕıa de módulos de Yetter-Drinfeld a izquierda H
HYD. En

este caso, un objeto V ∈ H
HYD es un H-comódulo a izquierda y un H-módulo a izquierda, tal

que
(hv)(−1) ⊗ (hv)(0) = h(1)v(−1)S(h(3))⊗ h(2) ⇀ v(0),

para todo h ∈ H, v ∈ V .

Álgebras en categoŕıas monoidales

Sea (C,1,⊗, a) una categoŕıa monoidal. Un álgebra A = (A,m) en C consiste de un objeto
A ∈ C, un morfismo m : A⊗ A→ A en C, tal que

m(m⊗ idA) = m(idA ⊗m)aA,A,A : A⊗ A⊗ A→ A,

y un morfismo llamado unidad η : 1→ A, tal que m(η ⊗ idA) = idA = m(idA ⊗m).

Sea A un álgebra en C. Un A-módulo a izquierda (M,µ) en C, consiste de un objeto M ∈ C,
un morfismo µ : A⊗M →M , tal que

µ(m⊗ idM) = µ(idA ⊗ µ)aA,A,M : (A⊗ A)⊗M →M,

y µ(η ⊗ idM) = idM . Un morfismo de A-módulos f : (M,µ) → (M ′, µ′) es un morfismo
f : M → M ′ en C, tal que f ◦ µ = µ′ ◦ (idA ⊗ f). Denotaremos por HomA(M,M ′) el
subconjunto de HomC(M,M ′) formado por todos los morfismos de A-módulos en C M →M ′.

Denotaremos la categoŕıa de A-módulos a izquierda en C por AC. En forma análoga, defi-
nimos las categoŕıas CA y ACA, de A-módulos a derecha, y A-bimódulos en C, respectivamente.

2.3. Bicategoŕıas y categoŕıas módulo

Definición 2.3.1. Una bicategoŕıa B consiste de los siguientes datos:

Un conjunto Obj(B) (cuyos elementos son llamados 0-células).

Para cada A,B ∈ Obj(B), una categoŕıa B(A,B) (cuyos objetos son llamados 1-células
y cuyos morfismos son llamados 2-células).

Para cada A,B,C ∈ Obj(B), un bifuntor

⊗ABC : B(A,B)× B(B,C)→ B(A,C).

Para cada A ∈ Obj(B), un objeto IA ∈ B(A,A).

Para cada A,B,C,D ∈ Obj(B), un isomorfismo natural (isomorfismo de asociatividad)

αA,B,C,D : (−⊗ABC −)⊗ACD − → −⊗ABD (−⊗BCD −) :

B(A,B)× B(B,C)× B(C,D)→ B(A,D).
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Para cada A,B ∈ Ob(B) un isomorfismo natural (isomorfismo de unidad)

ρAB : −⊗ABB IB → − : B(A,B)→ B(A,B).

Para cada A,B ∈ Ob(B) un isomorfismo natural (isomorfismo de unidad)

λAB : IA ⊗AAB − → − : B(A,B)→ B(A,B).

Sujetos a los siguientes axiomas:

Coherencia de la asociatividad: Si (S, T, U, V ) es un objeto en B(A,B) × B(B,C) ×
B(C,D)× B(D,E), los siguientes diagramas conmutan:

(S ⊗ T )⊗ (U ⊗ V )

((S ⊗ T )⊗ U)⊗ V S ⊗ (T ⊗ (U ⊗ V ))

(S ⊗ (T ⊗ U))⊗ V S ⊗ ((T ⊗ U)⊗ V )

HHH
HHH

HHj

αS,T,U⊗V

?

αS,T,U⊗id

��
�
��

�
��*

αS⊗T,U,V

-
αS,T⊗U,V

6
id⊗αT,U,V

coherencia de las unidades

(S ⊗ IB)⊗ T S ⊗ (IB ⊗ T )

S ⊗ T

HH
HHjρS⊗idT

-
αS,IB,T

��
��� idS⊗λT

Definición 2.3.2. Una bicategoŕıa B en la que los isomorfismo de unidad son identidades,
será llamada unitaria. Una bicategoŕıa B en la que los isomorfismos de asociatividad y los
isomorfismo de unidad son la identidad, es llamada una 2-categoŕıa.

Observación 2.3.3. Usando un argumento análogo al hecho en la Proposición 2.1.4, es fácil
mostrar que modificando en forma adecuada el producto tensorial, toda bicategoŕıa es equi-
valente a una unitaria, por lo tanto todas las bicategoŕıas que consideraremos serán unitarias.

Ejemplo 2.3.4. Una categoŕıa monoidal es una bicategoŕıa con una única 0-célula.
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Definición 2.3.5. [5, Example 2.3] Una categoŕıa módulo a izquierda sobre una categoŕıa
monoidal C, o simplemente una categoŕıa C-módulo es una categoŕıaM, junto con un funtor
⊗ : C ×M→M, y un isomorfismo natural

mX,Y,M : (X ⊗ Y )⊗M → X ⊗ (Y ⊗M),

tal que

(aX,Y,Z ⊗ idM)mX,Y⊗Z,M(idX ⊗mY,Z,M) = mX⊗Y,Z,MmX,Y,Z⊗M ,

1⊗M = M,

para todo X, Y, Z ∈ C, M ∈M.

En [51, Definition 6] se considera la noción de categoŕıa módulo sobre una categoŕıa
monoidal semisimple, para la cual se pide, adicionalmente, que la categoŕıa módulo sea
semisimple y que el bifuntor que da lugar a la acción sea aditivo.

Observación 2.3.6. Sea M una categoŕıa. La categoŕıa de endofuntores F(M,M) es una
categoŕıa monoidal estricta, con la composición de funtores como producto tensorial. Dada
una categoŕıa tensorial C, las estructuras de categoŕıa C-módulo (M,⊗,m) sobreM, están en
correspondencia biyectiva con los funtores monoidales (F, ζ) : C → F(M,M). La biyección
está dada por la ecuación V ⊗M = F (V )(M), identificando

(ζV,W )M : (F (V ) ◦ F (W ))(M)→ F (V ⊗W )(M),

con
m−1
X,Y,M : V ⊗ (W ⊗M)→ (V ⊗W )⊗M.

Denotemos por ∅ la categoŕıa donde el conjunto de objetos es el conjunto vaćıo, y 1 =
({∗},×) la categoŕıa monoidal con un objeto y una flecha. Entonces la categoŕıa monoidal C
y la categoŕıa módulo (M,m) se pueden identificar con la bicategoŕıa B descrita como sigue.

Obj(B) = {0, 1},

B(0, 0) = C, B(1, 1) = 1 y los datos están dados por las respectivas estructuras de
categoŕıa monoidal.

Tomemos B(0, 1) =M, B(1, 0) = ∅,

⊗001 = ⊗, ⊗110 = idM, ⊗110 = ⊗010 = ⊗100 = ⊗101 = ∅

α001 = m, los demás son identidades o vaćıos.

Rećıprocamente, si A,B ∈ Obj(B), entonces la categoŕıa B(B,A) hereda una estructura
de categoŕıa módulo a derecha sobre la categoŕıa monoidal B(A,A).
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Dadas dos categoŕıas monoidales C y C ′, podemos definir la noción de categoŕıa (C − C ′)-
bimódulo. Esto es, una categoŕıaM con estructura de categoŕıa C-módulo a derecha, categoŕıa
C ′-módulo a izquierda, tal que estas acciones conmutan salvo isomorfismos en forma coherente.
Todos estos axiomas se reducen a dar una bicategoŕıa B con dos 0-células, digamos 0 y 1, tal
que B(1, 0) = ∅.

Definición 2.3.7. Sean C, C ′ categoŕıas monoidales. Una categoŕıa C − C ′-bimódulo M es
una bicategoŕıa B con dos elementos, tal que B(0, 0) = C y B(1, 1) = C ′ como categoŕıas
monoidales, B(0, 1) =M y B(1, 0) = ∅.

Observación 2.3.8. Tener una categoŕıa módulo a izquierdaM sobre una categoŕıa monoidal
C es equivalente a tener una categoŕıa C − 1-bimódulo, es decir una bicategoŕıa B con dos
objetos tal que B(0, 0) = C como categoŕıa monoidal, B(1, 1) = 1, B(0, 1) = M y B(0, 1) =
∅. Análogamente, para categoŕıas módulo a derecha. Llamaremos a estas bicategoŕıas, las
bicategoŕıas asociadas a las categoŕıas módulo.

Pseudo-funtores y funtores módulo

Definición 2.3.9. Sean B = (⊗, I, α, ρ, λ) y B′ = (⊗, I ′, α′, ρ′, λ′) bicategoŕıas (unitarias).
Un pseudo-funtor Φ = (F, φ) de B a B′ consiste de los siguientes datos:

Una función F : Obj(B)→ Obj(B′), A 7→ F (A).

Para cada par A,B ∈ Obj(B), funtores

FAB : B(A,B)→ B′(F (A), F (B)), S 7→ F (S), f 7→ F (f).

Para cada A,B,C ∈ Obj(B), un isomorfismo natural

φABC : FAB(−)⊗F (A)F (B)F (C) FBC(−)→ FAC(−⊗ABC −)

Sujetos a los siguientes axiomas:

(i) FAA(IA) = I ′F (A),

(ii) Si (S, T, U) es un objeto de B(A,B) × B(B,C) × B(C,D), el siguiente diagrama es
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conmutativo (donde los ı́ndices han sido omitidos):

,

(FS ⊗ FT )⊗ FU FS ⊗ (FT ⊗ FU)

F (S ⊗ T )⊗ FU FS ⊗ F (T ⊗ U)

F ((S ⊗ T )⊗ U) F (S ⊗ (T ⊗ U))

?

φ⊗id

-α′

?

id⊗φ

?

φ

?

φ

-
F (α)

(iii) Si S es un objeto de B(A,B), entonces φS,IB = idF (S), y φIA,S = F (S), para todo par
de 0-células A,B ∈ Obj(B).

Ejemplo 2.3.10. Sean C y C ′ categoŕıas monoidales. Un funtor monoidal (F, φ), es un pseudo-
funtor entre las bicategoŕıas asociadas a C y C ′.

Definición 2.3.11 ([51]). Sean M y N categoŕıas C-módulo a izquierda. Un funtor módulo
(F, φ) :M→N consiste de un funtor F :M→N , e isomorfismos naturales

φX,M : F (X ⊗M)→ X ⊗ F (M),

que satisfacen

φX⊗Y,MF (mX,Y,M) = mX,Y,F (M)(idX ⊗ φY,M)φX,Y⊗M ,

para todo X, Y ∈ C, M ∈M.

SeanM1,M2 categoŕıas módulo a derecha sobre C, con bicategoŕıas asociadas B1, B2. Un
funtor módulo (F, φ) define un pseudo-funtor F̃ : B1 → B2 de la siguiente manera:

F̃ : Obj(B1)→ Obj(B2) F̃ (0) = 0, F̃ (1) = 1.

F̃00 = idC, F̃01 = F

φ000 = id, φ001 = φ.

Rećıprocamente, todo pseudo-funtor F̃ : B1 → B2, tal que F̃ (0) = 0, F̃ (1) = 1 y (F 00 =
idC, φ

000 = id), define un funtor C-módulo (F 01, φ01).

Definición 2.3.12. Sean C y C ′ categoŕıas monoidales. SeanM1,M2 categoŕıas C-C ′-bimódu-
lo, con bicategoŕıas asociadas B1,B2. Un funtor C-C ′-bimóduloM1 →M2 es un pseudo-funtor
Φ = (F, φ) : B1 → B2 tal que F (0) = 0, F (1) = 1, y los funtores monoidales (F 00, φ000),
(F 11, φ111), son los funtores identidad.
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Transformaciones pseudo-naturales unitarias y transformaciones
módulo

Definición 2.3.13. Sean F,G : B0 → B1 pseudo-funtores entre bicategoŕıas B0,B1, tales que
F (A) = G(A), para toda 0-célula A de B0. Una transformación pseudo-natural (unitaria)
σ : F → G, consiste de los siguientes datos:

Para cada par A,B ∈ Obj(B0), un isomorfismo natural σ : FAB(−)→ GAB(−),

tal que, para todo X ∈ Obj(B0(A,B)), Y ∈ Obj(B0(B,C)), los siguientes diagramas son
conmutativos:

F (X)⊗ F (Y ) F (X ⊗ Y )

G(X)⊗G(Y ) G(X ⊗ Y )
?

σ⊗σ

-
ξ

?

σ

-
ξ′

Definición 2.3.14. [51] Sean M, N , categoŕıas módulo a izquierda. Una transformación
módulo entre funtores módulo (F, φ), (G,ψ) : M → N , es una transformación natural σ :
F → G, tal que

ψ−1
X,M ◦ σX⊗M ◦ φX,M = idX ⊗ σM ,

para todo X ∈ C,M ∈M.

Si σ : F → G es un transformación módulo, ésta define una transformación pseudo-
natural unitaria entre los pseudo-funtores asociados, definiendo σ00 = idC. Rećıprocamente,
toda transformación pseudo-natural unitaria, tal que σ00 = idC, define una transformación
módulo.

Definición 2.3.15. Sean M,N categoŕıa C − C ′-bimódulo y F,G : M → N funtores (C −
C ′)-bimódulo. Una transformación (C − C ′)-bimódulo, es una transformación pseudo-natural
unitaria tal que σ00 = idC, σ

11 = idC′ .

Denotaremos la categoŕıa de funtores C-lineales y transformaciones C-lineales entre C-
módulos M,N por FC(M,N ). Para funtores C-lineales (G,ψ) : D →M y (F, φ) :M→N ,
la composición es un funtor C-lineal (F ◦G, θ) : D → N , donde

θX,L = φX,G(L)F (ψX,L),

para X ∈ C, L ∈ D.
Entonces, tenemos un funtor

FC(M,N )×FC(D,M)→ FC(D,N )

((F, φ), (G,ψ))→ (F, φ) ◦ (G,ψ).

Éste define una estructura de 2-categoŕıa, pues la composición es estrictamente asociativa.
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2.4. Rigidez en categoŕıas monoidales

Sea C una categoŕıa monoidal y sea X un objeto de C. Un dual a derecha de X (si existe)
es un objeto X∗ ∈ C, munido de morfismos eX : X∗⊗X → 1, coevX : 1→ X ⊗X∗, tales que
las composiciones

X (X ⊗X∗)⊗X X ⊗ (X∗ ⊗X) X-coevX ⊗idX -α -idX⊗evX

X∗ X∗ ⊗ (X ⊗X∗) (X∗ ⊗X)⊗X∗ X∗-
idX∗⊗coevX -α−1

-
evX⊗idX∗

son identidades.
Análogamente, un dual a izquierda es un objeto ∗X ∈ C, munido de morfismos

e′X : X ⊗ ∗X → 1, coev′X : 1→ ∗X ⊗X,

tales que las composiciones

X X ⊗ (∗X ⊗X) (X ⊗ ∗X)⊗X X-
idX⊗coev′X -α−1

-
ev′X⊗idX

∗X (∗X ⊗X)⊗ ∗X ∗X ⊗ (X ⊗ ∗X) ∗X-
coev′X ⊗idX -α -

id∗X⊗ev′X

son identidades.
Se puede mostrar fácilmente que si los duales existen, entonces éstos son únicos, salvo un

isomorfismo compatible con la evaluación y la coevaluación.

Ejemplo 2.4.1. La categoŕıa monoidal Veck de los espacios vectoriales de dimensión finita
posee duales a derecha. Dado V ∈ Obj(Veck), el espacio vectorial dual V ∗ := Homk(V.k) con
el morfismo de evaluación eV : V ∗⊗V → k y el morfismo de coevaluación coevV : k → V ⊗V ∗,
coev(1) =

∑
i vi⊗v∗i , donde {vi} es una base de V (el morfismo coevV no depende de la elección

de la base) definen un dual a derecha de V . Note que un espacio vectorial de dimensión infinita
no posee un dual ni a derecha ni a izquierda.

Definición 2.4.2. Una categoŕıa monoidal C es llamada ŕıgida, si todo objeto posee un dual
a derecha y un dual a izquierda.

2.5. Categoŕıas tensoriales y resultados de reconstrucción

Tannakiana

Definición 2.5.1. Una categoŕıa tensorial es una categoŕıa monoidal abeliana k-lineal ŕıgida,
en la cual el objeto unidad es muy simple y todo objeto tiene longitud finita.
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Sea H un álgebra de Hopf. Entonces la categoŕıa HM de H-módulos a izquierda es una
categoŕıa monoidal.

El producto tensorial ⊗ es el producto tensorial usual de espacios vectoriales, y el objeto
unidad 1 es el cuerpo de base k. Las H-acciones están dadas por h(v ⊗ w) = ∆(h)(v ⊗ w) =
h1v ⊗ h(2)w, h · c = ε(h)c, para todo c ∈ k, h ∈ H, V,W ∈ HM.

La categoŕıa de H-módulos de dimensión finita es una categoŕıa tensorial. Si V es H-
módulo de dimensión finita, entonces V ∗ es un H-módulo con acción (h · α)(v) = α(S(h)v),
para todo v ∈ V, α ∈ V ∗, h ∈ H, y las aplicaciones lineales evaluación eV : V ∗ ⊗ V → k y
coevaluación coevV : k → V ⊗ V ∗, son morfismos de H-módulos.

Análogamente, la categoŕıa de H-comódulos de dimensión finita es una categoŕıa tensorial.
El objeto unidad 1 es en este caso el cuerpo de base k, con la coacción dada por la unidad
de H. Para cada par de H-comódulos V , W , la coacción en V ⊗W está dada por ρV⊗W :
V ⊗W → V ⊗W ⊗H, ρV⊗W (v ⊗ w) = v0 ⊗ w0 ⊗ v1w1.

Definición 2.5.2. Sea C una categoŕıa tensorial sobre un cuerpo k. Un cuasi-funtor de fibra
C → Veck es un par (F, φ), donde F : C → Veck es un funtor k-lineal exacto y fiel, y
φV,W : F (V ⊗W ) → F (V ) ⊗ F (W ) es un isomorfismo natural para todo V,W ∈ C. El par
(F, φ) es llamado un funtor de fibra si además es un funtor tensorial.

Sea C una categoŕıa tensorial, la cual posee un funtor de fibra (F, φ) : C → Veck. El funtor
F se puede considerar como un funtor monoidal F : C → Veck, donde Veck es la categoŕıa de
todos espacios vectoriales sobre k.

Dado un objeto B en Veck, definimos el funtor F ⊗ B : C → Veck, por F ⊗ B(V ) =
F (V )⊗k B y F ⊗B(f) = F (f)⊗k idB, para todo objeto V y para toda flecha f en C.

En [76] se define una k-coálgebra A, como la solución al problema universal para las trans-
formaciones naturales F → F ⊗B. Una solución al problema universal consiste de un espacio
vectorial A, junto con una transformación natural ρ : F → F ⊗ A, tal que dado un espacio
vectorial B y una transformación lineal σ : F → F ⊗ B, existe una única transformación
lineal ϕ : A→ B tal que el diagrama

F (X)⊗ A

F (X)

F (X)⊗B
?

idF (X)⊗ϕ

�
�
��3ρX

Q
Q
QQsσX

es conmutativo, para todo X ∈ V .
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El coproducto ∆ : A→ A⊗A y la counidad ε : A→ k están dados por la conmutatividad
de los siguientes diagramas:

F (X)⊗ A

F (X)

F (X)⊗ A⊗ A
?

idF (X)⊗∆

��
��*ρX

H
HHHjρX⊗idA◦ρX

F (X)⊗ A

F (X)

F (X)⊗ k
?

idF (X)⊗ε

�
�
��3ρX

Q
Q
QQs∼

La coálgebra A posee estructura de biálgebra, con producto m : A⊗A→ A, definido por
la conmutatividad del diagrama

F (X)⊗ F (Y ) F (X ⊗ Y )⊗ A F (X)⊗ F (Y )⊗ A

F (X)⊗ F (Y ) F (X)⊗ A⊗ F (Y )⊗ A F (X)⊗ F (Y )⊗ A⊗ A
?

φX,Y

-
ρX⊗Y -

φX⊗Y ⊗idA

-
ρX⊗ρY

-
flip

6

id⊗m

y la unidad 1A ∈ A esta dada por la relación ρI(1) = 1⊗ 1A, pues F (I) = k y ρI : k → k⊗A.
El principal resultado de [76] asegura que la biálgebra A es un álgebra de Hopf y existe

una equivalencia de categoŕıas tensoriales entre AM y C.

2.6. Álgebras de Hopf cuasi-triangulares

En esta sección recordaremos la noción de álgebra cuasi-triangular debida a Drinfeld [15].

Definición 2.6.1. Un álgebra de Hopf cuasi-triangular es un par (A,R), donde A es un
álgebra de Hopf y R = R(1) ⊗ R(2) ∈ A ⊗ A es un elemento invertible, que satisface los
siguientes axiomas (R = r):

(QT. 1) ∆(R(1))⊗R(2) = R(1) ⊗ r(1) ⊗R(2)r(2),

(QT. 2) ε(R(1))R(2) = 1,

(QT. 3) R(1) ⊗∆(R(2)) = R(1)r(1) ⊗ r(2) ⊗R(2),

(QT. 4) R(1)ε(R(2)) = 1,

(QT. 5) (∆cop(a))R = R(∆(a)) para todo a ∈ H.
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Un álgebra de Hopf cuasi-triangular (A,R) es llamada triangular si R(2) ⊗R(1) = R−1.

Supongamos que A es de dimensión finita. Entonces, las condiciones (QT.1) - (QT.4)
pueden interpretarse en términos de homomorfismos, como sigue.

Definamos el mapa lineal f : A∗ → A por f(p) = p(R(1))R(2), para todo p ∈ A∗. Las
condiciones (QT.1) - (QT.2) son equivalentes a que f sea un morfismo de álgebras y (QT.3)
- (QT.4) equivalen a que f sea un anti-morfismo de coálgebras.

La condición (QT.5) se interpreta en términos de la categoŕıa monoidal de representaciones
de A. En efecto, se tiene una correspondencia biyectiva entre elementos invertibles R ∈ A⊗A
y los isomorfismos naturales (como espacios vectoriales) σV,W : V ⊗W → W⊗V , V,W ∈ AM.

Dado un isomorfismo natural σV,W : V ⊗W → W ⊗ V , entonces σA,A : A ⊗ A → A ⊗ A
define un elemento γ(1⊗ 1) ∈ A⊗ A, y dado R ∈ A⊗ A, el isomorfismo natural es

σRV,W : (v ⊗ w) = τV,W (R(v ⊗ w)),

donde τV,W (v⊗w) = w⊗v. La condición (QT.5) se satisface si y sólo si el isomorfismo natural
asociado es un isomorfismo de A-módulos.

Sea (A,R) un álgebra de Hopf cuasi-triangular. Sea R =
∑n

i=1 ai ⊗ bi con n el menor
entero posible. Sea Am la subálgebra de Hopf generada por los elementos ai, bi, i = 1, . . . , n.
La subálgebra de Hopf Am es llamada la subálgebra de Hopf minimal [55].

Notemos que R ∈ Am ⊗ Am. Luego, Am es cuasi-triangular.

Recordaremos la siguiente proposición para futuros usos.

Proposición 2.6.2. Sea (A,R) un álgebra de Hopf cuasi-triangular de dimensión finita.

El mapa f : G(A∗) → G(A), definido por f(η) = R(1)η−1(R(2)), es un homomorfismo
de grupos.

η ∈ G(A∗) ∩ Z(A), si y sólo si, f(η) ∈ G(A) ∩ Z(A).

Si A∗ admite una estructura cuasi-triangular, entonces G(A)∩Z(A) ∼= G(A∗)∩Z(A∗).

Demostración. Ver [54, Proposition 3] y [55, Proposition 4].

2.7. El anillo de Grothendieck de una categoŕıa tenso-

rial

Lema 2.7.1. Sea C una categoŕıa monoidal ŕıgida. Entonces existen isomorfismos naturales

HomC(U ⊗ V,W ) ∼= HomC(U,W ⊗ V ∗), HomC(U, V ⊗W ) ∼= HomC(V
∗ ⊗ U,W ), (2.7.1)

HomC(U ⊗ V,W ) ∼= HomC(U,
∗V ⊗W ), HomC(U, V ⊗W ) ∼= HomC(V ⊗ ∗W,V ). (2.7.2)

para todo U, V,W ∈ Obj(C).
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Demostración. Si φ ∈ HomC(U ⊗ V,W ), asociamos la composición

U U ⊗ V ⊗ V ∗ W ⊗ V ∗-id⊗coevV -
φ⊗idV ∗

.

De modo similar, a ψ ∈ HomC(U,W ⊗ V ∗), le asociamos la composición

U ⊗ V W ⊗ V ∗ ⊗ V W-
ψ⊗id

-id⊗eV
.

Es fácil verificar que estos mapas son mutuamente inversos. En forma análoga se demuestra
la existencia de los otros isomorfismos naturales.

Proposición 2.7.2. Sea C una categoŕıa tensorial. Entonces el funtor ⊗ es (bi)exacto. Es
decir que, si

0→ U → V → W → 0

una sucesión exacta en C, entonces las sucesiones

0→ U ⊗X → V ⊗X → W ⊗X → 0,

y
0→ Y ⊗ U → Y ⊗ V → Y ⊗W → 0,

son exactas, para todo X, Y ∈ C.

Demostración. La sucesión

0→ U ⊗X → V ⊗X → W ⊗X → 0

es exacta si la sucesión

0→ HomC(Y, U ⊗X)→ HomC(Y, V ⊗X)→ HomC(Y,W ⊗X)→ 0

es exacta para todo Y ∈ C, ver [79, Yoneda Lemma 1.6.11] . Usando los isomorfismos naturales
2.7.1 del Lema 2.7.1, tenemos que HomC(Y, U ⊗X) = HomC(Y ⊗X∗, U). Dado que el funtor
HomC(Y,−) es exacto a izquierda, el funtor −⊗X es exacto. De manera análoga usando los
isomorfismos naturales 2.7.2 del Lema 2.7.1, se demuestra que el funtor X ⊗− es exacto.

Sea C una categoŕıa tensorial. Dado que ⊗ es exacto, el grupo de Grothendieck G(C) posee
estructura de anillo, con producto [X][Y ] = [X ⊗ Y ] y unidad [1], este anillo es llamado el
anillo de Grothendieck de la categoŕıa tensorial y lo denotaremos por G(C).
Proposición 2.7.3. Sea C una categoŕıa tensorial semisimple. Entonces, para todo objeto
simple V ∈ Obj(C), V ∗ ∼= ∗V . En particular, V ∗∗ ∼= V .

Demostración. La coevaluación coevV : 1 → V ⊗ V ∗ es un monomorfismo pues 1 es simple.
Entonces existe W ∈ Obj(C) tal que V ⊗ V ∗ ∼= W ⊕ 1, por tanto existe una proyección
p : V ⊗ V ∗ → 1. Pero en una categoŕıa ŕıgida el único objeto simple Y tal que V ⊗ Y se
proyecta a 1 es ∗V .

Luego, en el caso en que C es semisimple, el anillo de Grothendieck G(C) está munido de
una involución ∗ : G(C)→ G(C), definida en la forma [V ]∗ := [V ∗], para todo objeto V de C.
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2.8. Categoŕıas módulo sobre categoŕıas tensoriales

Definición 2.8.1. [51, Definition 6.] Una categoŕıa módulo a izquierda sobre una categoŕıa
tensorial C, es una categoŕıa C-módulo (M, φ), tal que M es abeliana y el bifuntor ⊗ :
C ×M→M es biexacto.

Un funtor C-módulo es un funtor C-módulos (F, α) tal que F es exacto.
Denotaremos la categoŕıa de funtores C-lineales y transformaciones naturales C-lineales

entre categoŕıas C-módulos M,N por FC(M,N ).

Ejemplo 2.8.2. Sea Veck la categoŕıa de espacios vectoriales de dimensión finita sobre k.
Está es una categoŕıa tensorial con un único objeto simple. Para una categoŕıa abeliana k-
linealM, existe una única estructura de categoŕıa Veck-módulo con acción k⊕n⊗X := X⊕n.
Ver [63, Lemma 2.2.2].

Ejemplo 2.8.3 (Álgebra en una categoŕıa monoidal). Sea (A,m, e) un álgebra en C. Sea CA
la categoŕıa de A-módulos a derecha en C. Esta es una categoŕıa C-módulo a izquierda con
acción V ⊗ (M, η) = (V ⊗M, (idV ⊗ η)aV,M,A) e isomorfismo de asociatividad aX,Y,M , para
X, Y ∈ C,M ∈ CA. Ver [51, sec. 3.1].

Si M,N son categoŕıa abelianas k-lineales, entonces FVecf (M,N ) es la categoŕıa de fun-
tores k-lineales exactos, luego FVecf (M,N ) = F(M,N ).

Una transformación natural C-lineal entre funtores C-lineales (F, φ), (F ′, φ′) :M→N , es
una transformación natural k-lineal σ : F → F ′ tal que

φ′X,MσX⊗M = (X ⊗ σM)φX,M ,

para todo X ∈ C,M ∈M.

Definición 2.8.4. Sea C una categoŕıa tensorial y sea M una categoŕıa C-módulo. Una
categoŕıa C-submódulo de M es una subcategoŕıa abeliana plena N ⊆ M de M, tal que N
es una categoŕıa C-módulo con respecto a ⊗.

Una categoŕıa C-módulo será llamada simple, si esta no contiene subcategoŕıas C-módulos
no triviales.

Proposición 2.8.5. Sea M una categoŕıa abeliana k-lineal. Entonces M es simple como
categoŕıa Vecf -módulo, si y sólo si M es semisimple y posee un único objeto simple, salvo
isomorfismos.

Además, toda categoŕıa Vecf -módulo simple es equivalente a la categoŕıa de módulos sobre
un álgebra de división R, donde k ⊂ Z(R) es una extensión finita de cuerpos.

Demostración. Sea M ∈M un objeto simple, y sea 〈M〉 ⊂ M la subcategoŕıa plena k-lineal
donde los objetos son sumas directas finitas de copias de M . Dado que M es simple, 〈M〉
es abeliana. Entonces 〈M〉 es una categoŕıa Vecf -submódulo simple de M, luego M = 〈M〉,
pues M es simple como categoŕıa Vecf -módulo.
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Supongamos que M es una categoŕıa semisimple y posee un único objeto simple, sal-
vo isomorfismos. Sea M ∈ M un objeto simple. Por el Lema de Schur 1.1.1, la k-álgebra
R = EndM(M) es un álgebra de división de dimensión finita y k ⊂ Z(R) es una extensión
de cuerpos finita, donde R = EndM(M). Sea VecR la categoŕıa de espacios vectoriales de
dimensión finita sobre R. Entonces, el funtor F : VecR → M, R 7→ M es exacto, esencial-
mente sobreyectivo y fielmente pleno. Luego, F es una equivalencia de categoŕıas k-lineales
abelianas.

Dadas dos categoŕıas C-módulo M y N , su suma directa es la categoŕıa M
⊕
N con

estructura C-módulo “componente a componente”.

Definición 2.8.6. Una categoŕıa C-módulo M se dice indescomponible si no es equivalente
a una suma directa de subcategoŕıas módulo no triviales.

2.9. Categoŕıas módulo estrictas

Recordemos que una categoŕıa monoidal (C,⊗, α,1) es llamada estricta si el isomorfismo
natural de asociatividad es la identidad.

De forma análoga, diremos que una categoŕıa módulo (M,⊗, α) sobre una categoŕıa
monoidal estricta C es estricta, si α es la identidad.

El principal resultado de esta subsección establece que toda categoŕıa monoidal C es
monoidalmente equivalente a una categoŕıa monoidal estricta C ′, tal que toda categoŕıa módu-
lo sobre C ′ es equivalente a una categoŕıa módulo estricta.

Lema 2.9.1. Sea C una categoŕıa monoidal. Entonces FC(C, C) ∼= C, donde C es una categoŕıa
C-módulo a izquierda con el producto tensorial y el isomorfismo de asociatividad. Más aún,
Cop ∼= FC(C, C), como categoŕıas monoidales.

Demostración. Definimos el funtor (̂−) : C → FC(C, C) como sigue: dado V ∈ C, el funtor

(V̂ , α−,−V ) : C → C,W 7→ W ⊗ V , αX,Y,V : V̂ (X ⊗ Y ) → X ⊗ V̂ (Y ) es un funtor C-módulo.

Si φ : V → V ′ es un morfismo en C, definimos la transformación natural φ̂ : V̂ → V̂ ′, como
φ̂W = idW ⊗ φ : V̂ (W ) = W ⊗ V → V̂ ′(W ) = W ⊗ V ′.

El isomorfismo natural
α−,W,V : V̂ ◦ Ŵ → ̂V ⊗opW,

proporciona estructura de funtor monoidal a (̂−).

Sea (F, ψ) : C → C un funtor módulo. Entonces tenemos un isomorfismo natural

σX = ψX,1 : F (X) = F (X ⊗ 1)→ X ⊗ F (1) = F̂ (1)(X),
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tal que

αX,Y,F (1)σX⊗Y = αX,Y,F (1)ψX⊗Y,1

= idX ⊗ ψY,1 ◦ ψX,Y
= idX ⊗ σY ◦ ψX,Y .

Es decir, σX es un isomorfismo natural módulo entre (F, ψ) y (F (1), α−,−,F (1)). Por tanto, el
funtor es esencialmente sobreyectivo.

Sea φ : V̂ → V̂ ′ una transformación natural C-lineal. Entonces αX,1,V φX = idX⊗φ1αX,1,V ′ ,

luego φX = idX ⊗ φ1, esto implica que el funtor monoidal (̂−) es fiel y pleno. Entonces, por
[43, Theorem 1, p. 91] y [57, Proposition 4.4.2], el funtor es una equivalencia de categoŕıas
monoidales.

Observación 2.9.2. Dado que la categoŕıa monoidal FC(C, C) es estricta, el Lema 2.9.1 implica
que cada categoŕıa monoidal es tensorialmente equivalente a una categoŕıa monoidal estricta,
(compare con la demostración en [33, Theorem 1.5.3]).

Proposición 2.9.3. Sea C una categoŕıa monoidal, entonces existe una categoŕıa monoidal
estricta C, tal que toda categoŕıa módulo sobre C es equivalente a una categoŕıa C-módulo
estricta y C es monoidalmente equivalente a C.

Demostración. Sea C = FC(C, C)op. Por el Lema 2.9.1, C es monoidalmente equivalente a C.
Sea (M,⊗,m) una categoŕıa C-módulo a izquierda. La categoŕıa FC(C,M) es una categoŕıa
C-módulo estricta a izquierda con la composición de funtores C-lineales. Rećıprocamente, si
M′ es una categoŕıa C-módulo, entonces M′ es una categoŕıa módulo sobre C, usando la

equivalencia de monoidal (̂−) : C → FC(C, C).
En forma similar a la demostración del Lema 2.9.1, el funtor

M→ FC(C,M)

M 7→ (M̂,m−,−,M),

es una equivalencia de categoŕıas C-módulo. Entonces, toda categoŕıa módulo sobre C es
equivalente a una estricta.

Módulos en categoŕıas módulo

Sean C una categoŕıa tensorial, (D,Φ) una categoŕıa C-módulo a izquierda y (A,m, η) un
álgebra en C. Un A-módulo (M,µ) en D consiste de un objeto M ∈ D junto con un morfismo
µ : A⊗M →M en D, el cual es asociativo en el siguiente sentido:

µ(m⊗ idA) = µ(idA ⊗ µ)ΦA,A,M : (A⊗ A)⊗M →M

y satisface µ(η ⊗ idM) = idM . Un morfismo f : (M,µ) → (M ′, µ′) de A-módulos en D es un
morfismo f : M →M ′ en D tal que fµ = µ′f .

Denotaremos por AD la categoŕıa de A-módulos en D.
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Sean C una categoŕıa tensorial, A un álgebra en C, M ∈ CA, N ∈A D, donde D es una
categoŕıa C-módulo. El producto tensorial M ⊗A N ∈ D se define como el coecualizador

(M ⊗ A)⊗N M ⊗N M ⊗A N-
µ⊗idN-

(idM⊗µ)Φ
- .

En particular, la categoŕıa AD es una categoŕıa módulo sobre la categoŕıa monoidal
(ACA,⊗A, A).
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Caṕıtulo 3

Extensiones galosianas para álgebras
de Hopf

En este caṕıtulo recordaremos las definiciones y teoremas básicos de la teoŕıa de exten-
siones galoisianas y extensiones bigaloisianas para álgebras de Hopf. Para ello, seguiremos
[60], [50] y [12].

3.1. Extensiones galoisianas

En este caṕıtulo, H denotará una álgebra de Hopf sobre k con ant́ıpoda biyectiva.

Definición 3.1.1. Un H-comódulo álgebra (a derecha) es un álgebra A en la categoŕıaMH .
Es decir que (A, ρ) es un H-comódulo a derecha, con una estructura (A,m, 1A) de k-álgebra,
tal que δ(xy) = x(0)y(0) ⊗ x(1)y(1) y δ(1A) = 1⊗ 1A.

Un H-módulo álgebra (a derecha) es un álgebra A en la categoŕıa MH . En este caso, A
es un H-módulo a derecha, con una estructura (A,m, 1A) de k-álgebra, tal que h · (xy) =
(h(1) · x)(h(2) · y) y h · 1A = ε(h)1A.

Dado un H-comódulo M ∈ MH , denotaremos por M coH = {m ∈ M : ρ(m) = m⊗ 1} al
subespacio de los H-coinvariantes. Es fácil ver que si A es un H-comódulo álgebra, entonces
AcoH es una subálgebra de A.

Análogamente, si V ∈ HM es un H-módulo, denotaremos por V H = {v ∈ V : h · v =
ε(h)v,∀h ∈ H} al espacio de H-invariantes. De nuevo, si A es un H-módulo álgebra, entonces
AH es una subálgebra de A.

Ejemplos 3.1.2. Sea G un grupo y sea A una kG-comódulo álgebra. Entonces A tiene una
descomposición: A =

⊕
g∈GAg, donde ρ(ag) = ag ⊗ g, para todo ag ∈ A.

La condición de compatibilidad nos dice que ρ(agbh) = agbh ⊗ gh, para todo ag ∈ Ag,
ah ∈ Ah. Es decir que agbh ∈ Agh, para todo ag ∈ Ag, ah ∈ Ah. Por lo tanto, AgAh ⊆ Agh,
para todo g, h ∈ G y además 1A ∈ Ae. Luego A es un álgebra G-graduada.
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Rećıprocamente, una estructura de álgebra G-graduada sobre A hace de A una kG-
comódulo álgebra.

Sea A una kG-módulo álgebra. Dado que ∆(g) = g⊗ g, entonces la condición de compati-
bilidad dice que g · (ab) = (g · a)(g · b) para todo a, b ∈ A. Luego, g define un endomorfismo
de álgebras de A. Además, dado que e actúa como la identidad y gg−1 = e, cada g es un
automorfismo de A. Entonces tenemos un morfismo de grupos G → Aut(A), donde Aut(A)
es el grupo de automorfismo de álgebras de A.

Rećıprocamente, todo morfismo de grupos de este tipo define una estructura de kG-módulo
álgebra.

Definición 3.1.3. Una H-comódulo álgebra a derecha A es llamada una extensión H-
galoisiana a derecha de B := AcoH , o simplemente una extensión galoisiana de B, si el
mapa canónico

can : A⊗B A→ A⊗H, x⊗ y 7→ xy(0) ⊗ y(1),

es una biyección.
Una extensión H-galoisiana a derecha del cuerpo base k será llamada un objeto galoisiano

de H. Las extensiones galosianas a izquierda y los objetos H-galoisianos a izquierda son
definidos análogamente.

Ejemplo 3.1.4. Sean G un grupo y A una kG-comódulo álgebra. Es decir, A = ⊕g∈GAg, es un
álgebra G-graduada. Entonces Ae ⊂ A es una extensión galoisiana, si y sólo si, AgAg−1 = A1,
para todo g ∈ G.

Demostración. El mapa can : A⊗Ae A→ A⊗ kG está dado por a⊗ b 7→
∑

g∈G abg ⊗ g, para
todo a, b ∈ A. Entonces can es sobreyectivo, si y sólo si, 1 ⊗ g ∈ Im(can), para todo g ∈ G.
La última condición equivale a que existan ai, bi ∈ A, tales que 1 ⊗ g =

∑
h∈G,i ai(bi)h ⊗ h,

para todo g ∈ G, lo cual a su vez, equivale a que
∑

i ai(bi)g = 1 y
∑

i ai(bi)h = 0, para todo

h 6= g. Ésto vale, para todo g ∈ G, si y sólo si, AgAg−1 = Ae, para todo g ∈ G.

Veamos que si AgAg−1 = Ae, para todo g ∈ G, entonces can es inyectivo. La condición
nos dice que, para cada g ∈ G, podemos encontrar cg−1,i ∈ Ag−1 , dg,i ∈ Ag, tales que 1 =∑

i cg−1,idg,i. Definamos

α : A⊗ kG→ A⊗Ae A
a⊗ g 7→ acg−1,i ⊗ dg,i.

Entonces,

α can(a⊗ b) = α(
∑
g

abg ⊗ g) =
∑
g,i

a⊗ bgcg−1,idg,i = a⊗ b.

Es decir, α can = id, y por tanto can es una biyección.
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Observación 3.1.5. Un anillo G-graduado A =
⊕

g∈G es llamado fuertemente graduado si
AxAy = Axy, para todo x, y ∈ G.

La condición AgAg−1 = Ae, para todo g ∈ G, es equivalente a ser fuertemente graduado,
pues

Axy = AxyAe = Axy(Ay−1Ay) ⊆ (AxyAy−1)Ay ⊆ AxAy ⊆ Axy,

para todo x, y ∈ G.

Ejemplo 3.1.6. Sea H un álgebra de Hopf coactuando sobre si misma a través de la comul-
tiplicación ∆. Entonces el mapa canónico H ⊗H → H ⊗H, x⊗ y 7→ xy(1)⊗ y(2) es biyectivo
con inverso a⊗ h 7→ aS(h(1))⊗ h(2).

Más generalmente, sea π : H → Q un epimorfismo de álgebras de Hopf de dimensión finita.
Entonces H es un Q-comódulo álgebra a derecha con mapa de estructura ρ = (id ⊗ π) ◦ ∆.
Por [47, Theorem 8.2.4 and Proposition 8.4.4] HcoQ ⊆ H es una extensión Q-galoisiana.

Ejemplo 3.1.7. Sea k ⊆ K una extensión de Galois de cuerpos, con grupo de Galois finito
G. Sea H = kG, el dual del álgebra de grupo de G. Entonces K es un extensión H-galoisiana
de k (ver [47, Subsection 8.1.2]).

El inverso del isomorfismo canónico A ⊗B A → A ⊗ H de una extensión H-galoisiana
generalmente no puede calcularse en forma canónica, por ello se suele usar la siguiente notación
para el inverso.

Definición 3.1.8. Sea H un álgebra de Hopf, y sea B ⊆ A una extensión H-galoisiana.
Definimos un mapa H → A⊗B A, h 7→ h[1] ⊗ h[2] : can−1(1⊗ h).

Lema 3.1.9. Sea A una extensión H-galoisiana de B. Para todo g, h ∈ H, b ∈ B y a ∈ A
tenemos:

bh[1] ⊗⊗h[2] = h[1] ⊗ h[2]b, (3.1.1)

a(0)a(1)
[1] ⊗ a(1)

[2] = 1⊗ a, (3.1.2)

h[1]h[2] = ε(h), (3.1.3)

h[1] ⊗ h[2]
(0) ⊗ h[2]

(1) = h(1)
[1] ⊗ h(1)

[2] ⊗ h(2) en A⊗B A⊗H, (3.1.4)

h[1]
(0) ⊗ h[2] ⊗ h[1]

(1) = h(2)
[1] ⊗ h(2)

[2] ⊗ S(h(1)) en A⊗B A⊗H, (3.1.5)

(gh)[1] ⊗ (gh)[2] = h[1]g[1] ⊗ h[2]g[2], (3.1.6)

h(1)
[1] ⊗ h(1)

[2]h(2)
[1] ⊗ h(2)

[2] = h[1] ⊗ 1⊗ h[2] en A⊗B A⊗B A. (3.1.7)

Demostración. Ver [58, 3.4].

Definición 3.1.10. Sean H un álgebra de Hopf y A una extensión H-galoisiana de B. La
acción de Miyashita-Ulbrich, ↼: AB ⊗H → AB, de H sobre el centralizador AB de B en A
está dada por

x ↼ h = h[1]xh[2],

para todo x ∈ AB y h ∈ H.
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Observación 3.1.11. El elemento h[1]xh[2] está bien definido, pues x ∈ AB. Además, h[1]xh[2] ∈
AB, ya que h[1] ⊗ h[2] ∈ (A⊗B A)B.

La siguiente caracterización de la acción de Miyashita-Ulbrich será usada más adelante.

Lema 3.1.12. Sean H un álgebra de Hopf y A una extensión H-galoisiana de B. La acción
de Miyashita-Ulbrich es el único mapa lineal ↼: AB ⊗H → AB, que cumple que

xy = y(0)(x ↼ y(1)), (3.1.8)

para todo x ∈ AB, y ∈ A. La subálgebra de invariantes de AB bajo la acción de Miyashita-
Ulbrich coincide con el centro de A.

Demostración. Ver [60, pp. 15].

Ejemplo 3.1.13. Consideremos el objeto H-galoisiano A = H, como en el Ejemplo 3.1.7. En
este caso, la acción de Miyashita-Ulbrich coincide con la acción adjunta a derecha de H sobre
si misma: x ↼ h = S(h(1))xh(2).

Extensiones galoisianas fielmente planas

Definición 3.1.14. Sea A una H-comódulo álgebra. Un módulo de Hopf M ∈ MH
A es un

A-módulo a derecha en la categoŕıa de H-comódulos a derecha.
Esto es, ρ : M →M ⊗H es un H-comódulo a derecha y M es un A-módulo a derecha, tal

que la estructura de A-módulo es un morfismo de H-comódulos, es decir, ρ(ma) = m(0)a(0)⊗
m(1)a(1), para todo m ∈M , a ∈ A.

Para toda comódulo álgebra se tiene un par de funtores adjuntos entre la categoŕıa de
módulos de Hopf y la categoŕıa de módulos sobre la subálgebra de coinvariantes.

Lema 3.1.15. Sean H un álgebra de Hopf, A un H-comódulo álgebra y B = AcoH . Entonces
el funtor

MH
A →MB, M 7→M coH ,

es adjunto a derecha del funtor

MB →MH
A , N 7→ N ⊗B A.

Las estructuras de A-módulo y H-comódulo de N⊗BA son inducidas por las de A. La unidad
y la counidad de la adjunción son:

N → (N ⊗B A)coH , n 7→ n⊗ 1,

M coH ⊗B A→M, m⊗ a→ ma.
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Si la adjunción en el Lema 3.1.15 da lugar a una equivalencia, entonces diremos que se
tiene el Teorema de Estructura para Módulos de Hopf para la extensión.

Definición 3.1.16. Sea R una k-álgebra. Un R-módulo a izquierda V es llamado plano
(respectivamente fielmente plano) si el funtor MR → Veck, U 7→ U ⊗R V es exacto (respecti-
vamente es exacto y fiel).

El siguiente teorema, debido a H.-J. Schneider, caracteriza la extensiones galoisianas fiel-
mente planas como aquellas comódulo álgebras para las cuales vale el Teorema de Estructura
para Módulos de Hopf.

Teorema 3.1.17. Sea A una H-comódulo álgebra y sea B = AcoH . Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

B ⊆ A es una extensión H-galoisiana y A es un B-módulo fielmente plano.

El funtor MB →MH
A , N 7→ N ⊗B A, es una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Ver [69].

3.2. Extensiones hendidas y productos cruzados

Definición 3.2.1. Sea B una k-álgebra. Una transformación lineal ⇀: H⊗B → B es llamada
una medida si

h ⇀ (bc) = (h(1) ⇀ b)(h(2) ⇀ c), h ⇀ 1 = ε(h)1,

para todo h ∈ H, b, c,∈ B.

Sean H un álgebra de Hopf y B una k-álgebra. Un producto cruzado B#σH es una
estructura de álgebra asociativa con unidad 1#1 sobre el espacio vectorial B#σH := B ⊗H,
con multiplicación dada por

(b#g)(c#h) = b(g(1) ⇀ c)σ(g(2) ⊗ h(1))#g(3)h(2),

para alguna medida ⇀: H ⊗B → B y algún mapa lineal σ : H ⊗H → B.

Proposición 3.2.2. Sean H una biálgebra, ⇀: H ⊗ B → B una medida, y σ : H ⊗H → B
una transformación k-lineal. Son equivalentes:

1. A = B#σH := B ⊗H es un álgebra asociativa con unidad y multiplicación

(b#g)(c#h) = b(g(1) ⇀ c)σ(g(2) ⊗ h(1))#g(3)h(2).

2. ⇀ es una acción torcida, esto es:

(g(1) ⇀ (h(1) ⇀ b))σ(g(2) ⊗ h(2)) = σ(g(1) ⊗ h(1))(g(2)h(2) ⇀ b), 1 ⇀ b = b,

para todo g, h ∈ H, b ∈ B.
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σ es un 2-cociclo normalizado, esto es:

(f(1) ⇀ σ(g(1) ⊗ h(1)))σ(f2 ⊗ g(2)h(2)) = σ(f(1) ⊗ g(1))σ(f(2)g(2) ⊗ h),

σ(h⊗ 1) = 1 = σ(1⊗ h),

para todo f, g, h ∈ H.

Demostración. Ver [47, Lemma 7.1.2].

Ejemplo 3.2.3. Sean G un grupo y R una k-álgebra. Los datos que definen una estructura
de un producto cruzado R#αkG, sobre kG, son dos mapas φ : G→ Autk(R), φ(x) : a 7→ xa,
x ∈ G, y α : G×G→ R×, donde R× son las unidades de R, tales que

1. x(ya) = α(x, y)xyα(x, y)−1,

2. α(x, y)α(xy, z) = xα(y, z)α(x, yz),

3. α(x, 1) = α(1, x) = 1

para todo x, y, z ∈ G, a ∈ R

Definición 3.2.4. Sean H un álgebra de Hopf y A una H-comódulo álgebra, con B = AcoH .

La extensión B ⊂ A es llamada hendida si existe un morfismo de H-comódulos j : H →
A, el cual es invertible con respecto al producto convolución.

Se dice que la extensión B ⊂ A tiene una base normal si existe un isomorfismo de
H-comódulos a derecha y B-módulos a izquierda B ⊗H → A.

Teorema 3.2.5. Sean H un álgebra de Hopf y A un H-comódulo álgebra a derecha con
B := AcoH . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es hendida.

2. A es una extensión H-galoisiana con una base normal.

3. A es isomorfo a un producto cruzado, tal que el cociclo σ : H ⊗ H → B es invertible
con respecto al producto convolución.

Demostración. Ver [47, Theorems 7.2.2 and 8.2.4].

Sean A una extensión H-hendida, v́ıa γ : H → A, con γ(1) = 1, y B = AcoH . Entonces,

B#σH ∼= A, b#h 7→ bγ(h),

es el isomorfismo de H-comódulo álgebras del teorema anterior.
Claramente, el producto cruzado B#σH es un H-comódulo álgebra, con respecto a la

coacción ρ(b#h) = b#h(1) ⊗ h(2). Por lo tanto, tiene una base normal.
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Interpretación categórica del Producto cruzado

La siguiente proposición muestra la estrecha relación entre extensiones galoissianas de un
álgebras de Hopf H y categoŕıas módulo sobre MH .

Proposición 3.2.6. Sea H un álgebra de Hopf con ant́ıpoda biyectiva y sea B una k-álge-
bra. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre extensiones H-galoisianas fielmente
planas de B y estructuras de categoŕıasMH-módulo a izquierda sobreMB, tal que el bifuntor
de acción conmuta con coĺımites arbitrarios

Demostración. Por un teorema de Watts [78], existe una equivalencia monoidal entre la cate-
goŕıa de endofuntores exactos deMB que conmutan con coĺımites arbitrarios y la categoŕıa de
B-bimódulos. Por la Observación 2.3.6, una estructura de categoŕıa MH-módulo sobre BM
es lo mismo que un funtor monoidal MH → BMB, y por [61, Theorem 2.4.2] estos están
caracterizados por extensiones H-galoisianas a izquierda B ⊆ A tal que A es un B-módulo a
izquierda fielmente plano.

Sean H un álgebra de Hopf y B ⊆ A una extensión de H-galoisiana a izquierda, tal que
A es fielmente plana como B-módulo. Como vimos en la Proposición 3.2.6, la categoŕıa MB

es una categoŕıa módulo sobre MH . Veamos esto en detalle. El bifuntor que da la acción de
MH , está dado por:

� :MH ×MB →MB, V �N := (V ⊗N ⊗B A)coH ,

donde la estructura de B-módulo a izquierda en V � N es la inducida por la estructura de
B-módulo a izquierda de A.

El isomorfismo Φ : V � (W � N) → (V ⊗W ) � N es el inducido por la counidad de la
equivalencia MB

∼=MH
A . Ver Lema 3.1.15 y Teorema 3.1.17.

(V ⊗ (Y ⊗N ⊗B A)coH ⊗B A)coH → (V ⊗W ⊗N ⊗B A)coH ,

x⊗ y ⊗ n⊗ a⊗ a′ 7→ x⊗ y ⊗ n⊗ aa′.

En el caso de extensiones galoisianas con base normal, la estructura de categoŕıa módulo se
puede describir en términos de la acción débil y el 2-cociclo, en la siguiente forma:

Proposición 3.2.7. Sean H un álgebra de Hopf y B una k-álgebra. Sean además ⇀: H⊗B →
B y σ : H ⊗H → B transformaciones k-lineales.

1. El mapa · : V ⊗X ⊗B → V ⊗X,

v ⊗ x⊗ b 7→ v(x(−1) ⇀ b)⊗ x(0), (3.2.1)

define una estructura de B-módulo sobre V ⊗X, para todo X ∈ HM, V ∈ MB, si y
sólo si, ⇀: H ⊗B → H es una medida.
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2. El mapa ΦM,V,W : (M ⊗ V )⊗W →M ⊗ (V ⊗W ),

m⊗ v ⊗ w 7→ mσ(v(−1) ⊗ w(1))⊗ v(0) ⊗ w(0),

es de B-módulos, si y sólo si, (⇀,σ) es una acción torcida. Es un isomorfismo, si y
sólo si, σ es invertible con respecto al producto convolución.

3. Asumiendo lo anterior, el par (Φ,⊗) :MB×HM→MB es una estructura de categoŕıa
HM-módulo, si y sólo si, σ es un 2-cociclo.

Demostración. Ver [65, Example 4.9]

El álgebraH es unaH-comódulo álgebra con la comultiplicación. Entonces podemos definir
la categoŕıa (MB)H . Sea (V, µ) un H-módulo enMB, es decir V ∈MB y µ : V ⊗H → V es
un morfismo de B-módulos tal que

µ(µ⊗ idA) = µ(idV ⊗m)ΦM,A,A.

En otras palabras, tenemos que

µ(v ⊗ h)b = µ(v(h(1) ⇀ b)⊗ h(2)), (3.2.2)

µ(µ(v ⊗ g)⊗ h) = µ(vσ(g(1) ⊗ h(1))⊗ g(2)h(2)). (3.2.3)

Si definimos una acción de B#σH por v(b⊗ h) = µ(vb), es fácil ver que las formulas (3.2.3),
(3.2.2) implican que V es un B#σH-módulo a derecha. Asimismo, es fácil ver que un morfismo
en (MB)H induce un morfismo enMB#σH . Por tanto, hemos definido un funtor F : (MB)H →
MB#σH .

La siguiente proposición es un caso particular de [65, Corollary 3.6].

Proposición 3.2.8. El funtor F : (MB)H →MB#σH , define una equivalencia de categoŕıas.

Demostración. Si V es un B#σH-módulo, entonces V es un B-módulo a derecha por res-
tricción, y el mapa µ : V⊗H → V, µ(v⊗v) = v(1#h) cumple con las ecuaciones (3.2.3), (3.2.2).
Esta asignación define un funtor G :MB#σH → (MB)H . Es claro que F y G determinan una
equivalencia. Esto termina la demostración de la proposición.

Productos G-cruzados sobre álgebras conmutativas

Sean G un grupo y R un álgebra conmutativa. En este caso, una medida ⇀: G×R→ R es
una acción de G por automorfismos de álgebras. El 2-cociclo σ : G×G→ R∗ es un 2-cociclo
normalizado con respecto a esta acción, donde R∗ son las unidades de R:

[x ⇀ σ(y, z)]σ(x, yz) = σ(xy, z)σ(x, y) (3.2.4)

σ(x, 1) = σ(1, x) = 1, (3.2.5)
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para todo x, y, z ∈ G.
Supongamos que R = kX es el álgebra de funciones sobre un conjunto X. Entonces,

una acción por automorfismos de álgebras ⇀: G × kX → kX , induce una acción de G por
permutaciones sobre el conjunto X:

X ×G→ X, (x, g) 7→ x� g,

tal que
g ⇀ es = ex�g, s ∈ X, g ∈ G.

Un 2-cociclo σ : G×G→ (kX)∗ = Map(X, k∗), se puede ver como una función

σ : X ×G×G→ k∗, (x, g, h) 7→ σ(x; g, h).

La condición de 2-cociclo normalizada es descrita por

σ(s� x; y, z)σ(s, x, yz) = σ(s;xy, z)σ(s;x, y),

σ(s, x, 1) = σ(s, 1, x) = 1,

para todo x, y, z ∈ G y s ∈ X. El producto en kX#σkG está dado por

(es#g)(et#h) = es(g ⇀ et)σ(g, h)#gh = esδs,t�g−1σ(g, h)#gh

= δs�g,tσ(s; g, h)es#gh.

Dado x ∈ X, denotaremos por O(x) la G-órbita de x.
Sea {x1, . . . , xn} ⊂ X un conjunto de representantes de las órbitas de G en X. Entonces,

es fácil ver que

kX#G =
n⊕
i=1

kO(xi)#σG,

donde kO(xi)#σG son ideales biláteros mutuamente ortogonales.
Por tanto, si queremos describir los kX#σG-módulos indescomponibles, podemos suponer,

sin pérdida de generalidad, que el grupo G actúa transitivamente sobre X.

Supongamos que la acción de G en X es transitiva. Sea F el subgrupo estabilizador de un
elemento x ∈ X. El mapa σx : F × F → k, definido por σx(h, t) = σ(x;h, t), es un 2-cociclo
de F con coeficientes en el F -módulo trivial k∗. Además, por el Lema de Shapiro, tenemos
un isomorfismo H2(G, kX) ∼= H2(F, k∗).

Teorema 3.2.9. Sea kX#σG un producto cruzado, tal que la acción inducida de G sobre X
es transitiva. Entonces, existe una equivalencia de categoŕıas entre MkσxF y MkX#σG, donde
F es el subgrupo estabilizador x ∈ X. Si U es una representación de kσxF el kX#σG-módulo

asociado es el módulo inducido Indk
X#σG
kX#σxF

(U).

Demostración. Ver [49, Theorem 1.3]

Corolario 3.2.10. Sea V ∈ MkσxH y V0 el MkσxH-módulo asociado en el teorema anterior.

Entonces, dimV = |G|
|F | dimVx.
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3.3. Extensiones galoisianas para álgebras de Hopf de

dimensión finita

En esta sección asumiremos que H es de dimensión finita.
Si A es una H-comódulo álgebra a derecha, entonces A es una H∗-módulo álgebra a

izquierda con la acción H∗ ⊗ A→ A,

f · h = h(0)f(h(1)),

para todo f ∈ H∗, a ∈ A. Rećıprocamente, si A es una H∗-módulo álgebra a izquierda, A es
una H-comódulo álgebra con la coacción ρ : A → A ⊗H, ρ(a) =

∑n
i=1 e

∗
i · a ⊗ ei, para todo

a ∈ A, donde {e∗i } es una base dual a la base {ei} de H. Además, es fácil ver que AcoH = AH
∗
.

Sea A una H-módulo álgebra. Entonces A es un A#H-módulo a derecha v́ıa (a#h) · b =
a(h · b). Esta acción determina un morfismo de álgebras

π : A#H → End AH (A),

donde A es un AH-módulo v́ıa la multiplicación a derecha.

Teorema 3.3.1. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita y A una H-módulo álgebra a
izquierda. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

La extensión AH ⊂ A es una extensión H∗-galoisiana a derecha.

El morfismo de álgebras π : A#H → End AH (A) es un isomorfismo y A es un AH-
módulo a derecha finitamente generado y proyectivo.

Demostración. Ver [47, Theorem 8.3.3].

Corolario 3.3.2. Sea A una H-módulo álgebra a izquierda. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

A es un H∗-objeto galoisiano.

A es de dimensión finita y π : A#H → End k(A) es un isomorfismo.

Además, existe un 2-cociclo invertible σ : H⊗H → k, tal que A ∼= k#σH
∗ como H∗-comódulo

álgebras. Si H es semisimple, entonces A es semisimple.

Demostración. Las equivalencias son inmediatas por el Teorema 3.3.1.
Por [47, Proposition 8.3.6], A ' k#σH

∗, donde σ : H ⊗H → k es un 2-cociclo invertible,
pues A#H ' EndA es artiniana simple. Ahora, por [47, Theorem 7.4.2] si H es semisimple
y de dimensión finita, A ' k#σH es semisimple.

Corolario 3.3.3. Sea G un grupo finito. Entonces, todo objeto galoisiano de kG es isomorfo
a kαG, para algún 2-cociclo α ∈ Z2(G, k∗).

Observación 3.3.4. Con mayor generalidad, si A es un anillo fuertemente graduado tal que
Ae es un cuerpo, es inmediato ver que A es un producto cruzado.
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3.4. Objetos galoisianos de kG

En esta sección k denotará un cuerpo algebraicamente cerrado y G será un grupo finito.
Recordaremos la clasificación de Movshev-Davydov de los objetos galoisianos de kG.

Un concepto importante en la clasificación es un grupo con un 2-cociclo no degenerado.

Definición 3.4.1. Sea G un grupo finito. Un 2-cociclo α ∈ Z2(G, k∗) es llamado no degene-
rado si la condición α(g, h) = α(h, g), para todo h ∈ CG(g), implica que g = 1 (aqúı, CG(s)
es el centralizador de g en G).

Notemos que un 2-cociclo cohomólogo a un 2-cociclo no degenerado también es no degen-
erado. Existe una correspondencia biyectiva entre grupos con 2-cociclos no degenerados y los
llamados grupos de tipo central. Un grupo es de tipo central si posee una representación irre-
ducible de dimensión igual al ı́ndice de su centro (la mayor posible). El cociente por el centro
de un grupo de tipo central es un grupo con 2-cociclo no degenerado. Rećıprocamente un
grupo con un 2-cociclo no degenerado tiene una extensión central, la cual es un grupo de tipo
central. Usando la clasificación de los grupo finitos simples, Howlett e Isaacs [28] probaron
que los grupos de tipo central son solubles y por tanto los grupos que poseen un 2-cociclo no
degenerado, también lo son.

Teorema 3.4.2 ([11], [50]). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Las clases de isomorfis-
mo de objetos kG-galoisianos están en correspondencia 1-1 con clases de conjugación de pares
(S, α), donde S es un subgrupo de G, tal que char(k) . |S| y α ∈ Z2(S, k∗) es un 2-cociclo no
degenerado.

El objeto kG-galoisiano correspondiente al par (S, α) puede realizarse como el álgebra A =
HomS(kG, kαS), con acción s� xt = xsxtx

−1
s , s, t ∈ S, y la G-acción sobre A por (g.f)(h) =

f(hg−1).

Observación 3.4.3. Una versión equivalente al Teorema 3.4.2 en el caso que k es el cuerpo de
los números complejos, fue demostrado en [50] usando el lenguaje de deformaciones por twist.
Ver Sección 4.2. Posteriormente, Davydov en [11] interpretó los resultados de Movshev en el
lenguaje de objetos galoisianos y notó que mutatis mutandis, todos los argumentos usados en
[50] son válidos en cuerpos algebraicamente cerrados de caracteŕıstica arbitraria.

3.5. Extensiones bigaloisianas

Definición 3.5.1. Sean H y L álgebras de Hopf. Un objeto L-H-bigaloisiano es una L-H-
bicomódulo álgebra A, la cual es simultáneamente un objeto L-galoisiano a izquierda y un
objeto H-galoisiano a derecha.

Definición 3.5.2. Sea H un álgebra de Hopf y A un objeto H-galoisiano derecha. Se define
L(A,H) = (A⊗ A)coH , donde la estructura de H-comódulo sobre A⊗ A es la codiagonal.
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Teorema 3.5.3. Sean H un álgebra de Hopf y A un objeto H-galoisiano a derecha. Entonces
L := L(A,H) es una subálgebra de A ⊗ Aop. El álgebra L es un álgebra de Hopf con la
comultiplicación, counidad y ant́ıpoda dadas por

∆(
∑

xi ⊗ yi) =
∑

xi(0) ⊗ x[1]
i(1) ⊗ x

[2]
i(1) ⊗ yi,

ε(
∑

xi ⊗ yi) =
∑

xiyi ∈ AcoH = k

S(
∑

xi ⊗ yi) =
∑

yi(0) ⊗ xi ↼ yi(1),

donde ↼ es la acción de Miyashita-Ulbrich. El álgebra A es un objeto L-H-bigaloisiano.
Para toda álgebra de Hopf B y estructura de B-comódulo φ sobre A, la cual hace a A

un objeto B-H-bigaloisiano, existe un único isomorfismo de álgebras f : L → B, tal que
φ = (f ⊗ idA)δ.

Demostración. Ver [64, Theorem 3.5].

Sea A un objeto H-galoisiano hendido. Entonces, A ∼= k#σH, para un cociclo invertible
σ : H⊗H → k. Podemos construir una nueva álgebra de Hopf Hσ, manteniendo la estructura
de coálgebra y deformando el producto por

h ·σ g = σ(h(1)⊗g(1)
)h(2)g(2)σ

−1(h(3) ⊗ g(3)),

para todo h, g ∈ H.

Observación 3.5.4. Sea γ : H → k un funcional invertible con respecto al producto convolu-
ción. Si σ : H ⊗H → k es un 2-cociclo, entonces σγ = σ(x, y)γ(x(1))γ(y(1))γ

−1(x(2)y(2)), es de
nuevo un 2-cociclo. A los 2-cociclos σγ y σ los llamaremos Hopf-cohomólogos.

Proposición 3.5.5. Sean H un álgebra de Hopf y A un objeto H-galoisiano a derecha hendi-
do. Entonces A es un objeto L(A,H)-galoisiano a izquierda hendido. Si A ∼= k#σH, entonces
L ∼= Hσ y A ∼= Hσ#σk, como Hσ-comódulo álgebra a izquierda.

Demostración. El álgebra k#σH es una H-comódulo álgebra a izquierda v́ıa δl(1#h) = h(1)⊗
1#h(2). Asimismo, es una Hσ-comódulo álgebra a izquierda pues

δl((1#g)(1#h)) = δl(σ(g(1), h(1))#g(2)h(2))

= σ(g(1), h(1))g(2)h(2) ⊗ 1#g(3)h(3)

= g(1) · h(1) ⊗ (1#g(2))(1#h(2)).

El isomorfismo de H-comódulos a izquierda φ : Hσ#σk → k#σH, g#1 7→ g#1, es un
isomorfismo de álgebras:

φ((g#1)(h#1)) = (1#g)(1#h) = σ(σ(1), h(1))#g(2)h(2)

=φ(σ(1), h(1)g(2)h(2)#1)

=g(1) · h(1)#σ(g(2), h(2)).

Ahora, dado que el producto cruzado Hσ#σk es un objeto Hσ-galoisiano, la demostración
sigue de la propiedad universal de L(A,H).
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Caṕıtulo 4

Deformaciones simples de álgebras de
Hopf

En este caṕıtulo trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteŕıstica
cero. Mostraremos ejemplos de grupos finitos no simples, cuyas álgebras de grupo admiten
deformaciones por twist que son simples como álgebras de Hopf.

4.1. Normalidad y conormalidad

Definición 4.1.1. Sea H un álgebra de Hopf. Una subálgebra de Hopf K ⊆ H es llamada
normal a derecha (respectivamente, a izquierda) si

x(1)yS(x(2)) ∈ K, (respectivamente, S(x(1))yx(2) ∈ K),

para todo x ∈ H, y ∈ K. Diremos que K es una subálgebra de Hopf normal si K es normal
a derecha e izquierda.

Análogamente, si π : H → Q es un epimorfismo de álgebras de Hopf e I ⊆ H es el coideal
de Hopf asociado, entonces π es llamado conormal a derecha (respectivamente conormal a
izquierda), si

x(1)S(x(3))⊗ x(2) ∈ H ⊗ I ( respectivamente x(2) ⊗ S(x(1))x(3) ∈ I ⊗H),

para todo x ∈ I. Diremos que π es un cociente conormal si π es conormal a derecha e izquierda.

Para un subespacio vectorial V ⊆ H, denotaremos por V + : Ker(ε) ∩ V .

Lema 4.1.2. Sea H un álgebra de Hopf.

(i) Sea K ⊆ H una subálgebra de Hopf normal a izquierda. Entonces, H/K+H es un
cociente de álgebras de Hopf.
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(ii) Sea π : H → Q un cociente conormal a derecha. Entonces, K := HcoQ es una subálgebra
de Hopf.

Demostración. Ver [60, Lemma 3.2.2].

Luego, si K ⊆ H es una subálgebra de Hopf normal a izquierda, tenemos una sucesión de
álgebras de Hopf

k → K ↪→ H � H/K+H → k.

Análogamente, si H → Q es un epimorfismo de álgebras de Hopf normal a derecha, tenemos
asociada la sucesión de álgebras de Hopf

k → HcoH/I ↪→ H � Q→ k.

Definición 4.1.3. Una sucesión de álgebras de Hopf K
ι
↪→ H

π
� Q es llamada exacta si

(i) Kerπ = HK+,

(ii) B = coQH.

Lema 4.1.4. Sea K
ι
↪→ H

π
� Q una sucesión de álgebras de Hopf de dimensión finita.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) H/K+H = H,

(ii) A/HK+,

(iii) K = AcoQ,

(iv) K = coQA.

Demostración. Ver [44, Lemma 3.1].

Se sigue que si H es un álgebra de Hopf de dimensión finita, entonces toda subálgebra
de Hopf normal a derecha es normal a izquierda, y por lo tanto, normal. Análogamente para
cocientes conormales a derecha o izquierda.

Teorema 4.1.5. Para toda sucesión exacta K
ι
↪→ H

π
� Q de álgebras de Hopf de dimensión

finita, la Q-extensión K ⊆ H es una extensión Q-galoisiana con base normal.

Demostración. Ver [68, Theorem 2.4].

Observación 4.1.6. Se sigue del Teorema 3.2.5, que H es isomorfa a un producto cruzado
K#σQ.
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Ejemplo 4.1.7. Una subálgebra de Hopf K ⊂ H es llamada central si K está contenida en
el centro de H. Es claro que en este caso K es normal. En forma dual un epimorfismo de
álgebras de Hopf π : H → Q es llamado cocentral si π(h(1))⊗ h(2) = π(h(2))⊗ h(1), para todo
h ∈ H.

Recordaremos la siguiente proposición para futuros usos:

Proposición 4.1.8. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita y sea K ⊆ H una subálge-
bra de Hopf normal, tal que dimkK es el menor primo que divide dimk A. Entonces K es
central.

Demostración. Ver [35, Corollary 1.4.3].

4.2. Twist de álgebras de Hopf

Definición 4.2.1. Sea H un álgebra de Hopf. Un elemento invertible J ∈ H ⊗H es llamado
un twist si:

(∆⊗ id)(J)(J ⊗ 1) = (id⊗∆)(J)(1⊗ J), (4.2.1)

(ε⊗ id)(J) = (id⊗ ε)(J) = 1. (4.2.2)

Ejemplo 4.2.2. Sean G un grupo abeliano y k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teŕıstica cero. En este caso, kĜ ∼= (kG)∗, entonces dado un 2-cociclo ω ∈ Z2(Ĝ, k∗) el twist
asociado es

J =
∑
α,β

ω(α, β)eα ⊗ eβ, (4.2.3)

donde eξ = 1
|G|
∑

h∈G ξ(h
−1)h, ξ ∈ Ĝ, es la base de kG de idempotentes centrales ortogonales.

Si J ∈ H ⊗ H es un twist para H, podemos definir una nueva estructura de álgebra de
Hopf (AJ ,m,∆J) sobre el álgebra (A,m, 1), llamado un twisting de A.

El coproducto esta dado por la fórmula

∆J(x) = J−1∆(x)J.

Si (H,R) es cuasi-triangular entonces HJ también es cuasi-triangular con RJ = J−1
21 RJ .

Si H es un álgebra de Hopf de dimensión finita, entonces el funtor de olvido U : HM→ k
es un funtor de fibra.

Dado un twist J ∈ H ⊗H, podemos definir un nuevo funtor de fibra (U, ξ) : HM→ Veck,
donde U es el funtor de olvido y ξV,W : V ⊗W → V ⊗W, ξV,W (v ⊗ w) = J(v ⊗ w).

En efecto, la ecuación (4.2.1) es equivalente a (2.1.1) y la ecuación (4.2.2) es equivalente
a (2.1.2). El álgebra de Hopf HJ es obtenida aplicando a este nuevo funtor la reconstrucción
Tannakiana.
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Lema 4.2.3. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita. Existe una correspondencia
biyectiva entre twists de H y objetos galoisianos de H∗.

Demostración. Sean H un álgebra de Hopf de dimensión finita y J ∈ H ⊗ H un elemento
invertible. Si definimos un nuevo coproducto en H por la fórmula

∆J(x) = J∆(x), x ∈ H,

éste es coasociativo, si sólo si, (∆ ⊗ id)(J)(J ⊗ 1) = (id ⊗ ∆)(J)(1 ⊗ J) y ε : H → k es la
counidad, si y sólo si, (ε⊗ id)(J) = (id⊗ ε)(J) = 1.

Notemos que esta es la construcción dual del producto cruzado k#σH para un 2-cociclo
σ : H⊗H → k. Entonces, cada twist define un objeto H∗-galoisiano hendido. Rećıprocamente,
dado que todo objeto galoisiano para un álgebra de Hopf de dimensión finita es hendido, éste
define un 2-cociclo, el cual define a su vez un único twist para H.

Si J ∈ K ⊗K es un twist para una subálgebra de Hopf K ⊆ H, entonces J ⊗ J ∈ H es
un twist. Diremos que J es levantado de la subálgebra de Hopf K.

Corolario 4.2.4. Sean G un grupo finito y k un cuerpo algebraicamente cerrado. Los twists
del álgebra de Hopf kG están en correspondencia biyectiva con pares (F, α), donde F es un
subgrupo de G tal que char(k) . |F | y α ∈ Z2(F, k∗) es un 2-cociclo no degenerado.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema 3.3.3 y el Lema 4.2.3.

El siguiente lema se sigue de [20]. Ver también [40, Lemma 2.11].

Lema 4.2.5. Sea J ∈ kG ⊗ kG un twist asociado a un par (F, ω). Entonces (kG)J es
coconmutativa si y solo si F E G, F es abeliano y ω es adG-invariante en H2(F, k∗).

Proposición 4.2.6. Sean H un álgebra de Hopf y J ∈ H ⊗ H un twist. Entonces existe
una correspondencia biyectiva entre cocientes de H y cocientes de HJ . En forma dual, si
σ : H ⊗H → k es un 2-cociclo invertible, entonces existe una correspondencia biyectiva entre
subálgebras de Hopf de H y subálgebras de Hopf Hσ

Demostración. Si π : H → Q es un epimorfismo de álgebras de Hopf, y J ∈ H ⊗ H es un
twist, entonces J ′ := (π⊗π)(J) ∈ Q⊗Q es un twist, y el morfismo de álgebras π : HJ → QJ ′ ,
es un morfismo de álgebras de Hopf.

Notemos que J−1 ∈ H⊗H es un twist para HJ y (HJ)J
−1

= H. Además, (π⊗π)(J−1)(π⊗
π)(J) = (π ⊗ π)(J−1J) = 1 ⊗ 1. Es decir que (π ⊗ π)(J)−1 = (π ⊗ π)(J−1). Por lo tanto, si
p : HJ → W es un epimorfismo de álgebra de Hopf, el twist J−1 induce π : H → W p⊗p(J−1).
Es claro que estas construcciones inducen una biyección entre los cocientes de H y HJ .

La segunda parte se demuestra en forma análoga.
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Álgebras de Hopf semisolubles y twisting de grupos nilpotentes

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita sobre k.

Definición 4.2.7. [49]. Una serie normal inferior para H es una serie de subálgebras de
Hopf propias Hn = k ⊂ Hn−1 ⊂ · · · ⊂ H1 ⊂ H0 = H, donde Hi+1 es normal en Hi, para todo
i. Los factores de la serie son los cocientes H i = Hi/HiH

+
i+1.

Una serie normal superior para H se define en forma inductiva como sigue. Sea H(0) = H.
Sean Hi un subálgebra de Hopf normal de Hi−1 y H(i) := H(i)/H(i)H

+
i . Asumamos que

Hn = H(n−1), para algún entero positivo n, tal que H(n) = k. Los factores de la serie son las
subálgebras de Hopf Hi de los cocientes H(i).

Sean G un grupo finito y sea A = (kG)J una deformación por twist, con twist levantado
de un subgrupo F .

Lema 4.2.8. Sea Z ⊂ G un subgrupo central. Entonces kZ ⊂ A es una subálgebra de Hopf
central y A/A(kZ)+ ∼= (kG/Z)J .

Demostración. Dado que A = kG como álgebras, kZ es central y ∆J(a) = a ⊗ a para todo

a ∈ kZ. Sea π : kGJ → k(G/Z)J el morfismo de álgebra de Hopf inducido por la proyección
G→ G/Z. Dado que kZ ⊂ Acoπ y dimA = dimAcoπ dim π(A), kZ = Acoπ.

Teorema 4.2.9. Supongamos que G es un grupo finito nilpotente. Entonces

1. A tiene una serie normal superior con factores kZp, p| dimA, un número primo.

2. A tiene una serie normal inferior cuyos factores son conmutativos.

En particular, A es semisoluble en el sentido [49].

Demostración. (1) Dado que G es nilpotente, Z(G) 6= 1. Sea Z ⊂ Z(G) un subgrupo de orden

p, p primo. Sea H1 = kZ ∼= kZp y H(1) = A/AH+
1 . Por el Lema 4.2.8, H(1)

∼= k(G/Z)J . Dado
que G/Z es nilpotente, (1) sigue por inducción en |G|.

(2) Sea F ⊂ G un subgrupo, tal que J ∈ kF ⊗ kF es minimal. Dado que todo subgrupo
de un grupo nilpotente es subnormal [56], tenemos F0 = F C F1 C · · · C Fn = G. Entonces,

H0 = kF J C H1 = kF J
1 C · · · C Hn = kF J

n = kF J , (4.2.4)

es parte de una serie normal inferior de A con factores k[Fi+1/Fi], pues J ∈ kFi, para todo i.
Dado que F es soluble, existe una serie normal superior H(0) = kF J � H(1) · · · � H(s) = k.
Además, kF J ∼= (kF J)∗ puesto que kF J es minimal. Luego el dual de esta serie, esto es,
k ↪→ H∗(1) ↪→ · · · ↪→ (kF J)∗ ∼= kF J , es una serie normal inferior para kF J que completa la

serie (4.2.4).
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4.3. Deformaciones simples del grupo simétrico

En esta sección G denotará un grupo finito y F ⊆ G un subgrupo abeliano. Sea A = (kG)J ,
donde J ∈ kG⊗ kG es un twist (no necesariamente minimal) levantado de kF . Ver Ejemplo
4.2.2.

Observación 4.3.1. Si H es un álgebra de Hopf de dimensión finita, G(H∗) es el conjunto de
morfismos de álgebras H → k con el producto convolución. En particular, para A = (kG)J ,

G(A∗) = Ĝ.

Teorema 4.3.2. Supongamos que Z(G) = 1. Sea η ∈ Ĝ. Entonces η ∈ G(A∗) ∩ Z(A∗) si y
sólo si η|H es ω-regular.

Si ω es no degenerado, η ∈ G(A∗) ∩ Z(A∗) si y sólo si η|F = 1.

Aqúı, η|F denota la restricción de η a F .

Demostración. El álgebra de Hopf A es triangular con R-matriz

R = J−1
21 J =

∑
α,β∈F̂

ω(α, β)ω−1(β, α)eα ⊗ eβ.

Dado que Z(G) = 1, tenemos que Z(A) ∩ G(A) = 1. Por la parte 2 de la Proposición 2.6.2,
η ∈ G(A∗) ∩ Z(A∗) si y sólo si f(η) = 1. Sea η ∈ G(A∗). Por las relaciones de ortogonalidad,

η(eχ) = δχ,η|F , para todo χ ∈ F̂ . Entonces,

f(η) =
∑
α,β∈F̂

ω(α, β)ω−1(β, α)eαη(eβ) =
∑
α∈F̂

ω(α, η|F )ω−1(η|F , α)eα.

Luego, f(η) = 1 si y sólo si ω(χ, η|F )ω−1(η|F , χ) = 1, ∀χ ∈ F̂ .

Corolario 4.3.3. Supongamos que ω es no degenerado. Entonces el orden de F divide a
[A∗ : G(A∗) ∩ Z(A∗)].

Demostración. En este caso, η|F = 1, para todo η ∈ G(A∗) ∩ Z(A∗), por el Teorema 4.3.2.
Entonces la proyección A → k(G(A∗) ∩ Z(A∗))∗ se restringe trivialmente a F . El corolario
sigue del Teorema de Nichols-Zoeller [38].

Sea π : A → kS un cociente de álgebras de Hopf con S un grupo abeliano. Entonces el
grupo Ŝ ∼= S puede identificarse con un subgrupo de G(A∗).

Teorema 4.3.4. Supongamos que Z(G) = 1. Sea π : A → kS un cociente de álgebras de
Hopf, donde S ∼= Zp y p es el menor primo que divide a |G|. Entonces, π es normal si y sólo

si µ|F es ω-regular, para todo µ ∈ Ŝ. Supongamos que ω es no degenerado. Entonces, π es

normal si y sólo si µ|F = 1, para todo µ ∈ Ŝ.
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Demostración. Por el Teorema 4.3.2, la condición ω(χ, µ|F ) = ω(µ|F , χ), para todo χ ∈ Ŝ,

µ ∈ Ŝ, es equivalente a Ŝ ⊂ Z(A∗)∩G(A∗). En vista de la Proposición 4.1.8 esto es equivalente
a que π sea normal.

Sea π : Sn → Z2 (n ≥ 5) el único epimorfismo de grupos no trivial, es decir Ker π = An.
Sea F ⊆ Sn un subgrupo abeliano, y sea A = (kSn)J un twisting con J ∈ kF ⊗ kF dado por
(4.2.3). Por la proposición 4.2.6, el mapa π : A→ kZ2 es un epimorfismo de álgebras de Hopf.

Denotaremos por σ : Sn → k∗ la representación signo.

Corolario 4.3.5. π : A→ kZ2 es normal si y sólo si σ|F es ω-regular.
Supongamos que ω es no degenerado. Entonces π es normal si y sólo si F ⊆ An.

Sea n ≥ 4. Consideremos el subgrupo abeliano F =< t1, t2 >∼= Z2 × Z2 de Sn, generado
por las transposiciones t1 = (12), t2 = (34).

Tenemos que F̂ =< a1, a2 >, donde ai(tj) = 1 si i 6= j, y ai(ti) = −1.

Sea ω el único 2-cociclo no trivial de F̂ , salvo cobordes. Entonces, ω es no degenerado.
Sea J ∈ kF⊗2 el twist correspondiente.

Teorema 4.3.6. Supongamos que n ≥ 5. Entonces (kSn)J es simple.

Demostración. En este caso π : Sn → Z2 es el único cociente no trivial de Sn. Dado que las
deformaciones por twist preservan los cocientes de álgebras de Hopf, A = (kSn)J tiene un
único cociente no trivial π : A → kZ2. Puesto que F * An, por el Corolario 4.3.5, π no es
normal. Entonces (kSn)J es simple, como se hab́ıa afirmado.

Observación 4.3.7. Sea A = (kSn)J como en el teorema 4.3.6. Entonces A∗ es simple y no es
una deformación por twist de ningún grupo. De lo contrario A∗ y A seŕıan cuasi-triangulares y
simples, luego G(A) ∼= G(A∗) [55, Proposition 4]. Pero este no es el caso, dado que F ⊆ G(A)
y |G(A∗)| = 2.

Otra familia de ejemplos proviene de la construcción en [6]. Denotemos por ti la trans-
posición (2i − 1, 2i) ∈ S2n, 1 ≤ i ≤ n. Consideremos el subgrupo abeliano F =< ti, 1 ≤ i ≤
n >∼= (Z2)n de S2n.

Tenemos que F̂ =< ai : 1 ≤ i ≤ n >, donde ai(tj) = 1 si i 6= j, y ai(ti) = −1. Notemos
que σ|F = a1a2 · · · an.

Consideremos el bicarácter ω : F̂ × F̂ → k∗, ω(ai, aj) = −1, i < j, ω(ai, aj) = 1, i ≥ j.
Este ejemplo no cumple las condiciones de la Proposición 4.3.5, para n ≥ 2 par y a = a1, dado
que ω(σ|F , a1) = (−1)n−1 = −1, mientras que ω(a1, σ|F ) = 1. Sea J el twist correspondiente.

Teorema 4.3.8. Supongamos que n ≥ 3, n es par. Entonces (kS2n)J es simple.

Demostración. De nuevo, en este caso, π : Sn → Z2 es el único cociente no trivial de Sn.
Luego, A = (kSn)J sólo tiene un cociente no trivial π : A → kZ2. Por el Teorema 4.3.6 π no
es normal. Entonces (kSn)J es simple.
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Observación 4.3.9. Veamos que para todo twist J ∈ kS4 ⊗ kS4, (kS4)J no es simple; ver [35,
Chapter 6]. Sabemos, por el Corolario 4.2.4, que todo subgrupo minimal F para J es un
subgrupo cuyo orden es un cuadrado y admite un 2-cociclo no degenerado. Entonces, para
kS4, un twist debe ser un levantamiento desde un subgrupo F de orden 4 isomorfo a Z2×Z2.

Afirmación 4.3.10. Sea A = (kS4)J , donde J es un twist levantado desde un subgrupo F ∼=
Z2 × Z2, el cual no es normal y ω 6= 1. Entonces G(A) ∼= D4.

Demostración. Sea D ∼= D4 el 2-subgrupo de Sylow de S4 que contiene a F . Entonces existe
una inclusión de álgebras de Hopf kF ∼= (kF )J ↪→ (kD)J ↪→ (kS4)J .

Dado que (kD)J no es conmutativo y de dimensión 8, (kD)J ∼= kD como álgebra de Hopf
[73]. Entonces 8 divide |G((kS4)J)|.

ComoH no contiene subgrupos que sean normales en S4, por [20], (kS4)J no es conmutativa
ni coconmutativa. Entonces |G((kS4)J)| = 8 y G(A) ∼= D ∼= D4.

Sea B = S4/K ∼= S3, y ζ : (kS4)J → (kS3)ζ(J) ∼= kS3. Afirmamos que ζ es normal.
En efecto, tenemos que dimAcoB = 4. Entonces, dimAcoB ∩ kG(A) = dim kG(A)coB =

1, 2, 4, pues |kG(A)| = 8. Además, dim kG(A)coB dim ζ(kG(A)) = 8. Si dim kG(A)coB = 1, 2,
entonces dim ζ(kG(A)) = 8, 4, lo cual es imposible. Entonces dimAcoB ∩ kG(A) = 4. Esto es,
AcoB ⊂ kG(A). Por lo tanto AcoB es una subálgebra de Hopf normal.

4.4. Deformaciones de una familia de grupos superso-

lubles

Grupos no abelianos de orden pq

Sea G un grupo de orden pq con p y q números primos, tales que q > p. Denotaremos por
Zm un grupo ćıclico de orden m.

Por el teorema de Sylow, G posee un subgrupo normal P de orden p. Si Q es un q-subgrupo
de Sylow, entonces PQ = G y P∩Q = {e}. Por lo tanto,G ∼= PoQ es un producto semidirecto
de P por Q.

Veamos ahora cuales son las posibles acciones de Q = Zq en P = Zp. Recordemos que
Aut(Q) ∼= Zq−1. Si p no divide a q − 1, la única acción posible de P sobre Q es trivial y por
tanto G es isomorfo al producto directo de P y Q. Si p divide a q−1, entonces Aut(Q) tiene un
único subgrupo P ′ de orden p, y por tanto un único producto semidirecto salvo isomorfismo.

Supongamos ahora que G es el único grupo no abeliano de orden pq. Veamos como es la
estructura del álgebra de grupo kG.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado cuya caracteŕıstica no divide a pq. Entonces
como una aplicación del método de grupos pequeños de Mackey, ver [10, Proposition 11.8],
todo kG-módulo irreducible es el inducido de un kZq-módulo irreducible, donde Zq ⊆ G es el
subgrupo normal de orden q.
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Dado que cada kZq-módulo irreducible tiene dimensión uno entonces, como álgebras,

kG ∼= k(q) ×Mq(k)× · · · ×Mq(k)
p−1 copias

. (4.4.1)

Deformación simple

Recordemos que un grupo F es llamado supersoluble si posee una serie normal

1 = S0 E S2 E . . . Sn = F,

tal que cada cociente Si+1/Si es ćıclico y cada Si es normal en F .

Sean p, q y r números primos tal que q divide a p − 1 y r − 1. Sean G1 = Zp o Zq y
G2 = Zr o Zq los únicos grupos abelianos de orden pq y rq, respectivamente.

Sea G = G1 × G2 y sea Zq × Zq ∼= F ⊆ G un subgrupo de orden q2. En particular, G es
supersoluble y Z(G) = 1.

Sea 1 6= ω ∈ H2(F̂ , k∗), J ∈ kG ⊗ kG, el twist levantado desde H correspondiente a ω.
Sea A = (kG)J . Notemos que el 2-cociclo ω es no degenerado. Además, A es un álgebra de
Hopf no trivial de dimensión prq2.

Lema 4.4.1. A ∼= k(q2) ×Mq(k)× · · · ×Mq(k)
p+r−2 copias

×Mq2(k)× · · · ×Mq2(k)
(p−1)(r−1)

q2
copias

como un álgebra.

Demostración. Como álgebra, A = kG ' kG1 ⊗ kG2, entonces cada G-módulo irreducible es
de la forma V1⊗V2, donde Vi es un kGi-módulo irreducible, i = 1, 2 y la acción esta dada por
(g, h)v ⊗ w = gv ⊗ hw. El lema se sigue de (4.4.1).

La estructura de coálgebra de A sigue de [20], en particular se tiene:

Lema 4.4.2. G(A) ∼= F tiene orden q2.

Demostración. Para cada g ∈ G, sea Fg := F ∩ gFg−1, y sea ωg el 2-cociclo sobre Fg dado
por ωg(x, y) = ω−1(g−1xg, g−1yg)ω(x, y).

Por [20], las representaciones irreducibles de A∗ están clasificadas por pares (ḡ, X), donde
ḡ ∈ F\G/F es una coclase doble módulo F y X es una representación irreducible de el álgebra
de grupo torcida kωgFg. La dimensión de la representación Wḡ,X correspondiente a (ḡ, X) es
dimWḡ,X = [F : Fg] dimX.

Notemos que ωe = 1 sobre Fe = F . Entonces, dimW1̄,X = 1, para todas las posibles
elecciones de X, dando |F | representaciones de distintas de dimensión uno.

Además, dimWḡ,X = 1 si y sólo si Fg = F y dimX = 1. Esto es, si y sólo si, g ∈ NG(F )
y dimX = 1. En nuestro ejemplo, NG(F ) = F . Luego, si dimWḡ,X = 1, entonces ḡ = 1̄ y no
hay más representaciones de dimensión 1.
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Lema 4.4.3. Supongamos que A no es simple y sea K ⊆ A una subálgebra de Hopf normal
propia. Entonces dimK = pq o rq.

Además, K es necesariamente conmutativa y no coconmutativa y existe una sucesión exac-
ta de una de las siguientes formas

k → kG1 → A→ kG2 → k, k → kG2 → A→ kG1 → k.

Demostración. Sea B = A/AK+. Entonces existe una inclusión de álgebras de Hopf B∗ ⊆ A∗

y B∗ es normal en A∗. Dado que Z(G) = 1, tenemos que G(A) ∩ Z(A) = 1. En particular,
dimK 6= q [81]. Supongamos que dimB∗ = q. Entonces B∗ = kG(B∗) y G(B∗) ⊆ G(A∗) ∩
Z(A∗). Dado que ω es no degenerado, el Corolario 4.3.3 implica que q2|[A∗ : B∗] = prq, lo
cual es imposible. Entonces dimB 6= q.

Si dimB = q2p, q2r, q2, entonces dimK = r, p, pr y K es un álgebra de grupo o el dual de
un álgebra de grupo [81, 46, 21, ?]. Luego, A tiene elementos de tipo grupo de orden p o r,
contradiciendo el hecho de que |G(A)| = q2.

Entonces, dimK = pq, rq. Dado que |G(A)| = q2, K ∼= kG1 o kG2 . Análogamente, estas
son las únicas posibilidades para B∗.

Observación 4.4.4. Los resultados de [20] implican que A∗ ∼= A como álgebras. Una vez
establecida la simplicidad de A, mostraremos en la Subsección 4.4 que A∗ cop ∼= A como
álgebras de Hopf.

Teorema 4.4.5. A es simple como álgebra de Hopf.

Demostración. Supongamos que no. Calcularemos las dimensiones de los A-módulos irre-
ducibles para obtener una contradicción. Por el Lema 4.4.3, sin perdida de generalidad, pode-
mos asumir que A es un producto cruzado A ∼= kG1#σkG2.

Por el Teorema 3.2.9, los A-módulos irreducibles están clasificados por pares (x, U), donde
x es un representante de una órbita de la acción de G2 sobre G1 y U es una representación
proyectiva irreducible del estabilizador (G2)x de x.

Por el Corolario 3.2.10, el módulo irreducible W(x,U) correspondiente a (x, U) tiene dimen-
sión dimW(x,U) = [G2 : (G2)x] dimU .

Entonces, la dimensión de un A-módulo irreducible no puede ser q2. Lo cual contradice el
Lema 4.4.1. Esto concluye la demostración del teorema.

Tomando p = r en el Teorema 4.4.5 obtenemos:

Teorema 4.4.6. Sean p, q, números primos, tales que q|p− 1. Entonces existe un álgebra de
Hopf semisimple de dimensión p2q2 la cual es simple como álgebra de Hopf.

Este teorema niega la conjeturada “versión cuántica” del Teorema de Burnside para grupos
de orden paqb en el contexto de álgebras de Hopf semisimples. Este teorema da una respuesta
negativa a [1, Question 2.3].
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Auto dualidad

Si G es un grupo finito y J es un twist minimal en G, entonces la deformación por twist
A = (kG)J satisface A ∼= A∗cop [19].

En esta sección mostraremos que esto también es cierto bajo otras restricciones sobre J y
G.

Proposición 4.4.7. Sea G un grupo finito soluble y sea J ∈ kG⊗ kG un twist. Supongamos
que A = (kG)J es simple. Entonces A ∼= A∗cop.

Comparando la descripción de las teoŕıas de representaciones de G y (kGJ)∗, vemos
que esta proposición impone varias restricciones sobre los posibles grupos G que satisfacen
está condición.

Demostración. Dado que A es simple, entonces Z(G) = 1. Supongamos que F E G. Entonces
G actúa sobre kF por la acción adjunta y el producto smash kF#kG es un cociente del doble
de Drinfeld D(G). Notar que D(G) corresponde a F = G.

Para el álgebra de Hopf DF (G) = kF#kG, tenemos G(DF (G))∩Z(DF (G)) = F̂ ×Z(G) =

F̂ y
DF (G)/DF (G)(kF̂ )+ ∼= k[F,F ]#kG = D[F,F ](G).

Denotemos G = G(0), G(i+1) = [G(i), G(i)], i ≥ 0. Dado que G es soluble, existe m ≥ 1 tal que
G(m) = 1.

Iterando la construcción anterior, obtenemos una sucesión

D(G)
π1→ DG(1)(G)

π2→ DG(2)(G)
π3→ · · · πm→ DG(m)(G) = kG,

donde todo πi tiene núcleo central.
Dado que A es equivalente por twist a kG entonces D(A) es equivalente por twist a D(G).

En vista del Lema 4.2.8, obtenemos otra sucesión de álgebras de Hopf con núcleos centrales

D(A)
π1→ K1

π2→ K2
π3→ · · · πm→ Km = (kG)J

′
.

Puesto que los epimorfismo πi son normales y A y A∗ cop son simples no triviales, podemos
asumir que la composición π1 ◦ · · · ◦ πm : D(A) → (kG)J

′
es inyectiva, cuando se restringe a

A y a A∗ cop. Por dimensión, A ∼= (kG)J
′ ∼= A∗cop.

Deformaciones por twist de un grupo de orden 36

La construcción principal de esta sección nos muestra un ejemplo de un álgebra de Hopf
semisimple no trivial A de dimensión 36 que es simple como álgebra de Hopf. Esta es la menor
álgebra de Hopf semisimple la cual no es semisoluble y la única simple en dimensión 36. Ver
[35].

El álgebra de Hopf A es equivalente por twist al grupo D3 × D3, y tenemos que A ∼=
A∗ cop ∼= k(4) ⊕M2(k)(4) ⊕M4(k) como álgebras.
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Teorema 4.4.8. Sea G un grupo de orden 36 y sea J ∈ kG⊗ kG un twist tal que (kG)J es
simple. Entonces, G ∼= D3 ×D3 y (kG)J ∼= A.

Demostración. Podemos suponer que Z(G) = 1. Si J es un twist minimal de G, entonces
necesariamente G = Z3 × A4 o G = Z2 n (Z3 × Z6). Esto contradice la suposición Z(G) = 1.
Luego, podemos suponer que J no es minimal.

Además, el subgrupo minimal H de G tiene orden 4 o 9, y no es un grupo ćıclico. Más
aun, H no está contenido en ningún subgrupo normal. Esto conduce a considerar el caso
H ' Z2 × Z2 y G ∼= D3 × D3. Además, todos los subgrupo de orden 4 son conjugados y la
acción por conjugación preserva los twist no triviales.

Deformaciones por twist de grupos de orden 60

En esta subsección mostraremos los posibles ejemplos de deformaciones simples de grupos
de orden 60.

Notemos que si un álgebra de Hopf no tiene subálgebras o cocientes de Hopf, entonces es
simple. En particular, si G es un grupo finito simple no abeliano, toda deformación por twist
de kG es un álgebra de Hopf simple.

Ejemplo 4.4.9. [40]. Sea An el grupo alternante en n elementos. Consideremos el subgrupo
F ∼= Z2 × Z2, generado por a = (12)(34) y b = (13)(24). Sea ω un 2-cociclo cuya clase de
cohomoloǵıa es no trivial.

Dado que ω es no degenerado y F no es normal por Lema 4.2.5, A = (kAn)J es un álgebra
de Hopf no conmutativa ni coconmutativa simple como álgebra de Hopf para n ≥ 5.

Como álgebra, (kA5)J ∼= k ×M3(k)(2) ×M4(k)×M5(k). Ver [10, página 365].

Como vimos en el Ejemplo 4.4.9, existe un álgebra de Hopf simple de dimensión 60,
obtenida como una deformación por twist del grupo alternante A5.

Otro ejemplo proviene de la deformación por twist del grupo D3 × D5, por el Teorema
4.4.5. Para este ejemplo, A ∼= A∗ cop ∼= k(4) ⊕M2(k)(6) ⊕M4(k)(2) como álgebras.

Luego, A no es una deformación por twist de kA5. Probaremos que estas son las únicas
álgebras de Hopf simple que pueden construirse como deformaciones por twist de un grupo
de orden 60.

Por el resto de esta Subsección, G será un grupo de orden 60, J ∈ kG ⊗ kG un twist
minimal, y A = (kG)J una deformación no trivial. Dado que A no es trivial, el subgrupo
minimal F asociado a J debe ser de orden 4.

Entonces, necesariamente F ∼= Z2×Z2 y J corresponde al único 2-cociclo no trivial de H.
Asumiremos primero que G no es simple.

Lema 4.4.10. Supongamos que A es simple. Entonces G ∼= D3 ×D5.

Demostración. En primer lugar, dado que G no es simple, entonces G contiene un único
subgrupo de orden 5.
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En segundo lugar, el subgrupo F no puede estar contenido en un subgrupo normal P
de G, dado que de lo contrario, la subálgebra de Hopf kP J ⊂ (kG)J debeŕıa ser normal.
Análogamente, podemos suponer que Z(G) = 1.

Sea S E G de orden 5. Podemos asumir que G′ = G/S tiene un subgrupo normal T de
orden 3, de lo contrario G debeŕıa contener un subgrupo normal de orden 20, y este contiene
a F .

Entonces N = π−1(T ) E G es de orden 15. Luego, G es un producto semi-directo N oH.
Finalmente, dado que Z(G) = 1, G ∼= D3 ×D5.

Teorema 4.4.11. Sea |G| = 60 y sea J ∈ kG ⊗ kG un twist, tal que A = (kG)J no es
coconmutativo y es simple. Entonces, se tienen:

(i) G = A5 y A es isomorfa al álgebra de Hopf del Ejemplo 4.4.9; o
(ii) G = D3 ×D5 y A es isomorfa al álgebra de Hopf autodual en el Teorema 4.4.5.

Dado que el álgebra de Hopf en (i) no es auto-dual, se tienen tres ejemplos de álgebras de
Hopf semisimples simples en dimensión 60.

Demostración. Usaremos el Lema 4.4.10. Notemos que los subgrupos de orden 4 en G son
conjugados, y |H2(Z2 × Z2, k

∗)| = 2. Entonces, todo par de twist no triviales en G producen
álgebras de Hopf isomorfas.

Álgebras de Hopf simple obtenidas por bosonización

En esta sección responderemos la pregunta [1, Question 2.13].
Recordemos primero la construcción de bosonización, también llamada biproducto, debida

a Radford y Majid.

Definición 4.4.12. Sea (C, σ) una categoŕıa trenzada. Una biálgebra en C es una terna
(R,m, u,∆, ε), donde (R,m, u) es un álgebra en C, (R,∆, ε) es una coálgebra en C, tal que
ε : R→ 1 es un morfismo de álgebras y

∆m = (m⊗m) ◦ (idR ⊗ σR,R ⊗ idR) ◦ (∆⊗∆).

Si además existe un morfismo S : R→ R tal que

m(S ⊗ id)∆ = uε = m(id⊗ S)∆ : R→ R,

entonces (R,m, u,∆, ε, S) será llamada un álgebra de Hopf trenzada en C.

Sea H un k-álgebra de Hopf con ant́ıpoda biyectiva. Existe una correspondencia biyectiva
entre álgebras de Hopf trenzadas en H

HYD y k-álgebras de Hopf A munidas de morfismos de
álgebras de Hopf

A
ι

�
p
H,
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tales que pι = idH . Esta correspondencia fue descrita por Radford en [53], y explicada en
estos términos por Majid en [42].

Sea A
ι

�
p
H como antes y sea R = AcoH = {a ∈ A | (id ⊗ p)∆(a) = a ⊗ 1}. Ésta es una

subálgebra coideal a izquierda de A.
La counidad de R es la restricción de la de A. Se definen la comultiplicación, la ant́ıpoda,

la coacción y la acción por

∆R(r) = r(1)(ιSH(pr(2)))⊗ r(3),

SR(r) = (ιp(r(1)))SA(r(2)),

h ⇀ r = h(1)rS(h(2)),

δ(r) = (p⊗ id)∆(r).

Estos morfismos hacen de R un álgebra de Hopf trenzada en H
HYD.

Rećıprocamente, si R es un álgebra de Hopf en H
HYD, sea A = R#H el producto cruzado

dado por la acción de H sobre R, y sea

∆A(r#h) = (r(1)#r(2)(−1)h(1))⊗ (r(2)(0)#h(2)),

ι(h) = 1#h, p(r#h) = ε(r)h,

SA(r#1) = ι(S(r(−1)))(SR(r(0))#1) = (S(r(1)) ⇀ SR(r0)#S(r(2))).

Estos morfismos proporcionan una estructura de álgebra de Hopf en R#H, y las constru-
cciones son inversas mutuamente. Esta construcción es llamada la bosonización de R por
H.

Ejemplo 4.4.13. Sea G = N o Q un producto semidirecto de grupos finitos. Entonces
tenemos un morfismo de grupos π : N → Q, n 7→ (n, 1) tal que ιπ = idN donde ι : N → G es
la inclusión. En este caso tanto kG como kG son bozonizaciones.

Definición 4.4.14. Un álgebra de Hopf, se dice muy simple si es simple (es decir, no posee
subálgebras de Hopf normales), y no puede presentarse como una bosonización en una forma
no trivial.

En [1, Question 2.13] se plantea la siguiente pregunta: ¿Existe un álgebra de Hopf semi-
simple, la cual es simple pero no muy simple?

Sea σ : H ⊗ H → k un 2-cociclo. Entonces el funtor identidad (id, b) : HM → HσM
es un funtor monoidal con el isomorfismo natural bV,W : V ⊗ W → V ⊗ W, v ⊗ w 7→
σ(v−1, w−1)v(0) ⊗ w(0). Denotaremos la imagen de este funtor por V σ.

Puesto que H
HYD es el centro de la categoŕıa monoidal HM la equivalencia (id, b) induce

una equivalencia de categoŕıas trenzadas entre H
HYD y Hσ

HσYD.
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Supongamos que R es un álgebra de Hopf trenzada en H
HYD. Usando la equivalencia de

categoŕıas entre H
HYD y Hσ

HσYD, Rσ es un álgebra de Hopf trenzada en Hσ

HσYD, con multipli-
cación y comultiplicación

a · b = σ(a(−1), b(−1))a(0)b(0)

∆(a) = σ−1(a(1)(−1), a(1)(−1))a(1)(0) ⊗ a(2)(0)

donde a, b ∈ R.
El 2-cociclo σ induce un 2-cociclo σ : R o H ⊗ R o H → k a través de la proyección

RoH → H, y podemos construir la deformación por el 2-cociclo (RoH)σ.
Es fácil ver que el mapa a ⊗ h 7→ σ(a(−1), h(−1))a(0) ⊗ h(0) es un isomorfismo de álgebras

de Hopf entre (RoH)σ y Rσ oHσ.

Consideremos el producto semidirecto G = N o Q de la sección anterior. En este caso,
N = Zp × Zr, Q = Zq × Zq y σ : Q̂ × Q̂ → k∗ un 2-cociclo no trivial. Entonces por el
Teorema 4.4.5 la familia de álgebras de Hopf construidas en la sección anterior, son ejemplos
de álgebras de Hopf semisimples, las cuales son bosonizaciones y son simples como álgebras
de Hopf. Esto contesta la pregunta [1, Question 2.13].
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Caṕıtulo 5

Subálgebras de Hopf normales en
deformaciones por cociclo

En este caṕıtulo mostraremos condiciones necesarias y suficientes para que una subálgebra
de Hopf K ⊆ (kG)σ, en una deformación por cociclo del álgebra de Hopf kG, sea normal.

De ahora en más G será un grupo finito, S ⊆ G será un subgrupo, y α ∈ Z2(S, k∗) un
2-cociclo no degenerado. Denotaremos por A = IndGS (kαS) el objeto galoisiano de kG asociado.

Denotaremos también por J ∈ kS ⊗ kS ⊆ kG⊗ kG, el twist correspondiente a A. Luego
(kG)J ' L∗, donde L = L(A,H).

5.1. Correspondencia de Galois

Sea C una k-coálgebra. Recodemos que el producto cotensorial de un C-comódulo a
derecha V y un C-comódulo a izquierda W es definido como el ecualizador

V�CW ⇒ V ⊗W → V ⊗ C ⊗W

donde las dos flechas paralelas están dadas por la estructura de comódulo a derecha de V y
de comódulo a izquierda de W respectivamente.

Teorema 5.1.1. Sean H y L álgebras de Hopf con ant́ıpoda biyectiva y sea A un objeto
H-L-bigaloisiano.

Existe una correspondencia biyectiva entre:

Coidelaes ideales a izquierda I ⊆ L, tales que L es un L/I-comódulo fielmente coplano
a izquierda (respectivamente, a derecha), y

H-subcomódulo álgebras B ⊆ A, tales que A es un B-módulo fielmente plano a izquierda
(respectivamente, a derecha).
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La correspondencia está definida como sigue. A un coideal ideal a izquierda I ⊆ L, le asigna-
mos la subálgebra B := coL/IA. A un H-subcomódulo álgebra B ⊆ A le asignamos el coideal
ideal a izquierda I ⊆ L ∼= (A⊗ A)coH , tal que L/I ∼= (A⊗B A)coH .

Sean I ⊆ L y B ⊆ A en correspondencia bajo esta biyección. Entonces, se tienen:

1. I es un ideal de Hopf, si y sólo si, B es estable por la acción de Miyashita-Ulbrich de
H sobre A.

2. I es un ideal de Hopf conormal, si y sólo si, B es estable bajo la acción de Miyashita-
Ulbrich y la coacción de L sobre A

Demostración. Ver [66, Theorem 3.6, Theorem 3.8].

Diremos que una subálgebra de coidel L′ ⊆ L es admisible si L es fielmente plano como
L′-módulo a derecha.

Teorema 5.1.2. Sean H y L álgebras de Hopf con ant́ıpoda biyectiva, y sea A un objeto H-
L-bigaloisiano. Existe una biyección entre subálgebras coideales a izquierda L′ ⊆ L admisibles
a derecha y H-subcomódulo álgebras de A admisibles a derecha. La correspondencia está dada
por L′ 7→ L′�HA.

Supongamos que L′ es una subálgebra de Hopf de L admisible a derecha y A(L′) = L′�LA.
Entonces, la estructura de L-comódulo a izquierda de A se restringe a un mapa δ : A(L′) →
L′ ⊗ A(L′), que hace de A(L′) un objeto L′-galoisiano a izquierda.

Demostración. Ver [66, Theorem 3.11].

Observación 5.1.3. La demostración del teorema principal de este caṕıtulo está basada en el
siguiente argumento:

Sean H y L álgebras de Hopf de dimensión finita, y sea A un objeto H-L-bigaloisiano.
Por la Proposición 4.2.6, existe una correspondencia biyectiva entre subálgebras de Hopf de
H y L.

Sea H ′ ⊆ H una subálgebra de Hopf. Entonces, por el Teorema 5.1.2, A(H ′) = A�HH ′ ⊆
A�HH ' A, es un objeto H ′-galoisiano a derecha.

Sea L′ = L(A(H ′), H ′). Entonces, L′ ⊆ L es una subálgebra de Hopf de manera única, tal
que A(H ′) ⊆ A es un (L,H)-bicomódulo subálgebra. En este caso, tenemos que A(H ′) es un

objeto (L′, H ′)-bigaloisiano, y A(H ′) = coLA, donde L′ = coLL, L = L/L(L′)+.

La subálgebra de Hopf correspondiente L′ ⊆ L da lugar, a su vez, a un coideal ideal
a izquierda I = L(L′)+ ⊆ L, el cual corresponde bajo el Teorema 5.1.1, a la subálgebra
H-comódulo coL/IA = A(H ′).

Por el Teorema 5.1.1, I = L(L′)+ ⊆ L es un ideal de Hopf, o en otras palabras, L′ ⊆ L es
una subálgebra de Hopf normal, si y sólo si, A(H ′) ⊆ A es un H-submódulo bajo la acción
de Miyashita-Ulbrich.
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Consideremos el cociente de H-módulo coálgebras a izquierda p : H → H ′′, donde H ′′ =
H/H(H ′)+. La coálgebra H ′′ coactúa sobre A v́ıa

(id⊗ p)ρ : A→ A⊗H ′′.

El siguiente lema describe la subálgebra A(H ′).

Lema 5.1.4. Tenemos que A(H ′) = ρ−1(A⊗H ′) = AcoH′′.

Aqúı estamos identificando A(H ′) con una subálgebra de A a través del isomorfismo
canónico ρ : A→ A�HH, inducido por la coacción a derecha de H en A.

Demostración. Es claro que bajo el isomorfismo ρ : A → A�HH, A�HH ′ se identifica con
ρ−1(A ⊗ H ′) ⊆ A. La inclusión A(H ′) ⊆ AcoH′′ es consecuencia de que p|H′ = ε. La otra
inclusión se sigue del hecho que H ′ = HcoH′′ . Esto demuestra el lema.

Observación 5.1.5. Recordemos que la coacción ρ : A → A ⊗ H, proporciona una acción a
izquierda H∗ ⊗ A→ A, tal que f.a = f(a(1))a(0), para todo f ∈ H∗, a ∈ A.

Consideremos la subálgebra coideal a derecha R = (H ′′)∗ ⊆ H∗. Entonces, tenemos que
A(H ′) = AcoH′′ = AR, donde AR es la subálgebra de invariantes de A bajo la acción de R.

Sea π : G→ G′ un epimorfismo de grupos. Éste corresponde a un epimorfismo de álgebras
de Hopf kG→ kG′.

Sea F ⊆ G el núcleo de π. De modo que F es un subgrupo normal de G.
Dualizando el epimorfismo π : kG → kG′, obtenemos una inclusión de álgebras de Hopf

H ′ = kG
′ ⊆ H = kG. Esta inclusión es necesariamente normal, pues kG es conmutativa.

Usando el Lema 5.1.4, tenemos que A(kG
′
) = Aco kF = AF , es la subálgebra de F -

invariantes.

5.2. La acción de Miyashita-Ulbrich en A(G,S, α)

La siguiente proposición da una descripción concreta y alternativa de los objetos ga-
loisianos A(G,S, α). Ésta será conveniente para nuestros propósitos.

Proposición 5.2.1. Existe un isomorfismo de G-álgebras

A(G,S, α) ' IndGS kαS = kG⊗kS kαS,

donde la acción de G a izquierda y la multiplicación están dadas, respectivamente por

g′.g ⊗ x = g′g ⊗ x, (5.2.1)

(g ⊗ x)(h⊗ y) =

{
0, h−1g /∈ S,
h⊗ (h−1g.x)y, h−1g ∈ S.

(5.2.2)
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Demostración. Sea A = A(G,S, α). Por definición, A = HomkS(kG, kαS). Usando la ver-
sión de la reciprocidad de Frobenius en [10, Proposition (10.21)], tenemos un isomorfismo
HomkS(kG, kαS) ' HomkG(kG, kG⊗kS kαS) ' kG⊗kS kαS.

Tomando G = ∪ri=1giS, donde gi, 1 ≤ i ≤ r, es un conjunto de representantes de las
coclases a izquierda de S en G. Un isomorfismo φ : A(G,S, α) → kG ⊗kS kαS esta definido
expĺıcitamente por

φ(f) =
∑
i

gi ⊗ f(g−1
i ).

Su inverso ψ : kG⊗kS kαS → A(G,S, α) esta determinado

ψ(g ⊗ x)(b) = λ(bg)x,

donde λ : G→ kS es el mapa λ(g) = g, si g ∈ S, y λ(g) = 0, en otro caso. Claramente, estos
isomorfismos no dependen de la elección de los representantes de las coclases a izquierda.
Además, estos isomorfismo transforman la estructura de G-álgebra sobre Aa la estructura
de G-álgebra sobre kG ⊗kS kαS dada por las formulas (5.2.1) and (5.2.2). Esto prueba la
proposición.

De ahora en más usaremos la identificación A = A(G,S, α) ' kG ⊗kS kαS, dada por la
Proposición 5.2.1.

Ahora describiremos la acción de Miyashita-Ulbrich ↼: A⊗ kG → A en términos de esta
identificación.

Notemos primero que en nuestro contexto, esta acción corresponde a una G-graduación
sobre A: A = ⊕g∈GAg, tal que Ag = A ↼ eg, g ∈ G. Llamaremos a ésta la graduación de
Miyashita-Ulbrich.

Dado un elemento homogéneo a ∈ Ag, g se dirá el grado de homogeneidad de a, y se
denotará g = |a|.

Lema 5.2.2. La graduación de Miyashita-Ulbrich sobre A está determinada por

|g ⊗ xs| := gsg−1,

para todo g ∈ G, s ∈ S.

Demostración. De acuerdo con la caracterización de la acción de Miyashita-Ulbrich dada por
el Lema 3.1.12, tenemos que Ag = {a ∈ A| ax = (g · x)a, para todo x ∈ A}.

Sean g, h ∈ G, s, t ∈ S. Entonces,(
(gsg−1).(h⊗ xt)

)
(g ⊗ xs) = (gsg−1h⊗ xt)(g ⊗ xs)

=

{
0, sg−1h /∈ S,
g ⊗ (sg−1h.xt)xs, sg−1h ∈ S.

74



Claramente, sg−1h ∈ S si y sólo si h−1g ∈ S, y en este caso,

g ⊗ (sg−1h.xt)xs = g ⊗ xs(g−1h.xt) = h⊗ (h−1g.xs)xt.

La primera igualdad sigue de que xs es homogéneo de grado s, con respecto a la S-graduación
de Miyashita-Ulbrich en kαS.

Luego, (
(gsg−1).(h⊗ xt)

)
(g ⊗ xs) = (g ⊗ xs)(h⊗ xt).

Dado que esto se tiene para todo g, h ∈ G, s, t ∈ S, entonces g ⊗ xs es homogéneo de grado
gsg−1, como fue afirmado. Esto finaliza la demostración del lema.

5.3. La subálgebra AF de F -invariantes bajo la acción

de un subgrupo F

Sea I = {g1, g2, . . . , gn} un conjunto de representantes de las coclases a derecha de S en
G. Entonces, el conjunto {gi ⊗kS xs}s∈S,i∈I es una base de kG⊗kS kαS.

Es claro que (A, I × S, k(g ⊗ xs)) es un espacio monomial. Ver Sección 1.5.

El conjunto I tiene una acción natural de G, definida por g.gi = gj, si y sólo si,

ggi = gjt, para algún t ∈ S.

En términos de la base {gi ⊗kS xs}s∈S,i∈I , la acción de G sobre A tiene la forma

g.(gi ⊗kS xs) = ggi ⊗kS xs = (g.gi)t⊗kS xs = α(t, s)α(ts, t−1)(g.gi)⊗kS xtst−1 .

Entonces, para cada g ∈ G, la acción de g permuta los espacios vectoriales k(gi ⊗kS xs). En
otras palabras, (A, I × S, k(gi ⊗ xs)) es una representación monomial de G.

La acción inducida de G sobre I × S esta dada por

g.(gi, s) = (gj, tst
−1) = (g.gi, tst

−1),

con gj ∈ I, t ∈ S, como antes.

Sea F ⊆ G un subgrupo. En lo que sigue, consideramos la representación monomial de F
sobre A obtenida por restricción.

Podemos considerar a S como un S-conjunto a izquierda y a G como un S-conjunto a
derecha, con acciones dada por conjugación y multiplicación a derecha, respectivamente; esto
es, s.t = sts−1, g.s = gs para s, t ∈ S, g ∈ G.

Tenemos entonces, el conjunto cociente G×S S, bajo la relación de equivalencia: (g, s) ∼
(g′, s′), si y sólo si, existe t ∈ S tal que (g′, s′) = (g.t−1, t.s) = (gt−1, tst−1).

El conjunto G×S S está equipado con una G-acción a izquierda dada por la multiplicación
a izquierda en la primera componente.
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Lema 5.3.1. El mapa I ×S → G×S S que env́ıa el elemento (gi, s) a la clase del par (gi, s),
es un isomorfismo de G-conjuntos.

Demostración. Todo g ∈ G, se escribe en forma única como g = gis
′, para algún gi ∈ I, y

s′ ∈ S. El mapa que env́ıa la clase del par (g, s) al par (gi, s
′ss′−1) ∈ I×S, está bien definido.

Este mapa es de G-conjuntos y define un inverso del mapa del lema.

Podemos aśı identificar la representación monomial (A, I×S, k(gi⊗xs)) de F con (A,G×S
S, k(g ⊗ xs)).
Definición 5.3.2. Diremos que la clase (g, s) ∈ G×S S es (α, F )-regular, si α(s, t) = α(t, s),
para todo t ∈ CS(s) ∩ g−1Fg.

Supongamos que F es normal en G. Diremos que s ∈ S es (α, F )-regular, si α(s, t) =
α(t, s), para todo t ∈ CS(s) ∩ F .

Observación 5.3.3. En vista del Lema 5.3.4, la noción de (α, F )-regularidad esta bien definida,
es decir, sólo depende de (g, s) ∈ G×S S.

Además, bajo la hipótesis de que F es normal en G, la definición de elemento (α, F )-regular
s ∈ S depende sólo de la clase de conjugación de s en S.

En este caso, para todo g ∈ G, la clase (g, s) es (α, F )-regular en G ×S S, si y sólo si,
s ∈ S es (α, F )-regular.

Lema 5.3.4. La clase (g, s) ∈ G ×S S es regular bajo la acción de F , si y sólo si, ésta es
(α, F )-regular.

Demostración. El estabilizador de (g, s) en F es el subgrupo F (g, s) = gCS(s)g−1 ∩ F . Sea
r ∈ gCS(s)g−1 ∩ F , r = gtg−1, t ∈ CS(s). Entonces

gtg−1 � g ⊗kS xs = α(t, s)α(ts, t−1)g ⊗kS xs
= α−1(s, t)α(t, s)g ⊗kS xs
= α−1(s, g−1rg)α(g−1rg, s)g ⊗kS xs,

donde la segunda igualdad sigue de que α(g, g−1) = 1, para todo g ∈ G.
Entonces, la clase (g, s) es regular bajo la acción de F , si y sólo si,

α−1(s, g−1rg)α(g−1rg, s) = 1,

para todo r ∈ g−1CS(s)g ∩ F . Es decir, si y sólo si (g, s) es (α, F )-regular.

Proposición 5.3.5. Sea T un conjunto de representantes de las F -órbitas regulares de G×SS.
Para cada (g, t) ∈ T , sea

v(g,t) =
∑

h∈Y(g,t)

hg ⊗kS xt, (g, t) ∈ T,

donde Y(g,t) es un conjunto de representantes de coclases a izquierda de gCS(s)g−1 ∩ F en F .
Entonces, el conjunto {v(g,t) : (g, t) ∈ T} es una base de la subálgebra AF de F -invariantes

de A.
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Demostración. Tenemos que (A,G×S S, k(g ⊗kS xs)) es una representación monomial de F .
Por el Lema 5.3.4, los estabilizadores son los subgrupos gCS(s)g−1 ∩ F . Por el Lema 1.5.1,
{v(g,t) : (g, t) ∈ T} es una base de AF , como se afirmó.

Observación 5.3.6. El objeto kG-galoisiano A(G,S, α) es isomorfo a la representación regular
kG como un G-módulo. Entonces, dimA(G,S, α)F = [G : F ].

En vista de la Proposición 5.3.5, para todo 2-cociclo no degenerado α, el número de órbitas
(α, F )-regulares en G×S S es igual a [G : F ].

5.4. Subálgebras de Hopf normales de L(A, kG)

En primer lugar, tenemos el siguiente resultado, válido para todo subgrupo F de G:

Teorema 5.4.1. La subálgebra AF es un kG-submódulo de A con respecto a la acción de
Miyashita-Ulbrich, si y sólo si, para todo elemento (α, F )-regular (g, s) ∈ G ×S S, se tiene
que g−1Fg ⊆ CG(s).

Demostración. Continuamos con la notación de la Proposición 5.3.5. Notemos que la condición
g−1Fg ⊆ CG(s) equivale a que CF (gsg−1) = F .

Supongamos primero que CF (gsg−1) = F , para todo (g, s) ∈ T . Sea σ ∈ G. Por Lema
5.2.2, tenemos

v(g,s) ↼ eσ =
∑

h∈Y(g,s)

hg ⊗kS xs ↼ eσ

=
∑

h∈Y(g,s)

δσ,(hg)s(hg)−1hg ⊗kS xs

= δσ,gsg−1v(g,s).

Dado que ésto vale para todo σ ∈ G, entonces AF es un kG-submódulo con respecto a la
acción de Miyashita-Ulbrich.

Rećıprocamente, supongamos que AF es un kG-submódulo bajo la acción de Miyashita-
Ulbrich. Sea {v(g0,t0), v(g1,t1), . . . , v(gr,tr)} la base de AF dada por la Proposición 5.3.5.

Recordemos que {hgi ⊗kS xti}h∈Y(gi,ti)
,(gi,ti)∈T es un conjunto de vectores linealmente inde-

pendientes en A. Ver Observación 1.5.2.
Tenemos v(g0,t0) =

∑k
i=1 v

σi
(g0,t0), donde vσi(g0,t0) es la componente homogénea de grado σi ∈ G,

con respecto a la graduación de Miyashita-Ulbrich:

vσi(g0,t0) =
∑

h∈Y(g0,t0), hg0t0g
−1
0 h−1=σi

hg0 ⊗kS xt0 .

Dado que, por hipótesis, AF es estable por la acción de Miyashita-Ulbrich de kG, cada una
de las componentes homogéneas vσi(g0,t0) está en AF .
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Si vσ1

(g0,t0), . . . , v
σl
(g0,t0) son las componentes homogéneas de v(g0,t0), entonces

{vσ1

(g0,t0), . . . , v
σl
(g0,t0), v(g1,t1), . . . , v(gr,tr)}

es un conjunto de l + r vectores linealmente independientes de AF . Pero v(g0,t0), v(g1,t1),
. . . , v(gr,tr) forman un a base de AF . Por lo tanto l = 1.

Luego, vσ1

(g0,t0) = v(g0,t0), y vσi(g0,t0) = 0, para todo i > 1. Esto implica que v(g,s) es homogéneo

para toda clase (α, F )-regular (g, s).

Sea (g, s) una clase (α, F )-regular. Tenemos que v(g,s) ↼ eu = v(g,s), para algún u ∈ G.
Luego,

v(g,s) =
∑

h∈Y(g,s)

hg ⊗kS xs ↼ eu =
∑

h∈Y(g,s)

δu,(hg)s(hg)−1hg ⊗kS xs.

Podemos asumir que e ∈ Y(g,s), donde e ∈ F es el elemento identidad. Entonces, por la
independencia lineal del conjunto {hg ⊗kS xt}h∈Y(g,t),(g,t)∈T , obtenemos gsg−1 = u, y además

gsg−1 = hgsg−1h−1, para todo h ∈ Y(g,s).
Pero (g, s) es un elemento arbitrario en la F -órbita (α, F )-regular y Y(g,s) es un conjunto

cualquiera de representantes de la coclases a izquierda para gCS(s)g−1 ∩ F en F . Entonces,
gsg−1 = hgsg−1h−1 para todo h ∈ F . Es decir que F = CF (gsg−1). Esto termina la de-
mostración del teorema.

Como aplicación del Teorema 5.4.1, daremos una demostración del resultado principal de
este caṕıtulo.

Recordemos que por la Proposición 4.2.6, a toda subálgebra de Hopf H ′ ⊆ kG, le corres-
ponde una única subálgebra L′ ⊆ L y toda subálgebra de kG es de la forma kG/F para algún
subgrupo normal F E G.

Teorema 5.4.2. La subálgebra de Hopf L′ ⊆ L correspondiente a un subgrupo normal F E G
es normal en L, si y sólo si, F ⊆ CG(s), para todo elemento (α, F )-regular s ∈ S.

Demostración. Por el Lema 5.1.4 y los resultados en la Observación 5.1.3, es suficiente con
determinar las condiciones bajo las cuales la subálgebra de invariantes AF es estable bajo la
acción de Miyashita-Ulbrich. Esto es un caso especial del Teorema 5.4.1, para el caso en que
F es un subgrupo normal G.

5.5. Ejemplos

Una primera aplicación del Teorema 5.4.2, está dada por el siguiente lema. Su inter-
pretación en términos de twist es bien conocida. Ver [35, Lemma 5.4.1].

Lema 5.5.1. Sea F un subgrupo normal de G. Si S ⊆ F , entonces AF es un kG-submódulo
de A con respecto a la acción de Miyashita-Ulbrich.
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En otras palabras, si J ⊆ kF ⊗ kF , entonces (kF )J ⊆ (kG)J es una subálgebra de Hopf
normal.

Demostración. Sea (g, s) una clase (α, F )-regular. Entonces, α(s, t) = α(t, s), para todo t ∈
CS(s) ∩ g−1Fg = CS(s). Dado que α es no degenerado, entonces s = 1.

Por el Teorema 5.4.1, AF es un kG-submódulo de A con respecto a la acción de Miyashita-
Ulbrich.

El siguiente teorema es una generalización del Teorema 4.3.4 al caso en que S no es
necesariamente abeliano.

Teorema 5.5.2. Supongamos que Z(G) = 1. Sea F un subgrupo normal de G, tal que [G : F ]
es un número primo. Entonces, AF es un kG-submódulo de A con respecto a la acción de
Miyashita-Ulbrich, si y sólo si, S ⊆ F .

Esto significa que el cociente correspondiente (kG)J → k(G/F )J es conormal si y sólo si
J ∈ kF ⊗ kF .

Demostración. Supongamos que S ⊆ F . Por el Lema 5.5.1, AF es un kG-submódulo de A con
respecto a la acción de Miyashita-Ulbrich.

Rećıprocamente, supongamos que AF es un kG-submódulo de A con respecto a la acción
de Miyashita-Ulbrich. Sea s ∈ S un elemento (α, F )-regular. Entonces F ⊆ CG(s).

Si F  CG(s), entonces CG(s) = G, pues [G : F ] es primo. Dado que Z(G) = 1, tenemos
que s = 1. Si F = CG(s), entonces α(s, t) = α(t, s), para todo t ∈ CS(s)∩F = CS(s). Puesto
que α es no degenerado, entonces también s = 1.

Luego, toda clase (α, F )-regular es de la forma (g, 1). Recordemos que dimAF es igual al
número de órbitas (α, F )-regulares en G×S S.

Notemos que (g, 1) ∼ (σ, 1), si y sólo si, g ∈ σS. Entonces (g, 1) es conjugado a (σ, 1),
bajo la acción de F , si y sólo si, g ∈ FσS = σFS. Por lo tanto, el número de órbitas
(α, F )-regulares es [G : FS].

Por otro lado, la dimensión de AF es [G : F ]. Ver Observación 5.3.6. Entonces debe
ser [G : FS] = [G : F ]. Por lo tanto, se deduce que S ⊆ F . Esto concluye la prueba del
Teorema.

Deformaciones simples de una familia de grupos no solubles

Sea F un grupo finito simple no abeliano, y sea x ∈ F un elemento de orden primo p.
Consideremos el producto semidirecto G = F o Zp, con respecto a la acción de Zp en F ,

dada por la conjugación por x. Notemos que Z(G) = 1.

Proposición 5.5.3. El álgebra de Hopf (kG)J es simple, si y sólo si, S * F .
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Demostración. El único subgrupo normal no trivial de G es F . Por el Teorema 5.5.2, tenemos
que el cociente (kG)J → kZp es conormal, si y sólo si, S ⊆ F .

Observación 5.5.4. Sea S el subgrupo dado por S = 〈x〉o Zp. Tenemos que S ' Zp × Zp.
En particular, todo 1 6= α ∈ H2(S, k∗) ' Zp × Zp es no degenerado. Entonces, el álgebra

de Hopf kG tiene la menos p − 1 objetos galoisianos no triviales A(G,S, α) para los cuales
S " F .

En vista de la Proposición 5.5.3, todas las deformaciones por twist correspondientes son
álgebras de Hopf simples.

Lo que sigue da una generalización de los resultados de la Sección 4.3 para los grupos
simétricos Sn.

Corolario 5.5.5. Sea n ≥ 5 y sean G = Sn, F = An, el grupo simétrico y el grupo alternante
en n letras, respectivamente. Sean S ⊆ Sn un subgrupo, y α un 2-cociclo no degenerado en S.
Entonces, la deformación asociada (kSn)J es simple, si y sólo si, S " An.

Demostración. Tenemos que G = An o Z2 = Sn. El enunciado se sigue de 5.5.3.

Demostración alternativa del Teorema 4.4.5

Como aplicación del Teorema 5.4.2, daremos una demostración alternativa del Teorema
4.4.5. Esta demostración es válida para un cuerpo arbitrario.

Demostración Teorema 4.4.5. Notemos que los grupos Gi solamente tienen un subgrupo nor-
mal. El subgrupo S es conjugado a un subgrupo de la forma S = S1 × S2, donde Si ⊆ Gi,
Si ' Zq. Si s = (s1, s2) ∈ S, entonces CG(s) = CG1(s1)× CG2(s2).

Consideremos un subgrupo normal N de G, tal que AN es un kG-submódulo de A con
respecto a la acción de Miyashita-Ulbrich.

Sea s ∈ S un elemento (α,N)-regular. Luego, N ⊆ CG(s) y α(s, t) = α(t, s), para todo
t ∈ CG(s) ∩N .

Si s1 6= 1 y s2 6= 1, entonces CG(s) = S. Pero S no contiene subgrupo normales de G.
Entonces s1 = 1 o s2 = 1.

Supongamos que s1 = 1 y s2 6= 1. Entonces, CG(s) = S1×G2 ⊇ N . Luego, α(s, t) = α(t, s),
para todo t ∈ S. Pero α es no degenerado, por lo tanto s = 1, lo cual es una contradicción.

En conclusión, toda clase (α, F )-regular es de la forma (g, 1). El mismo argumento de la
prueba del Teorema 5.5.2 muestra que [G : NS] = [G : N ], y entonces S ⊆ N .

Esto implica que N = G. Por lo tanto (kG)J no contiene subálgebras de Hopf normales
propias. Esto prueba el teorema.
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Caṕıtulo 6

Acción de un grupo sobre una
categoŕıa tensorial

En este capitulo definimos una acción de un grupo sobre una categoŕıa tensorial C.
Mostramos que existe una teoŕıa de obstrucción análoga a la de teoŕıa de extensiones de
grupos, y que las acciones están parametrizadas por grupos de cohomoloǵıa abeliana.

6.1. Acciones de un grupo sobre una categoŕıa tensorial

Sea G un grupo. Denotaremos por G la categoŕıa monoidal discreta asociada a G. Los
objetos de G son los elementos de G, las flechas son las identidades y el producto tensorial es
el producto del grupo.

SeaM una categoŕıa abeliana. Sea Aut(M) la categoŕıa monoidal donde los objetos son las
auto-equivalencias exactas de C, las flechas son isomorfismo naturales y el producto tensorial
está dado por la composición de funtores.

Una acción de G sobre M, es un funtor monoidal ∗ : G→ Aut(M).

Sea C una categoŕıa monoidal. Denotaremos por Aut⊗(C) la categoŕıa de auto-equivalencias
monoidales. Las flechas de esta categoŕıa son los isomorfismos naturales entre transformaciones
monoidales.

Definición 6.1.1. Una ⊗-acción de G en la categoŕıa monoidal C, o simplemente una acción
de G en C, es un funtor monoidal ∗ : G→ Aut⊗(C).

Sea C una categoŕıa tensorial. Denotaremos por Aut⊗(C) el grupo de auto-equivalencias
tensoriales. Esto es, Aut⊗(C) es el conjunto de clases de isomorfismo de auto-equivalencias
monoidales de C, con multiplicación inducida por la composición de funtores monoidales:
[F ][F ′] = [F ◦ F ′].
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Toda G-acción sobre una categoŕıa monoidal induce un homomorfismo de grupos ψ : G→
Aut⊗(C). Diremos que un homomorfismo ψ : G → Aut⊗(C) es realizable si existe alguna
G-acción tal que el homomorfismo de grupos inducido coincide con ψ.

El objetivo de esta subsección es mostrar que para todo homomorfismo ψ : G→ Aut⊗(C),
existe un 3-cociclo asociado, el cual tiene clase de cohomoloǵıa trivial, si y sólo si, la acción
es realizable.

Más aún, toda realización está en correspondencia con un elemento de un segundo grupo
de cohomoloǵıa.

2-grupos

Definición 6.1.2. Un 2-grupo coherente es una categoŕıa monoidal ŕıgida C tal que todo
morfismo es un isomorfismo.

Observación 6.1.3. Dado que C es ŕıgida, para cada objeto X de C, existe X∗ ∈ Obj(C), tal
que X ⊗X∗ ∼= 1.

Ejemplo 6.1.4. Sea G un grupo. Sean A un G-módulo y ω ∈ Z3(G,A) un 3-cociclo norma-
lizado. Sea además C(G,A, ω) la siguiente categoŕıa:

1. Obj(C(G,A, ω)) = G,

2. HomC(G,A,ω)(g, h) =

{
A, si g = h
∅, si g 6= h.

Definimos una estructura de categoŕıa monoidal en C(G,A, ω) como sigue.
Sean g ∈ End (a) y h ∈ End (b), a, b ∈ A, g, h ∈ G. Entonces, a⊗ b = a+ gb y g⊗h = gh.

Definimos el asociador como Φg,h,k = ω(g, h, k).
La condición de 3-cociclo es equivalente al axioma del pentágono, y la condición de nor-

malidad implica que e es el objeto unidad para esta categoŕıa.
Si ω(g, g−1, g) = ω(g−1, g, g−1) = 1, la categoŕıa monoidal es ŕıgida, con g∗ = ∗g = g−1 y

morfismos de evaluación y coevaluación dados por ide.

Otro ejemplo de 2-grupo coherente está dado por la categoŕıa Aut⊗(C) de autoequivalencias
monoidales.

Definición 6.1.5. Sea C una categoŕıa arbitraŕıa. Diremos que C es esquelética, si para cada
par de objetos X, Y ∈ C, tales que X ∼= Y , se tiene que X = Y .

Un esqueleto de una categoŕıa es una subcategoŕıa plena C, tal que cada objeto de C es
isomorfo un objeto de C y C es esquelética.

Toda categoŕıa es equivalente a cualquiera de sus esqueletos. Recordemos la construcción
de un esqueleto monoidal C para una categoŕıa monoidal C:
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Sea Ω un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de objetos de C, tal que
1 ∈ Ω. Si X es un objeto de C, denotaremos por X el objeto en Ω que representa a X.

Definimos una categoŕıa monoidal (C,�) como sigue.
La categoŕıa subyacente C está dada por Obj(C) = Ω, y HomC(X, Y ) = HomC(X, Y ), para

todo X, Y ∈ Ω.
El producto tensorial � está definido, en los objetos, por X � Y = X ⊗ Y . Elijamos un

isomorfismo σX,Y : X � Y → X ⊗ Y en C, con σ1,X = σX,1 = idX , para todo par X, Y ∈ C.
Dados f ∈ HomC(X, Y ), g ∈ HomC(X

′, Y ′), definimos f � g en la forma

f � g = σ−1
X′,Y ′ ◦ (f ⊗ g) ◦ σX,Y .

El asociador a, en C, está definido por

(X � Y )� Z X � (Y � Z)

(X � Y )⊗ Z X ⊗ (Y � Z)

(X ⊗ Y )⊗ Z X ⊗ (Y ⊗ Z)

?

σX�Y,Z

-
aX,Y,Z

?

σX,Y ⊗idZ

6
σ−1
X,Y�Z

-
aX,Y,Z

6
idX⊗σ−1

Y,Z

La categoŕıa C es monoidalmente equivalente a la categoŕıa C.

Definición 6.1.6. Un 2-grupo coherente C es llamado 2-grupo especial, si C es una categoŕıa
esquelética y los morfismo de evaluación y coevaluación son las identidades.

Proposición 6.1.7. Todo 2-grupo es equivalente a un 2-grupo especial.

Demostración. Sea C un 2-grupo coherente. Sea (C,�) el esqueleto de C construido anterior-
mente, con la condición adicional de que σX∗,X = coev−1

X , σX,X∗ = eX , para todo X ∈ Obj(C).
Con esta elección, tenemos que αX,X∗,X = idX αX∗,X,X∗ = idX∗ . Por lo tanto, (X∗, id1, id1)

es el dual de X.

Corolario 6.1.8. Sean G un grupo y A un G-módulo. Entonces cada elemento del tercer
grupo de cohomoloǵıa H3(G,A) tiene un representante ω ∈ Z3(G,A), tal que α(g, g−1, g) =
α(g−1, g, g−1) = 1 para todo g ∈ G.

Teorema 6.1.9. [3]. Todo 2-grupo categórico es equivalente a uno de la forma C(G,A, ω).
Un isomorfismo de C(G,A, ω) en C(G′, A′, ω′) consiste de un isomorfismo de G en G′ y un
isomorfismo de A en A′, el cual env́ıa ω en ω′ y la clase cohomoloǵıa [ω] ∈ H3(G,A) en
[ω′] ∈ H3(G′, A′).
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Existe una correspondencia uno a uno entre funtores monoidales

F : C(G,A, ω)→ C(G′, A′, ω′)

y ternas (φ, ψ, k) que consisten de:

un homomorfismo de grupos φ : G→ G′,

un homomorfismo de módulos ψ : A→ A′,

una 2-cocadena normalizada k : G2 → A′, tales que dk = ψω − ω′φ3.

Dados funtores monoidales F, F ′ : C(G,A, ω) → C(G′, A′, ω′), existe una correspondencia
uno a uno entre isomorfismos naturales monoidales θ : F → F ′ y 1-cocadenas normalizadas
p : G→ A′, con dp = k − k′.

Demostración. Sólo demostraremos la primera parte. La segunda parte sigue directamente de
las definiciones de funtor monoidal y transformación natural entre categoŕıas monoidales.

Sea C un grupo categórico. Por la Proposición 6.1, podemos suponer que C es un 2-grupo
especial.

Ahora describamos cómo obtener la terna (G,A, ω) asociada a un 2-grupo especial C. En
un 2-grupo especial, los objetos isomorfos son iguales, luego el conjunto de objetos forma un
grupo. Sea G este grupo.

Los endomorfismos del objeto unidad en cualquier categoŕıa monoidal forman un monoide
conmutativo con el producto tensorial. Aplicado al 2-grupo, esto implica que los automorfis-
mos del objeto unidad 1 forman un grupo abeliano. Sea A este grupo abeliano.

Existe una acción por automorfismos α de G en A, dada por

α(g, h) = (1g ⊗ h)⊗ 1g,

para todo g ∈ G, h ∈ A.
Finalmente, dado que el 2-grupo es esquelético, no necesitamos paréntesis para el producto

tensorial de los objetos, y el asociador proporciona un automorfismo

ag1,g2,g3 : g1 ⊗ g2 ⊗ g3 → g1 ⊗ g2 ⊗ g3.

Para todo objeto x ∈ G, identificamos Aut(x) con Aut(1) = A, tensorizando con x̄ a la
derecha: si f : x→ x, entonces f ⊗ x̄ : 1→ 1, puesto que x⊗ x̄ = 1.

El asociador puede verse como un mapa de G3 a A. Por abuso de notación, indicaremos
este mapa por:

a : G3 → A,
(g1, g2, g3) 7→ a(g1, g2, g3) := ag1,g2,g3 ⊗ g1 ⊗ g2 ⊗ g3.
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La identidad del pentágono implica que este mapa satisface

g0a(g1, g2, g3)− a(g0g1, g2, g3) + a(g0, g1g2, g3)− a(g0, g1, g2g3) + a(g0, g1, g2) = 0,

para todo g0, g1, g2, g3 ∈ G, donde el primer término está definido usando la acción de G en
A, y tomando ventaja del hecho que A es abeliano, para escribir la operación de grupo en
forma aditiva.

Por definición de objeto unidad en una categoŕıa monoidal, tenemos que a es 3-cociclo
normalizado, es decir a(g1, g2, g3) = 1, si g1, g2 son g3 iguales a 1.

Definición 6.1.10. Un 2-grupo coherente C es llamado un 2-grupo estricto si C es una
categoŕıa monoidal estricta y los morfismos de evaluación y coevaluación son las identidades.

Definición 6.1.11. Un módulo cruzado de grupos es un homomorfismo de grupos ∂ : G2 →
G1, junto con una acción de G1 sobre G2 (la cual denotaremos por (e, n) 7→ en), los cuales
satisfacen las siguientes condiciones:

(i) ∂(m)n = mnm−1, para todo m,n ∈ G2,

(ii) ∂(en) = eα(n)e−1, para todo e ∈ G1, n ∈ G2.

Proposición 6.1.12. Existe una correspondencia biyectiva entre 2-grupos estrictos y módulos
cruzados.

Demostración. Sea C un 2-grupo estricto. El módulo cruzado asociado consiste del grupo de
objetos de C, que será el grupo G1, el grupo de morfismos de la forma X → 1, donde 1 es el
objeto unidad de C, con producto dado por

(X
a→ 1).(Y

b→ 1) = X ⊗ Y a⊗b−→ 1⊗ 1 = 1,

es el grupo G2, con acción dada por

Y (X
a→ 1) = Y ⊗X ⊗ Y ∗ Y⊗a⊗Y

∗
−→ Y ⊗ 1⊗ Y ∗ = 1,

y el homomorfismo ∂ : G2 → G1, env́ıa X → 1 a X.
Rećıprocamente, si (G1, G2, ∂) es un módulo cruzado, el 2-grupo asociado tiene como

objetos G1, el conjunto de flechas G1oG2. El inicio de una flecha está dado por S(g, α) = g,
y el final por T (g, α) = g∂(α).

6.2. La obstrucción a una G-acción sobre una categoŕıa

tensorial

Sea Aut⊗(C) la categoŕıa monoidal de auto-equivalencias tensoriales de C, donde las flechas
son isomorfismos naturales tensoriales y el producto está dado por la composición de funtores.
Entonces, Aut⊗(C) es un 2-grupo.

85



Sean (Γ, H, [a]) los datos asociados a Aut⊗(C) en el Teorema 6.1.9. Entonces, Γ ∼= Aut⊗(C),
y H = Aut⊗(idC), es el grupo abeliano de isomorfismos naturales monoidales del funtor
identidad.

Teorema 6.2.1. Sea C una categoŕıa tensorial y sea G un grupo. Consideremos los datos
(Aut⊗(C),Aut⊗(idC), [a]) asociados al 2-grupo Aut⊗(C). Entonces,

Un homomorfismo de grupos ψ : G → Aut⊗(C) es realizable como una G-acción sobre
C si y soló si 0 = [aψ3] ∈ H3(G,Aut⊗(idC)).

Si el homomorfismo de grupos ψ : G → Aut⊗(C) es realizable, entonces el conjunto de
realizaciones de ψ está en correspondencia uno a uno con Z2(G,Aut⊗(idC)). Además, el
conjunto de clases de equivalencias de realizaciones de ψ está en correspondencia uno
a uno con H2(G,Aut⊗(idC)).

Demostración. La categoŕıa monoidal G tiene asociado los datos (G, 0, 0), donde 0 es el grupo
abeliano con un elemento. La demostración es una consecuencia inmediata del Teorema 6.1.9.

Recordemos que si A es un módulo para el grupo ćıclico Cm de orden m, entonces se
tienen:

Hn(Cm;A) =

{
{a ∈ A : Na = 0}/(σ − 1)A, si n = 1, 3, 5, . . .

ACm/NA, si n = 2, 4, 6, . . . ,
(6.2.1)

donde N = 1 + σ + σ2 + · · ·+ σm−1. Ver [79, Theorem 6.2.2].
Dado un elemento a ∈ ACm , el 2-cociclo asociado puede construirse como sigue.

γa(σ
i, σj) =

{
1, si i+ j < m,

ai+j−m, si i+ j ≥ m.
(6.2.2)

Sea F : C → C una equivalencia monoidal, tal que existe una isomorfismo natural monoidal
α : Fm → idC.

Por el Teorema 6.2.1 y (6.2.1), el homomorfismo inducido ψ : Cm → Aut⊗(C) es realizable,
si y sólo si, idF ⊗ α⊗ idF−1 = α. En este caso, dos isomorfismos naturales α1, α2 : Fm → idC
realizan acciones de Cm equivalentes, si y sólo si, existe un isomorfismo natural monoidal
θ : F1 → F2, tal que θmF1 = F2.

Corolario 6.2.2. Sea C una categoŕıa tensorial. Entonces, el conjunto de Cm-acciones sobre
C está en correspondencia uno a uno con pares (F, α), donde F : C → C es una equivalencia
monoidal, α : Fm → idC es un isomorfismo natural monoidal, tales que idF ⊗ α = α⊗ idF .

Dos pares (F1, α1) y (F2, α2) inducen Cm-acciones equivalentes, si y sólo si, existe un
isomorfismo natural monoidal θ : F1 → F2 tal que θmF1 = F2.
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Siguiendo la demostración del Teorema 6.1.9 y la descripción de el 2-cociclo asociado a un
elemento Cm-invariante (6.2.2), podemos describir la Cm-acción ψ : Cm → Aut⊗(C) asociada

al par (F, α) como: ψ(1) = idC, ψ(σi) = F i, i = 1, . . .m−1, y el isomorfismo natural monoidal
φα(σi, σj) : F i ◦ F j → F i+j

φα(σi, σj) =

{
idC, si i+ j < m,

idF ⊗ αi+j−m = αi+j−m ⊗ idF , si i+ j ≥ m.
(6.2.3)

El grupo de bigalois de un álgebra de Hopf

SeaH un álgebra de Hopf. Por [64, Corollary 5.7], las siguientes categoŕıas son equivalentes:

La categoŕıa monoidal BiGal(H), donde objetos son objetos H-bigaloisianos, morfis-
mos son morfismos de A-bicomódulo álgebra, y producto tensorial A�HB, el producto
cotensorial sobre H.

La categoŕıa monoidal Aut⊗( HM).

Schauenburg definió el grupo BiGal(H) como el conjunto de clases de equivalencia de
clases de isomorfismo de objetos H-bigaloisianos con multiplicación inducida por el producto
cotensorial. Este grupo coincide con Aut⊗(HM).

Es fácil ver que para el álgebra de Hopf kG de un grupo G, BiGal(kG) = Aut(G) o
H2(G, k∗). Sin embargo, es dif́ıcil encontrar una descripción expĺıcita en en general. El grupo
BiGal(H) ha sido calculado para algunas álgebras de Hopf, por ejemplo: para el álgebra de
Taft [59], para álgebras de Hopf monomiales no semisimples [7], para el álgebra de funciones
sobre un grupo finito cuyo orden es coprimo con 6 [12].

El grupo abeliano Aut⊗(idC) para álgebras de Hopf

Proposición 6.2.3. Sea H un álgebra de Hopf. Entonces Aut⊗(id
HM) ∼= G(H) ∩ Z(H).

Demostración. Los mapas H ⊗k (M ⊗k N)→ (H ⊗H N)⊗k (H ⊗H N), h⊗m⊗ n 7→ (h(1) ⊗
m)⊗ (h(2) ⊗ n), y H ⊗k k → k, h⊗ 1 7→ ε(h), inducen morfismos naturales de H-módulos

FM,N : H ⊗H (M ⊗N)→ (H ⊗H M)⊗ (H ⊗H N)

F 0 : H ⊗H k → k.

El funtor identidad es naturalmente isomorfo al funtor monoidal (·H·⊗H (−), F, F 0), y es bien
conocido que todo endomorfismo de H-bimódulos de H es de la forma ψc : H → H, h 7→ ch,
para algún c ∈ Z(H). La transformación natural asociada a ψc es monoidal, si y sólo si, ψc es
un morfismo de bicomódulo álgebras. Es decir, si y sólo si, c es un elemento de tipo grupo.

Para el álgebra de grupo kG, tenemos Aut⊗(id
kGM) ∼= Z(G). Para el álgebra de Hopf CG,

donde G es un grupo finito, tenemos Aut⊗(id
kG
M) ∼= G/[G,G].
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6.3. La categoŕıa de los objetos equivariantes

Sea G un grupo munido de una acción en una categoŕıa abelianaM. Expĺıcitamente, una
G-acción sobre M, consiste de los siguientes datos:

funtores σ∗ : C → C para todo σ ∈ G, donde e∗ = idM.

isomorfismos naturales φ(σ, τ) : (στ)∗ → σ∗ ◦ τ∗ para todo σ, τ ∈ G,

tal que para todo σ, τ, ρ ∈ G el diagrama

(στρ)∗X (στ)∗ρ∗X

σ∗(τρ)∗X σ∗τ∗ρ∗X
?

φ(σ,τρ)X

-
φ(σ,τρ)

?

φ(σ,τ)ρ∗X

-
σ∗(φ(τ,ρ)X)

conmuta y φ(σ, e) = φ(e, σ) = idσ, para todo σ ∈ G.

La G-equivariantización de M, denotada por MG, es la categoŕıa definida como sigue.
Un objeto de MG es un par (X, f), donde X es un objeto de M y f es una familia de
isomorfismos f(σ) : σ∗X → X, para todo σ ∈ G, tales que el diagrama

(στ)∗X X

σ∗τ∗X σ∗X
?

φ(σ,τ)X

-
fστ

-
σ∗(fτ )

6

fσ

conmuta para todo σ, τ ∈ G. Un morfismo (X, f)→ (X ′, f ′) enMG, es un morfismo u : X →
X ′ en C, tal que

f ′(σ) ◦ σ∗u = u ◦ f(σ),

para todo σ ∈ G.

Ejemplo 6.3.1. Sea A =
⊕

g∈GAg un producto cruzado. Es decir, A es una extensión kG-
galoisiana hendida. Como vimos en la sección 3.2, MA

∼= (MAe)kG. Pero es fácil ver que
un objeto en (MAe)kG es exactamente un objeto en (MAe)

G. En otras palabras, tenemos
(MAe)

G = (MAe)kG
∼=MA.

Sea C una categoŕıa monoidal y ∗ : G → Aut⊗(C) una acción de G sobre C. Tenemos
isomorfismos naturales

ψA,B : σ∗A⊗ σ∗B → σ∗(A⊗B)
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para todo A,B ∈ C, tal que los siguientes diagramas conmutan, para todo σ, τ ∈ G A,B,C ∈
Obj(C).:

σ∗((X ⊗ Y )⊗ Z) σ∗(X ⊗ Y )⊗ σ∗(Z)

σ∗(X ⊗ (Y ⊗ Z)) (σ∗(X)⊗ σ∗(Y ))⊗ σ∗(Z)

σ∗(X)⊗ σ∗(Y ⊗ Z) σ∗(X)⊗ (σ∗(Y )⊗ σ∗(Z))

?

σ∗aX,Y,Z

-
ψ(σ)X⊗Y,Z

?

ψ(σ)X,Y ⊗id

?

ψ(σ)X,Y⊗Z

?

aσ∗(X),σ∗(Y ),σ∗(Z)

-
id⊗ψ(σ)Y,Z

(6.3.1)

((στ)∗A)⊗ ((στ)∗B) (σ∗(τ∗A))⊗ (σ∗(τ∗B))

σ∗((τ∗A)⊗ (τ∗B))

(στ)∗(A⊗B) σ∗(τ∗(A⊗B))
?

φ(στ)A,B

-
φ(σ,τ)A⊗φ(σ,τ)B

?

φ(σ)τ∗A,τ∗B

?

idσ∗ψ(τ)A,B

-
φ(σ,τ)A,B

Sea C una categoŕıa tensorial con una acción del grupo G por automorfismos tensoriales. La
categoŕıa CG posee una estructura de categoŕıa tensorial, definida como sigue:

(A, f)⊗ (B, g) = (A⊗B, h)

donde h(σ) = (f(σ) ⊗ g(σ)) ◦ ψ(σ)−1
A,B. El objeto unidad es (1, id1), y los isomorfismos de

asociatividad son los heredados de C.
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Caṕıtulo 7

Teoŕıa de Clifford para categoŕıa
tensoriales

Sea G un grupo y sea C una categoŕıa tensorial. Diremos que C es una categoŕıa tensorial
G-graduada, si existe una descomposición

C = ⊕x∈GCx,

de C en suma directa de subcategoŕıas abelianas plenas, tal que para todo σ, x ∈ G, el bifuntor
⊗ env́ıa Cσ × Cx a Cσx.

Recordemos que un anillo graduado A = ⊕σ∈GAσ es llamado fuertemente graduado, si
AxAy = Axy para todo x, y ∈ G.

Sea Cσ · Cτ la subcategoŕıa k-lineal plena de Cστ cuyos objetos son sumas directas de
objetos de la forma Vσ ⊗Wτ , para Vσ ∈ Cσ, Wτ ∈ Cτ , σ, τ ∈ G.

Definición 7.0.2. Sea C = ⊕σ∈GCσ una categoŕıa tensorial graduada sobre un grupo G.
Diremos que C es fuertemente graduada, si el funtor Cσ · Cτ → Cστ es una equivalencia de
categoŕıas, para todo σ, τ ∈ G.

El resultado principal de este caṕıtulo, es la descripción de las categoŕıas módulo sobre
una categoŕıa fuertemente graduada por un grupo G, como categoŕıas módulo inducidas des-
de subcategoŕıas tensoriales asociada con los subgrupos de G. Como aplicaciones del teorema
principal generalizamos algunos resultados de clasificación de categoŕıas módulo sobre cate-
goŕıas punteadas y describimos las categoŕıas módulo simples para G-equivariantizaciones de
categoŕıas tensorial, donde G es un grupo finito.

7.1. Producto tensorial de categoŕıas módulo.

Definición 7.1.1. [74, pp. 518] Sean (M,m) y (N , n) categoŕıas C-módulo, a derecha e
izquierda, respectivamente. Un funtor C-bilineal (F, ζ) : M× N → D es un bifuntor F :
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M×N → D, junto con isomorfismos naturales

ζM,X,N : F (M ⊗X,N)→ F (M,X ⊗N),

tales que

F (mM,X,Y , N)ζM,X⊗Y,NF (M,nX,Y,N) = ζM⊗X,Y,NζM,X,Y⊗N ,

para todo M ∈M, N ∈ N , X, Y ∈ C.
Una transformación natural ω : (F, ζ)→ (F ′, ζ ′) entre funtores C-bilineales, es una trans-

formación natural ωM,N : F (M,N)→ F ′(M,N), tal que

ωM,X⊗NζM,X,N = α′M,X,NωM⊗X,N ,

para todo M ∈M, N ∈ N , X ∈ C.

Ejemplo 7.1.2. Sea C una categoŕıa tensorial y sea D una subcategoŕıa tensorial de C.
Sea (M,m) una categoŕıa C-módulo y sea N una subcategoŕıa D-módulo de la categoŕıa
D-módulo M. Entonces, el funtor C × N → M, (V,N) → V ⊗ M , tiene una estructura
D-bilineal canónica. Aqúı, C es una categoŕıa D-módulo en la forma obvia, y el isomorfismo
D-bilineal está dado por m.

Denotaremos por Bil(M,N ;D) la categoŕıa de funtores C-bilineales. En [74] se construye
una categoŕıa k-lineal M �C N , no necesariamente abeliana, por relaciones y generadores,
junto con un funtor C-bilineal T : M × N → M �C N , que induce una equivalencia de
categoŕıa k-lineales F(M�C N ,D)→ Bil(M,N ;D), para toda categoŕıa k-lineal D.

Los objetos de M �C N son sumas finitas de los śımbolos [X, Y ], para objetos X ∈ M,
Y ∈ N . Los morfismos son sumas de composiciones de śımbolos

[f, g] : [X, Y ]→ [X ′, Y ′],

para f : X → X ′, g : Y → Y ′, śımbolos

αX,V,Y : [X ⊗ V, Y ]→ [X, V ⊗ Y ],

para X ∈M, V ∈ C, N ∈ N , y śımbolos para los inversos formales de αX,V,Y . Los morfismos
generadores satisfacen las siguientes relaciones:

(i) Linealidad:

[f + f ′, g] = [f, g] + [f ′, g], [f, g + g′] = [f, g] + [f, g′],

[af, g] = [f, ag] = a[f, g],

para todos los morfismos f, f ′ : M →M ′ en M, g, g′ : N → N ′ en N , y a ∈ k.
(ii) Funtorialidad:

[ff ′, gg′] = [f ′, g′][f, g], [idM , idN ] = id[M,N ],

para todo f : M →M ′, f ′ : M ′ →M ′′ en M, y g : N → N ′, g′ : N ′ → N ′′ en N .
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(iii) Naturalidad:

αM ′,V ′,N ′ [f ⊗ u, g] = [f, u⊗ g]αM,V,N ,

para morfismo f : M →M ′ en M, u : V → V ′ en C, y g : N → N ′ en N .

(iv) Coherencia:

[αM,V,W , idN ]αM,V⊗W,N [idM , αV,W,N ] = αM⊗V,Y,NαM,X,Y⊗N ,

para todo M ∈M, N ∈ N , V,W ∈ C.

Sean M, y N categoŕıa k-lineales. Entonces, la categoŕıa M � N := M �Vecf N , es el
producto tensorial de categoŕıas tensoriales k-lineales. Ver [4, Definition 1.1.15]. Si M y N
son categoŕıas semisimples, éste es el producto tensorial de categoŕıas tensoriales de categoŕıas
abeliana (semisimples) de Deligne [13].

Sean C1 y C2 categoŕıas tensoriales. Si M es una categoŕıa (C1, C2)-bimódulo y N es
una categoŕıa C2-módulo a derecha, entonces la categoŕıa M �C2 N tiene una estructura de
categoŕıa C1-módulo a izquierda.

La acción de un objeto X ∈ C1 sobre un objeto [M,N ] ∈M�C2 N está dada por

X ⊗ [M,N ] = [X ⊗M,N ].

La acción sobre un morfismo αM,Y,N está dada por idX ⊗ αM,Y,N = αX⊗M,X,Y,N ◦ [α−1
X,M,Y , N ],

y la asociatividad es

[αX,Y,M , N ] : [(X ⊗ Y )⊗M,N ]→ [X ⊗ (Y ⊗M), N ].

Proposición 7.1.3. Sea C una categoŕıa tensorial. Sean M1 y M2 categoŕıas C-bimódulo, y
sea M3 una categoŕıa C-módulo a derecha. Entonces

1. C �CM3
∼=M3, como categoŕıa C-módulo a izquierda.

2. (M1 �CM2)�CM3
∼=M1 �C (M2 �CM3), como categoŕıas C-módulo a izquierda.

3. si M = ⊕niMi, N = ⊕mj N j, como categoŕıas C-módulo a derecha e izquierda, entonces
M�C N = ⊕i,jMi �C Nj, como categoŕıas k-lineales.

Demostración. Por la Proposición 2.9.3, podemos suponer que todas la categoŕıas módulo son
estrictas.

(1) El funtor F : M → C �C M M 7→ [1,M ], es una equivalencia de categoŕıas. En
efecto, usando el isomorfismo α1,X,M , podemos ver que F es esencialmente sobreyectivo, y
todo morfismo entre [1,M ] y [1, N ] es de la forma [1, f ], para f : M → N . Entonces F es fiel
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y pleno. Además, con el isomorfismo natural ηV,M = α1,V,M : F (V ⊗N)→ V ⊗ F (N), el par
(F, η) es un funtor C-lineal, puesto que

ηV⊗W,M = α1,V⊗W,M =αV,W,M ◦ α1,V,W⊗M

=idV ⊗ α1,W,M ◦ ηV,W⊗M
=idV ⊗ ηW,M ◦ ηV,W⊗M .

(2) Para todo objeto M1 ∈M1, el funtor λM1 :M2 ×M3 → (M1 �CM2)�CM3, donde

λM1(M2,M3) = [[M1,M2],M3], λM1(f, g) = [[idM1 , f ], g],

con transformaciones naturales η1
M2,V,M3

:= α[M1,M2],V,M3 , es un funtor C-bilineal. Luego ten-

emos una familia de funtores λM1 : M2 �CM3 → (M1 �CM2) �CM3, λM1([M2,M3]) =
[[M1,M2],M3]. Ahora, el funtor

M1 × (M2 �CM3)→ (M1 �CM2)�CM3,

(M1, [M2,M3]) 7→ λM1([M2,M3]),

con la transformación natural η2
M1,V,[M2,M3] = αM1,V,[M2,M3], es un funtor C-bilineal. Por lo

tanto tenemos un funtor π :M1 �C (M2 �CM3)→ (M1 �CM2)�CM3, [M1, [M2,M3]] 7→
[[M1,M2],M3]. El funtor π es esencialmente sobreyectivo y

π([f, [g, h]]) = [[f, g], h]

π([idM1αM2,V,M3 ]) = α[M1,M2],V,M3

π(αM1,V,[M2,M3]) = [αM1,V,M2 , idM3 ].

Luego π es fiel y pleno, entonces por [43, Theorem 1, pp. 91], el funtor π es una equivalencia
de categoŕıas. Finalmente, notemos que el funtor π es C-lineal.

(3) Sigue directamente de la construcción de M�C N .

Sea C una categoŕıa tensorial G-graduada. Notemos que si H ⊆ G es un subgrupo de G,
entonces la categoŕıa CH = ⊕τ∈HCτ es una subcategoŕıa de C.

Diremos que un objeto U ∈ C es invertible, si el funtor U ⊗ (−) : C → C, V 7→ U ⊗ V
es una equivalencia de categoŕıas, o, equivalentemente, si existe un objeto U∗ ∈ C, tal que
U∗ ⊗ U ∼= U ⊗ U∗ ∼= 1.

Proposición 7.1.4. Sea C una categoŕıa G-graduada y sea H ⊆ G un subgrupo de G. Supon-
gamos que cada categoŕıa Cσ posee al menos un objeto invertible, para cada σ ∈ G. Sea M
una categoŕıa módulo sobre CH = ⊕h∈HCh. Entonces la categoŕıa k-lineal C �CHM tiene una
estructura abeliana. Además, puesto que C es una categoŕıa C-CH-bimódulo entonces C�CHM
es una categoŕıa módulo a izquierda sobre la categoŕıa tensorial C.
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Demostración. Supondremos que la categoŕıa tensorial C es estricta. Sea Σ = {e, σ1, . . .} un
conjunto de representantes de las coclases G/H. Dado C =

⊕
σ∈Σ CσH como categoŕıa CH-

módulo a derecha, C�CHM =
⊕

σ∈Σ CσH �CHM, como categoŕıa k-lineal, por la Proposición
7.1.3.

Para toda coclase σH en G, sea Uσ ∈ Cσ un objeto invertible. El funtor Uσ : CH → CσH ,
V 7→ Uσ⊗V es una equivalencia de categoŕıas con cuasi-inverso U∗σ : CσH → CH , W → U∗σ⊗W .
Entonces podemos asumir, salvo isomorfismos, que cada objeto de CσH es de la forma Uσ⊗V ,
donde V ∈ CH .

Sea
⊕

i[Vi,Mi] ∈ CσH �CH M. Para todo Vi existe V ′i tal que Vi ∼= Uσ ⊗ V ′i . Entonces⊕
i[Vi,Mi] ∼= [Uσ,

⊕
i V
′
i ⊗Mi], es decir, podemos asumir salvo isomorfismos, que cada objeto

de CσH �CHM es de la forma [Uσ,M ].
Si Uσ ⊗ V ∼= Uσ entonces V ∼= 1; luego todo morfismo [Uσ,M ] → [Uσ,M

′] es de la forma
[idUσ , f ], donde f : M → M ′. Entonces el funtor : M → CσH �CH M, f 7→ [idUσ , f ] es
una equivalencia de categoŕıas k-lineales. Definimos la estructura de categoŕıa abeliana sobre
CσH �CHM como la inducida por esta equivalencia.

Para la segunda parte, note que

C �CHM =
⊕
σ∈Σ

CσH �CHM

como categoŕıa abeliana, luego necesitamos probar que si

0→ [Uσ, S]→ [Uσ, T ]→ [Uσ,W ]→ 0 (7.1.1)

es una sucesión exacta en CσH �CHM, entonces la sucesión

0→ [X ⊗ Uσ, S]→ [X ⊗ Uσ, T ]→ [X ⊗ Uσ,W ]→ 0 (7.1.2)

es exacta para todo X ∈ C. Puesto que C =
⊕

σ∈G Cσ podemos suponer que X ∈ Cτ , entonces
[X ⊗ Uσ, S], [X ⊗ Uσ, T ], [X ⊗ Uσ,W ] ∈ CτσH �CHM.

Sea Uτσ ∈ Cτσ con inverso U∗τσ ∈ C(τσ)−1 , luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0→ [XUσ, S] [XUσ, T ] [XUσ,W ]→ 0

0→ [UτσU
∗
τσXUσ, S] [UτσU

∗
τσXUσ, T ] [UτσU

∗
τσXUσ,W ]→ 0

0→ [Uτσ, (U
∗
τσXUσ)S] [Uτσ, (U

∗
τσXUσ)T ] [Uτσ, (U

∗
τσXUσ)W ]→ 0

?

-
[id,f ]

?

-
[id,g]

?

?

αUτσ,U∗τσXUσ,S

-
[id,f ]

?

αUτσ,U∗τσXUσ,T

-
[id,g]

?

αUτσ,U∗τσXUσ,W

-
[id,idU∗τσXUσf ]

-
[id,idU∗τσXUσ g]
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donde hemos suprimido los śımbolos de producto tensorial por motivos de espacio.
Entonces la sucesión (7.1.2) es exacta si y solo si la sucesión

0→ [Uτσ, (U
∗
τσ⊗X⊗Uσ)⊗S]→ [Uτσ, (U

∗
τσ⊗X⊗Uσ)⊗T ]→ [Uτσ, (U

∗
τσ⊗X⊗Uσ)⊗W ]→ 0

(7.1.3)
es exacta. Por definición la secesión (7.1.3) es exacta si y solo si la sucesión

0→ (U∗τσ ⊗X ⊗ Uσ)⊗ S → (U∗τσ ⊗X ⊗ Uσ)⊗ T → (U∗τσ ⊗X ⊗ Uσ)⊗W → 0

en M es exacta, pero dado que M es una categoŕıa módulo sobre la categoŕıa tensorial CH
esta es exacta.

7.2. Categoŕıas tensoriales fuertemente graduadas

Lema 7.2.1. Sea C una categoŕıa tensorial G-graduada. Entonces C es fuertemente graduada,
si y sólo si, la categoŕıa Cσ tiene al menos un objeto invertible, para todo σ ∈ G. Además, en
este caso, el anillo de Grothendieck de C es un G-producto cruzado.

Demostración. Supongamos que C es fuertemente graduada. Entonces, existen objetos

V1, . . . , Vn ∈ Cσ,W1, . . . ,Wt ∈ Cσ−1 ,

tales que 1 ∼=
⊕

i,j Vi ⊗ Wj. Luego, End C(
⊕

i,j Vi ⊗ Wj) ∼= End C(1) ∼= k. Por lo tanto,
n = 1, t = 1. Esto es, existen objetos V ∈ Cσ,W ∈ Cσ−1 , tales que V ⊗W ∼= 1.

Rećıprocamente, supongamos que Cσ tiene al menos un objeto invertible para todo σ ∈ G.
Sea Uσ ∈ Cσ un objeto invertible con objeto dual U∗σ ∈ Cσ−1 . Luego, V ∼= Uσ⊗ (U∗σ ⊗V ), para
todo V ∈ Cστ . Entonces, el funtor ⊗ : Cσ × Cτ → Cστ es esencialmente sobreyectivo, y por lo
tanto una equivalencia.

Recordemos que un anillo graduado A = ⊕σ∈GAσ es un producto cruzado sobre G, si para
todo σ ∈ G el grupo abeliano Aσ tiene al menos un elemento invertible. Si C es fuertemente
graduada, por la primera parte del lema, resulta que el anillo de Grothendieck de C es un
G-producto cruzado.

Ejemplo 7.2.2. Sea VecGω la categoŕıa semisimple de espacios vectoriales de dimensión finita
G-graduados, con isomorfismo de asociatividad ω(a, b, c)idabc para todo a, b, c ∈ G, donde
ω ∈ Z3(G, k∗) es un 3-cociclo con valores en G-módulo trivial k∗. Entonces VecGω es una
categoŕıa tensorial fuertemente G-graduada.

Ejemplo 7.2.3. Sea C una categoŕıa tensorial y G un grupo. Dada un ⊗-acción de G sobre
C, ∗ : G → Aut⊗(C), el la categoŕıa tensorial producto G-cruzado, denotada por C o G es
definida como sigue: como categoŕıa abeliana C o G =

⊕
σ∈G Cσ, donde Cσ = C como una

categoŕıa abeliana, el producto tensorial es

[X, σ]⊗ [Y, τ ] := [X ⊗ σ∗(Y ), στ ], X, Y ∈ C, σ, τ ∈ G,
y el objeto unidad es [1, e]. Ver [75] para el isomorfismo de asociatividad y una demostración
de la identidad del pentágono.
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La categoŕıa C oG es G-graduada v́ıa

C oG =
⊕
σ∈G

(C oG)σ, where (C oG)σ = Cσ.

Los objetos [1, σ] ∈ (C oG)σ son invertibles, con inverso [1, σ−1] ∈ (C oG)σ−1 .

Categoŕıas módulo graduadas sobre un G-conjunto

Definición 7.2.4. Sea C = ⊕σ∈GCσ una categoŕıa tensorial graduada y sea X un G-conjunto
a izquierda. Una categoŕıa C-módulo a izquierda X-graduada es una categoŕıa C-módulo a
izquierda M con una descomposición

M = ⊕x∈XMx,

en una suma directa de subcategoŕıas abelianas plenas, tal que para todo σ ∈ G, x ∈ X, el
bifuntor ⊗ env́ıa Cσ ×Mx en Mσx.

Un funtor C-módulo X-graduado F :M→ N es un funtor C-módulo F , tal que F (Mx)
es es un objeto de Nx, para todo x ∈ X.

Definición 7.2.5. Una categoŕıa C-submódulo a izquierda X-graduada de M es una sub-
categoŕıa abeliana plena N de M, tal que N es una categoŕıa C-módulo X-graduada con
respecto a ⊗, y la graduación satisface Nx ⊆Mx, x ∈ X.

Una categoŕıa C-módulo X-graduada será llamada simple si no contiene subcategoŕıas
C-submódulo X-graduadas no triviales.

Lema 7.2.6. Sea C una categoŕıa G-graduada y sea H ⊆ G un subgrupo de G. Si N es una
categoŕıa CH-módulo a izquierda, entonces la categoŕıa C �CH N es una categoŕıa C-módulo
G/H-graduada con respecto a la graduación (C �CH N )σH = (⊕τ∈σHCτ )�CH N .

Demostración. Sea Σ = {e, σ1, . . .} un conjunto de representantes de las coclases de G módulo
H. Por la Proposición 7.1.3, C �CHM =

⊕
σ∈Σ CσH �CHM como categoŕıa k-lineales. Por la

definición de la acción de C, la categoŕıa módulo C �CHM es G/H-graduada.

Proposición 7.2.7. Sea C una categoŕıa tensorial fuertemente G-graduada, y sea (A,m, e)
una álgebra en CH . Entonces C �CH (CH)A ∼= CA, como categoŕıas C-módulo G/H-graduadas.

Demostración. Sea Σ = {e, σ1, . . .} un conjunto de representantes de las coclases de G módulo
H. La categoŕıa C-módulo CA tiene una G/H-graduación: si (M,ρ) es un A-módulo, entonces

(M,ρ) =
⊕
σ ∈Σ

(MσH , ρσH),

donde MσH =
⊕

h∈HMσh, ρσH =
⊕

h∈H ρσh.
Consideremos el funtor C-lineal canónico F : C �CH (CH)A → CA,

[V, (M,ρ)] 7→ (V ⊗M, idV ⊗ ρ).

Mostraremos que F es una equivalencia de categoŕıas.
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Sea Uσ ∈ CσH un objeto invertible para cada coclase de H en G. Sea (M,ρ) ∈ CA un
A-módulo homogéneo de grado σ−1H. Entonces el A-módulo (Uσ ⊗M, idUσ ⊗ ρ) es también
un A-módulo en CH y F ([Uσ−1 , (Uσ ⊗M, idUσ ⊗ ρ)]) ∼= (M,ρ) ∈ CA. Luego F es un funtor
esencialmente sobreyectivo.

Podemos suponer, salvo isomorfismos, que todo objeto de CσH �CH (CH)A es de la forma
[Uσ, (M,ρ)]. Entonces F ([Ug, (M,ρ)]) = (Ug ⊗M, idUg ⊗ ρ). Es claro que el funtor F es fiel y
pleno, luego por [43, Theorem 1, p. 91] el funtor F es una equivalencia de categoŕıas.

Teorema 7.2.8. Sea C una categoŕıa tensorial fuertemente graduada por un grupo G y sea
X un G-conjunto transitivo. Sean M y N categoŕıas X-graduadas no nulas. Entonces

1. M∼= C�CHMx, como categoŕıas C-módulos X-graduadas, donde para x ∈ X, H = st(x)
es el subgrupo estabilizador de x ∈ X.

2. Existe una correspondencia biyectiva entre clases de isomorfismo de funtores C-módulo
X-graduados (F, η) :M→N y funtores CH-módulo (T, ρ) :Me → Ne.

Demostración. (1) Elijamos x ∈ X, y sea H = st(x). En forma similar a la demostración de
la Proposición 7.2.7, el funtor canónico µ : C �CHMx →M

[V,M ]→ V ⊗M,

es una equivalencia de categoŕıas y respecta la graduación.
La demostración de la parte (1) del teorema se completa mostrando que el funtor µ es

un funtor C-módulo. En efecto, por la Proposición 2.9.3, podemos suponer que las categoŕıas
módulo son estrictas. Entonces

µ(V ⊗ [W,Mx]) = µ([V ⊗W,Mx])

= (V ⊗W )⊗Mx = V ⊗ (W ⊗Mx)

= V ⊗ µ([W,Mx]),

es decir que µ es un funtor C-módulo.

(2) Por la primera parte podemos suponer N = C�HNx. Sea (F, µ) : Nx →Mx un funtor
CH-módulo, el funtor

I(F ) : C × Nx →M
(S,N) 7→ S ⊗ F (N)

con transformación natural idS⊗µV,N : I(F )(S, V ⊗N)→ I(S⊗V,N) es un funtor CH-bilineal.
Luego tenemos un funtor

I(F ) : C �CH Nx →M

[S,N ] 7→ V ⊗ F (N)

αS,V,N 7→ idS ⊗ µV,S,
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y éste es un funtor C-módulo X-graduado en la forma obvia.
Sea (F = ⊕s∈XFs, η) : C �CH Nx →M un funtor C-módulo X-graduado. Consideremos el

isomorfismo natural

σ[V,N ] := ηV,[1,N ] : F ([V,N ])→ V ⊗ Fx([1, N ]) = I(Fx)([V,N ]),

σX⊗[V,N ] = ηX⊗V,[1,N ] = idX ⊗ ηV,[1,N ] ◦ ηX,[V,N ]

= idX ⊗ σ[V,N ] ◦ ηX,[V,N ].

Luego, σ es un isomorfismo natural de funtores módulo.

Corolario 7.2.9. Sea C una categoŕıa tensorial fuertemente G-graduada. Existe una corre-
spondencia biyectiva entre categoŕıas módulo sobre Ce y categoŕıas C-módulo G-graduadas.

Demostración. Esto es un caso particular del Teorema 7.2.8, con X = G.

Proposición 7.2.10. Para todo σ, τ ∈ G, el funtor canónico

fσ,τ : Cσ �Ce Cτ → Cστ , fσ,τ ([X, Y ]) = X ⊗ Y,

es una equivalencia de categoŕıas Ce-bimódulo.

Demostración. Consideremos la categoŕıa C-módulo G-graduada C(τ), donde C = C(τ) como
categoŕıas C-módulo, pero con graduación (C(τ))g = Cτg, para τ ∈ G.

Dado que C(τ)e = Cτ , por el Teorema 7.2.8, el functor canónico µ(C(τ)e) : C�Ce Cτ → C(τ),

[X, Y ] 7→ X ⊗ Y

es una equivalencia de categoŕıa C-módulo G-graduadas. Entonces la restricción µ(C(τ))σ :
Cσ �Ce Cτ → C(τ)σ = Cτσ es una equivalencia de categoŕıas Ce-módulo. Pero por definición
µ(C(τ))σ = fσ,τ . Es claro que fσ,τ es un funtor de categoŕıas Ce-bimódulo. Esto concluye la
demostración.

7.3. Teoŕıa de Clifford

En esta sección supondremos que C es una categoŕıa tensorial fuertemente graduada sobre
un grupo G.

Denotaremos por ΩCe el conjunto de clases de equivalencias de categoŕıas Ce-módulo sim-
ples. Dada una categoŕıa Ce-módulo M, denotaremos por ΩCe(M) el conjunto de clases de
equivalencia de categoŕıas Ce-submódulo simples de M.
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Lema 7.3.1. Sea M una categoŕıa Ce-módulo. Entonces, para todo σ ∈ G, la categoŕıa
Cσ �CeM es simple como categoŕıa Ce-módulo, si y sólo si, M lo es.

Demostración. Si N es una categoŕıa Ce-submódulo propia deM, entonces la categoŕıa Cσ�Ce
N es una categoŕıa Ce-submódulo de Cσ�CeM. Por lo tanto, la categoŕıa Ce-módulo Cσ�CeM
no es simple.

Por la Proposición 7.2.10, tenemos queM∼= Cg−1 �Ce (Cg �CeM). Luego, si Cg �CeM no
es simple, entonces M tampoco es simple.

Por el Lema 7.3.1 y la Proposición 7.2.10, el grupo G actúa sobre ΩCe por

G× ΩCe → ΩCe , (g, [X]) 7→ [Cg �Ce X].

Sea M una categoŕıa C-módulo, y sea N ⊆ M una subcategoŕıa abeliana plena. Deno-
taremos por Cσ⊗N la subcategoŕıa abeliana plena dada por Obj(Cσ⊗N ) = {subcocientes de
V ⊗ N : V ∈ Cσ, N ∈ N}. Recordemos que un subcociente es un subobjeto de un objeto
cociente.

Proposición 7.3.2. Sea M una categoŕıa C-módulo y sea N una categoŕıa Ce-submódulo de
M. Entonces Cσ �Ce N ∼= Cσ⊗N , como categoŕıas Ce-módulo, para todo σ ∈ G.

Demostración. Definamos una categoŕıa C-módulo G-graduada por gr-N =
⊕

σ∈G Cσ⊗N ,
con acción

⊗ : Cσ × Cg⊗N → Cσg⊗N
Vσ × T 7→ Vσ ⊗ T.

Dado que Ce⊗N = N como categoŕıa Ce-módulo, por el Teorema 7.2.8, el funtor canónico
µ(N ) : C �Ce N → gr − N es una equivalencia de categoŕıas C-módulo G-graduadas, y la
restricción µσ : Cσ �Ce N → Cσ⊗N es una equivalencia de categoŕıas Ce-módulo.

Corolario 7.3.3. Sea M una categoŕıa C-módulo fuertemente graduada. La acción de G
sobre ΩCe induce una acción de G sobre ΩCe(M).

Demostración. Sea N una categoŕıa Ce-submódulo simple deM. Por la Proposición 7.3.2, el
funtor

µσ : Cσ �Ce N → Cσ⊗N
[V,N ] 7→ V ⊗N,

es una equivalencia de categoŕıas Ce-módulo. Luego, Cσ �Ce N es equivalente a una categoŕıa
Ce-submódulo de M.

SeaM una categoŕıa abeliana y sean N ,N ′ subcategoŕıas abelianas plenas deM. Deno-
taremos por N +N ′ la subcategoŕıa abeliana plena deM, cuyos objetos son los subcocientes
de N ⊕N ′, con N ∈ N , N ′ ∈ N ′. Ésta será llamada la suma de las categoŕıas N y N ′.

Ahora estamos listo para enunciar y demostrar nuestro resultado principal.
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Teorema 7.3.4 (Teorema de Clifford para categoŕıas módulo). Sea C una categoŕıa tensorial
fuertemente G-graduada y sea M una categoŕıa C-módulo simple abeliana. Entonces:

1. La acción de G sobre ΩCe(M) es transitiva.

2. Sea N una subcategoŕıa C-submódulo simple de M. Sea H = st([N ]) el subgrupo esta-
bilizador de [N ] ∈ ΩCe(M), y sea

MN =
∑
h∈H

Ch⊗N .

Entonces, MN es una categoŕıa CH-módulo simple y M∼= C�CHMN , como categoŕıas
C-módulo.

Demostración. 1. Sea N una categoŕıa Ce-submódulo simple de M. El funtor canónico

µ : C �Ce N →M
[V,N ] 7→ V ⊗N,

es un funtor C-módulo y µ = ⊕σ∈Gµσ, donde µσ = µ|Cσ . Por la Proposición 7.3.2, cada µσ es
una equivalencia de categoŕıas Ce-módulo, con Cσ⊗N .

Dado que M es simple, todo objeto M ∈ M es isomorfo a algún subcociente de µ(X),
para algún objeto X ∈ C�Ce N . Entonces,M =

∑
σ∈G Cσ⊗N y cada Cσ⊗N es una categoŕıa

Ce-submódulo abeliana simple.

Sean S, S ′ categoŕıas Ce-submódulo abelianas simples de M. Entonces, existen σ, τ ∈ G,
tales que Cσ �Ce N ∼= S, Cτ �Ce N ∼= S ′. Por la Proposición 7.2.10, S ′ ∼= Cτσ−1 �Ce S. Luego,
la acción es transitiva.

2. Sea H = st([N ]) el subgrupo estabilizador de [N ] ∈ ΩCe(M) y sea

MN =
∑
h∈H

Ch⊗N .

Dado que H actúa transitivamente sobre ΩCe(MN ), la categoŕıa CH-móduloMN es simple.
Sea Σ = {e, σ1, . . .} un conjunto de representantes de las coclases de G módulo H.

El mapa φ : G/H → ΩCH (M), φ(σH) = [Cσ⊗MN ] es un isomorfismo de G-conjuntos.
Entonces, M tienes una estructura de categoŕıa C-módulo G/H-graduada, donde M =
⊕σ∈ΣCσ⊗MN . Por la Proposición 7.2.8, M∼= C �CHMN como categoŕıas C-módulo.

Ejemplo 7.3.5. Categoŕıas tensoriales punteadas. Recordemos que una categoŕıa ten-
sorial semisimple es llamada punteada si todo objeto simple es invertible. Es fácil ver que
este tipo de categoŕıas son equivalentes a las categoŕıas VecGω del Ejemplo 7.2.2. Las clases
de equivalencia de categoŕıas punteadas con un grupo fijo de objetos invertibles, G, están en
correspondencia biyectiva con elementos de H3(G, k∗), donde k∗ es el G-módulo trivial.
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Lema 7.3.6. Sea R una k-álgebra central simple. Existe una equivalencia de categoŕıas entre
la categoŕıa RMR de R-bimódulos y la categoŕıa Veck.

Demostración. La categoŕıa de R-bimódulos es lo mismo que la categoŕıa de R⊗Rop-módulos.
Pero R ⊗ Rop ∼= Mn(k), donde n es la dimensión de R sobre k. Entonces, R ⊗ Rop es Morita
equivalente a la categoŕıa de espacios vectoriales sobre k.

La equivalencia env́ıa M ∈ RMR al centralizador de MR de R en M . La equivalencia
inversa env́ıa V ∈ Veck a V ⊗R con la estructura de R-bimódulo obvia. Es fácil ver que este
funtor es monoidal.

Proposición 7.3.7. La categoŕıa tensorial VecGω tiene un categoŕıa módulo de rango uno, si
y sólo si, existe una extensión finita de cuerpos k ⊂ K, tal que 0 = [ω] ∈ H3(G,K∗), donde
K∗ el s G-módulo trivial.

Las clases de equivalencia de categoŕıas módulo de rango uno sobre VecGω están en corre-
spondencia biyectiva con pares (R, η), donde R es un anillo de división tal que k ⊆ Z(R) es
una extensión de cuerpos finita y η es un elemento de H2(G,K∗).

Demostración. Sea M una categoŕıa VecGω -módulo semisimple de rango uno. Por la Proposi-
ción 2.8.5, M es equivalente a la categoŕıa de módulos sobre un anillo de división R. Luego,
R es un álgebra central simple sobre K = Z(R).

Por la observación 2.3.6 y Lema 7.3.6, esto es lo mismo que un funtor monoidal VecGω →
VecK . Por lo tanto, este está descrito por una función γ : G × G → K∗, tal que γ(e, σ) =
γ(σ, e) = 1, y

ω(σ, τ, ρ) =
γ(στ, ρ)γ(σ, τ)

γ(σ, τ)γ(σ, τρ)
,

para todo σ, τ, ρ ∈ G. Entonces, ω ∈ B3(G,K∗). Por lo tanto, 0 = [ω] ∈ H3(G,K∗). El
rećıproco es obvio.

Sean γ1, γ2 : G × G → K∗, los mapas que determinan las estructuras de categoŕıa VecGω -
módulo sobre RM. Una equivalencia VecGω -módulo esta determinado por una función θ : G→
K∗, tal que θ(στ)γ2(σ, τ) = γ1(σ, τ)θ(τ)θ(σ), luego [γ1] = [γ2] ∈ H2(G,K∗).

El siguiente resultado aparece en [52], para grupos finitos y k un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteŕıstica cero.

Teorema 7.3.8. Las clases de equivalencias de categoŕıas módulo simple semisimples sobre
VecGω están en correspondencia biyectiva con ternas (R,H, η), donde R es un álgebra de di-
visión, tal que k ⊂ Z(R), es una extensión de cuerpos finita, H es un subgrupo de G, tal que
0 = [ω|H ] ∈ H3(H,K∗) y η ∈ H2(H,K∗). Además, M∼= VecωG �VecHω|H

RM.

Demostración. Sea M una categoŕıa VecGω -módulo semisimple simple. Dado que (VecGω )e =
Vecf , una categoŕıa (VecGω )e-submódulo semisimple simple deM es una subcategoŕıa semisim-
ple plena de rango uno.
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Sea D una subcategoŕıa semisimple plena de rango uno de M. Por la Proposición 2.8.5,
podemos suponer que D = RM, donde R es una k-álgebra de división. Sea H el subgrupo
estabilizador, entonces RM es una categoŕıa VecωHH -módulo. Por la Proposición 7.3.7, la res-
tricción de ω a H es un coborde sobre K = Z(R), y la clase de equivalencia de una categoŕıa
VecHωH -módulo D, está en correspondencia con un elemento de η ∈ H2(H,K∗).

Por el Teorema 7.3.4,M∼= VecωG�VecHω|H
RM. Esto finaliza la prueba de la Proposición.

Observación 7.3.9. Si el grupo estabilizador H es finito, entonces el álgebra de grupo torcida
RηH es un álgebra en VecGω , y por la Proposición 7.2.7, M∼= (VecωG)RηH .

7.4. Categoŕıas módulo sobre CG y C oG

Una categoŕıa módulo indescomponible sobre una categoŕıa de fusión es llamada punteada,
si la categoŕıa tensorial End C(M) es punteada semisimple. En [39] se describen las categoŕıas
módulo punteadas de CG y C o G, en términos de las categoŕıas módulo punteadas de C, y
la acción de G sobre C. Este criterio es importante en la construcción de álgebras de Hopf
semisimples cuyas categoŕıas de representaciones no son de tipo grupo.

Posteriormente, se describieron en [18] las categoŕıas módulo indescomponibles de una
equivariantización de una categoŕıa de fusión.

El objetivo de esta sección es describir las categoŕıas módulo para CoG, donde C y G son
arbitrarios. Si el grupo es finito y C es de fusión, usando la dualidad entre CG y C o G [39,
Proposition 3.2], describimos las categoŕıas módulo sobre CG. Para el caso general, usamos
[75, Theorem 4.1].

Acciones G-invariantes sobre categoŕıas módulo

Sea C una categoŕıa tensorial y sea (σ, ψ) : C → C un funtor monoidal. Si (M,⊗, α) es
una categoŕıa C-módulo a derecha, la categoŕıa C-módulo torcida (Mσ,⊗σ, ασ) está definida
por:M =Mσ como categoŕıas, con M ⊗σ V = M ⊗ σ(V ), y ασM,V,W = idM ⊗ ψV,W ◦ αM,V,W .

Definición 7.4.1. Sean C una categoŕıa tensorial, M una categoŕıa C-módulo a izquierda
y σ : C → C un funtor monoidal. Diremos que el funtor (T, η) : M → Mσ es un funtor
σ-equivariante si es un funtor C-módulo.

Dada una acción de un grupo G sobre C, la categoŕıa móduloM es llamada G-invariante
si, para cada σ ∈ G, existe un funtor σ-equivariante Mσ →M.

Sea σ, τ : C → C funtores monoidales. Sean (T, η) : M → Mσ un funtor σ-equivariante, y
(T ′, η′) : M →M τ un funtor τ -equivariante. Definimos su composición por

(T ′T, T ′(η)(η′(T × T ))) :M→M.

Esto define un funtor σ ◦ τ -equivariante de M.
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Dadas una acción de G sobre una categoŕıa monoidal C y una categoŕıa módulo G-
invariante M, denotaremos por AutGC (M) la siguiente categoŕıa: los objetos son funtores
σ∗-equivariantes, para todo σ ∈ G, y los morfismos son isomorfismos naturales de funtores
módulo. El producto tensorial es la composición de funtores C-módulo y el objeto unidad es
el funtor identidad de M.

Definición 7.4.2. Sea (σ∗, φ(σ, τ), ψ(σ)) : G→ Aut⊗(C) una acción de G sobre una categoŕıa
tensorial C, y sea M una categoŕıa C-módulo G-invariante. Un funtor G-invariante sobre M
es un funtor monoidal (σ∗, φ, ψ) : G→ AutGC (M), tal que σ∗ es un funtor σ∗-invariante, para
todo σ ∈ G.

Observación 7.4.3. (1) Una categoŕıa C-móduloM con un funtor G-invariante es llamada una
categoŕıa C-módulo G-equivariante en [18, definition 5.2].

(2) Sea C una categoŕıa monoidal G-invariante. La categoŕıa monoidal AutGC (M) es un

2-grupo graduado y el grupo AutGC (M) tiene un epimorfismo de grupos π : AutGC (M) → G.
Entonces, si un homomorfismo de grupos ψ : G→ AutGC (M) es realizable, entonces πψ = idG.
Un homomorfismo de esta forma será llamado un homomorfismo hendido.

(3) Sea ψ : G→ AutGC (M) un homomorfismo de grupos hendido. Si a ∈ H3 (AutGC (M), H)
es el 3-cociclo asociado al 2-grupo AutGC (M), entonces como en el Teorema 6.2.1, ψ es realiz-

able si y sólo si el 3-cociclo aψ3 es un 3-coborde, y el conjunto de realizaciones de ψ están en
correspondencia con elementos de un segundo grupo de cohomoloǵıa.

El siguiente resultado aparece en [75, Sec. 2].

Proposición 7.4.4. Sea CoG una categoŕıa tensorial producto cruzado. Entonces existe una
correspondencia biyectiva entre estructuras de categoŕıa CoG-módulo y funtores G-invariantes
sobre la categoŕıa C-módulo M.

Demostración. Sea M una categoŕıa C o G-módulo. Cada objeto [1, σ], σ ∈ G, define una
equivalencia σ∗ : M→M,M 7→ [1, σ] ⊗M . Si φ(σ, τ)M = α(1,σ),(1,τ),M es el isomorfismo de
asociatividad, este define un funtor monoidal G→ Aut(M).

La categoŕıa M es una categoŕıa C-módulo con V ⊗M = [V, e] ⊗ V y dado que [1, σ] ⊗
[V, e] = [σ∗(V ), e]⊗ [1, σ], tenemos isomorfismos naturales ψ(σ)V,M : σ∗(V )⊗ σ(M)→ σ(V ⊗
M), dados por ψ(σ)V,M = α−1

(1,σ),(V,e),M ◦ α(σ∗(V ),e),(1,σ),M . Esto define un funtor G-invariante.

Rećıprocamente, si G → AutGC (M) es un funtor G-invariante, tenemos un isomorfismo
natural φ(σ, τ)M : σ∗τ∗(M) → στ∗(M), ψ(σ)V,M : σ(V ) ⊗ σ(M) → σ(V ⊗ M). Entonces,
podemos definir una acción sobre M por

(V, σ)⊗M := V ⊗ σ∗(M),

e isomorfismo de asociatividad

α(V,σ),(W,τ),M = idV⊗σ∗(W ) ⊗ φ(σ, τ)M ◦ αV,σ∗(W ),σ∗(τ∗(M)) ◦ idV ⊗ ψ(σ)−1
W,M .
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Supongamos que el grupo G es finito y la categoŕıa tensorial C es una categoŕıa de fusión.
Entonces, las categoŕıas módulo sobre CoG y CG están en correspondencia biyectiva por [39,
Proposition 3.2]. Si M es una categoŕıa C o G-módulo, entonces, por la Proposición 7.4.4,
existe una G-acción sobre M, y la categoŕıa MG es una categoŕıa CG-módulo con

(V, f)⊗ (M, g) := (V ⊗M,h),

donde
hσ = gσhσψ(σ)−1

V,M .

Para una categoŕıa monoidal k-lineal C y un grupo finito G, tal que char(k) . |G|, el Teorema
[75, Theorem 4.1] dice que toda categoŕıa CG-módulo es de la forma MG para una categoŕıa
C oG-módulo. El siguiente resultado aparece en [18] para categoŕıas de fusión.

Teorema 7.4.5. Las categoŕıas módulo simples sobre CoG están en correspondencia biyectiva
entre los siguientes dados:

un subgrupo H ⊆ G,

una categoŕıa C-módulo simple H-invariante M,

un funtor monoidal H → AutHC (M).

Si el grupo es finito, entonces las categoŕıas módulo sobre CG están en biyección con los
mismos datos.

Demostración. Por el Teorema 7.3.4, si N es una categoŕıa CoG-módulo simple, entonces N
es equivalente a C �CoHM, para algún subgrupo H ⊆ G y alguna categoŕıa C oH-módulo
simple M, tales que M es H-invariante.

En particular, se sigue que la restricción deM a C es simple. Ahora la correspondencia se
sigue de la Proposición 7.4.4.

Si el grupo G es finito, entonces la correspondencia se sigue de [75, Theorem 4.1] o [39,
Proposition 3.2].

Supongamos que G es un grupo finito y H ∼= Aτ#σkG es un producto bicruzado con
coacción trivial. Entonces las categoŕıas módulo sobre HM son de la forma NG, para alguna
categoŕıa AM-módulo G-equivariante N . Además, la categoŕıa módulo es simple si y sólo si
N es simple.

Ejemplo 7.4.6. Sea N ≥ 2 un entero y sea q ∈ C una N -ésima ráız primitiva de la unidad. El
álgebra de Taft T (q) es la C-álgebra presentada por generadores g y x con relaciones gN = 1,
xN = 0 y gx = qxg. El álgebra T (q) posee una estructura de álgebra de Hopf, determinada
por

∆g = g ⊗ g, ∆x = x⊗ 1 + g ⊗ x.

Entonces ε(g) = 1, ε(x) = 0, S(g) = g−1, y S(x) = −g−1x. es bien conocido que
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1. T (q) es una álgebra de Hopf no semismple punteada (es decir todo comódulo simple
tiene dimensión uno),

2. el grupo de los elementos de tipo-grupo de T (q) es G(T (q)) = 〈g〉 ' Z/(N),

3. T (q) ' T (q)∗,

4. T (q) ' T (q′) si y sólo si q = q′.

Proposición 7.4.7. Sea G un grupo, entonces el conjunto de G-acciones sobre la categoŕıa
tensorial T (q)M, de T (q)-comódulos, están en correspondencia uno a uno con el conjunto
morfismos de grupos de G en C∗ nC, donde C∗ actúa sobre C por C∗ × C→ C, (s, t) 7→ st.

Demostración. Por la Proposición 6.2.3, el grupo abeliano Aut⊗(idC) es trivial. Por [59, Theo-
rem 5], Aut⊗(T (q)M) = BiGal(T (q)) ∼= C∗oC. Entonces, por el Teorema 6.2.1, el conjunto de
clases de isomorfismo de G-acciones está dado por el conjunto de homomorfismos de grupos
de G a C∗ nC.

Sea G = CN el grupo ćıclico de orden N . Entonces, por la Proposición 7.4.7, las posibles
G-acciones están parametrizadas por pares (r, µ), donde r es una N -ésima ráız primitiva de
la unidad y µ ∈ C.

Denotaremos por A(α,γ) el objeto T (q)-bigaloisiano asociado al par (r, µ) ∈ C∗ n C ∼=
BiGal(T (q)). Ver [59, Theorem 5].

Las categoŕıas T (q)M-módulo de rango uno están en correspondencia con funtores de fibra
sobre T (q)M, y éstos están en correspondencia biyectiva con los objetos T (q)-galoisianos.

Por el Teorema 2 en loc. cit., todo objeto T (q)-galoisiano es isomorfo a A(1,β), β ∈ C. Más
aún, dos objetos T (q)-galoisianos A(1,β), A(1,µ) son isomorfos, si y sólo si, β = µ.

Por el Teorema 7.4.5, si existe una categoŕıa módulo semisimple de rango uno sobre C =
T (q)Mo Z/(N), ésta debe ser una categoŕıa T (q)M-módulo CN -invariante.

Supongamos que A(1,β) es CN -invariante. Dado que A(r,µ)�T (q)A(1,β)
∼= A(r,µ+β), tenemos

que µ = 0. Entonces, si la acción está asociada a un par (r, µ), donde µ 6= 0, la categoŕıa C
no admite un funtor de fibra, i.e., ésta no es la categoŕıa de comódulo de ningún álgebra de
Hopf.

Sin embargo, dado que todo objeto simple es invertible, la dimensión de Frobenius-Perron
de los objetos simples es uno. Por [22, Proposition 2.7], la categoŕıa tensorial T (q)MoCN es
equivalente a la categoŕıa de representaciones de una cuasi-álgebra de Hopf.

Notemos que la categoŕıa tensorial (T (q)M)G tiene al menos un funtor de fibra, para todo
grupo G y para toda acción. En efecto, dado que el funtor de olvido U : T (q)MG → T (q)M es
monoidal, la composición con el funtor de fibra de T (q)M es un funtor de fibra para (T (q)M)G.
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