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Resumen

La tesis trata sobre las dlgebras de Hopf semisimples y las categorias tensoriales asociadas.

En la primera parte de la tesis mostramos dos familias de ejemplos de algebras de Hopf
semisimples que no son simples, pero que admiten deformaciones simples. La primera familia
proviene de deformaciones por twist del grupo simétrico S,. Para probar esto damos una
condicién necesaria para que un elemento de tipo grupo en el dual de una deformacién por
twist de un grupo finito sea central. La segunda familia es una deformacion por twist del
producto directo de dos grupos diédricos generalizados cuyo orden es el producto de dos
numeros primos. Para la demostracién comparamos la categoria de (co)-representaciones de
la deformacion por twist con la categoria de representaciones de las posibles extensiones
abelianas. Nuestros ejemplos contestan una serie de preguntas abiertas, sobre extensiones de
algebras de Hopf semisimples. Posteriormente, damos condiciones necesarias y suficientes para
que una deformacion por twist de un algebra de grupo sea un algebra de Hopf simple.

En la segunda parte de la tesis, introducimos y estudiamos la nocion de categoria tensorial
fuertemente graduada sobre un grupo G. Esto es, una categoria tensorial cuya categoria
abeliana subyacente C = @ ., Cs esta graduada por un grupo G, de forma tal que el bifuntor
® envia C, X C; a C,, para todo 0,7 € GG, y ademas, toda componente homogénea posee un
objeto invertible.

El resultado principal de la segunda parte es la descripcion de las categorias moédulo
sobre una categoria fuertemente graduada por un grupo GG, como categorias médulo inducidas
desde subcategorias tensoriales asociadas con los subgrupos de . Como aplicaciones del
teorema principal generalizamos algunos resultados de clasificacion de categorias médulo sobre
categorias punteadas y describimos las categorias médulo simples para G-equivariantizaciones
de categorias tensoriales, donde G es un grupo finito.

Palabras Claves: Algebras de Hopf; categorias tensoriales; deformaciones de grupos fini-
tos; teoria de Clifford.
1991 Mathematics Subject Classification: 16W30, 18D10.



Abstract

The thesis concerns semisimple Hopf algebras and the associated tensor categories.

In the first part of the thesis we show two families of examples of semisimple Hopf algebras
which are not simple, but admit simple deformations. The first family comes from twisting
deformations of the symmetric group S,. To prove this, we give a necessary condition for a
group-like element in a dual of a twisting deformation of a finite group to be central. The se-
cond family is a twisting deformation of the direct product of two generalized dihedral groups
whose orders are the product of two prime numbers. For the proof we compare the category
of (co)-representations of the twisting deformation with the category of representations of the
possible abelian extensions. Our examples answer a series of open questions concerning exten-
sions of semisimple Hopf algebras. Subsequently, we give necessary and sufficient conditions
for a twisting deformation of a group algebra to be a simple Hopf algebra.

In the second part of the thesis, we introduce and study the notion of strongly graded
tensor category over a group (. This is a tensor category whose underlying abelian category
C =, Cs is graded by a group G, so that the bifunctor ® maps C, x C; to C,., for all
0,7 € GG, and in addition, every homogeneous component has an invertible object.

The main result of the second part is the description of the module categories over a
strongly graded tensor category by a group G, as induced from module categories over tensor
subcategories associated with subgroups of G. As applications of the main theorem we gene-
ralize some results of classification of module categories over pointed tensor categories and
describe the module categories over G-equivariantizations of tensor categories where G is a
finite group.

Key words: Hopf algebras; tensor categories; deformation of finite groups; Clifford theory.
1991 Mathematics Subject Classification: 16W30, 18D10.
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Introduccion

Recientemente, la teoria de categorias tensoriales se ha convertido en una herramienta
importante en el estudio de numerosos problemas de matematica y fisica. La relacion entre
los grupos cuanticos con los invariantes de nudos y variedades de baja dimensién, asi como
también con la teoria de subfactores, puede ser explicada adecuadamente usando este tipo de
categorias.

La terminologia categoria tensorial sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, es usada
como sinénimo de categoria monoidal, abeliana k-lineal, rigida, y con objeto unidad simple.

A menudo las categorias tensoriales son realizadas como categorias de comédulos de di-
mension finita de dlgebras de Hopf, o méas generalmente, de cuasi-dlgebras de Hopf. Las
categorias tensoriales de este tipo tienen la particularidad de estar munidas de un funtor fiel,
monoidal (respectivamente, cuasi-monoidal) y exacto en la categoria de espacios vectoriales
de dimensién finita. Este tipo de funtores son llamados funtores de fibra (respectivamente,
cuasi funtores de fibra). La implicacién reciproca también es cierta. Es decir, si una categoria
tensorial admite un funtor de fibra (respectivamente, un cuasi funtor de fibra), entonces, usan-
do una generalizacion de la teoria de reconstruccion de Tannaka-Krein para dlgebras Hopf
(respectivamente, cuasi-algebras de Hopf), es posible construir un dlgebra de Hopf (respectiva-
mente, una cuasi-algebra de Hopf) cuya categoria de comédulos es tensorialmente equivalente
a la categoria tensorial inicial.

En general, es posible que una categoria tensorial no admita funtores de fibra, o ni siquiera
cuasi funtores de fibra. Ademas, si admite un funtor de fibra, salvo isomorfismos monoidales
naturales, éste no es necesariamente 1inico, y por lo tanto, las algebras de Hopf reconstruidas
no son isomorfas entre si. Sin embargo, las algebras de Hopf con categorias de comddulos ten-
sorialmente equivalentes, son obtenidas una a partir de la otra usando extensiones galoisianas
del cuerpo de base. En el caso en que el dlgebra de Hopf tenga dimension finita, las algebras
de Hopf con categorias de representaciones tensorialmente equivalentes, son obtenidas una a
partir de la otra mediante deformaciones por twist.

Las categorias tensoriales pueden ser divididas en dos tipos: las semisimples y las no
semisimples. Desde luego, el estudio de cada una de estas familias se subdivide en diversos
tipos. Dentro de las categorias tensoriales semisimples, aquéllas que poseen un nimero finito
de objetos simples salvo isomorfismo, son llamadas categorias de fusion y son de especial



interés en la fisica matemadtica y en la teoria de subfactores. Estas se relacionan con las
(cuasi)-dlgebras de Hopf semisimples.

Un invariante importante de una categoria de fusion C es el anillo de Grothendieck G(C).
Muchas propiedades esenciales de las categorias de fusion pueden deducirse de su anillo de
Grothendieck: por ejemplo, C es la categoria de representaciones de una cuasi-algebra de Hopf,
si y solo si, la dimensiéon de Frobenius-Perron de cada clase de equivalencia de objetos simples
es un numero entero. Recientemente, las cuasi-algebras de Hopf semisimples de dimension p™,
donde p es un nimero primo, y las cuasi-algebras de Hopf de dimensién menor que 60 han
sido caracterizadas, haciendo un uso metédico de las categorias de fusién.

Una herramienta importante para el estudio de las categorias de fusion, son las categorias
modulo. Asi como una categoria tensorial puede pensarse como una categorificacién de la
nocion de anillo, las categorias mdédulo sobre una categoria tensorial corresponden a una
categorificacion de la nociéon de médulo o representacion. En forma mas precisa, si C una
categoria tensorial y M una categoria abeliana k-lineal, una estructura de categoria C-moédulo
a izquierda sobre M es un funtor k-lineal fiel y exacto F' : C — End (M), donde End (M) es la
categoria monoidal de endofuntores k-lineales exactos de M, andlogamente una estructura de
categoria C-médulo a derecha sobre M es una funtor k-lineal fiel y exacto F' : C — End (M).

Esta nocién se remonta a los anos sesenta en los trabajos de Benabou [5]. Sin embargo,
su interés ha sido renovado por los trabajos [51], [22] de Etingof y Ostrik.

La existencia de categorias médulo especiales nos da informacién adicional sobre la cate-
goria tensorial. Por ejemplo, se tiene que una categoria k-lineal semisimple, donde k es al-
gebraicamente cerrado, con un unico objeto simple, es equivalente a la categoria de espacios
vectoriales, y la categoria tensorial de endofuntores exactos es equivalente a la categoria ten-
sorial de los espacios vectoriales de dimension finita. Por lo tanto, los funtores de fibra estan
en correspondencia con categorias moédulo semisimples que poseen, salvo isomorfismos, un
unico objeto simple.

Otro tipo de categorias médulo muy importantes en la clasificacion de algebras de Hopf
semisimples son las categorias médulo punteadas. Una categoria médulo indescomponible
sobre una categoria de fusion es llamada punteada, si todos los objetos simples de la categoria
de los endofuntores C-médulo son invertibles. Las categorias de fusién que admiten una cate-
gorfa modulo punteada son llamadas de tipo grupo. Estas pueden describirse explicitamente
en términos de grupos finitos y sus cohomologias. Las categorias de tipo grupo han sido muy
estudiadas en los ultimos afos, por ejemplo en los trabajos [17], [18], [39], [52], [34], [37], [16].

Muchos de los ejemplos explicitos de algebras de Hopf semisimples son de tipo grupo. Estos
incluyen a las categorias semisimples triangulares, las extensiones abelianas, las algebras de
Hopf de dimensién p", pq, pg®. Un problema importante planteado en [17], fue la construccién
de algebras de Hopf semisimples complejas, cuya categoria de representaciones no fuese de tipo
grupo. Recientemente, Nikshych [39] mostré ejemplos de algebras de Hopf semisimples que no
son de tipo grupo, usando una accién de un grupo finito en la categoria de representaciones



de una algebra de Hopf semisimple de tipo grupo. La construccién de estos ejemplos usa un
proceso conocido como equivariantizacién: dada un accién por autoequivalencias tensoriales,
de un grupo sobre una categorfa monoidal, se construye una nueva categoria tensorial C¢
llamada la equivariantizacion.

Los resultados de esta tesis se encuentran en los articulos [25], [20], [24], estando los dos
primeros ya publicados.

En [25] mostramos que las nociones de simplicidad y semi-solubilidad de algebras de
Hopf (semisimples) no son nociones categéricas. Para ello mostramos dos familias de grupos
no simples que admiten un twist, para el cual las algebras de Hopf asociadas son simples.
Nuestros resultados responden una seria de preguntas abiertas sobre extensiones de dlgebras
de Hopf semisimples.

En [26] mostramos condiciones necesarias y suficientes para que una deformacién por twist
de un algebra de grupo, sea un algebra de Hopf simple. Asimismo, generalizamos y damos
demostraciones alternativas a los principales resultados de [25].

En [24], introducimos y estudiamos la nocién de categoria tensorial fuertemente graduada
sobre un grupo G, desarrollando un andlogo de la teoria de Clifford para anillos fuertemente
graduados. Esto nos permite describir las categorias médulo sobre una categoria fuertemente
graduada por un grupo GG, como categorias modulo inducidas desde subcategorias tensoriales
asociadas a los subgrupos de . Como aplicaciones del teorema principal, generalizamos
algunos resultados de clasificacion de categorias modulo sobre categorias punteadas, y descri-
bimos las categorias médulo simples para G-equivariantizaciones de categorias tensoriales,
donde G es un grupo finito.

En el Capitulo 1 introducimos las definiciones y nociones bésicas que se usaran a lo largo
de la tesis. Esto, con el fin de que sea lo més autocontenida posible.

El segundo capitulo comienza con las definiciones de las nociones basicas de la teoria de
categorias monoidales. En la Seccion [2.3| recordamos las definiciones de bicategorias y cate-
gorias modulo sobre categorias monoidales, las cuales son de gran importancia en la tesis.
En la seccion damos la definicién de categoria tensorial y esbozamos la teoria de recons-
truccién Tannakiana, que explica como recuperar un algebra de Hopf a partir de su cate-
goria de comddulos. Posteriormente, estudiamos categorias médulo estrictas sobre categorias
monoidales.

El Capitulo 3 estd dedicado a la teoria de extensiones galoisianas para algebras de Hopf,
la cual resulta de gran importancia en las demostraciones de los resultados de la tesis.

El cuarto capitulo contiene los resultados de [25]. Mostramos que ciertas deformaciones
por twist del grupo simétrico S,,, en n letras, son simples como algebras de Hopf, para n > 5.
Ver Teorema [4.3.6] Para probar esto, damos una condicién necesaria para que un elemento
de tipo grupo en el dual de una deformaciéon por twist de un grupo finito sea central, en el
caso en que el twist sea “levantado”de un subgrupo abeliano.
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Sean p, r y ¢ numeros primos, tales que ¢ divide a p — 1 y a r — 1. Mostramos que una
familia de grupos supersolubles G, de orden prq¢?, puede deformase a través de un twist en un
algebra de Hopf simple. Ver Teorema 4.4.5| Estos twist son levantados de subgrupos abelianos
de G. La demostracién depende de la comparacién de la teoria de (co)representaciones de las
deformaciones por twist de G dada en [20] con la de un producto cruzado. También hacemos
uso de la clasificacion de las algebras de Hopf semisimples en dimensién p y pq [81, 146, 21, ?].

Se sabe que un algebra de Hopf semisimple de dimensién p™ siempre es semisoluble [45] [49].
Por otro lado, probamos que si el grupo G es nilpotente, entonces toda deformacion por twist
de kG es semisoluble.

Nuestros resultados implican:

(a) Existe un dlgebra de Hopf semisimple simple, la cual no es la deformacion por twist
del dlgebra de grupo de un grupo finito simple o de su dual.
Esto responde en forma negativa la Pregunta 2.3 en [1].

(b) Existe una dlgebra de Hopf semisimple de dimension p*q*, la cual es simple como
dalgebra de Hopf.

Por lo tanto el andlogo del Teorema de Burnside para grupos de orden p%g® no es valido
para la nociéon de semisolubilidad de algebras de Hopf semisimples. Esto concierne a una
pregunta realizada por S. Montgomery. Ver [I Question 4.17].

(¢) Existe un dlgebra de Hopf no trivial de dimension 36, la cual es simple.
Este ejemplo da una respuesta negativa a la pregunta [48, Question, pp. 269]. En dimensién
< 60, ésta es la unica algebra de Hopf no semisoluble, por [35].

(d) Eziste un dlgebra de Hopf semisimple, la cual es una bozonizacion pero no una exten-
S10M.

Esto responde la Pregunta 2.13 de [IJ.

Mostramos que existen exactamente dos deformaciones por twist de grupos de orden 60
que son simples como algebras de Hopf: la deformacién por twist de Ay, construida en [40], y la
deformacién (auto-dual) de D3 x Ds, discutida en la seccién Esto contribuye al problema
[1, Question 2.4].

El Capitulo 5 contiene los resultados de [26]. Determinamos condiciones necesarias y su-
ficientes, en términos de teoria de grupos y sus cohomologias, para que un cociente de una
deformacién por twist de un grupo finito sea conormal. Para ello usamos la clasificacién de los
objetos galoisianos de k% debida a Movshev y Davydov [50, 1] y los resultados de Schauen-
burg sobre correspondencias de Galois [66]. Ambos temas son tratados en el Capitulo 3. Como
aplicaciones del teorema principal, generalizamos y damos demostraciones alternativas de los
principales resultados y teoremas del capitulo anterior.

Como se muestra en el Capitulo 4, existen algebras de Hopf simples de dimensién p2q¢?,
donde p y ¢ son nimeros primos distintos. Por lo tanto, en el contexto de algebras de Hopf
semisimples, un resultado anédlogo al Teorema de Burnside para grupos de orden p®¢®, no es
valido con la nocién de solubilidad dada en [49].
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Una nocién mas adecuada de solubilidad para categorias de fusién es propuesta en [18].
Entre los resultados més relevantes de [18], se tiene que toda categoria de fusién de dimensién
de Frobenius-Perron p?¢® es soluble. Asimismo, toda categoria de fusién de dimensién entera
menor que 60 es soluble.

Los Capitulos 6 y 7 estan dedicados a exponer los resultados de [24].

En el Capitulo 6 estudiamos las acciones de un grupo sobre una categoria tensorial. Una
accién de un grupo G sobre una categoria tensorial (C, ®, a, [, r) induce un morfismo de grupos
de G en el grupo Autg (C) de clases de isomorfismo monoidales de autoequivalencias tensoriales
de C.

El grupo Autg(C) posee una accién natural sobre el grupo abeliano Autg(ide) de iso-
morfismo naturales monoidales del funtor identidad. Mostramos que, dados un grupo G'y un
morfismo de grupos f : G — Autg(C), queda inducido un 3-cociclo a € Z*(G, Autg(ide)), con
coeficientes en el G-mddulo Autg (ide) con accién inducida por f. En la Seccién 6.2 mostramos
que f es realizado por una accién de G sobre C, si y sélo si, la clase de cohomologia de a
es trivial. Ademads, el conjunto de clase de equivalencia de las posibles realizaciones de f
estd en correspondencia con los elementos de H?(G, Autg (idc)). Con ayuda de este resultado,
describimos las acciones de un grupo ciclico sobre una categoria tensorial. Las acciones de
grupos ciclicos sobre categorias tensoriales son de gran importancia, en la reciente definicion
de categoria de fusion soluble, dada en [18].

En el Capitulo 7 definimos y estudiamos las categorias tensoriales fuertemente graduadas
sobre un grupo G.

Una categoria tensorial estd graduada por un grupo G, si existe una descomposicion en
suma directa C = @, ., C, de subcategorias abelianas plenas de C, tal que el bifuntor ®
envia C, X C; a C,,, para todo 0,7 € GG. Una categoria tensorial G-graduada esta fuertemente
graduada, si cada componente homogénea C,, o0 € (G, posee un objeto invertible.

En la Seccién [7.1] estudiamos algunas propiedades basicas del producto tensorial de cate-
gorias k-lineales, introducido por Tambara en [74]. En la Seccién mostramos dos de
los ejemplos mas importantes de categorias fuertemente graduadas, que son: las categorias
semisimples punteadas, es decir aquéllas en las que todo elemento simple es invertible, y la
categoria tensorial producto cruzado C x (G, asociada a una accién de un grupo G sobre C.

Para una categoria tensorial G-graduada C, definimos la nocién de categoria médulo gra-
duada sobre un G-conjunto. Para categorias tensoriales fuertemente graduadas, damos un
teorema de estructura para las categorias modulo graduadas sobre un G-conjunto. En la
Seccién demostramos el resultado principal. Mostramos que toda categoria médulo simple
sobre una categoria fuertemente graduada C, es inducida de categoria mddulo sobre una
subcategoria tensorial de C. Como aplicacion, clasificamos las categorias modulo simples sobre
una categoria semisimple punteada y sobre las categorias tensoriales C x G.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos algunas definiciones y resultados basicos sobre algebras
semisimples, algebras de Hopf, teoria de categorias, cohomologia de grupos y representaciones
monomiales, que serdan necesarios para demostrar los principales resultados de esta tesis.

Nuestras referencias son las siguientes: para la teoria general de édlgebras asociativas [10],
algebras de Hopf [47], teorfa de categorias [43], dlgebra homoldgica y cohomologia de grupos
[79].

1.1. El Teorema de Artin-Wedderburn para algebras
semisimples

Denotaremos por k un cuerpo arbitrario. Si V' es un espacio vectorial sobre k, el espacio
vectorial dual lo denotaremos por V* := Homy(V, k), y la evaluaciéon V@V — V,a®@ v +—
a(v), por (, ).

Por k-dlgebra entenderemos un algebra sobre k asociativa con unidad. Si A es una k-alge-
bra, denotaremos por 4 M, My 4M 4 la categoria de A-mddulos a izquierda, la categoria de
A-modulos a derecha y la categoria de A-bimédulos, respectivamente. Si no hacemos referencia
explicita por A-mdédulo entenderemos un A-mdédulo a izquierda.

Recordemos que un A-médulo no nulo M es llamado indescomponible, si M no admite
una descomposicion M = N & N’ donde N y N’ son A-mé6dulos no nulos.

Un A-médulo no nulo S es llamado simple, si todo A-submédulo de S es nulo o S. Un
A-moédulo es llamado semisimple si es suma directa de A-moddulos simples.

Lema 1.1.1 (Lema de Schur). Sea A una k-dlgebra y f : S — S un morfismo no nulo de
A-maodulos. Entonces

a Si S es simple, f es un monomorfismo.
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b Si S’ es simple, f es un epimorfismo.
c 51 S y S son simples, f es un isomorfismo.

Demostracion. Puesto que f es un morfismo de A-mdédulos, Ker(f) e Im(f) son A-submdédulos
de Sy S’ respectivamente. Dado que f # 0, entonces Ker(f) = 0, si S es simple, e Im(f) = 5’
si S’ es simple. Esto prueba el lema. O

Corolario 1.1.2. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y A una k-dlgebra de dimension
finita. Entonces un A-mddulo S es simple si y sdlo si End 4(S) = k.

Demostracion. Se sigue del Lema[l.1.1|que End 4(5) es un dlgebra de divisién. Puesto que S es
simple, S es un A-médulo ciclico, luego dimy, S es finita, y por lo tanto dimy End 4(S) también
es finita. Entonces para cualquier elemento no nulo ¢ € End 4(S), los elementos 1g, ¢, ¢?, . ..
son linealmente dependientes sobre k. Por lo tanto existe un polinomio irreducible f € k[t],
tal que f(¢) = 0. Puesto que k es algebraicamente cerrado, f es de grado 1. Luego ¢ actia

sobre S por multiplicacién por un escalar Ay € k. La correspondencia ¢ — A, establece un
isomorfismo de k-algebras End 4(S5) = k. O

Sea A un élgebra, el radical de Jacobson de A, denotado por J(A), es el ideal bilateral
definido de las siguientes formas equivalentes:

= la interseccién de todos los ideales a derecha maximales,
= la interseccién de todos los ideales a izquierda maximales.

Diremos que un dlgebra A es semisimple, si J(A) =0y A es Artiniana. En este caso todo
A-modulo es semisimple.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Artin-Wedderburn). Toda k-dlgebra semisimple A es isomorfa
a un producto directo finito de dalgebras de matrices sobre k-dlgebras de division.

De manera mds precisa, si A= LY™ @ --- @ LY™ es la descomposicion de A como suma
de componentes simples, entonces

t
L™ = M, (D), y A= H M, (D;"),
i=1

donde D; = End 4(L;).
Demostracion. Ver [10, Theorem 3.22]. O

Sean GG un grupo con unidad e y o € Z?(G, k*) un 2-cociclo normalizado, es decir, una
aplicaciéon o : G x G — k* tal que

alzy, 2)a(z,y) = alz,yz)aly, z), alz,e) =ale,x) =1,

para todo x,y, z € G. Se define el dlgebra de grupo torcida k,G como:
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= el espacio vectorial con base {z,},eq,
» producto z,x, = a0, T)x,, 0,7 € G,

= unidad z..

Teorema 1.1.4 (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito y sea k un cuerpo cuya car-
acteristica no diwide al orden de G. Entonces el dlgebra de grupo torcida k.G es semisimple.

Demostracion. Ver [31, Theorem 2.10 pag. 85]. O

Observacion 1.1.5. En contraste con las algebras de grupo, el reciproco del teorema anterior
no es cierto en general (ver [31) section 5.8]).

1.2. Algebras de Hopf

Por codlgebra entenderemos una k-coalgebra coasociativa con counidad. Dada una codlge-
bra C', usaremos la notacién de Sweedler para la comultiplicaciéon A : C' — C®C' (suprimiendo
el stmbolo de sumatoria). Es decir, para z € C, A(z) = 2q) ® 2(2).

Andlogamente, si V' es un C-comddulo a izquierda (respectivamente, a derecha) via Ay :
V — C®V (respectivamente, py : V — V ® C) usaremos la notacion Ay (v) = v(_1) ® v(o)
(respectivamente, py (v) = v(g) ® v(1)). Denotaremos por MY, M y “ MY la categoria de C-
comddulos a derecha, la categoria de C-comédulo a izquierda y la categoria de C-bicomddulos,
respectivamente.

Un subespacio vectorial I C C' es llamado un coideal de la codlgebra (C, A, e¢), si Ac(I) C
IRCH+C®Iyec(I) = 0. Notemos que para un subespacio vectorial I C C, el espacio vectorial
C'/I es una codlgebra con comultiplicacién y counidad inducidas por A¢ y e¢ siy sélosi I es
un coideal.

Si V' C C es un subespacio vectorial, denotaremos por V1 := Ker(e¢) N'V. Notemos que
dado que £¢ es un morfismo de codlgebras, C* es un coideal.

La notacién para algebras de Hopf que usaremos es la estandar: A, e,.S denota la comul-
tiplicacion, la counidad y la antipoda, respectivamente.

Un subespacio vectorial I C H es llamado un ideal de Hopf del dlgebra de Hopf H, si I
es un coideal, un ideal bilateral y S(I) C I. Claramente, I es un ideal de Hopf si y sdlo si el
espacio vectorial cociente H/I es un algebra de Hopf.

Denotaremos por G(H) = {0 # z € H|A(z) = 2 ® x} al grupo de los elementos de tipo
grupo en un algebra de Hopf H.
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Ejemplo 1.2.1. Sea G un grupo finito con unidad e. Sea k¢ el dlgebra de funciones sobre G
con valores en k. Esta algebra tiene una estructura de algebra de Hopf con:

A(¢)(u,v) = ¢(uv), &(¢) = d(e), S(d)(u) = (u),

para todo u,v € G, ¢ € k“.
Sea kG el dlgebra de grupo. Esta algebra tiene estructura de algebra de Hopf con:

A(xo) =T5 Q Tg, S(xcr> = Tg-1.

En general, si H es un algebra de Hopf de dimensién finita, el espacio vectorial dual H*
es un algebra de Hopf con estructura

(af,h) = (a® B, hi ® hg), (1,h) =e(h),
(Ala),h®g) = (a,hg), e(a)=a(l), (S(a),h) = {a,S(h)).
para todo o, 3 € H*, h,g € H.

Por ejemplo, si G es un grupo finito, el dual del dlgebra de Hopf kG es el algebra de Hopf
kS,
Un algebra de Hopf H es llamada semisimple si H es semisimple como algebra. Como

aplicacién del Teorema Fundamental para médulos de Hopf [47, 1.9.4], toda algebra de Hopf
semisimple tiene dimension finita (ver [72), pagina 107].

Uno de los resultados més importantes concernientes a la teoria de dlgebras de Hopf de
dimension finita es el siguiente:

Teorema 1.2.2 ([38]). Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita. Si K es una subdlgebra
de Hopf de H, entonces H es libre como K-mddulo con la multiplicacion. En particular,
dim, H divide dimy, K. O]

1.3. Categorias abelianas

Todas las categorias que consideraremos seran categorias pequenas, es decir categorias
tales que la clase Obj(C) de objetos es un conjunto.

Definicién 1.3.1. Una categoria C es una categoria aditiva sobre k si las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

(i) Los conjuntos de morfismos Home(X,Y) = More(X,Y) son espacios vectoriales sobre
k y las composiciones

Home(V, W) x Home (U, V') — Home (U, W), (¢,9) — ¢pop
son k-bilineales para todo U, V, W & ObjC.
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(ii) Existe un objeto cero 0 € ObjC tal que Hom¢(U,0) = Home(0,U) = 0 es el espacio
vectorial cero, para todo U € ObjC.

(iii) Existen sumas directas finitas en C.

Una categoria aditiva sobre k es llamada abeliana k-lineal, si satisface las siguientes condi-
clones:

(iv) Todo morfismo ¢» € Home (U, V') tiene un nicleo Ker ¢ € Mor C y un conticleo Coker ¢ €
Mor C. Todo morfismo es una composicién de un epimorfismo seguido de un monomor-
fismo. Si Ker = 0, entonces 1p =Ker (Coker v); si Coker ¢ = 0, entonces 1) = Coker

(Ker v).

Todos los funtores entre categorias aditivas k-lineales que consideraremos seran supuestos
aditivos k-lineales. Asimismo, las transformaciones naturales seran transformaciones naturales
k-lineales.

Un objeto U de una categoria abeliana C es llamado simple si todo monomorfismo V' — U
en C, es cero o es un isomorfismo. Una categoria abeliana es llamada semisimple si todo objeto
es suma directa de objetos simples. Un objeto V' en una categoria abeliana C es llamado muy
simple si End¢(V) = k, claramente un objeto muy simple es simple. Si k es un cuerpo
algebraicamente cerrado, todo objeto simple es muy simple.

Si C;, Cy son categorias abelianas, denotaremos por F(Ci,Cs) la categoria de funtores
aditivos y exactos de C; a Cy, donde las flechas son las transformaciones naturales k-lineales
entre funtores.

Sean M y N objetos de C. Diremos que N es un subobjeto de M, si existe un monomorfismo
U — M, tal que U es isomorfo a N. Andlogamente, N es un cociente M, si existe un
epimorfismo M — U, tal que U es isomorfo a N. Diremos que N es un subcociente de M, si
N es un cociente de un subobjeto de M.

Para cada objeto X € C, denotaremos por [X] la clase de isomorfismo de X en C. El grupo
de Grothendieck de C, denotado por G(C), es el grupo abeliano generado por las clases de
isomorfismo de objetos en C, sujetos a las relaciones: [X| = [Y] + [Z], X,Y, Z € C, si existe
una sucesion exacta

0—-Y—->X—->27—0.

Si C es una categorfa semisimple, el grupo de Grothendieck G(C) es el grupo abeliano
libre con base dada por las clases de isomorfismos de objetos simples. Con mas generalidad,
si todos los objetos de una categoria abeliana C tienen longitud finita (serie de Jordan-Holder
finita), el grupo de Grothendieck G(C) es un grupo abeliano libre generado por las clases de
isomorfismos de los objetos simples de C.

Un funtor exacto F' : C; — Cs induce un morfismo de grupos abelianos G(C;) — G(Cs)
entre los anillos de Grothendieck.
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1.4. Cohomologia de grupos

Sea GG un grupo. Como es usual, por G-moédulo entenderemos un ZG-médulo. Asimismo,
un morfismo de G-moédulos serd un morfismo de ZG-mddulos. Si A es un G-médulo y g € G,
a € A, denotaremos por ga la accién de g sobre a.

Un G-médulo trivial es un G-médulo A, en el cual G actia trivialmente, es decir ga = a
para todo g € G,a € A.

Sea
9 d

‘Dl a‘DO ‘Z ‘0

una resolucién proyectiva del G-médulo trivial Z. Para un G-médulo A, los grupos de coho-
mologia de G con coeficientes en A estan definidos por

H"(G,A) := H"(Homg(D., A)).
Estos son independientes de la eleccién de la resolucién elegida.

Ejemplo 1.4.1. Sea (), el grupo ciclico de orden m generado por o. El C,,-mddulo trivial
7 tiene una resolucion libre periddica de periodo 2

N Lz, ge, Nogzo, Thne, < .7

donde N=1+0+ 0>+ --+0™ ! ye(o)=1. Usando esta resolucion, es facil ver que

ACm sin=20
H"(Cy;A) =< {a€ A: Na=0}/(c —1)A, sin=1,3,5,... (1.4.1)
ACm N A, sin=24,6,....

Para un grupo discreto arbitrario, cominmente es usada la resolucion libre bar. Aqui,
Bn: @ Z(g()a"'vgn)a
90,--,gn€G

como grupo abeliano libre, la G-accion esta dada por

g- (907"'7971) = (gg()a"'7ggn)-

El diferencial 0 y una homotopia de contraccién estan dados por

n

00,1 90) = 3 (1) (Gos- - G- -1 9)

1=0

8(907"'7.971) = (1790;---7gn)-
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Una ZG-base de B, esta dada por

|91lg2] - - 1gnl = (1, 91, 9192, -, 91 - - gn),

y el diferencial en términos de ésta base estda dado por

n—1
O|g1lga] - - -1gnl) = g1lgal - - 1gnl + D (=191 - - [gigisal - - - gl
=1

+(=1)"g1] - - - |gnl-

Ahora es claro que el grupo Homg(B,,, A) se identifica con el grupo de aplicaciones f : G" =
G x -+ x G — Ay la correspondencia esta dada por f(g1,...,9,) = F(|g1] -+ |gnl)-

Describimos ahora otra resolucién libre, llamada la resolucién cuna (wedge resolution).
Ver [80, Appendix A.]. Para go,..., g, € G, el producto cuna se define por

1
Go N AGn=Puri(go, -, 9n) = m Z €(0)(9o(0)s - - -+ Go(n))5
.O'GSTL

el cual es un elemento en Q ®z B,,. Sea D,, la imagen en Q ®z B,,, de la proyeccién P,.;. Una
Z-base de D, esta parametrizada por las (n + 1)-uplas no orientadas {go, . .., g, }. Entonces

Dn:ZZgg/\.../\gn,

es un G-submoédulo libre de Q ®z B,,. Se define el diferencial d : D,, — D,,_; por

n

d(go A Agn) =D (1) 'go Ao A g,
=0

y la homotopia de contraccién

c(go N Ngn) =1AGgoA... A gy

La proyeccion P,y1 : B, — D,, define un homomorfismo de cadena P : (B,0) — (D, d),
de forma tal que la inclusién de complejos de cadena

Home (D, A) —%—~ Home(Dpi1, A)

Homg(B,,)

Homg(Bp11, A)
induce los isomorfismos.
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Como consecuencia, tenemos que en cada clase cohomologia podemos elegir un cociclo
representante tal que

F(go, c ,gn) = 6(0’)F<g0(0), c ,gg(n)), (1.4.2)
para todo o € S,,.1 y donde € : S, — k* es la representacién signo. Estos cociclos seran

llamados cociclos ciclicos.

Corolario 1.4.2. Sea A un G-mddulo. Entonces todo f € Z?(G,A) es cohomdlogo a un
2-cociclo tal que

f(g.h) = flgh.h™") = —gf(g7". gh),
para todo g, h € G. En particular, si A es un G-mddulo trivial, podemos elegir un 2-cociclo
tal que f(g.h) = —f(h™",97") y f(g9.97") = 0, para todo g.h € G.

Demostracidn. Tomando f € Z?(G, A), la ecuacién f(g,h) = f(gh,h™') = —f(g7*, gh) es
equivalente a la ecuacién (1.4.2), para F(1, g1, 9192) = f(g1, 92)- H

Observacion 1.4.3. Si a € Z?(G,k*) es un 2-cociclo ciclico, entonces en el dlgebra de grupo
torcida k,G tenemos que

(zg2) ' = xp1my1, Vg,h € G.

En particular, (z,)"' = z,-1, para todo g € G.

En todo lo que sigue, asumiremos, sin pérdida de generalidad, que los cociclos
son ciclicos.

1.5. Representaciones monomiales
Recordamos la nocién de representacién monomial, presentada en [31, Chapter 7, Section
9.

Sea F' un grupo finito. Un espacio monomial sobre k es una terna
(‘/a X7 (‘/I)SEEX)a

donde V' es un espacio vectorial sobre k, X es un conjunto finito, y (V;)zcx es una familia de
subespacios de V' de dimensién 1, indexados por X, tales que V = @,cx V..
Por representacion monomial de F sobre (V, X, (V,)zex ), entenderemos un homomorfismo
de grupos
I':F— GL(V),

tal que para cada o € F, I'(0) permuta los subespacios V,. Es decir, la accién sobre V' induce
una accién por permutaciones de F' sobre X.
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Para cada z € X, denotaremos por F(z) el estalizador de x. Diremos que un elemento
x € X es regular bajo la acciéon monomial de F, si para todo o € F(x), I'(0) es el mapa
identidad sobre V.

Lema 1.5.1. [31, Lemma 9.1]. Sea (V, X, (Vi)zex) un espacio monomial, y sea I' : F —
GL(V') una representacion monomial de F sobre (V, X, (Vy)zex)-

1. St x € X es un elemento reqular bajo la accion monomial de F', entonces también lo
son todos los elementos en la F-orbita de x.

2. Sea T un conjunto de representantes de las orbitas requlares de X. Para cada t € T,
sea wy un vector no nulo de V;. Sea

v = Z [(o)wy,

€Y

donde Y; es un conjunto de representantes del conjunto de coclases a izquierda de F(t)
en . Entonces (v)er es una base del subespacio VE de F-invariantes en V.

]

Observacion 1.5.2. La dimensién de VI es igual al ntimero de F-érbitas regulares bajo la
accion monomial de F' sobre X.

Notemos también que el conjunto {I'(¢)w; }ier sey; €s linealmente independiente en V. En
efecto, I'(o)w; pertenece V, ;. Puesto que elementos en T" no son conjugados bajo la accién de
F, y o recorre un conjunto de representantes de las coclases a izquierda de F'(t), todos estos
elementos tienen grados de homogeneidad distintos dos a dos y por tanto son linealmente
independientes.

Ejemplo 1.5.3. Sean G un grupo finito y o € Z2(G, k*) un 2-cociclo sobre el G-médulo trivial
k*. Como aplicacion del Lema calcularemos el centro del dlgebra de grupo torcida k.G,
con base z, 0 € G.
La terna (k,G,G, (kr,),eq) es un espacio monomial, y la accién de G sobre k,G dada
por
O Tr = Telrlyg-1, (1.5.1)

es una representacion monomial de G. Es claro que la subdlgebra (k,G)¢ de invariantes bajo
la accién monomial, coincide con el centro Z(k,G) del dlgebra de grupo torcida k,G.

Definicién 1.5.4. Sean G un grupo finito y a € Z%(G, k*). Un elemento g € G es llamado
a-regular si a(g, ) = a(z, g), para todo z € Cg(g) (el centralizador de g en G).

Observacion 1.5.5. » Si g es a-regular, también es (-regular para todo 3 € Z%*(G,k*)
cohomologo a a.
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= Un elemento g € G es a-regular si y sélo si g € GG es regular con respecto a la accion
monomial dada en (|1.5.1). En efecto, el estabilizador de g € G es Cg(g) y, para todo
x € Cg(g), tenemos

= Por el Lemal|l.5.1} si g es a-regular todo elemento en la clase de conjugacién lo es. En
este caso, diremos que ésta es una clase de conjugacién a-regular.

Proposicién 1.5.6. La dimension del centro de k,G es igual a la cantidad de clases de
conjugacion a-requlares. ]
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Capitulo 2

Categorias tensoriales y categorias
modulo

En este capitulo recordaremos las definiciones de categoria monoidal, bicategoria y cate-
goria moédulo sobre una categoria monoidal, asi como también su relaciéon con algebras de
Hopf y la teoria de reconstruccion tannakiana. Nuestras referencias son las siguientes: para
categorias monoidales y categorias trenzadas [4], bicategorias [5], categorias médulo [51].

2.1. Categorias monoidales

Definicién 2.1.1. Una categoria monoidal consiste de los siguientes datos: una categoria C,
un bifuntor ® : C x C — C, un isomorfismo funtorial a : (® x id)® — ®(id X ®), un objeto
unidad 1 € C, e isomorfismos funtoriales rx : ~ ® 1 — id, Ix : 1 ® _ — id sujetos a los
siguientes axiomas:

1) Axioma del pentdgono : el diagrama

(XY)®2)®T

ax.y,z®id AXQ®Y,Z,T

XeYe2)T (XeY)®((ZeT)
iax,yeaz,T aX,Y,Z@T\L

id®a

Xo(Y®2)eT) Xo(Ye(ZeT)

conmuta, para todo X,Y,Z € Obj(C).
2) Axioma del tridangulo: el diagrama
(X01)®Y Ly X®(1eY)

X®Y
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conmuta, para todo X,Y € Obj(C).

Los axiomas del pentagono y el triangulo, equivalen a la coherencia de los isomorfismos
naturales a, [, r, es decir todos los morfismos entre el mismo par de objetos que pueden
construirse usando a, [ y r coinciden.

Una categoria monoidal, es llamada estricta si los isomorfismos naturales a, [ y r son
las identidades. Una categoria monoidal abeliana es una categoria monoidal, cuya categoria
subyacente es abeliana y el producto tensorial es un funtor biaditivo. Si ® es exacto, la
categoria monoidal se suele llamar monoidal abeliana eracta.

En general, si no hay lugar a confusion, para referirnos a una categoria monoidal arbitraria,
solo diremos “categoria monoidal C”, sin hacer referencia a los isomorfismos a, [, r.

Un ejemplo sencillo de categoria monoidal abeliana es la categoria Vecy de espacios vecto-
riales sobre k, con el producto tensorial usual de espacios vectoriales y objeto unidad 1 = k.
Esta categoria no es estricta, puesto que el producto tensorial esta definido en forma abstracta
por una propiedad universal, lo cual lo define salvo isomorfismo. Ademas, si uno elige una de
las construcciones estandar, es claro que este producto no es asociativo.

Definicién 2.1.2. Sean C y C’ categorias monoidales. Un funtor monoidal es una terna
(F,b,u) que consiste de un funtor F' : C — C’, un isomorfismo funtorial b = {bxy}, bxy :
F(X®Y)— F(X)® F(Y), y un isomorfismo u : F(1) — 1, tales que los diagramas

F(X®Y)0Z) 7, p(X oY) F(Z)
Fax,yz bx,y ®id
F(X®(‘Y®Z)) (F(X)@F(VY))@JF(Z) (2.1.1)
bx,yez U (x),F(V),F(2)
! id®by. 7 '

FX)oFY®Z) —> F(X)® (FY)® F(Z))

y
Flo X)X r(1) e F(X) F(X®1) 22 F(X)® F(1) (2.1.2)
F(lx)l , lu@id F(rx)l / lid@u
PX)~—" 1 g P(X) FOX) <~ p(X)@1

son conmutativos, para todo X,Y,Z € Obj(C).

La composicién de funtores monoidales (F,b,u) y (G,V, ') es monoidal, con la composi-
cién definida en la forma (F o G,bo F(b'),uo F(u')).
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Sean (F,b,u), (G,V,u) : C — C’ funtores monoidales. Una trasformacién natural o : F' —
F’ se dice monoidal, si el diagrama

FX®Y) —— F(X)® F(Y)
GX®Y) L+ GX)®G(Y)

conmuta, para todo X,Y € C.
Un funtor monoidal (F,b,u) : C — C’ es llamado una equivalencia monoidal si el funtor F'
es una equivalencia de categorias. Esta definicién estd justificada por [57, Proposition 4.4.2].

Un forma conveniente de expresar la coherencia de una categoria monoidal, es a través del
teorema de coherencia de MacLance, que dice que toda categoria monoidal es monoidalmente
equivalente a una categoria monoidal estricta. Ver [33, Theorem 1.5.3]. El teorema nos dice que
cualquier resultado que se demuestre para categorias monoidales estrictas, es valido también
en el caso general. Sin embargo, si se estd interesado en una categoria concreta, el teorema
nos obliga a abandonar la categoria y reemplazarla por una abstracta, la cual es estricta.

El siguiente lema nos proporciona una forma de cambiar el producto tensorial sin alterar
la categoria, de forma tal que los isomorfismos [, r sean identidades. Ademas, este lema
sera usado mas adelante.

Lema 2.1.3. Sea (C,®,1,a,l,r) una categoria monoidal. Supongamos que para cada par de
objetos X, Y € C, elegimos un isomorfismo oxy : X ®Y — X ©Y, para algin objeto X ©Y
en C, y un isomorfismo u : 1 — 19. Entonces, existe una unica forma de hacer de la categoria
C una categoria monoidal (C,®,19,a%,1°,r?), de forma tal que el funtor

(ide,o,u) : (C,®,1,a,1,7) — (C,®,1%,a%,1°,r?),
sea un funtor monoidal.

Demostracion. El producto tensorial de objetos es definido por ® : C xC — C, X XY —
X ®Y. Por la naturalidad que debe tener o, el producto de f : X — Y,g : X' — Y/,
esta univocamente definido por la conmutatividad del diagrama:

oX)y

X0oY

XY

lf®g
Ux/ Y/

X oY — X'V

fog

Los isomorfismos naturales de asociatividad y unidad estan dados por:
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a®
XoY)eZ 25 Xo((Ye2)

OXOY,Z oX,YOZ
(XoY)ez X® (Y oZ)
ox,y®Z idx®oy,z

XeoV)eZ X% XY e2)

O]
1°0X ——— X X1 X
Ul®,X‘ }l Ul@,X‘ lr
© ®
199X <— 10X X®1° - X@l

Un cdlculo tedioso muestra que los isomorfismos naturales a®, [© y r® definidos anteriormente,
satisfacen los axiomas del pentagono y del tridngulo, respectivamente. O

Proposicién 2.1.4. Sea (C,®,1,a,l,7) una categoria monoidal. Entonces existe una estruc-
tura de categoria monoidal (©,1,a%,19,r®) sobre C, equivalente a la anterior estructura, y
en la cual I y r® son identidades.

Demostracion. La proposicion resulta de aplicar el Lema [2.1.3] con las siguientes elecciones:

X®Y, SiXA14Y
XoY ={X, siY =1 (2.1.3)
Y, si X =1,

e isomorfismos definidos como oxy : X ®Y — X ©Y laidentidad, si X #1 # Y, ox1 = ryx,
y 01y = ly (estos morfismos estdan bien definidos pues [y = r1). Por el Lema existe
una nueva estructura (C, 1, ®, a®, 1, r®) monoidalmente equivalente a la anterior, y con estas
elecciones, [© y r® son identidades. ]

Lema 2.1.5. Sea C una categoria monoidal. Entonces End (1) es un monoide conmutativo.
Se tiene ademds ho k' = h® h', para todo h,h' € End¢(1).

Demostracion. La demostracién sigue por el argumento de Eckmann-Hilton: Si un conjunto
tiene dos estructuras de monoide x; y %o con la misma unidad, tales que (a %o b) *; (¢ %o d) =
(a %1 ¢) %9 (b*; d), entonces los dos productos coinciden y son conmutativos. En este caso, se
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tiene

h @ h' =(hid;) ® (id1h)
=(h ®idy)(id; ® h')
=hh'
=(id; ® h) (K ®id;)
=(idy /") (hidy)
=h'® h,

para todo h,h' € End¢(1). O

Proposicién 2.1.6. Sean (C,®,1,a) y (C',®,1',d") categorias monoidales y sea (F,b,u) :
C — C' un funtor monoidal. Entonces (F,b,u) es isomorfo a un funtor monoidal (F',b,id;).

Demostracién. Definimos el funtor monoidal (F”,b") : C — C, en objetos por

Fog = { FO0 XA
si f: X — Y es un morfismo en C, entonces
F(f), SXALAY,
SR T Iy
woF(f)ou™, siX=1=Y.

y los isomorfismo naturales

bX7y, X 7& 1,Y 7é 1,
idy, siX =1

Definimos el isomorfismo natural o : F — F’ por o(X) = idxy si X # 1,y o(1) = w.
Puesto que los isomorfismos de la unidad son igualdades, tenemos que by = idpx) ® u™",
by = u ' ® idp(yy con lo cual es facil ver que ¢ : ' — F’' es un isomorfismo natural

monoidal. [

Observacion 2.1.7. Basados en las Proposiciones[2.1.4]y [2.1.6] de ahora en més todas las cate-
gorias monoidales que consideraremos tendran los isomorfismos de unidad como identidades
y todo los funtores monoidales entre ellas enviaran el objeto identidad en el objeto identidad.
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2.2. Categorias trenzadas

Sea C una categoria monoidal estricta. Una trenza en C es un isomorfismo natural oxy :
X®Y =Y ®X, tal que

oxyez = (dy @ ox z)(oxy ®idy)
oxeyz = (0xz ®idy)(idx ® oy z)

0x1 = ldX =01X-
Una trenza o se dice simétrica, si oxy = cr;;(, para todo X,Y € C.

Definicién 2.2.1. Una categoria trenzada (estricta) (C, o), es una categoria monoidal C con
una trenza o.
Una categoria simétrica (C, 7), es una categoria monoidal C con una trenza simétrica 7.

Dada una categoria monoidal C, existe una categorfa trenzada asociada Z(C), llamada el
centro de C: Los objetos de Z(C) son pares (X,ox ), donde X es un objeto de C y donde
ox— es un isomorfismo natural oxy : X ® Y — Y ® X tal que

oxyez = (dy @ ox z)(oxy ®idy), ox1 =1idx

para todo Y, Z € Obj(C). Un morfismo ¢ : (X,0x_) — (Y,0y_) en Z(C), es un morfismo
¢: X — Y enC tal que

<1d X Qb)UX,Z = O'yyz(gﬁ &® ld)7
para todo Z € C. El centro es una categoria monoidal con el producto tensorial (X,o0x ) ®
(Y,oy_) = (X®Y,0xgy—), donde oxgy,z = (0x,z ®idy)(idx ® oy z), para todo Z € Obj(C),
y objeto unidad (1,id). El centro es una categorfa trenzada con la trenza dada por oxy :
(X,ox-)® (Y,oy_) = (Y,ov_) ® (X,0x ).

Sea H un &lgebra de Hopf con antipoda biyectiva. Uno de los principales ejemplos de
categoria trenzada que usaremos en esta tesis es el centro de la categorfa monoidal M. La
categorfa Z(M™) es equivalente a la categoria YD4 de médulos de Yetter-Drinfeld a derecha.
Un objeto de YD# es un H-médulo a derecha V', munido de una estructura de H-comédulo
a derecha v — v() ® v(1), tal que

(v = h)) @ (v = h)a) = V) = he) @ S(hw))vahs),
para todo v € V., h € H. Un médulo de Yetter-Drinfeld es un objeto en el centro de M, con
ovw (v ® w) = we) ® v — wa),

para todov € V,w € W, V,W € M*. El isomorfismo inverso estd dado por a;},v(w ®v) =
v ST wa) @ w).-
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Analogamente, se define la categorfa de médulos de Yetter-Drinfeld a izquierda 2YD. En
este caso, un objeto V € YD es un H-comédulo a izquierda y un H-médulo a izquierda, tal
que

(hv) (1) @ (hv) o) = hayo-nShe) @ hey = v,

paratodo he H,ve V.

Algebras en categorias monoidales

Sea (C,1,®,a) una categoria monoidal. Un dlgebra A = (A, m) en C consiste de un objeto
A € C, un morfismom: A® A — A en C, tal que

m(m ®ida) = m(ida @m)assa: AQARA— A,

y un morfismo llamado unidad n: 1 — A, tal que m(n ® id4) = ids = m(idy ® m).

Sea A un algebra en C. Un A-médulo a izquierda (M, p1) en C, consiste de un objeto M € C,
un morfismo p: A® M — M, tal que

,u(m®1dM) = /i(ldA ®/L)CLA’A,M . (A@A) X M — M,

v pu(n ®idy) = idy. Un morfismo de A-médulos f: (M, u) — (M', i) es un morfismo
f:M — M enC, tal que fopu = g o (idg ® f). Denotaremos por Hom (M, M') el
subconjunto de Home (M, M) formado por todos los morfismos de A-médulos en C M — M.

Denotaremos la categoria de A-mddulos a izquierda en C por 4C. En forma andaloga, defi-
nimos las categorias C4 y aCa, de A-médulos a derecha, y A-bimddulos en C, respectivamente.

2.3. Bicategorias y categorias médulo

Definicién 2.3.1. Una bicategoria B consiste de los siguientes datos:

= Un conjunto Obj(B) (cuyos elementos son llamados 0-células).

Para cada A, B € Obj(B), una categoria B(A, B) (cuyos objetos son llamados 1-células
y cuyos morfismos son llamados 2-células).

Para cada A, B,C € Obj(B), un bifuntor
®4BC . B(A, B) x B(B,C) — B(A,C).

Para cada A € Obj(B), un objeto 14 € B(A, A).

Para cada A, B,C, D € Obj(B), un isomorfismo natural (isomorfismo de asociatividad)

QABCD . (— ®ABC ) QACD _ _, _ oABD (— &BOD )

B(A, B) x B(B,C) x B(C, D) — B(A, D).
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» Para cada A, B € Ob(B) un isomorfismo natural (isomorfismo de unidad)
ptP . — @88 Iy — — . B(A,B) — B(A, B).

» Para cada A, B € Ob(B) un isomorfismo natural (isomorfismo de unidad)
MP T, @8 — — — . B(A,B) — B(A, B).

Sujetos a los siguientes axiomas:

» Coherencia de la asociatividad: Si (S,7,U,V) es un objeto en B(A, B) x B(B,C) x
B(C, D) x B(D, E), los siguientes diagramas conmutan:

ST UsV)
(SeT)elU)eV S@TeUaV))

ag,r,u®id d®aru,v

(S@(TRU)QV - S@U(TeU)eV)

as TeU,V
» coherencia de las unidades
(Solp)eT — " | So(zeT)
ST

Definicién 2.3.2. Una bicategoria B en la que los isomorfismo de unidad son identidades,
serd llamada unitaria. Una bicategoria B en la que los isomorfismos de asociatividad y los
isomorfismo de unidad son la identidad, es llamada una 2-categoria.

Observacidon 2.3.3. Usando un argumento andlogo al hecho en la Proposicién 2.1.4] es fcil
mostrar que modificando en forma adecuada el producto tensorial, toda bicategoria es equi-
valente a una unitaria, por lo tanto todas las bicategorias que consideraremos seran unitarias.

Ejemplo 2.3.4. Una categoria monoidal es una bicategoria con una tunica 0-célula.
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Definicién 2.3.5. [5, Example 2.3] Una categoria mddulo a izquierda sobre una categoria
monoidal C, o simplemente una categoria C-moédulo es una categoria M, junto con un funtor
®:C X M — M,y un isomorfismo natural

mxym: (XQY)oM—- X (Y M),
tal que

(axy,z ®@idy)mxyezyu(idx @ myzm) = Mxey,z,uMx,y,zeM;
19 M= M,

para todo X,Y,Z €C, M € M.

En [51, Definition 6] se considera la nocién de categoria mddulo sobre una categoria
monoidal semisimple, para la cual se pide, adicionalmente, que la categoria mddulo sea
semisimple y que el bifuntor que da lugar a la accién sea aditivo.

Observacion 2.3.6. Sea M una categoria. La categoria de endofuntores F(M, M) es una
categoria monoidal estricta, con la composicién de funtores como producto tensorial. Dada
una categoria tensorial C, las estructuras de categoria C-médulo (M, ®, m) sobre M, estan en
correspondencia biyectiva con los funtores monoidales (F, () : C — F(M, M). La biyeccién
estd dada por la ecuacién V @ M = F(V)(M), identificando

(Cvw)ar = (F(V) o F(W))(M) — F(V @ W)(M),

con
mylyy Ve WeM)— (VeW)s M.

Denotemos por () la categoria donde el conjunto de objetos es el conjunto vacio, y 1 =
({*}, x) la categoria monoidal con un objeto y una flecha. Entonces la categoria monoidal C
y la categoria médulo (M, m) se pueden identificar con la bicategoria B descrita como sigue.

- Obj(B) = {0,1},

= B3(0,0) = C, B(1,1) = 1 y los datos estdn dados por las respectivas estructuras de
categoria monoidal.

» Tomemos B(0,1) = M, B(1,0) = 0,
- ®001 =® ®110 — ldM ®110 — ®010 — ®100 — ®101 — @
00

s %' = m, los demds son identidades o vacios.

Reciprocamente, si A, B € Obj(B), entonces la categoria B(B, A) hereda una estructura
de categorfa médulo a derecha sobre la categoria monoidal B(A, A).
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Dadas dos categorias monoidales C y C’, podemos definir la nocién de categoria (C — C’)-
bimodulo. Esto es, una categoria M con estructura de categoria C-moédulo a derecha, categoria
C’-mdédulo a izquierda, tal que estas acciones conmutan salvo isomorfismos en forma coherente.
Todos estos axiomas se reducen a dar una bicategoria B con dos 0-células, digamos 0 y 1, tal

que B(1,0) = 0.

Definicién 2.3.7. Sean C,C’ categorias monoidales. Una categoria C — C’-bimédulo M es
una bicategoria B con dos elementos, tal que B(0,0) = C y B(1,1) = C' como categorias
monoidales, B(0,1) = M y B(1,0) = 0.

Observacion 2.3.8. Tener una categoria modulo a izquierda M sobre una categoria monoidal
C es equivalente a tener una categoria C — 1-bimddulo, es decir una bicategoria B con dos
objetos tal que B(0,0) = C como categoria monoidal, B(1,1) =1, B(0,1) = M y B(0,1) =
(). Analogamente, para categorfas mddulo a derecha. Llamaremos a estas bicategorfas, las
bicategorias asociadas a las categorias modulo.

Pseudo-funtores y funtores moédulo

Definicién 2.3.9. Sean B = (®,1,a,p,\) y B' = (®,I',d/,p', ') bicategorias (unitarias).
Un pseudo-funtor ® = (F, ¢) de B a B’ consiste de los siguientes datos:

» Una funcién F : Obj(B) — Obj(B'), A — F(A).
» Para cada par A, B € Obj(B), funtores

Fap: B(A,B) — B(F(A),F(B)), S F(S), f F(f).

» Para cada A, B,C € Obj(B), un isomorfismo natural

¢ABC . FAB(_) ®F(A)F(B)F(C) FBC’(_) N FAC(_ ®ABC _)

Sujetos a los siguientes axiomas:
(1) Faa(la) = Ipa),

(ii) Si (S,7,U) es un objeto de B(A, B) x B(B,C) x B(C, D), el siguiente diagrama es
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conmutativo (donde los indices han sido omitidos):

(FS® FT)® FU —*——+ FS® (FT @ FU)

P®1id 1d®¢
F(S®T)® FU FS® F(T&U)
’ ¢ @

(iii) Si S es un objeto de B(A, B), entonces ¢g 1, = idp(s), v ¢r,,s = F(S), para todo par
de 0-células A, B € Obj(B).

Ejemplo 2.3.10. Sean C y C’ categorias monoidales. Un funtor monoidal (F) ¢), es un pseudo-
funtor entre las bicategorias asociadas a C y C'.

Definicién 2.3.11 ([51]). Sean M y N categorias C-médulo a izquierda. Un funtor mddulo
(F,¢) : M — N consiste de un funtor F' : M — N, e isomorfismos naturales

oxm F(X @ M) — X ® F(M),
que satisfacen
dxay,mE (mxym) = mxyron(idx @ ¢yu)dx yem,
para todo X, Y € C, M € M.

Sean M, M categorias médulo a derecha sobre C, con bicategorias asociadas By, Ba. Un
funtor médulo (F, ¢) define un pseudo-funtor F' : By — By de la siguiente manera:

s [ Obj(By) — Obj(By) F(0) =0, F(1) = 1.
n Fyo=ide, Foy = F

- ¢000 — id, ¢001 — ¢

Reciprocamente, todo pseudo-funtor F : By — Bs, tal que F(0) = 0, F(1) = 1y (F® =
ide, ° = id), define un funtor C-médulo (F°!, ¢y ).

Definicién 2.3.12. Sean C y C’ categorias monoidales. Sean M1, M categorias C-C’-bimddu-
lo, con bicategorias asociadas By, By. Un funtor C-C'-bimddulo M; — M es un pseudo-funtor
O = (F,¢) : By — By tal que F(0) = 0,F(1) = 1, y los funtores monoidales (F, ¢°%),
(F'' ¢, son los funtores identidad.
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Transformaciones pseudo-naturales unitarias y transformaciones
modulo

Definicién 2.3.13. Sean F, G : By — B; pseudo-funtores entre bicategorias By, By, tales que
F(A) = G(A), para toda 0-célula A de By. Una transformacion pseudo-natural (unitaria)
o : F — G, consiste de los siguientes datos:

» Para cada par A, B € Obj(By), un isomorfismo natural o : FAB(—) — GAB(-),

tal que, para todo X € Obj(By(A4, B)), Y € Obj(By(B,C)), los siguientes diagramas son
conmutativos:

F(X)® F(Y) —— F(X®Y)

oRo o

GX)@GY) —~ GX®Y)

Definicion 2.3.14. [51] Sean M, N, categorfas médulo a izquierda. Una transformacion
mddulo entre funtores médulo (F,¢), (G,v) : M — N, es una transformacién natural o :
F — G, tal que

Pxa © Oxom © dx . = idx ® o,

para todo X € C, M € M.
Si 0 : F — G es un transformacién médulo, ésta define una transformacién pseudo-
natural unitaria entre los pseudo-funtores asociados, definiendo ¢ = idc. Reciprocamente,

toda transformacién pseudo-natural unitaria, tal que ¢%° = ide, define una transformacién
modulo.

Definicién 2.3.15. Sean M, N categoria C — C’-bimédulo y F,G : M — N funtores (C —

C’)-bimédulo. Una transformacién (C — C’)-bimédulo, es una transformacién pseudo-natural

unitaria tal que 0% = ide, o' = ide.

Denotaremos la categoria de funtores C-lineales y transformaciones C-lineales entre C-
médulos M, N por Fe(M, N). Para funtores C-lineales (G,¢) : D — My (F,¢): M — N,

la composicién es un funtor C-lineal (F o G,0) : D — N, donde

Oxr1 = CbX,G(L)F(@/)X,L),

para X € C, L € D.
Entonces, tenemos un funtor

Fe(M,N) x Fe(D, M) — Fe(D,N)
(£,9),(G,9)) — (F,¢) o (G, ).

Este define una estructura de 2-categoria, pues la composicion es estrictamente asociativa.
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2.4. Rigidez en categorias monoidales

Sea C una categoria monoidal y sea X un objeto de C. Un dual a derecha de X (si existe)
es un objeto X* € C, munido de morfismos ey : X*® X — 1, coevy : 1 — X ® X*, tales que
las composiciones

coev x ®idx idx ®evx

(XXX 4+ X®(X*®X)

X

ev x Rid x *

X' @ (X2X) 2w (X*oX)o X" DXy

. id x * ®coev x

son identidades.
Analogamente, un dual a izquierda es un objeto *X € C, munido de morfismos

v X®*X -1, coevy:1—-"X®X,

tales que las composiciones

. , P
id x ®coev’y, ev'y ®idx

XO(X®X) " (X' X)®X

coev’y ®idx idx x ®ev'y

*X FXRX)®*'X 2+ *X® (X ®*X) *X

son identidades.
Se puede mostrar facilmente que si los duales existen, entonces éstos son unicos, salvo un
isomorfismo compatible con la evaluacion y la coevaluacion.

Ejemplo 2.4.1. La categoria monoidal Vec; de los espacios vectoriales de dimension finita
posee duales a derecha. Dado V' € Obj(Vecy), el espacio vectorial dual V* := Homy(V.k) con
el morfismo de evaluacion ey : V*®V — k y el morfismo de coevaluacion coevy : k — VQV™*,
coev(l) = >, v;®v}, donde {v;} es una base de V' (el morfismo coevy no depende de la eleccién
de la base) definen un dual a derecha de V. Note que un espacio vectorial de dimensién infinita
no posee un dual ni a derecha ni a izquierda.

Definicién 2.4.2. Una categoria monoidal C es llamada rigida, si todo objeto posee un dual
a derecha y un dual a izquierda.

2.5. Categorias tensoriales y resultados de reconstruccién
Tannakiana

Definicién 2.5.1. Una categoria tensorial es una categoria monoidal abeliana k-lineal rigida,
en la cual el objeto unidad es muy simple y todo objeto tiene longitud finita.
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Sea H un algebra de Hopf. Entonces la categoria y M de H-médulos a izquierda es una
categoria monoidal.

El producto tensorial ® es el producto tensorial usual de espacios vectoriales, y el objeto
unidad 1 es el cuerpo de base k. Las H-acciones estan dadas por h(v ® w) = A(h)(v @ w) =
hiv @ hiw, h-c=e(h)c, para todoc € k, he H, VW € gM.

La categoria de H-mddulos de dimensién finita es una categoria tensorial. Si V' es H-
médulo de dimensién finita, entonces V* es un H-médulo con accién (h - a)(v) = a(S(h)v),
para todo v € V,a € V* h € H, y las aplicaciones lineales evaluacion ey : V* @V — ky
coevaluacion coevy : kK — V ® V*, son morfismos de H-moédulos.

Analogamente, la categoria de H-comoddulos de dimensién finita es una categoria tensorial.
El objeto unidad 1 es en este caso el cuerpo de base k, con la coacciéon dada por la unidad
de H. Para cada par de H-comoédulos V', W, la coaccién en V @ W esta dada por pyew :
VoW —=VeWeH, prew(v®@w) =1y ®wy ® vw;.

Definicién 2.5.2. Sea C una categoria tensorial sobre un cuerpo k. Un cuasi-funtor de fibra
C — Vecg es un par (F,¢), donde F' : C — Vecy es un funtor k-lineal exacto y fiel, y
ovw  F(VeW) — F(V)® F(W) es un isomorfismo natural para todo V,W € C. El par
(F, ¢) es llamado un funtor de fibra si ademds es un funtor tensorial.

Sea C una categoria tensorial, la cual posee un funtor de fibra (F, ¢) : C — Vecy. El funtor
F se puede considerar como un funtor monoidal F : C — Vecy, donde Vecy, es la categoria de
todos espacios vectoriales sobre k.

Dado un objeto B en Vecy, definimos el funtor F ® B : C — Vecy, por F @ B(V) =
F(V)®r By F® B(f) = F(f) ®idp, para todo objeto V' y para toda flecha f en C.

En [76] se define una k-codlgebra A, como la solucién al problema universal para las trans-
formaciones naturales ' — F'® B. Una solucién al problema universal consiste de un espacio
vectorial A, junto con una transformacién natural p : FF — F ® A, tal que dado un espacio
vectorial B y una transformacion lineal o : F — F ® B, existe una unica transformacion
lineal p : A — B tal que el diagrama

FX)® A

dp(x)@e

es conmutativo, para todo X € V.
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El coproducto A : A — A® A y la counidad € : A — k estdn dados por la conmutatividad
de los siguientes diagramas:

F(X)® A F(X)® A
o >
F(X) drx)ea F(X) idp(x)@e
px@idAopx\~ \
FX) @A A F(X) @k

La coalgebra A posee estructura de bidlgebra, con producto m : A® A — A, definido por
la conmutatividad del diagrama

FX)oF(Y) — 2 | p(XoY)ed 2% pxyeF(Y)e A
X,y idem
FX)@F(Y) — ———~ F(X)2 AR F(Y)® A — FX)oFY) A® A

y la unidad 14 € A esta dada por la relacién pr(1) = 1® 14, pues F(I) =ky pr: k — k® A.
El principal resultado de [76] asegura que la bidlgebra A es un algebra de Hopf y existe
una equivalencia de categorfas tensoriales entre M y C.

2.6. Algebras de Hopf cuasi-triangulares

En esta seccién recordaremos la nocién de dlgebra cuasi-triangular debida a Drinfeld [15].

Definicién 2.6.1. Un algebra de Hopf cuasi-triangular es un par (A, R), donde A es un
algebra de Hopf y R = RM @ R® € A® A es un elemento invertible, que satisface los
siguientes axiomas (R = r):
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Un 4lgebra de Hopf cuasi-triangular (A4, R) es llamada triangular si R? @ R = R~

Supongamos que A es de dimensién finita. Entonces, las condiciones (QT.1) - (QT.4)
pueden interpretarse en términos de homomorfismos, como sigue.

Definamos el mapa lineal f : A* — A por f(p) = p(RW)R?, para todo p € A*. Las
condiciones (QT.1) - (QT.2) son equivalentes a que f sea un morfismo de algebras y (QT.3)
- (QT.4) equivalen a que f sea un anti-morfismo de codlgebras.

La condicién (QT.5) se interpreta en términos de la categoria monoidal de representaciones
de A. En efecto, se tiene una correspondencia biyectiva entre elementos invertibles R € A® A
y los isomorfismos naturales (como espacios vectoriales) oy : VW — WV, V,IW € 4 M.

Dado un isomorfismo natural oy : VW — W @V, entonces 044 : A®A —- A® A
define un elemento (1 ® 1) € A® A, y dado R € A® A, el isomorfismo natural es

O‘JEW . (U ®w) = 7'V7w(R(U ®’LU)),

donde Ty (v®@w) = w®wv. La condicion (QT.5) se satisface si y sélo si el isomorfismo natural
asociado es un isomorfismo de A-mdédulos.

Sea (A, R) un élgebra de Hopf cuasi-triangular. Sea R = ", a; ® b; con n el menor
entero posible. Sea A,, la subalgebra de Hopf generada por los elementos a;,b;, i = 1,...,n.
La subdlgebra de Hopf A,, es llamada la subélgebra de Hopf minimal [55].

Notemos que R € A,, ® A,,. Luego, A,, es cuasi-triangular.

Recordaremos la siguiente proposicién para futuros usos.
Proposicién 2.6.2. Sea (A, R) un dlgebra de Hopf cuasi-triangular de dimension finita.

= Bl mapa f : G(A*) — G(A), definido por f(n) = RWn~1(R?), es un homomorfismo
de grupos.

» n e G(A*)NZ(A), siy sdlo si, f(n) € G(A) N Z(A).
» Si A* admite una estructura cuasi-triangular, entonces G(A)NZ(A) = G(A*) N Z(A¥).

Demostracion. Ver [54, Proposition 3] y [55, Proposition 4]. O

2.7. El anillo de Grothendieck de una categoria tenso-
rial
Lema 2.7.1. Sea C una categoria monoidal rigida. Entonces existen isomorfismos naturales

Home(U @ V,W) = Home(U,W @ V™),  Home(U,V @ W)= Home(V* @ U, W), (2.7.1)
Home(U @ VW) = Home(U, "V @ W), Home(U,V @ W)= Home(V @ *W,V). (2.7.2)

para todo U, VW € Obj(C).
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Demostracion. Si ¢ € Home(U @ V, W), asociamos la composicion
id®coevy d®Ridy *

U UVeV — W V" .

De modo similar, a ¢» € Home (U, W ® V*), le asociamos la composicién

P@id id®ey

UV WeV eV

W .
Es facil verificar que estos mapas son mutuamente inversos. En forma andloga se demuestra

la existencia de los otros isomorfismos naturales. O

Proposicién 2.7.2. Sea C una categoria tensorial. Entonces el funtor @ es (bi)exacto. Es
decir que, st

0—-U—-V—->W-=0
una sucesion exacta en C, entonces las sucesiones

0=-URX—=-VX—-WeX -0,

0=-YQRQU—-YQV-=2YaW =0,
son exactas, para todo X,Y € C.
Demostracion. La sucesion
0=-URX—=-VX-WaX -0
es exacta si la sucesion
0 — Home(Y,U ® X) — Home(Y,V ® X) — Home (Y, W ® X) — 0

es exacta paratodo Y € C, ver [79, Yoneda Lemma 1.6.11] . Usando los isomorfismos naturales
del Lema tenemos que Home (Y, U ® X) = Home (Y ® X*,U). Dado que el funtor
Hom¢ (Y, —) es exacto a izquierda, el funtor — ® X es exacto. De manera andloga usando los
isomorfismos naturales del Lema[2.7.1], se demuestra que el funtor X ® — es exacto. [

Sea C una categoria tensorial. Dado que ® es exacto, el grupo de Grothendieck G(C) posee
estructura de anillo, con producto [X][Y] = [X ® Y] y unidad [1], este anillo es llamado el
anillo de Grothendieck de la categoria tensorial y lo denotaremos por G(C).

Proposicién 2.7.3. Sea C una categoria tensorial semisimple. Entonces, para todo objeto
simple V€ Obj(C), V* = *V. En particular, V* = V.

Demostracion. La coevaluacion coevy : 1 — V ® V* es un monomorfismo pues 1 es simple.
Entonces existe W € Obj(C) tal que V @ V* = W @ 1, por tanto existe una proyeccién
p:V ®V* — 1. Pero en una categoria rigida el inico objeto simple Y tal que V ® Y se
proyecta a 1 es *V. 0

Luego, en el caso en que C es semisimple, el anillo de Grothendieck G(C) estd munido de
una involucién * : G(C) — G(C), definida en la forma [V]* := [V*], para todo objeto V' de C.
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2.8. Categorias modulo sobre categorias tensoriales

Definicién 2.8.1. [51, Definition 6.] Una categoria médulo a izquierda sobre una categoria
tensorial C, es una categoria C-médulo (M, ¢), tal que M es abeliana y el bifuntor ® :
C x M — M es biexacto.

Un funtor C-mdédulo es un funtor C-médulos (F, a) tal que F' es exacto.

Denotaremos la categoria de funtores C-lineales y transformaciones naturales C-lineales
entre categorfas C-médulos M, N por Fe(M,N).

Ejemplo 2.8.2. Sea Vec, la categoria de espacios vectoriales de dimensién finita sobre k.
Esta es una categoria tensorial con un tnico objeto simple. Para una categoria abeliana k-
lineal M, existe una tnica estructura de categoria Vecp-mdodulo con accién k" @ X := X",
Ver [63, Lemma 2.2.2].

Ejemplo 2.8.3 (Algebra en una categorfa monoidal). Sea (A, m,e) un algebra en C. Sea Cx
la categoria de A-mdédulos a derecha en C. Esta es una categoria C-moédulo a izquierda con
accion V@ (M,n) = (V ® M, (idy ® n)aya.a) e isomorfismo de asociatividad ax y n, para
X,Y € C,M € Cyu. Ver [51], sec. 3.1].

Si M, N son categoria abelianas k-lineales, entonces Fyec ; (M, N) es la categorfa de fun-
tores k-lineales exactos, luego Fyec,(M,N) = F(M,N).

Una transformacién natural C-lineal entre funtores C-lineales (F, ¢), (F',¢') : M — N, es
una transformacién natural k-lineal o : ' — F' tal que

¢3<,MUX®M = (X ® om)ox,m,

para todo X € C, M € M.

Definicién 2.8.4. Sea C una categoria tensorial y sea M una categoria C-mddulo. Una
categoria C-submddulo de M es una subcategoria abeliana plena N' C M de M, tal que N/
es una categoria C-maédulo con respecto a ®.

Una categoria C-moédulo serd llamada simple, si esta no contiene subcategorias C-mddulos
no triviales.

Proposicién 2.8.5. Sea M una categoria abeliana k-lineal. Entonces M es simple como
categoria Vecg-modulo, si y sélo si M es semisimple y posee un inico objeto simple, salvo
1S0morfismos.

Ademds, toda categoria Vecp-mddulo simple es equivalente a la categoria de mddulos sobre
un dlgebra de division R, donde k C Z(R) es una extension finita de cuerpos.

Demostracion. Sea M € M un objeto simple, y sea (M) C M la subcategoria plena k-lineal
donde los objetos son sumas directas finitas de copias de M. Dado que M es simple, (M)
es abeliana. Entonces (M) es una categorfa Vecy-submoédulo simple de M, luego M = (M),
pues M es simple como categoria Vec-mdédulo.
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Supongamos que M es una categoria semisimple y posee un tnico objeto simple, sal-
vo isomorfismos. Sea M € M un objeto simple. Por el Lema de Schur la k-algebra
R = End p(M) es un élgebra de divisién de dimensién finita y & C Z(R) es una extension
de cuerpos finita, donde R = End y(M). Sea Vecg la categoria de espacios vectoriales de
dimensién finita sobre R. Entonces, el funtor F' : VecR — M, R — M es exacto, esencial-
mente sobreyectivo y fielmente pleno. Luego, F' es una equivalencia de categorias k-lineales
abelianas. 0

Dadas dos categorfas C-médulo M y N, su suma directa es la categoria M@ N con
estructura C-moédulo “componente a componente”.

Definicién 2.8.6. Una categoria C-médulo M se dice indescomponible si no es equivalente
a una suma directa de subcategorias médulo no triviales.

2.9. Categorias moédulo estrictas

Recordemos que una categoria monoidal (C, ®, «, 1) es llamada estricta si el isomorfismo
natural de asociatividad es la identidad.

De forma andloga, diremos que una categoria médulo (M, ®, «) sobre una categoria
monoidal estricta C es estricta, si « es la identidad.

El principal resultado de esta subseccion establece que toda categoria monoidal C es
monoidalmente equivalente a una categoria monoidal estricta C’, tal que toda categoria médu-
lo sobre C’ es equivalente a una categoria médulo estricta.

Lema 2.9.1. Sea C una categoria monoidal. Entonces F¢(C,C) = C, donde C es una categoria
C-mddulo a izquierda con el producto tensorial y el isomorfismo de asociatividad. Mds aun,
C? = Fe(C,C), como categorias monoidales.

—

Demostracion. Definimos el funtor (=) : C — F¢(C,C) como sigue: dado V' € C, el funtor
(‘7,04,,,\/) C—=CW—=WeV,axyy: V(X ®Y) = X ®V(Y) es un funtor C-médulo.
Si¢:V — V' es un morfismo en C, definimos la transformacién natural (E V= f/\’, como
ow =idyw@¢ . VIV =WV V(W) =Wa V.
El isomorfismo natural
a_wy VoW — V@W,
proporciona estructura de funtor monoidal a (/—\)

Sea (F, ) : C — C un funtor médulo. Entonces tenemos un isomorfismo natural

—

ox =tx 1 F(X)=F(X®1) - X®F(1) = F(1)(X),
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tal que

aAx vy F1)0XQy = OéX,Y,F(lWX@YJ
=idx ® ¥y 09¥xy
=idx @ oy o¥xy.
Es decir, ox es un isomorfismo natural médulo entre (F,v) y (F(1),a— _ p@)). Por tanto, el
funtor es esencialmente sobreyectivo.
Sea ¢ : V — V7 una transformacién natural C-lineal. Entgn\ces ax1vox =idx ®@orax v,

luego ¢x = idx ® ¢4, esto implica que el funtor monoidal (—) es fiel y pleno. Entonces, por
[43, Theorem 1, p. 91| y [57, Proposition 4.4.2], el funtor es una equivalencia de categorias
monoidales. O

Observacion 2.9.2. Dado que la categoria monoidal F¢(C,C) es estricta, el Lema implica
que cada categoria monoidal es tensorialmente equivalente a una categoria monoidal estricta,
(compare con la demostracién en [33, Theorem 1.5.3]).

Proposicién 2.9.3. Sea C una categoria monoidal, entonces existe una categoria monoidal
estricta C, tal que toda categoria modulo sobre C es equivalente a una categoria C-modulo
estricta y C es monoidalmente equivalente a C.

Demostracion. Sea C = Fe(C,C)%. Por el Lema [2.9.1) C es monoidalmente equivalente a C.
Sea (M, ®,m) una categorfa C-médulo a izquierda. La categorfa F¢(C, M) es una categoria
C-modulo estricta a izquierda con la composicion de funtores C-lineales. Reciprocamente, si
M’ es una categoria C-médulo, entonces M’ es una categoria médulo sobre C, usando la
equivalencia de monoidal (=) : C — F¢(C,C).
En forma similar a la demostracién del Lema [2.9.1] el funtor
M — Fe(C, M)
M — (M7 m*,f,M>7

es una equivalencia de categorias C-mddulo. Entonces, toda categoria modulo sobre C es
equivalente a una estricta. ]

Moédulos en categorias modulo

Sean C una categoria tensorial, (D, ®) una categoria C-médulo a izquierda y (A, m,n) un
algebra en C. Un A-médulo (M, p) en D consiste de un objeto M € D junto con un morfismo
w:A® M — M en D, el cual es asociativo en el siguiente sentido:

p(m®@ida) = p(ida @ p)Paay : (AQA) QM — M

y satisface pu(n ® idys) = idy,. Un morfismo f : (M, u) — (M', /) de A-médulos en D es un
morfismo f: M — M’ en D tal que fu = pu'f.
Denotaremos por 2D la categoria de A-moédulos en D.
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Sean C una categoria tensorial, A un dlgebra en C, M € C4, N €4 D, donde D es una
categoria C-mddulo. El producto tensorial M ® 4 N € D se define como el coecualizador
p®id N

(M®A)@N o M@ N

dy®u)®

M ®@a N .

En particular, la categoria 4D es una categoria mddulo sobre la categoria monoidal

(4Ca, ®a4,A).
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Capitulo 3

Extensiones galosianas para algebras
de Hopf

En este capitulo recordaremos las definiciones y teoremas basicos de la teoria de exten-
siones galoisianas y extensiones bigaloisianas para algebras de Hopf. Para ello, seguiremos
[60], [50] y [12].

3.1. Extensiones galoisianas

En este capitulo, H denotard una algebra de Hopf sobre k& con antipoda biyectiva.

Definicién 3.1.1. Un H-comddulo dlgebra (a derecha) es un élgebra A en la categoria M.
Es decir que (A, p) es un H-comédulo a derecha, con una estructura (A, m, 1,4) de k-algebra,
tal que 0(zy) = )Y @ zayya) y 6(1a) = 1® 14.

Un H-moédulo algebra (a derecha) es un algebra A en la categoria My. En este caso, A
es un H-médulo a derecha, con una estructura (A,m,14) de k-algebra, tal que h - (zy) =

(hay - 2)(h) - y) y h-1a = e(h)La.

Dado un H-comédulo M € M* | denotaremos por M®H = {m € M : p(m) = m @ 1} al
subespacio de los H-coinvariantes. Es facil ver que si A es un H-comddulo dlgebra, entonces
A®H es una subélgebra de A.

Anglogamente, si V € yM es un H-médulo, denotaremos por VH = {v € V : h-v =
e(h)v,Vh € H} al espacio de H-invariantes. De nuevo, si A es un H-médulo dlgebra, entonces
A es una subalgebra de A.

Ejemplos 3.1.2. Sea G un grupo y sea A una kG-comodulo dlgebra. Entonces A tiene una
descomposicion: A = P, 4y, donde p(a,) = a, ® g, para todo a, € A.

La condicién de compatibilidad nos dice que p(azby) = azb, ® gh, para todo a, € A,
ap € Ap. Es decir que agb, € Agp, para todo ay € Ay, ap € Ayp. Por lo tanto, AjA, C Ag,
para todo g,h € G y ademas 14 € A.. Luego A es un édlgebra G-graduada.
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Reciprocamente, una estructura de dlgebra G-graduada sobre A hace de A una kG-
comédulo algebra.

Sea A una kG-mdédulo algebra. Dado que A(g) = g ® g, entonces la condicién de compati-
bilidad dice que g - (ab) = (g - a)(g - b) para todo a,b € A. Luego, g define un endomorfismo
de 4lgebras de A. Ademds, dado que e actiia como la identidad y gg~! = e, cada g es un
automorfismo de A. Entonces tenemos un morfismo de grupos G — Aut(A), donde Aut(A)
es el grupo de automorfismo de dlgebras de A.

Reciprocamente, todo morfismo de grupos de este tipo define una estructura de kG-médulo
algebra.

Definicién 3.1.3. Una H-comoddulo algebra a derecha A es llamada una extension H-
galoisiana a derecha de B := A®°H o simplemente una extension galoisiana de B, si el
mapa canénico

can: A®pA— A®H, 1y xy0) @Yy,

es una biyeccion.

Una extension H-galoisiana a derecha del cuerpo base k sera llamada un objeto galoisiano
de H. Las extensiones galosianas a izquierda y los objetos H-galoisianos a izquierda son
definidos analogamente.

Ejemplo 3.1.4. Sean G un grupo y A una kG-comédulo algebra. Es decir, A = @,ecAy, es un
algebra G-graduada. Entonces A, C A es una extension galoisiana, si y sélo si, AgA,-1 = Ay,
para todo g € G.

Demostracion. El mapa can: A ®4, A — A ® kG esta dado por a ® b — dec ab, ® g, para
todo a,b € A. Entonces can es sobreyectivo, si y sélo si, 1 ® g € Im(can), para todo g € G.
La tltima condicién equivale a que existan a;, b; € A, tales que 1®@ g = >, o, ai(bi)n ® h,
para todo g € G, lo cual a su vez, equivale a que ). a;(bi)y =1y >, a;(b;), = 0, para todo
h # g. Esto vale, para todo g € G, siysélosi, AjA,+ = A, para todo g € G.

Veamos que si AjA,+ = A, para todo g € G, entonces can es inyectivo. La condicién
nos dice que, para cada g € G, podemos encontrar c,-1,; € Ay -1, dg; € Ay, tales que 1 =
> Cg—1:dg ;. Definamos

a: ARKG — A®y, A
a® g acg1,; Qdg;.

Entonces,
acan(a ® b) = a(z ab, ® g) = Z a® bgcy-1,dg; =a®b.
9 g5t
Es decir, acan = id, y por tanto can es una biyeccién. O
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Observacion 3.1.5. Un anillo G-graduado A = @QGG es llamado fuertemente graduado si
Az Ay = Ayy, para todo z,y € G.

La condicion AjA,-1 = A., para todo g € G, es equivalente a ser fuertemente graduado,
pues

Ay = AgyAc = Apy(Ay1 Ay) C (ApyAy-1)A, C AL A, C Ay,
para todo z,y € G.

Ejemplo 3.1.6. Sea H un algebra de Hopf coactuando sobre si misma a través de la comul-
tiplicacién A. Entonces el mapa canénico H @ H — H® H, v ® y — xy1) ® y(2) es biyectivo
con inverso a ® h — aS(hq)) ® h().

Mas generalmente, sea m : H — () un epimorfismo de algebras de Hopf de dimension finita.
Entonces H es un ()-comddulo algebra a derecha con mapa de estructura p = (id ® ) o A.
Por [47, Theorem 8.2.4 and Proposition 8.4.4] H®°? C H es una extensién Q-galoisiana.

Ejemplo 3.1.7. Sea k C K una extension de Galois de cuerpos, con grupo de Galois finito
G. Sea H = k%, el dual del élgebra de grupo de G. Entonces K es un extensiéon H-galoisiana
de k (ver [47, Subsection 8.1.2]).

El inverso del isomorfismo canénico A ® g A — A ® H de una extension H-galoisiana
generalmente no puede calcularse en forma candnica, por ello se suele usar la siguiente notacion
para el inverso.

Definicién 3.1.8. Sea H un élgebra de Hopf, y sea B C A una extensiéon H-galoisiana.
Definimos un mapa H — A®g A, h+— Rl @ hl% : can™'(1 @ h).

Lema 3.1.9. Sea A una extension H-galoisiana de B. Para todo g,h € Hbe B ya e A
tenemos:

bhl @ @r? = pl @ K, (3.1.1)

a(o)a(1)[1] X a(l)m =1®a, (3.1.2)

AURE = ¢(h), (3.1.3)

M e h? g @by = hy e hy? @ hg) en Aop A® H, (3.1.4)

o @ P @ bl gy = hpM @ hpP @ S(hay) en Aep A® H, (3.1.5)

(gh)W @ (gh)2 = ptgll & pl2 g2 (3.1.6)

hoy @ hiy@hp @ hg® =l @1@h? en Aoy Ap A. (3.1.7)
Demostracion. Ver [58, 3.4]. O

Definicién 3.1.10. Sean H un algebra de Hopf y A una extensiéon H-galoisiana de B. La
accion de Miyashita-Ulbrich, ~—: AP @ H — AP, de H sobre el centralizador A? de B en A
esta dada por

z — h=hzn?

para todo r € AP y h € H.

46



Observacion 3.1.11. El elemento hlMzhP! estd bien definido, pues z € AZ. Ademés, hNzhl €
AB ya que WM @ hP € (Ap A)B.

La siguiente caracterizacién de la acciéon de Miyashita-Ulbrich serd usada mas adelante.

Lema 3.1.12. Sean H un dlgebra de Hopf y A una extension H-galoisiana de B. La accion
de Miyashita-Ulbrich es el inico mapa lineal ~—: AP @ H — AB, que cumple que

Yy = Yo (T — ya)), (3.1.8)

para todo v € AP .y € A. La subdlgebra de invariantes de AP bajo la accidn de Miyashita-
Ulbrich coincide con el centro de A.

Demostracion. Ver [60], pp. 15]. ]

Ejemplo 3.1.13. Consideremos el objeto H-galoisiano A = H, como en el Ejemplo(3.1.7] En
este caso, la accion de Miyashita-Ulbrich coincide con la accién adjunta a derecha de H sobre
si misma: x < h = S(h(1))zh2).

Extensiones galoisianas fielmente planas

Definicién 3.1.14. Sea A una H-comédulo dlgebra. Un médulo de Hopf M € M# es un
A-médulo a derecha en la categoria de H-comddulos a derecha.

Estoes, p: M — M ® H es un H-comoddulo a derecha y M es un A-mddulo a derecha, tal
que la estructura de A-médulo es un morfismo de H-comédulos, es decir, p(ma) = mgya ) ®
myaqy, para todo m € M, a € A.

Para toda comdédulo dlgebra se tiene un par de funtores adjuntos entre la categoria de
modulos de Hopf y la categoria de médulos sobre la subalgebra de coinvariantes.

Lema 3.1.15. Sean H un dlgebra de Hopf, A un H-comddulo dlgebra y B = A®™. Entonces
el funtor
MZI N MB; M — MCOH,

es adjunto a derecha del funtor

Las estructuras de A-maodulo y H-comodulo de N @ g A son inducidas por las de A. La unidad
y la counidad de la adjuncion son:

N = (NegA)°! nonel,
Mt @p A — M, m®a— ma.
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Si la adjuncién en el Lema [3.1.15) da lugar a una equivalencia, entonces diremos que se
tiene el Teorema de Estructura para Modulos de Hopf para la extension.

Definicién 3.1.16. Sea R una k-algebra. Un R-mdédulo a izquierda V' es llamado plano
(respectivamente fielmente plano) si el funtor Mpr — Vecy, U — U @ V es exacto (respecti-
vamente es exacto y fiel).

El siguiente teorema, debido a H.-J. Schneider, caracteriza la extensiones galoisianas fiel-
mente planas como aquellas comédulo dlgebras para las cuales vale el Teorema de Estructura
para Modulos de Hopf.

Teorema 3.1.17. Sea A una H-comddulo dlgebra y sea B = A®H . Las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

s B C A es una extension H-galoisiana y A es un B-mddulo fielmente plano.
» El funtor Mg — M, N+ N ®pg A, es una equivalencia de categorias.

Demostracion. Ver [69). O

3.2. Extensiones hendidas y productos cruzados

Definicién 3.2.1. Sea B una k-élgebra. Una transformacién lineal —: H® B — B es llamada
una medida si
h — (bc) = (h(l) — b)(h(g) — C), h—1= €(h)1,

para todo h € H,b,c,€ B.

Sean H un &algebra de Hopf y B una k-dlgebra. Un producto cruzado B#,H es una
estructura de algebra asociativa con unidad 1#1 sobre el espacio vectorial B#,H := B® H,
con multiplicaciéon dada por

(b#g)(c#h) = b(ga) = )o(ge) ® ha)#9@ he),
para alguna medida —: H ® B — B y algtin mapa lineal 0 : H ® H — B.

Proposicién 3.2.2. Sean H una bidlgebra, —: H ® B — B una medida, yo : HQ H — B
una transformacion k-lineal. Son equivalentes:

1. A= B#,H := B® H es un dlgebra asociativa con unidad y multiplicacion
(b#g)(c#th) = b(ga) = )o(912) ® ha))#9) M2
2. = — es una accion torcida, esto es:

(90) = (hay = 0))o(92) @ hez)) = a(g0) @ b)) (9yh2) —= 1), 1—=Db=1b,
para todo g, h € H,b € B.
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= 0 es un 2-cociclo normalizado, esto es:

(fay = olg) ® h)))a(f2 ® g)he) = o(fa) @ gu))o(fi9e) @ h),
oh®l)=1=0c(1®h),

para todo f,q,h € H.
Demostracion. Ver [47, Lemma 7.1.2]. O

Ejemplo 3.2.3. Sean GG un grupo y R una k-algebra. Los datos que definen una estructura
de un producto cruzado R#,kG, sobre kG, son dos mapas ¢ : G — Autg(R), ¢(x) : a — “a,
reG, ya:GxGE— R*, donde R* son las unidades de R, tales que

L *(Ya) = oz, y)" oz, y)
2. a(z, y)a(ry, 2) = "aly, z)o(r,yz),
3. a(z,l)=a(l,x) =1
para todo z,y,2 € G,a € R
Definicién 3.2.4. Sean H un algebra de Hopf y A una H-comédulo algebra, con B = A“H,

» La extension B C A es llamada hendida si existe un morfismo de H-comédulos j : H —
A, el cual es invertible con respecto al producto convolucién.

= Se dice que la extension B C A tiene una base mormal si existe un isomorfismo de
H-comédulos a derecha y B-médulos a izquierda B ® H — A.

Teorema 3.2.5. Sean H wun dlgebra de Hopf y A un H-comddulo dlgebra a derecha con
B = A Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es hendida.
2. A es una extension H-galoisiana con una base normal.

3. A es isomorfo a un producto cruzado, tal que el cociclo 0 : H ® H — B es invertible
con respecto al producto convolucion.

Demostracion. Ver [47, Theorems 7.2.2 and 8.2.4]. O
Sean A una extensién H-hendida, via v: H — A, con y(1) =1, y B = A®H . Entonces,
B#,H = A, bfth — by(h),

es el isomorfismo de H-comdédulo algebras del teorema anterior.
Claramente, el producto cruzado B#,H es un H-comddulo algebra, con respecto a la
coaccién p(b#h) = b#ha) ® h(z). Por lo tanto, tiene una base normal.
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Interpretacién categorica del Producto cruzado

La siguiente proposiciéon muestra la estrecha relacion entre extensiones galoissianas de un
algebras de Hopf H y categorias médulo sobre M.

Proposiciéon 3.2.6. Sea H un dlgebra de Hopf con antipoda biyectiva y sea B una k-dlge-
bra. Entonces existe una correspondencia biyectiva entre extensiones H-galoisianas fielmente
planas de B vy estructuras de categorias M -mdédulo a izquierda sobre Mg, tal que el bifuntor
de accion conmuta con colimites arbitrarios

Demostracion. Por un teorema de Watts [78], existe una equivalencia monoidal entre la cate-
goria de endofuntores exactos de M que conmutan con colimites arbitrarios y la categoria de
B-bimédulos. Por la Observacién [2.3.6] una estructura de categorfa M*-médulo sobre M
es lo mismo que un funtor monoidal M* — zMp, y por [61, Theorem 2.4.2] estos estan
caracterizados por extensiones H-galoisianas a izquierda B C A tal que A es un B-moddulo a
izquierda fielmente plano. O]

Sean H un algebra de Hopf y B C A una extension de H-galoisiana a izquierda, tal que
A es fielmente plana como B-m6dulo. Como vimos en la Proposicién [3.2.6) la categoria Mp
es una categoria médulo sobre M. Veamos esto en detalle. El bifuntor que da la accién de
M estd dado por:

O:MI X Mp—- Mg, VON:=(Ve&NegA)=“H,

donde la estructura de B-modulo a izquierda en V' ® N es la inducida por la estructura de
B-médulo a izquierda de A.
El isomorfismo @ : Vo (W ® N) — (V® W) ® N es el inducido por la counidad de la

equivalencia Mp = MH. Ver Lema [3.1.15 y Teorema [3.1.17]

VoY @N@gACTgg A - (VoW N g A)°l,
TRQYINRaRd —rRydn® ad.

En el caso de extensiones galoisianas con base normal, la estructura de categoria médulo se
puede describir en términos de la accion débil y el 2-cociclo, en la siguiente forma:

Proposiciéon 3.2.7. Sean H un dlgebra de Hopfy B una k-dlgebra. Sean ademads —: HRQ B —
B yo:H®H — B transformaciones k-lineales.

1. Elmapa - : VR@X®B—-V®X,
VRITRXb— U(l‘(_l) — b) ®I(0), (321)

define una estructura de B-mddulo sobre V ® X, para todo X € "M,V € Mp, siy
solo si, —~: H® B — H es una medida.
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2. El mapa @y :  M@V)W - Me (VeoW),
m v @ w—mo(v-) @ wa) @ ve) @ wo),

es de B-mddulos, si y sdlo si, (—,0) es una accion torcida. Es un isomorfismo, si y
solo si, o es invertible con respecto al producto convolucion.

3. Asumiendo lo anterior, el par (®,®) : Mpx" M — Mp es una estructura de categoria
H M-médulo, si y solo si, o es un 2-cociclo.

Demostracion. Ver [65, Example 4.9] O

El algebra H es una H-comdédulo dlgebra con la comultiplicacién. Entonces podemos definir
la categoria (Mpg)y. Sea (V, ) un H-médulo en Mp, esdecir Ve Mpy pu:V®H — V es
un morfismo de B-médulos tal que

u(u X idA) = /L(idv ® m)CIDM,AyA.
En otras palabras, tenemos que

(v @ h)b = p(v(hay — ) @ hz), (3.2.2)
p(p(v ® g) ® h) = p(vo(ga) ® ha)) @ ge)he). (3.2.3)

Si definimos una accién de B#,H por v(b® h) = p(vb), es facil ver que las formulas (3.2.3)),
(3-2.2) implican que V' es un B#, H-mdédulo a derecha. Asimismo, es facil ver que un morfismo
en (Mp)y induce un morfismo en Mp_pg. Por tanto, hemos definido un funtor ' : (Mp)y —

M B#,H-
La siguiente proposicién es un caso particular de [65, Corollary 3.6].

Proposicién 3.2.8. El funtor F': (Mp)y — Mpy_u, define una equivalencia de categorias.

Demostracion. Si V es un B#,H-mo6dulo, entonces V' es un B-mddulo a derecha por res-
triccion, y el mapa p: VOH — V, ui(v®v) = v(14th) cumple con las ecuaciones (3.2.3), (3.2.2).
Esta asignacion define un funtor G : Mpy g — (Mp)g. Es claro que F' y G determinan una
equivalencia. Esto termina la demostracion de la proposicion. O

Productos G-cruzados sobre algebras conmutativas

Sean G un grupo y R un algebra conmutativa. En este caso, una medida —: G X R — R es
una accién de G por automorfismos de algebras. El 2-cociclo o : G X G — R* es un 2-cociclo
normalizado con respecto a esta accion, donde R* son las unidades de R:

[z = o(y,2)|o(z,yz) = o(zy, 2)o(z,y)
o(z,1)=0(1,2) =1,
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para todo z,y, z € G.

Supongamos que R = k¥ es el dlgebra de funciones sobre un conjunto X. Entonces,
una accién por automorfismos de algebras —: G x kX — k%X, induce una accién de G por
permutaciones sobre el conjunto X:

XxG—X, (x,9) —x<g,
tal que
g—es=¢zq, s€X,gecl.

Un 2-cociclo 0 : G x G — (k%)* = Map(X, k*), se puede ver como una funcién
0: X xXGxG—=k* (x,9,h)— co(x;9,h).
La condicién de 2-cociclo normalizada es descrita por

U(S <z3Y, z)a(s,x,yz) = O'(S;i[)y, Z)O'(S;l’,y),
o(s,z,1) =0(s,1,z) =1,

para todo z,y,2 € Gy s € X. El producto en kX #,kG esta dado por

(es#g)(ei#h) = es(g — e))o(g, h)#gh = €05 1ag-10(g, h)#gh
= 05qg,0(5; 9, h)es#gh.

Dado x € X, denotaremos por O(z) la G-6rbita de z.
Sea {z1,...,2,} C X un conjunto de representantes de las érbitas de G en X. Entonces,
es facil ver que

n
FX#G = P kCUI#,G,
i=1
donde k@4 G son ideales bildteros mutuamente ortogonales.
Por tanto, si queremos describir los k% #,G-mdédulos indescomponibles, podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que el grupo G actia transitivamente sobre X.

Supongamos que la accién de G en X es transitiva. Sea F' el subgrupo estabilizador de un
elemento z € X. El mapa o, : F X F — k, definido por o,(h,t) = o(x;h,t), es un 2-cociclo
de F con coeficientes en el F-mdédulo trivial k*. Ademas, por el Lema de Shapiro, tenemos
un isomorfismo H?(G, k) = H?(F, k*).

Teorema 3.2.9. Sea kX#,G un producto cruzado, tal que la accion inducida de G sobre X
es transitiva. Entonces, existe una equivalencia de categorias entre My, p y Myxy ¢, donde
F es el subgrupo estabilizador x € X. Si U es una representacion de k, F el kX #,G-mddulo

asociado es el médulo inducido Ind* "¢ (U).

kX H o, F
Demostracion. Ver [49, Theorem 1.3] O
Corolario 3.2.10. Sea V€ My, g y Vo el My, g-mddulo asociado en el teorema anterior.
Entonces, dimV = % dim V. O
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3.3. Extensiones galoisianas para algebras de Hopf de
dimensién finita

En esta seccién asumiremos que H es de dimension finita.
Si A es una H-comddulo algebra a derecha, entonces A es una H*-moédulo algebra a
izquierda con la acciéon H* ® A — A,

f-h="hef(hy),

para todo f € H* a € A. Reciprocamente, si A es una H*-mddulo dlgebra a izquierda, A es
n *

una H-comdédulo édlgebra con la coaccién p: A — A® H, pla) = >, ef - a ® e;, para todo

i=1 &
a € A, donde {e}} es una base dual a la base {e;} de H. Ademas, es facil ver que A = AH"

Sea A una H-médulo élgebra. Entonces A es un A# H-mdédulo a derecha via (a#h) - b =
a(h - b). Esta accién determina un morfismo de algebras

7w A#H — End 4u(A),
donde A es un A”-médulo via la multiplicacién a derecha.

Teorema 3.3.1. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y A una H-mddulo dlgebra a
1zquierda. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

» La extension A" C A es una extension H*-galoisiana a derecha.

» El morfismo de dlgebras m : A#H — End qu(A) es un isomorfismo y A es un AH-
modulo a derecha finitamente generado y proyectivo.

Demostracion. Ver [47, Theorem 8.3.3]. O

Corolario 3.3.2. Sea A una H-mddulo dlgebra a izquierda. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

s A es un H*-objeto galoisiano.

» A es de dimension finita y m : A#H — End (A) es un isomorfismo.

Ademdas, existe un 2-cociclo invertible o : HQ H — k, tal que A = k#,H* como H*-comddulo
algebras. Si H es semisimple, entonces A es semisimple.

Demostracion. Las equivalencias son inmediatas por el Teorema |3.3.1}

Por [47), Proposition 8.3.6], A ~ k#,H*, donde 0 : H ® H — k es un 2-cociclo invertible,
pues A#H ~ End A es artiniana simple. Ahora, por [47, Theorem 7.4.2] si H es semisimple
y de dimensién finita, A ~ k#,H es semisimple. O]

Corolario 3.3.3. Sea G un grupo finito. Entonces, todo objeto galoisiano de kG es isomorfo
a koG, para algin 2-cociclo a € Z*(G, k*). O

Observacion 3.3.4. Con mayor generalidad, si A es un anillo fuertemente graduado tal que
A, es un cuerpo, es inmediato ver que A es un producto cruzado.
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3.4. Objetos galoisianos de k¢

En esta seccién k denotard un cuerpo algebraicamente cerrado y G sera un grupo finito.
Recordaremos la clasificacién de Movshev-Davydov de los objetos galoisianos de k¢.
Un concepto importante en la clasificacién es un grupo con un 2-cociclo no degenerado.

Definicién 3.4.1. Sea G un grupo finito. Un 2-cociclo a € Z?(G, k*) es llamado no degene-
rado si la condicién «a(g,h) = a(h, g), para todo h € Cg(g), implica que g = 1 (aqui, Cg(s)
es el centralizador de g en G).

Notemos que un 2-cociclo cohomélogo a un 2-cociclo no degenerado también es no degen-
erado. Existe una correspondencia biyectiva entre grupos con 2-cociclos no degenerados y los
llamados grupos de tipo central. Un grupo es de tipo central si posee una representacion irre-
ducible de dimension igual al indice de su centro (la mayor posible). El cociente por el centro
de un grupo de tipo central es un grupo con 2-cociclo no degenerado. Reciprocamente un
grupo con un 2-cociclo no degenerado tiene una extension central, la cual es un grupo de tipo
central. Usando la clasificacién de los grupo finitos simples, Howlett e Isaacs [2§] probaron
que los grupos de tipo central son solubles y por tanto los grupos que poseen un 2-cociclo no
degenerado, también lo son.

Teorema 3.4.2 ([11], [50]). Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. Las clases de isomorfis-
mo de objetos kC-galoisianos estdn en correspondencia 1-1 con clases de conjugacion de pares
(S, ), donde S es un subgrupo de G, tal que char(k) +|S| y o € Z*(S, k*) es un 2-cociclo no
degenerado.

El objeto kC-galoisiano correspondiente al par (S, ) puede realizarse como el dlgebra A =
Homgs(kG, k,S), con accion s> x; = zszixy ', s,t € S, y la G-accion sobre A por (g.f)(h) =

s

f(hg™). 0

Observacion 3.4.3. Una version equivalente al Teorema en el caso que k es el cuerpo de
los nimeros complejos, fue demostrado en [50] usando el lenguaje de deformaciones por twist.
Ver Seccién Posteriormente, Davydov en [11] interpreté los resultados de Movshev en el
lenguaje de objetos galoisianos y noté que mutatis mutandis, todos los argumentos usados en
[50] son vélidos en cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica arbitraria.

3.5. Extensiones bigaloisianas

Definicién 3.5.1. Sean H y L algebras de Hopf. Un objeto L-H-bigaloisiano es una L-H-
bicomddulo algebra A, la cual es simultaneamente un objeto L-galoisiano a izquierda y un
objeto H-galoisiano a derecha.

Definicién 3.5.2. Sea H un algebra de Hopf y A un objeto H-galoisiano derecha. Se define
L(A H) = (A® A)*°H donde la estructura de H-comdédulo sobre A ® A es la codiagonal.
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Teorema 3.5.3. Sean H un dlgebra de Hopf y A un objeto H-galoisiano a derecha. Entonces
L = L(A,H) es una subdlgebra de A @ A°. El dlgebra L es un dlgebra de Hopf con la
comultiplicacion, counidad y antipoda dadas por

A(Z T ®y;) = Z Zi(0) @ IEH) ® 96511) ® Yis
e wi@uy) =) wyi€ A =k
S(Z T ®Y;) = Z Yi(0) @ Ti “— Yi(1),

donde — es la accion de Miyashita-Ulbrich. El dlgebra A es un objeto L-H -bigaloisiano.
Para toda dlgebra de Hopf B y estructura de B-comddulo ¢ sobre A, la cual hace a A
un objeto B-H-bigaloisiano, existe un unico isomorfismo de dlgebras f : L — B, tal que
¢ = (f ®ida)o.
Demostracion. Ver [64, Theorem 3.5]. O
Sea A un objeto H-galoisiano hendido. Entonces, A = k#,H, para un cociclo invertible
o : H® H — k. Podemos construir una nueva algebra de Hopf H?, manteniendo la estructura
de codlgebra y deformando el producto por
hg 9= 0(hsg.)heg@o " (he © gs),
para todo h,g € H.

Observacion 3.5.4. Sea v : H — k un funcional invertible con respecto al producto convolu-
cién. Sio: H® H — k es un 2-cociclo, entonces 07 = o (z, y)v(zq))v(ym)7 " (2@)ye)), es de
nuevo un 2-cociclo. A los 2-cociclos ¢7 y ¢ los llamaremos Hopf-cohomélogos.

Proposicién 3.5.5. Sean H un dlgebra de Hopf y A un objeto H-galoisiano a derecha hendi-
do. Entonces A es un objeto L(A, H)-galoisiano a izquierda hendido. Si A = k#,H, entonces
L= H y A= H°#,k, como H?-comddulo dlgebra a izquierda.

Demostracion. El dlgebra k#,H es una H-comddulo dlgebra a izquierda via &;(1#h) = hq)®
1#h(2). Asimismo, es una H?-comédulo dlgebra a izquierda pues

o((1#g)(19#h)) = di(o (g, h))#9@) hz))
= (9, )9 he @ 1#ge) he)
= 9q1) - ha) @ (1#£92)) (1#h(2).
El isomorfismo de H-comédulos a izquierda ¢ : H#,k — k#,H, g#1 — g#1, es un
isomorfismo de dlgebras:
o((g#1)(h#1)) = (1#9)(13h) = o(o ), ha))#92) h)
=¢(00), h g ) #1)
=90) - hy#o (902, hz)).
Ahora, dado que el producto cruzado H?#,k es un objeto H?-galoisiano, la demostracion
sigue de la propiedad universal de L(A, H). ]
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Capitulo 4

Deformaciones simples de algebras de
Hopf

En este capitulo trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Mostraremos ejemplos de grupos finitos no simples, cuyas algebras de grupo admiten
deformaciones por twist que son simples como algebras de Hopf.

4.1. Normalidad y conormalidad

Definicién 4.1.1. Sea H un algebra de Hopf. Una subalgebra de Hopf K C H es llamada
normal a derecha (respectivamente, a izquierda) si

ryyS(z2)) € K, (respectivamente, S(x))yze) € K),

para todo x € H,y € K. Diremos que K es una subdlgebra de Hopf normal si K es normal
a derecha e izquierda.

Analogamente, si 7 : H — () es un epimorfismo de algebras de Hopf e I C H es el coideal
de Hopf asociado, entonces 7 es llamado conormal a derecha (respectivamente conormal a
izquierda), si

ryS(xi)) @2y € H® I ( respectivamente x9) @ S(xa))rs) € I ®@ H),
para todo x € I. Diremos que 7 es un cociente conormal si 7 es conormal a derecha e izquierda.
Para un subespacio vectorial V' C H, denotaremos por VT : Ker(e) N'V.
Lema 4.1.2. Sea H un dlgebra de Hopf.

(i) Sea K C H wuna subdlgebra de Hopf normal a izquierda. Entonces, H/KtH es un
cociente de dlgebras de Hopf.
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(i) Sean: H — Q un cociente conormal a derecha. Entonces, K := H®? es una subdlgebra

de Hopf.
Demostracion. Ver [60, Lemma 3.2.2]. O

Luego, si K C H es una subalgebra de Hopf normal a izquierda, tenemos una sucesion de
algebras de Hopf
k—K—H-»H/K"H — k.

Anélogamente, si H — (Q es un epimorfismo de dlgebras de Hopf normal a derecha, tenemos
asociada la sucesién de dlgebras de Hopf

k— HOUT o H » Q — k.

Definiciéon 4.1.3. Una sucesion de algebras de Hopf K S HS Q es llamada exacta si
(i) Kerm = HKT,
(ii) B =“%H.

Lema 4.1.4. Sea K < H > @ una sucesion de dlgebras de Hopf de dimension finita.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) H/KTH = H,
(1)) AJHK™,
(iii) K = A©Q,
(iv) K = ©@A.
Demostracion. Ver [44, Lemma 3.1]. O

Se sigue que si H es un dlgebra de Hopf de dimensién finita, entonces toda subalgebra
de Hopf normal a derecha es normal a izquierda, y por lo tanto, normal. Andlogamente para
cocientes conormales a derecha o izquierda.

Teorema 4.1.5. Para toda sucesion evacta K < H Q de dalgebras de Hopf de dimension
finita, la Q-extension K C H es una extension @Q-galoisiana con base normal.

Demostracion. Ver [68, Theorem 2.4]. O

Observacion 4.1.6. Se sigue del Teorema [3.2.5] que H es isomorfa a un producto cruzado
K#,Q.
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Ejemplo 4.1.7. Una subdlgebra de Hopf K C H es llamada central si K estd contenida en
el centro de H. Es claro que en este caso K es normal. En forma dual un epimorfismo de
algebras de Hopf m: H — @ es llamado cocentral si w(h(1y) ® h2) = 7(h)) ® ha), para todo
he H.

Recordaremos la siguiente proposicion para futuros usos:

Proposicion 4.1.8. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita y sea K C H una subdlge-
bra de Hopf normal, tal que dimy K es el menor primo que divide dimy A. Entonces K es
central.

Demostracion. Ver [35, Corollary 1.4.3]. O

4.2. Twist de algebras de Hopf

Definicién 4.2.1. Sea H un algebra de Hopf. Un elemento invertible J € H ® H es llamado
un twest si:

(Aeid)()(J®1)=(idoA)(J)1e.J), (4.2.1)
(e ®id)(J) = (id@e)(J) = 1.

Ejemplo 4.2.2. Sean G un grupo abeliano y k£ un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
terfstica cero. En este caso, kG = (kG)*, entonces dado un 2-cociclo w € ZQ(G k*) el twist
asociado es

J=> wla,Bea @ e, (4.2.3)

donde e; = ﬁ Y ohec E(hYHh, e @, es la base de kG de idempotentes centrales ortogonales.

Si J € H® H es un twist para H, podemos definir una nueva estructura de algebra de
Hopf (A7, m, A7) sobre el dlgebra (A, m, 1), llamado un twisting de A.
El coproducto esta dado por la férmula

Al(x) = J'A(z)J.

Si (H, R) es cuasi-triangular entonces H” también es cuasi-triangular con R7 = J;;' RJ.

Si H es un algebra de Hopf de dimension finita, entonces el funtor de olvido U : yM — k
es un funtor de fibra.

Dado un twist J € H® H, podemos definir un nuevo funtor de fibra (U, &) : yM — Vecy,
donde U es el funtor de olvido y &y : VO W = VW, &wvw)=Jvew).

En efecto, la ecuacion es equivalente a y la ecuacion es equivalente
a . El 4lgebra de Hopf H” es obtenida aplicando a este nuevo funtor la reconstruccién
Tannakiana.
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Lema 4.2.3. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita. FExiste una correspondencia
biyectiva entre twists de H y objetos galoisianos de H*.

Demostracion. Sean H un algebra de Hopf de dimension finita y J € H ® H un elemento
invertible. Si definimos un nuevo coproducto en H por la férmula

Aj(z) = JA(x), =x€H,

éste es coasociativo, si sélo si, (A ®id)(J)(J®1) = ({d@A)(J)(1®J)ye: H— kesla
counidad, si y sélo si, (e ®id)(J) = (id®¢)(J) = 1.

Notemos que esta es la construccién dual del producto cruzado k#,H para un 2-cociclo
o : H®H — k. Entonces, cada twist define un objeto H*-galoisiano hendido. Reciprocamente,
dado que todo objeto galoisiano para un algebra de Hopf de dimension finita es hendido, éste
define un 2-cociclo, el cual define a su vez un tnico twist para H. O

SiJ € K® K es un twist para una subalgebra de Hopf K C H, entonces J ® J € H es
un twist. Diremos que J es levantado de la subalgebra de Hopf K.

Corolario 4.2.4. Sean G un grupo finito y k un cuerpo algebraicamente cerrado. Los twists
del dlgebra de Hopf kG estan en correspondencia biyectiva con pares (F,«a), donde F es un
subgrupo de G tal que char(k)+|F| y o € Z?(F,k*) es un 2-cociclo no degenerado.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del Teorema y el Lema [4.2.3 O]
El siguiente lema se sigue de [20]. Ver también [40, Lemma 2.11].

Lema 4.2.5. Sea J € kG @ kG un twist asociado a un par (F,w). Entonces (kG)’ es
coconmutativa si y solo si F <G, F es abeliano y w es ad G-invariante en H?*(F, k*). O]

Proposicién 4.2.6. Sean H un dlgebra de Hopfy J € H ® H un twist. Entonces existe
una correspondencia biyectiva entre cocientes de H vy cocientes de H”. En forma dual, si
o:H®H — k es un 2-cociclo invertible, entonces existe una correspondencia biyectiva entre

subdlgebras de Hopf de H y subdlgebras de Hopf H?

Demostracion. Si m: H — () es un epimorfismo de algebras de Hopf, y J € H ® H es un
twist, entonces J' := (1 @)(J) € Q®Q es un twist, y el morfismo de dlgebras 7 : H/ — Q7
es un morfismo de algebras de Hopf.

Notemos que .JJ~' € H® H es un twist para H? y (H”)’" = H. Ademis, (r@7)(J ) (7®
m)(J) = (ren)(J'J) =1® 1. Es decir que (1 @ 7)(J)™! = (r @ 7)(J'). Por lo tanto, si
p: H’ — W es un epimorfismo de &lgebra de Hopf, el twist J~! induce 7 : H — Wrep(I™h),
Es claro que estas construcciones inducen una biyeccién entre los cocientes de H y H”.

La segunda parte se demuestra en forma andloga. O
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Algebras de Hopf semisolubles y twisting de grupos nilpotentes

Sea H un algebra de Hopf de dimension finita sobre k.

Definicién 4.2.7. [49]. Una serie normal inferior para H es una serie de subélgebras de
Hopf propias H, =k C H, 1 C --- C Hy C Hy = H, donde H;,, es normal en H;, para todo
1. Los factores de la serie son los cocientes H; = Hi/HiH;;l.

Una serie normal superior para H se define en forma inductiva como sigue. Sea H) = H.
Sean H; un subalgebra de Hopf normal de H;_; y H;) = H(i)/H(Z-)H;L. Asumamos que
H,, = Hq,_1), para algin entero positivo n, tal que H(,) = k. Los factores de la serie son las
subdlgebras de Hopf H; de los cocientes H ;.

Sean G un grupo finito y sea A = (kG)’ una deformacién por twist, con twist levantado
de un subgrupo F'.

Lema 4.2.8. Sea Z C G un subgrupo central. Entonces kZ C A es una subdlgebra de Hopf
central y AJA(kZ)t = (kG/Z)”.

Demostracién. Dado que A = kG como algebras, kZ es central y A’(a) = a ® a para todo

a € kZ. Sea 7 : kG’ — k(G/Z)” el morfismo de dlgebra de Hopf inducido por la proyeccién
G — G/Z. Dado que kZ C A®°7 y dim A = dim A" dimn(A), kZ = A®°T. O

Teorema 4.2.9. Supongamos que G es un grupo finito nilpotente. Entonces
1. A tiene una serie normal superior con factores kZ,, p| dim A, un nimero primo.
2. A tiene una serie normal inferior cuyos factores son conmutativos.

En particular, A es semisoluble en el sentido [49].

Demostracion. (1) Dado que G es nilpotente, Z(G) # 1. Sea Z C Z(G) un subgrupo de orden
p, p primo. Sea Hy = kZ = kZ, y Hpyy = AJAH{ . Por el Lema @, Huy = k(G/Z)’. Dado
que G/Z es nilpotente, (1) sigue por induccién en |G|.

(2) Sea F' C G un subgrupo, tal que J € kF' ® kF' es minimal. Dado que todo subgrupo
de un grupo nilpotente es subnormal [56], tenemos Fy = F < F}; < --- < F,, = G. Entonces,

Hy=kF’ <H =kF/ <---< H, =kF] = kF’, (4.2.4)

es parte de una serie normal inferior de A con factores k[F; 1/ F;], pues J € kF;, para todo i.
Dado que F' es soluble, existe una serie normal superior H g = EF7 — Hyy--— Hyy = k.
Ademas, kFY = (kF7)* puesto que kF” es minimal. Luego el dual de esta serie, esto es,
ke— Hf{y = - — (kF7)* = kF’, es una serie normal inferior para kF” que completa la
serie O
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4.3. Deformaciones simples del grupo simétrico

En esta seccién G denotara un grupo finito y F C G un subgrupo abeliano. Sea A = (kG)”,
donde J € kG ® kG es un twist (no necesariamente minimal) levantado de kF'. Ver Ejemplo
4.2.2)

Observacion 4.3.1. Si H es un algebra de Hopf de dimension finita, G(H*) es el conjunto de
morfismos de dlgebras H — k con el producto convolucién. En particular, para A = (kG)”,

G(A*) = G.

Teorema 4.3.2. Supongamos que Z(G) = 1. Sea n € G. Entonces n € GA YN Z(A*) siy
solo si n|y es w-regular.
Siw es no degenerado, n € G(A*) N Z(A*) si y sélo sin|p = 1.

Aqui, n|F denota la restriccion de n a F.

Demostracion. El algebra de Hopf A es triangular con R-matriz

R=Jy'J = Z w(a, Blw (B, a)eqs ® eg.

a,ﬁeﬁ

Dado que Z(G) = 1, tenemos que Z(A) N G(A) = 1. Por la parte 2 de la Proposicién [2.6.2]
neGA*)NZ(A*) siy solosi f(n) = 1. Sea n € G(A*). Por las relaciones de ortogonalidad,

A~

n(ey) = Oyn|r, Para todo x € F. Entonces,

fin) =) wla,B)w (8, a)ean(es) = Y wla,nlp)w™ (n]r, @)eq.

a,,@eﬁ Oéeﬁ

Luego, f(n) =1 siy sélo si w(x,n|r)w (n|r, x) =1, Vx € I O

Corolario 4.3.3. Supongamos que w es no degenerado. Entonces el orden de F divide a

[A*: G(A) N Z(AY)].

Demostracién. En este caso, n|p = 1, para todo n € G(A*) N Z(A*), por el Teorema [£.3.2]
Entonces la proyeccion A — k(G(A*) N Z(A*))* se restringe trivialmente a F'. El corolario
sigue del Teorema de Nichols-Zoeller [38]. O

Sea m: A — kS un cociente de algebras de Hopf con S un grupo abeliano. Entonces el
grupo S = S puede identificarse con un subgrupo de G(A*).

Teorema 4.3.4. Supongamos que Z(G) = 1. Sea m : A — kS un cociente de dlgebras de
Hopf, donde S = Z, y p es el menor primo que divide a |G|. Entonces, m es normal si y sélo

st p|p es w-reqular, para todo p € S. Supongamos que w es no degenerado. Entonces, w es
normal si y sélo si p|p =1, para todo u € S.
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Demostracién. Por el Teorema [4.3.2] la condicion w(y, p|r) = w(u|p, x), para todo x € S,
€S, esequivalente a S C Z(A*)NG(A*). En vista de la Proposicién esto es equivalente
a que 7 sea normal. O

Sea 7 : S, — Zy (n > 5) el unico epimorfismo de grupos no trivial, es decir Kerm = A,,.
Sea I' C S,, un subgrupo abeliano, y sea A = (kS,)” un twisting con J € kF ® kF dado por
(4.2.3)). Por la proposicién el mapa 7 : A — kZs es un epimorfismo de algebras de Hopf.

Denotaremos por o : S,, — k* la representacién signo.

Corolario 4.3.5. 7 : A — kZsy es normal si y sélo si o|p es w-regular.
Supongamos que w es no degenerado. Entonces w es normal si y solo si F' C A,,. O

Sea n > 4. Consideremos el subgrupo abeliano ' =< ty,ty >= Zo X Zs de S,,, generado
por las transposiciones t; = (12), to = (34).

Tenemos que F=< ar,as >, donde a;(t;) =1sii#j,y a;i(t;) = —1.

Sea w el tnico 2-cociclo no trivial de F , salvo cobordes. Entonces, w es no degenerado.
Sea J € kF®? el twist correspondiente.

Teorema 4.3.6. Supongamos que n > 5. Entonces (kS,)” es simple.

Demostracion. En este caso w : S,, — Zs es el unico cociente no trivial de S,,. Dado que las
deformaciones por twist preservan los cocientes de dlgebras de Hopf, A = (kS,)’ tiene un
tinico cociente no trivial 7 : A — kZ,. Puesto que F ¢ A,,, por el Corolario T NO es
normal. Entonces (kS,)” es simple, como se habfa afirmado. O

Observacion 4.3.7. Sea A = (kS,)” como en el teorema [4.3.6, Entonces A* es simple y no es
una deformacién por twist de ningin grupo. De lo contrario A* y A serian cuasi-triangulares y
simples, luego G(A) = G(A*) [55, Proposition 4]. Pero este no es el caso, dado que F' C G(A)
y |G(AY)] = 2.

Otra familia de ejemplos proviene de la construccién en [6]. Denotemos por ¢; la trans-
posicién (2¢ — 1,2i) € Sgp, 1 < i < n. Consideremos el subgrupo abeliano F' =< t;, 1 < i <
n > (Zy)" de Sa,.

Tenemos que F =< a; : 1 < i < n >, donde a;(t;) = 1sii# j,y a;(t;) = —1. Notemos
que ol = ajas - - - ay,.

Consideremos el bicardcter w : F' x F — k*, w(a;,a;) = —1, i < j, w(a,a;) = 1,1 > j.
Este ejemplo no cumple las condiciones de la Proposicion 4.3.5 paran > 2 par y a = ay, dado
que w(o|p,a1) = (=1)""! = —1, mientras que w(ay,c|r) = 1. Sea J el twist correspondiente.

Teorema 4.3.8. Supongamos que n > 3, n es par. Entonces (kSy,)” es simple.

Demostracion. De nuevo, en este caso, m : S, — Zs es el Unico cociente no trivial de S,,.
Luego, A = (kS,)” sélo tiene un cociente no trivial 7 : A — kZ,. Por el Teorema T no
es normal. Entonces (kS,,)” es simple. O
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Observacién 4.3.9. Veamos que para todo twist J € kS; ® kSy, (kS4)” no es simple; ver [35]
Chapter 6]. Sabemos, por el Corolario , que todo subgrupo minimal F' para .J es un
subgrupo cuyo orden es un cuadrado y admite un 2-cociclo no degenerado. Entonces, para
kSy4, un twist debe ser un levantamiento desde un subgrupo F' de orden 4 isomorfo a Zsy X Zs.

Afirmacion 4.3.10. Sea A = (kS4)?, donde J es un twist levantado desde un subgrupo F =
Lo X Lo, el cual no es normal y w # 1. Entonces G(A) = D.

Demostracion. Sea D = D, el 2-subgrupo de Sylow de S; que contiene a F'. Entonces existe
una inclusién de algebras de Hopf kF = (kF)’ — (kD)’ — (kS,)’.

Dado que (kD)7 no es conmutativo y de dimensién 8, (kD)” = kD como algebra de Hopf
[73]. Entonces 8 divide |G((kS4)”)].

Como H no contiene subgrupos que sean normales en Sy, por [20], (kS,)” no es conmutativa
ni coconmutativa. Entonces |G((kS4)”)| =8 y G(A) 2 D = D,. O

Sea B =S;/K = S3, v (: (kSy)? — (kS3)¢)) = kS3. Afirmamos que ¢ es normal.

En efecto, tenemos que dim A®? = 4. Entonces, dim A°? N kG(A) = dim kG(A)®°P =
1,2,4, pues |[kG(A)| = 8. Ademas, dim kG(A)* B dim ((kG(A)) = 8. Si dim kG(A)°E = 1,2,
entonces dim ((kG(A)) = 8,4, lo cual es imposible. Entonces dim A°? NkG(A) = 4. Esto es,
A«B C kG(A). Por lo tanto A®? es una subélgebra de Hopf normal.

4.4. Deformaciones de una familia de grupos superso-
lubles

Grupos no abelianos de orden pq

Sea G un grupo de orden pq con p y ¢ nimeros primos, tales que g > p. Denotaremos por
Z,, un grupo ciclico de orden m.

Por el teorema de Sylow, GG posee un subgrupo normal P de orden p. Si () es un ¢g-subgrupo
de Sylow, entonces PQ = G'y PNQ = {e}. Por lo tanto, G = P x (@ es un producto semidirecto
de P por Q.

Veamos ahora cuales son las posibles acciones de () = Z, en P = Z,. Recordemos que
Aut(Q) = Z,—;. Si p no divide a ¢ — 1, la tnica accién posible de P sobre @) es trivial y por
tanto G es isomorfo al producto directo de Py Q. Si p divide a ¢—1, entonces Aut((Q)) tiene un
unico subgrupo P’ de orden p, y por tanto un tnico producto semidirecto salvo isomorfismo.

Supongamos ahora que G es el tnico grupo no abeliano de orden pg. Veamos como es la
estructura del algebra de grupo kG.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado cuya caracteristica no divide a pq. Entonces
como una aplicacién del método de grupos pequenos de Mackey, ver [10, Proposition 11.8],
todo kG-moédulo irreducible es el inducido de un kZg,-modulo irreducible, donde Z, C G es el
subgrupo normal de orden q.
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Dado que cada kZ,moddulo irreducible tiene dimensién uno entonces, como algebras,

kG 2 kD x My(k) x -+ x My(k). (4.4.1)

p—1 copias

Deformacion simple

Recordemos que un grupo F' es llamado supersoluble si posee una serie normal
].:S()ﬂSQﬁSn:F,

tal que cada cociente S;y1/S; es ciclico y cada S; es normal en F.

Sean p, ¢ y r nimeros primos tal que ¢ divide a p —1y r — 1. Sean G| = Z, X Z; y
Go = Z, X Zg los tinicos grupos abelianos de orden pq y rq, respectivamente.

Sea G = Gy x Gy y sea Z, X Z, = F C G un subgrupo de orden ¢*. En particular, G es
supersoluble y Z(G) = 1.

Sea 1 # w € H2(ﬁ7k*), J € kG ® kG, el twist levantado desde H correspondiente a w.
Sea A = (kG)7. Notemos que el 2-cociclo w es no degenerado. Ademds, A es un dlgebra de
Hopf no trivial de dimensién prq?.

Lema 4.4.1. A2 k@) x My(k) x --- x My(k) x Mp(k) x --- x Mp(k) como un dlgebra.

p+r—2 copias (p—l)ér—l) copias
Demostracion. Como algebra, A = kG ~ kG ® kG, entonces cada G-mddulo irreducible es
de la forma Vi ® V5, donde V; es un kG;-modulo irreducible, ¢ = 1,2 y la accién esta dada por
(g,h)v @ w = gv ® hw. El lema se sigue de (4.4.1)). O

La estructura de codlgebra de A sigue de [20], en particular se tiene:
Lema 4.4.2. G(A) 2 F tiene orden q¢°. O

Demostracion. Para cada g € G, sea F, := FNgFg™ ', y sea w, el 2-cociclo sobre F, dado
por wy(z,y) = w g 'zg, g yg)w(x, y).

Por [20)], las representaciones irreducibles de A* estan clasificadas por pares (g, X ), donde
g € F\G/F es una coclase doble médulo F'y X es una representacién irreducible de el algebra
de grupo torcida k,, Fy,. La dimensién de la representacién Wj x correspondiente a (g, X) es
dim Wy x = [F: F,]dim X.

Notemos que w. = 1 sobre F, = F. Entonces, dim W7 x = 1, para todas las posibles
elecciones de X, dando |F'| representaciones de distintas de dimensién uno.

Ademads, dimWj; x = 1si y sélosi F, = F y dim X = 1. Esto es, si y sélo si, g € Ng(F)
y dim X = 1. En nuestro ejemplo, Ng(F) = F. Luego, si dim Wj x = 1, entonces g = 1 y no
hay maés representaciones de dimension 1. O]
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Lema 4.4.3. Supongamos que A no es simple y sea K C A una subdlgebra de Hopf normal
propia. Entonces dim K = pq o rq.

Ademds, K es necesariamente conmutativa y no coconmutativa y existe una sucesion exac-
ta de una de las siguientes formas

k— k% - A—-kGy—k, k—k“—A—EkG — k.

Demostracién. Sea B = A/AK™. Entonces existe una inclusion de dlgebras de Hopf B* C A*
y B* es normal en A*. Dado que Z(G) = 1, tenemos que G(A) N Z(A) = 1. En particular,
dim K # ¢ [81]. Supongamos que dim B* = ¢. Entonces B* = kG(B*) y G(B*) C G(A*) N
Z(A*). Dado que w es no degenerado, el Corolario implica que ¢*|[A* : B*] = prq, lo
cual es imposible. Entonces dim B # q.

Si dim B = ¢®p, ¢*r, ¢%, entonces dim K = r,p,pr y K es un algebra de grupo o el dual de
un algebra de grupo [81, 46, 21 ?]. Luego, A tiene elementos de tipo grupo de orden p o r,
contradiciendo el hecho de que |G(A)| = ¢*.

Entonces, dim K = pq,7q. Dado que |G(A)] = ¢?, K = k% o kY. Andlogamente, estas
son las tunicas posibilidades para B*. O]

Observacion 4.4.4. Los resultados de [20] implican que A* = A como &lgebras. Una vez
establecida la simplicidad de A, mostraremos en la Subseccién [1.4] que A*°P = A como
algebras de Hopf.

Teorema 4.4.5. A es simple como dlgebra de Hopf.

Demostracion. Supongamos que no. Calcularemos las dimensiones de los A-médulos irre-
ducibles para obtener una contradiccién. Por el Lema[.4.3] sin perdida de generalidad, pode-
mos asumir que A es un producto cruzado A = kG # kG,.

Por el Teorema , los A-médulos irreducibles estan clasificados por pares (z, U), donde
x es un representante de una orbita de la accién de G5 sobre GGy y U es una representacion
proyectiva irreducible del estabilizador (G2), de x.

Por el Corolario , el médulo irreducible W, 17y correspondiente a (z,U) tiene dimen-
sién dim W, iy =[Gy : (G2),) dim U

Entonces, la dimensién de un A-médulo irreducible no puede ser ¢. Lo cual contradice el
Lema |4.4.1| Esto concluye la demostracion del teorema. O

Tomando p = r en el Teorema obtenemos:

Teorema 4.4.6. Sean p, q, nimeros primos, tales que q|p — 1. Entonces eziste un dlgebra de
Hopf semisimple de dimension p*q® la cual es simple como dlgebra de Hopf. O

Este teorema niega la conjeturada “version cuéntica” del Teorema de Burnside para grupos
de orden p?¢® en el contexto de dlgebras de Hopf semisimples. Este teorema da una respuesta
negativa a [I, Question 2.3].
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Auto dualidad

Si G es un grupo finito y J es un twist minimal en G, entonces la deformacién por twist
A = (kG)’ satisface A = A*<p [19].
En esta seccién mostraremos que esto también es cierto bajo otras restricciones sobre J y

G.

Proposicién 4.4.7. Sea G un grupo finito soluble y sea J € kG @ kG un twist. Supongamos
que A = (kG)” es simple. Entonces A = A*<P.

Comparando la descripcién de las teorfas de representaciones de Gy (kG”)*, vemos
que esta proposicion impone varias restricciones sobre los posibles grupos G que satisfacen
esta condicién.

Demostracion. Dado que A es simple, entonces Z(G) = 1. Supongamos que F' < G. Entonces
G acttia sobre kf por la accién adjunta y el producto smash k#kG es un cociente del doble
de Drinfeld D(G). Notar que D(G) corresponde a F' = G.

Para el dlgebra de Hopf Dr(G) = k' #kG, tenemos G(Dr(G))NZ(Dr(G)) = Fx Z(G) =
Fy

Dp(G)/Dr(G)(kF)" =2 KPFI4EG = Dy (G)

Denotemos G = GO, G+ = [0 GD], i > 0. Dado que G es soluble, existe m > 1 tal que
Gm = 1.

Iterando la construccion anterior, obtenemos una sucesion

D(G) E) DG(l) (G) B DG(2) (G) E) st 7T_'rn,) DG(m) (G) - kG,

donde todo m; tiene nucleo central.
Dado que A es equivalente por twist a kG entonces D(A) es equivalente por twist a D(G).
En vista del Lema [4.2.8] obtenemos otra sucesién de dlgebras de Hopf con nticleos centrales

DA) B K B K, ™ ™K, = (kG)".

Puesto que los epimorfismo 7; son normales y A y A*“°P son simples no triviales, podemos
asumir que la composicién m o --- o7, : D(A) — (kG)”" es inyectiva, cuando se restringe a
Ay a A*°°P_ Por dimensién, A = (kG)” = A*cop, O

Deformaciones por twist de un grupo de orden 36

La construccién principal de esta secciéon nos muestra un ejemplo de un dlgebra de Hopf
semisimple no trivial A de dimensién 36 que es simple como algebra de Hopf. Esta es la menor
algebra de Hopf semisimple la cual no es semisoluble y la tinica simple en dimensiéon 36. Ver
[35].

El algebra de Hopf A es equivalente por twist al grupo D3 x D3, y tenemos que A =
Areor =2 B4 @ My (k)W @ My (k) como édlgebras.
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Teorema 4.4.8. Sea G un grupo de orden 36 y sea J € kG ® kG un twist tal que (kG)’ es
simple. Entonces, G = D3 x D3 y (kG)” = A.

Demostracion. Podemos suponer que Z(G) = 1. Si J es un twist minimal de GG, entonces
necesariamente G = Zs X Ay 0 G = Zy X (Z3 X Zg). Esto contradice la suposicién Z(G) = 1.
Luego, podemos suponer que J no es minimal.

Ademas, el subgrupo minimal H de G tiene orden 4 0 9, y no es un grupo ciclico. Mas
aun, H no estd contenido en ningun subgrupo normal. Esto conduce a considerar el caso
H ~ 7y x Zyy G = D3 x D3. Ademas, todos los subgrupo de orden 4 son conjugados y la
accion por conjugacién preserva los twist no triviales. O

Deformaciones por twist de grupos de orden 60

En esta subseccion mostraremos los posibles ejemplos de deformaciones simples de grupos
de orden 60.

Notemos que si un dlgebra de Hopf no tiene subalgebras o cocientes de Hopf, entonces es
simple. En particular, si G es un grupo finito simple no abeliano, toda deformacién por twist
de kG es un algebra de Hopf simple.

Ejemplo 4.4.9. [40]. Sea A,, el grupo alternante en n elementos. Consideremos el subgrupo
F = 7y X Zs, generado por a = (12)(34) y b = (13)(24). Sea w un 2-cociclo cuya clase de
cohomologia es no trivial.

Dado que w es no degenerado y F' no es normal por Lema , A = (kA,)” es un algebra
de Hopf no conmutativa ni coconmutativa simple como algebra de Hopf para n > 5.

Como algebra, (kAs)” 22 k x Ms(k)® x My(k) x Ms(k). Ver [10, pagina 365].

Como vimos en el Ejemplo [£.4.9] existe un dlgebra de Hopf simple de dimensién 60,
obtenida como una deformacion por twist del grupo alternante Asj.

Otro ejemplo proviene de la deformacién por twist del grupo D3 x Ds, por el Teorema
Para este ejemplo, A =2 A*<P =2 kW) @ My (k)© @ My (k)? como élgebras.

Luego, A no es una deformacion por twist de kAs. Probaremos que estas son las tnicas
algebras de Hopf simple que pueden construirse como deformaciones por twist de un grupo
de orden 60.

Por el resto de esta Subseccién, G serd un grupo de orden 60, J € kG ® kG un twist
minimal, y A = (kG)” una deformacién no trivial. Dado que A no es trivial, el subgrupo
minimal F' asociado a J debe ser de orden 4.

Entonces, necesariamente F' = Zy X Zo y J corresponde al inico 2-cociclo no trivial de H.

Asumiremos primero que G no es simple.

Lema 4.4.10. Supongamos que A es simple. Entonces G = D3 X Ds.

Demostracion. En primer lugar, dado que G no es simple, entonces G contiene un tnico
subgrupo de orden 5.
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En segundo lugar, el subgrupo F' no puede estar contenido en un subgrupo normal P
de G, dado que de lo contrario, la subalgebra de Hopf kP’ C (kG)’ deberfa ser normal.
Andlogamente, podemos suponer que Z(G) = 1.

Sea S < G de orden 5. Podemos asumir que G’ = G/S tiene un subgrupo normal 7' de
orden 3, de lo contrario G deberia contener un subgrupo normal de orden 20, y este contiene
a F'.

Entonces N = 7~ 1(T) < G es de orden 15. Luego, G es un producto semi-directo N x H.
Finalmente, dado que Z(G) =1, G = D3 X Ds. O

Teorema 4.4.11. Sea |G| = 60 y sea J € kG @ kG un twist, tal que A = (kG)’ no es
coconmutativo y es simple. Entonces, se tienen:

(i) G = As y A es isomorfa al dlgebra de Hopf del Ejemplo [4.4.9 o
(ii) G = D3 x D5 y A es isomorfa al dlgebra de Hopf autodual en el Teorema[{.4.5

Dado que el élgebra de Hopf en (i) no es auto-dual, se tienen tres ejemplos de algebras de
Hopf semisimples simples en dimensién 60.

Demostracion. Usaremos el Lema [4.4.10f Notemos que los subgrupos de orden 4 en G son
conjugados, y |H*(Zy x Zy, k*)| = 2. Entonces, todo par de twist no triviales en G producen
algebras de Hopf isomorfas. m

Algebras de Hopf simple obtenidas por bosonizacion

En esta seccién responderemos la pregunta [I, Question 2.13].

Recordemos primero la construccién de bosonizacion, también llamada biproducto, debida
a Radford y Majid.

Definicién 4.4.12. Sea (C,o) una categoria trenzada. Una bidlgebra en C es una terna
(R,m,u, A, ¢), donde (R, m,u) es un algebra en C, (R, A, ¢) es una codlgebra en C, tal que
e : R — 1 es un morfismo de algebras y

Am = (m®m)o (idg ® opr ®idg) o (A ® A).
Si ademads existe un morfismo S : R — R tal que
m(S @1d)A =ue =m(id® S)A: R — R,
entonces (R, m,u, A, e, S) serd llamada un dlgebra de Hopf trenzada en C.

Sea H un k-algebra de Hopf con antipoda biyectiva. Existe una correspondencia biyectiva
entre algebras de Hopf trenzadas en YD y k-4lgebras de Hopf A munidas de morfismos de
algebras de Hopf

ASH

p

Y
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tales que p. = idy. Esta correspondencia fue descrita por Radford en [53], y explicada en
estos términos por Majid en [42].

Sea AS H como antes ysea R= A" = {g € A| (id® p)A(a) = a ® 1}. Esta es una

P
subalgebra coideal a izquierda de A.

La counidad de R es la restriccion de la de A. Se definen la comultiplicacién, la antipoda,
la coaccion y la accién por

Agr(r) = 1) (tSu(pr))) @ 1),
Sr(r) = ( p(ra))Sa(re),
h —r = hayrS(he)),

§(r) = (p®id)A(r).

Estos morfismos hacen de R un algebra de Hopf trenzada en #£YD.

Reciprocamente, si R es un algebra de Hopf en YD, sea A = R#H el producto cruzado
dado por la accion de H sobre R, y sea

Au(r#th) = (ry#re-nha) ® (reo#he),
t(h) = 13h, (T#h) = ¢e(r)h,
Sa(r#1) = (S(r-1))(Sr(r©)#1) = (S(rq)) = Sr(ro)#S(re)).

Estos morfismos proporcionan una estructura de algebra de Hopf en R#H, y las constru-
cciones son inversas mutuamente. Esta construccion es llamada la bosonizacion de R por

H.

Ejemplo 4.4.13. Sea G = N x ) un producto semidirecto de grupos finitos. Entonces
tenemos un morfismo de grupos 7 : N — @, n — (n, 1) tal que (7 =idy donde ¢ : N — G es
la inclusién. En este caso tanto k% como kG son bozonizaciones.

Definicién 4.4.14. Un édlgebra de Hopf, se dice muy simple si es simple (es decir, no posee
subdlgebras de Hopf normales), y no puede presentarse como una bosonizacién en una forma
no trivial.

En [I, Question 2.13] se plantea la siguiente pregunta: ;Existe un dlgebra de Hopf semi-
simple, la cual es simple pero no muy simple?

Sea 0 : H® H — k un 2-cociclo. Entonces el funtor identidad (id,b) : M — H° M
es un funtor monoidal con el isomorfismo natural by : VO W — VoW, v®@w —
o(v_1,w_1)v(0) ® w). Denotaremos la imagen de este funtor por V.

Puesto que ZYD es el centro de la categoria monoidal H M la equivalencia (id, b) induce
una equivalencia de categorfas trenzadas entre 2YD y 7 YD,
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Supongamos que R es un algebra de Hopf trenzada en #YD. Usando la equivalencia de
categorfas entre 2YD y 7YD R es un dlgebra de Hopf trenzada en £ YD, con multipli-
cacién y comultiplicacion

a-b = o(a1),ber))awbo)
A(a) = o~ (a@y-1), a@)-1)amo) @ a)o)

donde a,b € R.

El 2-cociclo ¢ induce un 2-cociclo 0 : R x H ® R x H — k a través de la proyeccion
R x H — H,y podemos construir la deformacién por el 2-cociclo (R x H)?.

Es facil ver que el mapa a ® h +— o(a(1), h(-1))ap) ® h) es un isomorfismo de algebras
de Hopf entre (R x H)? y R° x H°.

Consideremos el producto semidirecto G = N x ) de la seccién anterior. En este caso,
N =2,xX2%,, Q =72y xZyy o :Q xE — k¥ un 2-cociclo no trivial. Entonces por el
Teorema la familia de dlgebras de Hopf construidas en la seccién anterior, son ejemplos
de algebras de Hopf semisimples, las cuales son bosonizaciones y son simples como algebras
de Hopf. Esto contesta la pregunta [I, Question 2.13].
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Capitulo 5

Subalgebras de Hopf normales en
deformaciones por cociclo

En este capitulo mostraremos condiciones necesarias y suficientes para que una subalgebra
de Hopf K C (k%)?, en una deformacién por cociclo del dlgebra de Hopf k%, sea normal.

De ahora en mds G serd un grupo finito, S C G sera un subgrupo, y a € Z?(S,k*) un
2-cociclo no degenerado. Denotaremos por A = Indg(kaS ) el objeto galoisiano de k¢ asociado.

Denotaremos también por J € kS ® kS C kG ® kG, el twist correspondiente a A. Luego
(kG)? ~ L*, donde L = L(A, H).

5.1. Correspondencia de Galois

Sea C' una k-coalgebra. Recodemos que el producto cotensorial de un C-comddulo a
derecha V' y un C-comédulo a izquierda W es definido como el ecualizador

donde las dos flechas paralelas estan dadas por la estructura de comoddulo a derecha de V' y
de comodulo a izquierda de W respectivamente.

Teorema 5.1.1. Sean H y L dlgebras de Hopf con antipoda biyectiva y sea A un objeto
H-L-bigaloisiano.
FExiste una correspondencia biyectiva entre:

» Coidelaes ideales a izquierda I C L, tales que L es un L/I-comddulo fielmente coplano
a izquierda (respectivamente, a derecha), y

s H-subcomddulo dlgebras B C A, tales que A es un B-mddulo fielmente plano a izquierda
(respectivamente, a derecha,).
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La correspondencia estd definida como sigue. A un coideal ideal a izquierda I C L, le asigna-
mos la subdlgebra B := “°L1TA. A un H-subcomddulo dlgebra B C A le asignamos el coideal
ideal a izquierda I C L = (A® A)°H tal que L)1 = (A®p A)«°.

Sean I C L y B C A en correspondencia bajo esta biyeccion. Entonces, se tienen:

1. I es un ideal de Hopf, si y solo si, B es estable por la accion de Miyashita-Ulbrich de
H sobre A.

2. I es un ideal de Hopf conormal, si y solo si, B es estable bajo la accion de Miyashita-
Ulbrich y la coaccion de L sobre A

Demostracion. Ver [66, Theorem 3.6, Theorem 3.8]. O

Diremos que una subdlgebra de coidel L' C L es admisible si L es fielmente plano como
L'-médulo a derecha.

Teorema 5.1.2. Sean H y L dlgebras de Hopf con antipoda biyectiva, y sea A un objeto H -
L-bigaloisiano. Existe una biyeccion entre subdlgebras coideales a izquierda L' C L admisibles
a derecha y H-subcomddulo dlgebras de A admisibles a derecha. La correspondencia estd dada
por L' — L'O0gA.

Supongamos que L' es una subdlgebra de Hopf de L admisible a derecha y A(L') = L'OLA.
Entonces, la estructura de L-comddulo a izquierda de A se restringe a un mapa 6 : A(L') —
L'® A(L"), que hace de A(L'") un objeto L'-galoisiano a izquierda.

Demostracion. Ver [66, Theorem 3.11]. O

Observacion 5.1.3. La demostracién del teorema principal de este capitulo estd basada en el
siguiente argumento:

Sean H y L algebras de Hopf de dimension finita, y sea A un objeto H-L-bigaloisiano.
Por la Proposicién [1.2.6] existe una correspondencia biyectiva entre subédlgebras de Hopf de
Hy L.

Sea H' C H una subdlgebra de Hopf. Entonces, por el Teorema[p.1.2, A(H') = AOxH' C
A0y H ~ A, es un objeto H'-galoisiano a derecha.

Sea L' = L(A(H'), H'). Entonces, L' C L es una subélgebra de Hopf de manera tnica, tal
que A(H') C A es un (L, H)-bicomédulo subdlgebra. En este caso, tenemos que A(H’) es un
objeto (L', H')-bigaloisiano, y A(H') = ®°* A, donde L' = °*L, L = L/L(L')*.

La subalgebra de Hopf correspondiente L’ C L da lugar, a su vez, a un coideal ideal
a izquierda I = L(L')* C L, el cual corresponde bajo el Teorema [5.1.1, a la subdlgebra
H-comédulo /1A = A(H).

Por el Teorema I = L(L)* C L es un ideal de Hopf, o en otras palabras, L' C L es

una subdlgebra de Hopf normal, si y sélo si, A(H') C A es un H-submdédulo bajo la accién
de Miyashita-Ulbrich.
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Consideremos el cociente de H-médulo codlgebras a izquierda p : H — H”, donde H" =
H/H(H')". La coalgebra H” coactia sobre A via

(id@p)p: A— Ax H".
El siguiente lema describe la subdlgebra A(H’).
Lema 5.1.4. Tenemos que A(H') = p—l(A @ H') = AcoH"

Aqui estamos identificando A(H’) con una subélgebra de A a través del isomorfismo
canonico p : A — AOyxH, inducido por la coaccion a derecha de H en A.

Demostracion. Es claro que bajo el isomorfismo p : A — AQOyH, AOyH' se identifica con
p ' (A® H') C A. La inclusién A(H') C A®H"" es consecuencia de que p|y = e. La otra
inclusién se sigue del hecho que H' = H®H" Esto demuestra el lema. O]

Observacion 5.1.5. Recordemos que la coaccion p : A — A ® H, proporciona una accién a
izquierda H* ® A — A, tal que f.a = f(an))a(), para todo f € H*, a € A.

Consideremos la subalgebra coideal a derecha R = (H")* C H*. Entonces, tenemos que
A(H") = A°H" = AR donde A" es la subélgebra de invariantes de A bajo la accién de R.

Sea m : G — G’ un epimorfismo de grupos. Este corresponde a un epimorfismo de dlgebras
de Hopf kG — kG

Sea F' C (G el nicleo de 7. De modo que F' es un subgrupo normal de G.

Dualizando el epimorfismo 7 : kG — kG’, obtenemos una inclusion de dlgebras de Hopf
H' = k% C H = k%. Esta inclusién es necesariamente normal, pues k¢ es conmutativa.

Usando el Lema , tenemos que A(kC) = A®F = AF es la subélgebra de F-

invariantes.

5.2. La accién de Miyashita-Ulbrich en A(G, S, a)

La siguiente proposicién da una descripcion concreta y alternativa de los objetos ga-
loisianos A(G, S, «). Esta sera conveniente para nuestros propdsitos.

Proposicién 5.2.1. Existe un isomorfismo de G-algebras
A(G, S, a) ~ Ind$k,S = kG @ps kaS,
donde la accion de G a izquierda y la multiplicacion estdn dadas, respectivamente por

gy®r=ggeu, (5.2.1)

(o) (hoy) = {0’ "9 ¢S,

5.2.2
h® (htg.x)y, hlges. ( )
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Demostracion. Sea A = A(G, S, «a). Por definicién, A = Homygs(kG, k,S). Usando la ver-
sién de la reciprocidad de Frobenius en [I0, Proposition (10.21)], tenemos un isomorfismo
Homks(kG, kaS) >~ Homkg(kG, kG Qs kaS) ~ kG Qrs kaS.

Tomando G = U]_,¢;S, donde g;, 1 < i < r, es un conjunto de representantes de las
coclases a izquierda de S en G. Un isomorfismo ¢ : A(G, S, a) — kG Qs koS esta definido
explicitamente por

o =g o).
Su inverso ¢ : kG Qs koS — A(G, S, ) esta determinado

Y(g @) (b) = A(bg)z,

donde A : G — kS es el mapa A(g) =g,si g € S,y A(g) =0, en otro caso. Claramente, estos
isomorfismos no dependen de la eleccién de los representantes de las coclases a izquierda.
Ademas, estos isomorfismo transforman la estructura de G-algebra sobre Aa la estructura

de G-algebra sobre kG ®jg koS dada por las formulas (5.2.1) and (5.2.2). Esto prueba la

proposicion. O
De ahora en més usaremos la identificaciéon A = A(G, S, «) ~ kG Qs koS, dada por la
Proposicién [5.2.1}]

Ahora describiremos la accién de Miyashita-Ulbrich «: A ® k¥ — A en términos de esta
identificacion.

Notemos primero que en nuestro contexto, esta accién corresponde a una G-graduacién
sobre A: A = ©yeqiy, tal que Ay = A — ¢4, g € G. Llamaremos a ésta la graduacion de
Miyashita-Ulbrich.

Dado un elemento homogéneo a € A,, g se dird el grado de homogeneidad de a, y se
denotard g = |al.

Lema 5.2.2. La graduacion de Miyashita-Ulbrich sobre A estd determinada por
g @ @] == gsg™",
para todo g € G, s € S.

Demostracion. De acuerdo con la caracterizacion de la accién de Miyashita-Ulbrich dada por
el Lema (3.1.12] tenemos que A; = {a € A|ax = (g - x)a, para todo x € A}.

Sean g,h € G, s,t € S. Entonces,

((gsg™)(h @) (9© x5) = (959~ h @ 4) (9 @ )

B {O, sg 'h ¢ S,

g® (sg7thaay)zs, sgthes.
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Claramente, sg~*h € S siy sélo si h™lg € S, y en este caso,
g® (s h.o)rs = g@a,(g thay) = h® (W g.xy)x,.

La primera igualdad sigue de que =5 es homogéneo de grado s, con respecto a la S-graduacién
de Miyashita-Ulbrich en k,.S.
Luego,
((gsg™)-(h®@x0)) (9 @ 25) = (9 ® @) (h ® ).

Dado que esto se tiene para todo g, h € G, s,t € S, entonces g ® x5 es homogéneo de grado
gsg~ ', como fue afirmado. Esto finaliza la demostracién del lema. O

5.3. La subalgebra A" de F-invariantes bajo la accién
de un subgrupo F

Sea I = {g1,92,-..,9n} un conjunto de representantes de las coclases a derecha de S en
G. Entonces, el conjunto {g; ®ps s }sesier €s una base de kG Qg koS.
Es claro que (A, x S, k(g ® x,)) es un espacio monomial. Ver Seccién [1.5]

El conjunto I tiene una accién natural de G, definida por g.g; = gj;, si y sélo si,
99; = g;t, paraalgint e S.
En términos de la base {g; ®ks =5 }ses.icr, la accion de G sobre A tiene la forma

9-(9i Qs Ts) = 99i Qs Ts = (9.9:)t Qns T5 = at, s)a(ts, t1)(9.9:) Oks Tysi—1-

Entonces, para cada g € G, la accién de g permuta los espacios vectoriales k(g; ®ps s). En
otras palabras, (A, x S, k(g; ® xs)) es una representacién monomial de G.
La accién inducida de G sobre I x S esta dada por

9.-(gi,8) = (g;, tst™") = (g.gi, tst™),
con g; € I,t €S, como antes.

Sea F' C G un subgrupo. En lo que sigue, consideramos la representaciéon monomial de F'
sobre A obtenida por restriccién.

Podemos considerar a S como un S-conjunto a izquierda y a G' como un S-conjunto a
derecha, con acciones dada por conjugacion y multiplicacion a derecha, respectivamente; esto
es, s.t =sts 1, gs=gsparas,tcS, ged.

Tenemos entonces, el conjunto cociente G X g S, bajo la relacién de equivalencia: (g, s) ~
(¢',s"), siy solo si, existe t € S tal que (¢',s') = (g.t7 1, t.s) = (gt~ tst™1).

El conjunto G x g S esté equipado con una G-accién a izquierda dada por la multiplicacion
a izquierda en la primera componente.
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Lema 5.3.1. El mapa [ x S — G x5S que envia el elemento (g;,s) a la clase del par (g;, s),
es un isomorfismo de G-conjuntos.

Demostracion. Todo g € G, se escribe en forma tnica como g = ¢;s', para algun ¢; € I, y
s’ € S. El mapa que envia la clase del par (g, s) al par (g;, s'ss'"") € I x S, est4 bien definido.
Este mapa es de G-conjuntos y define un inverso del mapa del lema. m

Podemos asi identificar la representacién monomial (A, I xS, k(g; ®x)) de F con (A, G x g
S k(g ® x)).
Definicién 5.3.2. Diremos que la clase (g,s) € G x5S es («a, F)-reqular, si a(s,t) = a(t, s),
para todo t € Cs(s) N g~ Fyg.

Supongamos que F' es normal en G. Diremos que s € S es («, F)-reqular, si a(s,t) =
a(t, s), para todo t € Cs(s) N F.

Observacion 5.3.3. En vista del Lema[5.3.4] la nocién de («, F')-regularidad esta bien definida,
es decir, s6lo depende de (g,s) € G xg S.

Ademas, bajo la hip6tesis de que F' es normal en G, la definicién de elemento («, F')-regular
s € S depende sélo de la clase de conjugaciéon de s en S.

En este caso, para todo g € G, la clase (g,s) es (a, F)-regular en G xg S, si y sélo si,
s € S es (a, F)-regular.

Lema 5.3.4. La clase (g,s) € G x5 S es regular bajo la accion de F, si y solo si, ésta es
(e, F)-regqular.

Demostracion. El estabilizador de (g,s) en F es el subgrupo F(g,s) = gCs(s)g™' N F. Sea
regCs(s)g'NFE, r=gtg™, t e Cs(s). Entonces
gtg~" B g ®ks T = aft, s)a(ts,t)g Dxs T
=a (s, t)a(t, s)g Dps Ts
=a (s,g 'rg)alg 'rg, s)g ®us s,

donde la segunda igualdad sigue de que a(g,¢g~!) = 1, para todo g € G.
Entonces, la clase (g, s) es regular bajo la accién de F', si y sélo si,

o' (s,g7'rg)alg g, s) =1,
para todo r € g~ 'Cs(s)g N F. Es decir, si y sélo si (g, s) es (o, F)-regular. O

Proposiciéon 5.3.5. Sea T un conjunto de representantes de las F'-orbitas regulares de G xg.S.
Para cada (g,t) € T, sea

Vo = Y. hg®sw,  (g.t) €T,
heY(g.4)

donde Y1) es un conjunto de representantes de coclases a izquierda de gCs(s)g™' NF en F.
Entonces, el conjunto {vi,ys : (g,t) € T} es una base de la subdlgebra A* de F-invariantes
de A.
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Demostracion. Tenemos que (A, G Xg S, k(g ®xs xs)) es una representacién monomial de F.
Por el Lema los estabilizadores son los subgrupos gCs(s)g~! N F. Por el Lema m,
{vgn : (9,t) € T} es una base de A, como se afirmd. O

Observacion 5.3.6. El objeto k-galoisiano A(G, S, a) es isomorfo a la representacién regular
kG como un G-médulo. Entonces, dim A(G, S, a)f =[G : F].

En vista de la Proposicion |5.3.5} para todo 2-cociclo no degenerado «, el niimero de érbitas
(o, F)-regulares en G xg S es igual a [G : F].

5.4. Subdlgebras de Hopf normales de L(A, k%)

En primer lugar, tenemos el siguiente resultado, valido para todo subgrupo F' de G:

Teorema 5.4.1. La subdlgebra AT es un k-submddulo de A con respecto a la accion de
Miyashita-Ulbrich, si y solo si, para todo elemento («, F)-regqular (g,s) € G Xg S, se tiene
que g ' Fg C Cg(s).

Demostracion. Continuamos con la notacion de la Proposiciéon Notemos que la condicién
g 'Fg C Cq(s) equivale a que Cr(gsg™') = F.
Supongamos primero que Cr(gsg~!) = F, para todo (g,s) € T. Sea o € G. Por Lema

[6.2.2] tenemos

Vg) — €o = Y hg®ps 1, e,

heY(mS)

= > Gohg)sthg)1hg Sis
heY(shS)

= 05,gsg=1V(g,s)-

Dado que ésto vale para todo o € G, entonces A es un k“-submédulo con respecto a la
accion de Miyashita-Ulbrich.

Reciprocamente, supongamos que A es un k%-submddulo bajo la accién de Miyashita-
Ulbrich. Sea {v(gy 1) V(g ,t1)s - - - » Ugrtr) } la base de AT dada por la Proposicién m

Recordemos que {hg; s xti}hEYg._, 1 ),(gi,t) €T €S U conjunto de vectores linealmente inde-
pendientes en A. Ver Observacion m

Tenemos vy, 1) = Zf:} v?gio’ to)? ‘dondg v?gim to) €3 la componente homogénea de grado o; € G,
con respecto a la graduacién de Miyashita-Ulbrich:

o —
Yigosto) — Z hgo ®ks Trg-
h€Y(gy t9)> h9otogy 'h~1=0;

Dado que, por hipétesis, A" es estable por la accién de Miyashita-Ulbrich de k¢, cada una

de las componentes homogéneas v?g”o o) estd en AL,
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vt
(go,to)

- ,
Si Vlgorto)? " son las componentes homogéneas de vy, ;,), entonces

{v} vt v v }
(90st0)” " " "7 Ulgosto)? T (gnsta)s - e Blgritr)

es un conjunto de [ + r vectores linealmente independientes de AF. Pero vy, 1), V(git1):
..+, U(g, 1) forman un a base de A*. Por lo tanto [ = 1.

Luego, U(Uglo,to) = U(go,to)s Y U?gio,to) = 0, para todo 7 > 1. Esto implica que v, ) es homogéneo
para toda clase («, F')-regular (g, s).

Sea (g,s) una clase (o, F')-regular. Tenemos que v(y) “— €, = V(4s), para algin u € G.
Luego,

UV(g,s) = Z hg ks Ts — €y = Z 5u,(hg)s(hg)*1hg ks Ts-
h€Y¥(q,s) h€Y(g,s)

Podemos asumir que e € Y, ), donde e € F' es el elemento identidad. Entonces, por la
independencia lineal del conjunto {hg ®xs T }rey,, ) (g.1)er> Obtenemos gsg~! = u, y ademés
gsg~' = hgsg~'h™!, para todo h € Y, ).

Pero (g, s) es un elemento arbitrario en la F-érbita («, F')-regular y Y{, ) es un conjunto
cualquiera de representantes de la coclases a izquierda para gCs(s)g™' N F en F. Entonces,
gsg~' = hgsg~'h™! para todo h € F. Es decir que F' = Cr(gsg™'). Esto termina la de-
mostracion del teorema. O

Como aplicacién del Teorema |5.4.1) daremos una demostracion del resultado principal de
este capitulo.

Recordemos que por la Proposicién 4.2.6, a toda subalgebra de Hopf H' C k¢, le corres-
ponde una tnica subdlgebra L' C L y toda subdlgebra de k¢ es de la forma ¢/ para algin
subgrupo normal F' < G.

Teorema 5.4.2. La subdalgebra de Hopf L' C L correspondiente a un subgrupo normal F < G
es normal en L, si y solo si, F C Cg(s), para todo elemento («, F')-reqular s € S.

Demostracion. Por el Lema y los resultados en la Observacién [5.1.3] es suficiente con
determinar las condiciones bajo las cuales la subalgebra de invariantes A% es estable bajo la
accion de Miyashita-Ulbrich. Esto es un caso especial del Teorema [5.4.1, para el caso en que
F' es un subgrupo normal G. O

5.5. Ejemplos

Una primera aplicacion del Teorema [5.4.2] estd dada por el siguiente lema. Su inter-
pretacién en términos de twist es bien conocida. Ver [35, Lemma 5.4.1].

Lema 5.5.1. Sea F' un subgrupo normal de G. Si S C F, entonces A es un k-submddulo
de A con respecto a la accion de Miyashita-Ulbrich.
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En otras palabras, si J C kF @ kF, entonces (kF)’ C (kG)’ es una subdlgebra de Hopf
normal.

Demostracion. Sea (g,s) una clase («, F')-regular. Entonces, a(s,t) = a(t, s), para todo t €
Cs(s) N g 'Fg = Cs(s). Dado que a es no degenerado, entonces s = 1.

Por el Teorema [5.4.1, AF es un k%-submddulo de A con respecto a la accién de Miyashita-
Ulbrich. [l

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema al caso en que S no es
necesariamente abeliano.

Teorema 5.5.2. Supongamos que Z(G) = 1. Sea F' un subgrupo normal de G, tal que [G : F)|
es un numero primo. Entonces, AY es un kC-submddulo de A con respecto a la accion de
Muyashita-Ulbrich, si y solo si, S C F.

Esto significa que el cociente correspondiente (kG)’ — k(G/F )7 es conormal si y sélo si

JekFQEKF.

Demostracion. Supongamos que S C F. Por el Lema[5.5.1] A" es un k¢-submédulo de A con
respecto a la accién de Miyashita-Ulbrich.

Reciprocamente, supongamos que A" es un k%-submédulo de A con respecto a la accién
de Miyashita-Ulbrich. Sea s € S un elemento (o, F)-regular. Entonces F' C Cg(s).

Si F' & Cq(s), entonces Ci(s) = G, pues [G : F] es primo. Dado que Z(G) = 1, tenemos
que s = 1. Si F = Cg(s), entonces a(s,t) = a(t, s), para todo t € Cg(s) N F = Cg(s). Puesto
que « es no degenerado, entonces también s = 1.

Luego, toda clase (a, F)-regular es de la forma (g,1). Recordemos que dim A" es igual al
nimero de érbitas («, F')-regulares en G xg S.

Notemos que (g,1) ~ (o,1), si y sélo si, g € 0S. Entonces (g, 1) es conjugado a (o, 1),
bajo la accién de F', si y sélo si, g € FoS = oFS. Por lo tanto, el nimero de érbitas
(e, F)-regulares es [G : F'S].

Por otro lado, la dimensién de AF es [G : F]. Ver Observacién [5.3.6 Entonces debe
ser [G : FS| =[G : F]. Por lo tanto, se deduce que S C F. Esto concluye la prueba del
Teorema. O]

Deformaciones simples de una familia de grupos no solubles

Sea F' un grupo finito simple no abeliano, y sea x € F' un elemento de orden primo p.
Consideremos el producto semidirecto G = F' % Z,, con respecto a la accién de Z, en F,
dada por la conjugacién por z. Notemos que Z(G) = 1.

Proposicién 5.5.3. El dlgebra de Hopf (kG)’ es simple, si y sdlo si, S € F.

79



Demostracion. El tnico subgrupo normal no trivial de G es F'. Por el Teorema tenemos
que el cociente (kG)? — kZ, es conormal, si y sélo si, S C F. O

Observacion 5.5.4. Sea S el subgrupo dado por S = (z) X Z,. Tenemos que S ~ Z, X Z,.
En particular, todo 1 # o € H*(S,k*) ~ Z, x Z, es no degenerado. Entonces, el dlgebra
de Hopf k¢ tiene la menos p — 1 objetos galoisianos no triviales A(G, S, ) para los cuales
SYF.
En vista de la Proposicién [5.5.3] todas las deformaciones por twist correspondientes son
algebras de Hopf simples.

Lo que sigue da una generalizacion de los resultados de la Seccién [4.3] para los grupos
simétricos S,,.

Corolario 5.5.5. Sean > 5 y sean G =S,,, F' = A,,, el grupo simétrico y el grupo alternante
en n letras, respectivamente. Sean S C S, un subgrupo, y o un 2-cociclo no degenerado en S.
Entonces, la deformacién asociada (kS,)” es simple, si y sélo si, S g A,.

Demostracion. Tenemos que G = A, x Zy = S,,. El enunciado se sigue de [5.5.3] O

Demostraciéon alternativa del Teorema [4.4.5|

Como aplicacion del Teorema [5.4.2) daremos una demostracién alternativa del Teorema
4.4.5] Esta demostracion es vélida para un cuerpo arbitrario.

Demostracion Teorema[{.4.5 Notemos que los grupos G; solamente tienen un subgrupo nor-
mal. El subgrupo S es conjugado a un subgrupo de la forma S = S; x Sy, donde S; C G,
Si ™~ Zq. Sis=(s1,89) €S, entonces Cu(s) = Cq, (s1) X Cg,(s2).

Consideremos un subgrupo normal N de G, tal que AV es un k%submédulo de A con
respecto a la accién de Miyashita-Ulbrich.

Sea s € S un elemento («, N)-regular. Luego, N C Cg(s) y a(s,t) = a(t, s), para todo
te CG'(S) N N.

Si sy # 1y sy # 1, entonces Cg(s) = S. Pero S no contiene subgrupo normales de G.
Entonces s; =1 0 s9 = 1.

Supongamos que $; = 1y sg # 1. Entonces, Cg(s) = S1x Gy 2 N. Luego, a(s,t) = a(t, s),
para todo t € S. Pero « es no degenerado, por lo tanto s = 1, lo cual es una contradiccion.

En conclusién, toda clase («, F')-regular es de la forma (g, 1). El mismo argumento de la
prueba del Teorema muestra que [G : NS] =[G : NJ, y entonces S C N.

Esto implica que N = G. Por lo tanto (kG)’ no contiene subalgebras de Hopf normales
propias. Esto prueba el teorema. O]
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Capitulo 6

Accién de un grupo sobre una
categoria tensorial

En este capitulo definimos una accién de un grupo sobre una categoria tensorial C.
Mostramos que existe una teoria de obstruccion andloga a la de teoria de extensiones de
grupos, y que las acciones estan parametrizadas por grupos de cohomologia abeliana.

6.1. Acciones de un grupo sobre una categoria tensorial

Sea G un grupo. Denotaremos por G la categoria monoidal discreta asociada a G. Los
objetos de G son los elementos de G, las flechas son las identidades y el producto tensorial es
el producto del grupo.

Sea M una categoria abeliana. Sea Aut(M) la categoria monoidal donde los objetos son las
auto-equivalencias exactas de C, las flechas son isomorfismo naturales y el producto tensorial
estd dado por la composicion de funtores.

Una accidn de G sobre M, es un funtor monoidal % : G — Aut(M).

Sea C una categoria monoidal. Denotaremos por Autg(C) la categoria de auto-equivalencias
monoidales. Las flechas de esta categoria son los isomorfismos naturales entre transformaciones
monoidales.

Definicién 6.1.1. Una ®-accién de G en la categoria monoidal C, o simplemente una accién
de G en C, es un funtor monoidal * : G — Autg(C).

Sea C una categorfa tensorial. Denotaremos por Autg(C) el grupo de auto-equivalencias
tensoriales. Esto es, Autg(C) es el conjunto de clases de isomorfismo de auto-equivalencias
monoidales de C, con multiplicacién inducida por la composicion de funtores monoidales:
[F][F] = [F o F].
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Toda G-accion sobre una categoria monoidal induce un homomorfismo de grupos ¢ : G —
Autg(C). Diremos que un homomorfismo ¢ : G — Autg(C) es realizable si existe alguna
G-accion tal que el homomorfismo de grupos inducido coincide con .

El objetivo de esta subseccién es mostrar que para todo homomorfismo ¢ : G — Autg(C),
existe un 3-cociclo asociado, el cual tiene clase de cohomologia trivial, si y sélo si, la accion
es realizable.

Mas ain, toda realizacién estd en correspondencia con un elemento de un segundo grupo
de cohomologia.

2-grupos

Definicién 6.1.2. Un 2-grupo coherente es una categoria monoidal rigida C tal que todo
morfismo es un isomorfismo.

Observacion 6.1.3. Dado que C es rigida, para cada objeto X de C, existe X* € Obj(C), tal
que X @ X* = 1.

Ejemplo 6.1.4. Sea G un grupo. Sean A un G-médulo y w € Z3(G, A) un 3-cociclo norma-
lizado. Sea ademas C(G, A,w) la siguiente categoria:

1. Obj(C(G, A,w)) = G,

A, sig=h
2. HOmC(G,A,w) (97 h) = { @ si g 7£ h.

Definimos una estructura de categoria monoidal en C(G, A,w) como sigue.

Sean g € End (a) y h € End (b), a,b € A, g,h € G. Entonces, a®@b=a+ 9y g®h = gh.
Definimos el asociador como @5, = w(g, b, k).

La condicion de 3-cociclo es equivalente al axioma del pentdgono, y la condicién de nor-
malidad implica que e es el objeto unidad para esta categoria.

Siw(g,97'9) =w(g',9,97") = 1, la categoria monoidal es rigida, con g* =*g =g 'y
morfismos de evaluacién y coevaluacién dados por id,.

Otro ejemplo de 2-grupo coherente estd dado por la categoria Autg (C) de autoequivalencias
monoidales.

Definicién 6.1.5. Sea C una categoria arbitraria. Diremos que C es esquelética, si para cada
par de objetos X,Y € C, tales que X =Y, se tiene que X =Y.

Un esqueleto de una categoria es una subcategoria plena C, tal que cada objeto de C es
isomorfo un objeto de C y C es esquelética.

Toda categoria es equivalente a cualquiera de sus esqueletos. Recordemos la construccion
de un esqueleto monoidal C para una categoria monoidal C:
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Sea () un conjunto de representantes de las clases de isomorfismo de objetos de C, tal que
1 € Q. Si X es un objeto de C, denotaremos por X el objeto en 2 que representa a X.

Definimos una categoria monoidal (C, ®) como sigue.

La categorfa subyacente C estd dada por Obj(C) = 2, y Homg(X,Y) = Hom¢(X,Y), para
todo X,Y € (.

El producto tensorial ® esta definido, en los objetos, por X ©® Y = X ® Y. Elijamos un
isomorfismo oxy : X ©Y — X ®Y en C, con 01 x = 0x,1 = idx, para todo par X,Y € C.
Dados f € Homg(X,Y), g € Homg(X',Y’), definimos f ® g en la forma

fOg= U)_(/l,yr o(f®g)ooxy.
El asociador @, en C, esté definido por

(XoY)oZ 2% X oY o 2)

OXQOY,Z U;(,IY@Z
(XoY)®Z XY o2
O’X7y®idZ ldx®0';‘1Z

XeoV)eZ X% XY o 2)

La categoria C es monoidalmente equivalente a la categoria C.

Definicién 6.1.6. Un 2-grupo coherente C es llamado 2-grupo especial, si C es una categoria
esquelética y los morfismo de evaluacion y coevaluacion son las identidades.

Proposicién 6.1.7. Todo 2-grupo es equivalente a un 2-grupo especial.

Demostracion. Sea C un 2-grupo coherente. Sea (C,®) el esqueleto de C construido anterior-
mente, con la condicién adicional de que ox+« x = coev)}l, ox,x+ = ex, para todo X € Obj(C).
Con esta eleccién, tenemos que ax x+ x = idx @x+ x x» = idx~. Por lo tanto, (X*,idy,idy)

es el dual de X. O

Corolario 6.1.8. Sean G un grupo y A un G-mddulo. Entonces cada elemento del tercer
grupo de cohomologia H?(G, A) tiene un representante w € Z3(G, A), tal que a(g,g7 ', g) =
a(g™t,9,971) =1 para todo g € G. O

Teorema 6.1.9. [3]. Todo 2-grupo categorico es equivalente a uno de la forma C(G, A,w).
Un isomorfismo de C(G,A,w) en C(G', A',w') consiste de un isomorfismo de G en G' y un
isomorfismo de A en A’, el cual envia w en W' ¥y la clase cohomologia [w] € H3*(G,A) en

W] € H3(G', AY).
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Eziste una correspondencia uno a uno entre funtores monoidales
F:C(G,Aw) — C(G" A", W)
y ternas (¢, 1, k) que consisten de:
» un homomorfismo de grupos ¢: G — G,
= un homomorfismo de modulos : A — A’,
» una 2-cocadena normalizada k: G* — A’, tales que dk = 1w — W'¢>.

Dados funtores monoidales F,F': C(G,A,w) — C(G',A',w'), existe una correspondencia
uno a uno entre isomorfismos naturales monoidales 0: ' — F' y 1-cocadenas normalizadas

p:G— A, condp=k—Fk.

Demostracion. Solo demostraremos la primera parte. La segunda parte sigue directamente de
las definiciones de funtor monoidal y transformacién natural entre categorias monoidales.

Sea C un grupo categoérico. Por la Proposicién podemos suponer que C es un 2-grupo
especial.

Ahora describamos cémo obtener la terna (G, A,w) asociada a un 2-grupo especial C. En
un 2-grupo especial, los objetos isomorfos son iguales, luego el conjunto de objetos forma un
grupo. Sea G este grupo.

Los endomorfismos del objeto unidad en cualquier categoria monoidal forman un monoide
conmutativo con el producto tensorial. Aplicado al 2-grupo, esto implica que los automorfis-
mos del objeto unidad 1 forman un grupo abeliano. Sea A este grupo abeliano.

Existe una accién por automorfismos o de G en A, dada por

Oé(g, h) - (19 ® h) ® 1?7

para todo g € G, h € A.
Finalmente, dado que el 2-grupo es esquelético, no necesitamos paréntesis para el producto
tensorial de los objetos, y el asociador proporciona un automorfismo

Qgy,g2,95° 91 & G2 @ g3 — g1 & g2 & gs.

Para todo objeto x € @, identificamos Aut(z) con Aut(l) = A, tensorizando con = a la
derecha: si f: x — x, entonces f ® x: 1 — 1, puesto que x ® r = 1.

El asociador puede verse como un mapa de G® a A. Por abuso de notacién, indicaremos
este mapa por:

a: G2 — A,
(91,92,93) = a(gr, 92, 93) = Qg g2.9s D 91 @ g2 @ gs.
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La identidad del pentagono implica que este mapa satisface

90a(g1, g2, 93) — a(gog1, g2, 93) + a(go, 9192, 93) — a(go, 91, 9293) + a(go, g1, g2) = 0,

para todo go, g1, 92,93 € G, donde el primer término esta definido usando la accion de G en
A, y tomando ventaja del hecho que A es abeliano, para escribir la operacién de grupo en
forma aditiva.

Por definicién de objeto unidad en una categoria monoidal, tenemos que a es 3-cociclo
normalizado, es decir a(g1, g2, 93) = 1, si g1, g2 son g3 iguales a 1. O]

Definicién 6.1.10. Un 2-grupo coherente C es llamado un 2-grupo estricto si C es una
categoria monoidal estricta y los morfismos de evaluaciéon y coevaluacion son las identidades.

Definicién 6.1.11. Un moédulo cruzado de grupos es un homomorfismo de grupos 0 : Gy —
G1, junto con una accién de Gy sobre Go (la cual denotaremos por (e,n) — °n), los cuales
satisfacen las siguientes condiciones:

(i) 2™p = mnm™~', para todo m,n € Gy,
(ii) 9(°n) = ea(n)e™!, para todo e € Gi,n € Gb.

Proposicién 6.1.12. Eziste una correspondencia biyectiva entre 2-grupos estrictos y modulos
cruzados.

Demostracion. Sea C un 2-grupo estricto. El médulo cruzado asociado consiste del grupo de
objetos de C, que sera el grupo G, el grupo de morfismos de la forma X — 1, donde 1 es el
objeto unidad de C, con producto dado por

XS 21D=XeY 2B1g1=1,
es el grupo G, con acciéon dada por
XS D) =YeXeY " yeleyr=1,

y el homomorfismo 0 : Gy — Gy, envia X — 1 a X.

Reciprocamente, si (Gp,G2,0) es un médulo cruzado, el 2-grupo asociado tiene como
objetos G1, el conjunto de flechas G; x Go. El inicio de una flecha esta dado por S(g, ) = g,
y el final por T'(g, @) = g0(«). O

6.2. La obstruccion a una (G-acciéon sobre una categoria
tensorial

Sea Autg(C) la categoria monoidal de auto-equivalencias tensoriales de C, donde las flechas
son isomorfismos naturales tensoriales y el producto esta dado por la composicion de funtores.
Entonces, Autg(C) es un 2-grupo.
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Sean (T, H, [a]) los datos asociados a Autg(C) en el Teorema|6.1.9} Entonces, I' = Autg (C),
y H = Autg(ide), es el grupo abeliano de isomorfismos naturales monoidales del funtor
identidad.

Teorema 6.2.1. Sea C una categoria tensorial y sea G un grupo. Consideremos los datos
(Auty(C), Autg(ide), [a]) asociados al 2-grupo Autg(C). Entonces,

» Un homomorfismo de grupos ¢ : G — Autg(C) es realizable como una G-accidn sobre

C si y s0ld si 0 = [ay®] € H*(G, Auty(ide)).

» Si el homomorfismo de grupos v : G — Aulg(C) es realizable, entonces el conjunto de
realizaciones de 1 estd en correspondencia uno a uno con Z*(G, Autg(ide)). Ademds, el

conjunto de clases de equivalencias de realizaciones de 1 estd en correspondencia uno
a uno con H*(G, Auty(ide)).

Demostracion. La categoria monoidal G tiene asociado los datos (G, 0,0), donde 0 es el grupo
abeliano con un elemento. La demostracién es una consecuencia inmediata del Teorema [6.1.91
n

Recordemos que si A es un médulo para el grupo ciclico (), de orden m, entonces se
tienen:

€A:Na=0 —1)A, in=13,5,...

H (s A) = 10 a=04/e=1) o (6.2.1)
ACm /N A, sin=2,4,6,...,
donde N =140+ 0%+ -+ 0™ L Ver [79, Theorem 6.2.2].
Dado un elemento a € A" el 2-cociclo asociado puede construirse como sigue.
C 1, sit+ 7 <m,

W0 07) = L 6.2.2
Yal ) {a’ﬂ_m, sii+j >m. ( )

Sea F': C — C una equivalencia monoidal, tal que existe una isomorfismo natural monoidal
a: F™ —ide.

Por el Teoremal6.2.1]y (6.2.1]), el homomorfismo inducido ¢ : C,, — Autg(C) es realizable,
siy sélo si, idp ® a ® idp-1 = . En este caso, dos isomorfismos naturales aq, as : F™ — id¢
realizan acciones de (), equivalentes, si y sélo si, existe un isomorfismo natural monoidal
0: F, — Iy, tal que M F, = F5.

Corolario 6.2.2. Sea C una categoria tensorial. Entonces, el conjunto de C,,-acciones sobre
C estd en correspondencia uno a uno con pares (F,«), donde F : C — C es una equivalencia
monoidal, o : F™ — ide es un isomorfismo natural monoidal, tales que idp @ o = a ® idp.
Dos pares (Fi,aq1) y (Fa,as) inducen Cy,-acciones equivalentes, si y sdlo si, existe un
isomorfismo natural monoidal 0 : Fy — F5 tal que 0™ F, = F5. O]
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Siguiendo la demostracion del Teorema y la descripcion de el 2-cociclo asociado a un
elemento C,,-invariante ([6.2.2), podemos describir la Cp,-accién 9 : Cp, — Autg(C) asociada
al par (F, ) como: (1) = ide, ¥(0%) = F',i =1,...m—1, y el isomorfismo natural monoidal
bo(ct,07): Flo FI — Fti

¢a(0',07) = (6.2.3)

ide, sit+ 7 <m,
idp ® a'tm = o/t ™ @ idp, sii+j>m.

El grupo de bigalois de un algebra de Hopf
Sea H un algebra de Hopf. Por [64, Corollary 5.7], las siguientes categorias son equivalentes:

» La categoria monoidal BiGal(H), donde objetos son objetos H-bigaloisianos, morfis-
mos son morfismos de A-bicomédulo algebra, y producto tensorial AUy B, el producto
cotensorial sobre H.

» La categoria monoidal Autg( # M).

Schauenburg defini6 el grupo BiGal(H) como el conjunto de clases de equivalencia de
clases de isomorfismo de objetos H-bigaloisianos con multiplicacién inducida por el producto
cotensorial. Este grupo coincide con Autg (! M).

Es facil ver que para el élgebra de Hopf kG de un grupo G, BiGal(kG) = Aut(G) x
H?(G, k*). Sin embargo, es dificil encontrar una descripcién explicita en en general. El grupo
BiGal(H) ha sido calculado para algunas algebras de Hopf, por ejemplo: para el dlgebra de
Taft [59], para dlgebras de Hopf monomiales no semisimples [7], para el dlgebra de funciones
sobre un grupo finito cuyo orden es coprimo con 6 [12].

El grupo abeliano Autg(id;) para algebras de Hopf
Proposicién 6.2.3. Sea H un dlgebra de Hopf. Entonces Autg(id,pm) = G(H) N Z(H).

Demostracion. Los mapas H @ (M @, N) — (H @y N) @ (H @5 N),h@m®@n — (hq) ®

m) ® (hioy®@n),y H®rk — k,h®1— e(h), inducen morfismos naturales de H-médulos
F':Heyk — k.

El funtor identidad es naturalmente isomorfo al funtor monoidal (.H. @y (=), F, F°), y es bien

conocido que todo endomorfismo de H-bimédulos de H es de la forma v, : H — H, h — ch,

para algin ¢ € Z(H). La transformacién natural asociada a 1. es monoidal, si y sélo si, 9. es
un morfismo de bicomédulo dlgebras. Es decir, si y sélo si, ¢ es un elemento de tipo grupo. [

Para el dlgebra de grupo kG, tenemos Autg (id, ) = Z(G). Para el dlgebra de Hopf C¢,
donde G es un grupo finito, tenemos Autg(id ,m) = G/[G,G].
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6.3. La categoria de los objetos equivariantes

Sea G un grupo munido de una accién en una categoria abeliana M. Explicitamente, una
G-accion sobre M, consiste de los siguientes datos:

s funtores o, : C — C para todo o € GG, donde e, = id .
» isomorfismos naturales ¢(o, 7) : (07), — 0. o T, para todo 0,7 € G,

tal que para todo 0,7, p € G el diagrama

(omp). X 2 (o), p.X

b(o,7p) x \qﬁ(oﬁ)p*x

O TePs X

conmuta y ¢(o,e) = ¢(e,0) = id,, para todo o € G.

La G-equivariantizacién de M, denotada por M%, es la categoria definida como sigue.
Un objeto de M% es un par (X, f), donde X es un objeto de M y f es una familia de
isomorfismos f(o) : 0.X — X, para todo o € G, tales que el diagrama

(07). X AL x

¢(‘777)X fa'

O % f‘r
05T X —(l 0. X

conmuta para todo 0,7 € G. Un morfismo (X, f) — (X', f/) en MY, es un morfismo u : X —
X' en C, tal que
fl(o)oou=muo f(o),

para todo o € G.

Ejemplo 6.3.1. Sea A = @QEG A, un producto cruzado. Es decir, A es una extension kG-
galoisiana hendida. Como vimos en la seccién , My = ( My, kg Pero es facil ver que
un objeto en (M, )rc es exactamente un objeto en (M4, )%, En otras palabras, tenemos

(M4, )% = (Ma, ke = Ma.

Sea C una categoria monoidal y * : G — Autg(C) una accién de G sobre C. Tenemos
isomorfismos naturales
Yap 0 AR 0B — 0.(A® B)
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para todo A, B € C, tal que los siguientes diagramas conmutan, para todo o,7 € G A, B,C €
Obj(C).:

(X @Y)e7) Y (X 9 Y)®o.(2)
ovax.y,z $(0)x.y®id
o (X ® (Y @ 2)) (0.(X) ® 0. (V) ® 0u(2) (6.3.1)
Y(o)xyez Ao (X),05(Y),04(2)
id®Y(0)y,z j

0.(X)®0.(Y ® Z) —— 0.(X) © (0.(Y) © 0.(2))

(07).4) @ ((or) BT 2220708 (7.4)) ® (0.(m. B))

d)(U)T*A,T*B

Y

I 0.((1:A) @ (1. B))
ido,¥(T)a,B
(7). (A B) —27T4 o (r(A® B))

Sea C una categoria tensorial con una acciéon del grupo G por automorfismos tensoriales. La
categoria C% posee una estructura de categorfa tensorial, definida como sigue:

(A4, /)@ (B,g) = (A® B, h)

donde h(o) = (f(0) ® g(0)) 0 ¥(0),'5. El objeto unidad es (1,idy), y los isomorfismos de
asociatividad son los heredados de C.
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Capitulo 7

Teoria de Clifford para categoria
tensoriales

Sea G un grupo y sea C una categoria tensorial. Diremos que C es una categoria tensorial
G-graduada, si existe una descomposicién

C= @xchxa

de C en suma directa de subcategorias abelianas plenas, tal que para todo o,z € G, el bifuntor
® envia C, X Cyp a Cyyp.

Recordemos que un anillo graduado A = @,c¢A, es llamado fuertemente graduado, si
Az Ay = Agy para todo z,y € G.

Sea C, - C; la subcategoria k-lineal plena de C,, cuyos objetos son sumas directas de
objetos de la forma V, @ W, para V, € C,, W, € C,, 0,7 € G.

Definicién 7.0.2. Sea C = @,ccC, una categoria tensorial graduada sobre un grupo G.
Diremos que C es fuertemente graduada, si el funtor C, - C, — C,, es una equivalencia de
categorias, para todo o, 7 € G.

El resultado principal de este capitulo, es la descripciéon de las categorias médulo sobre
una categoria fuertemente graduada por un grupo G, como categorias médulo inducidas des-
de subcategorias tensoriales asociada con los subgrupos de G. Como aplicaciones del teorema
principal generalizamos algunos resultados de clasificacion de categorias médulo sobre cate-
gorias punteadas y describimos las categorias modulo simples para G-equivariantizaciones de
categorias tensorial, donde G es un grupo finito.

7.1. Producto tensorial de categorias mdédulo.

Definicién 7.1.1. [74, pp. 518] Sean (M,m) y (N,n) categorfas C-médulo, a derecha e
izquierda, respectivamente. Un funtor C-bilineal (F,¢) : M x N’ — D es un bifuntor F :
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M x N'— D, junto con isomorfismos naturales
Cuxn:F(M®X,N)— F(M,X®N),
tales que

F(muxy, N)CuxeynF (M, nxyn) = (uexyNCr X YoN,
para todo M e M, N e N, X,Y €C.
Una transformacion natural w : (F, () — (F’, (") entre funtores C-bilineales, es una trans-
formacién natural wyy y @ F(M,N) — F'(M, N), tal que
wM,X@NCM,X,N = ag\/[,X’NWM@)X,N,

para todo M € M, N e N, X € C.

Ejemplo 7.1.2. Sea C una categoria tensorial y sea D una subcategoria tensorial de C.
Sea (M,m) una categorfa C-médulo y sea N una subcategorfa D-médulo de la categorfa
D-médulo M. Entonces, el funtor C x N — M, (V,N) — V ® M, tiene una estructura
D-bilineal canénica. Aqui, C es una categoria D-médulo en la forma obvia, y el isomorfismo
D-bilineal esta dado por m.

Denotaremos por Bil(M, N; D) la categoria de funtores C-bilineales. En [74] se construye
una categoria k-lineal M X N, no necesariamente abeliana, por relaciones y generadores,
junto con un funtor C-bilineal T : M x N' — M K¢ N, que induce una equivalencia de
categoria k-lineales F(M X N, D) — Bil(M, N; D), para toda categoria k-lineal D.

Los objetos de M X N son sumas finitas de los simbolos [X, Y], para objetos X € M,
Y € N. Los morfismos son sumas de composiciones de simbolos

[f.g]: [X, Y] — [X, Y],
para f: X — X', g:Y — Y’ simbolos
OéX7V7y . [X@ ‘/,Y] — [X,V@Y],

para X € M,V € C, N € N, y simbolos para los inversos formales de a.y,yy. Los morfismos
generadores satisfacen las siguientes relaciones:

(i) Linealidad:

f+ gl =19+ 19 [fg+dl=1f9+1f9]
laf,g] = [f,ag] = alf, g],

para todos los morfismos f, f': M — M en M, g, : N - N en N, ya€ k.
(ii) Funtorialidad:

[fflugg/] = [f/7g/][f7 g]v [ldMyldN] = id[M,N]a
paratodo f: M — M', f": M — M"en M,yg: N —N' g :N — N"en N.
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(iii) Naturalidad:
ar v n[f @u, gl = [f,u® glanyw,

para morfismo f: M — M en M, u:V -V enC,yg: N — N en N.

(iv) Coherencia:

larvvw, dy]oaa vewn|ida, avwn] = Auevy NOM X YN,

para todo M € M,N e N, V, W € C.

Sean M, y N categoria k-lineales. Entonces, la categoria M XN := M Ky, ; N, es el
producto tensorial de categorfas tensoriales k-lineales. Ver [4, Definition 1.1.15]. Si M y N
son categorias semisimples, éste es el producto tensorial de categorias tensoriales de categorias
abeliana (semisimples) de Deligne [13].

Sean C; y Co categorfas tensoriales. Si M es una categorfa (C;,Cy)-bimédulo y N es
una categoria Co-médulo a derecha, entonces la categorfa M Ke, N tiene una estructura de
categoria C;-modulo a izquierda.

La accién de un objeto X € C; sobre un objeto [M, N] € M X, N estd dada por

X ®[M,N] =[X ® M, N].

La accién sobre un morfismo ayyn estd dada por idx ® ayryn = axemx.yy © [@xary, N,
y la asociatividad es

[CYXJ/’M,N] : [(X@Y) ®M,N] — [X@ (Y@M),N]

Proposicién 7.1.3. Sea C una categoria tensorial. Sean My y My categorias C-bimddulo, y
sea M3 una categoria C-mdédulo a derecha. Entonces

1. CXe M3 = Ms, como categoria C-maodulo a izquierda.
2. (M K M) Ke M3 = My Ke (Mo Ke Ms), como categorias C-mddulo a izquierda.

3. siM=a!M', N = @;-”/\/’j, como categorias C-modulo a derecha e izquierda, entonces
MR N =@, ;M; Re Nj, como categorias k-lineales.

Demostracion. Por la Proposicion [2.9.3] podemos suponer que todas la categorias médulo son
estrictas.

(1) El funtor FF : M — CKe M M +— [1, M], es una equivalencia de categorfas. En
efecto, usando el isomorfismo a; x as, podemos ver que F' es esencialmente sobreyectivo, y
todo morfismo entre [1, M] y [1, N] es de la forma [1, f], para f : M — N. Entonces F es fiel
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y pleno. Ademsds, con el isomorfismo natural nyy = v : F(VRN) — V @ F(N), el par
(F,n) es un funtor C-lineal, puesto que

NWwew,M = Q1 veWw,M —=Cv,w,M © Q1 VWM
=idy @ a1, wm ° fvwem

=idy @ nw,nr © Nv,wem-
(2) Para todo objeto M; € My, el funtor Ay, : Mgy X M3 — (M7 Ke M) Ke M3, donde

Ay (Ma, My) = [[My, Ma], Mz, A, (f, 9) = [[idasy, £, 9],

con transformaciones naturales 7711\42",, Ms ‘= QM M)V, M3, €8 un funtor C-bilineal. Luego ten-
emos una familia de funtores Ay, : My Ke Mz — (M) Ke My) Ko M3, Ay, ([Ma, Ms]) =
[[My, Ms], M3]. Ahora, el funtor

M x (M2 Xe M3) - (Ml Xe M2) Xe Ms,
(Mla [M27 M3D = /\_f\/[l([M27 M3])7

con la transformacion natural 77%41,V7[M2, My] = OUMLV,[M2,Ms], €8 UI funtor C-bilineal. Por lo
tanto tenemos un funtor = : My e (Mo Ke M3) — (M Ke M) Ke My, [My, [Msy, Ms]] —
[[My, Ms], M3). El funtor 7 es esencialmente sobreyectivo y

m([f, lg, hll) = [1f, 91, 1]

7T([ldMl aMz,V,Ms]) = Q[My,M>],V,M3

T(QM17V7[M2,M3]) = [aMhV,Mz?idM?,]'

Luego 7 es fiel y pleno, entonces por [43, Theorem 1, pp. 91], el funtor 7 es una equivalencia
de categorias. Finalmente, notemos que el funtor 7 es C-lineal.

(3) Sigue directamente de la construcciéon de M X N O

Sea C una categoria tensorial G-graduada. Notemos que si H C G es un subgrupo de G,
entonces la categoria Cy = @,cyC, es una subcategoria de C.

Diremos que un objeto U € C es invertible, si el funtor U® (=) : C - C,V —» U@V
es una equivalencia de categorias, o, equivalentemente, si existe un objeto U* € C, tal que
UreU=UU"=1.

Proposicion 7.1.4. Sea C una categoria G-graduada y sea H C G un subgrupo de G. Supon-
gamos que cada categoria C, posee al menos un objeto invertible, para cada o € G. Sea M
una categoria modulo sobre Cy = @peuCh. Entonces la categoria k-lineal C X¢,, M tiene una
estructura abeliana. Ademds, puesto que C es una categoria C-Cy-bimodulo entonces CXe,, M
es una categoria modulo a izquierda sobre la categoria tensorial C.

93



Demostracion. Supondremos que la categoria tensorial C es estricta. Sea ¥ = {e,0q,...} un
conjunto de representantes de las coclases G/H. Dado C = @ .5, C,z como categoria Cp-
mddulo a derecha, CX¢, M = @ .. Con Me,, M, como categoria k-lineal, por la Proposicién
1.3l

Para toda coclase oH en G, sea U, € C, un objeto invertible. El funtor U, : Cy — C,p,
V = U,®V es una equivalencia de categorias con cuasi-inverso U} : Cog — Cr, W — UJQW.
Entonces podemos asumir, salvo isomorfismos, que cada objeto de C, g es de la forma U, @V,
donde V € Cy.

Sea @,[V;, M;] € Con B¢, M. Para todo V; existe V/ tal que V; = U, ® V/. Entonces
D, Vi, M;] = [U,, D, Vi ® M;], es decir, podemos asumir salvo isomorfismos, que cada objeto
de Co Me,, M es de la forma [U,, M].

Si U, ® V=2 U, entonces V = 1; luego todo morfismo [U,, M| — [U,, M'] es de la forma
[idy,, f], donde f : M — M’. Entonces el funtor : M — C,g We, M, f — [idy,, f] es
una equivalencia de categorias k-lineales. Definimos la estructura de categoria abeliana sobre
Con X, M como la inducida por esta equivalencia.

Para la segunda parte, note que

C e, M =P Con Ke,, M
oeS
como categoria abeliana, luego necesitamos probar que si
0—[U,,S] — [Us, T] = [Uy, W] — 0 (7.1.1)
es una sucesion exacta en C,y X¢,, M, entonces la sucesion
0—XoU,,S—-[X&U,T| - [XeU,, W] —0 (7.1.2)

es exacta para todo X € C. Puesto que C = @, ., C, podemos suponer que X € C,, entonces
X ®Uy, S, [X®@Uy,, T, [X @ Uy, W| € Cron Re,, M.
Sea U, € Cr, con inverso U}, € C(.,)-1, luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo

id, id,
0 — [XU,,S] il XU, T] sl (XU, W] — 0
. lid, /] . lid,g] . o
0 — [U.,Ur,XU,,S] U, U" XU,,T] U U XUy, W] — 0
AUro,Uty XUqg,S AUr6,Uk; XUqg,T AUr o, Uk XUg , W

0 = (U, (U2, XU xu Tt (0 XU W) — 0
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donde hemos suprimido los simbolos de producto tensorial por motivos de espacio.
Entonces la sucesion ((7.1.2)) es exacta si y solo si la sucesion

0= [Uro, (U7 ® X QUs) ® 5] = [Uror, (U7, @ X QU,) T — [Uror, (U7, @ X QU ) @ W] — 0
(7.1.3)
es exacta. Por definicién la secesién ([7.1.3]) es exacta si y solo si la sucesién

0= U, X0U,)®8 = (U, 0X®U,)@T - (U, X®U,) ®W — 0

en M es exacta, pero dado que M es una categoria médulo sobre la categoria tensorial Cy
esta es exacta. [

7.2. Categorias tensoriales fuertemente graduadas

Lema 7.2.1. Sea C una categoria tensorial G-graduada. Entonces C es fuertemente graduada,
sty solo si, la categoria C, tiene al menos un objeto invertible, para todo o € G. Ademds, en
este caso, el anillo de Grothendieck de C es un G-producto cruzado.

Demostracion. Supongamos que C es fuertemente graduada. Entonces, existen objetos
Vi, oo Vo €Co, Wi, oo o, W € Cym,

tales que 1 = P, ; Vi ® W;. Luego, Endc(D,; Vi ® W) = Ende(1) = k. Por lo tanto,
n = 1,t = 1. Esto es, existen objetos V € C,,W € C,-1, tales que V@ W = 1.

Reciprocamente, supongamos que C, tiene al menos un objeto invertible para todo o € G.
Sea U, € C, un objeto invertible con objeto dual U} € C,-1. Luego, V = U, ® (U ® V), para
todo V' € C,,. Entonces, el funtor ® : C, x C; — C,, es esencialmente sobreyectivo, y por lo
tanto una equivalencia.

Recordemos que un anillo graduado A = ®,cgA, es un producto cruzado sobre G, si para
todo o € G el grupo abeliano A, tiene al menos un elemento invertible. Si C es fuertemente
graduada, por la primera parte del lema, resulta que el anillo de Grothendieck de C es un
G-producto cruzado. n

Ejemplo 7.2.2. Sea Vecf la categoria semisimple de espacios vectoriales de dimensién finita
G-graduados, con isomorfismo de asociatividad w(a, b, ¢)idse para todo a,b,¢ € G, donde
w € Z3(G,k*) es un 3-cociclo con valores en G-médulo trivial k*. Entonces VecS es una
categoria tensorial fuertemente G-graduada.

Ejemplo 7.2.3. Sea C una categoria tensorial y G un grupo. Dada un ®-acciéon de G sobre
C, x : G — Autg(C), el la categoria tensorial producto G-cruzado, denotada por C x G es
definida como sigue: como categoria abeliana C x G = @__C,, donde C, = C como una

categoria abeliana, el producto tensorial es
X,0]@[Y,7] = [X @0.(Y),0r], X,Y€C o7€C,

y el objeto unidad es [1, e]. Ver [75] para el isomorfismo de asociatividad y una demostracién
de la identidad del pentagono.

oeG

95



La categoria C x GG es G-graduada via
CxG= @(C X G)y, where (CxG), =C,.
oelG

Los objetos [1,0] € (C x G), son invertibles, con inverso [1,67!] € (C x G),-1.

Categorias moédulo graduadas sobre un G-conjunto

Definicién 7.2.4. Sea C = ®,cqC, una categoria tensorial graduada y sea X un G-conjunto
a izquierda. Una categoria C-mdédulo a izquierda X -graduada es una categoria C-médulo a
izquierda M con una descomposicién

M = @LL‘EXM.Z”
en una suma directa de subcategorias abelianas plenas, tal que para todo o € G, x € X, el
bifuntor ® envia C, x M, en M,,.

Un funtor C-mddulo X -graduado F : M — N es un funtor C-médulo F, tal que F'(M,)
es es un objeto de N, para todo r € X.

Definicién 7.2.5. Una categoria C-submodulo a izquierda X-graduada de M es una sub-
categoria abeliana plena N de M, tal que N es una categorfa C-mddulo X-graduada con
respecto a ®, y la graduacién satisface N, C M,, z € X.

Una categoria C-modulo X-graduada sera llamada simple si no contiene subcategorias
C-submédulo X-graduadas no triviales.

Lema 7.2.6. Sea C una categoria G-graduada y sea H C G un subgrupo de G. St N es una
categoria Cr-mddulo a izquierda, entonces la categoria C We, N es una categoria C-mddulo
G/ H-graduada con respecto a la graduacion (CXRe,, N)og = (®reonCr) Ko, N

Demostracion. Sea ¥ = {e, 01, ...} un conjunto de representantes de las coclases de G médulo
H. Por la Proposicién [7.1.3, C K¢, M = @, .5, Con Me,, M como categoria k-lineales. Por la
definicion de la accién de C, la categoria moédulo C K, M es G/H-graduada. n

Proposicién 7.2.7. Sea C una categoria tensorial fuertemente G-graduada, y sea (A,m,e)
una dlgebra en Cy. Entonces C X, (Cx)a = Ca, como categorias C-mddulo G/ H -graduadas.

Demostracion. Sea Y = {e, 01, ...} un conjunto de representantes de las coclases de G médulo
H. La categoria C-médulo C4 tiene una G/ H-graduacion: si (M, p) es un A-médulo, entonces

(M’ p) = @(MoHapoH)a

o €Y

donde MUH = @heH Malu PoH = @hEH Poh-
Consideremos el funtor C-lineal canénico F': C K, (Cy)a — Ca,

[V, (M, p)] = (V@ M, idy ® p).

Mostraremos que F' es una equivalencia de categorias.
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Sea U, € C,g un objeto invertible para cada coclase de H en G. Sea (M,p) € C4 un
A-médulo homogéneo de grado o' H. Entonces el A-médulo (U, ® M,idy, ® p) es también
un A-médulo en Cy y F([Uy-1, (U, ® M,idy, ® p)]) = (M, p) € C4. Luego F es un funtor
esencialmente sobreyectivo.

Podemos suponer, salvo isomorfismos, que todo objeto de Copy M, (Cgr)a es de la forma
Us, (M, p)]. Entonces F([Uy, (M, p)]) = (Uy ® M,idy, ® p). Es claro que el funtor F' es fiel y
pleno, luego por [43, Theorem 1, p. 91] el funtor I es una equivalencia de categorias. O]

Teorema 7.2.8. Sea C una categoria tensorial fuertemente graduada por un grupo G y sea
X un G-conjunto transitivo. Sean M y N categorias X -graduadas no nulas. Entonces

1. M =CK¢, M., como categorias C-modulos X -graduadas, donde parax € X, H = st(x)
es el subgrupo estabilizador de x € X.

2. Existe una correspondencia biyectiva entre clases de isomorfismo de funtores C-mddulo

X -graduados (F,n) : M — Ny funtores Cx-mddulo (T, p) : M. — N..
Demostracion. (1) Elijamos x € X, y sea H = st(z). En forma similar a la demostracién de
la Proposicién [7.2.7] el funtor canénico p : C Ke,, M, — M
V,M] -V ® M,

es una equivalencia de categorias y respecta la graduacion.

La demostracién de la parte (1) del teorema se completa mostrando que el funtor u es
un funtor C-médulo. En efecto, por la Proposicion [2.9.3] podemos suponer que las categorias
modulo son estrictas. Entonces

p(V @ W, M,]) = p([V @ W, M,])
=VeW)eM, =V (W M,)

es decir que p es un funtor C-mdédulo.

(2) Por la primera parte podemos suponer N' = CXRy N,. Sea (F, ) : N, — M, un funtor
Cy-médulo, el funtor

I(F):Cx N = M
(S,N)— S® F(N)

con transformacion natural ids®uy n : I(F)(S,VRQN) — I(S®V, N) es un funtor Cy-bilineal.
Luego tenemos un funtor

[(F):CRe, N, — M
[S,N]— V ® F(N)

asyn — ids ® pyg,
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y éste es un funtor C-médulo X-graduado en la forma obvia.
Sea (F = @yexFy,n) : CRe,, Np — M un funtor C-médulo X-graduado. Consideremos el
isomorfismo natural

o = v F(V,N]) = V@ F([1, N]) = I(F)([V, N]),

Oxe[V,N] = NxeV,1,N] = idx & Nv,[1,N] © 1x,[V,N]

= idx ® op,n] © 71x,[V,N]-
Luego, o es un isomorfismo natural de funtores médulo. O]

Corolario 7.2.9. Sea C una categoria tensorial fuertemente G-graduada. Eziste una corre-
spondencia biyectiva entre categorias modulo sobre C. y categorias C-modulo G-graduadas.

Demostracion. Esto es un caso particular del Teorema [7.2.8, con X = G. O]

Proposicién 7.2.10. Para todo o,7 € G, el funtor canonico
fa,v’ . CO‘ gCe CT - CO’T? fU,T([Xa Y]) =X ® Y>
es una equivalencia de categorias C.-bimdodulo.

Demostracion. Consideremos la categoria C-médulo G-graduada C(7), donde C = C(7) como

categorfas C-médulo, pero con graduacién (C(7)), = Cry, para 7 € G.
Dado que C(7). = C, por el Teorema|7.2.8 el functor canénico u(C(7).) : CX¥e, C, — C(7),

XY~ XaY

es una equivalencia de categoria C-mdédulo G-graduadas. Entonces la restriccién u(C(7)), :
C, K, C; — C(7)s = Cry es una equivalencia de categorias C.-mdédulo. Pero por definicién
w(C(7))s = for. Es claro que f,, es un funtor de categorias C.-bimédulo. Esto concluye la
demostracion. ]

7.3. Teoria de Clifford

En esta seccion supondremos que C es una categoria tensorial fuertemente graduada sobre
un grupo G.

Denotaremos por €)¢, el conjunto de clases de equivalencias de categorias C.-médulo sim-
ples. Dada una categoria C.-médulo M, denotaremos por ¢, (M) el conjunto de clases de
equivalencia de categorias C.-submdédulo simples de M.

98



Lema 7.3.1. Sea M wuna categoria C.-mddulo. Entonces, para todo o € G, la categoria
Co Xe, M es simple como categoria C.-modulo, si y solo si, M lo es.

Demostracién. Si N es una categoria C.-submdédulo propia de M, entonces la categoria C, X,
N es una categorfa C.-submédulo de C, K¢, M. Por lo tanto, la categoria C.-médulo C, X, M
no es simple.

Por la Proposicién [7.2.10] tenemos que M == C,-1 M, (C, Xe, M). Luego, si C; K¢, M no

es simple, entonces M tampoco es simple. O

Por el Lema y la Proposicién [7.2.10] el grupo G actiia sobre ¢, por
G x ch — ch, (g, [X]) — [Cg IZC& X]

Sea M una categoria C-médulo, y sea N/ C M una subcategorfa abeliana plena. Deno-
taremos por C,®@N la subcategorfa abeliana plena dada por Obj(C,®N') = {subcocientes de
VN :V el,,N € N}. Recordemos que un subcociente es un subobjeto de un objeto
cociente.

Proposicién 7.3.2. Sea M una categoria C-mddulo y sea N una categoria C.-submddulo de
M. Entonces C, e, N = C,QN, como categorias C.-mddulo, para todo o € G.

Demostracion. Definamos una categorfa C-médulo G-graduada por gr-N = @, ;C.QN,
con accion

® : Cp X CuON — Cpy@N
VoxT—V,T.

Dado que C.QN = N como categoria C.-mdédulo, por el Teorema [7.2.8, el funtor canénico
p(N) : CXe, N — gr — N es una equivalencia de categorfas C-médulo G-graduadas, y la
restriccion p, : Cp We, N — C,®N es una equivalencia de categorias C.-mdodulo. O

Corolario 7.3.3. Sea M una categoria C-mddulo fuertemente graduada. La accion de G
sobre Q¢, induce una accion de G sobre Q¢ (M).

Demostracion. Sea N una categoria C.-submddulo simple de M. Por la Proposicién [7.3.2] el
funtor

o : Co Ko, N — C,RQN
[V,N] — V&N,

es una equivalencia de categorfas C.-mddulo. Luego, C, K¢, N es equivalente a una categoria
C.-submédulo de M. O

Sea M una categoria abeliana y sean A/, N’ subcategorias abelianas plenas de M. Deno-
taremos por N + N’ la subcategoria abeliana plena de M, cuyos objetos son los subcocientes
de N& N, con N € N, N' € N'. Esta sera llamada la suma de las categorfas Ny A”.

Ahora estamos listo para enunciar y demostrar nuestro resultado principal.
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Teorema 7.3.4 (Teorema de Clifford para categorias médulo). Sea C una categoria tensorial
fuertemente G-graduada y sea M una categoria C-maodulo simple abeliana. Entonces:

1. La accion de G sobre Q¢ (M) es transitiva.

2. Sea N una subcategoria C-submddulo simple de M. Sea H = st([N1]) el subgrupo esta-
bilizador de [N] € Q¢ (M), y sea

My = ZC;@N.

heH

Entonces, My es una categoria Cy-modulo simple y M = CXc,, My, como categorias
C-madulo.

Demostracion. 1. Sea N una categoria C.-submddulo simple de M. El funtor canénico

ILL:C&CENHM
[V,N]— V&N,

es un funtor C-médulo y pu = @yeqpte, donde p, = pilc,. Por la Proposicién [7.3.2} cada p, es
una equivalencia de categorias C.-médulo, con C,QN .

Dado que M es simple, todo objeto M € M es isomorfo a algiun subcociente de pu(X),
para algiin objeto X € CXc N. Entonces, M =5 __.C,QN y cada C,®N es una categoria
C.-submodulo abeliana simple.

ceG

Sean S, S’ categorias C.-submédulo abelianas simples de M. Entonces, existen 0,7 € G,
tales que C, Mo, NV = S, C, K, N =2 S, Por la Proposicién [7.2.10] S" = C,,—1 K¢, S. Luego,

la accién es transitiva.

2. Sea H = st([N]) el subgrupo estabilizador de [N] € Q¢ (M) y sea

My =) CiBN.

heH

Dado que H actia transitivamente sobre (¢, (M), la categoria Cy-médulo M, es simple.
Sea ¥ = {e, 01, ...} un conjunto de representantes de las coclases de G médulo H.

El mapa ¢ : G/H — Q¢ (M), ¢(cH) = [C,@M ] es un isomorfismo de G-conjuntos.
Entonces, M tienes una estructura de categoria C-médulo G/H-graduada, donde M =
BoexCo@Myr. Por la Proposicién , M = CKe,, My como categorias C-modulo. H

Ejemplo 7.3.5. Categorias tensoriales punteadas. Recordemos que una categoria ten-
sorial semisimple es llamada punteada si todo objeto simple es invertible. Es facil ver que
este tipo de categorias son equivalentes a las categorias Vecf del Ejemplo . Las clases
de equivalencia de categorias punteadas con un grupo fijo de objetos invertibles, G, estan en
correspondencia biyectiva con elementos de H3(G, k*), donde k* es el G-médulo trivial.
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Lema 7.3.6. Sea R una k-dlgebra central simple. Ezxiste una equivalencia de categorias entre
la categoria R MR de R-bimddulos y la categoria Vecy,.

Demostracion. La categoria de R-bimddulos es lo mismo que la categoria de R® R°P-mddulos.
Pero R ® R? = M, (k), donde n es la dimensién de R sobre k. Entonces, R ® R es Morita
equivalente a la categoria de espacios vectoriales sobre k.

La equivalencia envia M € zMpg al centralizador de M* de R en M. La equivalencia
inversa envia V' € Vecp a V ® R con la estructura de R-bimédulo obvia. Es facil ver que este
funtor es monoidal. O]

Proposicién 7.3.7. La categoria tensorial Vecf tiene un categoria modulo de rango uno, st
y sdlo si, existe una extension finita de cuerpos k C K, tal que 0 = [w] € H3(G, K*), donde
K* el s G-maodulo trivial.

Las clases de equivalencia de categorias modulo de rango uno sobre Vecf estan en corre-
spondencia biyectiva con pares (R,n), donde R es un anillo de division tal que k C Z(R) es
una extension de cuerpos finita y n es un elemento de H*(G, K*).

Demostracién. Sea M una categorfa VecS-médulo semisimple de rango uno. Por la Proposi-
cién 2.8.5) M es equivalente a la categorfa de médulos sobre un anillo de divisién R. Luego,
R es un algebra central simple sobre K = Z(R).

Por la observaciéon y Lema esto es lo mismo que un funtor monoidal VecS —
Vecg. Por lo tanto, este estd descrito por una funcién v : G x G — K*, tal que y(e,0) =
v(o,e) =1,y
(o7, p)v(0,7)

(@ 7o)
para todo o,7,p € G. Entonces, w € B*(G, K*). Por lo tanto, 0 = [w] € H*(G,K*). El
reciproco es obvio.

w(0-77-7p) =

Sean v;,72 : G X G — K*, los mapas que determinan las estructuras de categoria Vecf—
modulo sobre g M. Una equivalencia Vecf—médulo esta determinado por una funcién 6 : G —
K*, tal que 0(o7)ys(0,7) = 11 (0. )0(7)6(0), luego [n] = [2] € HA(G, K*). =

El siguiente resultado aparece en [52], para grupos finitos y k£ un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero.

Teorema 7.3.8. Las clases de equivalencias de categorias modulo simple semisimples sobre
Vecg estdn en correspondencia biyectiva con ternas (R, H,n), donde R es un dlgebra de di-
vision, tal que k C Z(R), es una extension de cuerpos finita, H es un subgrupo de G, tal que

0= w|g| € H3H,K*) yn e H*(H,K*). Ademds, M = Vec{, Ryeen M.
wIH
Demostracion. Sea M una categoria Vecf—médulo semisimple simple. Dado que (Vecg)6 =

Vecy, una categoria (Vecg)e—submo'dulo semisimple simple de M es una subcategoria semisim-
ple plena de rango uno.
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Sea D una subcategoria semisimple plena de rango uno de M. Por la Proposicién [2.8.5]
podemos suponer que D = rM, donde R es una k-algebra de division. Sea H el subgrupo
estabilizador, entonces pM es una categoria Vecy/-médulo. Por la Proposicién , la res-
triccién de w a H es un coborde sobre K = Z(R), y la clase de equivalencia de una categoria
Vec!] -médulo D, esté en correspondencia con un elemento de n € H*(H, K*).

Por el Teoremal7.3.4) M = Vec“élZ]VecH‘ rM. Esto finaliza la prueba de la Proposicién. [
wiH

Observacion 7.3.9. Si el grupo estabilizador H es finito, entonces el algebra de grupo torcida
R, H es un algebra en Vecf, y por la Proposicion , M = (Vecd)r, -

7.4. Categorias médulo sobre C% y C x G

Una categoria médulo indescomponible sobre una categoria de fusion es llamada punteada,
si la categorfa tensorial End ¢(M) es punteada semisimple. En [39] se describen las categorias
moédulo punteadas de C¢ y C x G, en términos de las categorias médulo punteadas de C, y
la acciéon de G sobre C. Este criterio es importante en la construcciéon de algebras de Hopf
semisimples cuyas categorias de representaciones no son de tipo grupo.

Posteriormente, se describieron en [I8] las categorias médulo indescomponibles de una
equivariantizacion de una categoria de fusion.

El objetivo de esta seccién es describir las categorias modulo para C x GG, donde C y G son
arbitrarios. Si el grupo es finito y C es de fusién, usando la dualidad entre C¢ y C x G [39,
Proposition 3.2], describimos las categorfas médulo sobre C¢. Para el caso general, usamos
[75, Theorem 4.1].

Acciones G-invariantes sobre categorias moédulo

Sea C una categoria tensorial y sea (0,%) : C — C un funtor monoidal. Si (M, ®, «a) es
una categoria C-médulo a derecha, la categoria C-mddulo torcida (M7, ®%,a%) esta definida
por: M = M? como categorfas, con M @7V = M @ (V), y af,yw = idy @ byw o aprvw-

Definicién 7.4.1. Sean C una categoria tensorial, M una categoria C-médulo a izquierda
y ¢ : C — C un funtor monoidal. Diremos que el funtor (7,7n) : M — M? es un funtor
o-equivariante si es un funtor C-médulo.

Dada una accién de un grupo G sobre C, la categoria médulo M es llamada G-invariante
si, para cada o € (G, existe un funtor o-equivariante M? — M.

Sea 0,7 : C — C funtores monoidales. Sean (T',n) : M — M un funtor o-equivariante, y
(T",n') : M — M7 un funtor 7-equivariante. Definimos su composicién por

(T'T, T'(n) (W (T xT))): M — M.

Esto define un funtor o o 7-equivariante de M.
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Dadas una acciéon de G sobre una categoria monoidal C y una categoria moédulo G-
invariante M, denotaremos por Autg(/\/l) la siguiente categoria: los objetos son funtores
o.-equivariantes, para todo o € @, y los morfismos son isomorfismos naturales de funtores
modulo. El producto tensorial es la composicién de funtores C-médulo y el objeto unidad es
el funtor identidad de M.

Definicién 7.4.2. Sea (0., ¢(0,7),9(0)) : G — Autg(C) una accién de G sobre una categoria
tensorial C, y sea M una categoria C-mddulo G-invariante. Un funtor G-invariante sobre M
es un funtor monoidal (0%, ¢, %) : G — AutS (M), tal que o* es un funtor o,-invariante, para

todo o € G.

Observacion 7.4.3. (1) Una categoria C-médulo M con un funtor G-invariante es llamada una
categoria C-mddulo G-equivariante en [18, definition 5.2].

(2) Sea C una categorfa monoidal G-invariante. La categorfa monoidal Aut& (M) es un
2-grupo graduado y el grupo AutS (M) tiene un epimorfismo de grupos 7 : Auts (M) — G.
Entonces, si un homomorfismo de grupos ¢ : G — Autg (M) es realizable, entonces m) = idg.
Un homomorfismo de esta forma sera llamado un homomorfismo hendido.

(3) Sea ) : G — Aut§ (M) un homomorfismo de grupos hendido. Sia € H? (Aut$ (M), H)
es el 3-cociclo asociado al 2-grupo Autg(j\/l), entonces como en el Teorema [6.2.1} 1) es realiz-

able si y s6lo si el 3-cociclo a)? es un 3-coborde, y el conjunto de realizaciones de 1) estan en
correspondencia con elementos de un segundo grupo de cohomologia.

El siguiente resultado aparece en [75], Sec. 2].

Proposicién 7.4.4. Sea C x G una categoria tensorial producto cruzado. Entonces existe una
correspondencia biyectiva entre estructuras de categoria CxG-maodulo y funtores G-invariantes
sobre la categoria C-modulo M.

Demostracion. Sea M una categoria C x G-médulo. Cada objeto [1,0], 0 € G, define una
equivalencia o, : M — M, M +— [1,0]| ® M. Si ¢(0,T)m = Q(1,6),(1,-),m €s el isomorfismo de
asociatividad, este define un funtor monoidal G — Aut(M).

La categoria M es una categoria C-médulo con V@ M = [V.e] ® V y dado que [1,0] ®
[V.e] = [0.(V),e] ®[1, 0], tenemos isomorfismos naturales ¢ (c)y.as : 0.(V) @ (M) — o(V ®

M), dados por ¥(0)y.y = oz(_lla) (Viey bt © Qlan(V),e),(1,0),M - Esto define un funtor G-invariante.

Reciprocamente, si G — Autg (M) es un funtor G-invariante, tenemos un isomorfismo
natural ¢(o,7)y @ 0uT(M) — o1 (M), Y(o)vm = o(V) @ o(M) — o(V ® M). Entonces,
podemos definir una acciéon sobre M por

(V,o)@ M =V ® 0.(M),
e isomorfismo de asociatividad

Aoy wrym = 1vee,w) © G(0, 7)1 © W, (W), (r. (1)) © 1y @ V(0) 33l
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Supongamos que el grupo G es finito y la categoria tensorial C es una categoria de fusion.
Entonces, las categorias médulo sobre C x G 'y C¢ estan en correspondencia biyectiva por [39]
Proposition 3.2]. Si M es una categoria C x G-médulo, entonces, por la Proposicién m,
existe una G-accién sobre M, vy la categoria M es una categoria C%-médulo con

V. f)© (M, g) = (V& M,h),

donde
hy = gohath(0)7).
Para una categoria monoidal k-lineal C y un grupo finito G, tal que char(k) + |G|, el Teorema

[75, Theorem 4.1] dice que toda categoria C%-médulo es de la forma MY para una categoria
C x G-médulo. El siguiente resultado aparece en [I8] para categorias de fusion.

Teorema 7.4.5. Las categorias modulo simples sobre Cx G estdn en correspondencia biyectiva
entre los siquientes dados:

= un subgrupo H C G,
» una categoria C-mddulo simple H-invariante M,
= un funtor monoidal H — Auty (M).

Si el grupo es finito, entonces las categorias médulo sobre CE estdn en biyeccion con los
mismos datos.

Demostracidn. Por el Teorema[7.3.4] si N es una categoria C x G-médulo simple, entonces N
es equivalente a C Keywg M, para algin subgrupo H C G y alguna categoria C x H-moédulo
simple M, tales que M es H-invariante.

En particular, se sigue que la restriccion de M a C es simple. Ahora la correspondencia se
sigue de la Proposicion [7.4.4]

Si el grupo G es finito, entonces la correspondencia se sigue de [75, Theorem 4.1] o [39,
Proposition 3.2]. O

Supongamos que G es un grupo finito y H =& A™#,kG es un producto bicruzado con
coaccién trivial. Entonces las categorfas médulo sobre g M son de la forma N'¢, para alguna
categoria 4 M-mddulo G-equivariante N. Ademds, la categorfa mddulo es simple si y sélo si
N es simple.

Ejemplo 7.4.6. Sea N > 2 un entero y sea ¢ € C una N-ésima raiz primitiva de la unidad. El
dlgebra de Taft T(q) es la C-algebra presentada por generadores g y  con relaciones gV = 1,
oY =0y gr = qrg. El dlgebra T(q) posee una estructura de algebra de Hopf, determinada
por

Ag=g®yg, Ar=2®1+g® .

Entonces e(g) = 1, e(z) =0, S(g) =g ', y S(x) = —g~'x. es bien conocido que
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1. T(q) es una algebra de Hopf no semismple punteada (es decir todo comddulo simple
tiene dimensién uno),

2. el grupo de los elementos de tipo-grupo de T'(q) es G(T(¢q)) = (g) ~ Z/(N),
3. T(q) =T(q),
4. T(q) ~T(q') siysolosiqg=q.

Proposicién 7.4.7. Sea G un grupo, entonces el conjunto de G-acciones sobre la categoria
tensorial TOM, de T(q)-comddulos, estin en correspondencia uno a uno con el conjunto
morfismos de grupos de G- en C* x C, donde C* actia sobre C por C* x C — C, (s,t) +— st.

Demostracion. Por la Proposicion el grupo abeliano Autg (ide) es trivial. Por [59, Theo-
rem 5], Aute (7@ M) = BiGal(T(q)) = C* x C. Entonces, por el Teorema el conjunto de
clases de isomorfismo de G-acciones estd dado por el conjunto de homomorfismos de grupos

de G a C*x C. O

Sea G = Cy el grupo ciclico de orden N. Entonces, por la Proposicién [7.4.7], las posibles
G-acciones estan parametrizadas por pares (r, i), donde r es una N-ésima raiz primitiva de
la unidad y p € C.

Denotaremos por A, el objeto T'(q)-bigaloisiano asociado al par (r,u) € C* x C =
BiGal(T(q)). Ver [59, Theorem 5].

Las categorfas 7@ M-médulo de rango uno estan en correspondencia con funtores de fibra
sobre T(9 M y éstos estan en correspondencia biyectiva con los objetos T'(q)-galoisianos.

Por el Teorema 2 en loc. cit., todo objeto T'(¢)-galoisiano es isomorfo a A gy, 5 € C. Més
atin, dos objetos T'(¢)-galoisianos A gy, A1) son isomorfos, si y sélo si, § = p.

Por el Teorema [7.4.5] si existe una categoria modulo semisimple de rango uno sobre C =
T@WM % Z/(N), ésta debe ser una categoria 79 M-médulo Cy-invariante.

Supongamos que A gy es Cy-invariante. Dado que A ,nOrgAq,g = Agutp), tenemos
que u = 0. Entonces, si la accién estd asociada a un par (r, ), donde p # 0, la categoria C
no admite un funtor de fibra, i.e., ésta no es la categoria de comédulo de ningtun algebra de
Hopf.

Sin embargo, dado que todo objeto simple es invertible, la dimensién de Frobenius-Perron
de los objetos simples es uno. Por |22, Proposition 2.7], la categorfa tensorial (@AM x Cy es
equivalente a la categoria de representaciones de una cuasi-algebra de Hopf.

Notemos que la categoria tensorial (¥(9 M)% tiene al menos un funtor de fibra, para todo
grupo G y para toda accién. En efecto, dado que el funtor de olvido U : T@ME — T@D A es
monoidal, la composicién con el funtor de fibra de 7@ M es un funtor de fibra para (7@ M),
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