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Resumen

En esta tesis discutimos algunos resultados generales referentes al problema de clasificacién de
algebras de Hopf de dimensioén finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteristica
cero. Dichos resultados son parte de tres trabajos |G|, [AG|, [AG2], estando el primero ya publicado.

Después de recordar en el Capitulo 1 definiciones bésicas y algunos hechos conocidos, presenta-
mos en el Capitulo 2 varios resultados sobre extensiones de algebra de Hopf de dimensién finita que
seran necesarios en los capitulos subsiguientes. Explicitamente, primero probamos que un algebra de
Hopf que es una extensién de un algebra de Taft T(q) de dimensién p? por un algebra de grupo de
dimensioén p, con p un nimero primo impar y ¢ una raiz de p-ésima de la unidad, es necesariamente
punteada. Luego estudiamos extensiones centrales de algebras de Hopf y mostramos cémo construir
extensiones centrales de algebras de Hopf a partir de una extension central B <— A — H y dos
epimorfismos p : B — K y r: H — L. Mas aun, describimos bajo ciertas hipotesis adicionales las
clases de isomorfismos de este tipo de extensiones.

En el Capitulo 3 aplicamos los resultados obtenidos a las algebras de Hopf H de dimensién p3
sobre k. Segtn los grupos de elementos de tipo grupo de H y H*, hay 10 casos posibles. Demostramos
que en 8 de los 10 casos, se puede determinar la estructura del algebra de Hopf. Ademés damos una
clasificacion parcial de las algebras de Hopf cuasitriangulares de dimension p? sobre k. En particular,
probamos que toda algebra de Hopf de cintas de dimension p? sobre k es, o bien un algebra de grupo,
o bien un nucleo de Frobenius-Lusztig. Usando algunos resultados de [AN] y [BD]| sobre cotas para
la dimensién del primer término H; de la filtracion corradical de H, finalizamos el capitulo dando
la clasificacién completa de las algebras de Hopf cuasitriangulares de dimension 27.

En el Capitulo 4 utilizamos la construccion de extensiones centrales para producir nuevos ejem-
plos de algebras de Hopf de la misma dimensiéon no isomorfas entre si, que forman parte de otro
contraejemplo de la ya negada décima conjetura de Kaplansky: sea G un grupo de Lie conexo,
simplemente conexo y semisimple sobre C con algebra de Lie g, matriz de Cartan C' y matriz sime-
trizada de Cartan C'D. Sea ¢ > 3 un niimero entero impar, coprimo con det C'D. Dada una inclusién
o de un grupo finito I' en G y una raiz primitiva ¢-ésima de la unidad e, construimos una extensiéon
central A, del algebra de funciones C!" de T' por el dual del niicleo de Frobenius-Lusztig u.(g); Ao
es un cociente del algebra de coordenadas cuantizada O(G) y dim A, = |T|¢4™9. Si G es simple y
o(I") no es central en GG, obtenemos una familia infinita de algebra de Hopf no isomorfas entre si que
son no semisimples, no punteadas y sus duales tampoco son punteados. Esto generaliza el resultado
obtenido por E. Miiller [Mu2| para SL2(C). Sin embargo, se sigue de resultados en [Mk5| que estas
algebras de Hopf son deformaciones por cociclos unas de otras. Cabe destacar que la construcciéon
de tal familia requiere algunas preparaciones técnicas en la cohomologia de I' en un cierto subgrupo



T/? de un toro maximal fijo T de G, y la desigualdad
dimG > rgG + dim M

para cualquier subgrupo reductivo maximal M de G. Como las subalgebras maximales de las algebra
de Lie simples fueron clasificadas por Dynkin, hemos probado esta desigualdad por inspeccién en
las listas de [D1, D2]. Ver el Apéndice para mas detalles.

Finalmente, usando algunas herramientas desarrolladas anteriormente, determinamos en el Ca-
pitulo 5 todos los subgrupos finitos de un grupo cuéntico simple cuyo pardmetro es una raiz de 1,
generalizando asi la clasificacion de E. Miiller para el caso de tipo A,. Especificamente, primero
mostramos como construir cocientes de O (G) de dimension finita y luego probamos que esta cons-
truccion es exhaustiva, es decir, todos los cocientes de O.(G) de dimension finita se pueden construir
de esta forma. Sean h C g una subélgebra de Cartan fija, I la base del sistema de raices ®(g,b) de
g con respecto a h y n = rgg. Brevemente, los cocientes estan determinados por una coleccién de
datos D = (I4,I_,N,I',0,6) a la cual llamaremos dato de subgrupo finito donde

e [ CIlel_ C —II Estos conjuntos definen una subalgebra algebraica de Lie [ con subgrupo
de Lie conexo L de G tal que [ = [ ®hDI_y [ =) goconVy ={a€d: Supa=1I11}.
Seas=mn—|ILU—-I_|.

acev

e N es un subgrupo de (Z/(¢))°.

I" es un grupo finito.
e 0:I' = L es un morfismo inyectivo de grupos.

e §: N — T es un morfismo de grupos.



Abstract

In this thesis we discuss some general results concerning the classification problem of finite
dimensional Hopf algebras over an algebraically closed field k of characteristic zero. They are based
on three articles |G|, [AG], [AG2], being the first one already published.

After recalling the basic definitions and some known facts in Chapter 1, we present in Chapter 2
several results on extensions of finite-dimensional Hopf algebras which will be needed in the chapters
thereafter. Explicitly, we prove first that a Hopf algebra which is an extension of a Taft algebra
T(q) of dimension p? by a group algebra of dimension p, with p an odd prime number and q a p-th
root of unity, is necessarily pointed. Then we study central extensions of Hopf algebras and show
how to construct central extensions of finite-dimensional Hopf algebras from a central extension
B — A —» H and two epimorphisms p : B — K and r : H — L. Moreover, we describe under
certain conditions the classes of isomorphisms of this type of extensions.

Next we apply in Chapter 3 the obtained results to Hopf algebras H of dimension p? over k. There
are 10 cases according to the group-like elements of H and H*. We show that in 8 of the 10 cases,
it is possible to determine the structure of the Hopf algebra. We also give a partial classification of
the quasitriangular Hopf algebras of dimension p3 over k. In particular, we prove that every ribbon
Hopf algebra of dimension p? over k is either a group algebra or a Frobenius-Lusztig kernel. Using
some results from [AN] and [BD| on bounds for the dimension of the first term H; in the coradical
filtration of H, we end Chapter 3 by giving the complete classification of the quasitriangular Hopf
algebras of dimension 27.

In Chapter 4 we use the construction of central extensions of finite-dimensional Hopf algebras to
produce new examples of non-isomorphic Hopf algebras of the same dimension, which are another
counter-example of the already negated Kaplansky 10-th conjecture: let G be a connected, simply
connected complex semisimple Lie group with Lie algebra g, Cartan matrix C' and symmetrized
Cartan matrix C'D. Let £ > 3 be an odd integer, relatively prime to det C'D. Given an embedding
o of a finite group I' on G and a primitive ¢-th root of unity €, we construct a central extension
A, of the function algebra C' by the dual of the Frobenius-Lusztig kernel u.(g); A, is a quotient
of the quantized coordinate algebra O.(G) and dim A, = |['|¢4™9. If G is simple and o(T) is not
central in G, then we obtain an infinite family of pairwise non-isomorphic Hopf algebras which
are non-semisimple, non-pointed and their duals are also non-pointed. This generalizes the result
obtained by E. Miiller [Mu2| for SLy(C). Nevertheless, it follows from results in [Mk5| that these
Hopf algebras are cocycle deformations of each other. We notice that the construction of such a
family requires some technical preparations on the cohomology of I' in a certain subgroup T/? of a
fixed maximal torus T of GG, and the inequality

dimG > rg G + dim M



for any maximal reductive subgroup M of GG. As the maximal subalgebras of the simple Lie algebras
were classified by Dynkin, we have proved this by inspection in the lists of [D1, D2|. See the Appendix
for details.

Finally, using the machinery developed in the previous chapters, we determine in Chapter 5 all
finite subgroups of a simple quantum group at roots of 1, generalizing in this way the classification of
E. Miiller for the case of type A,,. Specifically, we show first how to construct finite-dimensional quo-
tients of O.(G) and then we prove that this construction is exhaustive, that is, all finite-dimensional
quotients of O (G) can be constructed in such a way. Let h C g be a fixed Cartan subalgebra, II
the basis of the root system ®(g,h) of g with respect to h and n = rgg. Briefly, every quotient is
determined by a 6-tuple D = (I, I_, N,T',0,0) which will be called finite subgroup datum where

e [, C Il and I C —II. This sets define an algebraic Lie subalgebra [ with connected Lie
subgroup L of G such that [= [, @ hP[_ and [L =D go With Uy ={a € ®: Supa =
I.}. Let s=n— I U—-I_|

acV

e N is a subgroup of (Z/(¢))°.

I" is a finite group.
e ¢ :I'— L is an injective group homomorphism.

e5:N—Tisa group homomorphism.
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Introduccion

Las algebras de Hopf fueron introducidas en la década del 50. Desde los 60, han sido estudia-
das sistematicamente, en primer lugar en relacién con grupos algebraicos (han sido especialmente
eficientes en la descripcion de fenomenos tipicos de caracteristica positiva), y mas adelante como
objetos de interés en si mismos. Ver por ejemplo [Sw].

Los grupos cuanticos, introducidos en 1986 por Drinfeld en su Conferencia |Dr|, forman cierta
clase particular de &lgebras de Hopf. Se pueden presentar a partir de deformaciones en un parametro
de algebras universales de algebras de Lie o de algebras de funciones regulares de grupos algebraicos
afines. Aparecen naturalmente codificando la simetria de categorias trenzadas, esto es, categorias
munidas de un producto tensorial asociativo y conmutativo. El punto distinguido aqui es que la
transformacién de conmutatividad

c: VW -WeV

no es involutiva. Es de este modo que se los pueden encontrar en diversas areas relacionadas con
la teoria conforme de campos; por ejemplo, en invariantes de variedades topologicas de dimension
baja.

Si el parametro que aparece en la definicion de los grupos cuénticos se especializa en una raiz de
la unidad, se obtiene una conexién con grupos algebraicos sobre cuerpos de caracteristica positiva.
Como resultado de sus investigaciones sobre este tema, Lusztig introdujo familias de algebras de
Hopf de dimension finita en [L1, L2]; estas algebras se conocen como nicleos de Frobenius-Lusztig.
En los altimos quince afios, los grupos cuénticos han atraido el interés de mateméticos con diversas
formaciones e intereses. En particular, ha habido gran interés en problemas de clasificacién de
algebras de Hopf; ver por ejemplo [A2].

El estudio de los problemas de clasificaciéon de algebras de Hopf de dimensién finita se encarrila
por dos vias muy diferentes: las semisimples y las no semisimples. Los resultados conocidos hasta
ahora, y en particular los obtenidos en esta tesis, ponen de relieve la estrecha relaciéon entre las
algebras de Hopf tanto con los grupos finitos como con las algebras de Lie. Por un lado, los grupos
finitos se relacionan estrechamente con las algebras de Hopf semisimples y son de gran importancia
en el estudio de las dlgebras de Hopf no semisimples cuya dimensién es una potencia de un ntmero
primo. Por otro lado, ejemplos como los ntcleos de Frobenius-Lusztig muestran la interacciéon de la
teoria de Lie con la teoria de dlgebras de Hopf no semisimples. Una de las estrategias para estudiar
el caso no semisimple es mirar la posiciéon relativa del corradical, es decir, de la mayor subcoalgebra
cosemisimple. Especificamente, en [AS3, AS5| se consider6 una subclase particular de las algebras de
Hopf no semisimples: las “punteadas”, donde el corradical es una subalgebra de Hopf semisimple, y se

vii



viii INTRODUCCION

mostré que determinadas clases de ellas estdn constituidas por variaciones de niicleos de Frobenius-
Lusztig. El método para clasificar dlgebras de Hopf punteadas, conocido como “método del levante”,
fue introducido por Andruskiewitsch y Schneider, ver el articulo panoramico [AS4].

semisimples

Algebras de Hopf

de dim. finita
/ punteadas

no semisimples

T

En esta tesis aportamos algunos resultados referentes al problema de clasificaciéon de algebras
de Hopf de dimensién finita sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Para
algunos casos en particular, supondremos que k = C. Gran parte de esta tesis se encuentra en los
trabajos [G]|, [AG| y [AG2|. En el primero, ya publicado, se dan varios resultados parciales sobre
la clasificacion de &lgebras de Hopf de dimensién p?, con p un primo impar. Estos nos llevan a
conjeturar que no existe algebra de Hopf de dimensién p? que sea no semisimple, no punteada y
su dual sea no punteado. Sin embargo, en el segundo trabajo se muestra que esto es falso si la
dimension es distinta de p?, pues alli se construye una familia infinita de algebras de Hopf que
cumplen con esas propiedades. En el tercer trabajo se determinan todos los subgrupos finitos de un
grupo cuantico simple cuyo parametro es una raiz de 1, generalizando de esta manera un resultado
de E. Miiller [Mu2| para grupos de tipo A,,. A continuaciéon hacemos un resumen del contenido de
esta tesis:

no punteadas

Sea p un numero primo impar y sea G, el grupo ciclico de raices p-ésimas de la unidad. Notemos
por T'(q) al algebra de Taft de parametro g € G, ~\ {1}, ver Ejemplo 1.1.16. Las algebras de Hopf
de dimension 8 fueron clasificadas por Williams [W]. Masuoka [Mk2| y Stefan [St| dieron més tarde
una demostracion diferente de este resultado. En general, el problema de clasificacion de algebras de
Hopf sobre k de dimension p? sigue abierto. Sin embargo, la clasificacion es conocida para algebras de
Hopf semisimples o punteadas. Las algebras de Hopf semisimples de dimensién p? fueron clasificadas
por Masuoka [Mk1]; hay exactamente p + 8 clases de isomorfismos, a saber:

(a) tres algebras de grupo de grupos abelianos.
(b) dos algebras de grupo de grupos no abelianos, y sus duales.
(c) p+ 1 algebras de Hopf autoduales, las cuales no son conmutativas ni coconmutativas y estan

dadas por extensiones de k[Z/(p) x Z/(p)] por k[Z/(p)].

Las 4lgebras de Hopf punteadas no semisimples de dimensién p? fueron clasificadas en [AS3],
[CD] y [SvO], por diferentes métodos. La lista explicita es la siguiente, donde ¢ € G, ~ {1}:
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(d) el algebra de Hopf dada por el producto tensorial T'(q) ® k[Z/(p)].

(e) f(;) =k <g, z| grg~t = ¢"/Pzx, gf”2 =1, 2P =0 > con ¢'/? una raiz p-ésimas de ¢ y con el
coproducto determinado por A(z) =2 ¢* + 1@z, A(g) =g® g.

—

(f) T(q) ==k < g, z| grg~! = qz, gp2 =1, 2P = 0 >, con el coproducto determinado por
Al@)=z@g+10z, Alg)=9®g.

(9) r(q) ==k < g, x| gzrg~' = qx, gp2 =1, 2P =1 — ¢gP >, con el coproducto determinado por

Alz)=z®g¢g+1Rz, Alg)=9g®yg.

(h) el ntcleo de Frobenius-Lusztig de sly

u,(sh) =k <g, z, y| grg~ ' = ¢z, gyg ' =q %y, ¢* =1,

=0,y =0, zy—yr=9g—g ' >,

con el coproducto determinado por A(z) = 2@g+1®z, A(y) =yR1+g7'®y, Ag) = g®g.

() el algebra de Hopf libro

1 1

h(g,m) =k <g, z, y| gzg~" =qx, gyg " =q™y,
gp:17 xp:07 yp:(]’ xy_y$:0>7

para todo m € Z/(p) ~{0} y con el coproducto determinado por A(z) = z®g+ 1@z, A(y) =
yol+g" ey, Alg)=9®g.

Més atin, existen dos ejemplos de algebras de Hopf de dimensiéon p? que son no semisimples y
no punteadas, a saber

(7) el dual del niicleo de Frobenius-Lusztig, u,(sl)*.

(k) el dual del caso (g), r(q)*.

No existen isomorfismos entre las diferentes dlgebras de Hopf de la lista. Més atin, las dlgebras
de Hopf de los casos (d),..., (k) son no isomorfas para distintos valores de ¢ € G, \ {1}, excepto
para las algebras libro, donde h(g, m) es isomorfa a h(q_mz,m_l). En particular, el dlgebra de Hopf
C/?(\q/) no depende, salvo isomorfismos, de la eleccion de la raiz p-ésimas de q. El algebra de Hopf r(q)
fue considerada por primera vez por Radford, ver [AS3|, [R6].

Por los resultados descriptos anteriormente, conjeturamos lo siguiente.

Conjetura 1. Toda algebra de Hopf H de dimension p? sobre k es semisimple o punteada o su
dual es punteado, esto es, H es una de las algebras de Hopf de la lista (a),..., (k).

En esta tesis probamos que esta conjetura es cierta bajo algunas hipoétesis adicionales. Por
ejemplo, en el Teorema 2.2.1 y el Corolario 2.2.2 mostramos que los modulos simples de un producto
cruzado de un algebra de Taft de dimension p? con un algebra de grupo de orden p son de dimension
1, es decir, el algebra dual del producto cruzado es punteada.
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En el Capitulo 3 discutimos algunos resultados generales sobre algebras de Hopf de dimension
finita y luego los aplicamos para el caso de las algebras de Hopf de dimensién p3. De acuerdo a
los elementos de tipo grupo de H y H* existen s6lo 10 casos posibles, salvo dualidades. De esos 10
casos, mostramos que en 8 de ellos es posible determinar la estructura del algebra de Hopf.

Diremos que un algebra de Hopf H de dimension p? es extrafia si H es simple como algebra de
Hopf, no semisimple y si H y H* no son punteadas. Se vera que un algebra de Hopf H de dimensién
p3 es isomorfa a un algebra de Hopf de la lista (a), ..., (k), o

(I) H es extrana, G(H) ~Z/(p) y G(H*) =1, 0
(I*) H es extrana, G(H) =1y G(H*) ~Z/(p), o
(IT) H es extrana, G(H) ~Z/(p), y G(H*) ~Z/(p).

Cabe destacar que no se sabe si un algebra de Hopf extrana existe o no. Claramente, el caso (I*) es
dual a (I) y el caso (II) es autodual. Por lo tanto, s6lo tendremos en cuenta los casos (I) y (II).

En la Subseccion 3.1.1, se estudian algebras de Hopf de dimensiéon p® no semisimples tales que
G(H) ~ G(H*) ~ Z/(p). El orden de la antipoda de tales algebras de Hopf es necesariamente 2p
o 4p. Si el orden es 2p, entonces H es una bosonizacion del algebra de grupo k[G(H)]. En este
caso, creemos que H es isomorfa a un algebra de Hopf libro h(g,m), para algun ¢ € G, ~ {1}, y
m € Z/(p) ~ {0}. Si el orden es 4p, entonces H satisface (II), y todos los elementos casi-primitivos
de H son triviales, es decir, estan contenidos en k[G(H)]. Radford y Schneider [RS2| conjeturaron
que el cuadrado de la antipoda de cualquier algebra de Hopf de dimensién finita debe satisfacer
una cierta condicion, la cual llamaron la condicion fuerte de anulacion de la traza. Si H es un
algebra de Hopf de dimensién finita y B es la tnica subalgebra de Hopf semisimple maximal de H,
entonces se deduce de la conjetura que el orden del cuadrado de la antipoda de H debe dividir a
dim H/ dim B, ver [RS2, Thm. 6]. En particular, si la conjetura es cierta y la dimension de H es p3
y|G(H)|=|G(H*")|=po|G(H)|=py |G(H*)| =1, entonces el orden de la antipoda debe ser 2p.

Por otro lado, se sabe que los nicleos de Frobenius-Lusztig uy(sly) y las algebras de grupo
admiten una estructura cuasitriangular, ver por ejemplo [K, IX. 7]. En la Seccion 3.2 probamos que
éstas son las tnicas algebras Hopf cuasitriangulares contenidas en la lista. Probamos ademés en el
Teorema 3.2.10 que no existen algebras de Hopf cuasitriangulares de dimension p® que satisfagan la
condicion (I). Especificamente, si H es un dlgebra de Hopf cuasitriangular de dimension p?, entonces

(i) H es isomorfa a un élgebra de grupo o a u,(slz), o

(1) H satisface (II) y la aplicacion fr : H*P? — H es un isomorfismo. Mas aun, H y H* son
cuasitriangulares minimales, 1 =< 3,z >, para todo f € G(H*), € G(H) y ord S = 4p.

Una consecuencia de esto es el Corolario 3.2.11, el cual nos dice que toda édlgebra de Hopf de
cintas de dimension p3 es, o bien un algebra de grupo, o bien un nucleo de Frobenius-Lusztig.
Ademas, usando algunos resultados de [AN] y [BD] sobre acotaciones para la dimension del primer
término H; de la filtracién corradical de H, clasificamos las algebras de Hopf cuasitriangulares de
dimensiéon 27.

En 1975, I. Kaplansky conjeturd que las algebras de Hopf de una dimension fija son finitas salvo
isomorfismos. A fines de los 90, varios autores han demostrado que esta conjetura es falsa. Por



INTRODUCCION xi

diferentes métodos se ha construido familias infinitas de algebras de Hopf no isomorfas. En esta
direccion, los ejemplos dados por E. Miiller [Mu2| difieren bastante de los otros. Estas algebras de
Hopf son extensiones centrales no triviales de algebras de funciones C'' de subgrupos finitos I' de
S Ly de orden ¢, por el dual del nticleo de Frobenius-Lusztig u.(sl), donde ¢ > 3 es un niimero entero
impar y € es una raiz ¢-ésima primitiva de la unidad. Ademas éstas resultan ser no semisimples, no
punteadas y sus duales tampoco son punteados. Méas atin, son cocientes del 4lgebra de coordenadas
cuantizada O(SLy) de SLs de dimension finita y sus dimensiones son 02,

En este trabajo generalizamos la construccién dada por E. Miiller a cualquier grupo de Lie G
conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C. Esto es, dada cualquier inclusion o : I' — G
de un grupo finito I en G, construimos una familia infinita de algebras de Hopf A, de dimension
finita que son no isomorfas entre si. Estas son extensiones centrales del algebra de funciones CI
por el dual del ntcleo de Frobenius-Lusztig u.(g) de g, donde g es el dlgebra de Lie semisimple
asociada a G. De este hecho se sigue el titulo del capitulo, puesto que como es usual, se considera
la categoria de grupos cuéanticos como la categoria que es opuesta a la categoria de algebras de
Hopf. En el caso que G es simple y o(I") no es central en G obtenemos una familia infinita de
algebras de Hopf no semisimples y no punteadas de dimension ]F]ﬂdimg, cuyos duales tampoco son
punteados. Analogamente al caso de S Lo, estas dlgebras son cocientes de dimensién finita del algebra
de coordenadas cuantizada O(G).

Para construir este tipo de extensiones describimos primero c6mo construir extensiones centrales
de algebras de Hopf de dimension finita a partir de una sucesiéon exacta de algebras de Hopf

1-BS5 AL H 1,

y dos epimorfismos de algebras de Hopf p: B — K y r: H — L, siendo B central en A.

Aunque so6lo utilicemos en esta tesis algunos resultados de este proceso, esta construcciéon la
hacemos en general y a través de dos pasos. Primero usamos la informaciéon dada por el epimorfismo
p:B— K:seaJ =Kerpy (J) = AJ. Entonces (J) es un ideal de Hopf de A y el algebra de
Hopf A, = A/(J) esta dada por un pushout y satisface el siguiente diagrama conmutativo, cuyas
filas son sucesiones exactas de algebras de Hopf y B, K son centrales en A y A, respectivamente:

L ™

1 B A H 1
|
1 K—1=A, "> qH 1.

Para el segundo paso, suponemos que K y H son de dimension finita e introducimos al epimor-
fismo r : H — L en el procedimiento. Al ser dim K y dim H finitas, se puede ver que la H-extension
Ap de K es cleft, i.e. existe un morfismo de K-modulos & : A, — K que es inversible con respecto
a la convolucién y €€ = ¢.

Sean M, = q(Kerrm) = Kerrm, e I, ¢ el menor ideal de Hopf de A, que contiene al conjunto
(id —j&)(M,). Entonces I, ¢ = I, ¢ N K es un ideal de Hopf de K y el dlgebra de Hopf A, ¢ = A, /1, ¢
es parte de una sucesion exacta de algebras de Hopf de dimensién finita

1 - K”yf j_§> APJ“:);: ﬂ—_{) L - 17

donde K, ¢ = K/I,¢ es central en Ay, ¢.
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Luego de estos dos pasos se obtiene un algebra de Hopf A,,, ¢ de dimensién finita asociada a los
epimorfismos p: B — K, r: H — L, y la retraccion £ : A, — K, esto es, a una terna (p,r,§) que
hace el siguiente diagrama conmutativo

1 B A H 1
v ’
22
1 K——=A4~——H 1

Posteriormente, aplicamos la primera construccién a un caso concreto. Sean G un grupo de Lie
conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C, g su algebra de Lie con matriz de Cartan C'y
matriz simetrizada de Cartan C'D. Sea £ > 3 un ntimero natural impar, coprimo con det CD y sea
€ una raiz ¢-ésima primitiva de la unidad. El algebra de coordenadas cuantizada O.(G) de G en €
es una extension central de O(G), el algebra de funciones coordenadas sobre G, por el algebra de
Hopf H = O (G)/O(G)TO.(G). Esta algebra de Hopf H resulta ser isomorfa al dual del niicleo de
Frobenius-Lusztig u.(g) de g en € y O(G) es parte de una sucesion exacta de algebras de Hopf

1 — O(G) N O(G) 5 uc(g)" — L

La inclusion O(G) = O.(G) esta asociada al morfismo cuantico de Frobenius, de alli el nombre de
u.(g). Més atn, existe un toro maximal fijo T C G asociado a esta inclusion, ver Subseccion 4.1.2.

Si notamos A = O(G), B=0O(G) y H = u.(g)*, dada una inclusiéon o de un grupo finito I" en
G y usando la primera construccion se obtiene una extension central A, del algebra de funciones
CT por el dual del nicleo de Frobenius-Lusztig u(g); ésta viene dada por la sucesion exacta

1-Cl'— A, = ulg)” — 1.

Ademés, A, es un cociente del algebra de coordenadas cuantizada O (G) y dim A, = |T'[¢4™m9,

Seguidamente estudiamos las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones. Suponiendo que
G es simple, mostramos en el Teorema 4.2.20 que el conjunto de isomorfismos de dlgebras de Hopf
de las extensiones centrales A, inducen una relacion de equivalencia en el conjunto Emb(T', G) de
inclusiones de I' en G. Esta equivalencia esta dada por una terna (7, f,v), donde 7 € Aut(T'), f
pertenece a un subgrupo qAut(G) de Aut(G) y v es un 1-cociclo con respecto a la cohomologia de
I' en un subgrupo T/? del toro maximal T de G fijado por la inclusién ¢. Sea o € Emb(T,G) y
supongamos que o(I') no es central en G. En el Teorema 4.2.23 mostramos que la inclusion o da
lugar a una familia infinita de 4lgebras de Hopf A,, no isomorfas entre si, que son no semisimples, no
punteadas, de dimension |T[¢4™9 y sus duales tampoco son punteados. Esto generaliza el resultado
obtenido por E. Miiller [Mu2| para SL2(C). Sin embargo, se sigue de resultados en [Mk5| que estas
algebras de Hopf son deformaciones por cociclos unas de otras. Cabe destacar que la construccion de
tal familia requiere algunas preparaciones técnicas en la cohomologia de I' en T/ y la desigualdad

dim G > rg G + dim M
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para cualquier subgrupo reductivo maximal M de G. Como las subalgebras maximales de las algebra
de Lie simples fueron clasificadas por Dynkin, hemos probado esta desigualdad por inspeccién en
las listas de [D1, D2|. Ver el Apéndice para mas detalles.

Finalmente, usando las herramientas desarrolladas anteriormente, determinamos en el Capitulo
5 todos los subgrupos finitos de un grupo cuantico simple cuyo parametro es una raiz de 1, generali-
zando asi la clasificacion de E. Miiller [Mu2] para el caso de tipo A,. Sean  C g una subalgebra de
Cartan fija, I la base del sistema de raices ®(g, ) de g con respecto a b y n = rg g. Explicitamente,
probaremos que todo cociente de dimension finita de O.(G) esta determinado por una coleccion de
datos D = (I4+,I_,N,I',0,6) a la cual llamaremos dato de subgrupo finito donde

o [, ClIlel_ C —II Estos conjuntos definen una subalgebra algebraica de Lie [ con subgrupo
de Lie conexo L de G tal que [ = [ ®hDI_y [1 = > goconVy ={a € ®: Supa=1.}.
Seas=mn—|[LU—-I_|.

acW

e N es un subgrupo de (Z/(¢))°.

I' es un grupo finito.
e 0:I'— L es un morfismo inyectivo de grupos.

e 5: N — T es un morfismo de grupos.

Para hacerlo procedemos de la siguiente manera: en la primera seccién se determinan todas las
subélgebras de Hopf de uc(g), ver [Mull]. En la segunda seccion se construyen cocientes de dimension
finita de O¢(G) sobre el cuerpo Q(e) y en la tercera secciéon se muestra que esta construccion es
exhaustiva, es decir, todos los cocientes de O(G) de dimension finita son de esta forma.

Brevemente, todo cociente de algebras de Hopf r : u.(g)* — H esta determinado por una terna
(3,1+,1_), donde I e I_ son como mas arriba y ¥ es un subgrupo de (Z/(¢))". Usando esta terna
se construyen subalgebras de Hopf I'¢([) C T'c(g) y uc(l) € uc(g) y un subgrupo conexo L de G
tales que [ es una subalgebra de Lie de g con Lie(L) = I. Asi, de éstas algebras de Hopf se obtienen
subalgebras de Hopf O(L) C O(G) y Oc(L) C O(G) tales que el siguiente diagrama es un diagrama
conmutativo de sucesiones exactas de algebras de Hopf:

1 —=O(G) —> 0(G) —">u(g)* —=1

e Jres v

11— O(L) —£> 0 (L) 2> u (1) —=1

Luego, si 0 : I' = G es una inclusion y o(I') C L, se aplica la construccion pushout dada en la
Seccion 2.3, obteniendo un algebra de Hopf A, de dimension finita que es una extension de o

por uc(l)*:

1——=0(G) —= O(G) —>uc(g)" —1
L
1—O(L) —* OGIL) s u () ——1
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Finalmente, para cada morfismo de grupos 6 : N — f, donde N es un grupo abeliano asociado a
Y (ver Observacion 5.2.11) y I es el grupo de caracteres de I', se construye un ideal de Hopf Js de
Ac - tal que el algebra de Hopf Ap := A, ,/Js5 es una extension de CP por uc(0)*, tiene dimension
IT| dim H, es un cociente de O.(G) y encaja en el siguiente diagrama de sucesiones exactas de
algebras de Hopf

1—=0(G

|

)
11— O(L) —£ 0 (L) 2> u (1) —=1

res
g

1 el —1 A, — s u () —=1
t J{v
1 cr—L s Ap—" o F 1

Para probar que todo cociente de O.(G) se puede construir de esta manera son cruciales los
siguientes hechos: todo cociente de A de O.(G) encaja en una sucesion exacta central y se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

1 — 0(G) —= 0.(G) "> u.(g)* —1

1 cr A H 1.

o>
3

Maés atn, por la descripcion de las subalgebras de Hopf de uc(g), H resulta ser un cociente de u.(I)*
y el diagrama anterior se factoriza de la siguiente manera

1 — 0(G) —= 0 (G) —"=u(g)" —=1
::':TGS \LRes P 7

1—> O(L) —%> O(
q-.

L) s u () —>1
' ;A . J/

A—"—H 1.

1 cr

Al ser el algebra de Hopf A, un pushout, se ve que A es el cociente de A, por un ideal de Hopf
Js, para cierto morfismo de grupos 6.

La tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 recordamos definiciones y
resultados basicos de la teoria de algebras de Hopf y de cohomologia de grupos.

En el Capitulo 2 desarrollamos algunas herramientas necesarias para probar los resultados men-
cionados anteriormente. En particular, se estudian algunos hechos generales sobre extensiones de
algebras de Hopf. Entre ellos mostramos que toda algebra de Hopf que es una extension de una
extensién de un algebra de Taft T(q) de dimension p? por un dlgebra de grupo de orden p, con p
un primo impar y ¢ una raiz p-ésima primitiva de la unidad, es necesariamente punteada. Ademés
describimos como construir extensiones centrales de algebras de Hopf de dimension finita a partir
de una sucesion exacta de algebras de Hopf y dos epimorfismos.
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En el Capitulo 3 se estudian las algebras de Hopf de dimensién p? y se demuestran algunos de
los teoremas de clasificacion enunciados anteriormente.

En el Capitulo 4 aplicamos una construccion del Capitulo 2 al caso concreto de las dlgebras
de coordenadas cuantizadas O.(G). Asi, en la Secciéon 4.1 recordamos la definicion del algebra de
coordenadas cuantizada O.(G) de G en €, y que O,(G) es una extension central de O(G), el algebra
de funciones coordenadas sobre G, por el dlgebra de Hopf H = O(G)/O(G)TO(G), ver [DL] y
[BG|. Seguidamente estudiamos las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones y damos
una forma de construir una familia infinita de &lgebras de Hopf de dimensién finita que son no
semisimples, no punteadas y sus duales tampoco son punteados, mostrando asi otro contra ejemplo
a la 10° conjetura de Kaplansky.

Finalmente, en el Capitulo 5 se determinan todos los subgrupos finitos de un grupo cuéntico
simple cuyo parametro es una raiz de 1. En la primera seccién se clasifican todas las subalgebras de
Hopf de un algebra de Hopf punteada y se aplica al caso en el cual el algebra de Hopf es u.(g), ver
[Mull|. En la segunda seccion se construyen en tres pasos cocientes de dimension finita de O (G) y
en la tercera seccion se demuestra que todos los cocientes de O (G) de dimension finita son de esta
forma.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos definiciones y resultados béasicos sobre la teoria de algebras de Hopf
v la cohomologia de grupos, que seran necesarios para demostrar los resultados mas importantes.
Nuestras referencias para la teoria de algebras de Hopf son [Mo], [K], [Sch3] y [Sw], para &lgebras
de Lie [Hul], para grupos cuénticos [J| y [K]|, y para cohomologia de grupos |Br].

1.1. Definiciones y resultados basicos

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Todos los pro-
ductos tensoriales que consideramos son sobre el cuerpo k.

Definicion 1.1.1. Una k-dlgebra con unidad es un anillo A con un morfismo de anillos u : k — A
cuya imagen esta contenida en el centro de A. La aplicacion k x A — A dada por (A, a) — u(N)a le
da a A una estructura de k-espacio vectorial tal que la multiplicaciéon m : Ax A — A resulta bilineal.
Es decir, A es un k-espacio vectorial con dos aplicaciones k-lineales u© y m tal que los siguientes
diagramas conmutan:

Asociatividad: Unidad:
mEid
ARAQA—— AR A AR A
= N
id@m m ko A m Ak
A® A A \ /
m A

Notar que la unidad en A esta dada por 14 = u(1y).

Definicion 1.1.2. Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Se define la aplicaciéon flip 7 como
la aplicacion lineal 7: V@ W — W ® V dada por 7(v ® w) = w ® v para todo v € V, w € W.

1
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Notar que A es conmutativa si y sélo si mo7T = m en A ® A. Dualizando la nocién de algebra se
define:

Definicion 1.1.3. Una k-codlgebra con counidad es un k-espacio vectorial no nulo C' munido de
dos aplicaciones lineales, la comultiplicacion o coproducto A : C — C ® C y la counidad ¢ : C — k
tales que los siguientes diagramas conmutan:

Coasociatividad: Counidad:
C 2 cCecC C
;@ A;
CxC ABA CrCxC el Ye

Diremos que C es coconmutativa si To A = A en C.

Definicion 1.1.4. Sean C'y D dos codlgebras con comultiplicacion Ac v Ap y counidad ec y
€p respectivamente.

(7) Una aplicacion lineal f : C' — D es un morfismo de codlgebras si Apo f = (f ® f)Acy
ec =¢€pof.

(73) Un subespacio I C C es un coideal si A(I) CI®@C+C®Iyec(l)=0.

Con esta definicién es claro que I es un coideal de C si y solo si el k-espacio vectorial C'/I es una
coélgebra con la comultiplicacién inducida de Ag. Notar que, al ser e un morfismo de coalgebras,
se sigue que el subespacio CT = Kere C C es un coideal de C.

Para trabajar con coalgebras usaremos la notacidn sigma de Sweedler: si ¢ es un elemento de
una coalgebra (C, A, €), notaremos al elemento A(c) =), a; ® b; € C ® C de la siguiente forma

A(ce) = 1) ® ca).

Por ejemplo, el axioma de coasociatividad de C' dado por (A ® id) o A = (id®A) o A, se puede
expresar como

(cy) @) @ (c))@) ® ¢2) = ¢y @ (¢2)) 1) @ (¢2))2) = €y ® ¢2) ® (3),

para todo ¢ € C.

Definicién 1.1.5. Sea C' una k-codlgebra. Un C'-comddulo a derecha es un k-espacio vectorial
M munido de un morfismo lineal p : M — M ® C tal que los siguientes diagramas conmutan

p

M M®C M &

M C.

p p®id id ®e

M@CWM@C@C Mk
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Analogamente se define un C-como6dulo a izquierda. Las categorias de C-comddulos a derecha y a
izquierda se denotaran por M y ¢ M respectivamente. También usaremos la notacion sigma de
Sweedler para los comoédulos: si M es un C-comodulo a derecha, entonces escribimos

p(m) =mey @mu € M®C para todo m € M.

Analogamente, si M es un C-como6dulo a izquierda con morfismo de estructura A : M — C ® M
entonces escribimos

p(m) =m_y@me €CM para todo m € M.
Sean M y N dos C-comddulos a derecha con morfismos de estructura pys v pn respectivamente.
Una aplicacion lineal f : M — N es un morfismo de C'-comddulos a derecha si pyo f = (f®id)opys.

Ejemplo 1.1.6. Sea f : C — D un morfismo de coélgebras. Entonces C' es un D-comodulo a
derecha y a izquierda via los morfismos

p=>0d@f)A:C—-C®D y A=(fidA:C—-DxC.

Definicién 1.1.7. Sea C' una coalgebra.

(¢) Un elemento ¢ € C se dice de tipo grupo si A(c) =c®cy e(c) = 1. El conjunto de elementos
de tipo grupo de C se denota por G(C).

(13) Sean a, b € G(C). El conjunto de elementos (a,b)-casi-primitivos de C' se define como
Popy={ceClAlc)=a®@c+c®b};
en particular, k(a — b) C P,p. Diremos que un elemento casi-primitivo ¢ € C' es trivial si

c € k[G(C)].

Diremos que una coalgebra C' es simple si no posee subcodlgebras propias y diremos que es
cosemisimple si es suma directa de subcoélgebras simples. En particular, se define el corradical de C
como la suma de todas las subcoalgebras simples de C' y se denota por Cj. Si todas las subcoélgebras
simples de C' tienen dimensiéon uno, entonces C' se dice punteada y se tiene que Cy = k[G(C)].

De hecho, el corradical Cy de una coalgebra C' es el menor elemento de una filtracion de C.
Diremos que una familia de subespacios {C), }nen de C' es una filtracion de codlgebras si

(Z) Cn CCny1y C = UpenChn.
(i1) A(Cn) € 2210 Ci ® Ci
Si Cy es el corradical de C, entonces se define recursivamente C,, para n > 1 como:

C,=AC®C, 1+Cox0).

Luego, {C), }nen es una familia de subcoélgebras de C' que da una filtracion de coalgebras, ver [Mo,
Cap. 5|, [Sw, Cap. IX]. Dicha filtracion recibe el nombre de filtracion corradical de C.
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Ejemplo 1.1.8. Sea G un grupo. Entonces k[G] = {>_ 5 ageq| ag € k, ag # 0 para finitos g}
es una coalgebra cosemisimple con todas sus subcodlgebras de dimensiéon 1. Su estructura esta
determinada por

Aleg) =eg®eq v eleg) =1, para todo g € G.

Claramente e, € G(k[G]) para todo g € G. Mas atin, se puede ver que G(k[G]) = G.

Definiciéon 1.1.9. Una 5-upla (B, m,u, A, ¢) se dice una bidlgebra si (B, m,u) es un algebra,
(B, A,¢€) es una coalgebra y se cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

(1) Ay e son morfismos de algebras.

(73) m y u son morfismos de coélgebras.

Como es de esperar, una aplicaciéon f : B — B’ entre bidlgebras es un morfismo de bidlgebras si
f es un morfismo de algebras y un morfismos de coalgebras. Un subespacio I C B es un bi-ideal si
es un ideal bilatero y un coideal. Al igual que antes, I es un bi-ideal de una bidlgebra B si y so6lo si
el k-espacio vectorial B/I es una bidlgebra con las operaciones inducidas por el cociente.

Ejemplo 1.1.10. Sea O(My(k)) = k[X;;| 1 < i,j < n] el algebra de funciones polinomiales en
la matrices de n x n. Como algebra, O(M,,(k)) es simplemente el anillo conmutativo de polinomios
en n? variables. O(M,,(k)) admite una estructura de codlgebra con la comultiplicacion y la counidad
determinada por sus valores en los generadores del algebra {X;;}1<; j<n:

n
A(X”) = ZXZ[ &® ng, y 5(Xij) = 51']'7 para todo 1 S i,j S n.
/=1

Definiciéon 1.1.11. Sean C una codlgebra y A un algebra. El conjunto Homy(C, A) tiene una
estructura de algebra con el producto de convolucion dado por

(f*x9)(c) = fley)glea) para todo f, g € Homy(C, A), c€ C.

Definicion 1.1.12. Sea (H,m,u, A, ¢) una bialgebra. Decimos que H es un dlgebra de Hopf si
existe un elemento S € Homy(H, H) que es la inversa de la identidad idg con respecto al producto
de convolucion. Es decir, S debe satisfacer las igualdades

S(hy)hi) =e(h)lg = hyS(h()) para todo h € H.
Tal S recibe el nombre de antipoda de H.

Al igual que para coalgebras y bialgebras, se tienen las definiciones obvias para morfismos e
ideales: una aplicaciéon f : H — K entre dos édlgebras de Hopf es un morfismo de dlgebras de
Hopf si f es un morfismo de bialgebras y f(Sg(h)) = Sk (f(h)) para todo h € H. En realidad, se
puede ver que si f : H — K es un morfismo de bidlgebras entre dos édlgebras de Hopf, entonces
necesariamente f preserva la antipoda, i.e. es un morfismo de algebras de Hopf. Un subespacio I de
H es un ideal de Hopf si I es un bi-ideal y S(I) C I. Claramente, I C H es un ideal de Hopf si y
solo si el espacio vectorial cociente H/I es un algebra de Hopf. Por ejemplo, el coideal H+ = Kere
es un ideal de Hopf de H y se denomina el ideal de aumento de H.



1.1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS 5

Ejemplo 1.1.13. Sea (H,m,u,A,¢,S) un algebra de Hopf. Entonces (H°P, m°P, u, A, e,S71)
y (HP m,u, A®P e, §71) son algebras de Hopf, donde H°? = H como coalgebra pero con la
multiplicacién opuesta y H°P = H como &algebra pero con la comultiplicacién opuesta, esto es,

AP (h) = h(2) & h(l) para todo h € H.

Ejemplo 1.1.14. Sea G un grupo. Entonces el algebra de grupo k[G] es un algebra de Hopf
con la antipoda determinada por

S(eg) = e41 para todo g € G.

Ejemplo 1.1.15. Sean g un algebra de Lie y U(g) su &lgebra envolvente universal. Entonces
U(g) es un algebra de Hopf con la estructura determinada por

Alz)=2z®1+1®w, e(z) =0, S(z) =—x para todo x € g.

Luego, z € P; 1(U(g)) para todo x € g. Mas atn, se puede ver que P;1(U(g)) es un algebra de Lie
y P11(U(g)) = g. Para cualquier algebra de Hopf H, a los elementos casi-primitivos P 1(H) de H
se los denomina elementos primitivos.

Ejemplo 1.1.16. Sea N > 2 un nimero entero y sea ¢ € k una raiz N-ésima primitiva de la
unidad. El dlgebra de Taft T(q) es la k-algebra dada por generadores g, x y relaciones g = 1,
N =0y gr = qrg. T(q) posee una estructura de algebra de Hopf determinada por

Ag=g®y, Az=z®1+g®u,
de donde se sigue que £(g) = 1, e(z) = 0, S(g) = g7' y S(z) = —g~'x. Es sabido que T(q) es
un algebra de Hopf punteada tal que G(T'(q)) = (g) ~ Z/(N). Las subalgebras de Hopf propias de
T(q) estan contenidas en k(g), y por lo tanto son semisimples. Ademés se tiene que:

(1) T(q) = T(q)",
(11) T(q) ~T(q') siy solosiqg=q.

Mas atn, se puede ver que T(q)? ~ T(q)°® ~ T(q~!'); en particular, T(q)**® ~ T(¢~'). El
cuadrado de la antipoda de T'(q) coincide con el automorfismo interno inducido por g. Por lo tanto,
S*+#£idsi N > 2.

Ejemplo 1.1.17. Sea A una k-algebra. El dual finito o dual de Sweedler de A estéa dado por
A° ={f € A*| f(I) =0, para algan ideal bilatero I de A tal que dim A/I < co}.

Si (A, m,u, A, e,8) es un algebra de Hopf, entonces A° es un algebra de Hopf con los morfismos de
estructura dados por

mae = A*:A°® A° — A° <A*(f,9),a> = < [f®g,Aa)>,
Upgo = €1k — A° <e*(N),a> = A<eg,a>,
Ago= m*:A° — A°® A° <m*(f),a®@b> = < f,ab>,

gao = u*:A° —k u (f) = < f,1>,

Spgo= S*:A° — A° <S8*(f)ya> = < f,S(a) >,

para todo a, b € A, f, g € A°. En particular, si A es de dimension finita, A° = A* y por lo tanto
(A*, A* e* m* u*,§*) resulta ser un algebra de Hopf.
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Usando la dualidad entre algebras y coélgebras, se puede ver que un algebra de Hopf H de
dimensién finita es punteada si y sélo si todos los H*-mo6dulos simples tienen dimensién uno.

Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita. Entonces H actta en H* a derecha y a izquierda
por
H®H* — H* H*®H — H*
<h—az>=<a,zxzh> <a+—h,x>=<a,hr >,

para todo h, x € H, a € H*. Anélogamente, H* actia en H a izquierda y a derecha por
H*®@H — H Heo H — H
B = h=hqB(hea) h — B = B(h@))h),

para todo g € H* y h € H.

Definicion 1.1.18. Una integral a izquierda de H es un elemento A € H tal que hA =< e, h > A
paratodo h € H. Analogamente se define integral a derecha de H. Los subespacios de H de integrales
a izquierda y a derecha se denotan por Iy(H) y I, (H) respectivamente.

Si dim H es finita, entonces vale que dim Iy(H) = dim I,,(H) = 1. En general, si 0 # A € I,(H)
y 0 # X € I,(H*) entonces para todo x € H, 3 € H* se tiene que Ax € Iy(H) y X € I.(H*).
Luego, si dim H es finita, se definen los elementos de tipo grupo modulares g € H y o € H* como
los elementos de H y H* que cumplen las igualdades

Ax =< a,xz>A y BAN=< 0,9 > A,

para todo x € H, 3 € H*. Se puede ver que a y g no dependen de la eleccién de A y A. Existe una
formula para S* en términos de o v ¢, a la cual llamaremos la formula de Radford para la antipoda:

S*'(h) =gla = h—a Hg! para todo h € H, (1.1)

Maés atin, si A y A son tales que < A, A >= 1, entonces se tienen féormulas para la traza de cualquier
endomorfismo lineal f on H:

trf =< A S(A@))f(Ag) >=<A,(So f)(An)A@) > - (1.2)

Estas formulas se deben a varios autores, entre ellos Radford, ver [Mo|, [R1], [Sch3].

Definiciéon 1.1.19. |[Mo, 3.4.1] Sea H un algebra de Hopf y K una subalgebra de Hopf de H.
Decimos que K es normal en H si

hybS(h(z)) € K y S(h(1))bhg) € K para todo h € H, b€ K.

Un algebra de Hopf H se dice simple si no contiene ninguna subalgebra de Hopf normal propia
no trivial. H es dice semisimple, respectivamente cosemisimple, si es semisimple como &lgebra,
respectivamente si es cosemisimple como coalgebra.

El siguiente teorema se debe a varios autores que dieron equivalencias sobre la semisimplicidad
de un algebra de Hopf H, ver [LR1]|, [LR2], [R3, Prop. 2|, [LS|, [OSchl] y [OSch2|. Para una

demostracion completa ver [Sch3|.
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Teorema 1.1.20. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita sobre k, entonces son equiva-
lentes:

(a) H es semisimple,

(b) H es cosemisimple,

(c) S8? =id,

(d) trS? #0,

(e) H posee una integral no nula A tal que < e, A ># 0.

(f) H* posee una integral no nula \ tal que < \,1 > 0.

donde tr denota la traza. O]

Observacion 1.1.21. [Z] Si H es un algebra de Hopf cuya dimensién es impar y S* = id, entonces
necesariamente S? = id y por lo tanto H es semisimple. Luego, si H es un algebra de Hopf no
semisimple de dimensiéon impar, por la férmula (1.1), o bien G(H), o G(H*) es no trivial.

Definicién 1.1.22. Sean H un &lgebra de Hopf y M un H-comoédulo a derecha. Se define el
conjunto de coinvariantes de H en M por

MeH = {m e M| p(m) =m@1}.

Analogamente, si M es un H-comodulo a izquierda, se define el conjunto de coinvariantes de C' en
M por

CHN = {m e M| \(m) =1®m}.

Sean A y H algebras de Hopf y sea A =5 H un morfismo de algebras de Hopf. Entonces por el
Ejemplo 1.1.6, A admite una estructura de H-comodulo a derecha y a izquierda. Luego, los espacios
coinvariantes se denotan por A®H = A7 y c0H g — o7 A v estan dados por

A°T = {ae Al (i[domA(@) =a®1} vy  ©TA={ac Al (rid)A() =1®a}.

Mas atin, estos espacios resultan ser subalgebras de A y se denominan las subélgebras de coinva-
riantes.

Finalizamos esta seccién con un resultado de Nichols-Zoeller para algebras de Hopf similar al
teorema de Lagrange. Junto con sus generalizaciones, este teorema es uno de los mas importantes
en la teorfa y lo aplicaremos sucesivamente en esta tesis.

Teorema 1.1.23. [NZ| Sean H un dlgebra de Hopf de dimension finita y K una subdlgebra de
Hopf de H. Entonces todo (H, K)-mddulo de Hopf es libre como K-mddulo. En particular, H es un
K-mdédulo libre y dim K| dim H. O
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1.2. Cohomologia de grupos

Para describir las clases de isomorfismo de un cierto tipo de extensiones necesitaremos algunos
resultados bésicos de cohomologia de grupos. Sean G y I' dos grupos y supongamos que I' actiia en
G a derecha por automorfismos de grupos, es decir, existe una accion G x I' — G, tal que para
todo g, h € Gy x €T se tiene que

(gh) —z=(9g+—z)(h—=x)yl+—x=1. (1.3)

Dados dos grupos K y L, denotamos por Map(K, L) al conjunto de funciones de K en L. Para
n = 0,1 se definen aplicaciones diferenciales 9,, por

do :Map(l, G) - Map(I‘, G)? 80(9)(37) = (g — 37)9717
01 : Map(T',G) — Map(T' x I, G), 01 (v)(x,y) = (v(z) = y)v(y)v(zy) ™,

para todoz, y € I',g € Gy v € Map(I', G). Notar que Map(1,G) = G. Con esta definicion, se tiene
como es usual que 92 = 1: sean g € G y x, y € I, entonces

0*(9)(z,y) = 01(0(9))(z,y) = ((B0(9))(x) — 1) (D0(9)) (W) ((Do(9))(zy)) ™"
=1[((g = 2)g7") = ylllg — v)g (g — ay)g™"]™"
=((g==2) =g " —v)g—yg 'glg —zy)~"
= (g—ay)(g—my) ' =1

Definicién 1.2.1. (i) Una funciéon u € Map(I', G) se dice un 1-coborde si u € Im 0y, es decir, si
existe g € G tal que
u(x) = do(g)(z) = (g~ x)g~ " para todo x € T

(73) Una funcion v € Map(I', G) se dice un 1-cociclo si 01(v) = 1, es decir, si
v(zy) = (v(x) — y)v(y) para todo x, y € T.

Como 9? = 1, todo 1-coborde es un 1-cociclo. Sea Z'(T',G) el subconjunto de 1-cociclos de

Map(T, G). Entonces G = Map(1, G) actiia en Z!(T',G) por
(9-v)(2) = (g = 2)v(z)g ™", (1.4)
para todo g € G, v € Z'(I',G) y # € I'. En efecto, es claro que 1-v = v para todo v € Z(I',G) y
para g, h € Gy v e ZYT,G), se tiene que
(9 (h-v))(x) = (g = x)(h-v)(x)g™" = (g = 2)(h = z)v(x)h" g~
= ((gh) = z)v(z)(gh) ™" = ((gh) - v)(x),

para todo x € I'. Mas ain,

O1(g-v)(z,y) = ((g-v)(@) — y)(g-v)H)((g-v)(zy)) "
=[((g = 2)v(x)g™") — yll(g — v)v(y)g (g — (xy))v(zy)g
= (9= 2) = y)(v(@) = y) (g~ =Yg = yoy)v(zy) (g — (zy) "
= (9 = zy)[(v(x) = y)v(y)v(zy) " )(g = (zy))"
= (g zy)[01(v)(z, v)](g — (zy)) "' = (g — zy)(g — (zy)) " =1,

—1}—1
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lo cual implica que g -v € Z(TI', G) para todo g € G y v € Z'(T, G).

Esta acciéon define en Z!(T', G) una relacion de equivalencia. Explicitamente, decimos que dos
1-cociclos v y u son equivalentes, y lo denotamos por v ~ wu, si existe g € G tal que v = ¢ - u.
Entonces se define el primer grupo de cohomologia H'(I',G) de T' en G' como el conjunto dado por
el cociente de Z1(T', G) por esta relacién de equivalencia:

HYT,G)=ZT,@Q)/G.

En particular, v = 1 en H'(T',G) si y solo si v es a 1-coborde, i.e. existe g € G tal que v =g-1 =
d(9)-






Capitulo 2

Extensiones de algebras de Hopf

En este capitulo demostramos algunos hechos generales sobre extensiones de dlgebras de Hopf.
Varios resultados de los capitulos que siguen estan basados en hechos que aqui se demuestran,
particularmente sobre extensiones centrales y extensiones del dlgebra de Taft por un &lgebra de
grupo. Para este estudio seguimos [A1l, AD, Hf, MS, Mo, Sch2].

2.1. Definiciones y resultados basicos

En esta seccién recordamos algunas definiciones bésicas y algunos hechos conocidos de exten-
siones de algebras de Hopf.

Definicion 2.1.1. [AD| Una sucesion de morfismos de algebras de Hopf

1-BS5 AL H 1,
donde 1 representa el algebra de Hopf k, es ezxacta si

(1) ¢ es inyectiva,

)
(13) 7 es sobreyectiva,
(1ii) Kerm = AB™,

)

(iv) B= 7 A,

En tal caso, A se denomina una eztension del algebra de Hopf B por el dlgebra de Hopf H. Gene-
ralmente se identifica B con su imagen en A y decimos simplemente que A es una H-extension de
B, si no hay ninguna confusién. Si la imagen de B es central en A, decimos que A es una extension
central de B.

Ejemplo 2.1.2. Esta definicién de sucesion exacta se puede ver como una generalizaciéon de la
definicién de sucesion exacta corta para grupos. Sean GG un grupo finito, N un subgrupo normal de
G y F = G/N. Entonces la sucesion de algebras de Hopf

1 — Ek[N] — k[G] — k[F] — 1

11
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es una sucesion de algebras de Hopf.

Sean A y B dos algebras de Hopf. Denotemos por Reg(B, A) al grupo de morfismos lineales de
B a A que son inversibles con respecto al producto de convolucion. Definimos entonces

Reg, (B, 4) ={a € Rea(B, 4) : (1) =1},
Reg.(B,A) ={a € Reg(B,A) : ea =€},
Regl,s(B7 A) = Regl (Ba A) N Regs(B7 A)

Claramente, los conjuntos Reg; (B, A), Reg.(B, A) y Reg; .(B, A) son subgrupos de Reg(B, A).

Un A-comddulo dlgebra es un algebra C' que es simultaneamente un A-comddulo cuyo morfismo
de estructura p : C — C ® A es un morfismo de algebras. Si R = {c € C : p(c) =c® 1} es la
subdlgebra de coinvariantes a derecha de C, decimos que C' es una A-extension de R. Una extension
de algebras es hendida si existe v en Reg; (A4, C) tal que py = (v ® id)A; un tal v se denomina una
seccion.

Un A-mddulo codlgebra es una codlgebra C que es simultdneamente un A-moédulo cuyo morfismo
de estructura p : A ® C — C es un morfismo de coélgebras. Si D = C/ATC es la coalgebra de
coinvariantes, decimos que C' es una A-extension de D. Una extension de codlgebras es hendida si
existe £ en Reg (C, A) tal que {(ac) = a&(c) para todo a € A, ¢ € C; un tal £ se denomina una
retraccion.

La siguiente definicion fue dada por varios autores; ver por ejemplo [A1, Def. 3.1.14].

Definicién 2.1.3. Sea 1 — B = A 5 H — 1 una sucesion exacta de algebras de Hopf.
Decimos que A es una extension hendida del algebra de Hopf B por el algebra de Hopf H, si existe
una seccion v € Reg; (H, A) de una extension de algebras y una retraccion £ € Reg. (A4, B) de una
extension de codlgebras que satisface una de las siguientes condiciones equivalentes para todo a € A:

El siguiente resultado es una consecuencia de [Sch2, Thm. 2.2|.

Teorema 2.1.4. Una extension de dlgebras de Hopf de dimension finita es siempre hendida. [

Seal— B AL H — 1 una sucesion exacta de algebras de Hopf de dimension finita. Por el
Teorema 2.1.4 tenemos que la extension A de B por H es hendida y por lo tanto, existe una seccién
~v en Reg; (H, A). Usando esta seccion, se puede construir una acciéon débil de B en H y un 2-cociclo
o € Reg(H ® H, B) que le dan a A una estructura de producto cruzado B#,H de B con H, donde
B#,H = B ® H como espacios vectoriales. La accion débil de H en B se define como sigue:

h-b=7(ha)by " (he),
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para todo h € H, b € B, y satisface que
h- (bb/) = (h(l) b)(h(2) -b/) y h-1= €(h)1B,
para todo h € H, b, b/ € B. El 2-cociclo o esta dado por

a(h,t) = y(ha)y ()~ (he)te),
para todo h, t € H, y satisface que

[hqry - (i), Byl highia) = o(hay, kg (hehiy), h)

y o(h, 1) =0(1, h) =¢e(h)1,

para todo h, h', h” € H. La multiplicacién en el producto cruzado B#,H esta dada por
(a#h)(b#t) = a(hq) - b)o(he), ta))#hE)t@),

paratodo a, b € B, h, t € H. El elemento unidad en B#,H es 1#1. Aqui escribimos a#h en lugar
de a ® h para denotar los elementos de A#,B.

Sean A un algebra de Hopf y B una subélgebra de Hopf de A. La siguiente proposicion, obtenida
independientemente por [AD] y [Sch2], nos dice bajo qué hipotesis B es normal en A, y por lo tanto,
cudndo A resulta ser una extension de B por A/ABT; para una demostracion ver loc. cit. o [Mo,
Prop. 3.4.3]. Antes necesitamos la siguiente definicion.

Definicion 2.1.5. Una extension de anillos B C A es fielmente playa a izquierda si para
cualquier morfismo de B-moédulos a derecha f: M — N, f es inyectivo si y s6lo si el morfismo de
B-moédulos f®idy : M ®g A — N ®p A es inyectivo.

Proposicion 2.1.6. Sea A un dlgebra de Hopf y sea B una subdlgebra de Hopf de A tal que
A es fielmente playa sobre B a izquierda o a derecha, y tal que ABT = BTA. Sea A = A/ABY y
consideremos a A como un A-comddulo a derecha y a izquierda via p = (id®@m)A y A = (r ®id)A
respectivamente, donde 7 : A — A denota la proyeccion candnica. Entonces

(a) B:ACOT(': COTI'A.

(b) B es una subdlgebra de Hopf normal de A.

2.2. Extensiones de un algebra de Taft por un algebra de grupo

Sea p un ntmero primo impar. En la lista de algebras de Hopf de dimensién p? dada en la
introduccion, los casos (d), (f) y (g) son extensiones de un algebra de grupo de orden p por un
algebra de Taft de dimensién p? y por ende, son parte de una sucesién exacta de algebras de Hopf
de dimensién finita

1 — k[Z/(p)] 5A4A5 T(q) — 1.

Mostraremos en esta seccién que la reciproca es cierta. Mas especificamente, si A es una ex-
tension de un algebra de grupo de orden p por un algebra de Taft de dimension p?, entonces A es
necesariamente punteada y es isomorfa a un algebra de Hopf de la lista.
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Si B = k[I'] es un &lgebra de grupo de un grupo finito I', entonces el producto cruzado A, I" :=
A#,k[I'] se denomina el producto I'-cruzado de I' sobre A. Notar que A %, I' es un algebra T'-
graduada. Mas aun, se puede ver que A *, I' estd caracterizada como el algebra I'-graduada que
contiene un elemento inversible en cada componente y la componente que contiene a 1 es A. En tal
caso, decimos que A es la componente neutral de A *, I.

Teorema 2.2.1. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita que es parte de una sucesion
exacta de dlgebras de Hopf
1AL HSED -1, (2.1)

donde T' =7/ (p) es el dlgebra de grupo de orden p, A* es punteada y |G(A*)| < p. Entonces H* es
punteada.

Demostracion. Para probar que H* es punteada, mostraremos que todo H-mo6dulo simple tiene
dimension uno. Para ello, basta probar que el dlgebra H/ Rad H es conmutativa. En efecto, puesto
que su radical de Jacobson es nulo, el dlgebra H/ Rad H es un algebra semisimple. Si es conmutativa,
entonces por el teorema de Artin-Wedderburn se sigue que todo H/ Rad H-mdédulo simple, y por lo
tanto todo H-mo6dulo simple, tiene dimensién uno.

Como H es una extension hendida de A por k[I'], probaremos lo siguiente: sea H = A *, [ un
producto I'-cruzado de dimensién finita con componente neutral A y supongamos que

(i) A/Rad A ~ Map(X, k), y

(ii) existe un epimorfismo 7w : H — k[I'] de &algebras graduadas sobre I,

donde Map(X, k) es el conjunto de funciones de un conjunto finito X en k y |X| < p. Entonces
H/Rad H es conmutativa.

Sea A = A/Rad A. Al ser A* punteada, identificamos a X con el conjunto {do,...,d0m,} de
idempotentes primitivos de A.

Puesto que para todo g € I', el morfismo r(g) : A — A dado por r(g)(a) = g-a es un morfismo de
algebras para todo a € A, Rad A es estable por la accion débil de " en A y por lo tanto (Rad A) «T°
es un ideal I'-graduado en H, que es nilpotente. En particular, (Rad A) «x I' € Rad H. Por lo
tanto, se tiene un &lgebra cociente H = A * I, que es un I'-producto cruzado. Como car k = 0,
H es semisimple, y consecuentemente H = H/Rad H. Méas atin, puesto que k[['] es un algebra
semisimple, se sigue que 7(Rad H) = 0 y 7 se factoriza a través de H. Denotemos por 7 : H — k[I']
al morfismo inducido por esta factorizacion.

Sea § un idempotente primitivo de A. Luego, para todo g € I', g - § también es un idempotente
primitivo de A. Por lo tanto, la accién débil de I' asociada a H proviene de un morfismo de grupos,
digamos a : I' — Perm(X). Puesto que para todo g € I' y 4; € X se tiene

T(a(g)(6;) *x 1) =7(g-6; 1) =7 ((1 % g)(d; = 1)(1 = gfl)) =¢e(8;)1 = d; 0,

se sigue que I' debe fijar al tinico elemento dy en X que no es anulado por 7. Como I' =Z/(p) y p
no divide a (| X| — 1)!, el morfismo « debe ser trivial. Esto implica que la accién débil de I" en A es
trivial y por lo tanto el I'-producto cruzado H es conmutativo. O
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Corolario 2.2.2. Sea A un dlgebra de Hopf de dimension p> que es una extension de un dlgebra
de grupo k[Z/(p)] por un dlgebra de Taft T(q) de dimension p?; en particular, A encaja en la
siguiente sucesion exacta de dlgebras de Hopf de dimension finita:

1= kzZ/(p)] > HS T(q) — 1. (2.2)

Entonces H es punteada.

Demostracion. Si dualizamos la sucesion (2.2), vemos que H* es una extension de un algebra
de Taft de orden p? por un algebra de grupo de orden p,

1 T(q) S H* =5 k[Z/(p)] — L.

Como el algebra de Taft satisfice las hipotesis sobre A del Teorema 2.2.1, se sigue que H es un
algebra de Hopf punteada. ]

El siguiente corolario establece que si existe un algebra de Hopf H de dimension p® que no es
isomorfa a un algebra de Hopf de la lista (a), ..., (k), entonces H es necesariamente extrana.

Corolario 2.2.3. Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension p> tal que H y H* no
son punteadas. Entonces H es simple como dlgebra de Hopf.

Demostracion. Supongamos que H no es simple, entonces contiene una subalgebra de Hopf K
propia que es normal y no trivial. Por lo tanto, se tiene una sucesion exacta de algebras de Hopf

1-K5HL D1, (2.3)

donde D = H/K*+H. Luego, por el Teorema 1.1.23 se sigue que p? = dim K dim D, y la dimensién
de K es p o p?.

Si dim K = p?, entonces dim D = p. Luego, por [Z, Thm. 2|, D ~ k[Z/(p)] y por [Ng, Thm.
5.5], K ~ T(q), un algebra de Taft, puesto que H es no semisimple por hipotesis. Por lo tanto, H
es una extensién de un algebra de Taft de dimension p? por un algebra de grupo de orden p, lo
que implica por el Corolario 2.2.2, que H* debe ser punteada, lo cual es una contradicciéon. Si dim
K = p, aplicando el mismo argumento a la extension dual de (2.3) se tiene que H es punteada, lo
cual también contradice nuestra hipotesis. O

2.3. Extensiones centrales de algebras de Hopf

En esta seccion demostramos varios resultados que seran utilizados mas adelante. En particular,
damos aqui una construccién general de una familia de algebras de Hopf a partir de una sucesion
exacta y dos epimorfismos.
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2.3.1. Resultados generales

Proposicion 2.3.1. Sean A y K dlgebras de Hopf, B una subdlgebra de Hopf central de A tal
que A es fielmente playa sobre B y p : B — K wun epimorfismo de dlgebras de Hopf. Entonces
H = A/AB" es un dlgebra de Hopf y A encaja en una sucesion exacta de dlgebras de Hopf

1B AL H 1.

Si tomamos J = Kerp C B, entonces (J) = AJ es un ideal de Hopf de A y A/(J) es un pushout
dado por la siguiente diagrama:

B———A
pli(ﬁfl/(;).

J

Mds ain, se puede identificar a K con una subdlgebra de Hopf central de A/(T) y A/(T) es parte
de la siguiente sucesion exacta

1-K—A/(J)— H— 1

Demostracion. La primera afirmacion se sigue directamente de la Proposicion 2.1.6. Al ser B
central en A, (J) es un ideal bilatero de A. Mas aun, del hecho que ¢ y A son morfismos de
algebras y S(J) C J, se sigue que (J) es un ideal de Hopf. Identifiquemos a K con B/J. Entonces
el morfismo j : K — A/(J) dado por j(b+ J) = ¢(b) + (J) define un morfismo de algebras
de Hopf pues ¢ es un morfismo de algebras de Hopf. Como A es fielmente playa sobre B, por
[Sch2, Cor. 1.8], B es un sumando directo en A como B-modulo, digamos A = B @& M. Entonces
(J)NB=JANB=(JBaJM)NB =(J®IM)NB = 7. Luego, si j(b+ J) = 0 entonces
t(b) € (J) y esto implica que b € (J)N B = J por la igualdad anterior. Por lo tanto, j es inyectiva.

Veamos ahora que A/(J) es un pushout: sea C' un algebra de Hopf y supongamos que existen
morfismos de dlgebras de Hopf 1 : K — C'y s : A — C tales que p1p = ot. Tenemos que mostrar
que existe un tnico morfismo de algebras de Hopf ¢ : A/(J) — C tal que ¢pq = 2 y ¢j = 1.

B
!
K

A
N
(

\ 2
— Y% NAN

J N
N
®1 \x
C

Como pa((J)) = p2(AT) = v2(A)p2(e(T)) = w2(A)p1(p(J)) = 0, existe un tnico morfismo de
algebras de Hopf ¢ : A/(J) — C tal que ¢q = 2. Mas ain, sea x € K y b € B tales que p(b) = .
Entonces ¢j(z) = ¢jp(b) = ¢au(b) = @2u(b) = @1p(b) = v1(x), de donde se sigue que ) = 1.

Denotemos también por K a la imagen de K por j. Para ver que K es central en A/(J) hay que
ver que j(c)a = aj(c) para todo a € A/(J), c € K. Como p es sobreyectiva, para todo ¢ € K existe
b € B tal que p(b) = ¢y como ¢ es un morfismo de algebras, se sigue que aj(c) = ¢(a)j(p(h)) =
q(a)q(e(b)) = q(ac(b)) = q(t(b)a) = q(c(b))g(a) = j(c)a, puesto que B es central en A. En particular,
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el cociente H = [A/(T)]/[KT(A/(T))] es un algebra de Hopf. Para ver que A/(J) es una extension
central de K por H, por la Proposicion 2.1.6 basta probar que A/(J) es playa sobre K y K es un
sumando directo de A/(J) como K-modulo, ya que por [Sch2, Cor. 1.8] esto implica que A/(J) es
fielmente playa sobre K.

Primero probaremos que A/(J) es playa sobre K. Sean M; y My dos K-mo6dulos a derecha y sea
f: My — Ms un morfismo inyectivo de K-moédulos. En particular, ambos admiten una estructura
de B-moédulo a través del morfismo p : B — K, a las cuales denotamos por M; para i = 1,2 y f
resulta ser un morfismo inyectivo de B-médulos. Como A es fielmente playa sobre B, el morfismo
de A-modulos f ®id : M; ®p A — My ®p A también es inyectivo. Al ser J central en A, se
tiene que (M; ®p A)(J) = 0 para i = 1,2. Entonces los A-médulos también son A/(J)-modulos
y M; @ A ~ M; @ A/(J) como A/(J)-moédulos por la construccién de M;. Por lo tanto, el
morfismo de A/(J)-modulos f®id : M1 @k A/(T) — Ma®@x A/(J) es inyectivoy A/(J) es playa
sobre K.

Como A = B® M como B-modulos, se tiene que (J) = AJ =T ® MJ, donde M7 es un B-
submodulode My J = BN(J®MT). Por lo tanto A/(J) = (B&M)/(TJeMJT) = K& (M/MJ)
como K-modulos, lo cual implica que K es un sumando directo de A/(J). En conclusion, A/(7)
encaja en una sucesion exacta de algebras de Hopf

1-KL A/ H -1

Como el morfismo ¥ : K*(A/(J)) — (B*A)/(J) definido por ¥(ba) = ba es un isomorfismo
Flineal, se sigue que i = (A/(7)/[K* (A/(T)] ~ (A/(D)/I(B*A)/(J)] ~ A/B*A = H y por

lo tanto A/(J) encaja en una sucesion exacta

1-K—A/(J)— H— 1.

La siguiente proposicién nos serd de utilidad.

Proposicién 2.3.2. [Mu2, Prop. 3.4 (c)] Sean 1 — B -+ A T H — 1 una sucesion evacta de
dalgebras de Hopf, J un ideal de Hopf de A de codimension finita y J = BN J. Entonces la sucesion

1-B/J—A)J— H/n(J)—1

también es exacta. O

2.3.2. De cocientes a extensiones

Sean A, B algebras de Hopf tales que B es una subélgebra de Hopf central de A y A es fielmente
playa sobre B. Por la Proposicién 2.1.6, A encaja en la sucesién exacta

1-B5ALH -1, (2.4)

donde H = A/BTA. Sean p: B — K y r: H — L dos epimorfismos de algebras de Hopf. En lo

que sigue construimos a partir de los datos dados por p y r, algebras de Hopf que son nuevamente



18 CAPITULO 2. EXTENSIONES DE ALGEBRAS DE HOPF

extensiones centrales.

1 B A H 1
pi \Lr
K L

Haremos esto en dos pasos. En el primero comenzamos con los datos asociados al epimorfismo
p:B — K:seaJ =Kerpy (J) = AJ. Por la Proposicion 2.3.1, (J) es un ideal de Hopf de
Ay el algebra de Hopf A, = A/(J) esta dada por un pushout y encaja en el siguiente diagrama
conmutativo, cuyas filas son sucesiones exactas de algebras de Hopf y B y K son centrales en A y
A, respectivamente.

1 B——=A—">H 1 (2.5)
(.
1 K—1=A,-2sp 1.

A partir de aqui suponemos que K y H son de dimension finita.
Entonces dim A, también es finita por el siguiente lema.

Lema 2.3.3. Sean K y H dos dlgebras de Hopf de dimension finita y supongamos que encajan
en una sucesion exacta de dlgebras de Hopf

1-K—-A—H—1,

tal que K es central en A. Entonces A también es de dimension finita.

Demostracion. Como K es conmutativa y de dimension finita, es semisimple. Luego, todo K-
modulo es proyectivo; en particular, A es proyectivo. Si A es de dimension infinita, por [Schl,
Thm. 2.4], A es un K-moédulo libre y A ~ KU para cierto conjunto de indices I. Pero entonces
H~ A/KtA~ Aok (K/KY) ~ KD @ (K/Kt) ~ (K/KH)W por ser A playa sobre K. Luego el
cardinal de I, y a fortiori dim A deben ser nimeros finitos, lo cual nos lleva a una contradiccién. O

Observacion 2.3.4. Sean H y K dos algebras de Hopf de dimensién finita. Parece ser todavia
un problema abierto determinar cuando un algebra de Hopf A que es una extension de K por H,
en el sentido de la Definiciéon 2.1.1, es de dimensioén finita.

Si S es un subconjunto de A, denotamos por (S) = A,SA, al ideal bilatero de A, generado
por S.

Veamos ahora como el epimorfismo r : H — L entra en escena. Sea M, = ¢(Kerrm) = Kerrmp.
Por el Lema 2.3.3 y el Teorema 2.1.4, la H-extension A, de K dada por la sucesién exacta

1- K5 A, ™ H-1 (2.6)

es hendida. Por lo tanto, por la Definicién 2.1.3, existen una retraccion ¢ : A, — K en Reg,(4,, K)
y una seccion v : H — A, en Reg(H, A4,).

Sea I,.¢ el menor ideal de Hopf de A, que contiene al conjunto

(id—j&)(M;) = {z — j¢(z)| = € M, }. (2.7)
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Notar que I, ¢ C M, y mp(I¢) = mp(M,).

Proposicién 2.3.5. En la situacion anterior, I, ¢ := I.¢ N K es un ideal de Hopf de K y
Apre = Ap/l.¢ encaja en una sucesion exacta de dlgebras de Hopf de dimension finita

1— K¢ Je, Ap,r,& X, L—1, (2.8)
donde K, ¢ = K/I,¢ es central en Ay, ¢.

Demostracion. Por la Proposicion 2.3.2, la sucesion exacta (2.6) induce una sucesion exacta de
algebras de Hopf de dimensién finita

1= Kre— Apre — Himp(Lrg) — 1,

donde K, ¢ es central en A, ¢. Como M, = Ker(rm,) y 7, es sobreyectiva, se sigue que m,(M,) =
Kerr. Entonces L ~ H/Kerr = H/m,(M,) = H/m,(I,¢) y se obtiene la sucesion (2.8). O

Después de estos dos pasos, se obtiene un élgebra de Hopf de dimension finita A, , ¢ asociada
a los epimorfismos p: B — Ky r: H — L, y a la retracciéon £ : A, — K, esto es, a una terna
(p,7,€), que encaja en el siguiente diagrama conmutativo

1 B———=A—"+H 1 (2.9)
o,k
j PR
1 K——= Ap - H 1
pgl ¢ l% lr
Je U3
1 Kr7£ Ap77n7§ - L — 1'

Por la Proposicion 2.1.4, sabemos que la extension dada por la sucesion (2.8) es hendida, con
alguna seccién 4 y alguna retraccién £. La siguiente proposicién nos muestra como elegir 7 y &
relacionadas con las aplicaciones que vienen dadas por la extension hendida A, de (2.6).

Proposicion 2.3.6. Si la extension A, dada por la sucesion exacta (2.6) es hendida via v :
H — A,, entonces la extension Ay, ¢ dada por (2.8) es hendida via 5 : L — A, ¢, donde 7(r(h)) =

gey(h).

Demostracion. Primero debemos probar que la seccién 7 esté bien definida. Sean h, e H
tales que r(h) = r(h'), entonces h—h" € Kerr. Basta ver que y(Kerr) C Ker g¢, pues esto implicarfa
que y(h — h') € Kerge y por lo tanto 7(r(h)) = ge(v(h)) = ge(y(h')) = F(r(h')). Sean t € Kerr y
m € M, = Ker(rm,) tales que mp(m) = t. Como m € M,, se tiene que g¢(m) = pe&(m) y por la
Definicion 2.1.3 (i), m = {(mq))y(mp(m(z))). Entonces

pe&(m) = qe(m) = qe(E(m)))ge(V(mp(m2)))),

lo cual implica que pe&(m) = (pe€ * geymp)(m). Como £ es inversible con respecto a la convolucion
y p¢ : K — K, ¢ es un morfismo de algebras de Hopf, se sigue que p¢{ también es inversible con
respecto a la convoluciéon y por lo tanto 0 = e(m) = geymp(m) = qey(t).
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Recordar que A, , ¢ es un L-comédulo algebra a derecha via p = (id ®m¢)A. Mostraremos ahora
que 7 es un morfismo de L-comodulos, es decir, py(t) = (7 ® id)A(t) para todo t € L. Sean t € L
y h € H tales que r(h) = t. Usando que g¢ y 7 son morfismos de algebras de Hopf, que v es un
morfismo de H-comddulos a derecha y la igualdad m¢qe = 77, se tiene que

py(t) = py(r(h)) = (id@me) A(F(r(h)))

(id @7¢) Age (v(R))) = (id ®me) (g ® ge) A(y(h))
= (ge @ Teqe) A(v(h))) = (ge @ r7p) A(7v(h))
= (g¢ @ r)(id@mp) A(v(h)) = (¢ @ ) (v @ id)A(h)
ae(v(hq))) @ 7(he2y) = F(r(ha))) @ r(he))
=3(r(h) @) @r(h) @ = (F @id)A(r(h))
= (Y ®id)A(t).

Para terminar, probamos que 7 € Reg((L, A, ,¢). Es claro que ¥(1) = 7(r(1)) = gey(1)
qe(1) = 1. Luego, basta mostrar que ¥ es inversible con respecto a la convolucién. Sean ¢t € Ly
h € H tales que r(h) =t y definamos ¥~ 1(t) = gy~ (h). Al igual que antes, se puede ver que ¥~
es una funcion bien definida y es la inversa de 4 con respecto a la convoluciéon. A saber,

I
4\

Yy () =7 %7 (r(R) = A(r(h) )7 (r(h)(2))
=3(r(h@))¥ 1(7“(h(2))) = qev(ha)) gy (ha))

ae(v(hayyv ™ (b)) = ae(e(h)) = e(t).

1

La demostracion de 77" *y =¢erla,, . es similar.

Si para todo a € A ¢ definimos £(a) = a(1y7~ (e (a(2))), entonces por [Al, Lemma 3.1.14] se
tiene que & € Reg (Ap ¢, K, ¢) v satisface la Definicion 2.1.3 (iv), lo cual implica que la extension
es hendida via #. O

Observacion 2.3.7. Como la extension A, dada por (2.6) es hendida via  y v, A, es isomorfa
como &lgebra de Hopf a un producto cruzado K "#,H, donde 7 : H — K ® K es un 2-cociclo
determinado por £ y 0 : H® H — K es un 2-cociclo determinado por «y, ver [DT, Thm. 11| y [AD,
Prop. 3.2.9|. El isomorfismo

¢ A, — K #.,H

esta dado por la formula ¢(a) = &(aqr))#mp(ac)) v su inversa ¢~ por ¢~ (b#h) = by(h) para
todoa € A,, be K, h € H. Anélogamente el coc1ente Ap r¢ es isomorfo a un producto cruzado
K, ¢ T#5L. Si componemos estos isomorfismos con el epimorfismo g¢ : A, — A, ¢, se obtiene un
epimorfismo de algebras de Hopf entre los productos cruzados ¢ : K "#,H — K, "#5L. Este
epimorfismo no es otro que el dado por la féormula

©(b#h) = pe(b)#r(h) para todo b€ K, h € H.

En efecto, como € es un morfismo de K-modulos a izquierda y 4 es un morfismo de L-comodulos
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a derecha se sigue que

S
—
S
Ik
=
|
K
Y
-
L
—
S
Ik
=
I
syl
K
|

O]

Nuestro proximo objetivo es encontrar algunas condiciones que nos ayuden a describir al ideal
I, ¢ y la retraccion £ mas explicitamente. Denotemos por (A4,)o al corradical de A,. Por [Mo, Thm.
5.4.2|, existe un coideal N de A, tal que A, = (A,)o & N como k-espacios vectoriales. Sea E el
subgrupo de G(A) dado por

E={xeGA)| rn(z)=1}

y sea F' = g(F). Claramente G(B) C E. Como B es conmutativa, K también es conmutativa y por lo
tanto semisimple. Entonces K F' es una subalgebra de Hopf de A, que es semisimple, por el Teorema
1.1.20, pues 8?|kr = idgr. Luego KF C (Ap)o. Como (A,)o es una codlgebra cosemisimple, existe
una coalgebra C' tal que (4,)9 = KF & C. En particular,

A,=KF @D, (2.10)

donde D = C' @ N. Més atn, podemos asumir que S(D) C D, por el siguiente lema.

Lema 2.3.8. Sean A un dlgebra de Hopf cuya antipoda S tiene orden finito, K una subcodlgebra
de A tal que S(K) =K y 7 : A — K una proyeccion de codlgebras, i.e. 72 = 7. Entonces existe un
coideal D de A tal que S(D) =D y A=K &D.

Demostracion. Sean m = ord S el orden de S en Ay 7 : A — K la aplicacion k-lineal dada por

m

ZSiW(Sm*i(a)) para todo a € A.

1=0

#(a) = %

Luego, m es un morfismo de codlgebras y ST = 7S. En efecto, la segunda afirmacion se sigue
directamente de la definicion de 7. Si m es impar, entonces A es conmutativa y coconmutativa. Por
lo tanto, S y consecuentemente 7 son morfismos de coalgebras. Luego, podemos suponer que m es
par. Como las potencias pares de la antipoda son morfismos de codlgebras y 7 es un morfismo de
coalgebras, basta probar la primera afirmacién para los morfismos S‘7S™ % donde 1 < i < m es
impar. Pero en este caso, el resultado se sigue del hecho que m — i también es un nimero impar S°
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y por lo tanto, S™¢ son antimorfismos de coalgebras: sea a € A, entonces

A(S'T(S™(a)))

(S'T(S™ @)y @
S'((r(S™(@))z)
S (r((S™ (@) 2)
= §'(r(S™ (a)S (7 (S (a))
= (§'78™1 © §'7S™ ) (A(a)),

(S'
®S
®S
“(m

Como por hipétesis S(K) = K, se tiene que Im7 C Im 7 = K. Sea z € Im 7, entonces S™*(x)
Im 7 para todo 1 < i < m, y por ende (8™ ¢(z)) = S™ (). Esto implica que 7(z) = v = n(x
para todo x € Imm, y por lo tanto Im7 C Im 7. Mas atin, para todo = € A se tiene que 72(x)
(7 (z)) = 7(x) de donde se sigue que 7 también es una proyeccion de coalgebras.

m

~—

Sea D = Ker 7. Entonces D es un coideal de A que satisface A = K & D y S(D) = D porque 7
conmuta con la antipoda de A. O

Mostraremos ahora que en algunos casos especiales el ideal bilatero ((id —j&)(M,)) de A, es un
ideal de Hopf.

Proposicion 2.3.9. Sea D como en (2.10). Supongamos que {(a) = 0, para todo a € D N M,
y el morfismo {|p : F — G(K) define un morfismo de grupos. Entonces I, ¢ = ((id —j&)(M,)).

Demostracion. Como S(D) = D, se tiene que S(DNM,) € DNM,, pues M, es un ideal de Hopf.
Por lo tanto, el ideal bilatero I, := (D N M, ) es un ideal de Hopf y coincide con ((id —j&)(D N M,;)).
Por otro lado, si KFT denota al ideal de Hopf de K'F dado por K (k[F]|"), entonces KF N M, =
(KF)* = K*F + KF* y

((id —j&)(KF N M;)) = ((id —j&)(KFT)) = ((id —j&)(F)),

ya que £ es un morfismo de K-moédulos tal que £ = idg. Luego, si &|p define un morfismo de
grupos se sigue que I¢ := ((id —j&)(F)) es un ideal de Hopf y I, ¢ = I, + I = ((id —j&)(M,)). O

La siguiente proposicién nos muestra bajo qué condiciones, existen retracciones £ que satisfacen
las hipodtesis de la Proposicion 2.3.9.

Proposicion 2.3.10. Supongamos que A, = KF @& D donde D es un K-mddulo coideal. Sea
B F — G(K) un morfismo de grupos tal que 34|, (By) = Pla(s)- Entonces existe una retraccion
£: A, — K tal que &|lp =0 y&|p =0.

Demostracion. Como A, = KF ©& D como K-modulos, basta definir { en D y KF. Como KF
es de dimension finita, por el Teorema 1.1.23, K F' es un K-moédulo libre de rango m = |F|/|G(K)].
Sea {e1,...,en} una base de KF que consiste de un conjunto de representantes de coclases a
izquierda de F/G(K) tal que e; = 1. Definimos B como el Gnico morfismo K-lineal dado por
B(e;) = B(e;). Luego, definimos &|p =0y &|gxp = 5 Claramente, £ es un morfismo de K-modulos

tal que £(1) = B(1) = B(1) = L y £(a) = &(a- 1) = B(a- 1) = aB(1) = a para todo a € K.
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Por lo tanto, para probar que £ es una seccién se tiene que ver que € es inversible con respecto
a la convoluciéon. Como A, admite una descomposicion A, = KF @ D, donde D es un coideal y un
K-modulo, basta definir la inversa para ¢ en K F. Definimos entonces £ 1| p = B_l, donde B_l es
el morfismo k-lineal dado por 4~ (ae) = S(a)B~'(e) para todo a € K y e € {€;}1<i<m. Entonces
para todo a € K y e € {e;}1<i<m se tiene

BB (ae) = Blaqye) B (ap)e) = amyB(e)S(aw)B ' (e) = c(ae).

Analogamente B 1« B = €1, lo cual implica que ﬁ € Reg(A,, K) es un morfismo de K-moédulos. [

2.3.3. Sobre los isomorfismos de las extensiones obtenidas

En esta subseccion estudiamos algunas propiedades de las extensiones construidas en la Subsec-
cion 2.3.2 que seran de utilidad en la Secciéon 4.2. Definimos primero el centro de Hopf de un algebra
de Hopf, que siempre existe por [Al, Cor. 2.2.2]

Definiciéon 2.3.11. [A1, Def. 2.2.3] El centro de Hopf de un algebra de Hopf A es la subalgebra
central maximal de Hopf Z(A) de A.

Proposicion 2.3.12. Para i = 1,2, sea 1 — K; — A; — L; — 1 una sucesion exacta de
dlgebras de Hopf tal que K; = Z(A;) y Ly = A;j/(K;"A;). Supongamos que w : A1 — Ay es un
1somorfismo de dlgebras de Hopf. Entonces existen isomorfismos w : K1 — Ko y W : Ly — Lo tales
que el siguiente diagrama conmuta

1

1 K —> A, L 1
| bk
1 Ko —25 Ay -5 [, 1.

Demostracion. Como K; = Z(A1) y w es sobreyectiva, w(K7) es una subalgebra de Hopf central
de Ay. Entonces w(K7) € Z(A3) = Ks. Analogamente w™!(K3) C K; y por lo tanto w(Kj) =
K. Por consiguiente, el morfismo de algebras de Hopf w : K; — Ky dado por w = w|k, es un
isomorfismo. Como L; = A/K;rAi para 1 < i < 2y w(K;) = Ks, w induce un isomorfismo de
algebras de Hopf @ : L1 — Ly dado por la formula @(7y(a)) = ma(w(a)) para todo a € A. En efecto,
si W(m1(a)) = 0, entonces w(a) € Ky Ay = Ker ma. Pero como Ky Ay = w(K1)Tw(A1) = w(K; A1),
existe b € K" A; tal que w(a) = w(b). Al ser w inyectiva, se sigue que a = b € K;” A} = Kerm; y por
lo tanto w es inyectiva. La sobreyectividad de w se sigue de la sobreyectividad de w. Finalmente, el
diagrama es conmutativo por la definicién de w y @. O

Aqui probamos una condicién que implica la hipo6tesis de la Proposicion 2.3.12.

Lema 2.3.13. [Al, 3.3.9] Consideremos la sucesion exacta de dlgebras de Hopf de dimension
finita1l - K5 A L — 1, con K central en A. Si Z(L) = k, entonces Z(A) = K.

Demostracion. Como K es central en A, se tiene que K C Z(A). Al ser 7 sobreyectiva, m(Z(A))
es central en L y por ende estd contenida en Z(L) = k. Luego, 7|z = E\Z(A), lo cual implica que
Z(A)C “°TA=K. O
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En lo que sigue damos condiciones suficientes para que dos élgebras de Hopf construidas via el
pushout sean isomorfas. Consideremos la sucesion exacta (2.4) y sean p; : B — K; y pa: B — Ky
dos epimorfismos de dlgebras de Hopf. Entonces por la Proposicion 2.3.1, se pueden construir dos
algebras de Hopf A; := A, y Ay := A,,, tales que K; es central en A; y encajan en el diagrama
conmutativo:

1 B——=A—"+>H 1 (2.11)
pzi J/Qi
1 K2~ A">H 1

Lema 2.3.14. Sea f : K1 — Ky un isomorfismo de dlgebras de Hopf tal que fp1 = pa. Entonces
las dlgebras de Hopf A1 y As son isomorfas.

Demostracion. Como fpy = po, se sigue que got = jopa = jofp1. Como A; es un pushout dado
por p1 v ¢, existe un tnico morfismo de algebras de Hopf w : A1 — As tal que wq; = qo y wji1 = jof.

B‘L>A

g lql\\ )

Kl e Al
J1 N
w‘\
Jof *A2'

Usando que p1 = f~lpy, al igual que antes, se ve que existe un tnico morfismo de algebras de
Hopf w™! : Ay — A; tal que w™'qo = ¢1 y w™'jo = j1f L. Luego, se sigue que w™! es la inversa de
w, lo cual implica que A1 y Ao son isomorfas. O

Finalizamos esta seccién con el siguiente teorema, el cual nos proporciona, bajo ciertas hipotesis,
una caracterizaciéon de las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones. Primero, necesitamos
algunas definiciones: diremos que la H-extension A de B satisface

(L) si todo automorfismo f de H se levanta a un automorfismo F' de A tal que nF = fm, y

(Z) si Z(H) = k.

Sea f € Aut(H). Si (L) y (Z) se satisfacen, entonces por el Lema 2.3.13, B = Z(A) y el morfismo
g = F|p define un automorfismo de B. Al subgrupo de Aut(B) generado por estos automorfismos
lo llamaremos qAut(B).

Teorema 2.3.15. Supongamos que (L) y (Z) se satisfacen. Si las dlgebras de Hopf A1 y Aa son
isomorfas entonces existe una terna (w,g,u) tal que

(a) w: K1 — Ky es un isomorfismo,

(b) g € qAut(B),
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(c) u € Regy (A, K2) es un morfismo de dlgebras tal que para todo b € B y a € A se tiene

w(p1(b)) = p2(g(bay))ule(be))), (2.12)
Au(a)) = ulag) @ @(F(S(am))as)))ul(aw), (2.13)

donde F € Aut(A) es el morfismo inducido por @ tal que Fv = 1g. Reciprocamente, si dim K; y
dim H son finitas y existe tal terna, entonces A1 y As son isomorfas.

Demostracion. Sea w : A] — As un isomorfismo de algebras de Hopf. Como por hipoétesis
Z(H) = k, del Lema 2.3.13 se sigue que Z(A;) = K; para 1 < ¢ < 2. Luego, por la Proposicion
2.3.12, w induce un isomorfismo w : K; — Ky y un automorfismo @ € Aut(H). Entonces existe
F € Aut(A) tal que 7F = wr y el morfismo dado por ¢ = F|p es un automorfismo de B tal que
Fiu=1g9. Seau: A— As la aplicaciéon k-lineal dada por

u(a) = @2(F(S(aw))))w(qi(aw))  paratodo a € A,

esto es, u = o F'S * wqq, el producto de convolucién entre g2 F'S y wqi. Al ser estas aplicaciones
inversibles con respecto a la convolucién, con inversas goF v wq S respectivamente, se sigue que
u también es inversible con respecto a la convolucién con inversa u = wq1S * goF'. Més atn, u €
Reg; (A, K3) es un morfismo de dlgebras y satisface (2.12) y (2.13). En efecto, es claro que u(1) =1
y €(u(a)) = e(a) para todo a € A. Para ver que Imu C Ky = “°™ Ay, tomemos a € A. Entonces

(m ®id)A(u(a)) = (m ® id

pues u(a) € Ko y Ko es central en As. Junto con u(1) = 1, esto implica que u es un morfismo de
algebras. Finalmente, probemos que u satisface las ecuaciones (2.12) y (2.13): sea b € B, entonces

u(u(b)) = q2(F(S(u(by)))wlai(t(bz)))) ¥ por lo tanto

w(p1(b)) = w(q1(e(b))) = q2(F(e(b1y)))u(e(bezy)) = p2(g(bay))ule(beay))-
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Para la segunda ecuacién, tomemos a € A. Entonces

A(u(a)) = (q2(F(S(aw)))w(ai(a@))) @) @ (2(F(S(aw))))wlai(a@))) @)
= @2(F(S(a@))q)))w ( 1((a@) @) ® @(F(S(aq)) @) ((a@) @)
= @2(F(S(a@))w(ai(am)) @ @(F(S(am)))w(g((aw)))
= u(a(z)) ® @2(F(S(an)))wlai(ag))) = ulae) © ¢(F(S(aw)))(F(as))ula))
= u(a@z)) ® @(F(S(am))am))ulag)).

Probemos ahora la reciproca: sea (w,g,u) una terna que satisface (a), (b) y (¢) y sean F €
Aut(A), w € Aut(H) tales que Fr = wn y F|p = g. Definamos ¢ : A — Az como la aplicacion
k-lineal dada por

p(a) = @2(F(aqy))ula)) para todo a € A.

Como Ky es central en Az y u € Regy (A, K2) es un morfismo de algebras que satisface la ecuacion
(2.13), se sigue que ¢ es un morfismo de algebras de Hopf. Mas atn, por la ecuaciéon (2.12) se tiene
que

p(1(b)) = ja(p2(9(b1)))u(e(b(z)))) = ja(w(p1(b)))  para todo b € B.

Al estar A1 dado por un pushout, existe un tnico morfismo de algebras de Hopf w : A1 — Ay tal
que el siguiente diagrama conmuta:

B

P

a
Ki , Ay '
J1 N
\ 3
w N
Ky -
J2

En particular, jow = wji y wm = mow, ya que para todo a € Aj:

mw(q1(a)) = mp(a) = m2(g2(F(a)))ulam)) = m(g(F(aq))))me(ula)) = 7(F(aw))e(am)
= 7(F(a)) = &(r(a)) = ©(m1(q1(a)))-

Luego, ambas sucesiones exactas son parte de un diagrama conmutativo

Ji T

1 K, A H 1 (2.14)
Wi \Lw iw
1 Ky Ay -5 g 1.

Si dim K7 y dim H son finitas, entonces dim A; = dim Ay también son finitas por la Proposicion
2.3.3. Como el diagrama (2.14) es conmutativo, se sigue que

dimw(A;) = dim w(K;) dim(w(A;) /w(K1)Tw(A)) = dimw(K;) dim@(H)
= dim K dim H = dim As,

lo cual implica que w es un isomorfismo. O



Capitulo 3

Sobre algebras de Hopf de dimensién P

En este capitulo tratamos el problema de clasificacion de las algebras de Hopf de dimension p®.
Sea p un nimero primo impar y sea G, el grupo ciclico de raices p-ésimas de la unidad. El problema
de clasificacion de algebras de Hopf sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero
de dimensioén p? sigue abierto. Sin embargo, la clasificacion es conocida para algebras de Hopf semi-
simples o punteadas. En este capitulo se dan varios resultados generales que nos llevan a conjeturar
que toda algebra de Hopf no semisimple H sobre k es punteada o su dual es punteado. En particular,
H es isomorfa a un algebra de Hopf de la lista dada en la introduccion.

3.1. Resultados generales

En esta seccién se discuten primero algunos resultados generales sobre algebras de Hopf de
dimension finita y luego se aplican a algebras de Hopf de dimension p3.

Como es sabido, el orden de la antipoda juega un papel preponderante en la teoria de algebras
de Hopf de dimension finita. El siguiente lema de édlgebra lineal nos ayudara a determinar dicho
orden en algunos casos particulares. Observar que (c) generaliza (b).

Lema 3.1.1. (a) |AS2, Lemma 2.6, (i)] Sea T una transformacion lineal de un espacio vectorial
de dimension finita V # 0 tal que trT =0 y TP =id. Sean q € G, ~ {1} y V (i) el autoespacio
de T de autovalor ¢*. Entonces dim V (i) es constante; en particular p divide a dim V.

(b) [AS2, Lemma 2.6, (ii)] Si V' es un espacio vectorial de dimension p yT € EndV satisface que
trT =0y T?% =id, entonces TP = +id.

(¢c) Sean n € N y w una raiz p"-ésima primitiva de la unidad en k. Si 'V es un espacio vectorial
de dimension p y T € EndV satisface que tr T = 0 y T?" =id, entonces existe m, 0 < m <
p" 1 —1 tal que TP = +w™Pid.

Demostracion. Para probar (c) seguiremos las ideas de [AS2|. El punto crucial aqui es que se
conoce el polinomio minimal sobre Q de una raiz p"-ésima de la unidad y que V es de dimension p.

Como T?" = id, los autovalores de T son de la forma (—1)%?, donde a € {0,1} y 0 <i < p"—1.
Sea V,; :={v eV :T(v) = (—1)%?v} el autoespacio de T de asociado al autovalor (—1)%w*. Como

27
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trT = 0, se tiene que
p"—1

0=trT =Y (dimVp, — dimVi)w'. (3.1)
=0

Consideremos ahora el polinomio P € Z[X]| dado por P(X) = Zfza Y(dim Vp; — dim V1 ;) X?. En-
tonces gr P < p"™ — 1, P(w) =0y el niamero de coeficientes de P no nulos es menor o igual a p, ya
que V=6 i Vai y dim V = p. Mas atn, el polinomio minimal x,, de w sobre Q debe dividir a P.
En este caso, X, es el polinomio ciclotémico dado por

1

P—2)_|_..._|_XP”7 + 1.

T(X)= XD 4 x#"
En efecto, como w?” =1y XP" —1 = (X —1)T(X), se sigue que T'(w) = 0. Luego, T es minimal pues
ordT = p"L(p—1) = p(p") = gr xw, con ¢ la funcién ¢ de Euler. Por lo tanto, existe Q € Z[X]
tal que P = Qxw,con Q=00gr@ <p" ! —1.

Si definimos . .
Vi= @ Vo vy Vo= @ WViis
i=0 i=0

es claro que V=V, @ V_. Si @ = 0, entonces P = 0 y se sigue que dim Vp; = dim V} ; para todo
0 <7 < p™— 1. Pero esto implicaria que dim V; = dim V_, de donde se sigue que la dimension de
V' es par, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, podemos asumir que @ no es el polinomio nulo. Supongamos que @ se escribe
n—1 .
de la forma Q(X) = ?:0 -1 d; X7, donde d,, # 0 para algunos 0 < m < p"~! — 1. Como
Xw(X) = XP =) o x et T e2) L xet T 1, se tiene que

pn—1_1 p—1 pr—1-1 p—1
ron = (75 x| (S ) < (S
=0 j=0 i=0 j=0

Al ser el namero de coeficientes no nulos de P distinto de cero y menor o igual a p, existe un
tinico £, 0 </ <p" ' —1tal quedy # 0y d; =0 para todo i # £, 0 < i < p"~! — 1. Por lo tanto,
¢ =m y entonces P(X) = d, X™Xxw, lo que implica que para todo 0 < j <p—1,0<1i < p"”—1 tal
que i # m + jp" ! se tiene que

dlm ‘/E),m—i-jp"*l - dlm ‘/Lm_;’_jpnfl - dm7 y dlm VO,”L - dlm VLi — 0

De estas igualdades se sigue que dim V3 — dim V_ = d,,p. Como dim V. 4+ dim V_ = p, se tiene que

p—1 p—1
Vi =B Vonijmr1=V o Vo= Vi =V,
j=0 j=0
y esto implica que T?(v) = £(w™)Pv = £w™Pv para todo v € V. O

El siguiente resultado da un ejemplo de cémo el orden de la antipoda ayuda a determinar la
estructura de un algebra de Hopf.
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Proposicion 3.1.2. [AS2, Prop. 5.1| Sea H un dlgebra de Hopf de dimension finita cuya anti-
poda S tiene orden 2p. Supongamos ademds que H contiene una subdlgebra de Hopf cosemisimple
B tal que dim H = p dim B. Entonces B es el corradical de H. Ol

En la siguiente proposiciéon usamos el Lema 3.1.1 (¢) para generalizar un resultado de Radford y
Schneider [RS1]. Como se muestra en la observacion que le sigue a la demostracion, dicho resultado
da una demostracion alternativa de la clasificacion de las algebras de Hopf de dimension p? sobre k.

Proposicion 3.1.3. Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension finita que contiene
una subdlgebra de Hopf conmutativa B tal que dim H = p dim B. Si S*" = id para algin n € N,
entonces S?P =id, y consecuentemente B es el corradical de H.

Demostracion. Seguiremos las ideas de la demostracion de [RS1]. Por el Teorema 1.1.20, sabemos
que B es semisimple, puesto que es conmutativa. Sea {e; }1<;j<s el conjunto de idempotentes centrales
primitivos de B tales que 1g = e +---+e, y sea [; = He;; entonces podemos escribir H = @;:1 I;.

Afirmacion 1. tr(82|1j) =0 para todo 1 < j < s.

Es claro que §?(I;) C I, pues S?(I;) = S?(He;) = S*(H)S?(e;) = S*(H)(ej) C Hej = 1. Sea
P; : H — I; la proyeccion lineal dada por Pj(a) = ae; para todo a € H, y sea r(h) la aplicacion
lineal dada por r(h)(x) = xh para todo x, h € H. Entonces S?|;, = §? o P; = §% o r(e;), ya que
ambas aplicaciones coinciden en I;. Sean A € H* una integral a derecha y A € H una integral a
izquierda tales que < A, A >= 1. Luego, (A(;), S(A(2))) son bases duales para la aplicacion de
Frobenius A, ver [Sch3|. Por la férmula (1.2), tenemos que

tr(S?|1;) = tr((8) o 7(e5)) =< A, S(A2)[S% o r(e))l(Aw)) >=< A, S(A()) S*(Aqyes) >
=< A, S(A(Q))SZ(A(U)S%(%) >=< A, S(S(A(l))/\(z)) e; >
=<\ ej ><e¢g, A>=0,

donde la tltima igualdad se sigue del Teorema 1.1.20 ya que H es no semisimple.
Afirmacién 2. dim I; = p para todo 1 < j < s.

Como para todo idempotente e € B, e # 0, He =2 H ®p Be como espacios vectoriales sobre k,
se tiene que dim He = rgp H - dim Be, donde rgg H es el rango de H como B-moédulo libre. Pero
esta dimensién es p, ya que dim Be = 1, por ser B conmutativa.

Sea Tj = 52\1]., 1 < j < s. Por las afirmaciones anteriores, se sigue que tr(7j) = 0, szpn = idy,
y dim I; = p, lo cual implica por el Lema 3.1.1 (¢) que ij = :l:w;njp idz;, donde w; es una raiz
p"-ésima de la unidad y 0 < mj; < p"~ — 1. Como Tj(e;) = S?|,(e;) = e;, tenemos que m; =0y
ij =1idy;, para todo 1 < j < s, esto es, 82p]1j = idy; para todo 1 < j < s. Luego, la proposicion se
sigue de la Proposiciéon 3.1.2. O

Observacion 3.1.4. |[RS1] Radford y Schneider probaron la Proposicion 3.1.3 para el caso n = 1
usando el Lema 3.1.1 (b). Este resultado da una demostracion alternativa de la clasificacion de las
algebras de Hopf de dimension p?, la cual fue dada recientemente por S-H. Ng [Ng|. A saber, si H
es semisimple, entonces por un resultado de Masuoka [Mk3|, es isomorfa a un &lgebra de grupo de
orden p?. Supongamos ahora que H es no semisimple. Por la Observacion 1.1.21, G(H) o G(H)* es
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no trivial y el orden de cada grupo es menor a p?. Supongamos que G(H) es no trivial. Entonces
dim H = p|G(H)| y de la formula (1.1) se sigue que S* = id. Por lo tanto, por la proposicién
anterior, H debe ser punteada y por [AS2, Thm. A (ii)|, H es isomorfa a un algebra de Taft.

Sea H un algebra de Hopf de dimension finita y supongamos que G(H) es abeliano de orden
p", m > 0. Siguiendo la clasificacién de grupos abelianos finitos, decimos que G(H) es de tipo
(pt,p®2,...,p%) si G(H) ~ Z/(p") x ... x Z/(p'). Supongamos ademas que G(H*) también es
abeliano y su orden es una potencia de p.

Definicién 3.1.5. Decimos que el algebra de Hopf H es de tipo (p't,... pls;pit, ... plt) si
G(H) y G(H*) son de tipo (pt,...,p%) y (p’t,...,p’") respectivamente.

Si H es un algebra de Hopf no semisimple de dimensién p?, entonces G(H) y G(H*) son abelianos
y sus Ordenes son potencias de p, por el Teorema 1.1.23. Salvo dualidad, se tienen s6lo 10 tipos
posibles. A continuacion probamos que es posible clasificar 8 de los 10 tipos posibles.

Teorema 3.1.6. (a) No existe dlgebra de Hopf H de dimension p* tal que H o H* es de uno de
los siguientes tipos:

(1), (05 1), (0:p3p), (0,050%), (P*51).
(b) Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension p>.

(1) Si H es de tipo (p,p;p,p), entonces H ~T(q) @ k[Z/(p)].
(ii) Si H es de tipo (p*;p), entonces H ~r(q).

— —_—

(iii) Si H es de tipo (p?;p?), entonces, o bien H ~ T(q), o bien H ~ T(q).

Demostracion. De la clasificacion de Masuoka se sigue que ningin algebra de Hopf semisimple
satisface alguna de las condiciones en (a). Entonces, si existe un algebra de Hopf H que satisface una
de las condiciones anteriores, H debe ser no semisimple. El tipo (1;1) es imposible por Observacion
1.1.21. Para los otros tipos, se tiene que |G(H)| = p? y por la formula (1.1), el orden de la antipoda
divide a 4p?. Por lo tanto, por la Proposicion 3.1.3, H debe ser punteada. Comparando los casos
con la lista, se sigue que los casos en (a) son imposibles y en el caso (i), H debe ser isomorfa a
T(q) ® k[%p)], en el caso (ii), H debe ser isomorfa a r(q) y en el caso (iii), H debe ser isomorfa,

o bien a T'(¢), o bien a T'(q). O

Observacion 3.1.7. Del Teorema 3.1.6 y el Corolario 2.2.3 se sigue que un algebra de Hopf H
de dimensién p? es isomorfa a un algebra de Hopf de la lista (a),..., (k) de la introduccion o H
satisface la condicion (I), (I*) o (II), i.e. H es extrana y su tipo es, o bien (p;1), o bien (1;p), o
bien (p;p).

Observacion 3.1.8. De la clasificacion de Masuoka se sigue que no existe dlgebra de Hopf se-
misimple de dimensién p* de tipo (p;1) o de tipo (p;p). Los nticleos de Frobenius-Lusztig u,(sls),
q € G, ~ {1} son de tipo (p;1) y las algebras libro h(g,m), ¢ € G, ~ {1}, m € Z/(p) ~ {0} son de
tipo (p;p). Estas son las tinicas algebras de Hopf no semisimples y punteadas de tipo (p;1) o (p;p),
ver [AS2, Section 6.
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3.1.1. Algebras de Hopf de tipo (p;p)

Con el objetivo de colaborar con la clasificacién completa de &lgebras de Hopf de dimension p3,
damos en esta seccion algunos resultados sobre dlgebras de Hopf de tipo (p;p).

El siguiente teorema nos serd de mucha utilidad para estudiar el caso cuasitriangular.

Teorema 3.1.9. Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension finita tal que G(H) es
abeliano, S = id y < o,z >= 1 para todo x € G(H), donde « es el elemento modular de H*.
Supongamos ademds que existe un epimorfismo de dlgebras de Hopf m : H — L, tal que m(x) =1
para todo x € G(H), donde L es un dlgebra de Hopf semisimple tal que dim L = dim H/p|G(H)|.
Entonces ord S = 4p.

Demostracion. Como H es no semisimple, el orden de la antipoda es mayor a 2, y por la féormula
(1.1), éste debe dividir a 4p. Claramente no es p, ya que el orden debe ser par. Supongamos que
S% = id.

Sea {eg, ..., es} el conjunto de idempotentes centrales primitivos de k[G(H)]. Como en la
demostraciéon de la Proposicién 3.1.3, podemos escribir 1 = eg+---+es y por lo tanto H = @jzo I,
donde I; = He;. Puesto que G(H) es abeliano, se sigue que dim k[G(H )]e; = 1 para todo 0 < j < s,
y esto implica que dim I; = dim H/|G(H )| para todo 0 < j < s, ya que

diij = dimH ®kz[G(H)} k:[G(H)]ej = rgk[G(H)] Hdimk[G(H)]ej = dlmH/‘G(H)‘

Se mostro también en la demostracion de la Proposicion 3.1.3 que estos espacios son invariantes por
la accion de 8? y tr(S?[1,) = 0. Sea g € G, {1}. Como §? = id, por el Lema 3.1.1 (a) tenemos que
I; = @fn_:lo I;m para todo 0 < j < s, donde [, = {h € I; : S*(h) = ¢™h}, y pdim [, = dim I;
para todo 0 < m < p — 1. En particular,

dim Iy = dim Iy/p = dim H/p|G(H)| = dim L,

-1
y podemos descomponer H como H = @} _o Ljm-

De la hipotesis w(z) = 1 para todo @ € G(H), se sigue ahora que 7(e;) = 0 para todo j # 0,
esto es, I; C Kerm para todo j # 0. Més atn, Iy, C Kern para todo m # 0, ya que para todo
h € Iy m, con m # 0, se tiene que ¢"w(h) = 7(S?(h)) = S*(w(h)) = n(h), por ser L semisimple.
Por lo tanto @(j,m);«é(0,0) I m C Kerm, lo cual implica que

Kerm = @ Lim, (3.2)
(3:;m)#(0,0)

por tener la misma dimensién.

Sea A € H una integral a izquierda no nula, entonces A € Iy . En efecto, como H = 69;:0 I,
existen hq, ..., hs en H tales que A = hgeg+- - -+hses. Por lo tanto, A = < a,eg > A = Aey = hgeg,
ya que < a,x >= 1 para todo =z € G(H) y eg = m erG(H) x. Mas atn, por |R3, Prop. 3, d)],
sabemos que S2(A) =< a,g7! > A, donde g € G(H) es el elemento modular de H. Esto implica
que A € Inp, ya que por hipdtesis tenemos que < a, g1 >= 1y A = hgeg € .
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Por otro lado, al ser H no semisimple se tiene que < ,A > =< e,7(A) > = 0 y esto implica
que 7(A) = 0, por ser m(A) una integral a izquierda y L semisimple. Entonces A € Kerm N Ioo y
por lo tanto, (3.2) implica que A = 0, lo cual es una contradicciéon a nuestra eleccion de A. O

Observacion 3.1.10. Sean H, Iy, Ay a € G(H*) como en el Teorema 3.1.9 y sean e, ..., e
idempotentes primitivos de k[G(H)] tales que 1 = ey + --- + e5. Entonces A € Iy si y solo si
< a,z >=1, para todo z € G(H).

Demostracion. Supongamos que A € Iy. Entonces existe h € H tal que A = hey. En particular,
para todo x € G(H) se tiene que Az =< a,z > A = hegx = heg = A, y esto implica que
< a,x >=1, para todo v € G(H).

Reciprocamente, supongamos que < a, x >= 1, paratodo x € G(H). Como H = Heog+---+Heg,
existen hg, ..., hs € H tal que A = hgeg + - -- + hses. Puesto que < a,eq >= 1, se tiene que
A=< a,eg > A = Aeyg = hpeg, lo que implica que A € Ij. a

Observacion 3.1.11. La demostracion del teorema anterior estuvo inspirada en algunos resultados
de Ng; los espacios Ijm, 0 < j,m < p—1 son el espacios Hy, ;, w=q € Gp {1}, definidos en

[Ng, Section 3] en el caso particular que S* = id.

Corolario 3.1.12. Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension p3 y tipo (p;p).

(a) Entonces el orden de la antipoda es 2p o 4p.

(b) Si < B,x >=1 para todo f € G(H*), x € G(H), entonces el orden de la antipoda es 4p.

Demostracion. (a) Como H es no semisimple, el orden de la antipoda es mayor a 2 y por la
formula (1.1) debe dividir a 4p. Luego, ord S es 2p o 4p, ya que éste es par y p es impar.

(b) Consideremos el epimorfismo de &lgebras de Hopf 7w : H — k(") dado por la formula
< 7(h),8 >=< (B,h > para todo h € H, € G(H*). Entonces w(z) = 1 para todo z € G(H),
ya que por hipdtesis < 3,z >= 1 para todo g € G(H*), x € G(H). Luego, la afirmacion se sigue
directamente del Teorema 3.1.9, pues k") es semisimple, dim k“H") = p = dim H/p|G(H)| y
S =id. O

Sea H un algebra de Hopf provista de una proyeccion H = B, que admite una seccion de algebras
de Hopf B 2L, H. Entonces A = H® ™ es un algebra de Hopf en la categoria de médulos de Yetter-
Drinfeld sobre B y H es isomorfa al producto smash A#B. En tal caso, siguiendo la terminologia
de Majid, decimos que H es una bosonizacion de B. Por referencias sobre la correspondencia entre
algebras de Hopf con una proyecciéon y algebras de Hopf en la categoria de médulos de Yetter-
Drinfeld ver [Mj], [R5].

Proposicion 3.1.13. Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension finita y supongamos
que G(H) es no trivial, abeliano y G(H) ~ G(H™).
(a) Si|G(H)| = p, entonces H es una bosonizacion de k|G(H)] si y solo si existe € G(H*) y
x € G(H) tal que < B,x ># 1.

(b) Sidim H = p|G(H)|, entonces H es una bosonizacion de k[G(H)].
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Demostracion. (a) Supongamos que H es una bosonizacion de k[G(H)|. Entonces existe una pro-
yeccion de algebras de Hopf H = k[G(H)] que admite una seccion de algebras de Hopf k[G(H)] L
H, con movy = id. Sea G = G(H) y denotemos por G al grupo de caracteres de G. En lo que
sigue, identificamos G con Alg(k[G], k) = G(k[G]*). Como G # 1, existen = € G, 3 € G tales que
< B,z ># 1. Sea G % G(H*) el morfismo de grupos dado por ¢(x) = x o7 para todo x € G.
Entonces fom € G(H*), y(z) e Gy < fomy(x) > =< fB,moy(x) >= < B,z ># 1.

Supongamos ahora que H no es una bosonizacién de k[G]. Mostraremos que para todo ( €
G(H*), z € G, < f,z >= 1. Sea k[G] = H la inclusion del algebra de grupo en H. Como G(H*) es
no trivial, se tiene un epimorfismo de algebras de Hopf H = k&) dado por < w(h), 8 >=< §,h >
para todo h € H, € G(H*).

Afirmacion 1. 7(x) = 1.+ para todo z € G.

Al ser G(H*) abeliano, se tiene que k&™) ~ k[@)] ~ k[G] como algebras de Hopf. Mas atn,

la composicién de estos isomorfismos con 7 induce un epimorfismo de algebras de Hopf H -, k[G]. Si
existe z € G tal que w(z) # 1 e+, entonces 7/'(x) # 1 y la restriccion 7/ ot define un automorfismo
de k[G], por ser |G| = p un nimero primo. Definamos ahora 7 : H — k[G] via 7 = (7' 01) !
Entonces 70 ¢ = idy|q v H es una bosonizacion de k[G], lo cual es una contradiccion.

ot

Por lo tanto para todo 3 € G(H*), « € G tenemos que < 8,z >=< m(z), 3 >= < L cwm*), [ >=
1, lo cual prueba (a).

(b) Sea H Rt k[G] el epimorfismo definido en la demostracion de la Afirmacion 1.
Afirmacioén 2. 7| define un automorfismo de G.

Supongamos por el contrario, que 7’|¢ no define un automorfismo de G. Entonces existe h € G
tal que h # 1y 7/(h) = 1; en particular, h € H® 7.

Por otro lado, dim H® 7 = p, puesto que dim k¢ = |G(H*)| = |G|, y dim H = p|G| =
dim H ™ dim k)| por el Teorema 1.1.23. Al ser p primo, se sigue que ordh = py k < h >=
He ™' En particular, se tiene la sucesion exacta de algebras de Hopf de dimension finita

1 k<h>%HT kG — 1,

lo que implica, como es sabido, que H es semisimple, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, el automorfismo 7’| define un automorfismo de algebras de Hopf en k[G], y H es
una bosonizacion de k[G]. O

Observacion 3.1.14. Sise examinan las algebras de Hopf de la lista (a), .. ., (k) en la introduccion,
se ve que los casos (d), (e), (f) v (i) son bosonizaciones. En el caso (d), es claro que el élgebra
de Hopf dada por el producto tensorial es la bosonizacion de k[Z/(p)] y por la proposicién anterior
también es una bosonizacion de k[Z/(p) x Z/(p)]. Los casos (e) y (f) son bosonizaciones de k[Z/(p?)]
y las algebras de Hopf libro h(g,m) del caso (i) son bosonizaciones de k[Z/(p)]. En el caso de las
algebras libro, Andruskiewitsch y Schneider probaron en [AS2| que también son bosonizaciones del
algebra de Taft, i.e. son isomorfas al producto smash R#71'(¢q). Mas atn, también probaron que las
algebras R son todas las algebras de Hopf no semisimples de orden p en la categoria de modulos de
Yetter-Drinfeld sobre T'(¢), salvo isomorfismos.
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Ahora probaremos que un 4lgebra de Hopf H de dimensién p? es una bosonizacion de k[Z/(p)]
en los siguiente dos casos. Aunque se pueden conocer algunas propiedades de H, lamentablemente
no podemos determinar su estructura, ya que esto implicaria conocer la clasificacion de algebras de
Hopf de dimensién p® que son bosonizaciones de k[Z/(p)], esto es, de lgebras de Hopf trenzadas
de dimension p? en la categoria de moédulos de Yetter-Drinfeld sobre k[Z/(p)], el cual sigue siendo
un problema abierto. En particular, podria haber algtin algebra de Hopf de dimension p? y de tipo
(p; p) que sea una bosonizacion, pero que no sea isomorfa a un algebra libro.

Corolario 3.1.15. Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension p® y tipo (p;p). Si
S? =id entonces H es una bosonizacion de k[Z/(p)].

Demostracion. Se sigue del Corolario 3.1.12 (b) y de la Proposiciéon 3.1.13 (a). O

Corolario 3.1.16. Sea H un dlgebra de Hopf de dimension p® y tipo (p;p) tal que H contiene
un elemento casi-primitivo no trivial. Entonces H es una bosonizacion de k[Z/(p)].

Demostracion. Supongamos por el contrario, que H no es una bosonizacion de k[Z/(p)]. Por
[AN, Prop. 1.8|, H contiene una subalgebra de Hopf B que es isomorfa a un algebra de Taft de
dimensién p?. Sean x, h € H, los generadores de B, tales que 1 #h € G(H) y z € Py

Consideremos ahora el epimorfismo de dlgebras de Hopf 7 : H — k¢H") dado por < w(t), 5 >
=< (,t > paratodot € H, f € G(H"). Si 7 es no trivial en G(H), entonces H es una bosonizacion
de k[Z/(p)], por la Proposicion 3.1.13 (a). Si 7 es trivial en G(H), entonces t € H ™ para todo
t € G(H). Como 7 es un epimorfismo de algebras de Hopf y A(z) = 2 ® 1 + h ® x, tenemos que
7(z) es un elemento primitivo en k4(#"). Puesto que G(H*) tiene orden finito, 7(z) = 0 y por lo
tanto (Id @7)A(x) = 2 ® 1, es decir z € H® ™. Al estar B generado por z y h € G(H), se tiene
que B C H® ™ y por lo tanto B = H® ™, ya que ambos tienen dimension p?. Luego, H encaja en
la sucesion exacta de algebras de Hopf

1—-BLS H I EGH) | q,

Al ser G(H*) ~ Z/(p), tenemos por el Teorema 2.2.1 que H* es punteada. Como las tnicas algebras
de Hopf no semisimples y punteadas de dimension p? y tipo (p; p) son las algebras libro, se sigue que
H* ~h(gq,—m), donde ¢ € G,~{1} y m € Z/(p)~{0}. Por lo tanto, H ~ h(g,m) y por consiguiente
H es punteada, ya que para todo ¢ € G, ~ {1}, m € Z/(p) \ {0} se tiene que h(g, —m)* ~ h(q, m),
ver |AS2, Section 6|. Luego, por la Observacion 3.1.14, H es una bosonizacion de k[Z/(p)]. O

Para finalizar con esta seccién, damos un resultado bastante particular sobre algebras de Hopf
de dimension p3 basandonos en [Na2, Prop. 1.3] y el Teorema 2.2.1.

Proposicién 3.1.17. Sea H un dlgebra de Hopf no semisimple de dimension p® y supongamos
que H contiene una subcodlgebra simple C' de dimension 4 tal que S(C) = C. Entonces H* es
punteada. En particular, H no puede ser de tipo (p;p).

Demostracion. Sea B el algebra generada por C; claramente B es una subélgebra de Hopf de
H y se tiene que dim B|p3, por el Teorema 1.1.23. Como C C B C H, B es no semisimple y no
punteada. En efecto, como C' C B, B es no punteada. Si B fuera semisimple, entonces dim B = p
o p?, ya que H es no semisimple por hipotesis. Pero en este caso, por [Z, Thm. 2| y [Ng, Thm.
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5.5], B seria isomorfa a un algebra de grupo, lo cual es imposible, ya que éstas no contienen a
ninguna subcoalgebra de dimensién mayor a 1. Entonces necesariamente B = H, pues por los
mismos resultados anteriores, las tinicas algebras de Hopf no semisimples cuyas dimensiones son
una potencia de p con exponente menor a 3 son las dlgebras de Taft, las cuales son punteadas. Por
lo tanto, H esta generada como algebra por una coélgebra simple de dimensién 4 que es estable por
la antipoda. Por [Na2, Prop. 1.3], H encaja en una sucesion exacta

1>k > H— A1,

donde G es un grupo finito y A* es un algebra de Hopf punteada no semisimple.

Por el Teorema 1.1.23, sabemos que |G(H)| divide a p3. Como H es no semisimple y no punteada,
por el Teorema 3.1.6 se sigue que |G(H)| = 1 o |G(H)| = p, puesto que si |G(H)| = p* o p?,
tendriamos que H es semisimple o punteada. Si |G(H)| = 1, entonces H = A y por lo tanto H* es
punteada. Si |G(H)| = p, entonces por el Teorema 2.2.1, H es punteada, lo cual es imposible por
hipotesis. Mas atun, si H* es punteada y de tipo (p;p), entonces H* es isomorfa a un algebra libro
h(q,m), para ciertos ¢ € G, \ {1}, m € Z/(p) ~ {0}. Por lo tanto, H también es punteada y no
puede contener una subcoalgebra simple de dimensién 4. ]

3.2. Algebras de Hopf cuasitriangulares de dimensién p?
Sea H un algebra de Hopf de dimensién finita y sea R € H ® H. Como es usual, usamos la
notacion simbolica para R = R @ R(?). Se define la aplicacion lineal fr : H* — H por
fr(B) =< 3, RM > R® para todo 3 € H*.

Definiciéon 3.2.1. [Dr| El par (H, R) se dice un dlgebra de Hopf cuasitriangular si se satisfacen
los siguientes axiomas:

QT.1) A®P(h)R = RA(h) para todo h € H,

(QT.1)

(QT-2) (A ®id)(R) = Ri3Ra3,
(QT.3) (e ®id)(R) =

(QT.4) (id ®A)(R) = RigRa,
(QT.5) (id®e)(R) = 1;

o equivalentemente si fr : H*°P — H es un morfismo de bialgebras y se satisface (QT.1). Aqui usa-
mos R1s para denotar al elemento R®1 € H®3; de manera analoga escribimos R13 y Ra3. Notar que
(HP, Ro1) y (H°P, Ro1) también son cuasitriangulares, donde Rg; := R® @ RM) . Nos referiremos
aun par (H, R) que satisface los cinco axiomas anteriores como un élgebra de Hopf cuasitriangular
o simplemente diciendo que H admite una estructura cuasitriangular. Ver por ejemplo [R2].

Un morfismo f: (H, R) — (H', R') de dlgebras de Hopf cuasitriangulares es un morfismo de
algebras de Hopf f : H — H' tal que R' = (f ® f)(R). Si R = Ra1, se tiene otro morfismo de
algebras de Hopf fg : H* — HP por

fa(B) =< B,R? > R para todo 3 € H™.
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Con la identificacion usual de espacios vectoriales de H y H™, las aplicaciones fg y fr estdn
relacionadas por la ecuacion fg = ff.

Observacion 3.2.2. Sean Ly K las imégenes de fr y fg respectivamente. Entonces L y K son
subélgebras de Hopf de H de dimensién n > 1, salvo que H sea coconmutativa y R = 1® 1; a esta
dimension se la denomina el rango de R. Por [R2, Prop. 2|, se tiene que L ~ K*P.

Sea Hp la subalgebra de Hopf de H generada por L y K. Si B es una subéalgebra de Hopf
de H tal que R € B® B, entonces Hr C B. Por lo tanto, decimos que (H, R) es un dlgebra de
Hopf cuasitriangular minimal si H = Hg. En [R2, Thm. 1] se muestra que Hgp = LK = KL. Si
L es semisimple, entonces K es semisimple y por lo tanto Hg es semisimple. Las algebras de Hopf
cuasitriangulares minimales fueron introducidas y estudiadas por primera vez en |R2].

Recordamos ahora algunas propiedades fundamentales de algebras de Hopf cuasitriangulares de
dimension finita, para mas detalles ver [Dr, Mo.

(i) El elemento R es inversible con inversa R™! = (S® I)(R) = (I ® S7)(R), y vale que
R=(S®S)(R).

(41) Sea u = 3(R<2>)R<1>, entonces u también es inversible, donde
(a) ut = RS (RW),

(b) A(w) = (w@u)(RR)™ = (RR) " (u® u),

(c) e(u) =

(d) S%(h) = uhu™" = (S(u)) ' hS(u) para todo h € H.

C

Consecuentemente, uS(u) es un elemento central de H. Como S?(h) = h para todo h € G(H), se
sigue que u conmuta con los elementos de tipo grupo de H. A w € H se lo llama el elemento de

Drinfeld de H.

Decimos que v € H es un elemento cinta de (H, R) si las siguientes condiciones se satisfacen:

(R.1) v* = uS(u),

(R.2) S(v) =

(R.3) e(v) =

(R4) A(v) = (RR) (v @0) y
(R.5) vh = hv para todo h € H.

Si H contiene un elemento cinta, entonces la terna (H, R, v) o simplemente H se dice un dlgebra
de Hopf de cintas, ver [K, XIV. 6], [KR], [R4, Section 2.2]|.

El siguiente teorema sera crucial para probar algunos resultados para el caso en el cual la
dimension del algebra de Hopf es p3.

Teorema 3.2.3. [Nal, Thm. 2.3] Sea H un dlgebra de Hopf cuasitriangular de dimension pq
sobre k, donde p y q son primos impares no necesariamente distintos. Entonces H es isomorfa a un
dlgebra de grupo k[F], donde F es un grupo de orden pq. En particular, H es semisimple. ]
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Observacion 3.2.4. El teorema anterior implica el resultado conocido que el algebra de Taft T'(q)
de dimensién p?, con p impar, no admite ninguna estructura cuasitriangular.

El siguiente resultado se debe a S. Gelaki.

Teorema 3.2.5. Sea (H, R) un dlgebra de Hopf cuasitriangular de dimension finita con antipoda
S sobre un cuerpo k de caracteristica 0.

(a) |Gel, Thm. 3.3] Si el elemento de Drinfeld u de H actia como la multiplicacion por un escalar
sobre cualquier representacion irreducible de H (e.g. si H* es punteada), entonces uw = S(u)
y en particular S* = id.

b) [Ge2, Thm. 1.3.5| Si Hr es semisimple, entonces u = S(u) y S* = id.
(0) [Ge2, | ple, (w) y

(c) St H* es punteada, entonces H es semisimple o dim H es par.

Demostracion. (c) se sigue de (a) y la Observacion 1.1.21. O

Ahora podemos probar nuestro primer resultado sobre algebras de Hopf cuasitriangulares.

Proposicion 3.2.6. Entre las dlgebras de Hopf de la lista (a), ..., (k) en la introduccion, sdlo
las dlgebras de grupo y los nicleos de Frobenius-Lusztig ug(sly), con ¢ € Gy \ {1}, admiten una
estructura cuasitriangular.

Demostracion. Se sabe que las algebras de grupo y los niicleos de Frobenius-Lusztig son cua-
sitriangulares, ver [K, IX.7]. Luego, basta mostrar que las otras algebras de Hopf de la lista no
admiten estructura cuasitriangular. Sean ¢ € G, \ {1} y m € Z/(p) ~ {1}.

Las &lgebras de Hopf en los casos (d), (f) y (¢g) no admiten estructura cuasitriangular, ya
que poseen un epimorfismo de algebras de Hopf al algebra de Taft T(q) de dimension p? y por la
Observacion 3.2.4, T'(¢) no es cuasitriangular (ver [AS3, Section 1]).

Sea H una de las algebras de Hopf T'(¢q), h(g,m), uy(sl2)*, r(¢q)*, i.e. H es uno de los casos
(e), (i), (y), (k) de la lista. Entonces H* es punteada y H es no semisimple de dimensiéon impar.
Por lo tanto, por el Teorema 3.2.5 (¢), H no puede admitir una estructura cuasitriangular.

Sea G un grupo finito. Si H = k¢ admite una estructura cuasitriangular, entonces G es abeliano
por (QT1), pues k¢ es conmutativa y tendriamos que AP = A. EN particular, H es isomorfa a
un algebra de grupo.

Finalmente, las &lgebras de Hopf semisimples de dimensién p® en (¢) no son cuasitriangulares
por [Mk4, Thm. 1]. O

Observacion 3.2.7. La demostracion para T'(¢) de la Proposicion 3.2.6 también se sigue de [R4,
Section 5|. En ese trabajo, Radford define algebras de Hopf que dependen de ciertos parametros
y prueba que estas algebras admiten una estructura cuasitriangular si y sélo si estos pardmetros
satisfacen ciertas relaciones. Se puede ver que estas algebras de Hopf son de este tipo y las condiciones
necesarias para que admitan una estructura cuasitriangular no se cumplen.
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En lo que sigue damos una descripcion parcial de las algebras de Hopf cuasitriangulares de
dimension p>.

Sea D(H) el doble de Drinfeld de H (ver [Mo| o [R2]| para la definicion y propiedades bésicas).
Identificaremos D(H) = H*°P ® H como espacios vectoriales y para f € H* y h € H, el elemento
B ®h € D(H) se denotara por f#h. También identificaremos D(H)* = H? ® H* y para h € HP
y B € H*, el elemento h ® B € D(H)* se denotara por h# (3, si no hay confusion.

Para toda algebra de Hopf cuasitriangular de dimension finita (H, R), existe un epimorfismo F’
de algebras de Hopf dado por

D(H) L H, F(B#h) =< 8,RM > R@p,

el cual induce por dualidad una inclusién de algebras de Hopf H* =, D(H)*. Mas aun, por
[R2, Prop. 10] todos los elementos de tipo grupo de D(H)* tienen la forma x#/, para ciertos
r € G(H), B € G(H*). Ademas, k[G(D(H)*)] es una subélgebra de Hopf central de D(H) via
el monomorfismo ((z#3) = S#x para todo z#3 € G(D(H)*) y se tiene una sucesion exacta de
algebras de Hopf

1 — k[G(DH)*)] S DH) S A1, (3.3)

donde A es el algebra de Hopf dada por el cociente D(H)/D(H)k[G(D(H)*)]".

El siguiente lema se debe a S. Natale.

Lema 3.2.8. [Nal, Lemma 3.2] Sea 1 — A % H 5 B — 1 una sucesion exacta de dlgebras
de Hopf de dimension finita y sea L C H una subdlgebra de Hopf. Si L es simple entonces, o bien
L Cu(A), o LNu(A) =kl. En el altimo caso, la restriction w|r, : L — B es inyectiva. O

Como aplicacion del resultado anterior tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.9. Sea H un dlgebra de Hopf cuasitriangular de dimension p® tal que el morfismo
fr de dlgebras de Hopf definido anteriormente es un isomorfismo. Supongamos ademds que H es
simple como dlgebra de Hopf. Entonces G(H) ~ G(H*), |G(H)| =p y < a,g >=1, donde o y g
son los elementos modulares de H* y H, respectivamente.

Demostracion. H no puede ser semisimple, puesto que de serlo, H admitiria un elemento de tipo
grupo central no trivial por [Mk3, Thm. 1] y esto contradice la hipotesis de simplicidad de H. Mas
aun, H no puede ser unimodular, puesto que de lo contrario H* seria también unimodular y por la
formula de Radford para la antipoda tendriamos que S* = id, lo cual implicaria por la Observacion
1.1.21 que H es semisimple. Como fr es un isomorfismo, H* también es no semisimple, simple
como algebra de Hopf y G(H) ~ G(H*). Por lo tanto, por el Teorema 1.1.23 se puede suponer que
GH)| = [G(H")| = p o |G(H)| = |G(H")| = p

El orden de G(H) no puede ser p?, ya que de lo contrario, H serfa punteada por la Proposicion
3.1.3 y consecuentemente isomorfa a un niicleo de Frobenius-Lusztig uy(sl2), para cierto ¢ € G,~{1},
por la Proposicion 3.2.6. Esto es una contradiccion, ya que |G(uy(slz))| = p.

Por lo tanto, la tinica posibilidad es que |G(H)| = |G(H*)| = p. Por |Ge2, Cor. 2.10, 1), sabemos
que fg(a) = g~ !y por [R4, Prop. 3], far = fa* frY fgr(a) = 1. Esto implica necesariamente
que fr(a) = g y por lo tanto el orden de g y @ deben ser iguales.
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Consideremos ahora el epimorfismo de algebras de Hopf F : D(H) — H y la inclusion de
algebras de Hopf F* : H* — D(H)* definidas anteriormente. Como G(H*) # 1, se tiene que
G =G(D(H)*) # 1, y dualizando la extension (3.3), obtenemos otra extension de algebras de Hopf
dada por

1—A* XS DH) S kY 1.

Sea L = F*(H*) C D(H)*. Como H* es simple como &lgebra de Hopf, por el Lema 3.2.8 se tiene que
L C 7*(A*) o LN7*(A*) = k1. Pero lo ultimo no puede ocurrir, ya que de lo contrario la restriccion
¥|1 : L — kY serfa inyectiva, implicando que H* es semisimple. Por lo tanto L C 7*(A*).

Entonces existen § € G(H*), B #¢cy x € G(H) ~ {1} tales que z#f € G(n*(A*)) C G. Mas
atn, como la imagen de G en D(H) es central y F' es un epimorfismo de algebras de Hopf, se sigue
que F(f#x) € G(H) N Z(H) y por simplicidad de H tenemos que F'(f#z) = 1.

Al ser ambos elementos modulares no triviales, se sigue que G(H*) =< a >y G(H) =< g >
y por lo tanto |G(D(H))| = p?. Mas atin, |G(H*)| = |G(A*)| = p, pues de lo contrario |G(A*)| =
|G(D(H)*)| = |G(D(H))| = p* y esto implicaria que H contiene un elemento de tipo grupo central
no trivial, lo cual contradice la hipétesis de simplicidad de H. Por consiguiente el elemento de tipo
grupo B#x genera G(7*(A*)), y B =al, x = ¢’ para ciertos 1 <i,j < p — 1. En particular,

1 = F(dd#g") =< o, RY > R gt = fr(a?)g' = fr(a) g" = ¢/ ¢".
Entonces se tiene que j = —i mod py 7*(G(A*)) =< g#a~! >. Mas atin, por [Na2, Cor. 2.3.2], se

sigue que < a1, g >2= 1, y esto implica que 1 =< a~ !, g >=< a,g >, pues |G(H)| = |G(H")|
Py p es impar.

Ol

Probamos ahora uno de nuestros resultados principales.

Teorema 3.2.10. Sea H un dlgebra de Hopf cuasitriangular de dimension p®. Entonces

(1) H es un dlgebra de grupo, o
(i) H es isomorfa a uy(sla), para algin g € G, ~ {1}, o

(ii1) H es un dlgebra de Hopf extrana de tipo (p;p) y el morfismo fr es un isomorfismo. Mads ain,
H y H* son cuasitriangulares minimales, 1 =< [,z > para todo f € G(H*), x € G(H), y
ord S = 4p.

Demostracion. Si H es semisimple, el afirmacion se sigue de [Mk4, Thm. 1], ya que H es isomorfa
a un algebra de grupo.

Supongamos ahora que H es no semisimple y sea Hp la subalgebra de Hopf cuasitriangular
minimal de H. Recordar que Hr = KL = LK, donde K = Im fgr y L= Im fg. Por el Teorema
3.2.5 (b) y la Observacion 1.1.21, Hg es necesariamente no semisimple. Como por [Z, Thm. 2| y
[Ng, Thm. 5.5], las tinicas algebras de Hopf no semisimples cuyas dimensiones son una potencia de
p con exponente menor a 3 son las dlgebras de Taft y las dlgebras de Taft no son cuasitriangulares
por la Observacion 3.2.4, concluimos que dim Hg = p>.
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Luego, el unico caso posible es cuando Hgr = H y (H, R) es un algebra de Hopf cuasitriangular
minimal. Entonces por [R2, Cor. 3], se sigue que dim H|(dim K)? y por lo tanto la dimensiéon de K
2 .3
es p° o p°.

Supongamos que la dimension de K es p?>. Como H es no semisimple, K es no semisimple por
la Observacion 3.2.2. Méas atn, por [Ng, Thm. 5.5], K debe ser isomorfa a un algebra de Taft T'(q),
donde ¢ € G, ~{1}. Como L ~ K*°°P L también es isomorfa a un algebra de Taft y por el Ejemplo
1.1.16, L ~T(q7 ).

Es claro que G(K) C G(H) y G(L) € G(H), donde el orden de G(H) es p o p?>. Como H es un
producto de dos algebras de Taft, se tiene que S* = id. Si el orden de G(H) es p?, entonces por la
Proposicion 3.1.3, H es punteada. Luego, por [AS3, Thm. 0.1] y la Proposicion 3.2.6, H es isomorfa
a un niicleo de Frobenius-Lusztig u,(slz); lo cual es imposible, pues |G(u4(sl2))| = p.

Por lo tanto |G(H)| = p, y consecuentemente G(H) = G(K) = G(L). Sean g € G(H), v € K
los generadores de K,y ¢’ € G(H), y € L los generadores de L. Estos estan sujetos a las relaciones
del Ejemplo 1.1.16, ya que ambas son isomorfas a algebras de Taft, pero en diferentes raices de la
unidad. Méas atn, ¢’ debe ser una potencia de g, ya que |G(H)| = p. Luego, H esta generada como
algebra por g, x e y, lo cual implica por [Mo, Lemma 5.5.1| que H es punteada. Entonces por [AS3,
Thm. 0.1] y la Proposicion 3.2.6, H es isomorfa a ug(slz), para algin g € G, ~ {1}.

Supongamos ahora que dim K = p3. Entonces el morfismo fr : H*P? — H es un isomorfismo
de algebras de Hopf. Mas atn, H es no punteada y por ende simple como algebra de Hopf por el
Corolario 2.2.3, ya que de lo contrario H serfa isomorfa a un nicleo de Frobenius-Lusztig u,(sl2),
lo cual es imposible pues u,(sl2)* no es punteada ni cuasitriangular. Entonces, por el Lema 3.2.9
se tiene que |G(H)| = py < a,g >= 1, donde a y g son los elementos modulares de H* y H
respectivamente. Puesto que de la demostracion del Lema 3.2.9 se tiene que fr(a) = g, se sigue
de la Observaciéon 1.1.21 que H y H* no son unimodulares. Por lo tanto, < 3,z >= 1 para todo
B € G(H"), x € G(H), lo cual implica por el Corolario 3.1.12 (b) que ord S = 4p. En conclusion, H
es un algebra de Hopf extrana de tipo (p;p) que satisface todas las condiciones en (7i). O]

Es un hecho conocido que las &lgebras de grupo y los ntcleos de Frobenius-Lusztig son algebras
de Hopf de cintas, ver [K]. A continuacién, probamos que no existe otra algebra de Hopf de cintas
de dimensién p3.

Corolario 3.2.11. Sea H un dlgebra de Hopf de cintas de dimension p>. Entonces H es un
dlgebra de grupo o H es isomorfa a ugy(sle) para algin q € G, ~ {1}.

Demostracion. Supongamos por el contrario que H es un algebra de Hopf de cintas de dimension
p? que no es un algebra de grupo y H no es isomorfa a un nicleo de Frobenius-Lusztig. Entonces
por el teorema anterior, H es de tipo (p;p) y ord S = 4p. Sin embargo esto no puede ocurrir, ya que
por [KR, Thm. 2|, el cuadrado de la antipoda debe tener orden impar. O

Usando el Teorema 3.2.10 y algunos resultados de [AN] y [BD], clasificamos en el siguiente
teorema las dlgebras de Hopf cuasitriangulares de dimension 27. Al igual que en [BD], M¢(n, k)
denotan las coalgebras matriciales simples contenidas en el corradical.

Sea H un algebra de Hopf de dimension finita y sea Hy el corradical de H. Luego, Hy ~

@TGH H., donde H, es una subcoélgebra simple de dimensién d?, d, € Z, y H es el conjunto de
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clases de isomorfismo de H-comé6dulos simples a izquierda. Definimos entonces
Hya= & H.
TEH: dr=d

Por ejemplo, Hy; = k[G(H)] y Hpz es la suma de todas las subcoalgebras simples de dimension 4
de H. Por [AN, Lemma 2.1 (i)], el orden de G(H) divide a la dimensién de Hy 4 para todo d > 1.

Teorema 3.2.12. Sea H un dlgebra de Hopf cuasitriangular de dimension 27. Entonces H es
un dlgebra de grupo o H es isomorfa a uy(sly) para algin q € Gz ~ {1}. Mds precisamente, H es
isomorfa sélo a un dlgebra de Hopf de la siguiente lista, donde q € Gz ~ {1},

(a) K[Z/(27)]

(b) k[Z/(9) x Z/(3)]

(c) k[Z/(3) x Z/(3) x Z/(3)]
(d) uy(sly)

Demostracion. Por el Teorema 3.2.10, basta mostrar que no existe algebra de Hopf cuasitrian-
gular H de dimension 27 que satisface (7ii).

Supongamos que tal algebra de Hopf existe. Como H es no semisimple, por el Teorema 1.1.20 H
tampoco es cosemisimple. Mas atn, por el Corolario 3.1.16 y la Proposicion 3.1.13 (a), H no posee
elementos casi-primitivos no triviales.

Sea Hy = k[G(H)|®M¢(n1,k)®- - -®M(ny, k), el corradical de H, donde 2 <ny < --- <ny < 3,
pues 3|dim Hy 4 para todo d > 1. Mas atn, como H no es cosemisimple, se tienen las siguientes
posibilidades para Hp:

1) Hy=k[G(H)] ® M*(3,k), con dim Hy = 12,

3) Hy = k[G(H)) & M*(3,

(1) (H) (3, k)

(2) Hyp = k[G(H)] & M¢(2,k)3, con dim Hy = 15,
(3) (H) (3,k)?, con dim Hy = 21,
(4) (H) (2, k)

4) Hy = k[G(H)] @ M°(2,k)® ® M(3, k), con dim Hy = 24.

Puesto que todos los elementos casi-primitivos de H son triviales, por [BD, Cor. 4.3| se tiene que

t
27 = dim H > dim Hy > (1+2m1)3+ ) _n?. (3.4)
=1

Reemplazando las dimensiones correspondientes en la ecuacion (3.4), se sigue que ninguno de los
casos (1),..., (4) es posible. O






Capitulo 4

Extensiones de grupos cuanticos finitos
por grupos finitos

Sea G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C, con algebra de Lie
g, matriz de Cartan C y matriz simetrizada de Cartan C'D. Sea £ > 1 un nimero natural impar,
coprimo con det C'D. Dada una inclusiéon o de un grupo finito I en G y una raiz ¢-ésima primitiva de
la unidad €, construimos en este capitulo una extension central A, del algebra de funciones C! por el
dual del nicleo de Frobenius-Lusztig uc(g); A, es un cociente del algebra de coordenadas cuantizada
O(G) y dim A, = |[T|¢4m9. Mas atn, si G es simple y o(I') no es central en G, obtenemos una
familia infinita de Hopf algebras de Hopf no isomorfas entre si que son no semisimples, no punteadas
y sus duales tampoco son punteados. Esto generaliza un resultado obtenido por E. Miiller [Mu2| para
SLy(C). Sin embargo, en la Subseccion 4.2.4 mostramos, siguiendo algunos resultados de Masuoka
[MKk5], que estas algebra de Hopf son deformaciones por cociclos unas de otras.

4.1. Algebras de coordenadas cuantizadas

En esta seccién recordamos la definicion del algebra de coordenadas cuantizada de Gy que
la misma es una extension central de O(G), el algebra de funciones coordenadas de G. Sea R =
Q[q,q" ], con ¢ una indeterminada. En [DL], De Concini y Lyubashenko construyen una forma
integral I'(g) del algebra envolvente cuantizada U,(g), la cual es una R-algebra de Hopf. Usando
la teoria de representaciones de I'(g), definen una R-subélgebra del dual de Sweedler de I'(g) (ver
Ejemplo 1.1.17), obteniendo asi una R-algebra de Hopf R,[G].

Para més informacion sobre las definiciones y las demostraciones de los resultados que aqui se
enuncian, ver loc. cit. o el libro de Jantzen [J]. Alli se demuestran los resultados con gran detalle.

4.1.1. Definiciones

Comenzamos primero recordando la informacion asociada a g:

e Denotaremos por C' = (a;j) a la matriz de Cartan con respecto a alguna eleccién de una
subélgebra de Cartan b y raices simples IT = {a, ..., o}

43
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e n = dimh no depende de la eleccion de la subalgebra de Cartan. Luego, se define es el rango
de g como rgg = n.

e Denotaremos por ® al sistema de raices y por W al grupo de Weyl asociado.

e El reticulado de raices de g se define por Q = Z® = @', Za; C h*.

e Los pesos fundamentales wq, ..., w, € h* estan definidos por las condiciones
(0, ;) = didsj para todo 1 < i,j < n,
donde (—, —) es la forma bilineal positiva simétrica en h* inducida por la forma de Killing de

gy di =52 € {1,2,3}.
e El reticulado de pesos se define por P = @' | Zw; C h*. Mas aun, se puede ver que o =

>y aijw; para todo 1 < j < n. En particular, @ C P.

Definicion 4.1.1. Para todo reticulado M con Q € M C P se define el dlgebra envolvente
cuantizada Ugy(g, M) de g como la Q(g)-algebra generada por los elementos Ey, ..., E,, Fi,...,F,
y {K)| A € M}, que satisfacen las siguientes relaciones para A, p€ My 1 <1i,5 <n:

Ko=1  K\K,= K\,
K\E;K_» =q“YE;,  K\F;K_\=q *“VF,

Ko, — K3}
EiFj — FjE; = §jj———%
qi — g,
I—CLij
s l—a;;j— . .
S ] BB =0 (i # ),
m=0
1—a;;
P 1—a;;i— . .
S (O[] FTTRE =0 (i 4 ).
m=0

Cuando M = @, el algebra U,(g, M) = Uy(g, Q) se llama la forma adjunta del algebra envolvente
cuantizada y se denota por U,(g). En el otro extremo, cuando M = P, el algebra envolvente
cuantizada que se obtiene se llama la forma simplemente conexa y se denota por Uq(g).

Observacion 4.1.2. Si EZ-(m) y Fi(m) denotan E™ y F!™ divididos por (m),! respectivamente, por
|L2] podemos escribir las tltimas dos relaciones de la forma:

> (—)EVEEY =0 (i+#)),

r+s=1—a;;

S EYREY =0 (i #)).

r+s=1—a;;
Teorema 4.1.3. Uy(g, M) es un dlgebra de Hopf con la estructura determinada por

A(K/\):K)\(@K)\ €(K)\):l S(K)\):K_)\
A(EZ) =FE®1+ Kai ® F; €(El) =0 S(EZ) = _KfaiEi

A(Fl) =F® K,ai +1® F; 5(Fl) =0 S(Fl) = *FiKai
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para todo 1 <i<nyXe M.
Demostracion. Ver [J, Cap. 4]. O

Para t, m € Ny y u € Q(q) ~ {0, £1} usamos la siguiente notacioén para g-nimeros:

[t]u: = %, (! = [tult = u- - 1], {T?] :: m
(t)u = 727__11, (B! = O)u(t = 1)y (1), <7:L> _ m

Definicién 4.1.4. [DL, Section 3.4] El algebra I'(g) es la R-subalgebra de U,(g) generada por
los elementos

K (1<i<n),
t —s+1
() =1 ¢z 15050,
s=1 ?
Bt
EM .= [t]z' (t>1,1<i<n),
q;*
¢ F}
0 ._ L (t>1,1<i<n),
' [t]g,!

donde ¢; = ¢% para 1 <i < n.

Observacion 4.1.5. De la misma forma se pueden definir las formas integrales I'(b;.) y T'(b_) de
las subalgebras de Borel. Tomando las relaciones que las definen y usando resultados de Lusztig [L2],
se pueden obtener relaciones que definen I'(g), ver [DL, Sec. 3.4]. Cabe observar que las mismas no
son necesariamente independientes; en particular, las relaciones (4.5) y (4.6) que siguen muestran

Ko, 0 qi T
que los elementos < O‘t“ ¢ ) = HZ:I (K(Zfll> estan en la R-subalgebra generada por los

Kqy,;;0
s
(4.16), (4.17) y (4.18) se satisfacen en U,(g), y por lo tanto se satisfacen en T'(g).

elementos de la forma < ) . Mé&s atn, por Lusztig [L3, Cor. 3.1.9] se tiene que las relaciones

todos los K1, ( KC?;C > conmutan, (4.1)

(Kog;c>:1’ (qi—1)<K“f;0>=Kai—1» (4.2)
(

(Kiﬁc><K@i9s€_t>: t;”) (KC”;C>, t, s3>0, (4.3)
qi

t+ s

<Ka";tc+1>—Qf<Km;c):<fcf;1c>’ P> 1, (4.4)

Ka;;c et (c—p)(t— c Koy,;;0
( ; )ZEgéptqi( p)(t—p) (p) ( e ), c>0, (4.5)
q

i
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( Kata —c ) _ Z;:o(—1)pqi_t(c+p)+p(p+1)/2 <P+ €= 1) ( Ka;i0 ) , c>1, (4.6)
qi

D t—p
Kaz‘;c"{' 1 . Kai;c _ c—t+1 Kai;c

K\E = gtV EV K, A€ P, (4.8)
K\F = ¢ s NED Ae P, (4.9)

KaiQC (m) _ =(m) Kai;c—i-mai»
< ; ) E/"™ = E; ; 7, (4.10)

Kajs¢ \ nm) _ (m) [ Ko ¢ — mag;
( ; > ™ = F; . , (4.11)
E(r s _ [T + S:| E r+s EZ(O) _ 1’ (4.12)
(T‘)F _ |:T + S:| 7‘+S , F’,L(O) — 1, (413)

7“) (s) _
Zr—i-s:l—ai]( ) E E - O (414)
s 7’ ( ) _
Zr—f—s:l—a”( ) Fz - 0’ (415)
() @(s) _ 1(s) (r) . .

EVRY ~ FOED, i3 (416)
BORO = g pe0 [ Koo | mr (a17)
FED = sig-ayp ™ | Kt em ol g, (413)

En lo que sigue definimos el algebra de coordenadas cuantizada de G. Sea C la subcategoria
estricta plena de I'(g)-mod cuyos objetos son I'(g)-modulos M tales que M es un R-modulo libre de
rango finito con una base sobre la cual los operadores K,, y (Kiﬁo> actiian por matrices diagonales

con autovalores ¢;" y ('}'),, respectivamente.
1

Definicion 4.1.6. [DL, Section 4.1] Denotemos por R4[G] al R-submoédulo de Hompg(I'(g), R)
generado por las funciones coordenadas ¢! de representaciones M de C

<t g>=<ml g -m >,

donde (m;) es la R-base de M, (m7?) es la base dual y g € I'(g). Como la subcategoria C es tensorial,
R,|G] es un algebra de Hopf.

Sea € una raiz {-ésima primitiva de 1. Si denotamos por x,(q) € R al ¢-ésimo polinomio cicloto-
mico, entonces R/[x/(q)R] ~ Q(e).

Definicion 4.1.7. [DL, Section 6] El dlgebra Ry[G]/[x¢(q)Ry[G]] se denota por Oc(G)q() ¥ se
denomina el dlgebra de coordenadas cuantizada de G sobre Q(e) en la raiz de la unidad €. De la misma
manera que para O.(G)q(c), podemos tomar la Q(e)-algebra de Hopf I'c(g) := I'(g)/[x¢(¢)I'(g)]-

Usando la siguiente definicion, podemos relacionar las algebras de Hopf Oc(G)q(e) v Te(g)-
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Definicion 4.1.8. Sean U y H dos élgebras de Hopf sobre un anillo A. Un apareamiento de
Hopfentre U y H es una forma bilineal (—, —) : H xU — A tal que paratodou, ve Uy f, h € H,

(@) (h,uv) = (h(1),u)(h(2),v);
(i) (fh,u) = (f,u@))(h,ue));
(43i) (1,u) =¢e(u) y (h,1) = e(h);

(iv) (h,S(u)) = (S(h),w).

Dado un apareamiento de Hopf, los morfismos inducidos U — H* y H — U”* son en realidad
morfismos de la forma U — H° y H — U° que resultan ser morfismos de élgebras de Hopf, donde
H° y U° son los duales de Sweedler de H y U respectivamente. El apareamiento se dice perfecto o
no degenerado si los morfismos anteriores son inyectivos.

Proposicion 4.1.9. Eziste un apareamiento de Hopf perfecto entre Rq[G] y I'(g)

R, G]®rT(g) = R

que induce un apareamiento de Hopf perfecto entre Oc(G)g(e) y ()
Oc(G)a(e) ®a(e) Te(g) — Q(e).

En particular, Oc(G)qe) € Te(9)® y Te(g) (’)E(G)OQ(e).

Demostracion. Ver [DL, Lemmas 4.1 y 6.1]. O]

Si k es cualquier cuerpo que contiene a Q(¢), se puede construir una k-forma de Oc(G)q(c), a
saber O (G)i = Oc(G)q(e) ®q(e) k- Cuando k = C, simplemente escribimos O.(G) para O(G)c.
Los siguientes resultados implican, por la Proposicion 2.1.6, que O (G) es una extension central de
O(G) por un algebra de Hopf de dimension finita.

Teorema 4.1.10. (a) O.(G) contiene una subdlgebra de Hopf central isomorfa al dlgebra de fun-
ciones coordenadas O(G) en G.

(b) OA(G) es un O(G)-médulo proyectivo finitamente generado de rango (™G
Demostracion. Ver [DL, Prop. 6.4 y Thm. 7.2]. O

Mas atn, Brown, Gordon y Strafford mostraron lo siguiente.

Teorema 4.1.11. O.(G) es un O(G)-mddulo libre de rango (I™C.

Demostracion. Ver |BG, Section II1.7.11]. O
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4.1.2. Un toro maximal

En esta subseccion mostraremos que la inclusion dada por el Teorema 4.1.10 (a) determina un
toro maximal T de G.

Sea k = C. En |DL, Section 9.2], se define una accion de C" en Tc(g): sea ¢ : I'(g) — L'e(g) la
proyecciéon candnica y, para cada 1 < ¢ < n sea H; el elemento primitivo dado por

[ KL —1
Hi=¢ | —+——| €T(g) para todo 1 < i < n.
(gl —1)

Entonces para cualquier n-upla (pi,...,pn) € C" y para cualquier I'c(g)-moédulo M de di-
mension finita, los elementos exp(), p;H;) definen operadores en M que conmutan con todo mor-
fismo de I'¢(g)-modulos. Por lo tanto, definen caracteres sobre O (G). Claramente, los elementos
exp(>_,; piH;) € O(G)* forman un grupo y el morfismo dado por

¢:C" — Alg(O(G),C), (p1y...,pn) > €xp (szHz> ,

)

define un morfismo de grupos cuyo nicleo es el subgrupo 2mifZ™. Méas atn, se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 4.1.12. El monomorfismo (C/2milZ)" — Alg(O(G),C) es un isomorfismo.
Demostracion. Ver [DL, Thm. 10.§]. O

Ademas, la inclusion O(G) - O(G) dada por el Teorema 4.1.10 (a) induce por restriccion un

morfismo de grupos Alg(O(G),C) A Alg(O(G),C). La composicion de este morfismo de grupos
con ¢ define un morfismo de grupos

p:C" L Alg(0,(G),C) = Alg(O(G),C) = G,

cuyo nucleo es el subgrupo 2miZ", por [DL, Prop. 9.3 (c)]. Sea T el subgrupo de G dado por la
imagen de .

Lema 4.1.13. T es un toro mazximal en G.

Demostracion. De la definicion se sigue que T ~ (C/2miZ)" ~ (C*)". Luego T es abeliano,
semisimple, conexo y dimT = n. Si T no fuera maximal, existiria un toro maximal T tal que
T CT.Sihyh sonsus algebras de Lie, tendriamos que h C ', pues G es conexo. Pero entonces
dim h/ =n =dimb, lo que implica que h/ = b, y por lo tanto T = T O

4.1.3. Una sucesion exacta

Finalizamos esta seccion mostrando explicitamente quién es el cociente de O(G) por su subal-
gebra de Hopf central O(G).
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Sea O.(G) = O(GQ)/[O(G)TO(G)] y denotemos por 7 : O(G) — O(G) al epimorfismo que
da el cociente. Por los Teoremas 4.1.10 y 4.1.11, O.(G) es un algebra de Hopf de dimension (4™ ¢,
Como O(G) es un O(G)-modulo libre, es fielmente playo y por la Proposicion 2.1.6, se sigue que
O(G) = O(G)°™ = «°TO(Q). Esto implica que O.(G) encaja en la sucesion exacta

1= O(G) = O(G) — O(G) — 1.

Nuestro objetivo es determinar el algebra de Hopf O(G). Para ello, consideramos la forma
adjunta del algebra envolvente cuantizada U,(g) con sistema de raices asociado ® y grupo de Weyl
W. El grupo de trenzas By de tipo ® asociado al grupo de Weyl W es el grupo generado por los
elementos t1,..., t, que satisfacen las relaciones

titjti e = tjtitj <+, para 1 7'5 j,

con m;; factores en ambos lados de la igualdades, donde m;; es el orden del producto Sa;Sa; de las
reflexiones simples sq, y Sq; en W,

Lusztig, e independientemente Levendorskii y Soibelman, probaron que los generadores t; sa-
tisfacen las relaciones de trenza y que By actla a través de automorfismos de algebras en U,(g).
Para una discusion detallada sobre estas afirmaciones ver [J, Section 8.

Consideraremos ahora el algebra de Hopf Ug(g), con € una raiz f-ésima primitiva de la unidad.

El siguiente teorema se debe a De Concini, Kac y Procesi.

Teorema 4.1.14. Con la misma notacion que en la Definicion 4.1.1 se tiene que

(a) Uc(g, M) tiene los mismos generadores que Uq(g, M) que satisfacen las mismas relaciones,
pero con q reemplazado por €.

(b) Uc(g, M) es un dlgebra de Hopf con las mismas definiciones de A, € y S que para Uy(g, M)
pero con q reemplazado por e.

(c) Al igual que Uy(g), Uc(g, M) admite una accion de By .
Demostracion. Ver [DK], [DKP]. O

Sea Zy la menor subélgebra Byy-invariante de U.(g) que contiene a los elementos

Kga:Ké, Ef, Ff paraac Pyl <i<n.

Entonces por [BG, Thm. I11.6.2], Zy es una subalgebra de Hopf central de U(g) y Uc(g) es un Zo-
modulo libre de rango ¢4™9. El algebra de Hopf de dimension £4™9 dada por el cociente uc(g) :=
Uc(9)/1Z4 Uc(g)] se llama el dlgebra envolvente cuantizada restringida de g en € o el niicleo de
Frobenius-Lusztig de g en e.

Aunque es un resultado bien conocido que el éalgebra de Hopf O (G) es isomorfa al dual del
algebra envolvente cuantizada restringida u.(g), s6lo pudimos hallar la siguiente referencia.

Teorema 4.1.15. Las dlgebras de Hopf O(G) y uc(g)* son isomorfas.
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Demostracion. Ver |BG, Thm. I11.7.10]. O

Observacion 4.1.16. Varios autores definen el nticleo de Frobenius-Lusztig u.(g) como la subal-
gebra de I'c(g) generada por los elementos E;, F; y K,, para 1 < i < n, la cual es de hecho una
subélgebra de Hopf de I'c(g). Sin embargo, esta definicion coincide con la dada aqui (ver [BG| para
més detalles): por la Proposicion 4.1.9, sabemos que existe un apareamiento de Hopf perfecto

Oc(G) ®q(e) Te(g) — Q(e),

que induce un apareamiento de Hopf perfecto

O(G) ®qe) Ue(g) — Q(e),

donde ﬁe(g) es la subalgebra de Hopf de I'c(g) generada por los elementos E;, F; y K,, para
1 <4 < n. Esto induce un morfismo de algebras de Hopf de O(G) a Uc(g)" que es un isomorfismo
por [BG, Dem. del Thm. II1.7.10]. Por lo tanto, u.(g) es isomorfa a U(g) y el epimorfismo

7 : O(G) — O(G)
se corresponde con un monomorfismo ‘7 : u.(g) — Te(g) € O(G)°.

Maés atn, el siguiente resultado muestra que no sélo el ntcleo de Frobenius-Lusztig es un cociente
de Uc(g) sino que también es un cociente de I'c(g).

Proposicion 4.1.17. Eziste un epimorfismo de dlgebras o : T'e(g) — ue(g) tal que |y, () = id.
Demostracion. Como I'c(g) = I'(g)/[x¢(q¢)T'(g)], podemos definir ¢ como una aplicacion de I'(g)

en uc(g) tal que p(g) = €. Sea entonces ¢ el tnico morfismo de algebras que toma los siguientes
valores en los generadores:

(m)
E: sil<m</
E(m) — i — ’
e i) { 0 siféd>m
(m)
(m) F; sil>m</
F. =
a ! ) { 0 sif{>m
(P((Kai;O)): (K?ri;o) sil<m</
m 0 sif<m
p(K.') = Kg! v(q) =€,

para todo 1 < i < n. Puesto que ¢ es, por definicion, la identidad en los generadores de u.(g)
y Ef =0= Ff, Kfu = 1 en u(g), de un calculo directo se sigue que ¢ satisface las relaciones
dadas en la Observacion 4.1.5. En efecto, es claro que ¢ satisface las relaciones (4.1), (4.2), (4.8)

y (4.9). Ademas, las relaciones (4.5) y (4.6) solamente dicen que los elementos ( KC:;; ¢ > estan

en la R-subalgebra generada por los elementos de la forma ( s ) Luego, basta verificar las

relaciones restantes para los elementos ( o ) Asi, de la definicién de ¢ se sigue directamente
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que se verifican las relaciones (4.10) y (4.11). La relacion (4.3) se satisface directamente cuando

. . . t t .
t+s <l Sit+s>{, o satisface la relacién pues ei”( 1—8> = { :S} conmeZye=¢ebhy
€2 €;

por [L3, Lemma 34.1.2] se tiene que [t —it_ S] = 0. Analogamente, la relacion (4.4) se satisface para
€

t<lyt>~{ Parat=/{yc=0 larelacion se lee

Ko\ of Kop30\ _ [ Kq;0
¢ 4 ¢ “\ =1 )

y es simplemente la misma relacion que (4.5). Usando las definiciones se ve claramente que la
relacion (4.7) para ¢ = 0 es la misma relacion que (4.4). Las relaciones (4.12) y (4.13) se satisfacen

trivialmente para el caso en que r + s < £. Si r + s > £ tenemos que El.(T)Ei(s) = 0 en uc(g) pues

la relacion se satisface en I'c(g) y vale que [ " j: s } = 0. Por la Observacion 4.1.2, las relaciones
€
(4.14) y (4.15) son relaciones en Uy (g). Por ser uc(g) un cociente de U, (g), éstas se verifican luego
de tomar el cociente por el algebra central Zj, que en particular contiene a los elementos Ef, Ff
para todo 1 < 4 < n. Como aplicar ¢ a la ecuacion es lo mismo que ver la ecuaciéon en el cociente,
se sigue que ¢ satisface estas dos relaciones. Finalmente, por [L3, Cor. 3.1.9], la relacion (4.16) y
las relaciones cuénticas de Serre (4.17) y (4.18) se satisfacen en U,(g), por lo tanto, ¢ las satisface
por satisfacer las anteriores. Esto implica que ¢ es un morfismo de dlgebras bien definido tal que su
imagen es Uc(g) y ¢y, (g) = id. O

Resumiendo lo visto en esta seccion, tenemos que el algebra de coordenadas cuantizada O.(G)
de G en € es una extension central de O(G) y O(G) es fielmente playa sobre O(G). En particular,
O(G) encaja en la sucesion exacta

1 - 0(G) 5 0(G) 5 u(g)* — 1. (4.19)

4.2. Cocientes de O.(G) de dimensioén finita

Continuamos en esta seccioén con la misma notaciéon que en la Secciéon 4.1; en particular, se tiene
un toro fijo T de G (ver Subseccion 4.1.2). En lo que sigue construimos nuevos ejemplos de algebras
de Hopf de dimensién finita que son extensiones de algebras de funciones de subgrupos finitos no
centrales I' de un grupo de Lie G conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C, por el dual del
nicleo de Frobenius-Lusztig uc(g). De aqui en més supondremos que k = C.

4.2.1. Construcciéon de los cocientes

Comenzamos esta subseccion estableciendo explicitamente el siguiente resultado clasico.

Lema 4.2.1. Sea I' un subgrupo finito de G. Entonces existe un epimorfismo de dlgebras de
Hopf 0 : O(G) — C'. Reciprocamente, si o : O(G) — H es un epimorfismo de dlgebras de Hopf y
H es de dimension finita, entonces existe un subgrupo finito T' de G tal que H ~ CT.
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Demostracion. Como G ~ Alg(O(G),C), podemos suponer que I' C Alg(O(G),C). Si denota-
mos J = [,cr Ker g, se sigue que J es un ideal de Hopf de O(G) y I' =~ Alg(O(G)/3J, C). Como
Alg(CP',C) ~ T, concluimos que O(G)/J ~ C! y el epimorfismo de algebras de Hopf esta dado por
el cociente g : O(G) — O(G)/3.

Reciprocamente, al ser O(G) conmutativa, H es un algebra de Hopf de dimension finita que es
conmutativa, y por ende isomorfa a C!' donde T es el grupo finito dado por I' = Alg(H, C). Como
o es sobreyectiva, existe una inclusion ‘o : T' = Alg(H,C) — Alg(O(G),C) = G, de donde se sigue
la afirmacion. O

Ahora aplicamos la construccion general de la Subseccion 2.3.2 en el contexto de O (G).

Construcciéon 1. Sea I un grupo finito y sea ¢ : I' — G una inclusién de I' en G. Denotemos
por o al epimorfismo de 4lgebras de Hopf ¢ : O(G) — C! dado por el Lema 4.2.1. Entonces la
sucesion exacta de algebras de Hopf (4.19) da lugar por la Proposicion 2.3.1 a una sucesion exacta
de algebras de Hopf de dimensioén finita

1-C" L o6))(T) 5 u(g) —1, (4.20)

donde J = Kerg, (J) = O(G)J y C' es central en O(G)/(J). Luego, el algebra de Hopf
O(G)/(J) esta dada por un pushout y por el Lema 2.3.3, dim O (G)/(J) es finita. De aqui en mas
escribimos A, = O(G)/(T).

Construccion 2. Sean o como en la Construccion 1y r : u(g)* — L un epimorfismo de
algebras de Hopf. Por el Teorema 2.1.4, tenemos que la extension central A, es cleft. Entonces
existe una retraccion £ € Reg. (A, k') y por la Proposicién 2.3.5, se tiene una sucesion exacta de
algebras de Hopf asociada a la terna (o, r,§):

1 - Kr7§ - AO’J“:& - L - 17

donde K, ¢ = CV'/(INCY) es central en Agrey dim A, ¢ es finita.

Aunque ambas construcciones parecen ser de interés, nos concentraremos soélo en la primera para
dar nuevos resultados sobre familias infinitas de algebras de Hopf de dimensién finita. El siguiente
lema generaliza [Mu2, Prop 5.3].

Lema 4.2.2. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas de dlgebras

de Hopf

1 —O0(G) —= O(G) —"=u(g)* —=1

donde T' es un grupo finito y p, q, r son epimorfismos de dlgebras de Hopf. Sea o : I' — G el
monomorfismo de grupos inducido por p. Entonces

A ‘s
(a) El morfismo C'' L A induce un morfismo de grupos G(A*) =T e Imo(*j) C TNo(T).

(b) Si A* es punteada, entonces o(I') es un subgrupo del toro mazimal T de G.
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Demostracion. (a) Como L es un cociente de u.(g)*, que es de dimension finita, dim L es finita.
Maés atn, como I' es finito por hipotesis, por el Lema 2.3.3 A también es de dimension finita.
Entonces, la sucesiéon exacta

1-C' LA 1
induce una sucesiéon exacta de dlgebras de Hopf de dimension finita
* tr * tj
l-L" — A" =C[I—1
y ésta, una sucesion exacta de grupos
tr ts
1 - GLY) 5 GUAY) L, (4.21)

que es parte del siguiente diagrama conmutativo

1 — G(u.(g)) —— Alg(O.(G),C) —— Alg(O(G),C) = G

I

11— G(L*) T G(AY) d r.

Como q es sobreyectiva, se sigue que 'q : G(A*) — Alg(O(G),C) es inyectiva. Por el Teorema
4.1.12, sabemos que Alg(O(G),C) ~ (C/2milZ)" y por la Subseccion 4.1.2, la imagen del morfismo
de restriccion ‘v : Alg(O(G),C) — G es el toro maximal T de G. Por lo tanto, el subgrupo
a('j)(G(A*)) de o(T) debe ser un subgrupo de T.

(b) Como tj : A* — CII'] es sobreyectiva, por [Mo, Cor. 5.3.5], la imagen del corradical de A*
es el corradical de C[I']. Por lo tanto, si A* es punteada entonces j(G(A*)) = I'. Entonces por el
item (a), o(I") debe ser un subgrupo de T. O

Usando el siguiente lema podemos deducir algunas propiedades de la L-extension A de CI a
partir de propiedades de I' y L.

Lema 4.2.3. Sea 1 — CU' — A — L — 1 una sucesion exacta de dlgebras de Hopf de dimension
finita. Entonces

(a) A es semisimple si y solo si L es semisimple.

(b) Si A es punteada, entonces L es punteada. Mds ain, sea p un nimero primo impar y supon-
gamos que |T'| =p y |G(L)| < p. Si L es punteada, entonces A es punteada.

Demostracion. (a) Es sabido que A es semisimple si y solo si C'' y L son semisimples. Luego,
la afirmacion se sigue del hecho que C' es semisimple.

(b) Como L es un cociente de A, por [Mo, Cor. 5.3.5] se tiene que L es punteada si A es punteada.
La reciproca se sigue del Teorema 2.2.1. O

El siguiente teorema resume en cierto modo lo hecho hasta ahora.
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Teorema 4.2.4. Sea G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C.
Sean I un grupo finito y o : I' — G una inclusion de I' en G tal que o(I') no estd incluido en el
toro mazimal T. Entonces el dlgebra de Hopf A, construida anteriormente es no semisimple, no
punteada y su dual tampoco es punteado. Es un cociente de O.(G) de dimension |T (™9 y encaja
en la sucesion exacta

1-Cr >4, — u.(g)" — 1,

donde CU es central en A,.

Demostracion. Sabemos que O (G) encaja en la sucesion exacta (4.19) y que es una extension
central de O(G) por ue(g)*. Como o(I") es un subgrupo de G, por el Lema 4.2.1 existe un epimorfismo
de &lgebras de Hopf ¢ : O(G) — CT. Si denotamos J = Kerpg y (J) = JO(G), entonces C'' ~
O(G)/J y por la Proposicion 2.3.1, el algebra de Hopf A, = O(G)/(J) esta dada por un pushout

y encaja en la sucesiéon exacta
1-C > A4, — u.(g)* — 1,

donde CU' es central en A,. Por el Lema 4.2.3, A, es no semisimple y no punteada pues, como

es sabido, el algebra de Hopf u.(g)* no es semisimple ni punteada. El hecho que A% tampoco es
punteada se sigue del Lema 4.2.2. O

4.2.2. Cohomologia de grupos y equivalencia de inclusiones

Para describir las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones necesitaremos algunos
resultados basicos de cohomologia de grupos. Seguimos la misma notacién que en la Subseccion 1.2.

De ahora en mds supondremos que G es simple.

Propiedades de las extensiones:

Sea I' un grupo finito. Por el Teorema 4.2.4, para toda inclusion o : I' — G tenemos un éalgebra
de Hopf de dimensién finita A, que encaja en el siguiente diagrama conmutativo

1 — 0(G) —= 0(G) "> u(g)* —1

ol

Aoy = u.(g)" —1

Comenzamos primero mostrando que la u.(g)*-extension O.(G) de O(G) satisface la propiedad
(L) de la Subseccion 2.3.3.

Lema 4.2.5. Cada automorfismo de uc(g) induce un automorfismo de G, que deja invariante
a'T.

Demostracion. Por la Observacion 4.1.16, podemos ver a u.(g) como una subalgebra de Hopf
de T'c(g) a través de la inclusion ‘7 : uc(g) — Te(g). Sea F un automorfismo de u(g). Por [Mul,
Cor. 5.10], existe un tnico automorfismo F de T'c(g) tal que Fl, g = F, esto es F'm = 'z F.
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Consideremos ahora el morfismo cudntico de Frobenius Fr : I'c(g) — U(g)q(), definido en los
generadores de I'c(g) por

(m/6) (m/6)
Fr(EZ.(m)) _Je si f|m 7 Fr(ﬂ(m)) _ [ si f|m ’
0 siltim 0 siltm
hi;O 3
Fr((gey) = L) SAm Fr(K ) = 1
0 silim

para todo 1 < ¢ < n. Entonces por [DL, Thm. 6.3], Fr esta bien definido y es un morfismo de
algebras de Hopf cuyo nucleo es el ideal bilatero generado por el conjunto

LB, (50) K = 1 xel@)] m > 0,0 m}

Usando la descripcion explicita del grupo de automorfismos de uc(g) dada recientemente en
[AS5, Thm. 7.2|, se puede ver que F Ker Fr = Ker Fr. Por lo tanto, F' se factoriza a través de un
automorfismo de algebras de Hopf F : U(g)q() — U(8)q(e). Pero por [H1, Thm. 3.1], se tiene que
U(g)° ~ O(G), y por lo tanto, la transpuesta 'F de F induce un automorfismo de O(G), y por lo
tanto un automorfismo f de G que proviene de un automorfismo F de u.(g).

Finalmente, mostramos que f(T) = T. Recordar que T = *(G,), donde G, = Alg(O(G),C).
Como por la Proposiciéon 4.1.9, existe un apareamiento de Hopf perfecto entre O.(G) y T'c(g), el
automorfismo F induce un automorfismo 'F de O.(G). Como F se factoriza a través de F se tiene
que F'np = nF. Como 'n =, transponiendo se tiene que ‘Fr = 1 'F y por lo tanto,

F(T) = f(UGe) = "t "E)(Ge) = "("F1)(Ge) = "u(F(Ge)) = "(Ge) € T.

Luego f(T) =T, puesto que f es un automorfismo. O

Corolario 4.2.6. La u.(g)*-extension O(G) de O(G) satisface (L).

Demostracion. Como u(g) es de dimension finita, todo automorfismo « de u.(g)* se corresponde
con un automorfismo F de uc(g). Luego, por la demostraciéon del lema anterior, F induce un
automorfismo F de I'c(g) tal que F 7 = ‘xF. Por lo tanto, 'F € Aut(O.(G)) y ar = 7 'F,
lo cual implica que la u(g)*-extension O.(G) de O(G) satisface (L). O

Definicién 4.2.7. Denotemos por qAut(G) al subgrupo de Aut(G) generado por los automor-
fismos de G que provienen de un automorfismo de u.(g).

Recordar que un subgrupo de Borel de un grupo de Lie GG semisimple es un subgrupo soluble
maximal conexo. Cada subgrupo de Borel es igual a su normalizador y contiene a un dnico toro
maximal. Més aun, todos los subgrupos de Borel son conjugados, ver [Hu2|. Fijemos ahora un
subgrupo de Borel B de G que contenga a T, lo cual implica fijar una base II del sistema de raices
® determinado por T. Sea D el subgrupo de Aut(G) dado por

D= {f € Aw(G)| /(T) =Ty f(B) = B}.

Cada f € D induce de manera obvia un automorﬁsrpo f de @, puesto que f(T) = T. Més atn, como
f(B) = B, se tiene que f(II) = II. Por lo tanto, f pertenece al grupo Auty(®) de automorfismos
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de diagrama de ® y la aplicacion ~ : D — Auty(®P) es inyectiva. Ademaés, si Int(G) es el subgrupo
de automorfismos interiores de G, entonces por [Hu2, Thm. 27.4] se tiene que Int(G) es normal en
Aut(G) y Aut(G) = Int(G) x D. En particular, Int(G) tiene indice finito en Aut(G).

Como para todo t € T, el automorfismo interior Int(¢) de G dado por la conjugacion deja
invariantes a T y a B, ver [Hu2, Lemma 24.1], se sigue que la imagen Int(T) de T en Aut(G) es un
subgrupo de D.

Por otro lado, por [Mul, Cor. 5.7] se sigue que D esté contenido en qAut(G). Denotemos por
Int(Ng(T)) al subgrupo de automorfismos interiores de Aut(G) cuyos elementos estan dados por
la conjugacion de elementos del normalizador Ng(T). Entonces se tiene el siguiente lema.

Lema 4.2.8. (a) qAut(G) es un subgrupo de Int(Ng(T)) x D.
(b) T actia en qAut(G) por multiplicacion a izquierda de Int(T).

(¢) El conjunto de drbitas qAut(G)/T correspondiente a la accion anterior es finito.

Demostracion. Sea f € qAut(G). Entonces existe a € Int(G), € D tal que f = af. Como
f(T)=Ty pB(T) =T, se sigue que a(T) = T. Sea g € G tal que o = Int(g), entonces Int(g)(T) =
gTg~! =T, lo cual implica que g € Ng(T) de donde se sigue la afirmacion (a).

Al ser Int(T) es un subgrupo de D, se sigue que Int(T) es un subgrupo de qAut(G). Por lo
tanto, la multiplicacion a izquierda por elementos de Int(T) define una accion de T en qAut(G).

Por (a), tenemos que qAut(G) C Int(Ng(T)) x D, entonces
|qAut(G)/T| < [[Int(Ne(T)) x D/T| < [Ne(T)/T||D] = [We|| D],
donde W es el grupo de Weyl asociado a T. La tltima igualdad se sigue del hecho Cg(T) = T,

para todo G semisimple y W = Ng(T)/Cq(T). Luego, (c) se sigue del hecho que los 6rdenes de
Wr v D son finitos. O

Cohomologia de las extensiones:

Sea I' un finito grupo y ¢ : I' — G una inclusiéon de I' en G. Entonces para cada automorfismo
f € Aut(G) se define una accion de I' en G, dependiendo de o y f:

GxI =G, g+—x= (f0($))_lg(fa(x)), (4.22)

para todo g € G, x € I'. Claramente, ambas condiciones en (1.3) se satisfacen. Por lo tanto, una
funcion u € Map(T', G) es un 1-coborde si y solo si existe g € G tal que

u(z) = 8(g)(x) = (9 = z)g~" = (fo(x)) " g(folx))g™", (4.23)
para todo x € I', y una funcion v € Map(I', G) es un 1-cociclo si y so6lo si

v(zy) = (v(x) = Y)(y) = (fo(y) v(@)(foly))v(y), (4.24)

para todo x, y € I'. Como la accién depende de o y f, denotamos por Z}U(F, G) al conjunto de
1-cociclos asociados a esta accion. Sea Emb(I', G) el conjunto de inclusiones de I" en G.
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Definicién 4.2.9. Sean I' un grupo finito y o1, o2 € Emb(T', G). Decimos que o1 es equivalente
a 09, y escribimos o1 ~ o9, si existen 7 € Aut(I'), f € qAut(G) y v € Map(I', G) tales que

o1(7(x)) = f(o2(x))v(x) para todo x € T

Notar que la funcién v esta univocamente determinada por 017 y foa con v(z) = f(oa(x)) Loy (7(z))
para todo x € I'. Méas atn, se tiene que v € Z} 5 (I, G):

v(zy) = foa(zy)) ™! ((ﬁy))
= f(o2(y)) " flo2(2)) tou
= f(oa2(y)) " flo2(x) o
Floa(y) M o(@) fo2(y)v(y).

Observacion 4.2.10. Si el 1-cociclo v es un 1-coborde, entonces existe g € G tal que v(z) =
9(g)(x) = (9 — x)g~' = floa(x)) g f(oa(x))g~! para todo x € I' y esto implica que

01(7(2)) = gf(o2(z))g ™"

Esto es, o1 se obtiene a través de los automorfismos 7, f y la conjugacién por un elemento de G.

Lema 4.2.11. ~ es una relacion de equivalencia en Emb(T, G).

Demostracion. Debemos probar que ~ es (a) reflexiva, (b) simétrica y (c) transitiva.

(a) Tomando f =id € qAut(G), r=id € Aut(I') yv =1 € Zildp(F, G) es claro que o ~ o para
todo o € Emb(I', G). Por lo tanto ~ es reflexiva.

(b) Supongamos que o1 ~ o3. Entonces existe 7 € Aut(I'), f € qAut(G) y v € Z}m(l“, G) tales
que

o1(1(x)) = f(o2(z))v(x) para todo x € I'.
Por lo tanto, de la ecuacién anterior se sigue que
oa(m7H(2)) = fHo1(@) fTH (T 2) 7Y = T ou(x))o(),
para todo x € T', donde 9 esta dado por 9(z) = f~(v(r771(x))~1). Como 77! € Aut(T) y f!
gqAut(G), esto prueba que oy ~ o7;.

(c) Sean o1, o9, 03 € Emb(I',G) y supongamos que o1 ~ 03 y 02 ~ 03. Esto es, existen
f, g €qAut(G), 7, t € Aut(l') y v € Z}m (I,G),ue zZ!_ (T,G) tales que

9,03

o1(1(z)) = foa()v(x) y 02(t(2)) = gos(z)u(),
para todo x € I'. Usando ambas ecuaciones se tiene que

o1(r(2)) = flg(os(t™" () ult™" (2)))v(z)
= f(glos(t™ (2)))f (u(t™" (2)))v (),

y por lo tanto se sigue que o (74(z)) = f(g(ors(2))) f(u(z))o(t(x)) = £(9(03(2)))8 (), donde 5(z) =
f(u(z))v(t(x)) para todo x € I'. Como 7t € Aut(G) y fg € qAut(I'), se sigue o1 ~ o3. O
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Definicion 4.2.12. Sea 0 € Emb(I',G) y f € qAut(G). Definimos entonces T/? como el
subgrupo de T dado por

T/ = () fo()Tfo(y™).

yel’
Puesto que para todo o € Emb(I',G) y f € qAut(G) la accion de I' en G se define por

g—x=fo(z V)gfo(x) paratodox € T', g € G,

se sigue que el subgrupo T/ es estable por esta accion. Veremos mas adelante en el Teorema 4.2.20
que los cociclos que provienen de las extensiones construidas en el Teorema 4.2.4 son en realidad
elementos de Z}U(F, T/7) para ciertos f € qAut(G) y o € Emb(T', G).

Ahora probamos algunos lemas que dan propiedades sobre la cohomologia de I' en los grupos
abelianos T/ para f € qAut(G) y o € Emb(T, G).

Lema 4.2.13. Z; (T, T/7) = 7|

(t-f) (0,7 D%) para todo t € T.

Demostracion. Supongamos que v € Z(lt.f) -, T¢)7). Entonces v(z) € T para todo = €
I'. Pero

T(t-f)a _ ﬂ(t . f)O'(y)T(t . f)O'(y_l) — m tfa(y)t_thfU(y—l)t_l

yel yel
= [ tfo)Tfoly )t " =T/t = T/,
yel’

pues T/? ¢ T y t € T. Por lo tanto, T* /)7 = T/? para todo t € T. Mas atn, v es un 1-cociclo con
respecto a f y a o:

v(zy) = (t- oy )v()(t- Flo(y)uly) = tfloly™ )t v(@)tf(o(y))t v(y)
=tf(o(y™))v(@)f(o()o)t™" = flo(y™))v(x)f(o(y)v(y).

La tltima igualdad se sigue del hecho que f(o(y~1))v(z)f(o(y))v(y) € T para todo z, y € T. La
otra inclusion se sigue directamente de célculos similares. O

Lema 4.2.14. Sean 0 € Emb(I',G), 7 € Aut(") y f € qAut(G). Definimos entonces

Cofr = {n € Emb(I',G)| 0 ~ n via la terna (7, f,v), v € Z}J(I‘,Tf")}.

Entonces T17 actia en Co.pr port-n = Int(t)n para todo n € &4 5. Mds ain, existe una aplicacion
myectiva

Q:vaﬂ'/TfU - H},U(F’ Tfo)’ [77] = [Un]7

donc;e vp(z) = f(o(x)) In(r(x)) es el unico 1-cociclo tal que n(t(z)) = f(o(x))vy(x) para todo
rel.
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Demostracion. Sea n € €4 ¢ . Por definicion, existe v = v, € Zl,U(F,TfU) tal que n(7(x)) =
f(o(x))v(x) para todo x € T'. Entonces, para todo t € T/7 se tiene que

t-n(r(z)) = tn(r(@)t™" = tf(o(@)v(@)t™" = fo(x))fo(2) " tf(o(x)v(z)t™
)[f(o(2)) " tf(o(@)]v(@)t™" = f(o(2))(t — z)v(x)t™

lo cual implica que t -7 € &, 5 ,. Claramente, s - (t-n) = (st) -n para todo t, s € T7?. Por lo tanto,
la aplicacion (t,1) +— t - 7 define una acciéon de T/7 en €, ;. Denotemos por [1] a la clase de 1 en
¢y .-/ T77. Entonces [n] = [v] si y solo si existe t € T/ tal que t -1 = v.

Luego, la aplicacion definida por
Cosir/ TV = Hi (D, TI7), [n] = [vg)],
esta bien definida y es inyectiva, puesto que de los célculos anteriores se deduce que v =t-n siy
solo si v, =t - v, para todo t € T/, ]
Antes de probar los siguientes lemas necesitamos una definicion.

Definicion 4.2.15. Sea GG un grupo algebraico. Decimos que G es un d-grupo si el anillo de
coordenadas O(G) tiene una base que consiste de caracteres.

Claramente un toro 7" contenido en un grupo algebraico G es un d-grupo, ya que cualquier funcién
polinémica es una combinacién de monomios construidos a partir de las funciones coordenadas y
Sus inversas.

Lema 4.2.16. [Hul, Prop. 16.1 y Thm. 16.2]

(a) Si H es un subgrupo cerrado de un d-grupo G, entonces H también es un d-grupo.

(b) Un d-grupo conexo es un toro.

Fl siguiente lema es crucial para la demostraciéon del Teorema 4.2.23.

Lema 4.2.17. El grupo H}U(F,Tf") es finito.

Demostracion. Sea Tga la componente conexa de T/? que contiene a la identidad y sea T =

T/o/ Tga. Entonces |%| es finito, ya que como es sabido, T{;U tiene indice finito en T/?. Como la
accion de I en T/7 esta dada por la conjugacion via f y o, se sigue que para todo = € T, = actiia en
T/ por un automorfismo continuo. Por lo tanto, Tga es estable bajo la accién de I'' y por ende, la
accion de T' en TF? induce una accion de T’ en T. Luego, se tiene una sucesion exacta de I'-modulos

T£0(—> TfO' E— S,
la cual induce por [Br, Prop. III.6.1] una sucesion exacta larga

oy o B2
0 —=HY (T, T!7) —> HY (T, T/7) == HY (I, T) —
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1 1
—— HL (0, T} 2 H} (D, T/°) RN H},(0,T) —> -

Como I' y ¥ son grupos finitos, el orden de H} »(I',T) es finito. Por lo tanto, basta probar que
]Hl’g(f‘, Tga)\ es finito, ya que en tal caso \H}J(F,Tf")] = |Im ol||Im B}| también es finito.

Como T es cerrado, se sigue que f(o(x))Tf(o(z™')) es cerrado para todo = € T'. Luego, T/7
también es cerrado, pues es la interseccion de f(o(x))T f(o(x~1)) para todo z € T'. Entonces por el
Lema 4.2.16 (a), T/ y consecuentemente T(J;g son d-grupos. Como Tgo es conexo, se sigue por el
Lema 4.2.16 (b) que Tga es un toro. En particular, T{;U es un grupo divisible.

Por [Br, Cor. II1.10.2], sabemos que H]’{U(F,Tg") es anulado por m = |I'| para todo n > 0.
Entonces, para todo o € Zlya(I‘,ng) existe t € T{;a tal que o™ = 9(t). Como Tga es divisible,
existe s € Tga tal que t = s™. Sea 3 = O(s~!)a, entonces 3™ = 1y por lo tanto 3 € Z}’U(F, D,,),
donde D, = {t € Téca] t™ = 1}. Pero entonces [a] = [f] y por la inclusion de Z}J(F,Dm) en

Z}J(F, Tgo) se tiene una aplicacion sobreyectiva

H} (D, Dyy) — H} (T, TY).

Como Tga es un toro, se sigue que D, es un grupo finito y por lo tanto |H}U(F, D,,)| es finito, lo

cual implica que |H} (T, T/?)| también es finito. O

4.2.3. Clases de isomorfismos

En esta subseccion estudiamos los isomorfismos entre las algebras de Hopf A, dadas por el
Teorema 4.2.4. En particular, probamos en el Teorema 4.2.23 que bajo ciertas condiciones, existe
una familia infinita de algebras de Hopf de dimensién finita que son no isomorfas entre si, no
semisimples, no punteadas y sus duales son no punteados.

Fijemos un grupo finito I' y sean o, o2 € Emb(I', G) y denotemos A; = A,,. Por el Corolario
4.2.6, sabemos que todo automorfismo de u.(g)* se puede levantar a un automorfismo de O(G), esto
es, la extension O.(G) de O(G) por uc(g)* satisface la propiedad (L). Veamos ahora que también
satisface la propiedad (7).

Lema 4.2.18. La u.(g)*-extension O(G) de O(G) satisface (Z).

Demostracion. Como por hipotesis el orden £ de la raiz de la unidad € y el determinante de la
matriz simetrizada de Cartan DC son coprimos, de [AS1, Prop. A.3] se sigue que los nucleos de
Frobenius-Lusztig u(g) son simples como algebras de Hopf, es decir, no poseen subélgebras de Hopf
normales propias no triviales. Observar que, si g no es de tipo A,, siempre se cumple que ord ¢ y
det DC son coprimos. Luego, Z(uc(g)*) = C, puesto que de lo contrario u.(g)* tendria una subal-
gebra de Hopf central propia v y en ese caso, u.(g)* serfa una extension de v por u.(g)*/vuc(g)*.
Esto implicaria por dualidad la existencia de una subalgebra de Hopf normal propia en uc(g) dual
a ue(g)*/vTuc(g)*, lo cual es imposible, ya que uc(g) es simple. Por lo tanto, u.(g)* satisface la
propiedad (Z). O
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Observacion 4.2.19. Las algebras de Hopf A, = O(G)/(J) no sblo dependen de o sino también
de g y la raiz de la unidad e. Sin embargo, estos datos son invariantes con respecto a la primera
construccion: si Agyeqg ~ Ay g entonces € = €, g ~ g y I ~ I''. A saber, denotemos por ¢ :
Ageg — Ay e g €l isomorfismo. Como Z(uc(g)*) = Z(ue(¢g')*) = C, por el Lema 2.3.13 tenemos
que Z(Ageg) =Cly Z(Ay o g) = C!". Asi, por la Proposicion 2.3.12, ¢ induce dos isomorfismo
0:Cl = C" y 3 :u(g)* — ug(g)*. En particular se tiene que I' ~ I y u.(g) ~ ug(g'). Puesto
que los nucleos de Frobenius-Lusztig son espacios lineales cuanticos de tipo Cartan, de [AS5, Thm.
7.2| se sigue que e =€’ y g~ ¢’

Mas adelante en esta tesis notaremos A g, = A, para enfatizar la dependencia en la terna.

Recordar que, por la Definicion 4.2.9, dos inclusiones 01 y 09 son equivalentes si existe una terna
(1, f,v) donde

(1) T € Aut(I),

(i) f € qAut(G) y

(iii) v € Z;,, (I, G) con v(1) = 1.

Si aplicamos el Teorema 2.3.15 a las extensiones A; y A; obtenemos lo siguiente.

Teorema 4.2.20. Si las dlgebras de Hopf A1 y Aa son isomorfas entonces o1 ~ o9 a través de
una terna (7, f,v) con v € Z} oo (T T/o2).

Demostracion. Por el Teorema 2.3.15, sabemos que las dlgebras de Hopf Ay y As son isomorfas
siy solo si existe una terna (w, g,u) tal que w € Aut(Ch), g € gAut(O(G)) y u € Reg; .(O(G),Ch)
es un morfismo de éalgebras que satisface las propiedades (2.12) y (2.13). Las transpuestas de estas
aplicaciones inducen las aplicaciones ‘w = 7 € Aut(T), g = f € qAut(G) y ‘u = p € Map(T', Ge),
donde G¢ = Alg(O(G),C) y p(1) = 1.

Sea v = ‘i, entonces v es un 1-cociclo que satisface (7ii): por la Subseccion 4.1.2, la imagen de
t,: G¢ — G es el toro maximal T, entonces la composiciéon v = ‘i es una funciéon v : I' — T C G,
que por las ecuaciones (2.12) y (2.13) satisface que

o1(7(x)) = f(o2(2))o(x) y v(zy) = fo2(y)) " v(@)o1((y))
(

para todo g, h € T'. En efecto, para todo z, y € ' y b € O(G) tenemos que

<o1(1(2)),b > =< "pi(‘w(x)), b >=< “(wp1)(x),b >=< z,wp1(b) >
=< z,p29(b1y)ut(be) >=< = pgg(b( ) >< z,u(bs )
{(p29)(2), b1y >< H(ue)(@), by >=< ‘g("p2(x)), by >< “u('u(x)),brz) >
=< f(02(93)) 1) >< v(x),b2) >=< f(oa2(x))v(z),b >,
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de donde se sigue la primera igualdad. Usando que ¢ es un morfismo de algebras de Hopf y la
igualdad (2.13) tenemos que

<v(zy),b > =< ("tu)(zy), b >=< “(w)(zy), b >=< 2y, ut(b) >=< r @y, A(uc(b)) >
=<z @y, u(bz) ® ¢2(F(S(e(ba)))e(be))))ue(buy) >
=<z, ut(b2)) ><y, q2(F(S(e(b)))e(b))))ue(bey) >
=<z, ut(bz)) ><y, p2(9(S(b))b)))ue(by) >
=< z,ut(be) ><y, p2(9(5(b(1 ) ><y,p2(9(b3))) ><y, ut(ba)) >
=< (), by >< 8(f(02(y))), by >< f(o2(y)), bz) >< v(y), by >
=< v(x),ba) >< f(o2(y)) ™" b( >< f(o2(y)), by >< v(y), by >

=< f(o2(y) " v(x) f(o2(y))v(y), b > .
Maés atn, de las igualdades anteriores se sigue que
v(zy)o(y) ™' = f(oa(y) " v(z)f(oa(y))  paratodo z, y €T,

lo cual implica que f(o2(y)) ' (x)f(02(y)) € T para todo z, y € I'. Luego, v(x) € T/7? para todo
x € I' 'y por ende v € Z}c o (T, T/72). Por definicién, ambas igualdades se satisfacen si y sélo si
o1~ oy viaT € Aut(l'), f € qAut(G) y v € Z}UQ(F, T/o2). O

Notar que Aut(G) acttia en Emb(T', G) por f oo para todo f € Aut(G) y o € Emb(T',G). En
particular, G y T actian en Emb(I", G) por Int(G) e Int(T) respectivamente. Denotemos Int(g)oo =
g-o para todo o € Emb(I',G), g € Gy G0 ala orbita de o en Emb(I", G) dada por la accion de G.
Es claro que, si C' = Cg(o(I')) es el centralizador de o(I') en G, entonces G-0 ~ G/C'y el conjunto
de T-orbitas en G- o es equivalente a T\G/C. A saber, T acttaen G-o por t-(g-o) = (tg)-o para
todo t € T. Luego, [g-0] =[h-0] en G-0/T siy solo si existe t € T tal que (tg) -0 = h - 0. Pero
esto ocurre si y solo si h~ g € C, es decir, si existe ¢ € C tal que tg = he. Pero esto es equivalente
a que [g] = [h] en T\G/C.

Lema 4.2.21. Si o(I') no es central en G, entonces T\G/C es infinito.

Demostracion. Para probar que el conjunto T\G/C' es infinito basta ver que

dimG >dimT 4+ dimC =rgG + dim C.

Pues si m = #T\G/C fuera finito, entonces G = [J;*, Tg;C' y esto implicaria que dimG <
dim T 4 dim C. Como o(T") no es central en Gy C = UgzerCq(o(x)) existe z € T' tal que o(z) no
es central en Gy C C Cg(o(x)). En ese caso, C esta incluido en un subgrupo reductivo maximal
M de G, pues como es sabido, el centralizador de un elemento semisimple es un subgrupo reductivo
propio de G (ver por ejemplo [R]). Sean g y m las algebras de Lie de G y M respectivamente.
Como las subalgebras maximales de las dlgebras de Lie simples fueron clasificadas por Dynkin, por
inspeccion en |D1, D2| se puede ver que para toda subalgebra reductiva maximal se tiene que

dimg > rgg+ dimm,

de donde se sigue el lema. Ver el Apéndice para mas detalles. O
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Lema 4.2.22. Si o(I") no es central en G, entonces existe una familia infinita {g;}icr de ele-
mentos de G tales que (g; - o)(T') € T.

Demostracion. Sea {g;j}jes un conjunto de representantes de T\G/C. Luego, J es infinito por
el Lema 4.2.21. Probaremos que puede haber sélo un ntimero finito de elementos g; tales que
(gj-o)(I') € T.

Supongamos que existe g; € G tal que (g; - 0)(I') C T. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que I' C T. Consideremos ahora los conjuntos

L={heG|hIhtCT} y A=> nTh™".
heLl

Claramente T C L y A C T. En lo que sigue, mostraremos que T\L/C' es finito. Sea N = |I|,
entonces NA = 0, lo cual implica que A C (Gy)", donde Gy es el grupo de raices N-ésimas de
la unidad. Por lo tanto, A es un subgrupo finito de T. En particular, contiene s6lo una cantidad
finita de subgrupos que son distintos entre si e isomorfos a I'. Sean I'y,...,I's estos subgrupos y
hi,..., hs € L tales que hiFhi_l =T,.Si h € L, entonces h['h™! = hiFhi_l para algin 1 < ¢ < s.
Luego, h;thh_lhi =T y por ende h;lh € Ng(I'), el normalizador de I" en G. En consecuencia
£ =TI, hiNa ().

Por otro lado, existe un homomorfismo Ng(I') — Aut(I") que se factoriza por el monomorfismo
Ng(I')/C — Aut(I'). Como I es finito, el orden de Ng(I')/C es finito y consecuentemente £/C es
finito. Como por hipétesis I' C T, se sigue que T C C'y por lo tanto existe una aplicaciéon inyectiva
T\L/C — L/C, lo cual implica que {g;};je;s contiene s6lo un nimero finito de elementos tales que
giTg; ' C T, O

El que sigue es uno de los resultados mas importantes de esta tesis.
Teorema 4.2.23. Sea 0 € Emb(I',G) tal que o(I') no es central en G. Entonces existe una

familia infinita {o;}je; en Emb(T', G) tal que las dlgebras de Hopf {As,}jes de dimension T |¢dimg
son no isomorfas entre si, no semisimples, no punteadas y sus duales tampoco son punteados.

Demostracion. Como o(I') no es central en G, del Lema 4.2.21 se sigue que existe un conjunto
infinito {g;}icr de elementos de G tal que (tg;) - 0 # g; - o para todo i # j y t € T. Denotemos
0; = g; - o para todo i € I. Por el Lema 4.2.11 sabemos que

Emb(T,G) = [] &,

nek

donde ¢, = {u € Emb(I',G)| n ~ p} y E es un conjunto de representantes de Emb(I", G) por
la relacién de equivalencia ~. Para encontrar la familia, probaremos primero que no puede haber
infinitos o; incluidos en un solo &,.

Supongamos por el contrario que existe 7 € Emb(I', G) tal que €, contiene infinitos o;. Por el
Teorema 4.2.20, sabemos que

¢, = U . fors
Te€Aut(T), fEqAut(G)

donde €, s, = { € Emb(I',G)| n ~ p via la terna (7, f,v) para algin v € Z}H(F, T/m)}.
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Por el Lema 4.2.8 sabemos que T, y en particular T/7, acttia en qAut(G) por t- f(z) = tf(x)t™"

para todo f € qAut(G), t € T.
Afirmacion: si t € T, entonces Cotpr =€ 17
En efecto, i € €, 1.5, si y solo si existe v € Z(lt.f) (L TEN) tal que p(r(z)) = (t- f)(n(x))v(x).
En tal caso
tf(n(a))t™ v(z) = tf(n()v(z)
Fa@)]o(@)t™ = f(n(@))(t - v)(@),

=
\]
—
8
N—
[
==
=04
IS —
=3
—~
= B
3
5/5\
\_/i%/
\
Nl

lo que implica que pu € &, ¢, ya que por el Lema 4.2.13, Z(lt‘f)’n(F,T(t'f)") = Z}W(I‘,Tf") para

todot € T, y por el Lema 4.2.14,t-v € Z}m(f‘, T/7). Luego, Cht-fr € € . Reemplazando f por

t~1. f se sigue la otra inclusion. Entonces podemos escribir

Q:n = H H H Q:’r],tf,’ra

TeAut(T") fed tet

donde J es un conjunto de representantes de qAut(G)/T y t es un conjunto de representantes de
T/T/". Como Aut(I') es finito, y por el Lema 4.2.8 (c), J también es finito, si €, contiene infinitos
o; entonces existen 7 € Aut(I') y f € J tal que [[,; €, 1.r,+ contiene infinitos o;. Si oy € €, 4.5, para
algin t € t, entonces t~1 - g; € <, t,r- Pero por los Lemas 4.2.14 y 4.2.17, sabemos que el conjunto
Cmc,T/Tf77 es finito, lo que implica que deben existir o, i # j y s € T tales que [t 71 -0;] = [s71- 0]
Pero esto contradice la hipotesis sobre la familia {o;};c; puesto que en tal caso, existiria r € T/
talque t™t-o; = r- (st 0j) = (rs7!)-oj, estoes o; = (trs™1)-o; con trs € T.

En conclusion, existen solo finitos elementos del conjunto {o;}icr en cada &, para todon € E.
Por lo tanto, por los Teoremas 4.2.4 y 4.2.20 y el Lema 4.2.22, existe un subconjunto J C I infinito
tal que las algebras de Hopf {Agj }jes son no isomorfas entre si, no semisimples, no punteadas y sus
duales tampoco son punteados. O

Ejemplo 4.2.24. Sea n > 2 y sea I' un subgrupo finito de SL(2). Consideremos la inclusion
0:T — SL,(C) dadapor o(z) = (§1°,), # € [. Si T no es central, esto es I' ¢ {=1id}, obtenemos
una familia infinita de algebras de Hopf no isomorfas entre si, no semisimples, no punteadas con
duales no punteados y de dimension |F|€"2_1. Un ejemplo analogo se puede describir para cualquier
G simple. Los ejemplos dados por Miiller en [Mu2, Thm. 5.13| son un caso particular de la situacion
anterior, para G = SL(2) y I' = Gy.

Ejemplo 4.2.25. Dado G un grupo algebraico afin simple, en general no se sabe cuales son
sus subgrupos finitos. Mas atn, en caso de conocerlos resultaria imposible dar una lista explicita de
ellos. Por ejemplo, existen infinitos subgrupos finitos dentro de un toro maximal de G.

Usando teoria de caracteres e indicadores de Frobenius-Schur, es posible determinar si un grupo
finito fijo I" esta incluido en alguno de los grupos clasicos SL(N), O(N)y Sp(N):sip:I' = GL(N)
es una representacion fiel irreducible de I' y x es su caracter, el indicador de Frobenius-Schur se
define por € = ﬁ > ger x(g?). Luego, T estd incluido en SL(N), O(N) o Sp(N)sie =0, 1 0o —1
respectivamente.
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El problema resulta méas complejo si el grupo de Lie simple es excepcional. Varios autores han
estudiado inclusiones de grupos finitos simples o extensiones centrales de grupos finitos simples en
los grupos de Lie excepcionales, ver por ejemplo [CW], [GR].

Para ilustrar lo dicho anteriormente, mostramos en lo que sigue algunos resultados de Serre y
de Pianzola y Weiss.

Teorema 4.2.26. [S, Thm. 1| Sea G un grupo algebraico lineal conezo y simple sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado k. Sean h su nimero de Cozeter y p un nimero primo.

(a) Sip=h+1, el grupo G(k) contiene un subgrupo isomorfo a PGLy(F,), salvo que cark = 2

(b) Sip=2h+1, G(k) contiene un subgrupo isomorfo a PSLy(F)).

Los siguientes resultados establecen cuando un grupo de Lie simple G contiene un elemento de
orden p. En particular, usando el Teorema 4.2.4 obtenemos algebras de Hopf de dimension p - 4™ 9.

Proposicion 4.2.27. [S, Prop. 4] Supongamos que G(k) es simple y sea h el nimero de Cozeter
asociado a G. Sip=mh+ 1, con m > 1, entonces G contiene un elemento reqular de orden p.

Sea GG un grupo de Lie compacto, conexo y simple. Si x € G es un elemento de orden N, entonces
los valores de los caracteres try (p(z)), para toda representacion (p,V) de dimension finita de G,
generan un cuerpo A(x) sobre Q. Este cuerpo A(x) es un subcuerpo del cuerpo ciclotémico Q(§),
donde ¢ = €2™/N_ El grado de la extension Q(¢)/A(x) se denomina la profundidad de z.

Teorema 4.2.28. [PW, Thm. 3| Sea p un nimero primo que no divide a |W| y sea d un nimero
entero positivo. Entonces G tiene un elemento de orden p y profundidad d si y sdlo si se cumple las
stguientes condiciones:

(a) d divide a p — 1.
(b) d divide a m + 1 para algin exponente m de W.

(c) Sid es impar entonces G es, o bien de tipo A,, o de tipo Eg, o de tipo D,,, con n un miltiplo
impar de d.

4.2.4. Clases de casi-isomorfismos

En 1975 1. Kaplansky conjeturé lo siguiente:

Conjetura 2. Las algebras de Hopf de una dimensiéon dada son finitas salvo isomorfismos, si el
cuerpo k es algebraicamente cerrado y su caracteristica no divide a dicha dimensién.

Varios autores han encontrado contraejemplos a esta conjetura, entre ellos E. Miiller. Claramen-
te, las familias de dlgebras de Hopf A, encontradas anteriormente a través de una generalizacion
de los resultados de E. Miiller, son un nuevo contraejemplo de esta conjetura.

Sin embargo, en 2001 A. Masuoka |[Mk5] demostré que todas las familias de algebras de Hopf
encontradas hasta ese momento consistian en una cantidad finita de algebras de Hopf salvo casi-
isomorfismos, es decir, salvo deformacién por cociclos. Por tal motivo, propuso la siguiente variante
a la conjetura de Kaplansky:
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Conjetura 3. Las algebras de Hopf de una dimensiéon dada son finitas salvo casi-isomorfismos,
si el cuerpo k es algebraicamente cerrado y su caracteristica no divide a dicha dimensioén.

Siguiendo sus métodos, mostraremos que las familias de algebras de Hopf A, consisten en
algebras de Hopf casi-isomorfas entre si.

Cabe destacar que la conjetura de Masuoka también ha sido negada por varios autores, por
ejemplo Etingof y Gelaki [EG|, que encontraron familias infinitas continuas de algebras de Hopf que
no son casi-isomorfas.

Definiciéon 4.2.29. (i) Sea A un algebra de Hopf con antipoda S. Un 2-cociclo normalizado
para A es una aplicacion lineal o € Reg(A ® A, k) que satisface las siguientes condiciones

o(aqy, bay)o(abe), ) = a(bay. cay)o(a, b))
o(l,a) =0(a,1) =¢<(a),
para todo a, b, c € A.

(74) Una deformacion por cociclo A% de A por un 2-cociclo o es el algebra de Hopf definida como
A como codlgebra pero con el siguiente producto - y la siguiente antipoda S7:
a-b=o(aq) ba))aebeo " (a@), b)),
§%(a) = o(aq), S(a@))S(a@)o ™ (awy: a));

para todo a, b € A. Usando las condiciones de cociclo de o, es facil ver que el producto - de A%
resulta asociativo con unidad 1 y A resulta un algebra de Hopf con antipoda S?. Més aiin, el
inverso o' de o con respecto a la convolucién es un 2-cociclo para A° y se puede ver que se verifica
(AC’)"_1 = A. Por lo tanto, A y A? son deformaciones por cociclos una de otra.

Si dos algebras de Hopf A y B son deformaciones de cociclo una de otra, entonces son monoidal-
mente co-Morita equivalentes, es decir, existe una equivalencia monoidal k-lineal entre las categorias
de comodulos a derecha M4 ~ MPB. Mas atn, por [Sbg, Cor. 5.9], si A y B son de dimension finita
entonces vale la reciproca.

Sea A un élgebra de Hopf y consideremos Alg(A, k) el grupo de morfismos de élgebras de A en
k. Alg(A, k) actia a izquierda y a derecha en A a través de:

B—a=aqp < B a7 > y a— [=<p,a01) > ap),

para todo a € Ay 3 € Alg(A, k). Mas atin, ambas acciones conmutan entre si, es decir
B=(a—=f)=(B—=a)—p

para todo a € A, 8, f € Alg(A,k) y el automorfismo de A definido por a —  — a — ! para

B € Alg(A, k) es un morfismo de éalgebras de Hopf.

Definicion 4.2.30. Dos ideales de Hopf I, J de un élgebra de Hopf A se dicen conjugados si
existe un morfismo de algebras 5 € Alg(A, k) tal que

J:,Béff—ﬂflz{< ﬁfl,a(l) > a(2) <B,a(3) > ‘ aEI}.
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Teorema 4.2.31. [Mk5, Thm.2| Sea B una subdlgebra de Hopf central de un dlgebra de Hopf
A. Si dos ideales I, J de B son conjugados, entonces las dlgebras de Hopf A/(I) y A/(J) dadas por
el pushout son co-Morita equivalentes. O

En particular, si los cocientes A/(I) y A/(J) son de dimensién finita, entonces dichas algebras
de Hopf son deformaciones por cociclos una de otra.

En lo que sigue probamos que las algebras de Hopf dadas por el Teorema 4.2.23 son deformaciones
por cociclos unas de otras. La demostracion se basa en el hecho que las élgebras de Hopf A,; se
construyen a través de un pushout a partir de las inclusiones ¢ : O(G) — O(G) y gj-0: ' —= Gy
que los subgrupos (g; - 0)(I') de G son todos conjugados entre si.

La siguiente proposicion se sigue directamente de un resultado de Masuoka sobre SL, (C). Sean
G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y simple sobre C, I' y I dos subgrupos finitos de G
y denotemos por Ar y Ag a las dlgebras de Hopf dadas por la construccién por el pushout.

Proposiciéon 4.2.32. Si T y T son conjugados en G, entonces las dlgebras de Hopf Ar y Ag
son deformaciones por cociclos una de otra.

Comparar con |[Mk5, Prop. 4].

Demostracion. Denotemos por p; : O(G) — C! y py : O(G) — CF los epimorfismos de algebras
de Hopf dados por las inclusiones de I' y T enG. Entonces, los subgrupos I' y T son conjugados
por un elemento g € Alg(O(G),C) = G si y sblo si los ideales I = Kerp; y J = Kerpy son
conjugados por g. En efecto, como I' = Alg(C!', k) = Alg(O(G)/I, k) se sigue que I = Nyer Ker .
Anélogamente J = Nsep Ker~. Luego, si ' y I son conjugados en G, entonces existe g € G tal que
glg™! = I. Pero z € J si y s6lo si < 7,x >= 0 para todo ¥ € r y esto ocurre si y s6lo si

1

0=<gyg "z >=<g,20) >< 7, 22) >< g, 2(3) >
=<7,<g,21) > Z(2) < g_l,x(?,) >>
=<v,9 ' ~r—g>

para todo v € T, lo cual se cumple si y solo si g7 — 2 «— g € I para todo = € J, es decir
I =g ' —J+ gy los ideales son conjugados por g € G = Alg(O(G), k). Luego, la proposiciéon se
sigue del teorema anterior. O

Corolario 4.2.33. Las dlgebras de Hopf Ay, dadas por el Teorema 4.2.23 son todas casi-
isomorfas entre si.

Demostracion. Se sigue directamente de la construccién de dichas édlgebras de Hopf y de los
resultados anteriores. O






Capitulo 5

Subgrupos finitos de un grupo cuantico
simple cuyo parametro es una raiz de 1

En este ultimo capitulo se determinan todos los cocientes de dimensién finita del algebra de
coordenadas cuantizada O.(G), para todo grupo de Lie G conexo, simplemente conexo y simple
sobre C, donde € es una raiz ¢-ésima primitiva de la unidad. Recordemos que g denota el algebra de
Lie de G, h C g es una subalgebra de Cartan fija, I = {ay,...,a,} es la base del sistema de raices
®(g,h) de g con respecto a h y n =rgg.

Probaremos que todo cociente de dimension finita de O.(G) esta determinado por una coleccion
de datos D = (I4+,I_,N,T',0,0) a la cual llamaremos dato de subgrupo finito donde

o [, ClIlel_ C —II. Estos conjuntos definen una subélgebra algebraica de Lie [ con subgrupo de
Lie conexo L de G, tal que [ = [ ®hDI_y L =) gy, Ga con ¥y ={a € P: Supa=Ii}.
Seas=mn—|[LU—-I_|.

e N es un subgrupo de (Z/(¢))°.

I" es un grupo finito.
e 0:I' = L es un morfismo inyectivo de grupos.

e §: N — T es un morfismo de grupos.

Para hacerlo procedemos de la siguiente manera: en la primera seccién se determinan todas las
subalgebras de Hopf de u,(g), ver [Mull]. En la segunda seccion se construyen cocientes de dimension
finita de O(G) sobre el cuerpo Q(e) y en la tercera seccion se muestra que esta construccion es
exhaustiva, es decir, todos los cocientes de O(G) de dimension finita son de esta forma.

* — H esta determinado por una terna

Brevemente, todo cociente de algebras de Hopf r : uc(g)
(3,14,1_), donde I e I_ son como més arriba y ¥ es un subgrupo de (Z/(¢))". Usando esta terna
se construyen subalgebras de Hopf I'c(I) C I'c(g) v ue(l) C ue(g) y un subgrupo conexo L de G tales

que [ es una subélgebra de Lie de g con Lie(L) = [y la siguiente sucesion es exacta:
1—-0(L) = O(L) = u ()" — 1.

69
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Luego, si 0 : I' — G es una inclusion y o(I') C L, se aplica la construccion pushout dada en la
Seccion 2.3, obteniendo un algebra de Hopf A, de dimension finita que es una extension de cr
por u.(l)*. Entonces, para cada morfismo de grupos 6 : N — f, donde N es un grupo abeliano
asociado a ¥ (ver Observacion 5.2.11) y T esel grupo de caracteres de I', se construye un ideal de
Hopf Js de A, tal que el algebra de Hopf Ap = A, ,/Js es una extension de C!' por u(I)* y un
cociente de O (G).

5.1. SubAalgebras de Hopf de un algebra de Hopf punteada

En esta seccion se describen las subélgebras de Hopf de dlgebras de Hopf punteadas. Sea U un
algebra de Hopf tal que el corradical Uy es una subalgebra de Hopf. U admite una filtraciéon de
codlgebras, la filtraciéon corradical, que resulta ser de dlgebras de Hopf, por ser Uy una subalgebra.
Denotemos por (U, )n>0 a la filtracion corradical de U, U_1 = 0y sean gr U(n) = U,,/Up_1 €l espacio
homogéneo de grado n y grU = @&,>0grU(n) el algebra de Hopf graduada asociada a la filtracion.
Sean ¢ : Uy — grU la inclusion candnica, y 7 : grU — Up la proyecciéon homogénea. Luego, el
conjunto R := (grlU)®7™ es una subalgebra de gr U que se denomina el diagrama de U. Mas atn,
R resulta ser un éalgebra de Hopf graduada trenzada, es decir, un élgebra de Hopf en la categoria
gg YD de modulos de Yetter-Drinfeld de Uy. Explicitamente, R es una subalgebra graduada de gr U,
con una accién a izquierda y una coaccién a izquierda de Uy dada por

h-r = hayrS(h)), p(r) =11y @ 1) = 7(r)) @),

para todo r € R, h € Uy. La comultiplicacién de R esta dada por

Ag(r) = r() @r® = 193(7"(1)) ® 7)),

donde 9g : grU — R es la aplicacion definida para todo a € gr U como
VIr(a) = aqym(Sa)). (5.1)

Se puede probar facilmente que

Ur(rh) =re(h), Up(hr)=h-r (5.2)
para todo r € R, h € Uy. Por consiguiente, se tiene que grU =~ R#Uy, es decir, grU es una
bosonizacion de R con R = @,>0R(n), donde R(0) ~ C, R(1) = P(R).

Diremos que R es un dlgebra de Nichols si R esta generada como algebra por R(1). Ver [AS2]
para més detalles.

Para formular los siguientes resultados, necesitaremos introducir cierta terminologia. Sean A
una algebra de Hopf, M un moédulo de Yetter-Drinfeld sobre A y B una subéalgebra de Hopf de A.
Decimos que un subespacio vectorial N de M es B-compatible si

(1) es estable bajo la acciéon de B,y

(i) posee una estructura de B-comddulo que induce la coaccion de A.
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Siendo poco exactos pero descriptivos, diremos que “N es un submédulo de Yetter-Drinfeld
sobre B”, aunque M no sea necesariamente un moédulo de Yetter-Drinfeld sobre B.

Lema 5.1.1. Sea Y una subdlgebra de Hopf de U. Entonces el corradical Yy es una subdlgebra
de Hopf y el diagrama S de Y es una subdlgebra de Hopf trenzada de R (en el sentido de [Tk]).

Si R =B(V) es un dlgebra de Nichols tal que dimV < oo, entonces S es también un dlgebra de
Nichols. En este caso, las subdlgebras de Hopf de U estdn parametrizadas por pares (Yo, W) donde
Yy es una subdlgebra de Hopf de Uy y W C V = R(1) es Yy-compatible.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue del hecho que Yy = Y N Uy y la interseccion de
dos subéalgebras de Hopf es una subélgebra de Hopf. Méas atn, por [Mo, Lemma 5.2.12|, la filtracion
corradical de Y estd dada por Y,, =Y NU,; por lo tanto existe un morfismo homogéneo inyectivo
de algebras de Hopf v : grY <« grU que induce el siguiente diagrama conmutativo

gr ye 1 o grU

lﬂy i

Yo Up.

Asi, S = (grY)®°™ ={a € grY : (id®ny)A(a) = a ® 1} es una subalgebra de R que es ademas
un subespacio vectorial trenzado. Mas ain, como ys = ¥g7y y 7y es de élgebras de Hopf, cf. (5.1),
se sigue que S es una subcoalgebra de R y por lo tanto una subélgebra de Hopf trenzada de R.

Supongamos ahora que R ~ B(V) es un algebra de Nichols con dim V' < oo. Tomando duales
graduados, 7. e. la suma directa de los espacios duales de las componentes homogéneas, se tiene un
epimorfismo de algebras de Hopf graduadas trenzadas g : B(V*) — S&dual Como B(V*) y gerdual
son coalgebras irreducibles punteadas, por [Sw, Thm. 9.1.4], p manda la filtracion corradical de
la primera suryectivamente sobre la filtracion corradical de la segunda. Por ende, P(S8"dual) —
Serdual(1) v fortiori S esta generada en grado 1, i. e. es un algebra de Nichols. Ademés, YV
esta determinada por Yy y S(1), siendo este tltimo Yp-compatible. Reciprocamente, si Yj es una
subalgebra de Hopf de Uy y W C R(1) es Yy-compatible, entonces se pueden elegir (y;);er en U; tal
que las clases (7;)ier en Uy /Uy generan W#1. Entonces la subélgebra Y de U generada por Yy y
(yi)ier es una subalgebra de Hopf de U que se corresponde al par (Yo, W). O

Observacion 5.1.2. El lema anterior también es vélido si V' es localmente finito como espacio
trenzado, . e. para todo v € V existe un subespacio trenzado W C V tal quev € W y dim W < oc.

Volvamos ahora a las subalgebras de Hopf de élgebras de Hopf punteadas. La nocién de “com-
patibilidad” para grupos se puede leer de la siguiente manera. Sean G un grupo y M un moédulo
de Yetter-Drinfeld sobre C[G]. Si F' es un subgrupo de G, un subespacio vectorial N de M es
F-compatible si

(7) es estable bajo la accion de F', y
(73) es un C[G]-comodulo y el soporte Sup N := {g € G : N9 # 0} esta contenido en F'.

Corolario 5.1.3. Sea U un dlgebra de Hopf punteada cuyo diagrama R es un dlgebra de Ni-
chols. Entonces las subdlgebras de Hopf de U estdn parametrizadas por pares (F, W) donde F' es un
subgrupo de G(U) y W C R(1) es F-compatible. O
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El resultado del corolario se lee mejor atun si G(U) es abeliano y dim R(1)Y = 1 para todo
g € Sup R(1); pues las subalgebras de Hopf de U estan parametrizadas en este caso por pares (F, J)
donde F' es un subgrupo de G(U) y J C Sup R(1) estéa contenido en F. De esta manera, se recuperan
resultados de [CM, Mul, MulI].

Como corolario, aplicamos el resultado a los nucleos de Frobenius-Lusztig. Comparar con [Mull,
Thm. 6.3].

Corolario 5.1.4. Las subdlgebras de Hopf de u.(g) estdin parametrizadas por ternas (3,14, 1)
donde ¥ es un subgrupo de T := (Kq,,...,Kq,) e Iy CII, I_ C —II son tales que K,, € ¥ si
oy € I+ u-—I_. ]

5.2. Construcciéon de subgrupos cuanticos finitos

En esta seccién se construyen cocientes de dimensién finita del dlgebra de coordenadas cuanti-
zada O(G). Este proceso se realizara en tres pasos.

Sean G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y simple sobre C con algebra de Lie g,
€ una raiz f-ésima primitiva de la unidad y £ € N como en el capitulo anterior. Recordemos que
O(GQ) es parte de la sucesion exacta de algebras de Hopf

1= 0(G) 5 0(G) & uc(g)” — 1. (5.3)

5.2.1. Primer paso

Sea r : u(g)* — H un epimorfismo de éalgebras de Hopf. En lo que sigue se construyen cocientes
de Oc(G)q(e) sobre Q(e) asociados a una subélgebra de Hopf de uc(g) y se corresponden a una
subélgebra de Lie algebraica y regular de g y a un subgrupo de Lie conexo L. Como uc(g) es de
dimension finita, la aplicacién r induce un monomorfismo ‘r : H* — uc(g). Luego, por el Corolario
5.1.4, el algebra de Hopf H* esta parametrizada por una terna (X, 11, 1_).

La subalgebra de Hopf I' () de T'.(g)

Definicion 5.2.1. Para toda terna (X, I, I_) se define I'(l) como la subalgebra de I'(g) generada
por los elementos

K.! (1<i<n),
m —
- K, ¢t —1
<K<;;’O>-:H< o - ) (m>1,1<i<n),
q; —
s=1 ¢
Em
E;m) — [qu ' (m > ]., Q5 € I+),
J
Fm
Fm.— Tk (m>1, ap € 1),
b [m]g,!

donde ¢; = ¢% para todo 1 < i < n. Notar que I'(I) no depende de X, sino solamente de I, e I_.
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Eligiendo una expresion reducida s;, - --s;,, del mayor elemento del grupo de Weyl, se puede
ordenar totalmente la parte positiva ® del sistema de raices ® con 81 = oy, B2 = S5, 0y, - .., BN =
Siy *** Sin_,Qiy- Luego, usando los automorfismos de algebras 7; introducidos por Lusztig [L2] se
pueden definir vectores raices correspondientes Eg, =15, ---T;, | F;, v Fg, =15, ---T;, | F,

k-1 1k—1

Recordemos que R = Q|g, ¢~!] con ¢ una indeterminada y que x¢(q) € R es el f-ésimo polinomio
ciclotomico (ver pagina 43). Consideremos ahora los R-submoédulos de I'(g) dados por

_ R{ H Fﬁ(nﬁ ﬁ( Kaz,O >K(]il'1t(ti/2) . H EM™) . Jng t;,ma#0 mod (g)}’

5>0 i=1 a>0

= R{ H Fﬁ(nﬁ H ( KO‘“O > Kgft(tiﬂ) : H E&m‘l) : Vng,ti,mq =0 mod (6)}

5>0 i=1 a>0

Luego, por |DL, Thm. 6.3|, existe una descomposicion de R-moédulos libres I'(g) = J, @ 'y y
Lo/[xe(@)Te] = U(g)q(e)- Denotemos por Qr, = D,,¢r, Zei a los subreticulos de @ con soporte en
I e I_ respectivamente. Definimos entonces los siguientes R-submodulos de I'([):

{HFnﬁ) H<Ka“0>KEntt/2) HEma .

5>0 a>0

I ng,ti;mq Z0 mod (£) con f € Qr_,a € Qr,,1 §2‘§n}

{HF”B) H( Kaz,o >KEntt/2) HEmQ)

>0 a>0

vV ng,ti;mq =0 mod (¢) con B € Qr_,a € Qr,,1 §i§n}

Usando la descomposicion de I'(g) como R-mo6dulo libre tenemos el siguiente lema.
Lema 5.2.2. Eziste una descomposicion de R-mddulos libres I'(I) = I, ® ©4. En particular, T'(I)

es un sumando directo de T'(g) como R-mddulo.

Demostracion. Puesto que I'(g) = J; ® I'y como R-moédulos libres, Iy ® ©, es un R-modulo
libre que claramente esta contenido en I'(l). Luego, basta mostrar que I'([) C I; ® Oy, pero esto se
sigue directamente del hecho que I'(l) esta generada como algebra sobre R por los elementos en la
Definicién 5.2.1 que satisfacen las relaciones de la Observacion 4.1.5. ]

Consideremos ahora la Q(e)-algebra I'c(I) := IT'(I)/[x¢(¢)I'()] dada por el cociente por el ideal
bilatero generado por el polinomio ciclotémico x,(q).

Proposicion 5.2.3.  (a) T'c(l) es una subdlgebra de Hopf de T'c(g).

(b) Te(g) ~T'(g) @r R/[xe(q)R] y Te(l) ~ T'(1) @& R/[xe(q) R].
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Demostracion. (a) Por definicion, sabemos que los elementos E; son (K, 1)-primitivos, los Fj,
son (1, K, Ojkl)—primitivos y los K, son elementos de tipo grupo. Més atin, la antipoda esta dada por
S(Ka,) = K., S(Bj) = =K. 'Ej y S(F) = —F Ko, paratodo 1 <i<m, a; € Iy y o, € .
Por lo tanto, la subélgebra de I'(I) generada por estos elementos es una subélgebra de Hopf de I'(g)
y T'(1)/[xe(¢)T'(g) NT(I)] es una subalgebra de Hopf de I'c(g). Como por el Lema 5.2.2 sabemos que
I'(g) = ()@ N para algin R-submodulo N, tenemos que x¢(q)I'(g)NI() = xe(¢)(T(HON)NT(I) =
xe(@)T'(D), lo cnal implica que T (1) = (1) [xe()T(g) N ().

(b) Probaremos la afirmacion solo para I'c(g), pues la demostracion de la otra afirmacion es
analoga. Consideremos la aplicacion « : I'(g) ®r R/[x¢(q)R] — T'c(g) dada por a(z ® a) = 7a.
Claramente « es un morfismo de Q(e)-algebras bien definido. Méas atn, dicho morfismo es inversible
con inversa 3 : [c(g) — ['(g) ®r R/[x¢(q)R] dada por 3(z) = z ® 1. Esta bien definido pues
T = 0siysolosiz € xi(q)(g), esto es, si y solo si existe y € I'(g) tal que z = x¢(q)y; en
tal caso, 2 @ 1 = y ® xe(q) = 0. Mas atn, § es la inversa ya que af(Z) = a(z® 1) = Z y
fa(r ® a) = f(Ta) = z @ a. Por lo tanto, o es un isomorfismo de Q(e)-algebras. O

El nicleo regular de Frobenius-Lusztig u([)

Sea uc(l) la subalgebra de I'¢([) generada por los elementos
{Ko,  Ej, Fry: 1 <i<n,a; € Ii,01 € I_}.

Lema 5.2.4. u.(l) es una subdlgebra de Hopf de T'c(I) tal que T'c(l) N uc(g) = ue(l). Como
subdlgebra de Hopf de uc(g) estd determinada por la terna (T, I4,1_) con T = (Kqy,. .., Ka, ).

Demostracion. Por la demostracion de la parte (a) del lema anterior se sigue facilmente que u([)
es una subalgebra de Hopf de T'¢(l). Como el nicleo de Frobenius-Lusztig u.(g) es la subalgebra
de Hopf de I'<(g) generada como &lgebra por los elementos {K,,, E;, F; : 1 <1i < n}, es claro que
uc(l) C T'e(l) Nue(g). Mas ain, del Lema 5.2.2 se sigue que cada elemento de I'c(I) N u.(g) debe
estar contenido en uc(l). La tltima afirmacion se sigue inmediatamente del Corolario 5.1.4. O

Como consecuencia del lema anterior se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

u(g)——Tc(g) (5.4)

J

u, () T (1).

Recordar que el morfismo cuéntico de Frobenius I'¢(g) LNy 5 (8)q(e) estéa definido en los generadores
de T'¢(g) por

(m/6) (m/6)
Fr(E™) = { stllm Fr(F™) = J i stlm
0 silfm 0 siltm

Fr((Fesi0)) = (%) S_l [m , Fr(K_!) =1, paratodo 1 <i < n.
0 silfm ’
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y se tiene la sucesion exacta de algebras de Hopf (ver [DL, Thm. 6.3|):

1= uc(g) — Te(g) 2 U(g)op — 1.

Si definimos U (I)q() := Fr(I'e(l)), entonces U(l)q() es una subélgebra de U(g)q() y el siguiente
diagrama conmuta

)

u, () T () —% U (g

u.(g)— Le(g) — 2 Ulg)q( (5.5)

donde Fr es la restriccion de Fr a T'([).

Observacion 5.2.5. (a) Sea [ el conjunto de elementos primitivos P(U(l)q(c)) de U(l)q(e)- Enton-
ces [ es una subalgebra de Lie de g, ya que U(l)gw) C U(g)ge) ¥ 8 = P(U(g)g(e))- De hecho [ es
regular en el sentido de [D1], ver la Definicion A.0.1 en el Apéndice. En efecto, de la definicion se sigue
que [ debe ser la subalgebra de Lie generada por el conjunto {h;,e;, fr : 1 <i<n,a; € Iy, € I_}.
Asi, tenemos que [ =1, @ h @[, donde [y =) g 8o, con Vi ={a € P: Supa=I.}.

(b) Ker Fr es el ideal bilatero Z de T'¢(I) generado por el conjunto

{EJ(.m),F,gm),( :‘7;’0 ) Ko, —1:1<i<n,a; € 1,0 EL,mZO,ETm},

y coincide con I;. En efecto, por [DL, Thm. 6.3] sabemos que Ker Fr = J; y éste coincide con el
ideal bilatero generado por

v ¢ m

{E(m)’F(m)’ ( Kamo )7Kaz_11§2§n’m20’€+m}

Como por el Lema 5.2.2, la base de I'c([) como R-mo6dulo esta contenida en la base de I'c(g), se
tiene entonces que Ker Fr = Ker Fr N[ (I) = J, NT(I) = I, y éste coincide con el ideal Z.

(c) Por [DL, Thm. 6.3], sabemos que el morfismo I'y/[x¢(¢)T¢] — U(g)q( inducido por el
morfismo cuédntico de Frobenius es biyectivo. Puesto que por definicién se tiene que ©, C I'y y
U(Dge) = Fr(U(g)g()), por el Lema 5.2.2 se sigue que O, N x¢(q)l'y = x¢(q)O¢ y el morfismo
O¢/[xe(q)O¢] — U(l)q(e) también es biyectivo.

La siguiente proposiciéon enumera algunos propiedades de uc(l) que usaremos mas adelante.
Proposicion 5.2.6. (a) La sucesion de dlgebras de Hopf

1= u () LT 2 U)o — 1 (5.6)

es exacta.

(b) Eziste un epimorfismo de dlgebras 1 : T'c(l) — uc(l) tal que [y ) = id.
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Demostracion. (a) Basta probar que KerFr = u ([)TT(I) y “FT.(I) = uc(l). La primera
igualdad se sigue directamente de la Observacion 5.2.5 (b), puesto que el ideal bilatero generado por
u ()T coincide con Z. La segunda igualdad se sigue del Lema 5.2.4, ya que T (g) = u.(g) por
[A1, Lemma 3.4.1] y u.(I) = ue(g) NTe(l) = ©FT (g) NT() = ©HT(I).

(b) Por la Proposicion 4.1.17 sabemos que existe un epimorfismo de algebras ¢ : I'c(g) — uc(g)
tal que |y, (g) = id. Definimos entonces 9 := @[y, () : [c(l) — uc(g). Claramente, por la definicién
de ¢ se tiene que Im¢) C u.(l) y que ¢l 1y = id, de donde se sigue que Im 1) = u(l). O]

El algebra de coordenadas cuantizada O.(L)

Por la Proposicion 4.1.9, sabemos que existe un apareamiento de Hopf perfecto
<, > Oc(G)g(e) ®q(e) Te(g) — Q(e).

En particular, se tienen las inclusiones Oc(G)q(e) € T'e(9)° v T'e(g) € OG(G)B(E). Ademas, el mono-

morfismo de algebras de Hopf I'¢(l) < T'c(g) determina por dualidad un morfismo de algebras de
Hopf Res : T'c(g)° — T'c()°. Se define entonces

Oc(L)g(e) := Res(Oc(G)g(e))-

Como O(G)q(e) € Oc(G)g(e), Res(O(G)q(e)) es una subélgebra de Hopf central de O(L)q() y por
lo tanto existe un subgrupo algebraico afin L de G tal que Res(O(G)q()) = O(L)q()- En lo que
sigue mostraremos que L es conexo y que el algebra de Lie correspondiente a L no es otra que [.
Primero necesitamos algunas definiciones.

Definiciéon 5.2.7. (i) Una Lie subalgebra h C g se dice algebraica si existe un subgrupo alge-
braico H C G tal que ) = Lie(H).

(#4) Decimos que b es la cdpsula algebraica de b si b es una subélgebra algebraica de g tal que
h C hT y si a es una subalgebra algebraica de g que contiene a b, entonces h™ C a.

Cabe observar que no toda subalgebra de Lie h de un élgebra de Lie g es algebraica, ver algunos
ejemplos en [FRJ.

Proposicion 5.2.8. El grupo algebraico L es conexo y Lie(L) = I.

Demostracion. Puesto que O(G)g) C U(g)a(s), dualizando el diagrama (5.5) se tiene que
O(L)ge) = Res(O(G)g)) € U([)a(e). Pero por [H2, XVI.3|, U(I)OQ(G) es un dominio integro y
consecuentemente O(L)q() también es un dominio integro, lo cual implica que L es irreducible y
por lo tanto conexo.

Para ver que Lie(L) = [, probaremos que Lie(L) es la capsula algebraica de [ y que [ es una
subalgebra de Lie algebraica.

Como Ker((’)E(G)Q(G) Res, (’)E(L)Q(E)) ={f¢€ OG(G)Q(G) : f\pe(n = 0} y la inclusion O(G)q(e) <

Oc(G)q(e) estd dada por la transpuesta del morfismo cuantico de Frobenius, se sigue que O(L)q(e) =~
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O(G)qe)/J, donde

J={f€0(G)ge : < [, Fr(zr) >=0,Vz el ()}
= {f < O(G)Q(E) < fre>=0,Vze U([)Q(e)}
Ademas, sabemos que z(f) =< f,x >= 0 para todo = € U([)q(). Como por [FR, Lemma 6.9], se

tiene que
Lie(L)={r€g: 7(f) =0, Vf € J},

es claro que [ C Lie(L). Consideremos ahora H C G un subgrupo de G tal que | C Lie(H) =: h y
denotemos por I al ideal de H. Entonces h = {7 € g: 7(I) = 0}. Como [ C b, tenemos que 7(I) =0
para todo 7 € [. Al ser el apareamiento de Hopf <, > multiplicativo, esto implica que < f,z >= 0,
para todo x € U(l)q(), f € I. Luego I C J y por lo tanto L. C H. Asi Lie(L) C h para toda
subélgebra de Lie algebraica b tal que [ C b, lo cual implica que Lie(L) = [T.

Mostraremos ahora que [ es algebraica. En tal caso, [ = [T y por el parrafo anterior tenemos
que [ = Lie(L) que es lo que queriamos probar. Consideremos a g como un G-modulo con la accion
adjunta y sean G| y g los conjuntos

Gi={zeG: z- =1} y g={reg: [r,]] CI}.
Por [FR, Ex. 8.4.7|, se tiene que Lie(G|) = g|. Luego, para ver que [ es algebraica basta mostrar que
[ es igual a su normalizador en g, es decir, gy = [.

Por la Observacion 5.2.5 (a), sabemos que [ = [ @ hP [, donde h es la subalgebra de Cartan de
g correspondiente al sistema de raices fijado y [+ =P ey, 8o, con ¥ ={a € ®: Sup(a) C I}
Sea x € g, entonces podemos escribir

T = E CaTqo + To con xg € b.
acd

Por lo tanto, para todo H € h se tiene que
[H,z] =) coa(H)zq € L.
acd
Esto implica que para todo H € b, coa(H) = 0 para todo o« ¢ ¥ = W, U V_. Por lo tanto,

necesariamente debe ser ¢, = 0 para todo a ¢ ¥, lo que implica que z € I. ]

Al ser O(L)q(¢) una subélgebra central en O.(L)gq(c), €l cociente

OE(L)Q(E) = OG(L)Q(e)/[O(L)g(e)OE(L)Q(e)]

es un algebra de Hopf que resulta ser de dimensién finita. La siguiente proposicién muestra que,
como era de esperar, esta algebra es isomorfa a u(I)*.

Proposicion 5.2.9. (a) La sucesion de dlgebras de Hopf
1— O(L)g() & O(L)q ~& Oc(L)g — 1 (5.7)

es exacta.
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(b) Existe un epimorfismo P : u.(g)* — Oe(L)Q(E) de dlgebras de Hopf que hace que el siguiente
diagrama conmute:

1 —=0(G)or) —= Oc(G)q() ——ue(s) —1 (5.8)
i iRes iP
1——=0(L)q( Oc(L)q(e) —== Oc(L)gey —= 1.
() Oc(L)qe) = uc()* como dlgebras de Hopf. En particular, dim Oc(L)q ) = 80(L)g( Oc(L)g(e)
es finita.
Demostracion. (a) Necesitamos mostrar solamente que O(L)qe) = “™Oc(L)q(). Veamos,

el dlgebra O.(G)q() es noetheriana, pues contiene a O(G)g() que es noetheriana. Esto tltimo
se deduce del teorema de la base de Hilbert, pues O(G)q(e) es un algebra conmutativa finitamente
generada. En ese caso, Oc(L)q(e) también es noetheriana, por ser un cociente de O (G)gq(c). Entonces
por [Schl, Thm.3.3], Oc(L)q(e) es fielmente playo sobre O(L)q(c) v, por la Proposicion 2.1.6 tenemos
que O(L)ge) = ™ O(L)g() = OG(L)g)(Z)L, que es lo que se queria probar.

(b) Puesto que la sucesion (5.3) es exacta, tenemos que Kerm = (’)(G)g(e) Oc(G)ge) v ue(g)” =~
OG(G)Q(E)/[O(G)JQF(E)OE(G)Q(E)]. Pero entonces, my, Res(Ker ) = TrL(O(L)&E)OG(L)Q(e)) =0, lo cual

implica que existe un morfismo de élgebras de Hopf P : u.(g)* — OG(L)Q( o que hace que el diagrama
conmute.

(c¢) Dualizando el diagrama (5.5) obtenemos el diagrama conmutativo

U(9)30">Te(g)° — > uc(g)" (5.9)
lRes is
U0 T (1)° — u.(1)*.

Como Oc(L)q() = Res(Oc(G)q(e)), O(L)q(e) = Res(O(G)qe)) v O(Glqe) = Ulg)g Q(e)» Pues g es
simple, se sigue que O(L)q«) < tﬁ(U([)OQ(E)); en particular, O(L)S(E) C Ker f. Mas aun, puesto

que p(Oc(G)ge) = T(O(G)q(e)) = uc(g)*, tenemos que uc(l)* = s(uc(g)*) = fRes(O(G)q()) =
f(Oc(L)q(e))- Por lo tanto, existe un epimorfismo de élgebras de Hopf 8 : Oc(L)q() — ue(D)* v

tenemos que dim Oc(L)q () = dimuc(l)*.

En lo que sigue, mostraremos que existe un epimorfismo u(l)* — Oe(L)Q( &) hecho del cual se
deduce que ambos objetos tienen la misma dimensién y por ende la aplicacion § es un isomorfismo.
Consideremos el morfismo de algebras de Hopf s : ue(g)* — uc()* y sea a € Kers. Veremos que
a € Ker P.

Al ser u.(g) de dimension finita, se tiene que las funciones coordenadas de la representacion regu-

lar de uc(g) generan linealmente u.(g)*. En efecto, sea a € u.(g)* y fijemos una base {1, vs,...,vs}
de u.(g) con base dual {d1,...,ds}. Entonces para todo v € u.(g) tenemos que
S S S

a(v) = Z = Za v;)0;(v - 1) Z (v;) < th,v>= <Z a(vi)t, v).
] =1

i=1 i=1
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Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a es una funcién coordenada de una re-
presentacion M de ue(g) de dimensién finita. Puesto que s es simplemente el morfismo dado por
la restriccion y a € Kers, se tiene que a debe ser trivial en toda base de uc(l), en particular la
siguiente:

n
{HFgBHKEZz HEZLQ Ogn/@vthma<€7/86Q1771§2§n,06662[+}

5>0 i=1 a>0

Por otro lado, sabemos por la Proposicién 4.1.17 que existe un epimorfismo de élgebras ¢ :
Le(g) — ue(g) tal que ¢|y, (g) = id. Por lo tanto, el uc(g)-modulo M admite una estructura de I'c(g)-
modulo via . Como M es de dimensién finita y Kf” actta por la identidad para todo 1 <7 < n, se
sigue que cada operador K, es diagonalizable con autovalores €;" para algin m € N. Esto implica,
por definicion, que toda funciéon coordenada ¢*(a) del I'c(g)-m6dulo M esta contenida en O (G)q(e)-
Luego, usando la definicion de ¢ se tiene que Res ¢*(a) debe anular al conjunto

{ H F (ng) H( KC;Z,O >Kgint(ti/2) , H B(me) .

(>0 a>0

dng,ti,mq #0 mod ({) con B € Qr_,1<i<n,ac Q1+}.

Pero por el Lema 5.2.2, tenemos que I'([) = [;®©,; como R-mo6dulos libres y por la Observacion 5.2.5
(b), tenemos que Ker F'r = I y la aplicacion ©;/[x¢(q)©¢ — U(l)q() inducida por la restriccion

del morfismo cuantico de Frobenius Fr es biyectiva. Entonces existe b € U(I ) Q(e) tal que ‘Fr(b) =
Res(¢*(a)) y se tiene que

P(a) = P(r(¢*(a))) = mr(Res(¢"(a))) = 72.(j(b)) = £(b) = &(a) = 0,

y a € Ker P. En conclusion Ker s C Ker Py por lo tanto existe un epimorfismo ue(l)* — Oe(L)q(q)-
O

Observacion 5.2.10. La proposiciéon anterior da el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones
exactas de algebras de Hopf

i iRes iP
1 —— O L)Q (L)Q(e) I ue([)* —1

5.2.2. Segundo Paso

En lo que sigue consideraremos la forma compleja de las dlgebras definidas anteriormente:

O(G) = O(G)o(e) ®q( C, Oc(G) = O(G)q(e) ®q(e) C,
O(L) = O(L)q(e) ®q(e) C, Oc(L) = Oc(L)g(e) ®q(e) C,

y denotaremos simplemente como uc(g) y uc(l) a las C-formas de los nicleos de Frobenius-Lusztig.
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Sea I' un grupo finito y o : I' — G una inclusiéon en G tal que o(I") C L := Alg(O(L),C). Se
tiene entonces un epimorfismo de &lgebras de Hopf o : O(L) — C' tal que el siguiente diagrama
conmuta

O(G) —= O(L)

Nk

CF

Asi, aplicando la construccion pushout dada en la Proposicién 2.3.1, obtenemos un algebra de
Hopf de dimension finita A, la cual es parte de una sucesién exacta de algebras de Hopf y encaja
en el siguiente diagrama conmutativo

| — > O(@Q) —> O(G) —> u (g)* —=1 (5.11)
res \LRes J{P

1 —O(L) —> O (L) "> u (1) —1

1 cr 7 Ac l,o d ue([)* —1

En particular, dim A, , = |I'| dim u.([).

5.2.3. Tercer Paso

En esta subseccion realizamos el tercer y ultimo paso de la construccion. Este consta, esencial-
mente, de tomar el cociente por un ideal de Hopf generado por diferencias de elementos de tipo
grupo centrales de A .. El punto crucial aqui es la descripcién de H como cociente de uc(l)* y la
existencia de un morfismo de coalgebras * : u.()* — O.(L).

Recordemos que fijamos un epimorfismo de algebras de Hopf r : u.(g)* — H y que H* esta
determinada por la terna (3,I;,71_). Como la subalgebra de Hopf u.(l) estd determinada por la
terna (T,14,1_-) con ¥ C T, tenemos que H* C u(l) C u.(g) lo que implica que H es un cociente
de u()* y el siguiente diagrama conmuta

* P *
u.(g)

Observacion 5.2.11. Por el Corolario 5.1.4, sabemos que K, € ¥ para todo oy; € I =1, U—1_.
Por lo tanto (Z/(¢))"~* C X C (Z/(£))" = (Z/(£))"* x (Z/(¥))®, donde n — s es el cardinal de I.
Si denotamos 2 = X N (Z/(¢))*, se sigue claramente que

S~ (Z/(£)"° x Q.

En efecto, si # € ¥ entonces existen x1 € (Z/(€))"* y x2 € (Z/(¢))*® tales que x = 1 + x2. Como
(Z/(£))"5 C X, se sigue que x1 € Xy por lo tanto x9 € Q. Asi, ¥ se descompone como un producto,
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que evidentemente resulta ser directo. En particular, > es el subgrupo abeliano generado por los

ng .
elementos K, tales que ; € I = I, U —I_ y por monomios M compuestos por elementos Kai;
tales que a;; ¢ I, 0 <my, < /.

Notar ademés que dar un subgrupo ¥ tal que (Z/(£))"* C X C (Z/(£))" es lo mismo que dar

un subgrupo Q C (Z/(¢))?, y que es lo mismo que dar un subgrupo N C (Z%/@)S =(Z/(¢))*, donde

N es el nacleo del morfismo de grupos p : (m)s = (m)s — Q entre los grupos de caracteres
inducido por la inclusion de 2 en (Z/(¢)).

(Z/(O)* 2 ST C(Z/(0)" «» QC(Z/(£)* e~ N S (Z/(£))". (5.12)
En particular, tenemos que
5l = ) =
|N|

Definicién 5.2.12. Para todo 1 <1i <n tal que o; ¢ I+ 0 o ¢ I_ definimos D; € G(uc(l)*) =
Alg(uc(l),C) en los generadores de u([) por
Dz(E]) =0 v 7, aj € I_|_, Dl(Fk) =0 Vk, apel_,
Dz’(Kat) =1 Vt#£i, 1<t<n, Di(Kai):ﬁi,
donde ¢; es una raiz ¢-ésima primitiva de la unidad. Si a; ¢ I+ 0 a; ¢ I_, se tiene que F; o F; no es
un generador de u([), respectivamente. Luego, D; es un morfismo de algebras bien definido, pues

verifica todas las relaciones de la Observacion 4.1.5. Notar que las tnicas relaciones que pueden
traer conflicto son (4.17) y (4.18), pero éstas no son relaciones en u.(l) por la condiciéon sobre 1.

Asi, siIIN (I U—1_) ={asy,...,a;, } y N C(Z/(£))®, se corresponde a ¥ como en la Observacion
5.2.11, definimos para todo z = (z1,...,25) € N el elemento de tipo grupo

D?:= D3 ... D>,
Lema 5.2.13. (a) Sia; ¢ I entonces D; es central. En particular D? es central par todo z € N.

(b) H ~u(0)*/(D*—1|z € N).

Demostracion. (a) Para ver que D; es central, tenemos que ver que D;f = fD; para todo
f € uc(h)*. Observar que D; coincide con la counidad de uc([) salvo en aquellos elementos de la base
que contengan a alguna potencia de K,,, que es un elemento de tipo grupo. Ademas, como «; ¢ I,
de las relaciones en la Observacion 4.1.5 se sigue que K, es un elemento central en u.(l). Mas atn,
por el Lema 5.2.2 sabemos que uc([) tiene una base de la forma

n
{HF;B HKQZZ ) HEZM 10 <ng,ti,meq <!, con f€Qr ,a€Qr,1 gign}.
3>0 i=1 a>0

Asi, todo monomio de esta base es de la forma K é}lM con 0 < t; < £. Entonces se tiene que
D;f(Kg M) = Di(Kg M) f(KG M) = Di(Kg ) Di(Mqy) f (K, M)
= e;'e(M)) f(KE M) = €' f(KE M)
= fDi(Kg M),
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que es lo que se queria probar.

(b) Por la parte (a), tenemos que D? es un elemento de tipo grupo central en u.([)* para todo
z € N. Por lo tanto el cociente u(l)*/(D* — 1|z € N) es un algebra de Hopf.

Por otro lado, sabemos que H* esté determinada por la terna (3, 14,1 ) y consecuentemente
H* esté incluida en u([). Si denotamos por v : u.(l)* — H al epimorfismo dado por esta inclusion,
tenemos que Kerv = {f € u.()*: f(h) =0, V h € H*}. Por lo tanto, D* — 1 € Kerv para todo
z € N, puesto que D*(w) = p(z)(w) = 1 para todo w € 2. Entonces existe un epimorfismo de
algebras de Hopf

v:u()*/(D* -1 z€ N) - H.

Sin embargo, combinando el Corolario 5.1.4 con las bases PBW de H y de u([) tenemos que

dim H = (11| = gl n=s| | — gL+ n=s|@y) g|1+|+1—|£]\7;|

= dim(u,(1)*/(D* 1| z € N)),

lo cual implica que « es un isomorfismo. O

Observacion 5.2.14. Cabe destacar que el resultado del lema anterior es muy similar a un resul-
tado usado por E. Miiller en el caso de tipo A, [Mu2, Sec. 4] para la clasificacion de los cocientes
finitos de O(SLy). El nuevo enfoque aqui consiste en ver a H como un cociente del dual del nticleo
regular de Frobenius-Lusztig uc().

Antes de seguir con la construcciéon necesitamos otro lema técnico.

Lema 5.2.15. El dlgebra de Hopf Ac) » contiene un subgrupo Z := {0%|z € (Z/(£))*} de G(Ac) )
que consiste de elementos centrales y cuyo orden es £°.

Demostracion. Consideremos el conjunto X = {D?| z € (Z/(¢))*} de elementos de tipo grupo
centrales de uc([)* dado por el Lema 5.2.13. Por la Proposicion 5.2.6 (b), sabemos que existe un
morfismo de &lgebras 1 : T'(([) — uc(l). Este morfismo induce un morfismo de codlgebras ¢* :
u([)* — T'(1)° tal que el siguiente diagrama conmuta

donde ¢* es el morfismo de coalgebras inducido por el morfismo de algebras ¢ : I'e(g) — ue(l)
dado por la Proposicion 4.1.17, cuya restriccion a I'¢([) define 1. Pero por la demostracion de la
Proposicion 5.2.6 (c), la imagen de ¢* esta contenida en O(G). Luego, como Res(O((G)) = O(L),
se sigue que la imagen de 1* esta contenida en O (L). De esta manera queda definido el conjunto
de elementos de tipo grupo Y = {d* = ¢*(D?)| z € (Z/(¢))*}. Més aun, usando el Lema 5.2.2 y
las definiciones de 9 y de los elementos D; con «; ¢ I, se puede ver, al igual que antes, que estos
elementos son centrales, ya que coinciden con la counidad de I'¢(I) salvo en aquellos elementos de
la base que contengan a alguna potencia de K;.
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Como la aplicacion s : Oc(L) — Ac ), dada por la construccién pushout es un epimorfismo de
algebras de Hopf, la imagen de Y define un conjunto de elementos de tipo grupo centrales en A |
que denotaremos por

Z={0" = s(d")] z € (Z/(£)"}.

Ademas, |Z| = |Y| = |X| = ¢5. A saber, 7(Z)

=7s(Y) =7m(Y) = mpp*(X) = X pues el diagrama
(5.11) es conmutativo y m¢* = id. Luego |7(Z)]

= |X|, de donde se sigue nuestra afirmacion. [

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema que da la construccion de los cocientes de
O((G) de dimension finita. Recordar que por el primer paso, todo epimorfismo r : uc(g)* — H de
algebras de Hopf determina un nicleo regular de Frobenius-Lusztig ue([) y éste un subgrupo conexo
L de G. Comparar con [Mu2, Thm. 4.11].

Definicién 5.2.16. Sean g un algebra de Lie simple, h C g una subélgebra de Cartan fija, II la
base del sistema de raices ®(g,h) de g con respecto a h, n = rgg y sea € una raiz de la unidad de
orden £. Un dato de subgrupo finito es una coleccion D = (I, 1, N,T',0,6) tal que

e [ ClIlel_ C —II Estos conjuntos definen una subélgebra algebraica de Lie [ con subgrupo de
Lie conexo L de G, tal que [ = [ S hPIl_y [ = goconV¥y ={ae€®: Supa =14}
Seas=mn—|ILU—-I_|.

acW

e N es un subgrupo de (Z/(¢))°.
e I' es un grupo finito.
e 0:I' = L es un morfismo inyectivo de grupos.

e §: N — T es un morfismo de grupos.
Notar que, salvo o, todos los datos de la coleccién son discretos.

Sea H el algebra de Hopf cuyo dual es la subélgebra de uc(g) que se corresponde por el Corolario
5.1.4 a la terna (X, I, 1_) donde (Z/(¢£))"~* C X C (Z/(¢))"™ es el subgrupo que se corresponde a
N C(Z/(¢))® como en la Observacion 5.2.11.

Teorema 5.2.17. Para todo dato de subgrupo finito D = (I4,1_,N,I',0,6) existe un dlgebra
de Hopf Ap de dimension |T'|dim H que es un cociente de O (G) y encaja en la sucesion exacta

1—>(CFL>ADi>H—>1,

Mas ain, Ap estd dada por el cociente A/ Js donde Js es el ideal bilatero generado por el conjunto
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{07 =6(z)|z € N} y el siguiente diagrama de sucesiones exactas de dlgebras de Hopf es conmutativo

1 —0(G) —= 0.(G) —=u(g)" —1

N

1 — O(L) —> 0 (L) > u (1) —1

1 o o Ay T (1) ——> 1
; l

1 cr —t > Ap—T 1.

Demostracion. Por la Observacion 5.2.11, N determina un subgrupo ¥ de (Z/(¢))" y la terna
(3,1+,1_) da lugar a un epimorfismo r : u.(g)* — H de algebras de Hopf. Sio : I' - L C G es
inyectivo, por los primeros dos pasos se puede construir un élgebra de Hopf A, , que es un cociente
de dimension |T'|dimuc(l) de O.(G), donde u.(l) es la subalgebra de Hopf de u.(g) asociada a la
terna (T, 1;,1_). Mas atn, por el Lema 5.2.13 (b), H es el cociente de uc([)* por el ideal bilatero
(D —1] z € N). Si 6 : N — T es un morfismo de grupos y I' ~ Alg(C[I],C) = G(CF), entonces
los elementos §(z) son elementos de tipo grupo centrales en A, |, para todo z € N. Luego, el ideal
bilatero Js de Ac ), generado por el conjunto {0 — §(z)|z € N} es un ideal de Hopf. Asi, por la
Proposicion 2.3.2 la siguiente sucesion es exacta

1— Cr/j - Ae,l,cr/J5 - uE([)*/ﬁ-(\Tl;) - 17

donde J = J; N CY. Como 7(9%) = D? y 7(6(z)) = 1 para todo z € N, tenemos que 7(Js) es
el ideal bilatero de uc(l)* dado por (D* — 1] z € N), lo que implica por el Lema 5.2.13 (b) que
uc(l)*/7(Js5) = H. Por lo tanto, si denotamos Ap := A, ,/J5, la sucesion exacta anterior se escribe

de la forma
1—>(CF/3—>AD—>H—>1. (5.13)

Entonces, para finalizar la demostraciéon basta ver que J = JsNCF = 0. Claramente, Js coincide
con el ideal bilatero (976(z) ™1 —1| 2 € N) de A ». Més atin, ¥ = {9°5(z) 71|z € N} es un subgrupo
de elementos de tipo grupo centrales de G(A¢1o) y Js = (9 — 1|g € T). Luego, por [Mu2, Lemma
4.8] tenemos que dim Ap = dim A ,/|Y|. Como A, y Ap estan dadas por extensiones, tenemos
que
dim u([)

<mm”mmm:mm%zmm@mmmﬂzmm@m)UW.

T (5.14)

Alser 7(Y) = {D?*|z € N} y ©(0°6(2)"1) = D* = 1 si y s6lo z = 0, tenemos que |Y| = |N|. Asi, de
las igualdades (5.14) se deduce que Ct' = CY/3. O

5.3. Determinaciéon de subgrupos cuanticos finitos

En esta secciéon mostraremos que la construccion hecha en la Seccion 5.2 es exhaustiva, es decir,
todo subgrupo finito de un grupo cuantico simple se construye a través de los tres pasos desarrollados.
Formalmente, el principal resultado de la tesis es el siguiente:
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Teorema 5.3.1. Existe una biyeccion entre

(a) Cocientes q : O(G) — A de dlgebras de Hopf con dim A < oo.

(b) Datos de subgrupo finito.

Demostracion. La demostracion del hecho que todo dato de grupo finito D da un cociente de
O(G) de dimension finita estd dada por el Teorema 5.2.17.

La prueba que todo cociente q : O(G) — A de éalgebras de Hopf con dim A < oo esta determi-
nado por un dato de subgrupo finito estad dada por una sucesiéon de lemas que demostraremos en lo
que sigue. O

Sea ¢ : O.(G) — A un epimorfismo de algebras de Hopf con dim A < co. Entonces la subélgebra
de Hopf K = q(O(G)) es central en A y en ese caso, A es una H-extension de K, donde H es el
algebra de Hopf H = A/AK™. Puesto que K es conmutativa, existe un grupo finito I' y una inclusién
o:T — G tal que K ~ C!'. Méas atin, como ¢(O.(G)O(G)*) = AK™, tenemos que O.(G)O(G)T C
Ker g, donde 7 : A — H es el epimorfismo canonico. Asi, por ser u.(g)* ~ O.(G)/[0.(G)O(G) "],
existe un epimorfismo r : u.(g)* — H y por la Proposicion 5.1.3, H* esta determinada por una
terna (X, I, I_). En particular, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

11— 0(G) — = 0(G) —"u(g)* —=1 (5.15)
ALk
1 cT A H 1.

En lo que sigue, mostraremos que A = Ap para cierto dato de subgrupo D = (I,1_, N,T,0,9).
Como en la Subseccion 5.2.1, consideremos el niicleo regular de Frobenius-Lusztig u([). Este esta
dado por la terna (T,I;,1_) donde T' = (K4, ..., Kq,) ~ (Z/(£))". Luego, ¥ C Ty consecuente-
mente H* C u([). Denotemos por v : u.(l)* — H al epimorfismo inducido por esta inclusion.

Lema 5.3.2. El diagrama (5.15) se factoriza a través de la sucesion exacta

11— O(L) —£> O, (L)

1 — 0(G) —= O(G) —=u(g)* —=1
res 7 lRes P\L
11— O(L) —*> O(L) > u (1) ——1
to u q \Lw U\L ":7’
o i ) L
1 cr A H 1

Demostracion. Para mostrar la existencia de las aplicaciones u y w basta probar que Ker Res C
Ker g, ya que u es simplemente wey,.



86 CAPITULO 5. SUBGRUPOS CUANTICOS FINITOS

Sean U, (b)) y Uc(b_) las subalgebras de Borel de la forma simplemente conexa U, (g) del dlgebra
envolvente cuantizada de g (ver Definicion 4.1.1), y sea A la subalgebra de U, (b )®U,(b_) generada
por los elementos

{1®6j,fj®1,K,)\®K)\: 1<j5<n, e P},

donde P es el reticulado de pesos con P = @', Zw; C h*. Por [DL, Sec. 4.3|, esta algebra tiene una
base dada por el conjunto { fK_) ® Kye} con A € Py e, f monomios en e, y f3 respectivamente,
a, f € Q4. Més atn, A, es un élgebra graduada por (Q_, P,Q+), donde la graduacion esta dada
por

deg(fj ® 1) = (—ay4,0,0), deg(1®e;) = (0,0, o), deg(K_) ® Ky) = (0,,0),

para todo 1 < j < n, A € P. Mas aun, por [DL, Lemma 4.3 y Prop. 6.5], existe un morfismo
inyectivo de algebras pe : O(G) — A tal que p(O(G)) C Ay, donde Ag es la subélgebra de A,
generada por los elementos

{1®€§,ff®1,K_g>\®Kg)\t 1§j§n,)\EP}.

Por lo tanto, basta mostrar que ue(Ker Res) C pe(Ker g).

Afirmacion: . (Ker Res) es el ideal 7 generado por los elementos

{1®er, fi®1: ap ¢ 1,05 & I}

En efecto, por |[DL, Sec. 4.4| existen coeficientes matriciales ¢i§> A€ Py yae Ry tales que
U\(FME) = 61 gé1,rpM(X), Y_\(EMF) = 61 g61,rM(—X),
VINEMPF) = _\(EMFE,), VN(EMF) = ¢ _\(Fo EMF),

para todo elemento F'ME de la base PBW de I'¢(g), donde M € @ y la forma M ()\) es simplemente
la extension lineal de la forma bilineal < aj, A >= ¢di(@:A) para todo A € P, 1 < i < n. Méas atn,
se tiene que

IU’G(/l/}—wZ‘) - K—wi ® Kwiu ME(quI;UL) - K—wi ® Kwi€k7 Me(w:zo;i) = f]K—wl ® Kwi)
para todo 1 < 4,5 < n. A través de un célculo directo se ve que ¢f’§m, ;O;’Z € Ker Res y ademas
Ne(wwﬂpg’;ﬂi) =1®eg ,U/E(T/}:;lewz) = fj ® 1L

para todo oy, ¢ I_, a;j ¢ 1. Por lo tanto, los generadores de 7 estan en p.(Ker Res).

Supongamos ahora que h € Ker Res y veamos que pic(h) € Z. Si h € Ker Res, entonces h[r_q) =0
y por definicién se tiene que

< pe(h), EM @ NF >=< hEMNF >= 0,
para todo elemento EM NF de la base PBW de I'((l). Asi, usando la existencia de apareamientos

perfectos (ver [DL, Sec. 3.2]) y evaluando en elementos adecuados, se sigue que todo término de la
base {fK_)\ ® Kye} que aparece en p(h) debe estar en Z.
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Finalmente, si h € Ker Res, entonces 0 = w7, Res(h) = raw(h) = 7q(h). Esto implica que q(h) €
Ker7 = (CH)*A = ¢(O(G)*O.(G)). Entonces existen a € O(G)TO.(G) y ¢ € Kerq tales que
h = a + ¢; en particular, para todo generador ¢ de Z tenemos que t = p(a) + pe(c), donde pc(a)
esta contenido en Agy. Comparando grados en ambos lados de la igualdad se sigue que p.(a) =0, lo
cual implica que cada generador de Z esté en p.(Kerq). O

El siguiente lema muestra la conveniencia de caracterizar a los cocientes A, de O(G) de
dimensién finita como pushout.

Lema 5.3.3. o(I') C L y por lo tanto A es un cociente del dlgebra de Hopf Ac) o dada por el
pushout. Mds ain, el siguiente diagrama conmuta

1—=0(G) —= O(G) ——=uc(g)" —1

resi Res \LP
1 —= O(L) —> O (L) > u (1) —=1
1 cr ! Ae,l,o’ il ue([)* —1

L
1 r—t—sA—"H 1

Demostracion. Por el lema anterior tenemos que wey, = iu, es decir, el siguiente diagrama
conmuta
O(L) — O.(L)
ul ls\
Cr 5> Aelo AN
\\
A.

Como A, es un pushout, existe un tnico morfismo de algebras de Hopf ¢t : A.), — A tal que
ts = wytj =i. Estoimplica que Ker 7 = j(CF)JDélQL(7 C Ker 7t y por lo tanto el siguiente diagrama
de sucesiones exactas de algebras de Hopf es conmutativo

1 (CF J Ae,l,a s ue([)* 1
lt \Lv
1 cr—saA—" o 1.

O]

Sea (X, 14,1 ) la terna que determina H y s = n — |I4 U —I_|. Recordemos que, por la Ob-
servacion 5.2.11, dar un grupo ¥ tal que (Z/(£))"* C ¥ C (Z/(£))"™ es lo mismo que dar un
subgrupo N C (Z/(¢))*. De hecho, por el tercer paso de la construcciéon dada en la secciéon anterior,
sabemos que el algebra de Hopf A, contiene un conjunto de elementos centrales de tipo grupo
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Z = {0*| z € N} tal que @(9%) = D? para todo z € N y H = u.(l)*/(D? — 1] z € N). Para ver que
A = Ap para un cierto dato de grupo finito D = (I4,I_,N,T,0,6) basta encontrar el morfismo de
grupos 6 : N — I' tal que A = A, ,/Js. Esto viene dado por el tltimo lema de esta tesis.

Lema 5.3.4. Eziste un morfismo de grupos 6 : N — T tal que Js = (9% — 6(z)| z € N) es un
ideal de Hopf de Acjo y A= Ac)1s/Js.

Demostracion. Sea 0% € Z. Entonces por el Lema 5.2.13 (b), tenemos que 7t(9%) = vw(0%) =1
para todo z € N. Luego, se tiene que ¢t(0%) € Ker 7. Como ¢(0%) es un elemento tipo grupo, esto
implica que £(8?) € CT. Asif, usando que G(CT) = Alg(C[I],C) =T, tenemos definido un morfismo
de grupos

§:N =T, 8z =t0°) VzeN.

Consideremos entonces el ideal bilatero de A, , dado por Js = (0 — 6(2)| z € N). Claramente
Js es un ideal de Hopf y ¢(Js) = 0. Esto implica que Js C Kert y por consiguiente se tiene un

epimorfismo de algebras de Hopf
n:Aclo/Js - A

Pero por el Teorema 5.2.17 tenemos que Ap = A ,/Js es una Cl-extension de H, lo que
implica que dim Ap = |I'|dim H = dim A y por lo tanto 7 es un isomorfismo. O



Apéndice

Subalgebras maximales de algebras de
Lie simples

Sea G un grupo de Lie simple, conexo y simplemente conexo sobre C de rango rg G = n y sea M
un subgrupo propio no trivial reductivo maximal de G. En este apéndice probaremos la desigualdad

dim G > dim M +rgG, (A.1)
basandonos en la clasificacion de las subalgebras maximales de las algebras de Lie simples dada por
Dynkin en [D1, D2|, ya que basta ver que se verifica

dimg > dimm +rgg, (A.2)
donde g y m son las éalgebras de Lie correspondientes a G y M. Notar que por [Bk, Cor. VIII.10.1]
toda subalgebra maximal de un &lgebra de Lie semisimple es parabdlica o reductiva.

Recordemos que esta desigualdad es crucial para la demostracion del Teorema 4.2.23. Como en
toda esta tesis notaremos g como el dlgebra de Lie de G, ® su sistema de raices y II como el conjunto
de raices simples.

Definicion A.0.1. Una subédlgebra g de g se dice regular si tiene una base que consiste de
elementos de alguna subalgebra de Cartan h de g y de vectores de raices del algebra g relativos a §.

Recordar que para cada subélgebra de Cartan § de g existe una descomposiciéon candnica

9=b+)_ o,

aced

donde g, es el espacio asociado a la raiz a € h*. Si g es una subélgebra regular de g, por definiciéon
existe una subélgebra de Cartan § tal que

donde h Chy @ C .

89
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Para ver que la desigualdad (A.2) se verifica para toda subalgebra maximal reductiva m de g,
descomponemos el estudio de las subalgebras maximales en tres casos. A saber:

(I) regulares,
(IT) no regulares simples,

(ITT) no regulares no simples.

El Teorema A.1.2 clasifica las subalgebras maximales regulares de un algebra de Lie simple g. Es-
tas vienen dadas por dos familias, las semisimples y las no semisimples. Por construccién, las no
semisimples son subalgebras parabodlicas maximales de g. Por lo tanto, veremos que la desigualdad
se satisface para las subalgebras maximales regulares semisimples y para las subélgebras reducti-
vas maximales incluidas en las subalgebras parabdlicas maximales. Por otro lado, veremos en las
secciones subsiguientes que toda subélgebra maximal no regular satisface la desigualdad.

La clasificacion de las subéalgebras maximales de tipo (I), (III) y de las subalgebras maximales
de tipo (II) de las &algebras de Lie simples excepcionales se encuentra en [D1]. La clasificacion para
subélgebras maximales de tipo (II) de las algebras de Lie simples clasicas se hace a través de la
teoria de grupos de Lie y es el principal resultado de [D2].

A.1. Subalgebras maximales regulares

Antes de enunciar el primer teorema necesitamos algunas definiciones.

Definicién A.1.1. (a) Decimos que una raiz § € ® es expresable en término de las raices
Y,y YrSid =7, +---+v, yparak=1,...,slasuma vy +---+7, €P.

(b) Un subsistema ¥ de ® se dice un sistema II si
(1) a € X, f € X, entonces a — ¢ X,

(7) ¥ es un sistema linealmente independiente.

Sean ay, ..., qp raices que forman un sistema II que no se parte en dos sistemas ortogonales.
Supongamos ademas que las raices as, . .., a;, son positivas. Decimos que una raiz ¢ es minima con
respecto a {a1,...,q,} si es la menor raiz expresable en término de +ay, ..., fay,. Si g es simple,
su sistema de raices ® tiene una base IT = {a,...,a,} que es un sistema Il y no se parte en dos
sistemas ortogonales. Luego, existe una raiz minima § con respecto a II, que llamaremos la menor
raiz en ® con respecto a Il. Si g es semisimple, II se descompone en dos o mas sistemas ortogonales
IT;. En ese caso, cada componente II; tiene una raiz minima J; y la menor raiz en ® con respecto
a II es la menor de las raices d;.

Sea ¥ = {aj,...,q;,} un sistema II que no se parte en dos sistemas ortogonales y adjuntemos
a X la menor raiz § expresable en término de *+aq,...,£qa,,. Obtenemos asi un nuevo sistema
Y =A{ai,...,am, 0} al que llamaremos una extension del sistema X. A través calculos directos, se

puede ver que los diagramas que méas abajo enumeramos se corresponden con las extensiones de
los sistemas de raices simples de las algebras de Lie simples. A estos diagramas los llamaremos los
diagramas extendidos de Dynkin. Con el simbolo + denotamos la raiz agregada:
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+
Q/\ N
A, 0 ... 0 B, :>o o——ac—o
+
C, 3:0 o——a—o D, Z>Oo—o<z
+ T
E6: E7 O O+
E T
sioo o
G oc—o—o0
Fy o—o:o—o—i 2 7

El siguiente teorema clasifica las subéalgebras maximales regulares de las dlgebras de Lie semi-
simples.

Teorema A.1.2. [D1, Thm. 5.5] Sea g un dlgebra de Lie semisimple, ® su sistema de raices,
IT = {aq,...,an} el conjunto de raices simples, I, el conjunto de raices simples que se obtiene
omitiendo o € Il y & la menor raiz en ® con respecto a Il. Sea g(a) la subdlgebra generada por
los elementos eg, e_g con B € Il, y e5, e_s5; y sea gla] la subdlgebra generada por los elementos
eg, e_g con B €1ly y a, eq. Entonces toda subdlgebra g(a) con a € ® y toda subdlgebra gla] con
a € O excepto g es una subdlgebra mazximal reqular de g. Mds ain, toda subdlgebra mazimal regular
es conjugada a una de estas subdlgebras.

Observacion A.1.3. Las subélgebras g(«) dan todas las subalgebras semisimples maximales re-
gulares de g y las subélgebras gla] dan todas las subalgebras no semisimples maximales regulares
de g. Més aun, estas tultimas son parabélicas por construccion.

Basandonos en el teorema y en los diagramas extendidos de Dynkin, enumeramos en la Tabla
A.1 los tipos de subalgebras g(«) para toda algebra de Lie simple tales que g(«) # g, ver [D1, Tabla
12]. Observar que las algebras de tipo A,, no poseen subalgebras regulares del tipo g(«) propias. De
esta tabla se sigue que toda subéalgebra maximal regular semisimple verifica la desigualdad (A.2).
La primera columna denota el tipo del &lgebra de Lie g, la segunda dim g, la tercera el tipo de la
subélgebra g(«), la cuarta dim g(«) y la quinta dimg — rg g.

Claramente, la ecuacion (A.2) con m = g(«) se verifica para los casos excepcionales. Para los
casos clésicos debemos probar las desigualdades correspondientes. El caso B,, se deduce inmediata-
mente del caso C,,, puesto que las desigualdades paran = 2y n > 2, k = n se verifican trivialmente.
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Tabla A.1: Subélgebras maximales regulares de tipo g(«)

g ‘ dim g ‘ g(a) ‘ dim g(«) ‘ dimg —rgg
B, | 2n°+n | Dp+Bu i |k@Rk—1)+n—k)(2n—2k+1) 2n?
n>2 2<k<n
Co | 2n°4+n | Co+Chp |E@k+1)+(n—k)(2n—2k+1) 2n?
n>3 1<k<n-1
D, | 2n2~n | Dy+D, . |kRk—1)+n—k)2n—2k—1)] 2n%-2n
n>4 2<k<n-2
Go 14 AL+ Aq 6 12
Ao 8
Fy 52 A+ Cs 24 48
As + Ay 16
As + A 18
By 36
Eg 78 As + Ay 38 72
3As 24
By 133 Dg + Ay 69 126
As + Ay 43
2A3 + Aq 33
Az 63
Eg 248 A+ Er 136 240
Ag + Eg 86
Az + Ds 60
244 48
A+ Ay + Ay 46
A7+ Aq 66
Dy 136
Ag 80
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Caso 1: g de tipo Cp. Debemos ver que se verifica la desigualdad

k(2k 4+ 1) + (n — k)(2n — 2k + 1) < 2n? paratodo 1 <k <n—1. (A.3)

Demostracion. Sea 1 < k <n — 1. Entonces
E(2k 4+ 1) + (n — k)(2n — 2k + 1) = 4k? + 2n% — 4nk +n < 2n?
S dk? —dnk+n<0& (2k—n)? +n—-n?<0.
Sin/2 <k <n-—1entonces 0 < 2k —n <n — 2y tenemos que

(2k —n)? —n(n—1) < (n—2)> —n(n —1) < 0.

Si0 <k <n/2 entonces —n < 2k —n < 0 y por ende 0 < n — 2k < n, lo que implica que

(2k—n)?—nn—-1)=n—-2k)2—nn—-1)<(n-1)%—=n(n—-1) <0.

O
Caso 2: g de tipo D,,. Debemos verificar la desigualdad
k(2k — 1)+ (n—k)(2n — 2k — 1) < 2n® — 2n para todo 2 < k <mn —2. (A.4)
Demostracion. Sea 2 < k <n — 2. Entonces
k(2k —1) + (n —k)(2n — 2k — 1) = 4k*> + 2n% — dnk — n < 2n% — 2n
S 4k —dnk +n<0s (2k—n)? +n—n?<0.
Luego, la desigualdad (A.4) se sigue de la demostracion del caso anterior. O

Sea t una subalgebra reductiva de g tal que t esta contenida en una subélgebra maximal regular
m. Si m es semisimple, entonces es reductiva y, por la Tabla A.1, verifica la desigualdad (A.2). El
siguiente lema nos ayudara a resolver el caso en el que m es parabolica. Recordar que por [Bk, Prop.
VIII.3.13] si p es una subalgebra parabdlica de g, entonces p = s @ n donde s es reductiva en g y n
es el radical nilpotente de p. Ademas el centro de p es nulo.

Lema A.1.4. Sea t una subdlgebra reductiva de g y supongamos que t estd contenida en una
subdlgebra mazximal regular parabdlica p = s G n. Entonces v C s.

Demostracion. Basta ver que tNn = 0. Pero tNn es un ideal nilpotente de t y por lo tanto esta
contenido en el radical nilpotente de v. Pero t es un algebra de Lie reductiva, y por ende su radical
nilpotente es nulo. O

En la Tabla A.2 describimos la situacion para las subéalgebras maximales regulares del tipo gla].
Como este tipo de subalgebras son no semisimples, en la tercera columna se denotaré el tipo de
la subélgebra reductiva maximal m dada por la construccion de gla] en el Teorema A.1.2: m es la
subalgebra generada por los elementos eg, e_g con 3 € 11, y . Este tipo de subélgebras es facil de
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construir a partir del diagrama de Dynkin de g, pues el diagrama de su parte semisimple se obtiene
a partir del diagrama de g simplemente quitando un nodo. Por ejemplo, consideremos un diagrama

de tipo F; con la numeraciéon estandar de las raices simples aq, . ..

a2

Si quitamos la raiz ag del diagrama obtenemos el nuevo diagrama:

que representa un algebra semisimple de tipo D5+ A1. Luego, el algebra reductiva maximal contenida

en la parabolica maximal g[ag] sera del tipo D5 + C + Aj.

Por convencién, cuando un subindice sea 0, la subalgebra de Lie correspondiente sera la trivial,
ie. Ag = By = Cyp = Dy = 0. Ademaés, notaremos By = C1 = A1, By = (O, etc. En la cuarta

columna se indicara directamente la dimensién de m.

Anélogamente al caso anterior, debemos ver que para las algebras de Lie clésicas se satisface la

desigualdad (A.2). Como veremos, todos los calculos son similares y faciles de verificar.

Caso 1: g de tipo A,. Debemos verificar la desigualdad

k(k+2)+(n—1-kn—-k+1)+1<n’+n para todo 0 < k <n — 1.

Demostracion. Sea 0 < k <n — 1. Entonces

k(k+2)+(n—1—-k)(n—k+1)+1=2k*+n>—2nk+2k <n’+n

&2k + 2k —2nk —n <0
2n—k)?—2n2+2nk —n+2k <0
s2n—k?-2nn—k) —(n—k)+k<0
s n-—kQ2nh—-k)—-2n—-1)+k<0

s m—k)(—2k—-1)4+k<0
sk—(n—k(@2k+1) <0

lo cual es siempre cierto, pues (n — k) > 0.

Caso 2: g de tipo B,, o C},. Debemos verificar la desigualdad

E(k+2)+(n—1—-k)(2n—2k—1)+1 < 2n? para todo 0 < k <n — 1.

(A.5)
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Tabla A.2: Subélgebras reductivas maximales en g[a]

] g dimg \ m \ dimm \dimg—rgg
A, n?+2n | Ap+A,_1_p+C k(k+ 2)+ n?+n
n>1 0<k<n-—1 +n—1-k)n+1—k +1
B, 2> +n | A+ Bp_1_1 +C k(k +2)+ 2n?
n>2 0<k<n-1 +n—1-k)(2n—-2k—1)+1
C, 2m?>+n | Ap+Ch1_p+C k(k+2)+ 2n?
n >3 0<k<n-1 +(n—1—-k)(2n—-2k—-1)+1
D, 2m?> —n | Ay +Dp_1_p+C k(k+2)+ 2n? — 2n
n >4 0<k<n-1 +(n—1—-k)(2n—2k—-3)+1
| Gy 14 | A +C \ 4 \ 12
Fy 52 Cs+C 22 48
B3+ C 22
A1+A2+C 12
Es 78 A5 +C 36 72
D5 +C 46
A+ A4+ C 28
As+ A+ A1+ C 20
E; 133 Ag+C 49 126
Dg+C 67
A+ A5+ C 39
A1+ Ay + A3+ C 27
A1+ D5+ C 49
As + A4 +C 33
Eg+C 79
Es 248 D;+C 92 240
A;+C 64
A +A46+C 52
A+ A+ A4+ C 34
As+ A3 +C 40
Ds+ A+ C 54
A1+ Es+C 82
E;+C 134
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Demostracion. Sea 0 < k <n — 1. Entonces

k(k+2)+(n—1—Fk)2n—2k —1)+1 = 2n% + 3k® + 5k — 3n — 4nk + 2 < 2n?
&3k +5k—3n—4nk+2<0
< 3k(k—n)+3k—n)+k(2—-—n)+2<0
& —(n—k)Bk+3)—k(n—2)4+2<0

lo cual es siempre cierto, pues (n — k) > 0. O

Caso 3: g de tipo D,,. Debemos verificar la desigualdad

k(k+2)+(n—1-—k)(2n—2k—3)+1<2n®—2n para todo 0 < k <n —1. (A.7)

Demostracion. Sea 0 < k <n — 1. Entonces

E(k+2)+(n—1—k)(2n—2k—3)+1=2n2+3k>+ 7k — 5n — 4nk + 4 < 2n> — 2n
&3k + Tk —3n —4nk +4 <0
& 3k(k—n)+3(k—n)—nk+4k+4<0
& 3k(k—n)+3k—n)+k(d—n)+4<0
& —Bk+3)(n—k)—k(n—4)+4<0

lo cual es siempre cierto, pues (n — k) >0y n > 4. O

A.2. Subalgebras maximales no regulares de las algebras de Lie
simples excepcionales

Las subélgebras maximales no regulares, i.e. los casos (II) y (III), de las subalgebras de Lie
excepcionales estan dadas por el siguiente teorema. De la Tabla A.3 se deduce que todas dichas
subalgebras verifican la desigualdad (A.2).

Teorema A.2.1. [D1, Thm. 14.1] La Tabla A.3 da todas las subdlgebras mazimales no requlares
de dlgebras de Lie simples excepcionales.

En la tercera columna denotamos el tipo de la subalgebra maximal m de g.

A.3. Subalgebras maximales no regulares de las algebras de Lie
simples clasicas

En esta seccién recordamos la clasificacion de los subgrupos maximales irreducibles de los grupos
de Lie clasicos dada por Dynkin en [D2|. Alli se determinan todos los subgrupos maximales de los
grupos clésicos: el grupo S Ly de todas las matrices complejas de N x N con determinante 1, el grupo
SO(N) de todas las matrices complejas ortogonales de N x N con determinante 1 y el grupo Sp(NN)
de todas las matrices complejas simplécticas de N x N. Esta clasificaciéon se divide, al igual que
antes, en subgrupos maximales irreducibles simples y subgrupos maximales irreducibles no simples.
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Tabla A.3: Subalgebras maximales no regulares de algebras de Lie simples excepcionales

| g | dmg [ m [dimm|dimg—rgg |
Gy | 14 [ A | 3] 12 \
Fy 52 Aq 3 48
Go+ Ay 17
FEg 78 Aq 3 72
G 14
Cy 36
Gy + Ay 22
Fy 52
FEr 133 Aq 3 126
Ao 8
Go + Cs 35
Fy+ A 55
Go + A 17
AL+ Aq 6
Eg 248 Aq 3 240
Go + Fy 66
Ay 4 As 11
By 10

Recordemos brevemente como se realizan las dlgebras de Lie simples sobre C. En lo que sigue,
V denotard un espacio vectorial complejo.

A, :sea dimV = n+ 1. Denotamos por sl,, 1, el dlgebra especial lineal, al conjunto de endomor-
fismos de V' que tienen traza cero. Su dimension es dimsl, 1 = (n + 1) — 1 y su rango es n. Por
lo tanto dimsl, 11 —rgsl, 11 = (n+1)% — (n+1).

C,.: sea dim V' = 2n con base {vy, ..., v, }. Se define una forma bilineal antisimétrica f de V' por
la matriz s = (I(i Ié“‘ ) Denotamos por sp,,,, €l dlgebra simpléctica, al conjunto de endomorfismos 7'
de V' que satisfacen que f(T'(v),w) = —f(v,T(w)) para todo v, w € V. Su dimension es dim sp,y,, =

2n2 4+ n y su rango es n. Por lo tanto dim sp,,, — 1g 5p,,, = 2n°.

B,: sea dimV = 2n + 1 con base {vy,...,v2,+1}. Se define una forma bilineal simétrica no
100
degenerada f de V por la matriz s = (8 IO 16L>. Denotamos por s09,41, €l dlgebra ortogonal, al

conjunto de endomorfismos T' de V' que satisfacen que f(T'(v),w) = —f(v,T(w)) para todo v, w €
V. Su dimensién es dim s09,4+1 = 2n?+n y su rango es n. Por lo tanto dim s09y, 11 —1g 802,41 = on?.

D,,: sea dim V' = 2n con base {v1, ..., v2,}. Se define una forma bilineal simétrica no degenerada
f de V por la matriz s = (I?L Ig ) El dlgebra ortogonal s0s,, se define de manera anéloga al caso

dimV = 2n+1. Su dimension es dim s09,, = 2n2—n y su rango es n. Por lo tanto dim so09,, —rg 509, =
2n2 — 2n.

Definiciéon A.3.1. Diremos que un grupo G de transformaciones lineales del espacio complejo
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de dimension N es reducible si existe un subespacio lineal no nulo y propio de CV que es invariante
por la accién de G. Diremos que un grupo es irreducible si no es reducible.

Observacion A.3.2. Sean GG un grupo de transformaciones lineales del espacio complejo de di-
mension N, S un subgrupo de G y g, s sus algebras de Lie respectivamente. Entonces, S es un
subgrupo reducible de G si y s6lo si s es una subalgebra regular de g, en el sentido de la definiciéon
A.0.1. En efecto, las algebras de tipo B, C, y D, se pueden ver como algebras de transformaciones
lineales de un espacio R cuyos elementos A satisfacen las condiciones

trA=0 Q(Av,w) + Q(v, Aw) = 0,

donde Q(v,w) es una forma bilineal no degenerada en R, simétrica o anti-simétrica. Luego, las sub-
algebras del tipo g(«) se pueden pensar como el conjunto de matrices que transforma un subespacio
R de dimension 2k en si mismo y las subalgebras de tipo g[a] como el conjunto de matrices que
transforma un subespacio de dimensién k en si mismo. Para mas detalles ver [D2, Thm. 1.1, 1.2].

A.3.1. Subalgebras maximales no regulares no simples

Los subgrupos maximales irreducibles no simples de los grupos clésicos se pueden describir por
los siguientes teoremas.

Teorema A.3.3. [D2, Thm. 1.3| El conjunto de matrices
SL(s) x SL(t), con st =N, 2<s<t,

es un subgrupo mazimal de SL(N). Los subgrupos mazimales irreducibles no simples de SL(N)
estdn todos dados por subgrupos de este tipo, salvo conjugacion.

Teorema A.3.4. |D2, Thm. 1.4] El conjunto de matrices
Sp(s) x SO(t), con s par, st =N, s>2, t>3, t#4; 0s=2, t =4,

es un subgrupo mazimal de Sp(N). Todo subgrupo mazimal irreducible no simple de Sp(N) es
conjugado en Sp(N) a un subgrupo de este tipo. Los conjuntos de matrices

Sp(s) x Sp(t), con s, t pares, st =N, 2<s<t, y

SO(s) x SO(t), con st =N, 2<s<t, s, t#4,

son subgrupos mazimales de SO(N). Todo subgrupo mazimal irreducible no simple de SO(N) es
conjugado en SO(N) a uno de estos subgrupos.

Por lo tanto, las subalgebras maximales no regulares no simples de las algebras de Lie clésicas
vienen dadas por la Tabla A.4, donde g denota el algebra de Lie y m la subalgebra maximal.

Veamos ahora que en todos los casos se verifica la desigualdad (A.2).

Caso 1: g = sly. Debemos ver que

2—14+t*—-1<N?-N para todo 2 < s <t, st =N. (A.8)
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Tabla A.4: Subalgebras maximales no regulares no simples de algebras de Lie simples clasicas

’ g ‘ dim g ‘ m dimm dimg —rgg
sly N? -1 sl, x sl 2 1121 NN
st=N, 2<s<t
spy sp, X 604
N>6 N(]\;-‘rl) s par, st = N 3(5;1) " t(t2—1) 1\52
par s>2,t>3, t#4,08=2,t=4
S0N 5P, X 5Py S(S;l) + w N par:
N>6 N(]\;_l) s, t pares st =N, 2<s<t LW\;—Q)
505 X 50¢ w*—@ N impar:
st=N,3<s<t s t#4 W

Demostracion. Como st = N y 2 < s < t, se sigue que s < N/2 y t < N/2. Entonces

N? N? N? N2 -4 (N+2)(N -2
32—1+t2—1§7—1+j—1§7—2: 5 _ ! +)2( )<N(N—1),
pues (1\/27+2) < N para todo N > 2. O

Caso 2: g = sp. Debemos ver que

s(s+1)+t(t—1) E

5 5 < 5 paratodo s > 2, t >3, t#4; 0s=2,t=4, st=N. (A.9)

Demostracion. Al igual que el caso anterior tenemos que s < N/2 y t < N/2. Luego

_ _ 2 2
s(s+1)  Ht=1) N(N+2) N(N-2) N _N?®
2 2 8 8 472

O]

Caso 3: g = soy. Probaremos las desigualdades correspondientes para el caso N par y N impar.
Claramente, soy tiene subgrupos del tipo sp, x sp,, st = N, solo si 4|N.

Demostracion. Supongamos que N es par. Luego, basta ver que

s(s+1) +25(154—1) - N(N —-2)

5 5 5 para todo s, t pares con 2 < s <t, st = N. (A.10)
Pero
s(s+1) tt+1) N(N+2) N(N+2) N(N+2) NN -2)
> t 2 ST 8 tTwx T 1 < 2

pues (NTH) < N — 2 para todo N > 6. Si N = 6, por el Teorema A.3.4, son no posee subalgebras
maximales irreducibles no simples no triviales de este tipo.
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Supongamos ahora que N es impar. Debemos ver que

s(s—1) tt—1) (N —1)2
2 T ST

, para todo st =N, 3<s<t, s, t#4. (A.11)

Como s < N/2 y t < N/2 tenemos que

s(s—1)  tt—1) _N(N-2) N(N-2) N(N-2)

5 T2 ST 8 T 8§ T 1
Pero
N(N -2 N —1)2
(4 )<( 5 ) & N2 2N <2N? 4N +20< N? 2N +2=(N - 1)* +1,
lo cual siempre se cumple. O

A.3.2. Subalgebras maximales no regulares simples

La clasificacion de los subgrupos maximales irreducibles simples de los grupos clasicos se deduce
del hecho que los grupos irreducibles de transformaciones lineales y los subgrupos maximales de los
grupos clésicos esencialmente coinciden.

Recordar que un grupo unimodular de transformaciones lineales de CV es un grupo de matrices
de determinante 1.

Teorema A.3.5. [D2, Thm. 1.5] Todo grupo unimodular irreducible de transformaciones lineales
de CN es, salvo algunas excepciones conocidas, marimal o bien en SL(N), si no posee una forma
bilineal invariante, o en Sp(N), si posee una forma bilineal antisimétrica invariante, o en SO(N),
st posee una forma bilineal simétrica invariante.

Observacion A.3.6. (a) Las excepciones a la regla general dada por el teorema anterior estan
descritas en [D2, Tabla 1].

(b) Las tres posibilidades en el teorema anterior son mutuamente excluyentes, ya que un subgrupo
irreducible no puede tener simultdneamente una forma invariante simétrica y antisimétrica no nula.

(¢) Los grupos irreducibles de transformaciones lineales unimodulares fueron clasificados por
Cartan |[Cal. Luego, del teorema anterior y de la Observacion (a) se sigue la clasificacion de los
subgrupos maximales irreducibles simples de los grupos clasicos. En efecto, todos los grupos irredu-
cibles de transformaciones lineales unimodulares son conocidos y se sabe cuéles no son maximales
en SL(N), Sp(N) o en SO(N). Claramente, si G es un grupo clasico y M es un subgrupo maximal
irreducible simple, entonces M es un grupo de transformaciones lineales unimodulares.

La demostracion del Teorema A.3.5 se realiza a través de la teoria de representaciones. Sea G
un grupo de Lie simple complejo y p : G — SL(N) una representacion lineal de G. El espacio de
representacion en el cual G actiia serd denotado por R, y su dimensién por N(p). Diremos que la
representacion (p, R,) es fiel si p es inyectiva. Si un subespacio R de R, es invariante bajo la accién
de G, diremos que R reduce a p. Asi, una representacion se dice reducida si es reducida por algin
subespacio propio no nulo. Finalmente, un subgrupo H de G se dice irreducible con respecto a p si

(plu, R)) es irreducible.
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Tabla A.5: Subgrupos irreducibles de SL(N) con respecto a la alternacion

| H | dimH | N | dimSL(N) |
B, | n(@n+1) 2n +1 4n? + 4n
n > 2
D, | n(2n-1) 2n 4n? —1
n>3
Ay | n(n+2) | nefl nnt)® g
n>3
A, n(n + 2) (n+1)2(n+2) (71-&-1)24(714-2)2 1
n > 2
| Ds | 45 ] 16 | 255 \
| Es | 18 | 27 | 728 |

Luego, basta encontrar para cada grupo de Lie simple clasico GG y cada representacion fiel p de G
todos los subgrupos H de G que son irreducibles con respecto a p. A continuacién, enunciamos los
teoremas que resuelven el problema y luego de cada enunciado adjuntamos la tabla correspondiente
a las algebras de Lie. Como el estudio de las representaciones de G no es el tema que aqui nos
ocupa, para definiciones referimos directamente al trabajo de Dynkin [D2].

Subalgebras maximales de sly

El siguiente teorema da la clasificacion de los subgrupos irreducibles de SL(N).

Teorema A.3.7. |[D2, Thm. 4.1 Toda representacion no trivial p de SL(N) que es irredu-
cible con respecto a algun subgrupo propio H es una alternacion mp o una simetrizacion de las
representaciones fundamentales. El subgrupo simpléctico Sp(N) es irreducible con respecto a las
simetrizaciones de todo orden. Con respecto a cualquier otro grupo, las simetrizaciones de orden
k > 2 son reducibles. La clasificacion completa de todos los casos en los cuales H es irreducible con
respecto a la alternacion estd dada por la Tabla A.5.

La Tabla A.5 difiere un poco de [D2, Tabla 6]. Notaremos como N = N(p) la dimensién de la
representacion fiel de SL(N). Luego, dim SL(N) = N? — 1. Observar que el subgrupo SO(N) C
SL(N) (primeros dos casos) es irreducible con respecto a la alternacion.

Usando el teorema anterior obtenemos una lista completa de las subdlgebras maximales no
regulares simples de sly.

Claramente, para m de tipo D5 y Ejg se satisface (A.2). Veamos que también se satisface en los
otros casos.

Caso 1: m de tipo C),. Debemos ver que

n(2n+1) < 4n? — 2n para todo n > 3. (A.12)



102 A.3. SUBALGEBRAS MAXIMALES NO REGULARES

Tabla A.6: Subélgebras maximales no regulares simples de sl

] m \ dimm \ N dim sl dimsly —rgsly
Cn, | ni2n+1) 2n 4n? — 1 4n? —2n
n>3
B, |n(2n+1) 2n + 1 4n? + 4n 4n? + 2n
n>2
D, |n(2n-1) 2n 4n? —1 4n? —2n
n >4
A | nln+2) | 2D TGSl LG TR
n>3
A, | nn+2) | @2 (n+1)24(n+2>2 1 (n+1)24(n+2)2 — (D) n+2)
n > 2
| Ds | 45| 16 \ 255 \ 240 |
| Bs | 8 ] 27 | 728 \ 702 \

Peron(2n+1)=2n’4+n<4n?-2ne0<2n? -3n0<n(2n—-3) & n > 2.

Caso 2: m de tipo B,. Debemos ver que

n(2n + 1) < 4n® + 2n para todo n > 2. (A.13)

Peron(2n+1)=2n’+n<4n’+2n < 0<2n’+n<n> 1.
Caso 3: m de tipo D, se sigue del caso 1.
Caso 4: m de tipo A,, n > 3. Debemos ver que

n?(n+1)%2 n(n+1)
4 2

n(n+2) < para todo n > 3. (A.14)

Pero (A.14) se satisface si y solo si se satisface la desigualdad

dn(n+2) <nn+1)(n(n+1)—1) para todo n > 3,

y ésta siempre se cumple yaque 4 <n+1lyn+2<n(n+1)—1sin>3.
Caso 5: m de tipo A,, n > 2. Debemos ver que

m+1)2m+2)?% nm+1)(n+2)
4 a 2

n(n+2) < para todo n > 2. (A.15)

Anéalogamente al caso anterior, (A.15) se satisface si y solo si se satisface la desigualdad

dnn+2)<(n+1)(n+2)((n+1)(n+2)—1) para todo n > 2,

y ésta siempre se cumple yaque2<n+1ly2n<(n+1)(n+2)—1sin > 2. O
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Tabla A.7: Subgrupos irreducibles de Sp(N)

| H | dimH | N | dim Sp(NV) |
(A ] 3 4] 10 |
[ As | 35 [20] 210 |
[ Cs| 21 J14] 105 |
| Dg| 66 [32] 528 |
| Er | 133 [56] 1596 |

Tabla A.8: Subélgebras maximales no regulares simples de spp

| m [ dimm | N | dimspy | dimspy —rgspy |
(A 3 [4] 10 | 8 |
[ A5 | 35 [20] 210 | 200 |
[ Cs| 21 [14] 105 | 98 |
| Ds | 66 [32] 528 | 512 |
[E; | 133 [56] 1596 | 1568 |

Subalgebras maximales de spy

El siguiente teorema da la clasificacion de los subgrupos irreducibles de Sp(N).

Teorema A.3.8. [D2, Thm. 5.1] Sea p una representacion de Sp(N) que es irreducible con respecto
a un subgrupo propio no trivial H. Entonces p es una de las representaciones bdasicas de Sp(N). La
clasificacion completa de todos los casos posibles estd dada por la Tabla A.7.

Usando el teorema anterior obtenemos una lista completa de las subdalgebras maximales no
regulares simples de spy. Recordemos que dim Sp(N) = w y que rg Sp(N) = % Luego,
dimspy —rgspy = NTQ Mas atn, de la tabla se sigue que la desigualdad (A.2) se satisface para
toda subalgebra maximal m no regular simple de spy.

Subalgebras maximales de soy

La clasificacion de los subgrupos irreducibles de SO(N) esta dada por tres teoremas. El primero
clasifica los subgrupos irreducibles de los grupos de tipo By, o sea de SO(2n + 1), con n > 3. El
segundo teorema clasifica los subgrupos irreducibles de los grupos de tipo D, o sea de SO(2n),
con n > 5y el dltimo teorema clasifica los subgrupos irreducibles de un grupo de tipo Dy, o sea de

SO(8).

Teorema A.3.9. [D2, Thm. 6.1] Sea H un subgrupo propio de B,, conn > 3. Una representacion
arbitraria p de B, distinta de la representacion fundamental T es reducible con respecto a H.
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Tabla A.9: Subgrupos irreducibles de D,

| H | dimH | N=2n | dim D,, |
| By ] 10 | 10 | 45 |
| A A 6 | 10 | 45 |
| By \ 10 | 14 | 91 |
| G \ 14 | 14 | 91 |
y Cs \ 21 | 14 | 91 \
| By | 36 | 16 | 120 |
| Fy \ 52 | 26 | 325 |
B, n(2n +1) 2n+1) [2(n+1)°—(n+1)
n>4
Bn1 . Bn2 n1(2n1 + 1)—|- 2(77,1 —+ ng + 1)2—
ny+ne >4 | +n2(2ne+1) | ny+n2+1 —(n1 +ng+1)
ni, ng > 1
B, A1 | n@n+1)+3] 2(n+3) [2(n+3)2—-(n+3)
n>2

Tabla A.10: Subgrupos irreducibles de Dy

| H | dimH | dimDy |
| By | 21 | 28 |
| A-A | 6 | 28 |
[ By- A | 13 | 28 |
| A | 8 | 28 |

Las unicas excepciones son las simetrizaciones de 11 de Bs que son irreducibles con respecto a un

subgrupo de tipo Gs.

Teorema A.3.10. [D2, Thm. 6.2] Sea H un subgrupo propio de Dy, conn > 5 y p una represen-
tacion de D, distinta de la fundamental T1. Una lista completa de los casos cuando p es irreducible
con respecto a H estd dada por la Tabla A.9.

Teorema A.3.11. [D2, Thm. 6.3] En el grupo Dy hay en total 4 clases de subgrupos. En cada
clase, los subgrupos son isomorfos por un automorfismo de Dy y todos ellos son irreducibles con

respecto a cualquier representacion.

La Tabla A.10 da una lista de las 4 clases de subgrupos de D4 mencionadas por el teorema.

Usando los tres teoremas anteriores podemos describir las subalgebras maximales no regulares
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Tabla A.11: Subalgebras maximales no regulares simples de son

] g \ dim g | m \ dimm | dimg —rgg ‘
| Bs | 21 | Ga \ 14 | 18 |
Dy 28 Bs 21 24
A1+ A 6
Ay + Ay 13
Ay 8
Ds 45 Bo 10 40
A+ A4 6
Dy 91 Bs 10 84
Go 14
| Dg | 120 \ By | 36 \ 112 |
| Diz | 325 \ Fy | 52 \ 312 |
D1 2(n+1)2 - (n+1) B, n(2n+1) 2(n+1)n
n>4
Dn1+n2+1 2(n1 —+ ng + 1)2— Bn1 + Bn2 n1(2n1 + 1)+ 2(n1 —+ ng + 1)(711 + TLQ)
ny+mng >4 —(n1 +na+1) +n2(2n2 + 1)
ny, ng > 1
Dpy3 2(n+3) -~ (n+3)| B,+A; |[n2n+1)+3 2(n+3)(n +2)
n>2

simples de son. En la primera columna de la Tabla A.11 indicamos el tipo del algebra clasica que
es representada por soy.

Luego, para ver que toda subalgebra maximal no regular de soy verifica la desigualdad (A.2),
basta probarlo para los tres tltimos casos de la tabla anterior.

Caso 1: g = D, y m = B,, conn > 4. Hay que ver que dimm = n(2n+1) < dimg—rgg = 2n(n+1).
Pero n(2n + 1) = 2n(n + 1) < 2n(n + 1) para todo n > 4.

Caso 2: g = Dy, 4po+1 Yy M = By, + By, con ny+ng >4 yng, ng > 1. Luego, para todo ny, ny > 1
tenemos que

n1(2n1+1)+na(2ne+1) = 2n%+2n%+n1 +ng < 2(n%+n2)2+2(n%+n2) = 2(n1+n2+1)(n1+n2),

que es lo que queriamos probar.

Caso 3: g= D,,13 y m = B, + A; con n > 2. Entonces, para todo n > 2 tenemos que
n2n+1)+3<2(n+3)(n+2) <20 +n+3<2(n*+5n+6) <0< 9In+ 3,

lo cual siempre se cumple. O
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