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Resumen

En este trabajo consideramos variedades compactas planas M dotadas
de una estructura spin € y estudiamos propiedades espectrales de operadores
de Dirac D, actuando en campos spinoriales de M, donde p es una cierta
representacion del grupo fundamental de M.

Damos a continuacién una lista de los pasos principales desarrollados en
el trabajo:

v’ Se estudian las estructuras spin de las variedades compactas planas.

V' Se calcula el espectro de D, para M y ¢ arbitrarios, dando expresiones
para las multiplicidades de los autovalores.

v’ Se obtiene una expresién general para la serie eta, 7(s), asociada a
D, y se estudia la asimetria espectral a través de dicha serie.

v" En el caso particular de las Z’g—variedades, es decir aquellas con grupo
de holonomia isomorfo a Z’g, se caracterizan aquellas que tienen espectro
asimétrico y se dan expresiones explicitas tanto para la serie 7(s) como para
el invariante 7.

v Se estudia el problema de la isospectralidad de variedades compactas
planas con respecto al operador D,. Se compara a ésta con otros tipos de
isospectralidad y también se dan varios ejemplos de pares de variedades
D ,-isospectrales con distintas propiedades topolégicas o geométricas.

v Se obtienen expresiones cerradas de 7(s) y de n para familias de
variedades con grupo ciclico de holonomia Zj,, con p primo, y también Z,.
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Dedicatoria

A mi viejo,
quien me enseno a pensar.






En otras palabras

“The mathematician does not study
pure mathematics because it is useful,
he studies it because he delights in it

and he delights in it because it is beautiful.”

Henri Poincaré.

“Nadie puede escribir un libro. Para
Que un libro sea verdaderamente,
Se necesitan la aurora y el poniente,
Siglos, armas y el mar que une y separa.”

Jorge Luis Borges.

“Pure Mathematics is, in its way, the poetry of logical ideas.”

Albert Einstein

Ah! ... este sueno surcara
las ventanas y el baiil
de tu espejo interno.

Ah! ... que razén de ser
me habra puesto piel
en la inmensidad

Luis Alberto Spinetta.

“In science one tries to tell people, in such a way as to be understood by
everyone, something that no one ever knew before. But in poetry, it’s the
exact opposite.”

Paul Dirac.

“For me it remains an open question whether [this work]
pertains to the realm of mathematics or to that of art”.

M.C. Escher.
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Introduccién

Este trabajo se ubica dentro del ambito de la geometria espectral. Si
A es un operador diferencial definido sobre una variedad Riemanniana M,
el A-espectro de M, denotado por Speca(M), es el conjunto de autovalores
de A contados con multiplicidades. El objetivo fundamental de la geometria
espectral es el estudio del espectro Speca(M) y de las interrelaciones que
existen entre dicho espectro y la topologia y geometria de M, para distintas
elecciones de A.

En este trabajo nos restringiremos al estudio del operador de Dirac en
variedades compactas planas. Mas precisamente, si M es una variedad com-
pacta plana spin (o sea, una tal variedad dotada de una estructura spin)
y p es una representacién unitaria compleja del grupo fundamental 71 (M)
de M, consideraremos un operador diferencial eliptico de primer orden D,
simétrico y autoadjunto, actuando en secciones suaves del llamado fibrado
spinorial “torcido” por p. En el caso particular en que (p,V) = (1,C) se
obtiene el operador de Dirac “clasico”, D, de M.

Toda variedad compacta plana es isométrica a un cociente Mp = I'\R",
donde I' es un grupo de Bieberbach (ver Capitulo 1), luego I" >~ 7 (Mr). Si
A denota el reticulo de traslaciones de I', entonces F' = A\I' es un grupo
finito, la holonomia lineal de Mr. Por el teorema de Cartan-Ambrose-Singer
toda variedad Riemanniana con grupo de holonomia finito es necesariamente
plana. Esta clase de variedades ha sido muy importante en el estudio de la
isospectralidad respecto del operador de Hodge-Laplace en p-formas, A,
con 0 < p < n (ver paginas XVII-XIX). Siguiendo la terminologia introducida
por Charlap ([Ch]), llamaremos F-variedad a una variedad con grupo de
holonomia isomorfo a F'.

Los tres temas principales de los cuales nos ocuparemos en el presente
trabajo son: (1) el célculo explicito del espectro de D, (2) el estudio de la
asimetria espectral de Mt a través de la serie eta, 7,(s), y el invariante eta,
1, asociados a D,, y (3) el problema de la isospectralidad respecto de dicho
operador.

La tesis estd estructurada en cuatro partes e incluye resultados de tres
trabajos previos: [MP], [MP2], realizados en colaboracién con el Doctor
Roberto Miatello, y [Po|. La primera parte se ocupa de los preliminares
(variedades planas y representaciones spinoriales) que se usaran en el resto
del trabajo. La segunda parte trata exclusivamente sobre las estructuras
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XIV INTRODUCCION

spin, ingrediente fundamental para la definicién del operador de Dirac en
variedades Riemannianas. La tercera es la parte medular del trabajo. Alli se
dan los resultados generales sobre el espectro del operador de Dirac y la
asimetria espectral de éste. En particular, si Mt es una variedad compacta
plana arbitraria de dimensién n, con estructura spin €, obtenemos férmulas
para las multiplicidades de los autovalores de D, (distinguiendo los casos n
par y n impar) en términos de caracteres de la representacién spinorial; y
también, una expresion general para la serie eta de Mr. Todas las expresiones
dependen de I" y de ¢. Las Z’g—variedades, 1 < k < n—1, son estudiadas
por separado en mayor detalle obteniendo expresiones explicitas para 7,(s)
y 1p- La 1ltima parte estd dedicada a las aplicaciones. Utilizando material
de capitulos previos obtenemos, por un lado, resultados de isospectralidad
con respecto a D,, y, por otro, férmulas bien explicitas de los invariantes
1 para familias de Z,-variedades, con p primo, y de Z4-variedades. Dichas
férmulas resultan interesantes por su intima relacién con la teoria algebraica
y analitica de nimeros.

A continuacion, haremos un revisién general de los temas tratados indi-
cando brevemente la relevancia de cada uno de ellos.

El comienzo (el trabajo de Dirac). Al final de la década del ‘20
la marcha de las ideas y los descubrimientos llevaron a los fisicos a una
aceptacién general de la teoria relativista del electrén. Sin embargo, Paul
Dirac se encontraba disconforme con las ideas prevalecientes del momento y
estaba buscando una formulaciéon mejor. En 1928, finalmente encontré una
teoria acorde a sus ideas que explicaba la mayoria de los principios de la
época. Finalmente, su teoria resulté ser uno de los grandes logros intelec-
tuales de ese tiempo, de una gran belleza en la matematica utilizada y que
no s6lo clarificé algunos fenémenos misteriosos sino que predijo la existencia
de una particula similar al electréon, jpero de energia negativa! Esto fue luego
comprobado experimentalmente y cambié el modo de entender la naturaleza
desde entonces.

En mecanica cuantica el estado de una particula se describe por una
funcién de onda (¢, ) del espacio de Lorentz R'. Buscando darle forma
a su teoria, Dirac se topd con el problema de encontrar una ecuacion de
onda D1 = Ay Lorentz-invariante que sea compatible con la ecuacién de
Klein-Gordon i) = Ay donde [ = o 8—22 _ 8‘9—;2. La causalidad mas
la invariancia de Lorentz requeria que D fuése de primér orden en todas las
variables. Lo que Dirac estaba buscando era, basicamente, una factorizacién
del Laplaciano A = — Zg’zl 88—;2. Asumiendo que D fuera un operador a

coeficientes constantes considerd

3

2
=0
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La condicién D? = O implica que para 0 < 4,5 < 3 con i # j se tiene:

“=-1 'y  wy+yn=0

Dicho D es el llamado operador de Dirac. Generalizando a dimensién n, hoy
reconocemos a estas relaciones como las generadoras del algebra de Clifford
Cl(n) de R™ con la forma cuadratica definida negativa —|| - ||%.

Operadores de Dirac en variedades Riemannianas. El operador
de Dirac, tal como éste lo definié, sélo se puede considerar en R™. Los opera-
dores de Dirac en variedades Riemannianas fueron introducidos por Atiyah
y Singer ([AS]), y por Lichnerowicz ([Li]), tratando de generalizar el opera-
dor de Dirac en R™. Estos, son operadores de gran importancia en geometria
diferencial y juegan hoy un rol fundamental en el estudio de las mutuas y pro-
fundas interrelaciones existentes entre topologia, geometria, andlisis y fisica
matemdtica. Aparecen en situaciones tan diversas como teoria de indice de
operadores, teoria de Hodge, teoria de calibres (gauge theory), cuantizacién
geométrica, etcétera.

La motivacién primera para su definicién y estudio fue la siguiente. Al
comienzo de los anos ‘60 los matematicos buscaban una férmula topoldgica
para el indice de un operador eliptico arbitrario definido sobre una variedad
compacta. Esta férmula generalizaria el importante teorema de Hirzebruch-
Riemann-Roch ya establecido para el caso algebraico complejo. Atiyah y
Singer se dieron cuenta que las variedades que admiten una estructura spin
en su fibrado tangente tenian propiedades interesantes y muy sugestivas.
Adaptando la construccién de Dirac a estas variedades, produjeron un ope-
rador diferencial eliptico de primer orden, globalmente definido, y canénica-
mente asociado a la métrica Riemanniana subyacente. El indice de este ope-
rador es el invariante topolégico llamado fl—genus y resulta un entero para
estas variedades spin, hecho que no es cierto en general. Torciendo este ope-
rador de tipo Dirac con fibrados de coeficientes arbitrarios se obtiene una
férmula para el indice de cualquier operador eliptico.

Daremos a continuacién los detalles de la construccién del operador de
Dirac (que en algunos trabajos es denominado de Atiyah-Singer) y una ex-
plicacién de porqué este operador sélo puede ser definido para variedades
Riemannianas dotadas de una estructura spin.

Buscar un operador D tal que D? = A, naturalmente lleva a estudiar
las representaciones del dlgebra de Clifford Cl(n). Esta algebra tiene una

representaciéon L : Cl(n) — End(S) de dimensién minima 2[2] Nlamada 1a
representacion spinorial de Cl(n). Los elementos de S son llamados spinores.
Como R™ C Cl(n), un spinor w € S puede ser multiplicado a izquierda por
un vector z € R™ de la forma

2w = Lix)(w),

llamada multiplicacién de Clifford a izquierda. El hecho fundamental es que
no existe una representaciéon no trivial 7 del grupo O(n) en el espacio de
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spinores S que sea compatible con la multiplicacién de Clifford, o sea que
satisfaga la relacion

B(x) - 7(B)(w) = 7(B)(x - w)

para todo B € O(n),z € R" y w € S. De este modo, los spinores en varie-
dades Riemannianas no pueden ser definidos como secciones de un fibrado
vectorial asociado al fibrado de marcos de la variedad. Es por esta razén
que en geometria diferencial el interrogante de hasta qué punto el concepto
de spinores se podia transferir del espacio plano a variedades Riemannianas
estuvo abierto por décadas. Recién con el desarrollo de los fibrados princi-
pales y sus fibrados asociados junto con la teoria general de las conexiones
en geometria diferencial a fines de los anos ‘40 permitieron sortear esta di-
ficultad.

Para n > 3, el grupo SO(n) tiene un cubrimiento universal doble deno-
tado Spin(n). La restriccién de L a Spin(n), L : Spin(n) — GL(S), llamada
representacion spin, es compatible con la multiplicacién de Clifford. Ahora,
considerando las variedades Riemannianas M™ llamadas spin, es decir aque-
llas variedades orientables cuyo fibrado de marcos permite una reduccion del
grupo de estructura SO(n) de M™ al cubrimiento Spin(n), podemos definir el
fibrado vectorial asociado con esta reduccién por medio de la representacion
L, el lamado fibrado spinorial Sp(M). Luego, los campos spinoriales de M
son secciones del fibrado Sp,(M) y el operador de Dirac D se define local-
mente por la formula

n
Dy =3 e Vet
i=1
donde e, ..., e, es un marco ortonormal de M y V es la conexion de Levi-
Civita de la variedad Riemanniana M.

Resulta que D es un operador diferencial eliptico de primer orden, simé-
trico y esencialmente autoadjunto. Si la variedad M es compacta, el espectro
Specp(M) consta de un conjunto discreto de autovalores reales {\;} con
multiplicidad finita que se acumulan sélo en el infinito (lim,, o [An| = 00).

Caélculo explicito del espectro de Dirac. El célculo explicito de
espectros es en general una tarea que no siempre se puede realizar, atin para
variedades compactas. El primer calculo explicito del espectro del operador
de Dirac, del que tengo noticia, fue hecho por Nigel Hitchin, en 1974, en
esferas de dimensién 3 con métricas de Berger ([Hi|). El cdlculo muestra
que el espectro de D depende de la métrica elegida.

En 1980, Friedrich consideré el toro plano n-dimensional T, = A\R"
([Fr]) y calculd el espectro mostrando la dependencia de éste con respecto a
las diferentes estructuras spin elegidas. En este caso el espectro es simétrico.

En el contexto de las variedades compactas planas, aparte de los toros,
s6lo se conoce el espectro en dimensién 3. En 2000, Pfiaffle ([Pf]) deter-
mind las estructuras spin, €, de las 6 variedades compactas planas orienta-
bles Mt en dimensién 3 y calcul6 el espectro de Dirac de cada par (M, e).
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En este caso aparecen espectros asimétricos. Sin embargo, el método utiliza-
do es basicamente geométrico y no parece posible una facil generalizacion a
dimensiones mayores puesto que estd basado en tener una descripcion ex-
plicita de los grupos de Bieberbach cuya clasificacién se conoce sélo hasta
dimension 6.

El presente trabajo cubre el caso de dimensién n arbitraria. El método
utilizado es estudiar la equivariancia por I' de las autosecciones del toro que
cubre a Mp.

En el caso general, el espectro de Dirac se conoce para un numero
pequeno de variedades, bdsicamente: esferas y formas esféricas, grupos de
Lie compactos simplemente conexos, algunos espacios proyectivos y algunas
Grassmannianas. Los detalles se pueden encontrar en la siguiente tabla

Variedades con espectro de Dirac conocido

R™/A toros planos [Fr, ‘84]
R3/T compactas planas, dim 3 [P£, ‘00]
R™/T compactas planas, dim n MP2, ‘03]
Sr esferas de curvatura constante | [Sul, ‘79|, [Ba2, ‘94|, [Tr,
‘95], [CH, ‘6]
S*/r formas esféricas [Ba2, ‘94]
§2m1 esferas con métricas de Berger | [Hi, ‘74] m = 1, [Ba3, ‘96|
m general
S3 /7y, espacios lentes con métricas de | [Ba, ‘92]
Berger
CP?™=T | proyectivos complejos [CFG, ‘89|, [SeSe, ‘93],
[CFG2, ‘4]
HP™ proyectivos cuaterniénicos [Bu, ‘91] m = 2, [Mi, ‘92]
m general
Gro(R*™) | Grassmannianas reales [St, ‘80] m = 3, [St2, ‘80]
m general
Grop(R?™) | Grassmannianas reales [See, ‘97|, [See2, ‘97]
Gro(C™+2) | Grassmannianas complejas [Mi2, ‘98]
G gr. de Lie comp. simp. conexos | [Fe, ‘87]
H;/T 3-variedades de Heisenberg [AB, ‘98]
G2/S0O(4) [See, ‘97|, [See2, ‘97]

Isospectralidad. Uno de los objetivos principales de la geometria es-
pectral es saber qué invariantes topoldgicos o geométricos de una variedad
M se pueden determinar a partir del espectro Speca(M) (geometria es-
pectral optimista). Sin embargo, el espectro determina pocos datos de M,
basicamente el volumen, vol(M), y la dimensién, dim(M ).

Debido a esta aparente mezquindad del espectro, alternativamente y con
mas éxito, se estudia qué invariantes o propiedades no son determinados por
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Speca(M) (geometria espectral pesimista). Acd entra en juego la isospectra-
lidad, un interesante problema en geometria Riemanniana que ya tiene una
historia de 40 anos desde que el paper de Kac, “Can one hear the shape of a
drum?” ([Ka]), vi6 la luz en 1964. Este problema estudia la relacién entre el
“sonido” (espectro) y la “forma” (métrica). Dos variedades M, M’, se dicen
isospectrales respecto de A (o A-isospectrales) si Speca(M) = Speca(M').
Hay dos maneras distintas de abordar el estudio de la isospectralidad. Una,
es dar condiciones para que dos variedades sean isospectrales, y otra, es dar
ejemplos de variedades isospectrales parecidas en algin sentido pero con
distintas propiedades topoldgicas o geométricas.

El problema de la isospectralidad ha sido estudiado mayoritariamente
para el operador de Hodge-Laplace A, actuando en p-formas diferenciables,
0 < p < n, para el cual existen muchos pares de variedades isospectrales no
isométricas. El primero de estos ejemplos se debe a Milnor ([Mil2]), quien
en 1964 construyé (basandose en un trabajo previo de Witt, [Wi, '41]) pares
de toros planos T,T", isospectrales y no-isométricos, de dimensién n > 16,
dando una respuesta negativa a la pregunta de Kac. Similares ejemplos con
toros de dimensiones méds bajas fueron luego sucesivamente obtenidos por
Kneser ([Kne, ‘67], n > 12), Kitaoka ([Ki, ‘77], n > 8), Schiemann ([Schi,
‘90], n > 4) y Conway-Sloane ([CoSl, ‘92], n > 4).

En las tltimas dos décadas hubo un aluvién de ejemplos de pares de va-
riedades Riemannianas isospectrales y no isométricas entre si, destacandose
los métodos de Sunada, de Pesce y los trabajos de Gordon, entre otros. Una
lista (incompleta) de autores y trabajos sobre isospectralidad es la siguiente:
Vignéras [Vi, ‘80|, Ikeda [Ik, ‘83|, [Ik2, ‘89], [Ik3, ‘97|, Sunada [Sun, ‘78],
[Sun2, ‘85|, Buser [Bus, ‘86], [Bus2, ‘94], Berard [Be, ‘89|, [Be2, ‘92],
[Be3, ‘93], DeTurck-Gordon [DG, ‘87], Gordon [Go, ‘86], [Go2, ‘86], [Go3,
‘92], [Go4, ‘93], [Go6, ‘01], Gordon-Webb-Wolpert [GoWW, ‘92], Gordon-
Webb [GoWe, ‘94], Pesce [Pe, ‘94|, [Pe2, ‘96], Gornet [Gor, ‘96], [Gor2,
‘00], Gordon-Gornet [GoGo, ‘97], Gordon-Wilson [GoWi2, ‘97], Schiith
[Schu, ‘99], Szabé [Sza, ‘01], Sutton [Sut, ‘02]. En particular, numerosos
ejemplos de variedades A,-isospectrales con interesantes propiedades fueron
obtenidos usando variedades compactas planas por Dotti y Miatello en [DM]
y por Miatello y Rossetti en [MR, 2, 3,4, 5|. Para una resena mas completa
y detallada sobre isospectralidad ver por ejemplo [Go5] o [CPR].

Sin embargo, la isospectralidad con respecto al operador de Dirac, D,
ha sido muy poco estudiada y hay escasos ejemplos en la literatura. Sélo
podemos mencionar un par D-isospectral de formas esféricas T'\S", TV\S"
no-isométricas de dimensién n = 4d—1, d > 5 ([Ba2|), y por [AB, Thm. 5.1]
los toros isospectrales de Milnor ([Mil2]) y las deformaciones isospectrales
de Gordon-Wilson ([GoWi]) también resultan D-isospectrales. Notar que de
los ejemplos mencionados, sélo los toros de Milnor son variedades compactas
planas.
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Este tema serd tratado en el Capitulo 7 donde se dan varios ejemplos
de pares y familias muy grandes (en un sentido preciso) de variedades D,,-
isospectrales con distintas propiedades topoldgicas, geométricas y espectrales
(para otros espectros).

Serie eta e invariante eta. Si A es un operador diferencial eliptico
autoadjunto positivo sobre una n-variedad compacta M, entonces A tiene
espectro discreto de autovalores positivos {);} de multiplicidad finita d(\;)
y lim;j oo Aj = 00. A este espectro se lo puede estudiar por medio de la
funcién zeta

Cals) = >, Re(s) > 1,

0#XESpeca (M)

donde d es el orden de A. Tal funcién es una generalizacién de la funcién
zeta de Riemann cldsica ((s) = >, cyn~°, con Re(s) > 1.

Si A es no positivo, entonces hay autovalores positivos y negativos. En
este caso, el espectro se dice asimétrico si para algin A\ € Speca(M) ~ {0}
se tiene d(\) # d(—A\). Para estudiar este fendmeno, Atiyah, Patodi y Singer
introdujeron la version “signada” de la funcién zeta, a saber

na) = > sgn() A

0#NESpecs (M)

Esta serie converge absolutamente en el semiplano Re(s) > % y define una
funcién holomorfa n4(s) la cual tiene continuacién analitica a todo C con
(posibles) polos simples en el conjunto {n — k : k € Np}. Es un hecho
notable y altamente no trivial que s = 0 es un valor regular de 7(s), es decir
n(0) < co. Esto fue probado por Atiyah, Patodi y Singer ([APS], [APS2])
para n impar, y por Gilkey ([Gi], [Gi2]) para n par. Usando otro método
Wodzicki pudo manejar ambos casos ([Wod]). Dicha funcién puede verse
como una generalizacién de las funciones L de Dirichlet. El nimero 14(0) es
un invariante espectral importante, llamado invariante n, y da una medida
de la asimetria espectral de A.

Dicho invariante también es relevante por su relaciéon con los teoremas
de indice de operadores elipticos en variedades cerradas. Para ciertos opera-
dores, al generalizar dichos teoremas a variedades con borde, el invariante n
aparece en el “término de correccion”. Por ejemplo, en el caso del operador
de Dirac, D, se tiene que si M es una variedad compacta spin de dimensién
par y N = OM entonces el indice de D, bajo ciertas condiciones globales de
borde, estd dado por

- d
Ind(D) = / A(p) - do 1
M 2
donde A(p) es el A-polinomio de Hirzebruch en las formas de Pontrjagin

pi, n es el invariante eta asociado a Dy, el operador D restringido a N, y
dp = dimker Dy (ver [APS, Thm. 4.2]).
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La determinacién de 7n(s) y n no siempre es posible y célculos explicitos
de éstos se conocen para una pequena clase de variedades Riemannianas.
Como ya mencionamos, en este trabajo consideramos A = D, y la funcién
eta asociada denotada por 7,(s). Para variedades compactas planas spin
la situacién es la siguiente: Pfaffle calculé los invariantes 7, para dichas
variedades en dimension 3, en el caso particular (p, V) = (1,C) (ver [Pf]).

En este trabajo daremos una expresién para 1),(s) de una variedad com-
pacta plana arbitraria M, de dimensién n, para cualquier estructura spin ¢
que esta admita. En el caso particular de las Zlg—variedades, 1<k<n-1,
obtenemos expresiones bien explicitas para 7,(s), en términos de diferencias
de funciones zeta de Hurwitz

1
C(S’O‘) = Z ma

>0

definidas para Re(s) > 1y a € (0,1]. La funcién {(s, «) tiene continuacién
analitica a todo C, con polo simple en s = 1, lo que permite calcular 7, por
simple evaluacién en s = 0. Resultados similares se obtienen para dos fami-
lias de variedades compactas planas spin con grupos ciclicos de holonomia:
una familia de p-variedades con F' ~ Z,, donde p es un primo de la forma
4r 4 3, y otra familia con F ~ Zj4.

Resultados mas importantes. Describimos ahora, en cierto detalle,
los resultados principales del trabajo.

En la Parte 2, nos ocuparemos de la existencia de estructuras spin so-
bre una variedad compacta plana Mr. Estas estructuras estan en biyeccién
con los homomorfismos ¢ : I' — Spin(n) que cumplen poe = r donde
 : Spin(n) — SO(n) es el cubrimiento universal y r : IsT(R™) — SO(n) es la
proyeccién canonica. En el Capitulo 3, daremos condiciones necesarias y su-
ficientes para que Mr, con grupo de holonomia abeliano, admita estructuras
spin. En particular, probaremos que toda n-variedad con grupo de holonomia
F ~ 75 admite 2"/ estructuras spin, para un cierto 0 < j < [”771] En el
caso en que My es de “tipo diagonal” (ver Capitulo 1), entonces Mp ad-
mite 2" estructuras spin al igual que los toros planos n-dimensionales. En el
Capitulo 4, mostraremos que “no se puede oir” la existencia de estructuras
spin exhibiendo pares de variedades compactas planas M, M’, en dimensién
n > 6, que son Laplace-isospectrales y tal que una de ellas admite estruc-
turas spin y la otra no.

En la Parte 3, estudiaremos el espectro del operador de Dirac “torcido”
de una variedad compacta plana spin (M, €) arbitraria. Mas precisamente,
toda representaciéon unitaria p : I' — U(V), define un fibrado vectorial
plano E, := I'\(R" x V') sobre Mp. Ahora, si (L, S) denota la representacién
spin de Spin(n) podemos considerar el fibrado spinorial torcido asociado
S,(Mr,e) :=T\(R"x (S®V)) — Mr, donde la accién en R” x (S®V') de I'
estd dada por v - (z,w ®v) = (yz, L(¢(7))(w) ® p()(v)), para todo = € R™,
w € S,v € V. Denotamos por D,, el operador de Dirac actuando en secciones
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diferenciables de S,(Mr, €). Para simplificar, asumiremos que pia = Id, esto
es, p induce una representacion unitaria compleja del grupo de holonomia
F. Similares resultados pueden ser obtenidos en mayor generalidad, por
ejemplo, asumiendo que pjy = X, x un cardcter unitario arbitrario de A. Sin
embargo, esto tornaria los enunciados de los resultados mas complicados,
sin obtener grandes novedades a cambio.

En el Teorema 5.2.5, para una variedad compacta plana spin (Mp,¢)
arbitraria, obtenemos férmulas para las multiplicidades di u(I',€) de los au-
tovalores £27u, p > 0, del operador de Dirac D, asociado a la estructura
spin € y con un fibrado plano torcido por p, en términos de los caracteres
X, de py x,, s X, .+ de las representaciones spin y medio-spin, respecti-
vamente. La féormula de multiplicidad se puede escribir del siguiente modo.
Si n es impar entonces

dy(Te) = 1y < dTox () D b X,e () +

v €A\ u€(Az )P
B¢F
(0.0.1)
S w0 X e e)
v € A\T u€(Az )P nt
BeF

Aqui, F es el subconjunto de F' correspondiente a los elementos BL, € T’
con np :=dimker(B—Id) =1y

* * _ __2mi\u
Aa,u ={ue AN :|ul|l=p,eN)=e para todo A € A},

donde A* denota el reticulo dual de A. Mds atin, para v € I', z, es un
elemento en el toro maximal de Spin(n — 1), que es conjugado en Spin(n)
a (7). Ademds, o(u,z) es un signo que depende de u y de la clase de
conjugacion de z~ en Spin(n —1). Si n es par, entonces la férmula se reduce
al primer sumando en (0.0.1) con X, + reemplazado por x, .

n—1

También damos la dimensién del espacio de spinores armdnicos (ver
(5.2.10)), es decir la dimensién del nicleo de D,, mostrando que éstos sélo
pueden existir para una clase especial de estructuras spin, a saber, aquellas
que restringen trivialmente al reticulo de traslaciones A.

Como consecuencia del teorema, damos una expresién, (5.3.4), para la
serie eta 7 ) (s) correspondiente a D, actuando en secciones de .S, (Mr, €).

En el Capitulo 6, nos restringiremos a las Zlg—variedades. En este caso,
damos expresiones mas sencillas y explicitas para las multiplicidades. En
efecto, si el espectro es simétrico, para cada pu > 0 tenemos que

diu(l“, g)=2m"""1gq, AL

Las Zk-variedades spin (Mr, ) que tienen espectro de Dirac asimétrico
son de un tipo muy especial. Esto sucede si y sélo si se cumplen las dos
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condiciones siguientes: n = 4r + 3 y existe v = BLy € ', conng =1y
X,(7) # 0, tal que B|y = —d.Id. En este caso, el espectro asimétrico es el
conjunto de autovalores

{2mp; iy = G+ HIFI7 5 € No}
donde f satisface AB = Zf. Ademds, tenemos:

d:t (F 5) _ 2m7k71 (dp ‘A:,u’ +2 (_1)T+j O~ Xp(’)/)) H= py,
P 2m k=l d, [AL | [t # ju

donde o, € {£1}. También damos una expresién explicita para la serie eta:

ey () = (=1 0y x, (1) 27K (”fﬂ”) (5,2 = <5, 9))

donde ((s,a) = 372 m denota la funcién zeta de Hurwitz para Re(s) >

1y a € (0,1]. De aqui obtenemos que el invariante n de Mt es igual a

n, = £ x,(y) 2k,

con el signo dependiendo de e. Esto generaliza un resultado en [Pf], en el
cason =3y (p,V) = (1,C). Reunimos estos resultados en el Teorema 6.1.2
y la Proposicién 6.2.1.

En la cuarta parte, dedicada a las aplicaciones, nos ocuparemos de dar
ejemplos de pares (o familias) de variedades Dirac-isospectrales y del célculo
explicito de la serie 7,(s) y del invariante 7),. En el Capitulo 7, comparamos
isospectralidad con respecto al operador de Dirac con otros tipos de isospec-
tralidad —ver la tabla méas abajo—; a saber, isospectralidad con respecto al
Laplaciano spinorial A, = —Dz y con respecto al operador de Hodge-
Laplace en p-formas, A,, para 0 < p < n. También miramos el espectro de
longitudes de M o [L]-espectro, y el espectro débil de longitudes de M o L-
espectro, esto es, el conjunto de longitudes de geodésicas cerradas contadas
con y sin multiplicidades, respectivamente.

La informacién principal de los Ejemplos 7.2.1, 7.2.2, 7.2.3 y 7.2.4 se
retine en el Teorema 7.1.1. Resumimos los resultados en la siguiente tabla que
muestra la independencia de la isospectralidad de Dirac de otras nociones
de isospectralidad consideradas.
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Isospectralidad de My, M

D, Aspy | Ap (0<p<mn)|[L]| L | Ejemplo | dim. | F ~F'?

Si Si No (genéricamente) | No | No | 7.2.1 (i) | n >3 Si
Si Si | Si (sipimpar) | No |No | 7.2.1 (iii) | n = 4t Si
No Si No No |No| 722 (i) | n>T7 Si

Si/No | Si/No | Si (0<p<mn) |Si|Si| 723() | n>4 si

Si/No |Si/No | S1 (0<p<mn) |No |S8i| 723 (i) | n>4 Si

Si Si No No | No 7.2.4 n>"7 No

Finalmente, en el Ejemplo 7.3.1, a partir de variedades de Hantzsche-
Wendt (ver [MR]), construimos una familia muy grande (de cardinalidad
dependiendo exponencialmente de n) de variedades de dimensién 2n, para
n impar, con grupo de holonomia F' ~ Zg, no homeomorfas de a pares, y
Dirac-isospectrales entre si.

En el Capitulo 8, para cada p primo de la forma p = 2m + 1 = 4r + 3,
consideramos una Zj,-variedad de dimensién p con sus 2 estructuras spin
€1,€2. Las funciones eta y los invariantes eta correspondientes se pueden
escribir en términos de simbolos de Legendre ( ;), de sumas trigonométricas
y de funciones de Hurwitz. Mds precisamente, para h = 1, 2, tenemos que

o, pl m—p(h)
M (8) = T 2 Xp(0") (“D)FP(E) 37 sin (CHERITR) 7] ()
k=1 1=1-p(h)

donde

Zly(s) = (s, 25 1) - ¢(s,1 - 2P0

y tomamos 3(h) = 0si h es impary $(h) = 1si h es par. También obtenemos

p—1
2
_ k -
Mp.er = 712-7 § : Xp(7*) <5> COt(%)’
k=1

b

Ademaés, damos una lista de los valores de i para p < 10000. Observemos
que si p = 3, nuestros valores estan en coincidencia con los obtenidos en [Pf]
en el caso (p, V) = (1,C).

p—1
2
_ k .
ther = G 20 %0 (~1)*(2) cosec(“).
=1
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Por 1ultimo, en el Capitulo 9, consideramos una familia relativamente
grande (de cardinalidad cuadratica en la dimensién) de Z4-variedades y cal-
culamos explicitamente 7,(s) en términos de diferencias de funciones de
Hurwitz (ver (9.3.1) y (9.3.2)) de donde los 7, se obtienen por evaluacién
en s =0 (ver (9.3.8)).



Parte 1

Preliminares






CAPITULO 1

Variedades compactas planas

Una variedad plana es una variedad Riemanniana conexa M tal que su
conexion de Levi-Civita tiene curvatura idénticamente nula. El teorema de
Killing-Hopf da la siguiente caracterizacion algebraica: toda variedad plana
es isométrica a un cociente I'\R" donde I" es un grupo de isometrias de R"
actuando en forma libre y propiamente discontinua.

Solo consideraremos variedades compactas planas, es decir cocientes
compactos Mp = I'\R™. Tales I" son llamados grupos de Bieberbach. Luego,
el estudio de las variedades compactas planas se reduce al estudio de estos
grupos. Los resultados de este capitulo son bien conocidos y dos excelentes
referencias son [Ch2] y [Wo].

1.1. Grupos de Bieberbach

El grupo Is(R™) de isometrias de R™ (o grupo Euclideo E(n)) es el grupo
de movimientos rigidos de R™ generado por las rotaciones, reflexiones y
traslaciones. Asi, todo v € Is(R") es de la forma v = BL; donde B € O(n),
beR"y Ly(x) = z+b. Se dice que By b son la parte rotacionaly traslacional
de =, respectivamente. Resulta que Is(R") = O(n) x R™ donde el producto
esta dado por

(1.1.1) BLy-CL. = BCLg-1p,..

Ademas, Is(R™) es un grupo topoldgico con la topologia de GL,(R) x R™ y
es subgrupo del grupo afin Aff(n) = GL,(R) x R™.
La proyeccién candnica

(1.1.2) r: Is(R") — O(n), BL,— B
es un homomorfismo con nicleo R™. Si I" C Is(R™) es un subgrupo, identifi-
camos R” con Lgn C I'. Luego

['NR"™ = ker(rp) = {traslaciones puras deI'}.

Resulta que I' N R™ es un grupo abeliano sin torsién y (I' N R™)\I" ~ r(T").
Sin embargo, la proyeccion ¢ : Is(R™) — R"™ definida por BLj — b no resulta
un homomorfismo de grupo.

Sea I' C Aff(n) un subgrupo. Luego, I' actia en R™ por yx = ~y(x). Se
dice que I' es un grupo discontinuo si las orbitas I'e = {yzx : v € T'} son
discretas y que I' actia libremente si, dados x € R",~v € I' tal que v = =

3
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entonces v = Id. Ademés, I" es uniforme (o cocompacto) si el cociente I'\R™
es compacto, y, I' es irreducible si t(al'a~!) genera R™ para todo o € Aff(n).
En Is(R™) todo subgrupo discreto es cerrado y vale lo siguiente:

PROPOSICION 1.1.1. Sea T' un subgrupo de Is(R™). Entonces,

(i) T' es discreto si y sdlo si I' es discontinuo.

(ii) T' es uniforme si y solo si I' es irreducible.

(iii) Si T actia libremente entonces I' es sin torsion. SiT' es discontinuo
vale la reciproca.

Ahora podemos dar la definicién de los grupos de Bieberbach.

DEFINICION 1.1.2. Un grupo cristalogrdfico es un subgrupo discreto y
cocompacto I' de Is(R™). Un grupo de Bieberbach es grupo cristalogréfico sin
torsion.

Estos grupos llevan su nombre en honor al matematico aleméan Ludwig
Bieberbach quién estudié los grupos cristalogréaficos y describié algunas de
sus propiedades en tres famosos teoremas, que podemos enunciar asi:

TEOREMA 1.1.3 (Bieberbach 1 y 2, 1910). Sean T',T grupos cristalo-
graficos.

(i) r(T) es finito y ' NR™ es un grupo abeliano libre de rango n.

(ii) Si T y IV son isomorfos entonces existe a € Aff(n) tal que TV =
al'a™

O sea, todo isomorfismo entre grupos cristalograficos se realiza mediante
un cambio afin de coordenadas.

TEOREMA 1.1.4 (Bieberbach 3, 1912). Hay un nidmero finito de clases
de isomorfismo de grupos cristalogrdficos de R™, para cada n > 0.

Sea I' C Is(R™) un grupo cristalografico. Por el primer teorema de
Bieberbach I' N R™ es un reticulo de R™ al que denotaremos por A. Di-
cho reticulo queda caracterizado como el Unico subgrupo normal abeliano
maximal de I ([Ch2, pag. 18]). Sea F' := r(I"). Luego, I satisface la siguiente
sucesion exacta

(1.1.3) 0—-A—-T 5 F—1

donde F' ~ A\T es finito. A A y F se los llama reticulo de traslaciones y
grupo puntual de T', respectivamente. En el caso en que I' es un grupo de
Bieberbach, F' usualmente se llama grupo de holonomia de T’ (ver Seccién
1.3). Toda sucesién exacta de esta forma induce una accién de F en A
por conjugacién. Como BLyB~! = Lp) para B € O(n),\ € A, en este
caso la accion estd dada por evaluacion B - A = BA. Dicha accién induce
una representacién entera F' — GL,(Z), llamada representacion entera de
holonomia. Notar que dicha representacién no determina al grupo T'.

Sea A* ={N e R": X -\ € Z para todo A € A} el reticulo dual de Ay,
para cada p > 0, sea A}, = {\ € A" : ||A]| = p}. Si B € O(n) ponemos

(L14) (AP ={AeA :Bx=A} vy A)P={AeA,:Brx=)\}
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y similarmente para A. Ademads, ponemos
(1.1.5) np := dimker(B — Id) = dim(R")Z.

Si I' es un grupo de Bieberbach, el hecho de que I' es sin torsién implica
que np > 0 para todo v = BL, € I'. Como B preserva A y A*, también
tenemos que (A*)B % 0. En el estudio del espectro del operador de Dirac en
variedades compactas planas hara falta considerar el siguiente subconjunto
de F.

DEFINICION 1.1.5. Si ' es un grupo de Bieberbach con holonomia F
ponemos

(1.1.6) Fi=F):={BeF=r):ng=1}

donde np es como en (1.1.5).

1.2. Variedades compactas planas

Una variedad plana es una variedad conexa, completa y sin borde M con
curvatura seccional nula. O sea, M es una variedad Riemanniana conexa sin
borde cuya conexién Riemanniana V es plana, es decir V tiene tensor de cur-
vatura R = 0. Solo consideraremos variedades planas que sean compactas.

Consideremos R" con el producto interno canénico. La conexion de Levi-
Civita de R™ es plana. Sea I' C Is(R™) un grupo de Bieberbach. Como T" es
discreto y sin torsién, I' actia libremente en R™. Luego, el cociente I'\R™
es una n-variedad compacta, pues I' es cocompacto, y p : R" — T'\R" es
un cubrimiento Riemanniano. Luego, I'\R" resulta una variedad compacta
plana con grupo fundamental 71 (I'\R"™) ~ I". Es un hecho notable que estas
son todas las variedades compactas planas debido al siguiente teorema ([Wo,
pag. 69], [Ch2, pag. 63]):

TeoreEMA 1.2.1 (Killing-Hopf). M es una variedad (Riemanniana)
conexa y completa de dimension n con curvatura constante K = 0 si y
sélo si M es isométrica a T\R™ donde I" C Is(R™) es un subgrupo que actia
en forma libre y propiamente discontinua. Mds aiun, M es compacta si y
solo si I' es Bieberbach.

Luego, el estudio y la clasificacion de las variedades compactas planas
Mr se reduce al correspondiente estudio y clasificaciéon de los grupos de
Bieberbach T'.

Denotaremos por Mt a la variedad T'\R" salvo cuando I' = A en cuyo
caso ponemos Ty := A\R". En el caso general, como A C I" es un reticulo
de R™, T\ es homeomorfo al toro T" ~ Z™\R" y la proyeccién « : Ty — Mp
es un mapa de cubrimiento.

Reinterpretando los teoremas de Bieberbach para grupos en el contexto
de variedades compactas planas tenemos:
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TEOREMA 1.2.2. Sean M y M’ variedades compactas planas de dimn.

(i) M estd cubierta por un toro plano T™ y el cubrimiento w: T™ — M
es una isometria local.

(i) M es afinmente equivalente a M' si y sdlo si el grupo fundamental
w1 (M) es isomorfo a w (M').

(iii) Hay un nimero finito de clases de equivalencia afin de variedades
compactas planas, en cada dimension.

En dimensiones bajas (1 < n < 6) las variedades compactas planas estén
clasificadas salvo difeomorfismos (ver Seccién 1.5). En dimensién 1, hay una
tinica variedad: el cfrculo (o toro unidimensional) S' = Z\R. En dimensién
2, hay sélo dos: el toro T? = Z2\R? ~ (L., L.,)\R? y la botella de Klein
K? =T\R? con

I'= <[_01 (1)] L%%L@NL@)

donde {e1, e} es la base canénica de R2. Se tiene que K? es no orientable
y F' =~ Zs. Existen 10 variedades en dimensién 3 ([HW], [Wo]), 6 de las
cuales son orientables con grupos de holonomia {1}, Zo, Zs3, Z4,Ze y Lo X Zs.
De las 4 no orientables, dos tienen grupo de holonomia Zsy y dos Zo X Zo
(ver la nota sobre “platycosms”).

Variedades de tipo diagonal. Describimos ahora una clase especial
muy interesante de variedades compactas planas. Un grupo de Bieberbach
I" se dice de tipo diagonal si existe una Z-base ortonormal {ey, ..., e,} del
reticulo A tal que para cada elemento BL, € ', Be; = t+e; paral <i<n
(ver [MR4]). Similarmente, Mr se dice de tipo diagonal, si I' lo es. Si I es
de tipo diagonal, conjugando I" por una isometria, se puede asumir que A es
el reticulo candnico y ademaés para cada v = BL; € I', se tiene que b € %A
([MR4, Lem. 1.4]). Estas variedades tienen grupo de holonomfa F ~ Zk
para algin 1 <k <n —1.

Una familia importante de variedades de dimension n de este tipo es
la formada por las variedades con grupo de holonomia F ~ Z;“l. Muy
recientemente Rossetti probd, en [RS], que todas estas variedades son de
tipo diagonal. Alli, esta familia recibe el nombre de variedades de Hantzsche-
Wendt generalizadas (o GHW-variedades). Las variedades orientables de
dimensién impar n con F' ~ ngl, llamadas variedades de Hantzsche- Wendt
(o HW-variedades), fueron estudiadas previamente en [MR] y [MR2] y son
esferas racionales de homologia.

1.3. Holonomia

Sea M una variedad conexa con una conexién en su fibrado tangente
TM. Para cada x € M y cada curva cerrada diferenciable a trozos « con
punto inicial y final x, se tiene la traslacién paralela 7, : T, M — T, M de
vectores tangentes a lo largo de «. Fijado z, estas 7, forman un grupo ¥,
de transformaciones lineales de T, M, llamado grupo de holonomfa lineal en
x. 51z € My (es una curva de = a z, entonces 7 — Tﬁ'T'Tﬁ_l es un
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isomorfismo de ¥, sobre ¥,. Luego todos los grupos de holonomia lineal ¥,
son equivalentes y hablamos de el grupo de holonomia lineal ¥ de M.

El siguiente resultado caracteriza el grupo de holonomia de una variedad
plana.

TEOREMA 1.3.1. Sea M wuna variedad conexa completa plana, es decir
M = T'\R"™ con T' C Aff(n) un subgrupo discreto. Entonces, el grupo de
holonomia lineal de M estd dado por

U ={B € GL,(R) : BL, € T}.

Las formas bilineales simétricas definidas positivas V-invariantes estdn en
correspondencia con las métricas Riemannianas planas completas de M.

De aqui resulta claro que si I' es un grupo de Bieberbach que satisface
una sucesién exacta como (1.1.3), la variedad compacta plana asociada Mp
tiene grupo de holonomia ¥ = r(I") = F' C O(n). Ademds, Mr es orientable
siy sélo si F' C SO(n) (ver [Wo]). Ahora, por el primer teorema de Bieber-
bach sabemos que F' es finito. El teorema y otros resultados implican la
reciproca.

COROLARIO 1.3.2. Sea M una variedad Riemanniana compacta conexa.
Entonces M es plana si y sélo si tiene grupo de holonomia finito.

Nota. Usaremos la siguiente terminologia acunada por Charlap (ver [Ch]):
si F' es un grupo, una F'-variedad es una variedad con grupo de holonomia
isomorfo a F'. Por el corolario anterior, si F' es finito, una F-variedad es una
variedad compacta plana Myt (con holonomia F).

Por dltimo, no queremos dejar de mencionar el sorprendente resultado
de Auslander y Kuranishi ([AK]) que afirma que todo grupo finito es el
grupo de holonomia de alguna variedad compacta plana, lo cual nos dice
que las variedades compactas planas forman una familia muy abundante.

1.4. Espectro de Laplacianos en fibrados

Recordamos aqui un resultado de [MR3] y [MRA4] sobre el espectro de
operadores de Laplace en fibrados vectoriales sobre variedades compactas
planas, que usaremos en los ejemplos del Capitulo 7 al comparar Dirac-
isospectralidad con otros tipos de isospectralidad.

Si G = Is(R™) y 7 es una representacién de dimensién finita del grupo
K = O(n), se forma el fibrado vectorial E; sobre G/K ~ R" asociado
a 7 y se puede considerar el fibrado vectorial correspondiente I'\ E; sobre
MNG/K = I'\R" = Mr. Sea —A, el Laplaciano de conexién sobre este
fibrado. Denotemos como es usual por x. y d, al caracter y la dimensién
de 7, respectivamente. Por [MR4, Thm. 2.1], la multiplicidad del autovalor
4% de — A, estd dada por

(1.4.1) drp(I') = ﬁ Z Xr(B) ey
y=BLyeA\l
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donde
(1.4.2) Cuy = e

v e *\B
Hng =)u
SiT = 7p, larepresentacion p-exterior de O(n), entonces —A, corresponde al
operador de Hodge-Laplace actuando en p-formas. En este caso escribiremos
Ap, Xp(B) y dpu(I') en lugar de A, xr,(B) y dr, (), respectivamente.
Luego, el p-Laplaciano —A,, 0 < p < n, tiene autovalores 4721 con
multiplicidades d,,, dadas por la formula (1.4.1). En el caso particular de
variedades compactas planas de tipo diagonal los caracteres x,(B) estan
dados por valores enteros de polinomios ortogonales discretos K (z) (ver

[MR3, Rem. 3.6] y [MRA4]). En efecto, se tiene:
(1.4.3) Xp(B) = trr,(B) = K (n —np),
donde

P

(1.4.4) Kp(x) = (=)'}
t=0

es el p-ésimo polinomio de Krawtchouk de orden n.

1.5. Apéndice: la clasificacion de las variedades compactas
planas

Los 17 grupos cristalograficos del plano eran intuitivamente “conocidos”
por los moros, quienes decoraron los palacios de la Alhambra con diversos
modelos geométricos de cada uno de ellos, y por el gran grabadista holandés
M. C. Escher quién también los utilizé a todos en muchos de sus bellos
trabajos. Mateméaticamente, hubo que esperar hasta los anos ‘20 en que
Niggli ([Ni]) y Pélya ([P&]) los describieron, independientemente uno del
otro. Sin embargo, los grupos cristalogaficos de R?® (grupos de simetria de
las estructuras cristalinas) eran conocidos desde mucho antes y fueron en-
contrados independientemente por Feodoroff en 1885, Schonflief en 1891 y
Barlow en 1894. Recientemente, Conway et al ((CDHT]) dieron una nueva
y mas simple enumeracion de los grupos cristalogréaficos en dimensién 3.

En 1933, Nowacki ([No]) aislé, de los 219 grupos cristalograficos en di-
mensién 3 que figuran en la Tabla Internacional, los 10 grupos sin torsion.
En 1934, Hantzsche y Wendt ([HW]) dieron la clasificacién afin de las va-
riedades compactas de dimension 3 independientemente de la cristalografia.
Este resultado se puede encontrar en [Wo| donde también se considera el
caso no compacto y se da, ademas, una clasificacién mas fina teniendo en
cuenta las clases de isometrias. La clasificacién de los grupos de Bieberbach
de dimensién 4 fue obtenida con la ayuda de computadoras por Brown et al
([BBN+, ‘78]) y en dimensién 5 y 6 mds recientemente por Cid y Schulz
([CS, ‘01]).
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En la siguiente tabla damos el niimero de grupos cristalograficos y de
Bieberbach en dimensiones bajas:

dimensién 1] 2 3 4 5 6
# gr. cristalograficos | 2 | 17 | 219 | 4.783 | 222.018 | 28.927.922
# gr. de Bieberbach | 1| 2| 10 74 1.060 38.746

En cuanto a dimensiones arbitrarias, en 1956, Calabi ([Ca]) di6 un méto-
do recursivo para obtener la clasificacién afin de las variedades compactas
planas de dimensién n + 1 a partir de la clasificacién correspondiente en di-
mensién n. En la década del ‘60, Charlap atacé el problema desde el grupo
de holonomia F', en lugar de la dimensién, y dié un método que reduce la
clasificacién a un problema cohomolégico (ver [Ch] o [Ch2]). Siguiendo este
método algebraico pudo clasificar todas las Z,-variedades con p primo.

Notas.

(1) Notacion. Sea B € O(n) y b,z € R™. En algunos textos la accién
del grupo de isometrias en R" se toma como (B,b)z = Bz + b que difiere
levemente de la notacién que adoptamos, BLy(x) = Bz + Bb. Luego, BLy
debe interpretarse como (B, B~!b) en la otra notacién.

(2) Z5-variedades e isospectralidad en formas arbitrarias. En [MPR]
se prueba, usando propiedades de los polinomios de Krawtchouk, que si se
considera el “Laplaciano total” Ay = @ Zp Ap, o sea el Laplaciano actuando
en formas arbitrarias, entonces para cada k fijo, con 0 < k < n — 1, todas
las Zg—variedades cubiertas por el mismo toro (o por toros isospectrales) son
mutuamente Ag-isospectrales.

(3) Platycosms. Recientemente, Conway y Rossetti en [CoRo] (también
[RC]) estudiaron en detalle las variedades compactas planas de dimensién
3, dando una nueva nomenclatura sisteméatica que describe algunas de las
propiedades de estas variedades. Alli, proponen llamarlas platycosms, o sea
“universos planos”. Los simbolos y nombres propuestos son los siguientes:

nombre [Wo] F orientable | simbolo | nombre [CoRo]
g1 1 v cl torocosm
Go Zo v c2 dicosm
s Zs v c3 tricosm
G4 Zy v c4 tetracosm
Gs Zg v c6 hexacosm
Gs Zo X 7o v c22 didicosm
By Zo X +al first amphicosm
By Zo X —al second amphicosm
Bs Lo X Lo X +a2 first amphidicosm
B4 Lo X Lo X —a2 second amphidicosm

Ademsds, los “platycosms” orientables con grupo de holonomia ciclico se
)
llaman helicosms.
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(4) Referencias. La bibliografia bésica para este capitulo es [Ch2], [Wo],
[MR2],  MR3] y [MR4].



CAPIiTULO 2
El grupo spin y la representacién spinorial

El grupo y la representacién spin resultan objetos fundamentales para
el estudio del operador de Dirac, D, ya que son ingredientes necesarios en
su definiciéon. El grupo spin interviene en la definicién de las estructuras
spin de una variedad Riemanniana M (ver Capitulo 3) y D es un operador
diferencial, solo definido para variedades M que admiten tales estructuras,
actuando en secciones suaves de un fibrado vectorial de M asociado a la
representacion spinorial (ver Capitulo 5).

2.1. Definiciones y propiedades elementales.

Algebras de Clifford. Sea (V,q) una forma cuadrética de dimensién
n sobre un cuerpo K, es decir, V' es un K-espacio vectorial y ¢ : V — K
satisface q(kv) = k%q(v) para todo k € K, v € V. Si T(V) denota el dlgebra
tensorial de V, el dlgebra de Clifford de (V, q) se define por

Cl(V,q) =T (V)/{v@v+qv)l).

Luego, CI(V,q) es un &lgebra asociativa con unidad generada por V y K,
sujeta a las condiciones v? = —q(v) para todo v € V. Si {f1,..., fa} es
una base de V' entonces el conjunto {f;, --- fi; : 1 <y < -+ <i; < n}es
una base de CI(V,q) y dim Cl(V,q) = 2™. Es claro que V. C Cl(V,q) y si B
denota la forma bilineal asociada a ¢ entonces vw + wv = —2B(v,w) para
todo v,w € V. En particular, si v y w son B-ortogonales entonces v y w
anticonmutan, es decir vw + wv = 0.
Existe una involucién canénica « en Cl(V') dada por

afvr...vp) = (=D)Fuy .. o,
conv; € V,1<i<k. Como a?=Id, se tiene la descomposicién
ClV)=Cl’(V)& ClN(V)
donde
COWV)={veCl(V):al)=v}, CHV)={veCl(V):al)= —v}

son las llamadas parte par e impar de CIl(V'), respectivamente. Notar que
CI%(V) es una subalgebra de CI(V) pero CI*(V') no.

Sélo nos interesara el caso en que K = R 6 K = C y ¢ es definida.
Consideremos las algebras
(2.1.1) Cl*(n) == CI(R™, F| - ||?), Cl(n) := CLC™, || - |?).

11
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Resulta que Cl(n) ~ Ci*(n) ®r C, las complexificaciones de CI*(n). Si

{e1,...,en} denota la base canénica de R™ entonces
(2.12) eiej = —eje; para ambas CI*(n), (1 #7),
o el =+1 en Cl*(n), (1<i<n).

Los dos isomorfismos de periodicidad CI*(n + 8) ~ CI*(n) @ CI*(8) y
Cl(n+2) ~ Cl(n)®Cl(2) junto con C1~(8) ~ CI*(8) ~ R(16) y Ci(2) ~ C(2)
permiten clasificar las dlgebras de Clifford reales CI*(n) y complejas Cl(n)
para todo n. La clasificacion estd dada por la siguiente tabla:

n 1 2 3 1 5 6 7 8
Ci—(n) || C i HoH | H(Q) C@) R(3) | R(3) @ R(8) | R(16)
ClF(n) |[ROR | R2) C(2) H(2) | H(2) ® H(2) | H(4) C(3) R(16)

Ciln) |[C®C | C@2) | C@) ®C@) | C@4) | CA) @ Ca) | CB) | C(8) @ C(3) | C(16)

donde K(n) es el dlgebra de matrices n x n con coeficientes en K. Resulta

que Cl~(n) ~ Cl*(n) paran =0(4) y Cl™(n) # Cl*(n) para n # 0(4).

Grupos pin y spin. El grupo de unidades CI(V, q)* de CI(V,q) es un
grupo de Lie cuya &lgebra de Lie es Cl(V, q) con el corchete [v, w] = vw—wv.
En CI(V, q)* se definen los subgrupos

Pin(V,q) :=={vi---vx : q(vj) =£1,1 < j <k, ke N}

y Spin(V, q) := Pin(V,q) N ClO(V, q). En el caso particular en que V =R" y
2(z) = FI - 1%, se tiene que

Pint(n) = {vy vy : v = 1,1 < j <k, k €N},

2.1.3
( ) Spin(n) = {vy -+ -vey : ||| =1, 1 < j <2k, k € N}

son grupos de Lie compactos en Cl*(n). El grupo Spin(n) es conexo (n > 2)
y simplemente conexo (n > 3) mientras que Pin®(n) tiene 2 componentes
conexas. En general, Pin™(n) # Pin™ (n) pero sus componentes conexas de
la identidad coinciden y (Pin*(n)), = Spin(n). Notar que como Cl(n—1) C
Cl(n) naturalmente, el grupo Spin(n — 1) puede verse como subgrupo de
Spin(n).

Sea O%(n) := O(R™, F| - ||*), luego O(n) = O~ (n) ~ O*(n) y similar-
mente para SO(n). Los morfismos de grupos de Lie

(2.1.4) p : Pint(n) — O%(n), px(v) = (z — a(v)zv™?),

donde « es la involucién canénica, v € Pin®(n) y z € R™, son epimorfismos
con ker(py) = {—1,1} ~ Zs. Restringiendo a la componente conexa de la
identidad tenemos el cubrimiento doble

(2.1.5) i : Spin(n) — SO(n), () = (z — vav™t).

Luego, p es el cubrimiento universal de SO(n) para n > 3.

Si Bj es una matriz para 1 < j < m, denotaremos por diag(Bj, ..., By)
la matriz de bloques que tiene el bloque B; en la posicién “diagonal”j.
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Sea B(t) = (g?ﬁf *Cg‘;;t) con t € R, y para ti,...,tn € R con m = [§]
ponemos
diag(B(t1),. .., B(tm)), sin=2m
wo(tl,...,tm) = . .
diag(B(t1),...,B(tm), 1), sin=2m+1
(2.1.6) h
T(t1y ... tym) 1= H(cos tj +sint; eaj_1e25) € Spin(n).
j=1
Es inmediato chequear que los elementos z(t1,...,t,) satisfacen, para

1<j<mykeZ,las siguientes propiedades:
(217) 1’(t1, oo ,tm) = .%‘(tl, ‘e ,tj,O, e ,0) 1‘(0, . .,O,tj+1, e ,tm),

(2.1.8) 2ty .. tm)® =a(kty, ... kty),

(2.1.9) —x(ts, .. tm) = x(tt, . tj—1Lt T, tm).

Nota. Cuando sea conveniente, usaremos la siguiente notacion:

(2.1.10)  @py hgr k(1o e o ts) == (b1, ooyt by ety oty ).
k1 ko ks

Toros maximales en Spin(n) y SO(n) estan dados respectivamente por
(2.1.11) T ={x(tr,....tm) 1 t; € R}, To={xo(ts,...,tm) : t; € R}.
La restriccién p: T — Tp es un cubrimiento doble (ver [LM]) y
(2.1.12) p(x(ty, ... tm)) = xo(2t1, ..., 2ty).

Sea E;j € My(R) con (Eij)ij =1y (Eij)m = 0 para todo (k,1) # (i,7)
y ponemos Fj; := Ej; — E;;. Las dlgebras de Lie de Spin(n) y SO(n) son
spin(n) = spanf{e;e; : 1 <i < j <n}yso(n)=span{F;;:1<i<j<n}
Como toros maximales en spin(n) y so(n) estdn dados por algebras de Lie
de toros maximales de Spin(n) y SO(n), respectivamente, tenemos

t = span{egj_1ezj : 1 < j < m},
to = {diag(C(t1),...,C(tm)) i t1, ..., tm € R}, C(t;) = (-?t,- iéj> '

Representacién spinorial. Vimos que las dlgebras de Clifford CI*(n)
y Cl(n) son algebras matriciales de la forma K(2™) 6 K(2™) & K(2™) para
algin m, con K = R,C 6 H. Dado que K(n) es simple como R-algebra la
representaciéon estandar K(n) x K" — K" es la tnica representacién real
irreducible de K(n), salvo equivalencia. Sélo nos hara falta considerar repre-
sentaciones complejas de CI%(n) y Cl(n).

Sea (V, ¢) una forma cuadratica sobre K, con K C C. Una representacién
compleja de CI(V,q) es un homomorfismo 7 : CI(V,q) — Endc(W) de K-
algebras, donde W es un espacio vectorial complejo de dimensién finita. En
este caso, la accion de V en W se llama multiplicacion de Clifford a izquierda
v se denota por
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Consideremos (L, S) una representacién compleja irreducible del dlgebra
de Clifford Cl(n), restringida a Spin(n). (L, S) es una representaciéon unitaria
de Spin(n), fiel, que no desciende a SO(n). El espacio vectorial complejo S
tiene dimensién 2™ con m = [§] y se lo llama espacio de spinores. Tenemos

que
S= > Sy

Ic{1,..m}

donde Sy, denota el espacio peso correspondiente al peso A\; : t — iR dado
por

m

(2.1.13) A= %(Zei) - e

=1 iel

Aqui €; estd dado en el dlgebra de Lie t de T" por

m
Ej( E ckegk,legk) = 2iCj.
k=1

Todos los pesos tienen multiplicidad 1. Si n es impar, entonces (L,S) es
irreducible para Spin(n) y se la llama representacion spinorial. Si n es par,
entonces los subespacios

(2.1.14) sti= > S, STi= ). Sa.

|I|=par |I|l=impar

son Spin(n)-invariantes e irreducibles de dimensién 2™~!. Si L* denota la
accién de L restringida a ST entonces (Li,Si) son llamadas representa-
ciones medio-spinoriales de Spin(n). Escribiremos (Ly,,S,) v (L,SE) en
lugar de (L,S) y (L*,S%), respectivamente, cuando queramos especificar la
dimensién n. Tenemos los siguientes hechos conocidos:

(Lg\Spin(n—l)v S7:|L:) = (Ln—h Sn—l) n par,
(2.1.15)
(Ln|Spin(n—1)a Sn) = (LZ,D Szfl) 3 (L;L,p S;Lfl) n impar.

2.2. Algunos hechos sobre el grupo y la representacién spin

En esta seccion se retinen algunos hechos sobre clases de conjugacién en
Spin(n), toros maximales y representacién spinorial que serdn usados en los
Capitulos 5 y 6 en las demostraciones de algunos de los resultados principales
del trabajo.

Cuando calculemos el espectro del operador de Dirac, en la férmula
de multiplicidades apareceran las trazas de la representacién spin. Basta
conocer estas trazas en el toro maximal T'. Sea 5 el caracter asociado al peso
A7, es decir, &7 : T — S' y €7 o exp = e para cada I C I,,, := {1,...,m}.
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Luego, si g = z(t1,...,tm) € T, se tiene que g = exp(} 7L, tjesj—1€05) ¥
(2.2.1) Lig)= Y. gi= Y Mtz

Ic{1,...m} Ic{1,..m}

En el siguiente resultado damos los valores de los caracteres de L, y
LF en elementos del toro maximal T. Esto serd ttil tanto en las férmulas
generales como en las aplicaciones.

LEMA 2.2.1. Sin = 2m, entonces
m m
(2.2.2) X, o (@t b)) =277 ( []cost; =i [ sin tj>.
" j=1 j=1
Sin=2m én=2m+ 1, entonces

(2.2.3) Xo, @(tr, o tm)) = 2™ [ ] cost;.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que m es par, n = 2m, y pro-
cedamos por induccién en m. Para m = 1, (2.2.2) claramente se cumple.
Por otra parte tenemos que x i (x(t1,...,tm+1)) es igual a

n+

. +1 ,
_ ez(Z;n:l t;) 2 : 672123»61@

ICImy
|7| par
= eithrl ei(ZTzl t5) ( E 6722’ Zje[ tj + G_Zithrl E 6721’23‘5] tj)
ICIm I1CInm
|I] par |I] impar
_ Wtm41 —it 1
= e'"m Xﬁ(x(tl,...,tm)) + et (z(t1,...,tm))
n n
m m m m
= 2™ (¢ltm+ cost; + i sint;) 4+ e Hm+1 cost; —i™ sint;
J J J J
j=1 j=1 j=1 j=1

m+1 m+1

— 2m+1( H cost; + imtl H sintj>
J=1 Jj=1

donde usamos (2.1.13) y (2.2.1). El cédlculo para X, - (z(t1,. .. tms1)) €8

n+2
analogo.
Sumando X,t (x(t1,...,tm)) ¥ X ( (t1,...,tmn)) obtenemos la expre-
sién para x, (ac(tl, ) n = 2m Ahora, si n = 2m + 1, entonces

);
((

El lema siguiente da algunos hecho ttiles sobre clases de conjugacién de
elementos en Spin(n). Incluimos una prueba por completitud.

si
Xp, (@1, ... tm)) = XL ti,...,tm)), y el resultado sigue. O

n—1



16 2. EL GRUPO SPIN Y LA REPRESENTACION SPINORIAL

LEMA 2.2.2. Sean x,y € Spin(n — 1) elementos conjugados en Spin(n).
(i) Si n es par, entonces x ey son conjugados en Spin(n — 1).
(ii) Sin es impar, entonces y es conjugado a x ¢ a —ejxe; en Spin(n — 1).

DEMOSTRACION. Si n = 2m es par, el mapa restriccién del anillo de
representaciéon R(Spin(2m)) a R(Spin(2m — 1)) es sobreyectivo, por lo tanto
vale la afirmacién en el lema.

Sin = 2m+ 1, podemos asumir que & = x(t1,...,tm),y = x(t},...,t),)
yacen en el toro maximal, donde z(t1, ..., t;y) = H;”zl (costj+sintjesj_1e25).

Ahora, si z y y son conjugados en Spin(2m + 1), entonces u(x), u(y) son
conjugados en SO(2m+1) y esto implica, luego de reordenar si es necesario,
que debemos tener t; = +t;, para 1 <i < m.

Ademss si j < m tenemos

esj—1en T(t, ... tm) (e2jo16n) " = egj1a(tis .. tjy. .. tm) (e2j-1) "
= 2t o=t tm).
Por lo tanto, si x = z(t1,...,ty), entonces
(e2j—162k—1) x (€2j—162k—1)_1 = x(th SRR _t]7 coey ey 7tm)
para 1 < j,k < m. Luego, para ti,...,t,, fijos, entre los elementos de la
forma x(+ty,...,+ty), hay a lo sumo 2 clases de conjugacién en Spin(2m)
representados por x(+ty,to. .., ty).

Ahora por el Lema 2.2.1, tenemos que

m m

X+ (z(t1,... ty)) =2m"1 ( H cost; £4" H sin tj).
Jj=1 Jj=1

Esto implica que x(t1,t2...,tm) y x(—t1,t2. .., tmy) no son conjugados salvo

que t; € wZ para algin j. Por otra parte, si este es el caso, entonces es claro

que ejezj—1 € Spin(n — 1) conjuga un elemento en el otro. Esto completa la

prueba del lema. O

OBSERVACION 2.2.3. El lema muestra que, genéricamente, si n es impar,
los elementos z(t1,ta...,tm) y (—t1,t2...,ty) son conjugados en Spin(n)
pero no en Spin(n — 1).

Consideramos ahora el caso especial cuando ¢; € §Z para todo 4, luego
wu(x) tiene orden 2 (6 1). Pongamos

(2.2.4) gn 1= e1ez - - - eap_1€2p € Spin(n)
para 1 < h <m con m = [5]. Luego

g =2(5,%5,...,5,0,...,0) y —gh=2(—%5,%,...,5,0,...,0).
N — — —
h h
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COROLARIO 2.2.4. Sea gy como en (2.2.4). Se tiene:

(i) Si h < m, entonces gn y —gn son conjugados en Spin(n — 1).

(ii) Si h = m y n = 2m, entonces X+ = +2m= L™ por lo tanto gm y
—gm Mo son conjugados. !

(iii) Si h =m yn = 2m + 1, entonces Xp+ 1(:I:gm) = 4271 por lo

tanto gm Yy —gm son conjugados en Spin(n) pero no en Spin(n — 1).

DEMOSTRACION. La primera afirmacién en el corolario sigue inmediata-
mente de la prueba del Lema 2.2.2. Las restantes afirmaciones son claras en
vista del Lema 2.2.1. O

Para cada u € R" \. {0} se tiene la multiplicacién de Clifford a izquierda
por u en S dada por u-w = L(u)(w) paraw € S. Fijamos un producto interno
(,) en S tal que L(u) es skew-Hermitiano, por lo tanto (, ) es Spin(n)-
invariante. Notar que L(u)? = —||u||?Id. Luego, S se descompone como S =
St @S, donde S denota los autoespacios de L(u), de dimensién 2™~
asociados a los autovalores Fi|u||.

DEFINICION 2.2.5. Si u € R™ \ {0} ponemos
(2.2.5) Spin(n — 1,u) := {g € Spin(n) : gug~" = u}.

O sea, Spin(n — 1,u) es el subgrupo de Spin(n) formado por los elementos
g tal que p(g)u = u.

Claramente Spin(n — 1,e,) = Spin(n — 1). Para un u general, existe
h., € Spin(n) tal que hyuh, ! = ||u||e,. Entonces

h.Spin(n — 1,u)h; " = Spin(n — 1).

Observamos que para cada g € Spin(n — 1,u), L(g) conmuta con L(u), por
lo tanto L(g) preserva los autoespacios S .

Usaremos el siguiente lema en la prueba del Teorema 5.2.5 del Capitulo 5.

LEMA 2.2.6. Sea Spin(n — 1,u) como en (2.2.5). Entonces:

(i) Como Spin(n — 1)-mddulos tenemos que S;tn ~ (LE |, ) sines
impar y Sf; ~ (Lp—1,5,-1) sin es par.

(ii) Como Spin(n — 1,u)-mddulos tenemos que St = L(h,)S% |, sin es
impar, y St = L(hy)Sn_1, i1 es par, con la accion dada por L(hyxhy') =
L(hy)L(z)L(h;Y) para cada x € Spin(n — 1).

DEMOSTRACION. L(e,) conmuta con la accién de Spin(n — 1) en S, v,
por otra parte, S, = S;f_l @ S,,_; como Spin(n — 1)-médulo.

Si n es impar, entonces Sf_l son representaciones no equivalentes de
Spin(n — 1), luego L(e,)SE | = S& | y por el lema de Schur, L(e,) debe
actuar por multiplicacién por un escalar en cada uno de ellas. Usando la
descripcién explicita de L en [Kn, p. 286-288] uno verifica que L(e,,) actia

por Fi en S |, esto es an ~SE .



18 2. EL GRUPO SPIN Y LA REPRESENTACION SPINORIAL

Si n es par, entonces ambos S se restingen a S,_1 como Spin(n — 1)-
médulos. Como los +i-autoespacios de L(e,,) son estables por Spin(n — 1),
ambos deben ser equivalentes a S,,_1.

Las afirmaciones en (ii) se verifican ficilmente. O

Notas.

(1) Referencias para este capitulo son [LM], [Fr2], [BGV], [GLP] y
[MP2].
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CAPIiTULO 3
Estructuras pin® y spin

Toda variedad Riemanniana M tiene asociados de manera natural ope-
radores diferenciales elipticos de segundo orden, a saber, el Laplaciano A,
actuando en p-formas diferenciales para 0 < p < n = dim M. La relacién
entre el Ap-espectro de M, Spec,(M), y la geometria de M ha sido inten-
samente estudiada.

El operador de Dirac, D, sin embargo, no se puede definir para una va-
riedad Riemanniana arbitraria M. Para que esto sea posible M debe poseer
una estructura topolédgica adicional: una estructura spin, si M es orientable,
y una estructura pin™ o pin~, si M es no orientable.

Se sabe que no toda variedad Riemanniana M admite estructuras spin.
En el caso que nos interesa, hay ejemplos de variedades compactas planas
que no son spin (ver [AuSz|, [Va], [IK] y [LS]). Por otro lado, Friedrich
probé que cualquier toro plano n-dimensional admite 2™ estructuras spin
distintas (ver [Fr]) y Pfaffle encontré todas las estructuras spin para las 6
variedades compactas planas orientables en dimensién 3 (ver [Pf]).

En este capitulo daremos condiciones necesarias y suficientes en términos
algebraicos para que una variedad compacta plana Mt con grupo abeliano
de holonomfa F admita estructuras pin® o spin. En los casos F ~ Z'§
y F ~ Z,,, en que estamos mds interesados, las condiciones seran més
simples. En particular, probaremos que toda Zsg-variedad orientable (y de
tipo diagonal) de dimensién n admite (exactamente 2™) estructuras spin.

3.1. Estructuras pin® y spin en variedades compactas planas.

Si M es una variedad Riemanniana de dimension n, denotamos por
B(M) = Uzer Bz(M) su fibrado de marcos y por m : B(M) — M la
proyeccién canénica. Esto es, si x € M, B,(M) es el conjunto de bases
ortonormales ordenadas (vy,...,vy,) de Tp(M) y w((v1,...,v,)) = x. Ahora,
B(M) es un fibrado principal sobre M con fibra O(n) y, si M es orientable,
el fibrado de marcos orientados BT (M) es un SO(n)-fibrado principal.

DEFINICION 3.1.1. Una estructura pint en M es un cubrimiento doble
equivariante p : B(M) — B(M) tal que 7 : B(M) — M es un fibrado
principal con fibra Pin*(n) y 7 o p = #. Similarmente, una estructura
spin en una variedad orientable M es un cubrimiento doble equivariante

p: BT (M) — BT (M) donde 7 : BF(M) — M es un fibrado principal con
fibra Spin(n) y mop = 7.

21
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Una variedad en la que se ha elegido una estructura spin o pin™ se llama
una variedad spin o pin®, respectivamente. Denotaremos por Spin(M) al
conjunto de estructuras spin de una variedad spin M.

Por ejemplo, un cubrimiento doble p : B(M) — M es una estructura
pint de M si y sélo si el siguiente diagrama conmuta, donde los mapas
verticales son las acciones correspondientes.

PXHt

B(M) x PinT(n) —— B(M) x O(n)

OBSERVACION 3.1.2. Notar que si M es orientable, cualquier estructura
pini en M define una estructura spin y reciprocamente. Por otra parte,
las estructuras pin® en variedades difeomorfas estdn en correspondencia
biunivoca.

Las definiciones de estructuras pin® y spin de M se pueden poner en
términos de clases de Stiefel-Whitney, o sea, de ciertas clases caracteristicas
w; (V') de fibrados vectoriales reales V' tomando valores en H*(M;Zs). Las
clases de Stiefel-Whitney de M, w;(M), se definen como las clases de Stiefel-
Whitney del fibrado tangente T'M. La orientabilidad de M es equivalente a
w1 (M) = 0. Al respecto, tenemos el siguiente resultado ([LM, Thm. 2.1] o
[GLP, Lem. 1.3.7]):

TEOREMA 3.1.3. Sea M una variedad Riemanniana. Entonces

(i) M es spin si y solo si wi(M) = wa(M) = 0. En este caso, Spin(M)
estd en correspondencia con H'(M;Zs).

(i) M es pint si y sélo si wa(M) = 0.

(iii) M es pin~ si y solo si wa(M) + w?(M) = 0.

EJeEMPLO 3.1.4. (i) Por el teorema anterior, toda variedad 2-conexa es
spin. En particular, esferas de homotopia y grupos de Lie simplemente
conexos son spin.

(ii) La esfera S™ es spin para todo n.

(iii) RP™ es spin si y sélo si n = 3(4), CP™ es spin si y sélo si n es impar
y HIP" es spin para todo n.

(iv) Si ¥4 es una superficie de Riemann de género g entonces 3, tiene
229 estructuras spin.

(v) La suma conexa y el producto cartesiano de variedades spin es spin.

Sin embargo, el producto cartesiano de estructuras pin® no es en general

pin®.
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Nos interesardn las estructuras spin y pin® en cocientes Mp = M\R",
donde I' es un grupo de Bieberbach. Si M = R", se tiene que B(R") ~
R” x O(n). Es claro que R™ x Pin®(n) son fibrados principales con fibra
Pin*(n) y que los homomorfismos Id X p+ : R” x Pin®(n) — R™ x O(n) son
cubrimientos dobles equivariantes. Similarmente, tenemos que R"™ x Spin(n)
es un fibrado principal con fibra Spin(n) y es un cubrimiento doble equiva-
riante de BT (R") ~ R™ x SO(n). Luego, tenemos estructuras spin y pin® en
R™ y, como R” es contrictil, éstas son las tinicas tales estructuras posibles.

Ahora, si I' es un grupo de Bieberbach tenemos una accién a izquierda
de I' en B(R") dada por v - (z, (wi,...,wn)) = (yz, (w1, ..., vwy)). Si
v = BL; entonces v,w; = w;B. Fijamos (vi,...,v,) € B(R™). Como
(wi,...,wy) = (vik,...,vpk) para algin k& € O(n), no es dificil ver que
vwj = (vjk)B = v;(Bk). Luego, la accién de I en B(R"™) corresponde a la
acciéon de I' en R™ x O(n) dada por 7 - (z, k) = (yz, Bk).

Ahora, supongamos que existe un morfismo de grupo € : I' — Spin(n)

(resp. e4 : I' — Pini(n)) tal que u(e(y)) = r(y) (resp. ps(e+(y)) = r(v)).
O sea, supongamos que £ conmuta el diagrama

Spin(n)
(3.1.1) ; i

En este caso podemos levantar la accién a izquierda de T' en BT (R™) (resp.
en B(R")) a B+(R”) ~ R"™ x Spin(n) (resp. a B(R") ~ R" x Pin®(n)) via

v (2, k) = (ya,e(y)k).

Luego, tenemos la estructura spin

T\ (R" x Spin(n)) \(R" x SO(n))

(3.1.2) \ /

I'\R"

Idxp

para Mp, pues I'\B(R") = B(I'\R™) y Id X p es equivariante. Similarmente
para las estructuras pin® en M.

De esta manera, para cada homomorfismo € 6 £+ como arriba, obtenemos
una estructura spin o pin® en Mr, respectivamente. Resulta que todas las
estructuras spin y pin® en Mr se obtienen de este modo (ver [Fr2], [LM]).

DEFINICION 3.1.5. Como r(L)) = Id para XA € A, entonces e(\) = £1
para cada A € A. Sea J. := |, el cardcter de A inducido por €. Diremos
que una estructura spin € en una variedad compacta plana Mr es de tipo
trivial si 6 = 1. Para un toro T, la tnica estructura de este tipo es la
estructura trivial correspondiente a € = 1.
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El toro n-dimensional admite 2" estructuras spin. En efecto, si Th =
A\R™, y A\1,..., A\, es una Z-base de A, entonces un homomorfismo € como
arriba estd determinado por la n-upla €(Ly,) € {£1}, para 1 < i < n (ver
[Fr]). En la Seccién 3.2 mostraremos que éste es también el nimero de tales
estructuras para variedades compactas planas, de tipo diagonal, con grupo
de holonomia Zs.

3.2. Estructuras pin® en F-variedades, F abeliano.

En esta seccién estudiaremos la existencia de estructuras pin® y spin
en variedades compactas planas Mt con grupo de holonomia abeliano,F', y
mostraremos que el nimero de tales estructuras es 0 6 2" para algtin r > k,
donde k es el minimo nimero de generadores de F.

Sea I' un grupo de Bieberbach con grupo de holonomia F' = (By, ..., Bi)
abeliano y reticulo de traslaciones A. Consideraremos variedades Mp =
F\Rn con I' = <’)/1, - ,’yk,A> donde v; = BiLbia B; € O(n), b, € R,
B;A = Ay B;Bj = B;B; para cada 1 < 4,j < k. Dos casos particulares
seran de especial interés en este trabajo: F ~ Z§ y F ~ Z,,. En el primer
caso B? = Id para 1 <i < k y en el segundo BJ* = Id.

Supongamos que Mrp admite una estructura pini, es decir, existe un
homomorfismo de grupos 4 : I' — Pini(n) tal que p+ oeL = r. Entonces,
necesariamente

8:4:(L>\) € {—1, 1}, A€A.
Luego, si A1,..., A, es una Z-base de A y ponemos §; := e+ (Ly,), para todo
A=Y ,mi\ € A con m; € Z, tenemos

(3.2.1) ex(Dy) =[]0 = [ o

i m; impar

Siy = BL, €T, fijamos un elemento distinguido (aunque arbitrario) en
pz!(B), denotado por ut(B). Si My es orientable, escribimos u(B) (o up)
en lugar de uy(B). Luego,

(3.2.2) e+(y) = opux(B),

donde op € {£1} depende de v y de la eleccién de u (B).
El morfismo e4 esta determinado por su accién en los generadores de I,
esto es, por la (n + k)-upla

(3.2.3)  (61,...,0n,01ux(By1),...,0pus(By)) € {—1,1}" x (Pin®(n))*

donde d§; = e+(Ly,) y o; estd definido por la ecuacion e4(v;) = o us(B;),
para 1 < i < k. Una vez fijados los us(B;), 1 < i < k, podemos identificar

(3.2.4) ex = (01,...,00,01,...,0%) € {—1,1}"+*

Ahora, como £+ es un homomorfismo, para cada v = BLy € ', \ € A
tenemos que

ex(Lpr) = ex(VLay ") = ex(Mex(Ln)ex(v ™) = ex(Ly)
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y también
ex(Y™) =ex(y)™, m € Z.

En particular, e+ debe satisfacer las siguientes condiciones, para cada v =
BLy,y' = B'L, €T

(€1) ex("P) = (0p us(B))*P
(3.2.5) (g2) ex(Lp-1ap) =1, A€A
(€3) ex((y1 ()7 = [uae(B) ™ ua(B) 71

donde o(B) denota el orden de B y op es como en (3.2.2).

Como F' es abeliano, se tiene que [I',T] C A. En efecto, si v = BLy
entonces v ! = L_,B~! = B~'L_p, y se tiene

(vi,72] = BiLy BoLy,By'L_p,5, By 'L gy,

—1 -1
= BiBB; B, LBgBl(B;lfld)b1+Bg(Blfld)b2
= L3231(B;l—Id)lerBQ(Bl—Id)bQ'
Ademsds, si m = o(B) entonces ¥ € Lj. Luego, (1), (e2) vy (e3) son
condiciones sobre e+ en A, es decir sobre el caracter

5€i = (5i)|/\ € HOI’H(A, {_15 1})
Notar que B € F actia en x € Hom(A, {—1,1}) por B - x(A\) = x(B\) y
que la condicién (g3) dice que 0., € Hom(A, {—1,1})F".
Definimos los siguientes conjuntos

A = {x € Hom(A,{—1,1}) : x satisface (1) y (e2)},

(3.2.6) . )
Ac(T) :={x € A(T") : x satisface (3)}.

El siguiente resultado dice que las condiciones (1), (€2) y (£3), necesarias
para la existencia de estructuras pin® de M, son también suficientes y da
una parametrizacién del conjunto Pin™(Mr) de tales estructuras.

TEOREMA 3.2.1. Si ' = (v1,...,7, ) es un grupo de Bieberbach con

grupo de holonomia abeliano F = (Bi,...,By) y 01,...,0, Son como en
(3.2.2), entonces el mapa e+ — (Ei‘A, o1,...,0%) define una correspondencia
biunivoca

Pin®(Mr) < Ac(D) x {~1,1}F
entre el conjunto de estructuras pint en Mrp, Pin™(Mr), y el conjunto
Ae(T) x {=1,1}*.
El nimero de estructuras pin™ en Mp es 0 6 2" para algin r > k. En
particular, si F ~ 75 (6 F ~ Z,,) entonces Pin®™(Mr) = A(T') x {—1,1}*
(resp. A(D)x{—1,1}), es decir, la condicién (3) es superflua en estos casos.

DEMOSTRACION. Para simplificar, escribiremos ¢, u, ug en lugar de e,
K, ui(B)
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Todo elemento v € I' se puede escribir como un producto de generadores
vi = BiLy, y Ly € A. Reordenando, por normalidad de A en I', vemos que
todo v € I' se puede escribir univocamente como

(3.2.7) v=%t i Ly, 1<ij<--<i, <k, A€A

donde 0 < s;; < o(B;;) paracada 1 < j <ryr e Np.

Sea € € A.(T"). Para 1 < i <k, fijados up, € p~'(B;) tomamos e(v;) =
o;up, con o; € {£1}. Ahora, definimos (en la notacién de (3.2.7)) para
~v € I' arbitrario:

(3.2.8) e(y) = (i)™ - e(vi,)*re(Ln).

Luego, tenemos un mapa bien definido ¢ : I' — Pini(n) tal que poe =r
y afirmamos que es un homomorfismo. Para probar esto debemos mostrar
que

(3.2.9) e(vLay'Ly) = e(yLa)e(y'Ly)
para cada v = fyffl . ..fyf:T, v = fy;fl fyjt“
y para cada \, \' € A.

Primero notamos que podemos eliminar A, A" en (3.2.9). En efecto,
supongamos que para y = ’yffl .. .vfjr = BLy,v = 'yjfl .. .V;tj‘ =B'Ly el
con iy < ... < ip, j1 < ... < ji, se cumple que () = e(v)e(y/). Sea
k1 < ko < ... < ky4¢ una reordenacién de {iy,..., i} U{j1,...,j:}. Usando
repetidas veces la igualdad ~;y; = v;vilv, 1,7; 1] tenemos que

con iy < ... <y, g1 < ... < Jt

s; i o Sky
(3.2.10) VY = = e D

vy

para un cierto A, € A que depende de todos los conmutadores |7, i S 'y]v ]
Con iy > Jy.
Ahora, por (3.2.10), (3.2.8) y la condicién (g2) tenemos que
e(YLxy'Ly) = 5(7’7 L 1,\+,\')
— 8( ")/k it L)\ /L(B’)*lk-i—)\’)
(Wkl)s’“l E(Vkpe) e (L) e(L(pr-1atn)
() e(Lipry-1asn)
= e(y)e(y)e(Ln)e(Ly)
= e(vLx)e(y'Ly).
Como paso preliminar en la prueba de (3.2.9) (con A = X' = 0) mostra-
remos primero que

(L)

(3.2.11) e(y;'v)’) = e(v;") e(v;”), para cada i, j.

Esto sigue de la definicion de e, sii < jésii=jy si+s; #0 mod o(B;), y
de la condicién (1), sii =7y s;i+s; =0 mod o(B;). Asumimos entonces



3.2. ESTRUCTURAS PIN* EN F-VARIEDADES, F ABELIANO. 27

55 /51

que j < 4. Luego podemos escribir ; ’yjj = [vi~%,7v;7%]. Como
[vi =%, v;7%] € A, por la definicién de € y la condicién (e3) tenemos

e(v;y;") = (i) e(n)e(lv v )
= e(vy)¥e(v) % e() " e(y™) 7]
y de acd sale (3.2.11).

En el caso general, (3.2.9) (con A = ) = 0) se puede probar mediante
un argumento inductivo. Primero, sea t = 1, r arbitrario. El caso r = 1 es
(3.2.11), de modo que asumimos r > 1. Si j; > i,, entonces la afirmacién
es clara por la definicién de e, mientras que si j; = i,, podemos usar (1)
e induccién. Suponemos entonces que existe « tal que iq—1 < j1 < iq. En
verdad, tomaremos i,_1 < ji1. La prueba cuando i,_1 = j; es similar, pero
mas simple.

Si ponemos uq = 7;' ---7;"" entonces

Si ir S
(vt ) (
. . _ —S5
= ()" () e () ) (75, )
(por (e3)) = &(3i)*t -+ €(Yin 1) ot (ua) (v;)
Siy Sipe

= 5(%’1 Y, )5(%’1 ).

El argumento para t arbitrario es bastante similar y lo omitiremos.

Con respecto a la dltima afirmacién del teorema veamos que se cumple
la condicién (€3) y que no impone ninguna nueva relacién sobre los 0;.

Si F ~ 7K, sean i, generadores de I'. Como ;v = B;B;Lp;b,+b;
tenemos &(7;v;) = ojup,p;- Luego, o(B;) = o(B;) = 2y, por la condicién
(e1) se cumple
(3.2.12) e((vj1)?) = (up,B,)* = e(vj%)” = e(v;)e(n)e(v;)e(%)-

Por otro lado,
e((y1)?) = ey )
= e T )
(el ™ty )
= ey ’e(lv )
donde en la tultima igualdad hemos usado la condicién (e2) y el hecho que
los conmutadores pertenecen a A. Juntando esta expresién con (3.2.12) sale

que
ey ') = [e(w) ™ e() ™

para todo par de generadores v;,v; de I'. Es claro que de acéd se obtiene la
condicién (e3).

(L)

El caso ciclico, F' ~ Z,,, resulta de observar que el argumento de la
prueba no requiere la condicién (e3) cuando hay un tnico generador B de
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F. Mostraremos que vale (3.2.9) usando sélo (3.2.8) y la condicién (e2).
En efecto, si I' = (v, Lp) con v = BLb, observar que v* = BkLb(k) donde

b(k) == (XF-) B=%)b. Tenemos ! = B*L Lo(k)+b() Y también ARl =
ARt = Bk+lLb(k+l). Luego, usando estas relaciones y la condicién (e3)
tenemos

e(Y L' Ly) = e(B*LygyiaB Loy+x) = (B Lp-1 6y 1) 40042
= e(Y"Lp-iyyn) = e(n)e(Ln)e(Lhy) = e(Y*La)e(7 L)

para todo A\, M € A.
Esto completa la demostracion del teorema. O

OBSERVACION 3.2.2. Para determinar si existen estructuras pin® en My
con F' = (Bjy,...,By) abeliano hay que ver si se pueden elegir §; € {1},
1 < i < n, que satisfagan el sistema de ecuaciones determinado por las
condiciones (3.2.5). Si estas ecuaciones no tienen solucién para ninguna
eleccién de los d;, entonces Mr no tiene estructuras pin*. Por el contrario,
si tal n-upla existe y {e;}]", es una Z-base de A definimos e(L¢,) = J;.
Ahora, ¢ se extiende linealmente a A y a todo I' mediante (3.2.8). Luego,
s6lo basta calcular explicitamente las preimagenes u~'(B;) € Spin(n) en los
generadores de F'. Para cada eleccién de o; € {£1}, 1 < j < k, como en
(3.2.2), tenemos una estructura pin® como en (3.2.4).

OBSERVACION 3.2.3. Vimos que para Zk-variedades la condicién (£3) es
automatica si valen (1) y (e2). Para variedades de tipo diagonal la condicién
(e2) siempre vale pues (B — Id)A C 2A para todo BL, € I'. Ademds, para
variedades cuya representacion de holonomia se descompone como suma de
representaciones enteras de rango < 2, la condicién (e2) se puede expresar
en términos mas sencillos (ver por ejemplo (3.3.9)).

En la préxima seccion estudiaremos en mayor detalle el caso de las Zo-
variedades y mostraremos en particular que éstas siempre admiten estruc-
turas pin®. Por el contrario, usando el criterio de la observacién siguiente,
en el Ejemplo 7.3.1 mostramos que las HW-variedades (ver Seccién 1.2) de
dimensién 4k + 1 no admiten estructuras spin y que en dimensién 4k + 3 las
HW-variedades en la familia H; (ver [MR]) no admiten estructuras spin.
Usando el criterio de la Observacién 3.2.4 se puede ver que las 62 HW-
variedades de dimensién 7 no son spin. Ver nota (4).

OBSERVACION 3.2.4. El teorema previo muestra que hay restricciones
para que Mp admita una estructura pin®. Como consecuencia, para Z5-
variedades tenemos el criterio simple siguiente:

Supongamos que existen v = BLy,7 = B'Ly €T con v? = 7’2 y tal que
para ui(B) € p*(B) y uy(B') € ujrl(B’) se tiene uy (B)? = —uy (B)?.
Entonces Mt no admite estructuras pin™.

De hecho, una estructura e; asi deberia satisfacer e (y) = fuy(B),
er(7) = tuy (B) y e1(72) = e4(7?), esto es, uy (B)? = u, (B’)? contra lo
supuesto.



3.3. Z2-VARIEDADES. 29

El mismo criterio, con los cambios obvios, vale para la no existencia de
estructuras pin~, o estructuras spin en el caso orientable.

OBSERVACION 3.2.5. En contraste con la Observacién 3.2.4, aplicando
el procedimiento de duplicacién en [JR] (ver también [BDM]|, [DMZ2]),
podemos obtener variedades compactas planas spin de tipo diagonal con
grupo de holonomfia Z§, para cada k > 1.

Sea I' = (v1,...,%, La) un grupo de Bieberbach de tipo diagonal de
dimensién n con grupo de holonomfa Z5. Se define

dl’ := <d717 sy d7k7 LA@A> donde d’}/ = [g g] L(b’b)

si v = BLy, € I' (ver Def. 3.1 en [DM2]). Luego, dI' es un grupo de
Bieberbach de dimensién 2n con grupo de holonomia Z'g. La variedad
Mgr = dI'\R?" es una variedad compacta plana de tipo diagonal, orien-
table y Kéahler.

Si I' es orientable, entonces Myr es spin. En efecto, en la notacién
del Lema 3.3.2 en la préxima seccién, como h € 47 para Mgr, tenemos
que u?(B) = uah = 1 por (3.3.8). Por lo tanto, la condicién (1) toma la
forma e(y?) = 1 para todo v € I'. De este modo, siempre es posible definir
estructuras spin para Mgr, por ejemplo podemos tomar cualquiera de los 2%
homomorfismos ¢ : I' — Spin(n) tales que ), = 1.

Si I' no es orientable, es claro que, aplicando este procedimiento 2 ve-
ces se tiene que la 4n-variedad Mz (que es hiperkéahler, ver Prop. 3.2 en
[DMZ2]) resulta spin.

3.3. Zs-variedades.

En esta udltima seccién estudiaremos en algun detalle el caso especial
de las Zo-variedades, donde se puede dar una descripcion explicita de las

estructuras pint. Sea J :=[9}]. Para cada 0 < j,h < n, sea
(3.3.1) By = diag(J,...,J,—1,...,—1,1,....1)
—— ————— ———
j h 1

donde n =2j+h+1,j+h#0yl>1 Luego B;, € O(n), B]zh =Idy
Bjn € SO(n) siy s6lo si j+ h es par. Sea A = Zey @ - - - @ Ze,, el reticulo

canoénico de R™ y para j, h como antes definimos los grupos
(332) Fj,h = <Bj7hL%,A>.

Tenemos que A es estable por Bjj, y (Bjn+1d)% = e, € AN (Bj, + Id)A.
Luego, por la Proposicién 2.1 en [DM], cada I'; j, es un grupo de Bieberbach.
De esta modo, si M; =1T';,\R", tenemos una familia

(3.3.3) F={Mj, :0<j<[%5,0<h<n-2jj+h#0}

de variedades compactas planas con grupo de holonomia F =~ Zs. La
proposicién siguiente retine algunos resultados sobre Zso-variedades. Como
su prueba no es facil de hallar en la literatura incluimos una por completitud.
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PROPOSICION 3.3.1. La familia F es un sistema completo de repre-
sentantes de clases de difeomorfismos de Zo-variedades de dimension n.
Ademds tenemos:

(3.3.4) Hy\(Mj;,2) ~ 2 @ 7k,
Para1 <p <n,
(5]
N i+h j+1
(3.3.5) Bp(Mjn) = ‘ < 0 ) <p B 21,).
=0
Si B1(M;p) = B1(Mjr p), entonces By(M;n) = Bp(Mj pr) para cada p > 1.

[N5S]

DEMOSTRACION. Probaremos primero que las variedades M, € F no
son homeomorfas de a pares. Veamos que Hi(M;n,Z) ~ T'jp/[Tjn,T'jnl.
Para v = BML%L, tenemos

i Tinl = ([v:Le] = L, ,—1d)e; 1 1 < <)

— <L62761; ceey LegjferflyLQengﬁla e 7L262j+h>-
Usando esta informacién y que 42 = L., es facil ver que
Hy(Mj,,2) ~ 27 @ 7k,

Luego, si M, y Mj s son homeomorfas entonces h = h' y j+1=j +1,
por lo tanto j = j/, puesto que n = 25 + h + [, como se afirmaba.

Para mostrar que la familia F es un sistema completo de representantes
de las clases de difeomorfismo de Zo-variedades, usaremos un resultado en
[Ch2] (esto se puede probar directamente usando el hecho de que toda
representacion entera de Zs se descompone univocamente como suma de

representaciones indescomponibles de rango < 2 dadas por 1,—1 o J).
[n—l

La cardinalidad de F es igual a (ij}(n — 2j)) — 1, pues debemos
excluir el caso j = h = 0 correspondiente a By = Id. Luego tenemos

n?4+2n—4

n7+2n—4 n par
(336) #3 = (n [ 21])([7121] 1) 1 { n2+;1n—3 3

—a T 1mpar.

Por otra parte, si p es un primo y el nimero de clase de p, h(p), cumple
h(p) = 1, Charlap obtuvo una férmula para el nimero Ny de clases de
difeomorfismo de las Zy-variedades de dimensién n (ver [Ch2, pag. 153]).
Para p = 2, como h(2) = 1, este nimero estd dado por:

221 (1254 4+ 3) + 3 (= 1) = 1%521) (n - [231]).

Asi, obtenemos que No = %(n —2)(n +4) + in(n +2) = % para n
par, y Ny = %(n —1)(n+3) = %, para n impar. Esto muestra que
#JF = N, como se habia afirmado.

Ny =

D=
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Para determinar el p-ésimo nimero de Betti de M;) para 1 < p < n,
observamos que Bj; actia diagonalmente en la base

€1 + €2, ... ,egjfl + 62]', €2j+1¢ ey Eny
con j + [ (resp. j + h) autovectores con autovalor 1 (resp. —1). Luego, un

producto exterior de p elementos de esta base serd invariante por Bjj, siy
sélo si un nimero par de ellos tiene autovalor —1. Por lo tanto tenemos

5 . .
jH+h\ [ j+1
M) —
o0 =3 ('3 () 75)
como se afirmaba. Ahora, si 31(Mjp) = B1(Mj ) entonces j+1 = 5 + I/
y por lo tanto j + h = j' + h’. Luego, Bp(M;n) = Bp(Mj p), para cada
1<p<n. |

En los Teoremas 3.3.3 y 4.1.1 necesitaremos conocer algunas preimagenes
en Pin®(n) por p+, y también sus cuadrados.

LEMA 3.3.2. Sean j,h y Bjj, como en (3.3.1) y ux : Pint(n) — O(n)
los mapas de cubrimiento candnicos. Si ponemos

(337) u;:h = (@)J (61 — 62) cee (€2j—1 — 62]') €2j+1 cee 62j+h7
entonces iy (Bj) = {j:ujh}, p= (Bjn) = {£u;,,} y ademds
(338)  (uf,)? = (~1yhIEHE] (u7)? = (—1y

En particular, (u,)? = (—1)[%] y (ugp)? = (—1)[%1. Si B € S0(n), o
sea si j + h es par, entonces uih = (_1)m

2
Si B € O(n) es conjugada a B, yus(B) € ui*(B), entonces u%(B) =
+

(ujn)?.

DEMOSTRACION. Como p+(e;) = diag(1,...,1,—1,1,...,1) con —1 en
la i-ésima posicién, es claro que u;'(Boy) = u='(Boy) =
n = 2, podemos escribir J como un producto J = [_1 (1)] [0 _1}. Por lo
tanto, usando (2.1.12) obtenemos que

P M) = p= () = { £ ea(cos(E) +sin(Teren)} = { £ L2(er —ea) ).
Argumentando de manera similar para n arbitrario, sigue la primera afir-
macién en el lema.

Por otro lado, usando (2.1.2) y calculando, uno ve que tanto (eq ... ep)>

como 27"((e; — e2) -+ (ean_1 — eap))? son iguales a (—1)[%] en Clt(n)ya
(=1)l"27 ] en €I~ (n), respectivamente. Esto implica las identidades (3.3.8).

Ahora, supongamos que B = CB;,C~1 con C € O(n). Si uy(C) €
p+(C)~L, entonces se tiene que uy (B) = iu+(C)u;fhu+(C')*1 y por lo tanto
u%(B) = u+(C)(u;fh)2u+(C’)_l = (th)Q' La verificacién para u? (B) es
idéntica. g
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El siguiente resultado asegura que toda Zs-variedad es pin®.

TEOREMA 3.3.3. Toda Zs-variedad My admite estructuras pin®™ (y spin,
si Mr es orientable). Si T' = [, entonces Mr tiene exactamente 2"/ es-

tructuras pin® parametrizadas por las (n-+1)-uplas (01, ..., 6,,0) € {£1}7H
que satisfacen:
(3.3.9) 01 = 52, SN (52]'_1 = (Szj,

ﬂ .
2] para estructuras pin®

m\u

(—1)h(~1)B8l(~1)
(—1)h(—1) (=1

En particular, en el caso de estructuras spin tenemos 6, = (—1)2

(3.3.10) 9, =
[h+1] .
para estructuras pin .

Nota. Por (3.2.3), el Teorema 3.3.3, junto con la Proposicién 3.3.1 y el
Lema 3.3.2, dan una descripcién explicita de todas las estructuras pin® de
las Zo-variedades.

DEMOSTRACION. En vista de la Proposicién 3.3.1, tenemos que I' ~ T’ ,
para alguin j, h, luego Mr es difeomorfa a M;j. Asi, como las estructuras
pin® en variedades difeomorfas estdn en correspondencia biunivoca, pode-
mos asumir que I' =T'; .

Hemos visto en la Observacién 3.2.3 que la ecuacién (e2) siempre vale
para Zs-variedades de tipo diagonal. Sin embargo, en el caso no-diagonal,
(€2) da una restriccién. A saber, sea A = > | m;e;, m; € Z. Entonces

J h
(Bjp—Id)A = Z(mm —magi—1)e2i—1 + (Mai—1 — mg;)eg; — 2 Z M2 4i€2j4i-
=1 =1

Luego, (e2) vale si y sélo si

(m2—m1) ¢(m1—m2) (maj—maoj_1) ((maj_1—maj)
51 2 1 52 1 2 .. 52‘7_i J 62] J J — 1
para todo mq,...,mg;j € Z, o equivalentemente,

= (52, cey (52j_1 = (52j.

Cada una de estas relaciones divide por 2 el nimero de estructuras. Por lo
tanto obtenemos un méximo de 2”71 estructuras pin* para M. j.h- Ademds,
la ecuacién (1) da otra restriccién pues e+(v?) = ex(Lipimp) = e+(7)%
Ahora (B + Id)b = e,, y por consiguiente, por (3.3.8), la ecuacién (e1) se
lee:

(3.311) 5 (—1)7h(—1)[](—1)[3] en CI*(n)
3. n = ' ,
(—1)h (D)D) en I (n).
Luego, la restriccién impuesta por (3.3.11) divide por 2 el ntiimero de estruc-
turas y tenemos un total de 2”7 estructuras pin* en Mp para I' = Ljn.

O
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EJEMPLO 3.3.4. Para ilustrar el Teorema 3.3.3, damos una lista explicita
de las 28 Zg-variedades Riemannianas (M, e) de dimensién 3, con reticulo
canénico de traslaciones A, que admiten estructuras pin®.

Hay 3 clases de difeomorfismo, una de las cuales se parte en 2 clases
de isometria, luego hay 4 clases de isometria, correspondientes a los grupos

Fio= <[J1]L"‘737A>7F0,1 = <[71 1 1]L%:),,A>, 01 = <[71 1 1}L%’A>
y Lo = <[_1 —11}Le73,A>.

Observamos que My, y M{; no son isométricas, como se puede ver

calculando el radio de inyectividad, esto es % de la longitud de la geodésica
cerrada mds corta. En efecto, usando resultados en [MR5] uno puede ver
facilmente que estas longitudes son iguales a % vy a g, respectivamente.
Los pares (M,¢) son listados en la siguiente tabla, y fueron obtenidos

usando el Lema 3.3.2 y el Teorema 3.2.1.

Estructuras pin® en Zs-variedades de dimensién 3.

My | cond. (g1) | cond. (g2) | estructuras pin® #
Mig| d3=+1 | 61=0y |ex= (61,61, +1;0%2(e; —eg)) | 22
M071 (53 ==+1 - E4 = ((51,52,:1:1 0'61) 23
My, | 0263 = 1 — e1 = (61,09, +02; 0e1) 23
Moo | 63=—1 - e+ = (01,09, —1;0€12) 23

Queremos remarcar aqui que las estructuras spin de Mg2 se encuentran
calculadas en [Pf].

EJEMpPLO 3.3.5. Para finalizar la seccién calculamos el ntmero, que
denotaremos por Pj', de Zp-variedades Riemannianas diferentes que son
pin*. Esto es, si para j, h fijos denotamos por {M Js 5t las distintas clases de
isometria en la clase de difeomorfismo de Mj 5, calcularemos el niimero de
pares (M Js o 5*) donde ¥ es cada posible estructura pin* de M. f, p, cuando
7, h, s varian.

Para j, h fijos existen n — 2j — h = [ clases de isometria en las clase

de difeomorfismo representada por M -h, determinadas por los [ vectores
e’n—2j—h+l+"'+€n

2 sty 2 7
0 < s <1l—1, tiene 2”7 estructuras pin™ diferentes. Para n > 3, como
1<h<n-1lparaj=0y0<h<n-—-2j—1lparal<j< [”7_1] tenemos:

acompanantes b = y cada representante M? 7y con

’I’L2j1

-1
Py = nz 2”+Z Z (n—2j—h)2"J
h=1 j=1 h=0

P20 ) (o 1)) 4 252
— 2"((721)+Z(2) (2;‘ )J‘FJ)'
=1
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Llamando S* := > ]2—5 y poniendo g = [%51] obtenemos:

2 1 1\ @0
(3.3.12) Py =2"((3) + 2852 - (2n+1) 5} + (") 89).
Ahora, uno puede chequear que S¥ satisface la relacién de recurrencia
SF4akbSY + - 4 ak 80 | =nkSY
donde af = (i + 1)¥ — i*. Por ejemplo, se tienen los valores: SO =1— (3)",

Sl=2-1f2 62 —6— %. Sustituyendo éstos en (3.3.12) finalmente

llegamos a que Py’ es igual a

2"(n? — 4n +10) — 2"~ {24 = (2n — T)g + (L==20) |

Esto es,
(3313) Pp— (n? —4n +10)-2" —10-23 para n par
o ? (n? —4n +10)-2" — 7. 2" para n impar.

Por ejemplo: Py = 28, P} = 120, Py = 424 y P$ = 1328. Comparar con
N3 =3, Ny =5 N)=8y N§=11.

Notas.

(1) Algunas referencias standar para este capitulo son [LM], [Fr2],
[BGV] y [GLP]. Para més informacién sobre estructuras pin y spin con-
sultar [MP], [Mil], [Fr], [BD] y [CGT].

(2) Una definicién alternativa de estructura spin propuesta por Hirsch a
Milnor ([Mil]) es la siguiente. Sea M una variedad conexa y p : Pso — M
un SO(n)-fibrado principal. Una estructura spin en M es una clase de
cohomologia o € H'(Pso,Zs) cuya restriccién a cada fibra F, = p~'(z),
r € M, es un generador del grupo ciclico H'(F,) ~ Zs. En el trabajo
citado, Milnor da ademé&s dos definiciones alternativas més de estructuras
spin.

(3) Supuestamente Vasquez ha dado, para cada n > 1, una HW variedad
de dimensién 2n + 1, Mp,,,, = G2,\R*"™! tal que wy;(Mr,,,,) # 0 para
0 < 2i < n (ver [Va, Prop. 5.5]). En particular, Mr,, ., no puede admitir
una estructura spin. Sin embargo, este ejemplo parece estar mal puesto que,
como se senala en [IK], el grupo Ga, tiene elementos de orden finito, luego
Mr,,, ., no es una variedad diferenciable.

(4) Recientemente, J. P. Rossetti ha probado (comunicacién personal)
que ninguna HW-variedad es spin. La prueba usa el criterio dado en la
Observacién 3.2.4.



CAPITULO 4

.Se pueden oir las estructuras spin?

Gordon, Webb y Wolpert ((GoWW, ‘92]) dieron una respuesta negativa
a la pregunta de Kac: “Can one hear the shape of a drum?” ([Ka, ‘66]).
Hace un tiempo, siguiendo el espiritu de ese famoso trabajo, David Webb
formulé la siguiente pregunta: “se pueden oir las estructuras spin de una
variedad Riemanniana compacta?” En otras palabras, si dos variedades son
isospectrales, jes verdad que ambas son spin o que ninguna lo es? Daremos
una respuesta negativa a esta pregunta tanto para las estructuras spin como
para las estructuras pini.

Més concretamente, construiremos pares M, M’ de Z3-variedades isos-
pectrales de dimensiéon n > 4 (usando resultados de isospectralidad en
[MR2]), y determinaremos las estructuras pini o spin, mostrando que, para
algunas de ellas, M tiene una estructura pin® o spin, mientras que M’ no.

4.1. Los pares isospectrales

Sean {M;, M ]’ }, 1< j <5, los pares de Z3-variedades definidos por
M; =T;\R*,  Mj=Tj\R*

donde los grupos I'; = (y1, 72, A), F;- = (¥],7%, A) estdn dados, médulo A,
en la Tabla 4.1.1 mas abajo, con

Yi = BiLbia 7{ = Bingv 1= 1) 2)

B3 = BBy,  b3=DByb +by, by =Byt +V

y donde A = Ze1 & ... & Ze, es el reticulo canénico. Adem4s, tomamos
B; = Bl. En todos los casos las matrices B; son diagonales y estdn es-
critas como vectores columna. También indicamos los vectores de traslacién
b, b, como vectores columna, excluyendo las coordenadas que son iguales a
cero. También usaremos el par {M;, M|} de Z2-variedades de dimensién 6
obtenidas a partir del par { My, M{} adjuntdndole los caracteres (—1,1, —1)
y (1,—1,—1) a B;, 1 <14 < 3, y manteniendo b;, b; sin cambios.
Observar que sélo Ms, M{, M, M{ son orientables.

35
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TABLA 4.1.1 Pares de variedades isospectrales
By Ly Ly |Bs Le, Ly |Bs Ly, Ly

1 1 172 1/2 1 172 1/2
/ 1 1/2 1 172 1 12 172
J{L%l’%% 1 12 / -1 / -1 1;2 /
B! -1 1 12 | -1 1/2
-1 1 -1
1 -1 -1
By Ly, Lb’l By Ly, Lb/2 Bs Ly, Lbé
1 1/2 1 1/2
{ My, M}} 1 12| 1 12 12| 1 1/2
1 172 -1 -1 12
-1 1 12 -1 12
Bl Lbl Lb/l BQ Lb2 Lb/2 Bg Lb3 ng
-1 -1
{Ms, M4} 1 12 | -1 -1 1/2
-1 -1 1/2 1 172
1 172 1 12 1/2 1 1/2
By Ly, Ly | By Ly, Ly |Bs Ly, Ly
1/2 -1 -1 1/2
{ My, M}} 1 172 12| -1 1172 12
-1 -1 1/2 1 1/2
1 1/2 1 12 172 1 172
By Ly, Lb/1 By Ly, Lb/2 B3 Ly, ng
-1 1 172 | -1 1/2
{M5, ML} -1 112 12 1 120 12
1 172 | -1 -1 1/2
1 172 1 172 1

A los fines de mostrar la isospectralidad de estos pares necesitaremos
recordar algunos resultados conocidos.
Para BLj, € T tenemos np = |[{1 <i <n: Be; = ¢;}| y ponemos

np(3):={1<i<n:Be;=e; yb e =3 modZ}|
Si0<t<d<n,los nimeros de Sunada para I' estan definidos por
(4.1.1) cat(l) == ‘{BLbEI’:nB:dynB(%) :t}’.

En [MR2, Thm. 3.3] se muestra que la igualdad de los nimeros de Sunada
cat(I') = cq+(I') para todo d, ¢, es equivalente a la validez de las condiciones
en el teorema de Sunada (ver [Sun2|) para Mr y M. En particular esto
implica que Mt y M son isospectrales en p-formas para 0 < p < n. Este
método fue usado en [MR] y [MRS5] para probar la isospectralidad de los
pares Ms, M. y My, M} respectivamente. El método de agregar caracteres
manteniendo la isospectralidad ya fue usado en [MR].
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TEOREMA 4.1.1. Cada uno de los pares M;, M}, 1 <i <5, y My, M es
un par isospectral.

El niimero de estructuras pin® y spin en M; M/, 1<i<5,y ]\;[1,]\;[{
estdn dados en la siguiente tabla.

Pares | My | M| || My | M || My | My || Mz | M} || My | M} || M5 | M,
pint || — | 23| — [ 25| 23| — || - |24 | 2% | 23| 2¢ | 23
pin~ || 24 | 23 | — | 25| 23| || - | - || - |23 2¢ | 23
spin | — | — | — 220 — | — | - | - - - | 2* |2

Algunos de los pares isospectrales en la tabla muestran que no se puede
oir la existencia de estructuras pin™ o spin en una variedad Riemanniana
compacta.

DEMOSTRACION. Como todas las variedades son de tipo diagonal, para
mostrar que estos pares son isospectrales basta chequear la igualdad de
los ntimeros de Sunada (ver (4.1.1)). Es facil ver de la Tabla 4.1.1 que los
numeros de Sunada no triviales, ademas de c49 = 1 que corresponde a la
identidad, son: co2 = ¢31 = c32 = 1 para My y Mi; C22 = C41 = C42 = 1
para Ml y M{; c2,1 = ¢31 = c32 = 1 para My y Mé; C1,1 = C2,1 = €31 = 1
para M3z y M c11 = c21 = c32 = 1 para My y My; y co1 = 3 para Ms y
M. Luego, sigue que cada uno de los pares M;, M;', 1 <i <5,y M, M{ es
un par isospectral en funciones.

Usaremos ahora el Teorema 3.2.1 para determinar las estructuras spin y
pin® en My, M, .. .,M5,Mé,]\2f1 y M{ Por la Observacion 3.2.3 sélo nece-
sitamos mirar la condicién (e1).

Primero miramos el par My, M. Tenemos que

7% = Le,, 722 = Lejte; = '732>3
12 12 ’2
M = Leys 72" = Leitess V3 = Lej+es-

Luego, por (2.1.12) y el Lema 3.3.2:

ui(B1) = ul(B) = (01e4)? = 1,

ut (Bz) = ul(By) = (02¢3)* = +1,

ui(Bs) = ud(Bj) = (03ese4)? = —1
con g; € {£1}. Por el criterio de la Observacién 3.2.4, resulta que M,
no tiene estructuras pin*, pues 3 = 7% pero ui(Bg) = 1 mientras que

2 _
u+(Bg)—-—1.
Ademas, por las ecuaciones previas, si 0; = €4 (Le, ), la condicién (¢1) da

03 = %1, 162 = 1 y 0100 = —1. Las dos ultimas ecuaciones no son com-

patibles en Cl*(n), y asi vemos una vez mds que M; no admite estructuras
pinT. Sin embargo, tiene 2* estructuras pin~ dadas por
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E_ (Ml) = (51, —51, —1, 54; gi1é4, 0'263)
donde ¢;,0; € {£1} son arbitrarios para ¢ = 1,4, j = 1,2. Similarmente,
la condicién (e1) para M| da dy = +1, 6104 = +1 y 6162 = —1. Luego, M
tiene 23 estructuras pin® dadas por

ex(M7) = (F1,£1,03, —1;01€4, 02€3)

con 93,01, 09 € {£1}. De este modo, hemos mostrado que M;, M/ es un par
isospectral tal que M; no admite estructuras pin™ mientras que M;’ posee
23 estructuras pint.

Observamos que las variedades orientables Ml,M{ tienen las mismas
propiedades. Estas variedades son todavia isospectrales (otra vez hay igual-
dad de los nimeros de Sunada) y 72 y %{2 son los mismos que antes, para
1<4<3.

Ahora, si buscamos estructuras spin € en ]\Zfl, ]\Zf{, tenemos

uQ(Bl) = UZ(Bi) = (0’16465)2 = —1, u2<BQ> = u2(B§) = (0'26366)2 = —1,
U,Q(Bg) = U,Q(Bé) = (0'363646566)2 =1.

Para M; tenemos que 73 = 72 = Le,te,, entonces (73) = &(3), una
contradiccion, dado que u?(Bz) = —1 y u?(B3) = 1. Luego, no hay estruc-
turas spin en M. Por otra parte, para M{, tenemos que 7{2 = Le,, 7&2 =
Leite,, 'yéQ = Le, te,- Luego, 9 = —1, 0104 = —1, 102 = 1, por lo tanto hay
2% estructuras spin dadas por

e = (—1,-1,83,1, 05, 6; 01645, 02€3€6)

con (53, 55, 567 01,09 € {:l:l}.
Esto prueba la afirmacién y muestra que no se puede oir la existencia
de estructuras spin en una variedad Riemanniana compacta.

Consideramos a continuacién los restantes pares M;, M/, 2 <i < 5. Los
cédlculos son completamente similares a los de los casos tratados antes, de
modo que omitiremos los detalles, y sélo daremos la informacién necesaria
en varias tablas. Por conveniencia, también incluiremos al par My, Mj.

Notar que tanto las variedades M, M, My, My, como Ms, M, My, M,
tienen la misma representacién de holonomia. Ademds, todas las matrices
que aparecen en la Tabla 4.1.1 son conjugadas a By 1, Bo2 6 Bg3. Por el

Lema 3.3.2 sabemos que (uojfl)2 = =£1, (u§2)2 =-1ly (uazg)2 = F1 para
Pin® (n). Luego tenemos:

CUADRO 4.1.2

variedades ul (B1) | ui(B2) | v4(Bs)
My, M, My, ML | £l +1 1
Mg, M5, My, M, | £1 1 1
Ms, M —1 —1 -1
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Se tiene que 72 = L), € A. En el Cuadro 4.1.3 damos los vectores \;
para 1 <i < 3y para todo M;, M}, 1 <j <5.

CUADRO 4.1.3

M, | M| [ My | My [Ms|Mi| My [ M| | Ms]| M,
’Y% e3 () es e eq e e];t+ezx | e2t+eq eq e3
’}/% e1tex | e1+eqs | ea+eq | e1+eg eq eq eq eq eq el
"}/32, e;t+ez | er +e2 () el e3 eq eq es3 (D) e

Usando la informacién de los Cuadros 4.1.2 y 4.1.3 obtenemos las ecua-
ciones que deben satisfacer los d;’s, como resultado de la condicién (g1).

CUADRO 4.1.4. Ecuaciones para 6;, 1 <1i < 4.

71 Y2 3
My | 63==%1 | 0100 =+£1| 169 =—1
M| 02 ==%1 | 0104 =41 102 =—1
My | d63==%1 |0304 =£1| §p=-—1
My | 09 ==+1 |01d2=%1] & =-1
Mz | 04 ==+1 64 = F1 63 =—1
M| 6y ==1 04 = F1 04 = —1
My | 0100 = 1| 64 = F1 04 = —1
M) | 6204 = 1| 04 =F1 03 = —1
My | 64=-1 04 =—1 by = —1
M| 63=-1 0 =-—1 by = —1

Mirando el Cuadro 4.1.4 inmediatamente vemos que M; no admite es-
it ! . < nint /
tructuras pin™, que M, y M3 no poseen estructuras pin™ y que M3 y My
no pueden tener estructuras pin~—, pues las ecuaciones correspondientes no
resultan compatibles. Listamos ahora todos los caracteres d.,. = (£4)|5, cor-
respondientes a las estructuras pin® y spin en los restantes casos.

Oc_ (M1) = (61,01, —1,64), Ocr (M7) = (F1, %1, 03, 1),

Oy (Mz) = (61, —1,£1,F1), Ocy (M3) = (01,1, 03, —1),

ey (My) = (01,071,063, —1), Oy (My) = (81, —1,—1,F1),
Searyy = (01, 1,85, 1), Sy = (—1,—1,~1,84).

Ahora, para cada eleccién de J.. = (e4)|x existen 22 = 4 estructuras
que corresponden a las posibles elecciones de g1, 0, luego es facil verificar
que el nimero de estructuras pin™, pin~ o spin es como el que se indica en
el enunciado del teorema. O
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OBSERVACION 4.1.2. El procedimiento de agregar caracteres apropiados
a My y M/ para obtener variedades orientables, donde M; admite estruc-
turas spin mientras que M no, también se puede aplicar a los restantes pares
M;, M/, 2 < i < 4. Alternativamente, podemos también usar el método des-
cripto en la Observacién 3.2.5. En efecto, consideremos las Z3-variedades
orientables Mar,, Mary de dimensién 8 obtenidas al duplicar los grupos de
Bieberbach I'1, T} (ver Cuadro 4.1.5). Las variedades resultantes estdn ahora
dotadas de una estructura Kéhler.

CUADRO 4.1.5

By Ly, Lb/1 By Ly, Lb/2 B3 Ly, Lbé
1 1 12 172 1 12 172
1 1/2 1 172 1 12 172

1 12 -1 -1 12
-1 1 172 | -1 1/2
1 1 172 172 1 172 1/2
1 1/2 1 1/2 1 172 172

1 172 -1 -1 12
-1 1 1/2 | -1 1/2

Comparando los nimeros de Sunada, vemos que Mqr, y Mgr; son isos-
pectrales. Ahora miramos la condicién (1) en (3.2.5). Para dI'; tenemos

307 = —1, 61090506 = —1, 01020506 = 1.

Las dos ultimas ecuaciones son claramente no compatibles, por lo tanto
Mar, no admite estructuras spin. Por otro lado, para dI'} tenemos

0906 = —1, 61040508 = —1,01020506 = 1,
por lo tanto esta variedad admite 27 estructuras spin dadas por

e = (01, 02,03,04, —01, =02, 07,04, 01€4€8, 02€3€7).
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CAPiTULO 5

El espectro del operador de Dirac torcido en
variedades compactas planas

En este capitulo introducimos el operador de Dirac, D,, actuando en
secciones del fibrado spinorial S,(Mr,¢€) (ver (5.1.2)) torcido por una repre-
sentacién unitaria de dimension finita p de I'. Daremos férmulas explicitas
para las multiplicidades de los autovalores del operador D, en una variedad
compacta plana spin (Mr,e) arbitraria. En particular, daremos la dimen-
sién del espacio de spinores arménicos b = dim ker D,,. También daremos una
expresion general para la serie eta 7),(s) asociada a D,. Como aplicacién,
usaremos esta expresion para calcular la serie 7),(s) y los invariantes 7, de
Z&-variedades (Capitulo 6), de ciertas Z,-variedades, con p primo (Capitulo
8) y de una familia de Z4-variedades (Capitulo 9).

5.1. Operadores de Dirac torcidos

Fibrados spinoriales. Sea Mt una variedad plana spin con estructura
spin ¢ dada por (3.1.1) y (3.1.2). Los fibrados vectoriales complejos sobre
Mt estan en correspondencia biunivoca con las representaciones unitarias
complejas p : I' — U(V) de I'. Por conveniencia, en este trabajo sélo conside-
raremos representaciones p de I' tales que pjy = 1.

Recordemos que si (L, S) es la representacién spin entonces dim(S) = 2™
con m = [5]. Ademas, si n es impar entonces L es irreducible, mientras que si
nes par, S = ST @S, donde ST son subespacios invariantes irreducibles de
dimensién 2™, Sea V un espacio vectorial. Como B(R™) ~ R" x Spin(n),
el grupo Spin(n) actiia a derecha en B(R") x S® V (ver Seccién 3.1) por

(byw @) - g = (bg, L(g~")(w) ® v)
y esta accion define una relacién de equivalencia tal que
((z,9),w®v) ~ ((z,1), L(g)(w) @ v)

para x € R", g € Spin(n), w®@v e S V. )
Existe un isomorfismo de fibrados del fibrado asociado B(R") X 1g14S®@V
sobre el fibrado vectorial R x (S ® V'), dado por

((z,9),w @ v) = (z, L(g)(w) © v).

Consideremos p : I' — U(V) una representacién unitaria de dimensién
finita de I' tal que p|y = 1. Incorporando esta p a la accién de I' se tiene

43
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que v - ((z,9),w®@v) = ((yx,e(v)g), w ® p(y)v) (ver discusién después de
(3.1.1)), y la correspondiente accién de v = BL, € ' en R" x (S® V)
esta dada por

(5.1.1) Y (@0 @) = (v, L) W) @ p(y)(v).

De este modo tenemos que el fibrado T'\(B(R™) X g (S ® V)) — T'\R"
definido por ¢, es isomorfo a

(5.1.2) S,(Mr,e) =T\(R"x (S®V)) — I'\R" = Mr.

Este dltimo es el fibrado spinorial de Mrp torcido por p (o con coeficientes

en V). Tal fibrado depende de ¢ y de p.

Campos spinoriales. Denotemos por I'*°(S,(Mr,€)) el espacio de sec-
ciones C* de S,(Mr,¢), o sea el espacio de campos spinoriales de Mp. Sea
Y :R" - R" x (S® V) dada por ¢(z) = (z, f(z)) donde f: R" - S®@V
es diferenciable. Tenemos que 1 define una seccién de I'\(R" x (S ® V))
si y s6lo si ¢Y(yx) ~ P(x), esto es, siy sblo si Y(yx) = Y (x), para algin
7 € T'. Es decir, si y sélo si 3z = vz y 7f(x) = f(yz). Como I' actia
libremente en R", este es el caso si y sblo si 4 = v y mds aun f satisface
f(yz) = (Loe® p)(v)f(x). En otras palabras, podemos identificar

I(Sy,(Mr,e)) ={f :R" - S®V suave : f(yzx)=(Loe®p)(v)f(z)}.
En particular, en el caso del toro Tp = A\R", si ¢)(x) = (z, f(z)) es una
seccién de A\(R™ x (S ® V')) entonces, puesto que pjy = 1,
(5.1.3) P+ 3) = (LEO) © 60) f(2) = 5-0) ()
donde 6. es el caracter de A inducido por € (ver Definicién 3.1.5). Luego f

es dc-equivariante. Reciprocamente, si f : R — S ® V es d.-equivariante
entonces 1 (z) = (x, f(x)) es un campo spinorial en Ty.

Ahora, 6. € Hom(A, {£1}), por lo tanto existe u. € R" tal que
55()\) — e27riu5~)\
para todo A € A. Sea
Al = A" 4w,
donde A* es el reticulo dual de A. O sea, A* = {X € R" : 2™ A =1 X € A}
y A ={N eR": 2NN = 5 (A), )\ € A}. Si A, ..., A\, es una Z-base de A,

sea A,..., A\ la base dual y definimos los conjuntos
(5.1.4) JE={ie{l,...,n}:6.(\) =e(Ly,) = £1}.
Entonces tenemos
(5.1.5) ue =13 X mod (A*)
ieJs
y ademas

(5.1.6) A= P zyje P (Z+ )N,

jeJd jeJs
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Para u € A}, w € S® V consideremos la funcién
(517) fmw(x) = fu(x)w = eQTri’u;:Ew'

Es claro que f, . es d.-equivariante y por lo tanto ¢y (z) = (x, fuw(z))
define un campo spinorial en Ty.

El Laplaciano spinorial y el operador de Dirac. Sea (p,V') una repre-
sentacion unitaria compleja de dimensién finita de I' tal que pjy = 1. Deno-
taremos por x, y d, al cardcter y a la dimensién de p, respectivamente.

Si Mt es una variedad plana dotada de una estructura spin €, denotemos
por Ay , al Laplaciano spinorial torcido por p actuando en secciones C* del

fibrado S,(Mr,¢). Esto es, Ay ,f(x) = > 1 & (). Més precisamente, si

i=1 52
Y(x) = (x, f(x)) es un campo spinorial donde f(z) = Zle fi(x)w;, con
fi €C®(R",C) y {w;}{_, es una base de S ® V, tenemos

(5.1.8) Agpth(z) = (w,zd:Afi(m)wo,
i=1

donde A es el Laplaciano en funciones en Mrp.
Es féacil ver que para u € A, w € S® V, toda f, , como en (5.1.7) es

£
una autofuncién de A , con autovalor —472||ul?, es decir

As,p fu,w = _471'2”“”2fu,w-

Sea {ej,...,e,} una base ortonormal de R™ y sea ¢ como antes. El
operador de Dirac torcido por p, D,, estd definido por

n
(5.1.9) Dyi(x) = <x > e a%f(ﬂﬂ))

i=1
donde e; actia por L(e;) ® Id en S® V. A menudo haremos abuso de no-
tacion y asumiremos que D, actia en la funcién f, donde 9 (z) = (z, f(x)),
escribiendo

Dpf(x> = Zei ) {%f(a:),
=1

donde - denota multiplicacién de Clifford por e;.

Se tiene que D, es un operador diferencial eliptico de primer orden
definido en el fibrado spinorial S,(Mr,e) de Mr. Ademds, D, es simétri-
co, esencialmente autoadjunto y no depende de la base ortonormal de R"
elegida. El operador D, tiene espectro discreto de autovalores reales de mul-
tiplicidad finita y satisface

D> = —A,,.
La elipticidad de D, asegura que su espectro determina el volumen, vol(Mr),
y la dimensién, n, de Mr. En efecto, D, satisface la ley asintética de Weyl:

a N 2ln/2 yol (Mr)
tmoo 7 (4m)ET(2 4 1)
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donde N(t) es el nimero de autovalores A tales que |A| < t.
Denotaremos por Specp(Mr,e€) el espectro de D, cuando p quede so-
breentendida.

OBSERVACION 5.1.1. Dada una variedad compacta plana spin (M, €),
para cada representacién p del grupo fundamental 71 (Mr) = T se tiene un
fibrado spinorial S,(Mr,e) y un operador de Dirac torcido D, actuando
en secciones de éste. Si uno estd interesado en comparar espectros entre
pares (o familias) de variedades, el caso mds simple es considerar variedades
con el mismo operador D, asociado (por ejemplo, (p,V) = (1,C)). Dos
casos particulares en que p “estd fija” se destacan por su interés. El primero
es cuando la representacién p se “extiende” a SO(n), es decir existe una
representacién « : SO(n) — U(V) tal que p = r o a. Notar que pjp = 1. En
el segundo, se parte de una representacién 3 : Spin(n) — U(V) y se toma
p = [Boe. Ahora, pj resulta un cardcter de A con imagen {£1}. Claramente,
toda representacion p de tipo a como arriba da lugar a una de tipo f.

5.2. El espectro del operador de Dirac torcido

Comenzamos calculando la accién de D, en las secciones fy wgo con
uwe Al weS,ve V. Tenemos
o %)
Dpfuwsn(®) = Y ej- 5wy
- 0$j
J=1
2mi{u,x)

= 2mie U'U)@U:Qﬂ-iu'fu,w@v(x)

donde - denota multiplicacién de Clifford a izquierda, o sea u-w = L(u)(w).
Ahora, para cada u € R™ ~ {0}, fijamos (, ) un producto interno en S tal
que L(u) es skew-Hermitiano, luego (, ) es Spin(n)-invariante. Notar que
L(u)? = —|ul*Id.

Para cada u € A} con ||ul| = u, p > 0, sea {wf}?i{l una base ortonor-

mal del autoespacio de L(u) con autovalor asociado Fi||ul|. Sea {vk}Z”: | una
base ortonormal de V. Si ponemos

(5.2.1) j]k(x) = fu7wji®vk (x) = 627”'“'3”115E ® Vg,

parau € A}, 1 <5< 2m—ly 1<k < d,, entonces tenemos
+ +
Dpf gk = :l:27T||u” fu,j,k’

u

es decir, ffj L €EH ;—L, el espacio de autosecciones de D, con autovalor 42 .

En el caso en que u = 0, w # 0, por (5.1.3), la funcién constante
fow(z) =w con w € S®V define un campo spinorial si y sélo si

Jow(x +A) = 6:(A) fo,w (),

para cada A € A. Esto es, si y s6lo si ¢ = 1, la estructura spin trivial.
Més atin, fo., es una autoseccién de D, con autovalor 0, o sea un spinor
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armonico. Reciprocamente, si D,f = 0 entonces también A, ,f = 0. Luego,
sigue de (5.1.8) que f = fo. para algin w € S® V, o sea f es constante.
Denotaremos por Hy al espacio de spinores armonicos. Si n es par, las
secciones de la forma fo., con w € ST ® V (resp. S~ ® V) son llamadas a
menudo spinores arménicos positivos (resp. negativos). En este caso

Hy=H{ @ Hy ,
donde HJ y Hy denotan respectivamente los espacios de spinores arménicos
positivos y negativos.
Notacion. Si pn > 0 ponemos diu(A,z—:) = dim Hf, las multiplicidades de
los autovalores £2mp. Si p = 0, sea d,o(A,e) := dim Hy y, si n es par,
do(A,€) == dim H .

El siguiente resultado muestra que el espectro Specp, (Th, €) del toro Ty
estd determinado por la cardinalidad de los conjuntos

(5.2.2) A, ={ve Al : [l =pu}
donde A} es como en (5.1.6).

PROPOSICION 5.2.1. Sea £ una estructura spin en el toro Ty = A\R" y
sea m = [5]. En la notacion previa, tenemos:

(i) Ho=S®V sie=1y Hy=0 sie # 1.

(ii) Si > 0, entonces

Hy =span{f, iu €Al 1<j<2™ 1 1<k<d)}

donde ficjk es como en (5.2.1).
La multiplicidad del autovalor £2mp de D, es igual a

+ m— *
dp,,u(Avg) =2 ldP’Aa,u|

con A%, como en (5.2.2). Mds ain, ||f;tjk\| = vol (TA)'/? para cada u, j, k.

DEMOSTRACION. Las afirmaciones en (i) son claras por los comentarios
previos a la proposicién. Ahora, definimos el espacio L2(A\R";é.) por

{f:R” —C|flx4+X) =0\ f(x) para e A,z e R" y / 1f? < oo}
T
y similarmente L?(A\R",S ® V;J.) usando funciones a valores en S® V.
Para cada u € A%, la funcién f,(z) = €™ ¢ L2(A\R™;.). En el caso
e = 1, el teorema de Stone-Weierstrass implica que el conjunto {f, : u € A*}
es un sistema ortogonal completo de L?(A\R"). Como A} = A* + u., el
conjunto {f, : u € A’} es un sistema ortogonal completo de L?(A\R™;6.).
Ahora, si para cada u € A} dado, elegimos una base ortonormal B, de
S ® V de autovectores de L(u) ® Id, entonces es claro que esto implica que
el conjunto

(5.2.3) {fuw(®) s ue A, we B,}
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es un sistema ortogonal completo de L2(A\R",S ® V;4.). Mas atn, cada
fuw €s una autofuncién de D, con autovalor £27|ju||, luego vale (ii). O

OBSERVACION 5.2.2. Si A es el reticulo canénico (o ctibico), entonces

(5:24) Azl ={(m1,...omp) €27 > mI+ Y (my+3)? =P},
jeJd jeJs

donde Jai son calculados respecto a la base canénica de R™. Observamos que

|JZ| (6 |JZ|, ver (5.1.4)) determina la multiplicidad de los autovalores 27y,

para cada pu > 0, por (5.2.4) y por la férmula de multiplicidad en (ii) de la

Proposicién 5.2.1. Luego, para cada p fija, Specp,(Th,€) estd determinado

por |J=| (6 por |J]), es decir

Specp,(Ta,€) = Specp,(Tx,e') & |JZ|=|J2] < |JF|=|J0]

Nuestra meta ahora es obtener una féormula de multiplicidades para los
autovalores +2mu, p > 0, del operador de Dirac actuando en campos spino-
riales torcidos de una variedad compacta plana spin (M, ) arbitraria. Vere-
mos que sélo los elementos en I' tales que B € F; (ver Definicién 1.1.5)
contribuirdn de manera no trivial a la formula. Uno de los ingredientes en
la férmula serd un signo, asociado a cada par vy, u, con v = BLy, u € A* fijo
por B. Este signo es crucial y aparece al comparar las clases de conjugacién
en Spin(n — 1) de dos elementos x,y € Spin(n — 1) que son conjugados
en Spin(n). Por el Lema 2.2.2, dados dos elementos z,y asi, entonces y es
conjugado a z 6 a —ejxe; en Spin(n — 1).

Notacion. En lo que sigue escribiremos x ~ y si x e y son elementos de
Spin(n) conjugados en Spin(n — 1).

Siy=BL, € A\l'y ue (R")B < {0}, sea h, € Spin(n) tal que
(5.2.5) hyuh,t = ||lullen.

Como Bu = u se tiene que u(hye(y)hyt)e, = e,. Luego, por el comentario
posterior a la Definicién 2.2.5 se cumple que

hue(y)hy,' € Spin(n — 1).
Necesitaremos hacer la siguiente eleccion.

DEFINICION 5.2.3. Fijemos un elemento x en el toro maximal T' de

Spin(n — 1) que sea conjugado en Spin(n) a () (si n es impar, T,, = Tj,—1,
ver (2.1.11)). Definimos o.(u,z,) = 1 si hy,e(y)h, ' es conjugado a x- en
Spin(n — 1) y 0<(u,z,) = —1 en caso contrario, es decir

1 si hue(Y)ho! ~
5.2.6 = " ’
( ) oe(t; 25) { -1 caso contrario.

Notar que o.(u,z~) es independiente de la eleccién del h,. Por conve-
niencia, simplemente escribiremos o(u, ) cuando ¢ esté sobreentendido.
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OBSERVACION 5.2.4. Si n es par, entonces o(u,z,) = 1 para todo u,
por Lema 2.2.2. También, si v es tal que np, > 1 entonces, argumentando
como al final de la prueba del Lema 2.2.2, vemos que o(u,z,) = 1 para
todo w. Ademds, si x no es conjugado a —e; ., €1 en Spin(n), entonces, por
definicién, o(u, —e; z, €1) = —o(u, ). Més atn

o(—u,zy) = —o(u,z,) y o(au, zy) = o(u, z4)
para cada a > 0, pues podemos tomar hy, = hy.

Con las notaciones de arriba, para cada v = BLye I' y i > 0, ponemos

(5.2.7) eu,’y,a(és) pp— Z U(U,.’L‘v) o 2miud

u€(Az )P

donde (A;’#)B ={veA,: Bv=uv}yA;, es como en (52.2). Cuando
o = 1 s6lo escribimos e, ,(0:) en lugar de e, , 1(d¢), por conveniencia. Notar
que ey ;a0 = |A}, .|. Como es habitual, denotaremos por x,, x, vy X, los
caracteres de p, L y LT, respectivamente.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado més importante

de este capitulo.

TEOREMA 5.2.5. Supongamos que I' un grupo de Bieberbach con reticulo
de traslaciones A, grupo de holonomia F' ~ A\I' y que la variedad compacta
plana M = T\R" admite una estructura spin . Sea p una representacion
de I' y D, el operador de Dirac asociado. Entonces, para cada p > 0 la
multiplicidad d;f#(F,E) del autovalor £2mp de D, estd dada por

(5.2.8) Ay (To8) = D X0 eun(d:) Xy, ()
~yeA\T
St M es par y por

=t (X w0 enx,. @)+

1

v €A\
B¢ F
(5.2.9) '
—2miu-b
o X ety )
v € A\l ue(Az ,)B n—1
BeF;

sin es impar por, donde e, ~(5:) es como en (5.2.7), Fi como en (1.1.6), y
x, o(u, ) como en la Definicion 5.2.3.
Sea p=0. Sie|p # 1 entonces dpo(I';e) = 0. Si gy =1 entonces

(5.2.10) dpo(T.e) = i1 D X,(7) Xy, (e(7)) = dim(S@ V).
yeA\T

Notar que los sumandos en (5.2.8) y en (5.2.9) son independientes del
representante v mod (A) y de la eleccion de x-, pero en general los factores
individuales no lo son.
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DEMOSTRACION. Inicialmente procedemos de manera similar a [MR3]
y [MRA4]. Tenemos que

L2(S,(Mr,€)) = LX(S,(Th, )" = @D ()" @ (1;)") © Ho"
>0
Luego, dfof“(r,e) = dim (Hff)r, para 1 > 0, y d,o(T', &) = dim Hy". Se tiene
la proyeccién pff de H lf sobre (Hff)r dada por
> Mg
yEA\T

Por lo tanto

dim (Hf)F = trpff = V\iifl Z tr(’yle)
~yEA\T

y similarmente para dim Hy', con Hy en lugar de H ;—L
Luego, por (ii) de la Proposicién 5.2.1, tenemos que calcular para v € T,

2m1d

(5.2.11) by gt = VOI Z SN - faim Fin)-

EA*Hjlkl

Recordemos, de (5.1.1), que v € I' actia en secciones ¢ (z) = (x, f(z))
via v - (z) = (yx, (Loe @ p)(7) f(x)). Luego hay una accién de v en f dada
por

v f(x) = (Loe @ p)(7) f (v ).
Como vt = L_3B~!, por (5.2.1) tenemos:
(5.2.12) 7 FE () = e 2 BT [e())u @ p(y)o

Sea
VE = (T S ) = A<v-fij,<>f,Jk< ) de

Ahora, usando (5.2.12) calculamos:
v = [ fp@)LEm)uF @ p)on, fulauf @ ) da
A

= e E L)) et @ pun wF ) [ RO
Th

= e T L(e(y)) wf ® p(y)vg, wj-t ® vk ) VOl(TA) dBuu-

De esta manera tenemos que

2m—1
i ek Y Y Sl 3 e Lt u).
7j=1

YEMT we (Ar,)B k=1

Ahora, siy=BL, e 'y u € (A;H)B, entonces () € Spin(n — 1,u)
(ver (2.2.5)). Por lo tanto L(e(v)) preserva los autoespacios ST de L(u)® Id
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y podemos considerar la traza de (Loe ® p)(v) restringida a ST ® V. Asi,
finalmente obtenemos

(5213)  d,(Te) =y > trp(y) Y, e PP trL(e(y)) sz
FEA\D ue (A,)P

El préximo objetivo serd calcular las trazas trL(e(7)) g+, mostrando que
se pueden expresar como valores de caracteres de representaciones spin. La
influencia de u sélo aparecerd en la determinacién del signo. Usaremos las
nociones introducidas en la Definicién 5.2.3.

Primero notamos que

tL(e(1) g5 = tr Ll () ) g -
Ahora, usamos el Lema 2.2.6 junto con la Definicién 5.2.3. Si n es impar
y hye(y)hy' ~ x., entonces tr L(hue(’y)hqjl)‘sg = tr L | (z,). Ademss, si
hue(y)hyt # 2., entonces hye(y)hy! ~ —ejz,eq, por lo tanto

tr L(hua(fy)hgl)w; =tr L (—ejzyer) = tr LT ()

pues L(e;) manda ST en ST ortogonalmente. Para n par procedemos simi-
larmente. Luego obtenemos:

tr Ly—1(zy) = X, (z4) n par

5.2.14) trL(e + =
( ) ( (7))“9“ tr L?;fgu’xw)(l'»y) = XLif(luaI“/)("L"Y) n impar‘

Sustituyendo (5.2.14) en (5.2.13) llegamos a que diu(f‘,a) es igual a

X.. . (xy) n par

1 —27miu-b n-l

nal E Xp(7) § e .

[F] . XLH(“M)(Q:V) n impar
YEA\T u € (Af,) n—1

como se afirma en la férmula (5.2.8) para n par. Si n es impar, entonces,
separando las contribuciones de los elementos v = BL; con B € F} de
aquellos con B ¢ Fy (ver Observacion 5.2.4), llegamos a la férmula (5.2.9).

En el caso en que p = 0 podemos proceder de manera similar. Si identi-
ficamos w®v € S®V con la funcién constante fo ,ev, entonces para vy € I'
tenemos

tr Y, = (v - w; ® v, w; @ vg) = X, (7) Xy, (€(7))-

Luego
dim (Hy) = g > vm =7 2 %) X4, (E(7)
yEA\T ~yEA\T
como se afirmaba. Con respecto a la iltima igualdad del teorema,
Ho = {fowsw: (Loe@p)(Nw@v=wev}~(SaV),
pues F' ~ A\I' y A actia trivialmente para ¢ de tipo trivial. O
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OBSERVACION 5.2.6. En ejemplos especificos, las expresiones para las
multiplicidades de los autovalores en el teorema se pueden hacer un poco
mads explicitas sustituyendo x, ~ (2), X, + (74) 6 X, (e(7)) por los valores

1

calculados en el Lema 2.2.1 en términos dneiproductos de cosenos y senos de
tj(xy), donde xy=x(t1(xy),.. .,tm(2,)) en la notacién dada en (2.1.6).

OBSERVACION 5.2.7. Para i > 0, sea
dpu(Tse) := dZH(F,e) +d,,(T¢).

Notar que, como Dz = —A, ,, entonces d, ,(I', €) es precisamente la multi-
plicidad del autovalor 472u? de —Ag . Luego tenemos:
(5.2.15) dpu(Tie) = G5 D° (0 €un(8) Xy, (27)

~yEA\T

donde a(n) = 1 6 2 dependiendo si n es impar o par respectivamente. Es
claro que isospectralidad con respecto al operador de Dirac implica isospec-
tralidad con respecto al Laplaciano spinorial, pero veremos que la reciproca
no es cierta (ver Ejemplo 7.2.2).

5.3. Asimetria espectral. La serie eta y el invariante eta.

Podemos descomponer el espectro de la forma Specp(Mr,e) = SUA
donde S y A son las componentes simétrica y asimétrica del espectro, res-
pectivamente. Esto es, si A = 27w entonces A € S si y sélo si

d;“(F, ) = d;’u(].“7 g).

Sin es impar y 0 es un autovalor, incluimos 0 € S por definicién. Decimos
que Specp(Mr,e) es simétrico si A = (). Cuando este es el caso, el espectro
positivo Spec,(Mr, ) = {\ € Specp(Mr, ) : A > 0} y Hy determinan todo
el espectro Specp(Mr, €). La simetria del espectro del operador de Dirac D,
depende de I' y de la estructura spin € de M, pero no necesariamente de p.

Como corolario del Teorema 5.2.5 tenemos el siguiente resultado que dice
que si todos los elementos del grupo de holonomia de una variedad plana
tienen autovalor 1 con multiplicidad mayor que 1 entonces el espectro del
operador de Dirac, D,, es simétrico. En particular, esto siempre pasa si la
dimensién es par.

PROPOSICION 5.3.1. Sea (Mr,¢e) una variedad compacta plana spin de
dimension n. Sin es par, o sin es impar y ng > 1 para todo v = BLy € T’
(i.e., F1(T") = 0), entonces el espectro del operador de Dirac D, es simétrico.

DEMOSTRACION. Si n es par, la afirmacién es automadtica por (5.2.8). Si
n es impar, por (5.2.9) y (2.2.2) vemos que d; ,(T',¢) —d, (T, ¢) es igual a

(5.3.1) (Q‘Q‘m Z v) €ur (0 Hsmtj T)
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donde =y = z(ti(z4),...,tm(zy)), en la notacién de (2.1.6). Es claro que
v satisface np > 1 si y sélo si ty(x,) € 7Z, para algin k, luego en este
caso H;”Zl sint;(zy) = 0. Asi, si np > 1 para todo 7, (5.3.1) implica que el
espectro del operador de Dirac es simétrico. O

Serie eta. Nuestro proximo objetivo sera derivar una expresion para la
serie eta asociada a D,, 1 )(s), de una variedad compacta plana arbi-
traria Mp con estructura spin . La serie eta fue introducida por Atiyah-
Patodi-Singer en [APS] como una medida de la asimetria espectral (ver

Introduccién).
Consideremos
1 dt,(T,e)—d, ,(T,¢)
5.3.2 NN = Ll LA
632 Y W= Y e
X € Specp(Mr,e) ME%A
A#£0

Se sabe que esta serie converge absolutamente para Re(s) > n = dim(Mr)
y define una funcién holomorfa 7 ,.)(s) en ese semiplano, que tiene con-
tinuacién analitica a todo C con posibles polos simples en {n — k : k € Ny}
y que resulta holomorfa en s = 0. Estos hechos son bastante delicados
y estdn probados en un contexto mucho més general (operadores pseudo-
diferenciales de orden m € R) en tres trabajos [APS, 2, 3] en el caso n
impar, y en [Gi2] para el caso n par. Ambos casos se encuentran tratados
simultdneamente en [Wod]. Luego, se define el invariante eta de (Mr, e) con
respecto a D, por

(5.3.3) r,p,e) *— n(F,p,s)(O)'

Por la Proposicién 5.3.1, n(s) =0sin=2mosin=2m+1y F; = (. En
general, se sabe que sin Z3 mod (4) entonces 7(s) = 0 para toda variedad
Riemanniana M. A menudo escribiremos 7(s) y 1 en lugar de 7 ,.)(s) ¥
(T p,c), Para simplificar la notacion.

Como consecuencia del célculo explicito de las multiplicidades (Teorema
5.2.5) y de los caracteres de las representaciones spinoriales (Lema 2.2.1) se
puede dar la siguiente expresién para la serie eta de una variedad compacta
plana spin arbitraria.

PROPOSICION 5.3.2. Sea T un grupo de Bieberbach de dimension impar
n=2m+1=4r+ 3 con grupo de holonomia F y sea € una estructura spin
en Mr = I'\R". Entonces la serie eta de Mr con respecto a D, estd dada
por

7)™ i . € Y0 5
(5:34) Mrpe(s) = g . x,(0 [[sinti(@) Y ”TMEE)
v e A\l Jj=1 /LG%A
BeF

donde €,5,0(0c) =D e(az 18 0 (U, T+) e=2mb como en (5.2.7) vy, en la no-
e,p
tacion de (2.1.6), xy = x(t1(2y), ..., tm(z4)).
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DEMOSTRACION. Por (5.2.9) y la Proposicién 5.3.1, d7 (T, e) —d, (T ¢)
es igual a

BN 00 D T (e — X e ) (59)

v e A\F UE(A;H)B n—1
BeF,
_omiub
= @m0 Y e o(uzy) (xpr X )(@)
v € A\D u€(Az ,)B
BeF;

Ahora, usando (2.2.2) tenemos

m
d;u(F,a) — dp’#(I‘,e) = (@' X, (7) €uy,0(0e) H sint;(x,).
v € A\’ Jj=1
BeF;
Sustituyendo esta ultima expresién en (5.3.2) la proposicién sigue. O

OBSERVACION 5.3.3. Sea g € Spin(n). Si n es par,

Xr+(9) — xp-(9) = Str Ln(g)

es la supertraza de Ly (g). Segun la Proposicién 3.23 en [BGV], tenemos la
expresion:

Str Ly(g) = i "/ sgn(g) |det(Id,—1 — p(9))|"”

donde sgn(g) € {£1} es un signo que estd definido en [BGV] justo antes
de la Proposicién 3.23 y p es el cubrimiento (2.1.5). Luego tenemos una
expresion alternativa para la serie 7 ,.)(s) en términos de determinantes
dada por:

T 3" san(es) x, () /1 det(dy 1 — )| Y
v e AT }LG%A
BeF

€puy,0(0e)
|]®

Aqui, como z € Spin(n — 1) tenemos que p(z,) € SO(n —1) y por (2.1.12)
se tiene p(zy) = xo(2t1(xy), ..., 2tm(xy)).

OBSERVACION 5.3.4. En la Proposicién 6.2.1 daremos una expresion bien
explicita de la serie 7(s) y calcularemos el invariante 7 para cualquier Z5-

variedad spin. Mostraremos que una variedad Mt de este tipo puede tener
n =06 n # 0, dependiendo de la estructura spin.

Apéndice: Relacién con el Teorema del Indice

Sea M una variedad con borde OM = N. Toda estructura spin ¢ de
M induce una estructura spin ey en N (ver [LM]). Siguiendo a [APS], se
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puede considerar el operador de Dirac en M, D)y, bajo ciertas condiciones
globales de borde. Luego el indice de D) estd dado por

_do+ 1N

2

donde A(M) = [,, A(p) es el invariante llamado A-genus de M (aqui, A(p)
es el A—polinomio de Hirzebruch en las formas de Pontrjagin p;), ny es el
invariante eta asociado al operador de Dirac restringido a N, Dy, y dy =
dimker Dy (ver [APS, Thm. 4.2]). Por este motivo, algunos autores usan
$(do+n(0)) en lugar de 7(0) como la definicién del invariante n para (M, ).

Ind(Dy;) = A(M)

Se sabe que si M es una variedad compacta spin de dimensiéon n par
entonces A(M) € Z y si n = 4k entonces A(M) € 2Z. Por otra parte, to-
da variedad compacta plana es borde de alguna variedad compacta ([HR]).
Entonces aplicando el teorema del indice podemos deducir el siguiente re-
sultado

PROPOSICION 5.3.5. Sea (Mr,er) una variedad compacta plana spin de
dimension n = 4r + 3. Si alguna variedad compacta M tal que OM = Mrp
admite una estructura spin € tal que la estructura spin inducida en Mr, €.,
coincide con la estructura spin de Mr, er, entonces n + dg es par, es decir

EMp = €T — n—+dy € 27.

En muchos casos, por ejemplo para las Zg—variedades (ver Teorema
6.1.2), si n # 0 entonces dy = 0, luego la conclusién de la proposicién es
que 1 € 27 (ver Proposicion 6.2.1). Comparar también con los resultados del
Capitulo 8 para Z,-variedades, p primo, y del Capitulo 9 para Z4-variedades.

Sea Mrp la dnica Zs-variedad de dimensién 3 (tricosm). Esta variedad
tiene dos estructuras spin €; y €2 y se tiene que 1., = —% YV Ney = % (ver
Ejemplo 8.2.5). Por la proposicién, como dy € Z, si M es una variedad
compacta con borde M = Mr, o bien M no es spin o bien M es spin
pero ninguna estructura spin € de M es compatible con la de Mr, esto es
EMp F iyt =1,2.

OBSERVACION 5.3.6. Sea N = OM. No es cierto que toda estructura
spin en N induce una estructura spin en M. Por ejemplo, S' = 9D? tiene
dos estructuras spin, pero D? tiene una sola.






CAPiTULO 6

Espectro de Dirac en Z-variedades

En este capitulo estudiaremos el operador de Dirac con mas detalle en el
caso particular de las Z5-variedades, una clase muy rica de variedades planas.
El grupo de holonomia F es isomorfo a Z§, pero la accién de holonomia
no es diagonal en general. Atin en el caso en que k = 2 se sabe que hay
infinitas representaciones de holonomia indescomponibles y que dan lugar a
(al menos) un grupo de Bieberbach (ver [BGRY]). Para k£ > 3 no se conoce
una clasificacion. En dimensién n, el caso k = n—1 corresponde a la llamadas
variedades de Hantzsche-Wendt generalizadas, estudiadas en [MR] y [RS].
Esta clase, que consiste solo de variedades de tipo diagonal, es todavia muy
grande y serd usada en el capitulo 7 para construir familias enormes de
variedades Dirac-isospectrales no homeomorfas de a pares.

Si T tiene grupo de holonomia Z&, entonces T' = (v1,...,7, A) donde
vi = B;Ly,, B; € O(n), b; € R", BBA = A, B} = Id y B;B; = B;B,,
para cada 1 < 4,5 < k. Veremos que, algo sorprendentemente, las férmulas
de multiplicidades para estas variedades en el Teorema 5.2.5 toman for-
mas extremadamente simples (ver (6.1.4) y (6.1.5)). Esto permitira exhibir,
en un capitulo posterior, conjuntos de variedades Dirac-isospectrales muy
grandes. También, caracterizaremos todas las Zg—variedades spin con espec-
tro de Dirac asimétrico y obtendremos expresiones bien explicitas para la
serie eta 7(s) y el invariante 7.

6.1. Espectro de Dirac y spinores armoénicos.

Sea F; como en (1.1.6). En el caso de las Z5-variedades, F} es el conjunto
de los B € O(n) Nr(I") tales que B es conjugado en O(n) a la matriz
diagonal diag(—1,...,—1,1). El préximo lema serd muy ttil en la prueba
del Teorema 6.1.2.

LEMA 6.1.1. Si T es un grupo de Bieberbach con reticulo de traslaciones
A y grupo de holonomia Z’f entonces los elementos en Fy pueden ser si-
multdneamente diagonalizados en A, esto es, existe una base f1,..., [, de
A tal que Bfj = £ f;, con 1 < j <n, para cada BL, € I' con np = 1. Mas
ain, T' puede ser conjugado por algin Ly, p € R™, a un grupo I tal que
2b € A para cada BL, € T" connpg = 1.

DEMOSTRACION. Sea BL; € T con ng = 1. Luego BA = A y es un hecho
bien conocido que A se descompone, con respecto a la accién de B, como
A = A1 @Ay donde Ay (resp. Ag) es una suma directa de subrepresentaciones

57
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enteras de rango 1 (resp. 2). Aqui, B actiia diagonalmente en A; mientras
que Ao es una suma directa de subgrupos en los que B actia por J =
[93]. Ahora, no es dificil verificar que como I' es Bieberbach, entonces la
proyeccién 2bT € A de 2b sobre (R™)? no puede estar en As, de otro modo
algun elemento de la forma BLy,y, con A € A, seria de orden finito (ver
[DM], Prop. 2.1). Luego, la multiplicidad del autovalor 1 para B es por lo
menos 1 en Ay. Si ademés As # 0, entonces ésta serfa por lo menos 1 en Ao,
por lo tanto ng > 2, lo cual es imposible pues B € F;. Luego Ay = 0 para
todo B € F1, y por lo tanto cada B asi puede ser diagonalizada en una base
de A (Ver Lemma 3.3 en [RS] para una prueba diferente).

Falta mostrar que esto puede ser hecho simultdneamente en A para to-
dos los elementos en F). Para ver esto, enumeramos los elementos en FY:

By,...,By. Sea f1,..., fn, una base de A que diagonaliza a B,. Reordenan-
do, podemos asumir que B, f, = f, v B.f; = —fj paral < j < n — L
Claramente f, es ortogonal a f; para j < n. Ahora, para i =1,...,r — 1,

B;f, = £ f, pues B; conmuta con B,, y en verdad se tiene B;f, = —fn,
pues de otro modo tendriamos que B; = B,., puesto que B; € F;. Ahora, las
matrices By, ..., B,_1 € F} y dejan invariante a A’ := Z-span{ f1,..., fn_1}-
Asi, por induccién, By, ..., B,_1 pueden ser diagonalizadas simultdneamente
en alguna Z-base de A’. Juntando esta base con f,, obtenemos una base de
A que diagonaliza a Bq,..., B,. La prueba de la segunda afirmacién sigue
de la misma manera que en el Lemma 1.4 en [MRA4]. O

Veremos que para una Z’g—variedad spin, solo el elemento identidad, Id,
y a lo sumo un elemento BL; € I" con ng = 1, contribuiran a las férmulas
de multiplicidades de manera no nula.

Observar que dado v = BL, € T' . A, como B? = Id, entonces B es

conjugada en SO(n) a una matriz diagonal de la forma
diag(—1,...,—1,1,...,1)
N———
2h

con 1 < h < m donde m = [5], por lo tanto £(7) es conjugada en Spin(n) a
+gp, para algin 1 < h < m, donde
(6.1.1) gh i=e1---egp € Spin(n).

Mas atn, si n = 2m entonces h < m, pues B = —Id no puede ocurrir
para BL, € T', ya que T es sin torsién. Luego, resulta que g, € Spin(n — 1)
y como gn, v —gp son conjugados (ver Corolario 2.2.4), entonces podemos
tomar z en la Definicién 5.2.3 igual a g, con h que depende de +y. De ahora
en adelante en este capitulo asumiremos que

Ty = G-
Necesitaremos el hecho que (ver Lema 2.2.1), si n = 2m, entonces
+2m-lim  h=m

1.2 =
(6.1.2) e ={ AN
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y ademads, para un n arbitrario se tiene
(6.1.3) Xz, (gn) =0 para cada 1 < h < m.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y probar el resultado principal
del presente capitulo.

TEOREMA 6.1.2. Sea (Mr,¢) una Z5-variedad spin de dimension n, y
sea Fy como en (1.1.6).

(i) Si Fy = 0, entonces Specp,(Mr,€) es simétrico y las multiplicidades
de los autovalores £2mp, p >0, de D, estdn dados por:

(6.1.4) dr,(T,e) =2""""1d, |AL .
(ii) Si Fy # 0 entonces Specp,(Mr,€) es asimétrico si y sdlo si se
cumple que: n = 4r + 3 y existe v = BLy € I', connpg =1 y x,(v) # 0,

tal que B|y = —6:1d. En este caso, el espectro asimétrico es el conjunto de
autovalores

A= Specp, (Mr,e) = {£2mp; : i = (j + )| f 7, 5 € No}
donde AP = 7f. Si ponemos o, := o ((f - 2b)f, gm) tenemos:
27 (dy [AL | £ 200 (1) X, (1) 1= py,
2kl d, Az, bt

El signo o, en (6.1.5) no depende de la eleccion de =f como Z-base de AB.
Si Specp,(Mr, €) es siméltrico entonces diu(f‘,e) estd dada por (6.1.4).

(6.1.5) df,(T,e)= {

(iii) El nimero de spinores armdnicos independientes estd dado por
om—kq step =1
dp,(](r75) — { 14 |A

0 otro caso.
Si k > m entonces Mt no posee estructuras spin de tipo trivial y por lo tanto
Mt no tiene spinores armonicos. Mds ain, si Mr tiene exactamente 2™d,
spinores armonicos entonces Mr =Ty ye = 1.

Nota 1. Observar que el teorema dice que si el espectro de M es asimétrico
entonces M no tiene spinores arménicos no nulos (A # ) = dy = 0).

Nota 2. (iii) del Teorema generaliza un resultado de Pféffle ([Pf, Thm. 6.2]).

DEMOSTRACION. Primero notamos que la contribucién de Id € F' a las
férmulas de multiplicidades (5.2.8) y (5.2.9) es

2" 5y e 1a(6e) = 27 F T AL .
Luego, cuando ningin elemento en F' distinto de Id contribuye de manera

no nula entonces vale (6.1.4).

Si Fy = (), entonces, para cada v = BL, € T' . A, tenemos £(y) ~ gp
con h < m. Luego, como x, = g, tenemos x, (¢(7)) = x,, (9n) = 0 si n
es impar y X+ (e(7)) = X+ (gn) = 0 si n es par, para cada v € T' \ A.

Luego, en este caso, sélo Id EF contribuye a (5.2.8) y (5.2.9) y por lo tanto
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vale (i). Esto implica que, salvo Id, sélo los elementos en F} pueden dar una
contribucién no nula a las multiplicidades y ademads, esto sucede sé6lo si n es
impar.

Ahora, asumamos que n = 2m + 1y Fy # 0. Si v = BL, € T A,
con ng = 1 (luego = = gm), sabemos por Lema 6.1.1 que existe una base
f1,---, fnde A tal que B es diagonal es esta base. Reordenando los elementos
de la base, podemos suponer que

(616) Bfj=—f; (1<j<n), Bfy=/fa, b=3f mod(A).
Sea f1,..., fl, € A* la base dual de f1,..., f,. Es claro que también se tiene
Bfj=—fjparal<j<nyf, = ”]fﬁ, luego Bf], = f/.

Tenemos Af = A* + e, con ue = ), cif; y ¢ € {0, %} para cada j.
Si la contribucién de B a (5.2.9) es no trivial, entonces (AX)? # . Luego,
existe u = X +u. con \ = > d;f}, d;j € Z tal que Bu = u. Esto dice que
para 1 < j < n —1, tenemos ¢j + dj = —c;j — d; y por lo tanto ¢; = 0 para
1 < j <n—1. Por otra parte, ¢, es igual a 0 %, esto es,

7

_ Y
ue =0 o Ue = 5 [p-

2miu-b 6727riu-b

Si us = 0 tenemos Af = A* y luego e para cada u € A*,

pues b € %A, por Lema 6.1.1. Afirmamos que

—2miu-b B
(%: b T (9m) = 0.
ue ;,,u

En efecto, juntando las contribuciones de v y —u en la expresién de arriba,
por la Observacién 5.2.4 y (6.1.3) obtenemos

—2miu-b —27miu-b
e (XLif(lu,gm) +XLiz(17u*9m)>(gm) =e o (U, gm) Xip_y (gm) = 0.

Luego, concluimos que si u. = 0, la contribuciéon de v = BL, € ' N\ A a
(5.2.9) es cero.

Consideremos ahora el caso u, = %fg, estoes, (AH)B = (Z—l—%)ﬂl. Luego,
como £(Ly) = 6:()\) = e2™=A entonces
(6.1.7) e(Ly;)=1 (1<j<n-1) y e(Ly,) =—1.
Ademads observamos que, como

—1=¢(Ly,) =c(v?) =e(7)? = (Fer ... e2m)” = (1),

m es necesariamente impar, o sea m =2r + 1y n = 4r + 3.

Ahora (6.1.7) dice que v = BLj, da una contribucién no nula sélo si

By = —0.1d.

Més atin, como (A2)B = (Z + 3)f}, entonces, para un p > 0 fijo ,
(A2,)P # 0 siysolosip=pj:=(j+3)|fall ™! con j € No. Para p = py,
tenemos que

(AZ,,)7 = {Fus}

&1
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donde uj = (j + 3)f} con j = || fallp; — 3 € No. Otra vez, poniendo juntas
las contribuciones de u; y —u;, obtenemos que la suma, X, sobre (A; M)B en
(5.2.9) es igual a

— 9w b 2miug-b
Y o= e MW XLia(ungm(gm)“‘emw XLi"(*"jygm)(gm)

n—1 n—1

_ (e—Qﬂin'b _ eQWi“j'b) O'(Uj, gm) XL:I: L (gm)

= F2"i" M 5 (uj, gy sin(2mu; - b).
donde hemos usado que XL;l(gh) = —XLLl(gh) por (6.1.2). Si AP = 7Zf,
entonces se tiene que f = £ f,,. Uno puede verificar que
o(uj, gm) = o((f - 20)f, gm) = 0y.

Luego, A
) = oy (=1)

D=

o(uj, gm) sin(2mwu; - b) = oy sin(m(j +
puesto que b = %fn mod (A).
Como m = 2r + 1, finalmente obtenemos que la contribucién de v a la
multiplicidad del autovalor +27u; es

£2" o (1) x, (7).

Ahora, si un elemento v/ = B'Ly € F; contribuye de manera no nula,
es claro, argumentando como arriba, que Bl’ = —¢.1Id, por lo tanto B’ = B.
Como sélo Id y v = BLj dan una contribucién a la férmula de multiplicidad,
esto completa la prueba de (ii).

Finalmente, la primer afirmacién en (iii) del teorema sigue inmediata-
mente de (5.2.10) y las afirmaciones restantes son consecuencias directas de
la primera. (|

OBSERVACION 6.1.3. Excepto el caso muy especial descripto en (ii) del
teorema, el espectro torcido de Dirac de Zg—variedades es simétrico y las
multiplicidades estdn dadas por la férmula simple (6.1.4). En este caso, las
multiplicidades de los autovalores de Dirac para Mr con estructura spin &
estan determinados por las multiplicidades del toro de cubrimiento T con
la estructura spin restringida ga- En efecto, tenemos

diu(F, g) = ok di#(A, E|A)-

OBSERVACION 6.1.4. Sean (Mr,e) y (Myr,e') dos Zk-variedades spin
de igual dimensién con operadores de Dirac D, y D, respectivamente.
Veamos que bajo ciertas condiciones muy sencillas se puede asegurar la
Dirac-isospectralidad de éstas. Consideremos primero el caso de espectro
simétrico. Por el Teorema 6.1.2 Mt y My son Dirac-isospectrales si y sélo
si dp|AZ,] = dp/|A’:,7“\ para todo p > 0. Este es el caso, por ejemplo, si
dp = dy y |A; | = |NZ | Un caso particular de esto es p = p/, A=Ay
+| _ | 7
[ =[5
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Supongamos ahora que el espectro es asimétrico. Entonces Mt y My
son Dirac-isospectrales si y solo si dy|Af || = dy|N'G | para todo p # p;y
dp |2, % 205 (<179, (7) = dy [N, | % 20, (~1)"Hx,, () para todo
J € Ng. En este caso |[J7| = 1 = |J;|. Ademds, como v y 7' son conju-
gados, se puede ver que x,(v) = xp(7') vy 0y = 0. Luego, tenemos el
siguiente resultado: Fijada la dimension y la representacion p, todas las ZIQC—
variedades spin (Mp,€) con espectro asimétrico cubiertas por el mismo toro
de cubrimiento son D ,-isospectrales.

6.2. La serie 7(s) y el invariante .

Como aplicacion del Teorema 6.1.2 calcularemos las serie eta y el inva-
riante eta para una Zé’—variedad spin arbitraria.

PROPOSICION 6.2.1. Sea (Mr,e) una Z&-variedad spin de dimension
n=2m+1=4r+3. Si Spech(Mr, €) es asimétrico entonces, en la notacion
del Teorema 6.1.2, tenemos:

(621 mrpos) = (100, () 27 I (061 = ¢t

donde ((s,a) = > 22 W, con Re(s) > 1 y a € (0,1], denota la funcion
zeta de Hurwitz y donde o, € {£1} es como en (ii) del Teorema 6.1.2.
Por lo tanto, 77(]_"7p75)(5) tiene una continuacion analitica a todo C que

resulta holomorfa en s = 0. Mds ain,

(6.2.2)  nr,o(0) = (1)) x,(y) 27",
(6.2.3)  np,(0) = (4log(T'(7)) +log||f]| — 3log(2m)) n(0).
DEMOSTRACION. Usaremos el Teorema 6.1.2 en el caso especial de la

estructura spin en que el espectro resulta asimétrico, de otro modo 7(s) = 0.
Tenemos

=~ dy, —d,,,;(Ts¢)

P .Uq PHj
(T,p,e) E

\u s

Ahora, de la férmula (6 .1.5) tenemos que
d;;uj (Ie) —d,,, (T e) = (1) oy x,(7) gm—k+1_

Luego, si Re(s) >n

77(1“70,6)(5) = (—1)T07Xp(7)2m k41 Hf” Z
0
IRe— | |
= (-1 ’YXp( )2 (4m)s Z(]—l— ) (]—F%)S

= (=1) oy x, (y) 2" (“4];”) (¢t d) = ¢, D)
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donde ((s,a) es la funcién zeta de Hurwitz, definida para Re(s) > 1y
€ (0,1]. Ahora ((s, «) se extiende a una funcién holomorfa a todo el plano
salvo por un polo simple en s = 1, con residuo 1 (ver [WW], 13.13) luego
la férmula (6.2.1) implica que 7(s) es holomorfa en C.
Ademas, como ((0,a) = % — @, tomando limite para s — 0 en la expre-
sién de arriba obtenemos (6.2.2). También, derivando (6.2.1) y usando que

¢'(0,a) = logI'(a) — 3 log(27) (ver [WW]) llegamos a (6.2.3). O

OBSERVACION 6.2.2. Notar que si (p, V) = (1, C), para las Z4-variedades
spin con k < m, se tiene que n(0) € 2Z. En particular, el invariante eta de
cualquier Zo-variedad spin es un entero par, para n > 3. En dimensién
n = 3, para F' ~ Zy, la proposicién da n = o,. Tomemos I' = (v, Lp)

-1
donde v = [ -1 1} L @y A un reticulo de R3. Entonces Mt tiene espectro

asimétrico sélo para las dos estructuras spin e = (1,1, —1;eje2) y e =
(1,1,—1; —eye2). Luego 1,y = 1 mientras que nr._y = —1 como en [Pf].

EJEMPLO 6.2.3. En este ejemplo respondemos negativamente a la pre-
gunta formulada por D. Schiith: “Se pueden oir los invariantes eta de una
variedad compacta spin?”. En efecto, mostraremos que existen pares de va-
riedades compactas spin, que son isospectrales respecto del Laplaciano, pero
cuyos invariantes eta son distintos.

Consideremos las Z3-variedades My, M} de la Tabla 4.1 y le agregamos
el cardcter (—1,—1,1) tres veces. De este modo obtenemos las variedades
orientables M, M’ de dimensién 7 dadas en la siguiente tabla.

By Ly, bel By Ly, Lb/2 Bz Ly, ng
-1 -1 1
-1 -1 1
/ -1 -1 1
{M, M} 1 172 -1 112
1 172 172 -1 -1o120 172
-1 -1 1/2 1 1/2
1 1/2 1 12 172 1 172

Usando la condicién (1) (ver Observacién 3.2.3) en (3.2.5) se puede ver
que M, M’ poseen estructuras spin € y €' con caracteres

65 = (51752763564755)557 _1) 6&" = ( /1)65)5376217 _]-7 _17_1)7

respectivamente, donde 52‘75; e{£},1<i<h5,1<5<4.

Por el Teorema 6.1.2, M’ tiene espectro simétrico y asf N ey = 0. Si
tomamos cualquier € de modo que 6. = (1,1,1,1,1,1, —1) entonces, por la
Proposicién 6.2.1, tenemos que |1 o) = 232 =2,
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CAPiTULO 7

Isospectralidad del operador de Dirac

En este capitulo consideramos una representacion fija p = a o r donde
« es una representacién unitaria de SO(n). Damos ejemplos de variedades
isospectrales con respecto al operador D, y que son no homeomorfas entre
si de a pares. En los Ejemplos 7.2.1, 7.2.2, 7.2.3 y 7.2.4 comparamos D ,-
isospectralidad con otros tipos de isospectralidad, tales como isospectralidad
del Laplaciano en funciones y en p-formas diferenciables e isospectralidad
de longitudes de geodésicas cerradas con y sin multiplicidades (ver Intro-
duccién). Dos variedades son [L]-isospectrales (L-isospectrales) si tienen el
mismo [L]-espectro (L-espectro). Obviamente, [L]-isospectralidad implica
L-isospectralidad aunque la reciproca no es cierta.

En el Ejemplo 7.3.1 construimos una familia grande (de cardinalidad
que depende exponencialmente de la dimensién) de variedades mutuamente
Dirac-isospectrales.

7.1. Resultados sobre isospectralidad

Como consecuencia de los ejemplos de Dirac-isospectralidad que daremos
mas adelante obtendremos algunos resultados que por conveniencia reunimos
en los siguientes teoremas (comparar con [AB, Thm. 5.6]):

TEOREMA 7.1.1. (i) Existen familias F de variedades Riemannianas,
no homeomorfas entre si de a pares, mutuamente isospectrales con respecto
a D, que no son ni isospectrales en funciones ni L-isospectrales. Ademds,
F se puede elegir de modo que:

(a) Toda M € F (no) tiene spinores armonicos (Ejemplo 7.2.1 (i)).

(b) Todas las M's en F tienen el mismo p-ésimo nimero de Betti,
Bp(M), para 1 < p < n y son p-isospectrales entre si para cada p impar
(Ejemplo 7.2.1 (ii)).

(i1) Existen pares de variedades spin no homeomorfas que son Ag ,-

isospectrales pero no D ,-isospectrales (Ejemplo 7.2.2 (it)).

(i1i) Ezisten pares de variedades spin que son a la vez Ap-isospectrales
para 0 < p < n y [L]-isospectrales las cuales son D,-isospectral, o no, de-
pendiendo de la estructura spin (Ejemplo 7.2.3 (i)).

(iv) Ezxisten pares de variedades spin que son a la vez D ,-isospectrales

y Ap-isospectrales para 0 < p < n las cuales son L-isospectrales pero no
[L]-isospectrales (Ejemplo 7.2.3 (ii)).

67
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(v) Ezisten pares de variedades spin no-homeomorfas entre si que son
D,-isospectrales con grupos de holonomia no isomorfos (Ejemplo 7.2.4).

TEOREMA 7.1.2. Eziste una familia, con cardinalidad dependiendo ex-
ponencialmente de n (o n?), de variedades Riemannianas Kdhler de dimen-
sion n (resp. 2n) no homeomorfas de a pares y que son mutuamente Dirac
isospectrales para varias elecciones diferentes de estructuras spin (Ejemplo

7.3.1, Observacion 7.3.2).

En la construccién de los ejemplos bastard trabajar con n-variedades
planas de tipo diagonal (ver Capitulo 1), con grupo de holonomia Z§ , para
k=1,2yn—1.

7.2. Algunos ejemplos de Zg-variedades Dirac-isospectrales

EJEMPLO 7.2.1 (Zg-variedades). Mostraremos aqui un conjunto grande
de variedades Dirac-isospectrales con holonomia Zy. Recordamos la familia
de Zy-variedades usadas en el Capitulo 3.

Ponemos J := [{}]. Para cada 0 < j,h < n, tomamos
Bj,h:diag(J,...,J,—l,...,—l,l,...,l) y Fj7h:<Bj7hL87n,A>,
J h l

donden=2j+h+1,j+h#0yl>1yA=Ze1® D Ze, es el reticulo
candnico de R". Tomando M, ;, = I'; ,\R" tenemos la familia de variedades
compactas planas

F={Mjp=T;,\R" : 0<j <[252],0<h<n—2j,j+h#0}
Esta familia da un sistema completo de representantes de clases de difeo-
morfismo de Zs-variedades de dimensién n (ver Seccién 3.3).

Recordamos que M;j, tiene 2"~/ estructuras spin (Teorema 3.3.3) para-
metrizadas por las uplas (91, ...,0,,0) € {£1}"T! que satisfacen:

J+h

(7.2.1) 51 :52,...,52]'_1 :(52]‘ y 5n = (—1)J2
Isospectralidad en p-formas. Notar que Bjj, y Bo j4+, son conjugados en
GL(n,R) y por lo tanto x,(Bjn) = Xp(Boj+n) = K, (j + h). Luego, por
(1.4.1), la multiplicidad del autovalor 472 del Laplaciano A, esta dada por

(7.2.2) dpu(Tjn) = %((Z) |A\//7| + Kg(j +h) e“ﬁ(rjvh))
donde e, y K}/(7) son como en (1.4.2) y (1.4.3), respectivamente.

Asi, la existencia de ceros enteros de K/ (z) implicara la p-isospectralidad
de algunas de las M;;, € F. Para algunos hechos sobre ceros enteros de
K (x) ver [KL, p. 76], o [MR4, Lem. 3.9]. Los mas simples son los llamados
ceros triviales, o sea: Si n es par entonces K% (j) = Kj”(%) =0 para cada j

2
impar. Ademds, Kj'(j) = 0 si y solo si K}'(k) = 0.

Luego para n = 2m, todas las variedades {M;} : j + h es impar} son

m-isospectrales y todas las variedades {M; j, : j+h = m} son p-isospectrales
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para cada p impar con 1 < p < n. Sin embargo, genéricamente —es decir,
para p y n arbitrarios— las M, ; no serdn p-isospectrales entre si porque
los ceros enteros de los polinomios de Krawtchouk, salvo los triviales, son
bastante esporadicos y los e, son distintos.

Afirmamos que las variedades en F no son isospectrales en funciones

de a pares. Tomemos p = 1. Entonces A; = {%e1,...,+e,} v A?j’h =
B; .
{£e2jtht1,- -, Fen}, luego (M| = 2n y [A™"] = 2(n — (2§ + h)) = 2L.
Ahora, es facil ver e1,(I'j) = 2(l — 1) +2(—1) = 2(1 — 2) y, de (7.2.2),
tenemos
(7.2.3) dp1(Tjn) = (5)n + Ky (j +h)(1 - 2).
Ahora, tomamos p = 2. Entonces Aﬁ ={x(e;tej):1<i<j<n}

Ut = {d(esit+ ) 1< i< jYU (et ey) 141 << j<n)

Luego |A 5| = 4(5) v |A§j§’h| = 2j+ 4(5) Se puede ver que ez (L) =
25 + (4(;) —8(l—1)) =2j+2(l—1)(I —4). Otra vez por (7.2.2), obtenemos

y A

(7.2.4) dp2(Tjn) = 2(5) (5) + Ky (G +h) (G + (1= 1) —4)).
En particular para p = 0, como K§(j) = 1 para todo j, tenemos

(7.2.5) doi(Tjp) = n+l—2

(7.2.6) do2(Tjn) = nn—1)4+7+10-1)(1—4).

Estas multiplicidades son suficientes para mostrar que todas las Zo-
variedades en F no son isospectrales de a pares. De hecho, si M;y, M;: s
son isospectrales entonces | = I’ por (7.2.5), luego 2j + h = 25’ + h'. Por
(7.2.6), entonces j = j' y por lo tanto h = h'.

Isospectralidad del operador de Dirac. Daremos aqui una familia de Zs-
variedades mutuamente D ,-isospectrales. Como necesitamos restringirnos a
variedades orientables, consideramos la familia

Fr={M;, € F:j+hespar}.
Serd conveniente partir F+ = FUF;" donde
Fr={M;,eF":j+h=2i mod(4)}, i=0,1.
(i) Ahora definimos estructuras spin para M; 5 en F+. Por (3.3.9), 6, =1

para j +h = 0(4) y 6, = —1 para j + h = 2(4). Luego, tomamos las
estructuras spin

(727) €i3,h = (17"'>1>(_1)i;au(Bj,h))7 1=0,1,

para variedades en ]—T, 1 = 0,1, respectivamente. Por conveniencia, es-

cribiremos ¢; en lugar de &; ; .
Afirmamos que todas las Zs-variedades spin en

.7:-0+ = {(Mj’h,Eo) : Mj’h S far}
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son mutuamente D -isospectrales. En efecto, como ¢q es una estructura spin
de tipo trivial, sabemos por el Teorema 6.1.2 que el espectro es simétrico y
que las multiplicidades de los autovalores +27u de D, estan dadas por

d;;t,u(rj,h750) = 2m_2dp !Aé‘o,u\ = 2m_2dp ALl

pues A7 = A. Notar que todas las variedades en .7:"0+ tienen 2m*1dp spinores
armoénicos no nulos. R

Sin # 3(4), las variedades spin en F; := {(Mjp,e1) : Mj; € F; } son
mutuamente Dirac-isospectrales. Lo mismo sucede con aquellas que estan en
FiF ~\{Moam}, paran = 2m+1 = 3(4). En efecto, en ambos casos, tenemos
que diﬂ(Fj’h,el) = 2m72d,|A., .|, por Teorema 6.1.2. Estas variedades no
poseen spinores armoénicos no triviales.

(ii) Notar que, para todo t, las variedades Mo, My_11,..., Mo, tienen
el mismo primer nimero de Betti. Recordamos de (3.3.5) que para 1 < p <n

(5]

Bo(Myn) = <j 2+zh> <1;] : 2lz>

i=0
Por lo tanto, si 51(M; ) = B1(Mjs 1), entonces By(M; ) = Bp(Mj ) para
cada p > 1.
Ahora, tomamos
(7.2.8) Fo={(Mjp,e): M€ Ftyj+h=t}

para algun t fijo par y € como en (7.2.7). De esta manera F; es una familia
de t + 1 Zo-variedades spin que son mutuamente Dirac-isospectrales todas
con los mismos numeros de Betti, §,, para todo 1 < p < n. Mas aun, si
tomamos n = 2t entonces todas las M;j € F; son p-isospectrales para cada
p impar, por los comentarios posteriores a (7.2.2).

EJEMPLO 7.2.2. Damos aqui un par de Z%—variedades spin no home-
omorfas que son A, ,-isospectrales pero no son D,-isospectrales. Sea A el
reticulo canénico en R” y tomamos los grupos de Bieberbach

I' = (B1Ly,, BaLy,, A), = <B1Lb/1,B2Lb/2,A>

donde B; = diag(—1,—1,—-1,—-1,—1,—1,1), By = diag(—1,—-1,1,1,1,1,1),
B = diag(—1,—1,—1,—1,1,1,1), B, = diag(1,1,-1,—1,—1,—1,1), y by =
I, by = AFBEET P = Z bl = 2 estén en %A. Sean Mr = I'\R7, My =
I"\R" las Z3-variedades asociadas. Es facil ver que B2(Mr) # (2(Mr), luego
M, Mt son no homeomorfas.

Por el Teorema 3.2.1, se puede verificar que Mt y M/ admiten estruc-

turas spin € y €/, con caracteres, respectivamente, de la forma
0 = (1a52717547657667_1) y o= ( 1,1,(5&,52,(5&,5/6,1),
con §;, 0, € {£1}.
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Ahora, F1(T") = {By}. Si tomamos ¢ de tal que §. = (1,1,1,1,1,1, —1),
¥ Xp(B1) # 0, entonces (Mr, ) tiene espectro de Dirac asimétrico. Luego,
sip; =7+ %, j € Ny, la multiplicidad de £27u estd dada por

dT (T,e) = d, |A5,Mj| + 2(_1)ja,ylxp(’yl) =
st dy|Ac il i .

Por otra parte, Fi(I") = (). Luego, M tiene espectro de Dirac simétrico
con diu(f",e') =dy |Ae -

Ahora tomamos ¢ = (—1,1,1,1,1,1,1). Entonces (Mr,e) y (M, €’)
son Ag ,-isospectrales. En efecto, do(I',e) = do(I",¢’) = 0 y como |J | =
|/ | = 1, para cada p > 0, por la Observacién 5.2.2, tenemos

dpu(T,e) =2d, |Ac | = 2d, |Aer | = dp (T, €7).

Sin embargo, (Mr,€) y (Mrr,€’) no son D ,-isospectrales pues vimos que
Spec‘gp (T, &) # 0 mientras que Spec‘gp (T, &") = 0. Notar que Spec%p (T,e) =
Spec%p (I, ¢").

EJEMPLO 7.2.3. Aqui, mostraremos dos pares de Z%—Variedades M, M’
de dimensién 4, A,-isospectrales para 0 < p < n, y L-isospectrales, de modo
que un par es [L]-isospectral y el otro no. Estos pares seran D ,-isospectrales,
o no, dependiendo de las elecciones de las estructuras spin.

Consideremos las variedades M;, M/, 1 < i < 2, donde M; = Fi\R‘L,
M] = T'\R* y T; = (y1,72,A), T = (41,7, A) estdn dadas en la tabla
siguiente donde y; = B;Ly,, ’71{ = BiLb;7 1 =1,2, By = B1 By, b3 = Bsb; + bo,
by = BYYy + b y A = Zey @ -+ @ Zey es el reticulo canénico. Ademas,
tomamos B; = B]. En todos los casos las matrices B; son diagonales y
son escritas como vectores columnas. También indicamos los vectores de
traslacién b;, b, como vectores columnas, ignorando las coordenadas nulas.
También usaremos el par Mo, M}, de Z3-variedades de dimensién 6 obtenidos
a partir del par My, M) agregandoles los caracteres (—1,1,—-1) y (1,—1,—1)
a B;, 1 <i <3,y manteniendo b;, b} sin cambios.

Notar que My, M| y My, M} son orientables mientras que My, M} no lo
son.

Bi Ly, Ly By Ly, Ly |Bs Ly, Ly

-1 1 1/2 | -1 1/2
{My, M} -1 112 12| 1 12 1)2
1 1/2 | -1 -1 1/2

1 172 1 12 1
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By Ly, L,,/1 By Ly, Lb/2 Bz Ly, ng
1 1/2 1 1/2
( My, M) 1 1/2 1 172 1/2 1 1/2
{]\2/27]\2/’} 1 172 -1 -1 12
T2 -1 1 1/2 -1 12
-1 1 -1
1 -1 -1

(i) Por [MR5, Ex. 3.3|, las variedades M;, M| son Sunada-isospectrales
(por lo tanto p-isospectrales para 0 < p < n) y [L]-isospectrales.

Por el Teorema 3.2.1, uno puede verificar que M; admite 2% estructuras
spin €1 de la forma g1 = (01, —1,d3, —1; 01e1€9, 02e2e3), ¥ que M| posee 23
estructuras spin ¢} de la forma &} = (—1,—1,—1, 0}, 0] e1e2, oheze3) donde
51,(53,(5&,0’1,0’2,0’1,0& S {il}.

Como Fi(I'1) = Fi(T'}) = 0, por (6.1.4) tenemos que df,(T'1,e1) =
dp ‘A€17u| y d;)t,u( /155/1) = dp |Aa’1,u"

Ahora, si tomamos J;, = (1,—1,1,—1), vemos que (My,e1) no es D,-
isospectral a (M7, ¢e}) para cualquier €] puesto que |/ | = 2 mientras que
|J871] > 3 (ver Observaién 5.2.2). Sin embargo, si tomamos €1,¢} tales que
ey = 0 = (=1,-1,-1,-1), entonces (My,e1) y (Mj,e}) resultan D,-
isospectrales.

(ii) Por Ejemplo 3.4 en [MR5]|, las variedades Ms, M} son Sunada-
isospectrales (por lo tanto p-isospectrales para 0 < p < n y L-isospectrales)
pero no son [L]-isospectrales. Para tener variedades orientables agregamos
a My, M} los caracteres (—1,1,—1) y (1,—1,—1). El par My, M} obtenido
tiene las mismas propiedades espectrales que Ma, M. Esto se puede ver
procediendo como en Ejemplo 3.4 en [MR5].

Otra vez, por el Teorema 3.2.1, podemos verificar que M tiene 25 estruc-
turas spin, €9, con caracteres d., = (01,1,—1,—1,95,0), 01,05,06 € {E1};
y M)} tiene 20 estructuras spin, €5, con caracteres oo = (1,1, 3,0y, 05, &)
donde 0%, 8, 0%, 0 € {£1}.

Ahora, d¥,(Ta,22) = dy|Aey | y 45, (Phch) = dy[Asy .

i 5 SDi ! = =] g L/
si tomamos las estructuras spin ez,¢5 con |JZ | = ]J€,2|, vemos que (Ma, e2)

Como en (i),

y (M3, eh) son D,-isospectrales, mientras que si tomamos £9,¢h tales que
|JS,| # |J |, entonces (Ma,e2) y (Mj,€5) no son D,-isospectrales.
2

EJEMPLO 7.2.4. En este dltimo ejemplo mostraremos que puede haber
D ,-isospectralidad entre variedades con grupos de holonomia no isomorfos.

Sea A = Ze1 @ - - - @ Zey el reticulo canénico de R” y tomamos los grupos
de Bieberbach I' = (B Ly, , BaLp,, A), I = <BiLb/1,A> donde

—1Id
Id

—Id
Id

B1: ; B2:
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conId=[',],J=[, '],y donde by = &t p) = L€ v j| = 4 Luego
Mp = I‘\R7 es una Z%—Variedad y My =T \R7 es una Zy-variedad.
Usando las condiciones (1) y (g2) en (3.2.5), se puede verificar facil-
mente que Mpr y My admiten estructuras spin € y € con caracteres . =
(01,02,03,04,1,1,—1) y 6o = (8], 07, 0%, 0%, 0%, 0, —1) respectivamente, con

(51-,(53- e {£1},:1=1,2,3,4, j=1,3,4,5,6. En particular, se puede tomar

§. =60 =(1,1,1,1,1,1,-1).
Como Fi(I') = Fi(I") = 0, es claro que My y My son D -isospectrales pues
(L) = [Acp| = [Acr ] = dp, (T, 1),

7.3. Familias muy grandes de variedades Dirac-isospectrales

Recordamos primero algunos hechos de [MR]. Sea n impar. Un grupo
de Hantzsche-Wendt (o grupo HW) es un grupo de Bieberbach I" orientable
de dimensién n con grupo de holonomia F' =~ Zg_l tales que la accién de
todo B € F diagonaliza en la Z-base canénica eq,...,e, de A. El grupo de
holonomia F' se puede identificar con el subgrupo diagonal

{B:Be; ==¢;, 1 <i<n, detB=1}

y Mp = T\R" se llama variedad de Hantzsche-Wendt (o variedad HW).

Para cada 1 < ¢ < n, denotamos por B; la matriz diagonal que fi-
ja a e; y tal que Bje; = —e; si j # 1. Claramente, I' estd generado por
Bl, BQ, ey Bn,1 y ademas Bn = BlBQ e anl-

Todo grupo HW es de la forma I' = (y1,...,v—-1,Lx : A € A), con
vi = B;Ly, para algin b; € R", 1 <i <n—1, y donde podemos suponer que
las componentes b;; de b; satisfacen b;; € {0, %}, para 1 <4,j <n. También,
como (AP(R™))F = 0 para cada 1 < p < n— 1, sigue que todas las variedades
HW son esferas racionales de homologia. Recordamos ademds que, como se
muestra en [MR] (usando una subfamilia relativamente pequena Hjp), la
cardinalidad h, de la familia de todos los grupos HW bajo isomorfismo sa-
tisface h,, > % Ma3s atn, la cardinalidad del conjunto de pares de grupos
HW Laplace-isospectrales, no isomorfos de a pares, crece exponencialmente
con n.

Con respecto a la condicién de ser spin, es facil verificar usando la condi-
cién (g1) en (3.2.5) (ver también [MP, (2.3)]), que las variedades en esta
familia no son en general spin. De hecho, mostramos ahora que ninguna
HW-variedad de dimensién n = 4k + 1 es spin. Notamos que 'yZ-Q = L., para
cada 1 <4 < n. Luego, una estructura spin € debe satisfacer

51' = 6([461.) = 5(’)/12) = 5(’}/2‘)2 = (:I:el e €1€6541 - - €n)2 = 1,

pues n = 4k+1. Asi, tenemos que €/, = Id. Por otra parte ('yfyj)Q = L, para
algin X\ # 0 y, como £(7;y;) = %ejej, resulta que e(Ly) = e(+eze;)? = —1,
una clara contradiccion.
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En el caso n = 4k+ 3, k£ > 0, mostraremos que ninguna HW variedad en
la familia H; (ver [MR]) es spin. Més generalmente, supongamos que hay
tres generadores consecutivos de I', v; = B; Ly, con b; = L(g; e, 1)/2, © = 2.
Luego, si v := v¥it17Vit2 = BiBi+1Bi+2L(ei_1+ei+2)/2’ entonces tenemos que
vV = 'yi2+2 = Le,,,. Esto da una contradiccién pues £(7)? = 1 (la multiplici-
dad del autovalor —1 para B;B;y1B; 2 es 4k) mientras que £(v;12)? = —1
(la multiplicidad del autovalor —1 para B;io es 4k + 2).

EJempLo 7.3.1. Construimos ahora una familia muy grande de varie-
dades con grupo de holonomia ngl, de dimensién 2n, isospectrales con
respecto al operador de Dirac torcido y no homeomorfas de a pares. Apli-
caremos el “procedimiento de duplicacién” usado en [JR| (también [BDM],
[DM2]) a la familia de variedades de Hantzsche-Wendt (ver [MR]).

Para cada grupo HW T, consideramos el grupo “duplicado” dI', definido
mediante el procedimiento de duplicacién, esto es

dl’ := <dBL(b7b), L(>\17>\2) :BLy, €T A\, A0 € A>

donde dB := [’g ]%]. Esto da lugar a un grupo de Bieberbach de dimensién

2n, con el mismo grupo de holonomia Zg_l que I', y con la propiedad adi-

cional que la variedad asociada Mgr es Kahler. La razén por la que usamos

dI’ en lugar de I' es que Myr siempre es spin (Observacién 3.2.5).
Necesitaremos los siguientes hechos:

(i) Si T es un grupo HW, entonces Mgr admite 2"~ estructuras spin
de tipo trivial.

(ii) Si T recorre todos los grupos HW, todas las variedades Mg dotadas
de estructuras spin de tipo trivial son mutuamente D ,-isospectrales.

(iii) Si T, T son grupos HW no isomorfos entonces dl', dI"" son grupos
de Bieberbach no isomorfos.

(iv) Dos grupos HW T',T” son Laplace-isospectrales si y sélo si dU y dI”’
son Laplace-isospectrales.

Ahora, (i) y (ii) son consecuencias directas de las Observaciones 3.2.5,
5.2.2 y de (i) del Teorema 6.1.2, respectivamente.

Prueba de (iii). Esta afirmacién sigue por un argumento muy similar
al dado en la demostracién de la Proposicién 1.5 en [MR]. Sélo daremos la
idea. Un isomorfismo entre dI" y dI"” viene dado por conjugacién por C'L. con
C € GL(2n,R) y ¢ € R?". Ahora C(A® A) = A @ A implica C € GL(2n,Z)
y més ain para cada 1 < <n —1,

-1
CLchiL(bhbi)Lch == dBO’(’i)L(b’(U(i),b’(J(i))

donde o € S,,. Luego CdeC_lLC((bi,biH(dBrId)c)- En particular, esto im-
plica que CdB;C~! = dBgy(;) para cada 1 < i < n, con o € Sy,. Luego,
existe una matriz n x n de premutacién P tal que D := CdPC~! conmuta
con dB; para cada i, luego D preserva Ze; & Zey,1; para cada i. Es facil ver
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que la conjugacién por tal D da lugar a un automorfismo de dI". Luego, la
conjugation por DCL. = dPL. lleva dI" sobre dI" isomérficamente y ademés

dPLcdB; Ly, pL—cdP™" = d(PB;P)™" Lap((; b;)+(dBi—Id)e)
= dBo(i) Ly b))

Esto implica que ¢ = (¢1,¢1), mod (A), con ¢; € iA y por lo tanto, la
conjugacién por PL., da un isomorfismo entre I' y I, una contradiccién.

Prueba de (iv). Como los grupos HW son de tipo diagonal, entonces T',
I'” son Laplace-isospectrales si y sélo si son Sunada-isospectrales, esto es, si
tienen los mismos nimeros de Sunada (ver [MR3], [MRA4]). Afirmamos que
éste es el caso si y sélo si dI' y dI” son Sunada-isospectrales.

En efecto, recordamos que para 0 <t < s <n, y I' de tipo diagonal, los
nimeros de Sunada de I estan definidos por

cat(I') = HBL;, el:ng=dy nB(%) = t}}

donde, para BL, € T', ng = dim(R")? = [{1 < i < n: Be; = ¢} vy
np(3)=[{1<i<n:Bej=¢ yb e =5 modZ}|. Ahora, es claro de las
definiciones que ¢g42¢(dI") = ¢54(I") para cada 0 <t < s <ny ¢,,(dl') =0,
si u o v es impar. Esto claramente implica que I" y I” tienen los mismos
numeros de Sunada si y sélo si dI" y dI” los tienen, es decir, si y sélo si dT’

y dI'V son Sunada-isospectrales.

Luego, para cada n impar, por (i), (ii), (iii) y (iv), la construccién an-
terior da una familia, de cardinalidad que depende exponencialmente de n,
de variedades planas Kéhler de dimensién 2n, todas no homeomorfas de a
pares y todas mutuamente D -isospectrales, con sélo 2d, spinores arménicos
para cada estructura spin de tipo trivial elegida (ver (iii) del Teorema 6.1.2).
Dentro de esta familia, por (iv) y [MR], existen una cantidad exponencial de
pares Sunada-isospectrales, luego p-isospectrales para todo p. Sin embargo,
genéricamente, dos tales variedades no seran p-isospectrales para cada valor
de p (ver por ejemplo [MR2] en el caso n = 7).

Notamos que si repetimos el procedimiento de duplicaciéon entonces el
conjunto de todas las M2p, con I' un grupo HW, es una familia exponencial
de variedades hyperkahler de dimensién 4n, con las mismas propiedades
espectrales que la familia Myr, pero ahora con 2”+1dp spinores armonicos
para cada estructura spin de tipo trivial elegida.

OBSERVACION 7.3.2. Consideremos la familia de todas las variedades
compactas planas con grupo de holonomia Zg_l (ver [RS]) en dimensién

n = 4r + 3. En [MPR] damos una subfamilia de ésta que tiene cardinali-
(n=1)(n—=2) . . .. . s .
dad 2 2 . Si se aplica el procedimiento de duplicacién a esta subfami-

lia, uno ve que las consideraciones (i), (ii), (iii) y (iv) del Ejemplo 7.3.1

permanecen viélidas, por lo tanto se obtiene una familia de 2n-variedades
D ,-isospectrales, no homeomorfas de a pares, de cardinalidad 2 2 .






CAPiTULO 8

Serie eta e invariante eta de Z,-variedades, p primo

Ilustraremos aqui los resultados del Capitulo 5 utilizando la expresién
(5.3.4) de la serie eta, para calcular explicitamente el invariante 7, con
(p, V) = (1,C), de ciertas variedades planas con holonomia ciclica.

Consideraremos una familia de Z,-variedades de dimensién p = 4r + 3
con p primo. Esta familia es interesante pues tiene grandes conexiones con
la teoria de nimeros. En [SS], los autores dan una expresién para el inva-
riante 1 de la familia de Zy-variedades (sin asumir p primo), en términos de
soluciones de ciertas ecuaciones de congruencia. Ellos dan valores explicitos
sélo en los casos p = 3, 7.

Aqui, daremos una expresién explicita cerrada para el invariante 7 de
esta familia en términos de los simbolos de Legendre y sumas de valores
especiales de funciones trigonométricas, reminiscentes de las obtenidas en
[HZ] al calcular el G-indice de operadores elipticos para ciertas variedades
en dimensén baja. Al final damos una tabla con los valores calculados de n
para todo primo p < 10000. Estos valores coinciden con los calculados en
[Pf] para n =3 y en [SS| paran = 3,7.

8.1. Estructuras spin

Asumimos que F' ~ Zj,, con p primo de la forma 4r 4 3. Definimos el
grupo I' = (BLy, A) donde A = Zey & - - - @ Ze,, es el reticulo canénico y B
es de orden p con B(e;) = e;41 para 1 < i < p—2, B(ep—1) = —Zf:_ll €,
Bep) =epy b= }%ep. O sea

0 0 -1
X .
B=1| o 1
co 0 -1
0 - 0 1 -1

1
Como B ¢ O(p) entonces I" € Aff(p). Ahora, como los autovalores de B
2mik
son las raices p-ésimas de la unidad e » , 1 <k < p—1, existe D € GL,(R)
tal que De, = e, y C := DBD~! € SO(p) y podemos suponer que

C = diag(B(%),..., B(¥2%),1) = z(2F, ..., 22m)
con m = 5L,

77
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Sea,
(8.1.1) M, :=T,\R? con T, := DI'D™ ! = (CLep, DA).
P

Ahora, I es un grupo de Bieberbach y M, es una Z,-variedad orientable
de dimensién p. Sea

~v:=CLep y A, = DA.
P
Luego A, =Zf1 @ -+ ® Zf,—1 ® Zep donde f; := De; para 1 <i <p—1.

Necesitaremos el siguiente resultado sobre estructuras spin en M,,.

PROPOSICION 8.1.1. Sea p = 2m + 1 = 4r + 3 primo. La Zy-variedad
M, definida en (8.1.1) es spin y admite exactamente dos estructuras spin
€1, &2 de la forma

ei(Ly) =e2(ly) =1 (1<j<p-1), ei(le,) =1, e2(Le,) =1,

81(7) = (_1)T+1x(%’ 2%7 SRR W), 52(7) = (—1)T.CL'(%, 2%, ey 7(21“-;1)71'),

en la notacion de (2.1.6).

DEMOSTRACION. Basta ver que podemos elegir §. € Hom(A,, {£1}) que
satisface las condiciones (1), (g2) en (3.2.5); luego, por el Teorema 3.2.1,
éste se extiende a un morfismo ¢ : I' — Spin(n) tal que poe =r.

Como p~1(C) = {£2(3,..., 5F)} tenemos que e(v) = ox(
con o € {£1}. Ahora, como ¥ = L., la condicién (e1) dice que

op =&(Le,) = ()" = ox(7, 2?”, P =oa(m, 2w, . m) = o(—1)"t

..., ms)

donde usamos que z(0)* = z(k) (ver (2.1.8)) y la conmutatividad en Cl(n)
de los elementos eg;_1e2; ¥ €j_1€2; con @ # j.

Para determinar condiciones sobre 41, ..., d,—1 usamos la condicién (e2)
y la matriz entera B. Para esto, supongamos que € es una estructura spin de
I', y definimos ¢’ : ' — Spin(n) como ¢’ = ¢ o Ip donde Ip es conjugacién
por D. Como e(L(c—iayn,) = E(DL(B_Id)AD_l) = ¢'(L(p—1a)a) tenemos que

e(L(C—Id)Ap) =1 si y SélO si 5/(L(B—Id)A) =1.
Ahora,
—e; +e; 1<53<p—-2
(B —Id)e; = s =
—ep — s —ep_g—2ep j=p—1

Luego, las ecuaciones 1 = &'(L(p_a)c;) = E’(I./ej)ef(LejH) paral <j<p—2
vy 1 =¢&(L-1de, ,) = ' (Ley) € (Le, ,) implican que £'(L,;) = 1 para
todo 1 < j <p-—1, pues p es impar. Asi, para 1 < j < p — 1, tenemos

§; =e(Ly,) = &(Lpe,) =e(DLe,D™') =€'(Le,) = 1.
Entonces, M, tiene 2 estructuras spin

= (1, oL (=) ey ax(%, ce M))
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determinadas por la eleccién de o € {£1}. O

8.2. Funcién eta e invariante eta de Zj,-variedades
Ahora podemos enunciar el resultado mas importante de este capitulo.

TEOREMA 8.2.1. Sean M), €1,e2 como en la Proposicion 8.1.1. La serie
eta de M,, para €1 y €2, estd dada respectivamente por:

) g p—1 k p—1
— 2 . -
Moer () = 25 D xo(r") (5) D sin(2E) (s, 1)
k=1 p =1
(8.2.1)
—2 -3 = k k k = - (2l+ D)7k 2l+1
Tnes(5) = B D X0 ()F () 3 sin( B (5, 25
k=1 =0

donde <7) denota el simbolo de Legendre mddulo p y ((s,a) es la funcion
zeta de Hurwitz, definida para Re(s) > 1 y a € (0,1].

DEMOSTRACION. Calcularemos los distintos ingredientes que aparecen
en la férmula (5.3.4) para la funcién 7(s) para las dos estructuras spin dadas.

Para todo 1 < k < p — 1, tenemos que (A;‘)Bk = Ze, para €1 mientras que
(Afg)Blc = (Z + 3)ep para €. En ambos casos, para 1 < k < p — 1, tenemos

* k
(A, )B = {£nep}.
Luego, p=jparaciyu=j5—35 para g2 con j € N. Tomamos
Tk = ei(7)F,
parai= 1,2y 1 <k <p— 1. Esto implica que o(ep, 7,;) = 1 para 1, &2.
Como * = BkLEep para 1 < k < p—1, por (5.2.7) y la Observacién
p

5.2.4, tenemos

_ ; 'Hk
Cuk, o(0:) =€ S U(,uep,x k) + 2 0(—M6p733~/k) = -2 SIH(QWp#k)-

Luego salvo por el factor —2i, las sumas sobre u € 3 A correspondientes a
v =~* en (5.3.4) para 1 y €2 son respectivamente 1guales a

pppas

j=1 = j:l

bln( 2j7rk; oo p—1

(8.2.2)

Sln (2]+1)7rk)

Y

7=0

2[ 1 k
fZSl +)7r ( >2l2—;1)7

donde ((s,a) = Z]O‘.;OW denota la funcién zeta de Hurwitz para
Re(s) > 1y a € (0,1].
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Calculamos ahora el producto de senos en (5.3.4) en estos casos. Notamos
que t;(x,k) (ver (2.1.6)) depende de ¥y de €1, €9. Para h = 1,2, tenemos:

,_.

p—1

sz sintj(r.x) = (=1 1)k(r+h) szl sin (%k)
p_1 ik
= ()M ()L, sin()
r p
=~ +h>(_1)sp<k>2¥;l’
-1
donde hemos usado la notacién s, (k) = > Jp ’ [ %1y las siguientes identidades
de la funcién I'(z) bien conocidas:
sin(mz) = L,
I'(z)'(1 - 2)
p-l 2—inz z+1 z+p—1
(2m) 2 T(z) = p"2T(HI(57) - T(=5=).

Ahora, si (5) denota el simbolo de Legendre, entonces, como p = 4r + 3,
tenemos (ver [Ap|, Thms. 9.6 y 9.7)

(—1)5®) = (—1)k- 1)(”2‘1)<];) _ (_1)(k1)(r+1)<§)'

De esta manera, obtenemos

po1 —1)(r+1) 9—2r—1 ) k para ¢
(8.2.3) ijil sintj(wx) = (=1) \[<P> . !
(—1)r+D 2_2“1(—1)’“\/}3(5) para £3.

Ahora, partiendo de (5.3.4) y usando (8.2.2) y (8.2.3) llegamos a las
expresiones para las eta series de (Mp,¢ep), h = 1,2, dadas en (8.2.1). O

COROLARIO 8.2.2. Las funciones 1,¢,(s), para h = 1,2, se pueden ea-
presar de la siguiente manera

m—p(h)

20+8(h))wk
Ty (8) = 27Tp ZXp kﬁ(h Z sin( (Jrﬁi)) Zh (s)
1=1-B(h

donde
h 201+B(h 214+-6(h
7l (5) = (s, ™) = (5,1 = ZH)
y B(h) =0 si h es impar y B(h )—1 st h es par.
En particular, la continuacion meromorfa de 1,.,(s) a C, h = 1,2,
resulta holomorfa en todas partes.

DEMOSTRACION. Primero, observemos que

(2(p;l)77k) (2l7rk)

= (2(p7171)7l']€) _

- . ((21+pl)7rk).

sin —sin y  sin —sin

Luego, juntando las contribuciones de [y p — 1 en n,.,(s), y las de [ y
p—(l+1)enn,e,(s), y usando que 3(1) = 0y B(2) = 1, vemos que las
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expresiones (8.2.1) se pueden escribir como en el enunciado del corolario. La
holomorfia en todo C de las continuaciones meromorfas de 7, ., (s), h = 1,2,
es consecuencia directa de dicha expresion. O

Como consecuencia del teorema anterior podemos dar una expresién
para los invariantes 7 asociados a D,,.

TEOREMA 8.2.3. Sean M,, €1,e2 como en el Teorema 8.2.1. Entonces,
Los invariantes n de M, tienen las siguientes expresiones

p—1
e = 5 30 000" () cot(5),
(8.2.4) f}j
Npes = \_/—% xo(7F) (=1)F (f;) cosec(%).
k=1

DEMOSTRACION. Primero, observamos que para 1 < k < p — 1 tenemos

p—1 p—1
(8.2.5) > " sin(2zh) = 0= " sin (ZEUTE),
=0 =0

27
En efecto, sabemos que Zf;ol wl =0conw=¢er y como p es primo,
también se tiene Zf:_ol wk = 0 pues (k,p) = 1. De aqui sigue la primera
identidad. Adem4s,

p—1 p—1 p—1

.17k k . 2nk .7k 2lrk
Zsm (( p)ﬂ ) = cos(7Y) ZSID(TW) +sin(%F) ZCOS(T”) =0.
=0 =0 =0

Usando las expresiones en (8.2.5), junto con el hecho que
C(Ov a) = % -«

(IWW, 13.21]), vemos que las sumas sobre [ en las expresiones (8.2.1),
evaluadas en s = 0, son, para €1 y €2, respectivamente iguales a

p—1 p—1

. T . I+1)7k

(8.2.6) —% g lsm(2l}Tk) y —% g lsm(%).
=1 1=0

Ahora, afirmamos que

p—1
(8.2.7) 3 isin(2rk) = — B cot(Ar),
=1
p—1
(528 St (1) o).
1=0

Usaremos la siguiente identidad bien conocida

sin((N — %):c)

2sin(%)

N-1
(8.2.9) 1+ Z cos(lz) =
=1 2
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Derivando en (8.2.9) con respecto a z y tomando N = p tenemos

z

—Z sin(iz) = 22—V eos((p = 5)z)  cos(5)sin((p — 5)q)
=1

4sin(2) 4sin®(%)

y evaluando ambos miembros en x = 2’“7“ se obtiene (8.2.7). Para verificar

(8.2.8) primero notamos que

p—1
(8210) Z lCOS(%) = pz COS(%) — _%
=1

En efecto, la primera igualdad es consecuencia directa de

cos (25124) = cos (2mk — 2%) = cos (2

y la segunda sale tomando N = % y = 2’% en (8.2.9). Ahora, usando

(8.2.7) y (8.2.10) obtenemos (8.2.8):

p—1
>~ tsin (D) — cos(Zh)cot(Z8) (—5) + sin(ZE)(~§) = ~§ cosec(ZL).
=0

Finalmente, de (8.2.1), (8.2.6), (8.2.7) y (8.2.8) se obtienen las expre-
siones (8.2.3) buscadas. O

COROLARIO 8.2.4. Las expresiones (8.2.4) de los invariantes eta de la
ZLp-variedad M, en el Teorema 8.2.3 pueden escribirse mds sucintamente de
la siguiente manera:

p—1

per = 72 > Re(xp(7")) (%) cot(5T),
(8.2.11) k=

Mlp.e2 = \_7% ; Re(x,(7")) (=1)* (%) cosec(EF).

DEMOSTRACION. Comparamos las contribuciones de k y p — k en las
expresiones (8.2.4). Primero notamos que:

(= (7 o

(—1)k (i)cosec(k;) = (_1)p7k (pT

Estas identidades pueden verificarse facilmente usando que

(57 =G =-GIE) =07 () =)

donde en la tltima igualdad se usa el hecho que p = 3 mod (4).

)cosec((p_Tk)ﬂ).
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Ahora, observar que
—k k\— kN
Xp(P7F) = xp(F) 1) = xp(7%)
puesto que YP7F = 4PyF = Lep'y_k y por lo tanto p(7?~%) = p(y7*) ya que

pa =1
De estas observaciones siguen las expresiones en el corolario. [l

Para ilustrar los resultados anteriores, consideramos ahora el caso més
simple de todos, es decir cuando p = 3y (p,V) = (1,C). Este es el caso
considerado en [Pf].

EJEMPLO 8.2.5 (F ~ Z3). Como n = p = 3 tenemos m = 1y r = 0. Las
dos estructuras spin estan dadas por

e1=(1,1,1,-2(%) = (1,1, La(% + 7)) = (1,1,1,2(4F)),
g9 = (1,1,—1,%’(%))

en la notacién del Capitulo 7 (ver (7.2.7)).

Ahora, como (é) =1, por el Corolario 8.2.2 llegamos a que

( — { (6_772)5 (C(Sa %) - C(S, %)) h=1
" e (C(s.5) = ¢(5,3)) h=2.

Para calcular los invariantes n evaluamos las expresiones de arriba en
s = 0. Se tiene que
)=-2
3

4
1e,(0) = 2(§ — ) = 3.
También, usando el Corolario 8.2.4 directamente, tenemos

Wl

Ne (0) = —2(3 -

) {é(@ colf) =-F =3 h=1
Ne = _ T
h 7%(—(%)cosec(g)) = % : % = % h=2.

La coincidencia de estos valores con los obtenidos en [Pf] y [SS], en este
caso, brinda un poco de alivio después de tantos calculos.

OBSERVACION 8.2.6. Supongamos que la representacién p : I' — U(V)
se extiende a SO(n), es decir, existe 7 : SO(n) — U(V) tal que p = T or.
Entonces, como B¥ es conjugada a B en SO(n), tenemos x,(7*) = x,(7)
para todo k. Luego, en este caso, las expresiones (8.2.2) y (8.2.4) en los
Teoremas 8.2.1 y 8.2.3 se simplifican bastante.
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Para terminar el capitulo, daremos explicitamente los invariantes 1 para
todas las p-variedades en la familia, p = 4r 4+ 3 primo, 7 < p < 9967,
obtenidas con la ayuda de una computadora, usando las férmulas (8.2.4).
También damos algunos valores de dy(e1), la dimensién del espacio de spino-
res armonicos (ver (5.2.10) y (2.2.3)). Notar que do(e2) = 0 por el Teorema
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Apéndice: Invariantes 7 para p < 10000

5.2.5. Resumimos la informacién en las siguientes tablas:

rlp=4r+3[n [N do(e1) rlp=4r+3[n [N
1 7 210 2 19 79 -101 O
2 11 2| 4 2 20 83 -6 | 12
4 19 2| 4 26 25 103 -101 O
5 23 -6 |0 90 26 107 -6 | 12
7 31 -6 0 1058 31 127 -10| 0O
10 43 2| 4 48770 32 131 -10 | 20
11 47 -10| 0 178482 34 139 -6 | 12
14 59 -6 | 12 9099506 37 151 141 0
16 67 -2 | 4 ]128207978 40 163 2| 4
17 71 -14 | 0 | 483939978 41 167 221 0
TP [N [ e TP [ M | 1 Tl [ M |0
44 | 179 | -10 | 20 76 | 307 | -6 | 12 110 | 443 [ -10 | 20
471191 1-26| 0 77 | 311 |-38| 0O 115|463 | -14 | O
491199 |-18| 0O 82 331 ] -6 | 12 116 | 467 | -14 | 28
52 1211 | -6 | 12 86 | 347 | -10 | 20 119 | 479 |-50 | O
551223 |-14| 0 89 1359 |-38| 0 121 | 487 |-14 | O
56 | 227 | -10 | 20 91 | 367 |-18| O 122 1491 | -18 | 36
591239 | -6 | 12 94 |1 379 | -6 | 12 1241499 | -6 | 12
62| 251 |-14 | 28 95 1383 (-34| 0 125 | 503 | -42 | O
65263 |-26| 0 104 | 419 | -18 | 36 130 | 523 | -10 | 20
67271 (-22| 0 107 | 431 |-42| O 136 | 547 | -6 | 12
701283 -6 | 12 109 | 439 |-30| O 140 | 563 | -18 | 36
r b 7751 7762 r b 7761 7752 r p 7751 7782
142 | 571 [ -10 | 20 179 1719 [ -62| 0 215 (863 |-42| 0
146 | 587 | -14 | 28 181 | 727 |-26 | O 220 | 883 | -6 | 12
149 1599 | -50 | 0O 184 | 739 | -10 | 20 221 | 887 |-58| 0
151 1607 | -26 | O 185|743 | -42| 0O 226 | 907 | -6 | 12
154 | 619 | -10 | 20 187 1751 |-30| O 2271911 |-62| 0
157 1631 |-26| 0O 196 | 787 | -10 | 20 2291919 |-38| 0
160 | 643 | -6 | 12 202 | 811 | -14 | 28 236 | 947 | -10 | 20
161 | 647 | -46 | O 205|823 |-18| 0O 2411967 |-22| 0
164 | 659 | -22 | 44 206 | 827 | -14 | 28 2421971 | -30 | 60
170 | 683 | -10 | 20 209 | 839 |-66 | O 245 [ 983 | -54 | 0O
1721691 | -10 | 20 214 | 859 | -14 | 28 2471991 |-34| O




APENDICE: INVARIANTES n PARA p < 10000

r p Mer | Tes r p Ney | Meo r p Mey | Mea
254 | 1019 | -26 | 52 290 | 1163 | -14 | 28 326 | 1307 | -22 | 44
257 | 1031 | -70 0 292 | 1171 | -14 | 28 329 | 1319 | -90 0
259 | 1039 | -46 0 296 | 1187 | -18 | 36 331 | 1327 | -30 0
262 | 1051 | -10 | 20 305 | 1223 | -70 0 341 | 1367 | -50 0
265 | 1063 | -38 0 307 | 1231 | -54 0 349 | 1399 | -54 0
271 | 1087 | -18 0 314 | 1259 | -30 | 60 355 | 1423 | -18 0
272 | 1091 | -34 | 68 319 | 1279 | -46 0 356 | 1427 | -30 | 60
275 | 1103 | -46 0 320 | 1283 | -22 | 44 359 | 1439 | -78 0
280 | 1123 | -10 | 20 322 | 1291 | -18 | 36 361 | 1447 | -46 0
287 | 1151 | -82 0 325 | 1303 | -22 0 362 | 1451 | -26 | 52

T p MNer | Meo r p MNer | Meo r p Ney | Mea
364 | 1459 | -22 44 391 | 1567 | -30 0 430 | 1723 | -10 | 20
367 | 1471 | -46 0 392 | 1571 | -34 | 68 436 | 1747 | -10 | 20
370 | 1483 | -14 28 394 | 1579 | -18 | 36 439 | 1759 | -54 0
371 | 1487 | -74 0 395 | 1583 | -66 0 445 | 1783 | -34 0
374 | 1499 | -26 52 401 | 1607 | -54 0 446 | 1787 | -14 | 28
377 | 1511 | -98 0 404 | 1619 | -30 | 60 452 | 1811 | -46 | 92
380 | 1523 | -14 28 406 | 1627 | -14 | 28 455 | 1823 | -90 0
382 | 1531 | -22 44 415 | 1663 | -34 0 457 | 1831 | -38 0
385 | 1543 | -38 0 416 | 1667 | -26 | 52 461 | 1847 | -86 0
389 | 1559 | -102 0 424 | 1699 | -22 | 44 466 | 1867 | -10 | 20

r p Ney | Meq r p Ney | Meg T p Ner | Meo
467 | 1871 | -90 0 506 | 2027 | -22 | 44 550 | 2203 | -10 | 20
469 | 1879 | -54 0 509 | 2039 | -90 0 551 | 2207 | -78 0
476 | 1907 | -26 | 52 515 | 2063 | -90 0 559 | 2239 | -70 0
482 | 1931 | -42 | &4 520 | 2083 | -14 | 28 560 | 2243 | -30 | 60
487 | 1951 | -66 0 521 | 2087 | -70 0 562 | 2251 | -14 | 28
494 | 1979 | -46 | 92 524 | 2099 | -38 | 76 566 | 2267 | -22 | 44
496 | 1987 | -14 | 28 527 | 2111 | -98 0 571 | 2287 | -58 0
499 | 1999 | -54 0 532 | 2131 | -26 | 52 577 | 2311 | -58 0
500 | 2003 | -18 | 36 535 | 2143 | -26 0 584 | 2339 | -38 | 76
502 | 2011 | -14 | 28 544 | 2179 | -14 | 28 586 | 2347 | -10 | 20
r p Ne1 | Mes T p Ne1r | Mes T p Mer | Meo

587 | 2351 | -126 0 632 | 2531 | -34 68 670 | 2683 | -10 20
592 | 2371 | -26 52 634 | 2539 | -22 44 671 | 2687 | -102 0
595 | 2383 | -58 0 635 | 2543 | -70 0 674 | 2699 | -30 60
599 | 2399 | -118 0 637 | 2551 | -82 0 676 | 2707 | -14 28
602 | 2411 | -46 92 644 | 2579 | -42 84 677 | 2711 | -106 0
605 | 2423 | -66 0 647 | 2591 | -114 0 679 | 2719 | -82 0
611 | 2447 | -74 0 661 | 2647 | -30 0 682 | 2731 | -22 44
614 | 2459 | -38 76 664 | 2659 | -26 52 691 | 2767 | -42 0
616 | 2467 | -14 28 665 | 2663 | -86 0 697 | 2791 | -78 0
625 | 2503 | -42 0 667 | 2671 | -46 0 700 | 2803 | -18 36
r p Ney Neo r p Ney | Mea r p Ney Neo
704 | 2819 | -42 84 749 | 2999 | -146 0 796 | 3187 | -14 28
710 | 2843 | -30 60 752 | 3011 | -42 84 797 | 3191 | -138 0
712 | 2851 | -22 44 754 | 3019 | -14 28 800 | 3203 | -22 44
719 | 2879 | -114 0 755 | 3023 | -94 0 812 | 3251 | -62 | 124
721 | 2887 | -50 0 766 | 3067 | -14 28 814 | 3259 | -18 36
725 | 2903 | -118 0 769 | 3079 | -82 0 817 | 3271 | -54 0
731 | 2927 | -62 0 770 | 3083 | -26 52 824 | 3299 | -54 | 108
734 | 2939 | -58 | 116 779 | 3119 | -138 0 826 | 3307 | -18 36
740 | 2963 | -26 52 790 | 3163 | -18 36 829 | 3319 | -82 0
742 | 2971 | -22 44 791 | 3167 | -106 0 830 | 3323 | -34 68
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T p Me1 | Mes T p Me1 | Mes T p Me1 | Meo
832 | 3331 | -30 60 874 | 3499 | -22 44 907 | 3631 | -86 0
835 | 3343 | -38 0 877 | 3511 | -82 0 910 | 3643 | -18 36
836 | 3347 | -22 44 881 | 3527 | -130 0 914 | 3659 | -58 | 116
839 | 3359 | -138 0 884 | 3539 | -46 92 917 | 3671 | -162 0
842 | 3371 | -42 84 886 | 3547 | -18 36 922 | 3691 | -26 52
847 | 3391 | -74 0 889 | 3559 | -90 0 929 | 3719 | -134 0
851 | 3407 | -114 0 892 | 3571 | -30 60 931 | 3727 | -62 0
865 | 3463 | -38 0 895 | 3583 | -58 0 934 | 3739 | -22 44
866 | 3467 | -38 76 901 | 3607 | -38 0 941 | 3767 | -78 0
872 | 3491 | -46 92 905 | 3623 | -90 0 944 | 3779 | -62 | 124
T p Mey | Meo T p MNey | Meo T p Ney | Meo

950 | 3803 | -30 60 985 | 3943 | -54 0 1024 | 4099 | -30 60
955 | 3823 | -58 0 986 | 3947 | -34 68 1027 | 4111 | -78 0
961 | 3847 | -46 0 991 | 3967 | -66 0 1031 | 4127 | -98 0
962 | 3851 | -50 | 100 1000 | 4003 | -26 52 1034 | 4139 | -38 76
965 | 3863 | -122 0 1001 | 4007 | -114 0 1039 | 4159 | -62 0
976 | 3907 | -14 28 1004 | 4019 | -38 76 1052 | 4211 | -46 92
977 | 3911 | -166 0 1006 | 4027 | -18 36 1054 | 4219 | -30 60
979 | 3919 | -78 0 1012 | 4051 | -22 44 1057 | 4231 | -102 0
980 | 3923 | -46 92 1019 | 4079 | -170 0 1060 | 4243 | -18 36
982 | 3931 | -22 44 1022 | 4091 | -66 | 132 1064 | 4259 | -70 | 140
r p Ne1 | Meo r p Ner | Meg r p Ne1 | Meo
1067 | 4271 | -130 0 1120 | 4483 | -18 36 1160 | 4643 | -26 52
1070 | 4283 | -42 84 1126 | 4507 | -26 52 1162 | 4651 | -34 68
1081 | 4327 | -38 0 1129 | 4519 | -58 0 1165 | 4663 | -66 0
1084 | 4339 | -34 68 1130 | 4523 | -42 84 1169 | 4679 | -182 0
1090 | 4363 | -18 36 1136 | 4547 | -34 68 1172 | 4691 | -42 84
1097 | 4391 | -158 0 1141 | 4567 | -66 0 1175 | 4703 | -150 0
1105 | 4423 | -66 0 1145 | 4583 | -122 0 1180 | 4723 | -18 36
1111 | 4447 | -34 0 1147 | 4591 | -98 0 1187 | 4751 | -182 0
1112 | 4451 | -58 | 116 1150 | 4603 | -14 28 1189 | 4759 | -110 0
1115 | 4463 | -110 0 1159 | 4639 | -102 0 1195 | 4783 | -46 0
r p Mer | Meo r p Mer | Meo r p Ne1 | Meo
1196 | 4787 | -50 | 100 1246 | 4987 | -18 36 1276 | 5107 | -14 28
1199 | 4799 | -126 0 1249 | 4999 | -66 0 1279 | 5119 | -78 0
1207 | 4831 | -66 0 1250 | 5003 | -30 60 1286 | 5147 | -38 76
1217 | 4871 | -182 0 1252 | 5011 | -42 84 1291 | 5167 | -66 0
1225 | 4903 | -54 0 1255 | 5023 | -50 0 1292 | 5171 | -70 | 140
1229 | 4919 | -182 0 1259 | 5039 | -166 0 1294 | 5179 | -22 44
1232 | 4931 | -70 | 140 1262 | 5051 | -58 | 116 1306 | 5227 | -30 60
1235 | 4943 | -110 0 1264 | 5059 | -38 76 1307 | 5231 | -150 0
1237 | 4951 | -62 0 1271 | 5087 | -138 0 1319 | 5279 | -174 0
1241 | 4967 | -118 0 1274 | 5099 | -78 | 156 1325 | 5303 | -110 0
r p MNer | Mea r p Ney Neo r p Ney Neo
1330 | 5323 | -30 60 1369 | 5479 | -86 0 1409 | 5639 | -174 0
1336 | 5347 | -26 52 1370 | 5483 | -34 68 1411 | 5647 | -42 0
1337 | 5351 | -186 0 1375 | 5503 | -50 0 1412 | 5651 | -62 | 124
1346 | 5387 | -46 92 1376 | 5507 | -46 92 1414 | 5659 | -38 76
1349 | 5399 | -158 0 1379 | 5519 | -194 0 1420 | 5683 | -22 44
1351 | 5407 | -86 0 1381 | 5527 | -38 0 1427 | 5711 | -218 0
1354 | 5419 | -26 52 1382 | 5531 | -46 92 1435 | 5743 | -58 0
1357 | 5431 | -114 0 1390 | 5563 | -30 60 1444 | 5779 | -26 52
1360 | 5443 | -18 36 1397 | 5591 | -198 0 1445 | 5783 | -106 0
1367 | 5471 | -142 0 1405 | 5623 | -66 0 1447 | 5791 | -66 0




APENDICE: INVARIANTES n PARA p < 10000

r p Neq Nea r p Ne1 Nea r p MNey Neo
1451 | 5807 | -130 0 1484 | 5939 | -70 | 140 1535 | 6143 | -82 0
1456 | 5827 | -30 60 1496 | 5987 | -30 60 1537 | 6151 | -118 0
1459 | 5839 | -74 0 1501 | 6007 | -54 0 1540 | 6163 | -22 44
1460 | 5843 | -50 | 100 1502 | 6011 | -54 | 108 1549 | 6199 | -78 0
1462 | 5851 | -42 84 1510 | 6043 | -18 36 1550 | 6203 | -34 68
1466 | 5867 | -42 84 1511 | 6047 | -142 0 1552 | 6211 | -30 60
1469 | 5879 | -202 0 1516 | 6067 | -30 60 1561 | 6247 | -86 0
1475 | 5903 | -146 0 1519 | 6079 | -114 0 1565 | 6263 | -154 0
1480 | 5923 | -14 28 1522 | 6091 | -30 60 1567 | 6271 | -102 0
1481 | 5927 | -142 0 1532 | 6131 | -62 | 124 1571 | 6287 | -102 0

r p Tleq Teo T p Neq Teo r p Tleq Neo
1574 | 6299 | -86 | 172 1636 | 6547 | -22 44 1675 | 6703 | -46 0
1577 | 6311 | -178 0 1637 | 6551 | -234 0 1679 | 6719 | -210 0
1580 | 6323 | -42 84 1640 | 6563 | -46 92 1690 | 6763 | -18 36
1585 | 6343 | -66 0 1642 | 6571 | -30 60 1694 | 6779 | -78 | 156
1589 | 6359 | -202 0 1649 | 6599 | -218 0 1697 | 6791 | -162 0
1591 | 6367 | -74 0 1651 | 6607 | -90 0 1700 | 6803 | -38 76
1594 | 6379 | -34 68 1654 | 6619 | -26 52 1705 | 6823 | -66 0
1606 | 6427 | -18 36 1664 | 6659 | -46 92 1706 | 6827 | -34 68
1612 | 6451 | -34 68 1669 | 6679 | -110 0 1715 | 6863 | -162 0
1622 | 6491 | -62 | 124 1672 | 6691 | -42 84 1717 | 6871 | -90 0

r p Neq Nea r p Ney Neg r p Mer | Meo
1720 | 6883 | -18 36 1754 | 7019 | -86 | 172 1801 | 7207 | -58 0
1724 | 6899 | -70 | 140 1756 | 7027 | -22 44 1802 | 7211 | -70 | 140
1726 | 6907 | -34 68 1759 | 7039 | -86 0 1804 | 7219 | -30 | 60
1727 | 6911 | -174 0 1760 | 7043 | -46 92 1810 | 7243 | -26 | 52
1736 | 6947 | -58 | 116 1769 | 7079 | -170 0 1811 | 7247 | -94 0
1739 | 6959 | -190 0 1775 | 7103 | -154 0 1820 | 7283 | -50 | 100
1741 | 6967 | -66 0 1781 | 7127 | -158 0 1826 | 7307 | -50 | 100
1742 | 6971 | -90 | 180 1787 | 7151 | -170 0 1832 | 7331 | -66 | 132
1745 | 6983 | -114 0 1789 | 7159 | -130 0 1837 | 7351 | -66 0
1747 | 6991 | -142 0 1796 | 7187 | -50 | 100 1852 | 7411 | -50 | 100

r p Ney Neo T p Ne1 Neo r p Ney Neo
1862 | 7451 | -70 | 140 1900 | 7603 | -22 44 1939 | 7759 | -98 0
1864 | 7459 | -30 60 1901 | 7607 | -178 0 1955 | 7823 | -150 0
1871 | 7487 | -130 0 1909 | 7639 | -62 0 1966 | 7867 | -22 44
1874 | 7499 | -66 | 132 1910 | 7643 | -58 | 116 1969 | 7879 | -98 0
1876 | 7507 | -22 44 1921 | 7687 | -58 0 1970 | 7883 | -34 68
1880 | 7523 | -70 | 140 1922 | 7691 | -86 | 172 1976 | 7907 | -42 84
1886 | 7547 | -30 60 1924 | 7699 | -54 | 108 1979 | 7919 | -194 0
1889 | 7559 | -230 0 1925 | 7703 | -162 0 1981 | 7927 | -94 0
1895 | 7583 | -126 0 1930 | 7723 | -18 36 1987 | 7951 | -102 0
1897 | 7591 | -130 0 1931 | 7727 | -162 0 1990 | 7963 | -26 52

r p Ney Nea r p Ne1 Nea r p Ney Neo
2002 | 8011 | -50 | 100 2047 | 8191 | -110 0 2104 | 8419 | -38 76
2009 | 8039 | -226 0 2054 | 8219 | -70 | 140 2105 | 8423 | -166 0
2014 | 8059 | -42 84 2057 | 8231 | -214 0 2107 | 8431 | -118 0
2021 | 8087 | -162 0 2060 | 8243 | -42 84 2110 | 8443 | -22 44
2027 | 8111 | -242 0 2065 | 8263 | -86 0 2111 | 8447 | -198 0
2030 | 8123 | -42 84 2071 | 8287 | -90 0 2116 | 8467 | -30 60
2036 | 8147 | -74 | 148 2072 | 8291 | -94 | 188 2131 | 8527 | -86 0
2041 | 8167 | -66 0 2077 | 8311 | -122 0 2134 | 8539 | -34 68
2042 | 8171 | -42 84 2090 | 8363 | -70 | 140 2135 | 8543 | -194 0
2044 | 8179 | -50 | 100 2096 | 8387 | -42 84 2140 | 8563 | -18 36
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T P Ney | Meo r p Ney | Meo r p Me1 | Meo
2149 | 8599 | -126 0 2194 | 8779 | -30 60 2230 | 8923 | -38 76
2155 | 8623 | -102 0 2195 | 8783 | -146 0 2237 | 8951 | -270 0
2156 | 8627 | -42 84 2200 | 8803 | -18 36 2240 | 8963 | -58 | 116
2161 | 8647 | -62 0 2201 | 8807 | -162 0 2242 | 8971 | -38 76
2165 | 8663 | -134 0 2204 | 8819 | -98 | 196 2249 | 8999 | -198 0
2174 | 8699 | -70 | 140 2207 | 8831 | -218 0 2251 | 9007 | -70 0
2176 | 8707 | -30 60 2209 | 8839 | -154 0 2252 | 9011 | -66 | 132
2179 | 8719 | -106 0 2215 | 8863 | -58 0 2260 | 9043 | -30 60
2182 | 8731 | -34 68 2216 | 8867 | -54 | 108 2264 | 9059 | -78 | 156
2186 | 8747 | -42 84 2221 | 8887 | -86 0 2266 | 9067 | -18 36

T p MNeq Nes T p Ney Nea T V4 MNey Neo
2272 | 9091 | -42 84 2327 | 9311 | -194 0 2365 | 9463 | -90 0
2275 | 9103 | -114 0 2329 | 9319 | -82 0 2366 | 9467 | -82 | 164
2281 | 9127 | -114 0 2330 | 9323 | -58 | 116 2369 | 9479 | -202 0
2287 | 9151 | -134 0 2335 | 9343 | -102 0 2372 | 9491 | -90 | 180
2296 | 9187 | -42 84 2342 | 9371 | -98 | 196 2377 | 9511 | -138 0
2299 | 9199 | -102 0 2347 | 9391 | -110 0 2384 | 9539 | -110 | 220
2300 | 9203 | -62 | 124 2350 | 9403 | -22 44 2386 | 9547 | -26 52
2306 | 9227 | -50 | 100 2354 | 9419 | -70 | 140 2387 | 9551 | -258 0
2309 | 9239 | -278 0 2357 | 9431 | -182 0 2396 | 9587 | -46 92
2320 | 9283 | -22 44 2359 | 9439 | -150 0 2404 | 9619 | -38 76

r p Meq Mea T p Ney Mea
2405 | 9623 | -190 0 2452 | 9811 | -42 84
2407 | 9631 | -154 0 2459 | 9839 | -182 0
2410 | 9643 | -22 44 2462 | 9851 | -90 | 180
2419 | 9679 | -142 0 2464 | 9859 | -42 84
2429 | 9719 | -266 0 2467 | 9871 | -98 0
2434 | 9739 | -26 52 2470 | 9883 | -34 68
2435 | 9743 | -210 0 2471 | 9887 | -150 0
2441 | 9767 | -178 0 2476 | 9907 | -30 60
2446 | 9787 | -22 44 2480 | 9923 | -50 | 100
2447 | 9791 | -238 0 2482 | 9931 | -46 92
2450 | 9803 | -74 | 148 2491 | 9967 | -78 0

OBSERVACION 8.2.7. Calculando primero el espectro y luego la serie eta
por definicién, y usando teoria de nimeros, se pueden probar los siguientes
hechos sobre 7., , h =1, 2:

1. n €27, h=1,2.

2. M <0,7me >0y 1, =0siysoélosiresimpar.

3. Mey = —21.,, para r par.

4. ne, = —42—2, donde hy, es el nimero de clase de Q(i\/p) y wp es el
nimero de raices de la unidad en Q(i,/p).

Los detalles de estos y otros hechos formaran parte de un futuro trabajo.



CAPiTULO 9

Espectro de Dirac, serie eta e invariante eta de
Z4-variedades

En este iltimo capitulo, basado en [Po], miramos el caso més simple no
estudiado hasta aqui, esto es F' ~ Z4. Consideramos una familia relativa-
mente grande de Zg4-variedades spin. Se obtendran expresiones explicitas de
la serie eta en términos de diferencias de funciones zeta de Hurwitz ((s, «),
con a € Q. Esta expresion permitira calcular los invariantes eta por simple
evaluacién en s = 0.

9.1. Una familia de Z4-variedades spin

Construiremos una familia, cuadratica en la dimension, de Z4-variedades
spin, no homeomorfas entre si, con espectro de Dirac asimétrico. Tomamos
J = [(1] *01]. Para cada 0 < j,k < n, ponemos

(9.1.1) Bj =diag(J,...,J,—-1,...,—1,1,...,1),
—_—— ——— ——
J k l
donden=2j+k+1lyjl>1.
Luego Bj € O(n), B;.{k, =1Idy Bjj € SO(n) siy sélo si k es par. Sea
AN =Ze & - & Ze, el reticulo candénico de R™ y para j,k como antes
definimos los grupos

(912) Fj,k = <Bj7kL%,A>.

Como A es estable por Bjy, (B;”,C —Id)%e, =0€ A, 0<m <3,y
(im0 Bl % = en € AN (320,—o BTY)A, por [MR, Prop. 1.1], cada T'j; es
un grupo de Bieberbach. De esta manera, si M;j :=I'; ,\R", tenemos una
familia

(9.13)  Fr={M;p=T;,\R" : 1<j<[%],0<k<n-2j-1}

de variedades compactas planas con grupo de holonomia F' ~ Z,. La cardi-
2

nalidad de 7" es #7" = [232](n — [%52] — 1) = o(%Y).

LEMA 9.1.1. Las variedades Mjy € F" son no homeomorfas entre si.
En particular, Hy(M;,7Z) ~ 7t @ Z];k.

89
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DEMOSTRACION. Calculamos Hi(M;,Z) ~ T;/[Tk, Tkl St v =
Bj,k:L%n, tenemos

T Uikl = ([, Le] = Lp-1d)e; : 1 << )

- <L—61:|:€27 ety L—ezjfl:l:egj) L262j+17 ety L262j+k>'

Usando esto, y el hecho de que v* = L, , es facil chequear que H\(M;,7) ~
7' e Z];k. Luego, si M, y Mj js son homeomorfas entonces j+ k = j' + &’
y Il =1 de donde sale que j =5 y k =k . O

Ahora, estudiamos la existencia de estructuras spin para esta familia de
Zy4-variedades. Para tener orientabilidad, debemos restringirnos a variedades
M; ), con k = 2ky par. Recordemos que el Teorema 3.2.1 da condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de estructuras spin. En la notacién
de la Seccién 3.2 tenemos

LEMA 9.1.2. Toda Z4-variedad orientable Mj, € F", k = 2ko, tiene
exzactamente 2" estructuras spin € parametrizadas por las (n + 1)-uplas

(61,...,0n,0up;, ) como en (3.2.4) que cumplen:
(914) 51 == 52, e ,52_7',1 == 62j Yy (Sn == (—1)j
V2
donde UB;, = (7) (1 + 6162) ce (1 + ezj_legj) €2541 " €25+k-
DEMOSTRACION. Notar que Bjj = 2o(5,...,5,7,...,7,0,...,0) € Tg
—_——— ——
J ko (5]

en la notacién de (2.1.6). Por (2.1.12),
p N (Bjg)=+x(%,..., 5,5 ..., 20...,00€T.

Sea vjr = BjrLe,. Como e(v;x) = oup;, y 'y;-l,k = L, para cada j,k,
la condicién (1) da
On = s(ijk)zl = uik =x(m,...,m2m, ...,27,0,...,0) = (=1)
J ko
mientras que por la condicién (e2) tenemos 1 = €(L(Bj k_Id)e2i—1) = 09;_102;
para 1 < i < j, y por lo tanto vale (9.1.4). Como no hay mds relaciones
impuestas sobre los §;’s, el resultado sigue. (I

OBSERVACION 9.1.3. La familia natural a considerar es F” con las ma-
trices en (9.1.1) reemplazadas por

(9.1.5) Bjng =diag(J, ..., J, J,..., J,—1,...,—1,1,...,1),
—_—— —— ——— \‘l,_/
j h k
donde J = [§}],conn = 2(j+h)+k+I, j > 1y h+1 # 0. Esto es, considerar
la familia g” = {Mj,h,k = Fj,h,k\Rn} donde Fj,h,k = (Bj7h7kL%,A> sil Z 1

v Ljne = (BjnrLezi,A) sil=0.
2
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Sin embargo, cada variedad en esta familia mas grande de Z4-variedades
tiene serie eta (e invariante eta) trivial a menos que h =0y [ = 1 (el caso
considerado). En efecto, np,, , > 2 para todo j,h,k con h+1 > 2y, por
la Proposicién 5.3.1, el espectro de D es simétrico. El caso restante (h = 1
y I = 0) es mas complicado, pero sale procediendo como en la siguiente
seccion.

9.2. El espectro de Dirac

Como estamos buscando asimetria espectral de D, nos restringiremos a
variedades orientables de dimensién impar en F™ con Fy # (). Luego, fijamos
n=2m+1=4r + 3 y tomamos

(921) ‘7:1” = {Mj,k eF" k= 2kg, | = 1}

También, para cada M;jj € F7' elegimos la estructura spin

(922) Eja',k: = (17"-717(_1)].70-1'3',190(%7%))7 o< {i1}7
donde usamos la notacién de (2.1.10)
(5 5) =25 T g0 5)
—— ——
J ko

Ahora, usando la expresién (5.2.9), calcularemos las multiplicidades de
los autovalores del operador de Dirac de las variedades spin (M, 5? ;). Por
simpleza, tomaremos (p, V) = (1,C).

1—(=1)7

Har4 falta considerar la siguiente funcién «(j) =2 2, es decir
N si j es par
(9-2.3) a(j) = { 2 si j es impar.

PROPOSICION 9.2.1. Sea n = 2m + 1 = 4r + 3. Las Zs-variedades
M, € Fi' con estructuras spin €7, como en (9.2.2) tienen espectro de
Dirac asimétrico y la multiplicidad de los autovalores no nulos £2wu de D
estdn dadas por

4r71|A5]U',knu‘| +o (_1)7"4'[%} 2m—0¢(])—[%] = 241

a(7)
4T_1|A5

(9.24) dy(e7,) =
otro caso

;k,u
para k # 0, y por

e oy { T Rl E DY) 2 o (1)) 2
wA=m,0/ = r—1
471 A

m

ool otro caso

para k =0, donde t € Ny.
, . . . ‘. +/.0 \
Mas aiin, Mj j no tiene spinores arménicos no nulos, o sea, d, (ELk) =0.
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DEMOSTRACION. Para j, k fijos, sea v = BjJCLETn el generador de I'j .
Para 1 < h < 3, sea b, € R™ definido por 4" = thkLbh Yy ponemos

(9.2.5) Sp(p)i= Y ek XLﬂ(u,W(xvh).
uG(Aeq H)Bh n
J,k’

Como Fi(T'j) # 0, pues np = ngs = 1, y como ngz = 1 sélo si k =0, la
férmula (5.2.9) del Teorema 5.2.5 queda

(9.26)  dE(50) = 4 (277 Mg, ol + SE() + 000 SE(0) + S5 (1)),

donde dj es la delta de Kronecker.

Ahora, como €7, (y) € T el toro maximal de Spin(n—1), podemos elegir

Ty = 5?,k(7) = U%,ko(i 5)s Tap = x].,ko(g, T) Y T3 = axj’ko(%”, 37”) pues
2o =e(v") = e(9)" = (0z,)"

y 2(01,...,0m)" = x(hb1,...,h0y) para h € N (ver (2.1.8)). Ademés, como
Bj e, = ey y, para u = e, podemos tomar h, = 1, entonces o (e, .T,yh) =1
para cada 1 < h < 3. Més atin, o(uen, xn) = 1y o(—pen, vn) = —1, pues
>0 (ver 5.2.4). Por otra parte b, = %.

Como A es el reticulo canénicoy §; = 1, 1 <i<n—1y§, = (—1)/,
por (5.1.4) y (5.1.6) tenemos que A:qk = Ze1 @ -+ @ Zey si j es par y

J»

A*qk =Ze1 @ DLen1® (Z+ %)en si 7 es impar. Luego,

(3
s

Ze j par
2 A*d Bh - "
(9-2.7) ( Ej,k) { (Z + %) en J impar.

Es claro que si pu es tal que (A:qk#)Bh = () para cada 1 < h < 3,
7, 9.

sélo la identidad de I" da una contribucién no trivial a (5.2.9) y la férmula
de multiplicidad queda dfj(sjk) =41 |A€§k,u’- Asi, de ahora en adelante,

suponemos que g cumple (A:qk #)Bh # () para algin 1 < h < 3. Luego, se
_77 9

tiene (A, )B" = +pe,} con p € N para j par y u € Ng+ & para j impar
€7k 2
J,k?

i
y por lo tanto tenemos

. .
(9.2.8) Si() =€ 2 xpx () + 3y (o).

Si ademds se cumple x L;_l(xvh) =—Xrt+ (z.,n) entonces

9.2.9) SE(p) = (e" 2 — e2ihn — _9isin(The
(92.9) 8 (u) = (e e2™) Xz (wyn) = =2isin(T#) xpx (@,0).

Por (2.2.2), los caracteres x + (7.x) tienen la expresién
n—1

Xiz (20) = 0"2m 7 ((cos(5)) (cos(g ) = i (sin(1))7 (sin())* ).

n—1
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Los valores explicitos, para 1 < h < 3, se dan en la siguiente tabla:

’ XLiil(.T,yh) k>0 k=0
(9.2.10) h= g 2L (2)] o 2m= 1 (M2)m(1 £ ™)
h= 0 £om=14m
h= g2 Lm (2) (—1)ko | o 2m Tt (2)™ (1) £4™)

Caso 1: k> 0. Sea h = 1 6 3. Supongamos que j es par, luego u € N. Si
{1 es par, Si¥(u) = 0 pues 51n(7rh“) = 0. Sea pt = 2t + 1 con t € Ny. Como
sin(w) = (-1 )tH I, por (9.2.9) vale

p—1
S () = 21 (-1 T e (),

n 1

Reemplazando estos valores en (9.2.6) tenemos que
dEeq) = F(2" Al = 20 (D (e (@) = xx (29))
(0211) = F(2" YA ko (- m (R (1 - (—1)))
= 47 Ayl £ o (—1)H 21l

donde hemos usado que m = 2r + 1 y que ko es impar, pues j es par y
n=2(+ko)+1=3(4).
2t+1

Ahora, si j es impar, y = 2= con t € Ny. Es claro que

(9.2.12) sin(TEEEL ) = gin(3TCHELY  (_)[8](v2),

Luego, usando que kg es par pues j es impar, se tiene

A (9,) = g(zm*Hquk,uy—21‘(—1)[5(@)(&3_1(%)+XL$_1(%3)))
(9.2.13) = 1(27“ Yo, ul £ 0 (— )[%1+12mim+1(§)j+1(1+(—1)’“0))

g oyl

1-(=1)
Tomando p = 3;5)1 con a(j) =2 2, de (9.2.11) y (9.2.13) final-

mente obtenemos la expresion (9.2.4).

Caso 2: k =10. Luego j es impar y u = 2”1

con t € Ny. Se tiene que
(9.2.14) SE(u) = £(—1)ommtl — (1)t g2+l

por (9.2.9); y, para h = 1,3, por (9.2.10) tenemos

Y (e 2 M (1) ) 4 e (-1)lE 5 i)

Sulw) = 02" (¢
- 02m_1(§)m((—1)[%]2008( 1y 4 (- 2i)sin(”h“)).

2
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(2t+1)m

Luego, como cos(~; )*COS(W)

= 0, usando (9.2.12) llegamos a que
SE(w) + S5 (1) = Fo 2 ()™ sin("E)

(9.2.15) '
= 4o (—1) Tzl

Introduciendo los valores de (9.2.14) y (9.2.15) en (9.2.6), llegamos a las
expresiones de la proposicién.

Finalmente, la afirmacion referente a la multiplicidad del autovalor 0
sigue directamente del Lema (2.2.1) y de (5.2.10). O

OBSERVACION 9.2.2. De la férmulas obtenidas en la Proposicién 9.2.1 se
ve que no hay D,-isospectralidad entre las variedades en F7', genéricamente.

Por otra lado, si m = 2r, esto es, si n = 4r 4+ 1, entonces el espectro
de D es simétrico con multiplicidades dadas por di:(&‘; B = 4T_1|A5§_r’kyu|
para todo par j, k. Esto sigue de (9.2.11) y (9.2.13) en el caso k > 0, y
por (9.2.6) para k = 0, ya que (9.2.14) y (9.2.15) se anulan en este caso.
Luego, para un n fijo, {(Majk,€9;,) : 1 < j < r} es un conjunto, de cardinal
m = 2r, de Zy-variedades mutuamente D-isospectrales. Similarmente para
{(Maj1,k,€5;,) 1 <j <r}.

9.3. Serie eta e invariante eta de Z4-variedades

Usando los resultados obtenidos en las secciones previas calculamos ex-
presiones explicitas para la serie eta y los valores de los invariantes eta para
las Z4-variedades spin consideradas. Tenemos el siguiente resultado

TEOREMA 9.3.1. Sean = 2m + 1 = 4r + 3. La serie eta de las Zy4-
variedades Mjj, € Fi' con estructuras spin €7, como en (9.2.2) estan dadas
para k > 0 por

Cijo ! [Atal)) 2h+1
(9.3.1) ngtjr’k(s): (8r)° };} (=12 (s, 4a(j)>

con Cjg = o (—1)r 2 H1=e0=[8] y por

3

Z (U + (—1)[%1 2T) (s, 2}‘8—“)

h=0

(_1)7’ 27"

(0.3.2) N0 (5) = gy

donde ((s,a) = Z;io(j +a)~% es la funcién zeta de Hurwitz definida para
a€ (0,1 y Re(s) > 1, y a(j) es como se definié en (9.2.3).

Mds atn, la continuacion meromorfa de neik(s) a C es holomorfa en
todas partes para todas las variedades M; € F7'.

Nota. Observar que, para k > 0, todas las funciones {nsgjk(s)} son
mutuamente proporcionales y lo mismo es cierto para {nggj+1 L(8)}.
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2t41

= tenemos
a(jf)

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 9.2.1, para yu =
o (—1) Ha] gm+1-a()-[3] k>0
(—1)r 27 (o (D) + (~1)f27) K =0.

Ahora, en el caso k > 0, por (5.3.2), (9.2.4) y (9.3.3), tenemos

(9.3.3) df(9,) —dy (5,) = {

t
C'U - (_1)[(!“)}
(9.3.4) ne, (5) = =2
wen (2m) ; ()

donde Cj, =0 (—1)" 2m+17a(j),[%}.
Si j es par, la serie en (9.3.4) es igual a

oo(_il)t—i ° 1 _W;_l s 1) _ ¢(s.3
;(%—l—l)s 48 (tzzg (t+%)s tz:;(t_’_i)s) T (C( 1) — ¢ a4))'

donde hemos separado las contribuciones de t = 2tg y t = 2o + 1, y por lo
tanto en este caso

o (—1) 2m13]

(9.3.5) Usjk(s) = W ¢(s, i) — (s, %))

Para j impar, la serie en (9.3.4) ahora es igual a

> (—1)le!] 11 1 1 1
Z( )132482 1s+ 3\s 5\s T\s
i (t+3) —t+3) (t+g)° (t+35)7° (@(t+3g)
1
= B (C(Sa %) + C('S’ %) - C(Sa g) - C(Sv %)) .

donde hemos separado las contribuciones de 4t+h, con 0 < h < 3, y entonces
9.3.6 _ CjaU ’ 1 [%] 2h+1
(9.3.6) 775;.’7,6(5) —W hzg(— )12 (s, =57

Poniendo juntas las expresiones (9.3.5) y (9.3.6) se tiene la férmula (9.3.1).
Por otro lado, para k = 0, por (9.3.3) tenemos
(-1 2 o (=D)E 4 (-1
(2m)s (t+3)° '

o)

Neg, o (s) =
t=0
La serie de arriba es igual a

o0

Z (o +27) n (o0 —27) (o0 —27) (o0 +2")

(44 5)° (4t+3) (435 (4t+ 1)

donde nuevamente separamos los casos 4t+h, 0 < h < 3. Ahora, procediendo
como antes, obtenemos

(9.3.7)
nsfmo (5) = (Egl)r;sy ((U + QT)(C(Sa %) - C(Sv %)) + (O‘ - 2T)(C(57 %) - C(Sa %))) .

De aqui es claro que vale (9.3.2).
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La ultima afirmacién sigue de las expresiones explicitas para 7(s) obteni-
das en (9.3.5), (9.3.6) y (9.3.7) pues la funcién zeta de Hurwitz ((s, ) tiene
un polo simple en s = 1 con residuo 1 (ver [Ap]). O

COROLARIO 9.3.2. Los invariantes 1 de las Z4-variedades spin M; €
1 con estructuras spin €7 estan dados por

o (=1)7 1% gm=1-13] k>0 1<j<2r+1
938) ne () =4 7Y 1 <
’ (=D)"2" (e 4+2"7) k=0, j=2r+1
En particular nes (0) € Q ~ {0}
DEMOSTRACION. Esto es una consecuencia directa de las férmulas del
Teorema 9.3.1 y del hecho que ¢(0,) = 3 — a para todo a € (0, 1]. O

Ahora ilustramos los resultados en las dimensiones mas bajas del tipo
considerado, estoesn =3y n="17.

EJEMPLO 9.3.3. Para n = 3, hay una tnica variedad en JF3, a saber M g
donde B = [J 1]. Comor =0y k=0, por (9.3.2) tenemos
n‘gio(s) = ﬁ (C(Sv %) - C(Sa %))7 775;0(5) = ﬁ (C(S7 %) - C(sv %))

y por (9.3.8)

N[ =

_ 3 —
g, (0) =35, 0 (0)=-

EJEMPLO 9.3.4. Para n = 7, hay 3 variedades en ]:17. Estas son My 4,

J
s Bao=1| . |,
1

J ~
Bsy = [ J ; ] con —I = [~ _]. Ahora, por (9.3.1) y (9.3.2) tenemos
1

J
My y M3 donde las matrices son By 4 = [ -1 ,
1

)

776?,4(3) = (87sz ((Q % ,%)) + (C(S, %) —((s, g)))
nego(s) = o (C(s i) (5, 2))

et 8) = <8733€ (3l (s D) = (s, D) = <(s.2)
ey (8) = w5 (- (C(S,%)—C(s,g))—3(4(5,3)_«57%)))

y, otra vez por (9.3.8), también
776‘1774 (O) = —do, 776(2’72 (0) = —20, n + (O) = —4, US (0) =3.



APENDICE A

Invariantes eta en dimension 3

A continuacion damos el invariante 1 de variedades de dimensién 3. Estos
fueron ya calculados por Pfiffle ([Pf]), pero lo hacemos por completitud y
para comparar los resultados.

Hay 6 clases de difeomorfismos de variedades compactas planas orienta-
bles en dimensiéon 3 y se distinguen por su grupo de holonomia F ~ 1
(“torocosm”), Zg (“dicosm”), Zs (“tricosm”), Z4 (“tetracosm”), Zg (“hexa-
cosm”) y Zg X Zgy (“didicosm”) (ver Seccién 1.2 o las Notas del Capitulo 1).
A lo largo del trabajo hemos calculado 7(s) y n para todas estas variedades
a excepcion de la Zg-variedad.

EJEMPLO A.1. Para la Zg-variedad, se puede ver que tiene sélo 2 estructuras
spin de la forma ¢, = (1,1, ~1,02(%)), 0 € {£1}. Procediendo de manera
similar al Capitulo 9, y después de algunos calculos, se llega a que

Ne (S) = ﬁ (C(Sv %) - C(Sv %))

Ne_ (5) = (157?)@ (C(Sa %) - C(Sv %)) )

de donde

=
)
+
—
(=)
~—
Il
wlot
=
v
~—~
(=)
~—
|
|
Wl

Resumimos ahora la informacién en una tabla. En ella damos los valores
no triviales de n para las variedades con grupo de holonomia no trivial.

F || n

Zs | 1 | =1 | Observacién 6.2.2
Zs3| 3| —%| Ejemplo 8.2.4
Zy| 3 | —%| Ejemplo 9.3.3
Zg % —% Ejemplo A.1
73| - | - Teorema 6.1.2
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