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Resumen

En este trabajo determinamos todas las funciones esféricas irreducibles ® de cualquier K-
tipo asociadas a los pares simétricos duales (G, K) = (SU(3),U(2)) y (SU(2,1),U(2)). Esto se
logra asociando a ® una funcién a valores vectoriales H = H (u) de una variable real u, analitica
en u = 0, que es autofuncién simultanea de dos operadores diferenciales de segundo orden con
coeficientes matriciales. Uno de ellos viene del operador de Casimir de G y probamos que es
conjugado a un operador hipergeométrico matricial, lo que nos permite expresar la funcién H
es términos de la funcién hipergeométrica matricial. Para el par compacto (SU(3),U(2)) este
proyecto fue iniciado en [GPT02a].

Obtenemos la expresion explicita de una familia de polinomios ortogonales matriciales
{P,}n, con respecto a un peso a un peso W, que son autofunciones de un operador difer-
encial de segundo orden D. El peso W y el operador diferencial D se encuentran en [PT06],
usando algunos aspectos de la teoria de funciones esféricas asociadas a los espacios proyectivos
comoplejos. También encontramos otro operador diferencial de segundo orden E simétrico con
respecto a W y describimos el algebra generada por D y FE.

Estudiamos la transformada esférica para cualquier K-tipo de un grupo localmente com-
pacto G. Esta generaliza la definicién introducida por Camporesi en [Cam97]. Obtenemos la
correspondiente formula de inversién a partir de la formula de Plancherel sobre G. Finalmente
explicitamos los resultados obtenidos anteriormente para el grupo G = SU(2,1) y K = U(2)
en términos de las funciones hipergeométricas matriciales o Hj.






Abstract

In this paper we determine all irreducible spherical functions ® of any K-type associated
to the dual Hermitian symmetric pairs (G, K) = (SU(3),U(2)) and (SU(2,1),U(2)). This
is accomplished by associating to ® a vector valued function H = H(u) of a real variable
u, analytic at v = 0, which is a simultaneous eigenfunction of two second order differential
operators with matrix coefficients. One of them comes from the Casimir operator of G and we
prove that it is conjugated to a hypergeometric operator, allowing us to express the function
H in terms of a matrix valued hypergeometric function. For the compact pair (SU(3),U(2))
this project was started in [GPT02a).

We obtain an explicit expression of a family of matrix valued orthogonal polynomials { P, },
with respect to a weight W, that are eigenfunctions of a second order differential operator D.
The weight W and the differential operator D were found in [PTO06], using some aspects of
the theory of the spherical functions associated to the complex projective spaces. We also find
other second order differential operator F symmetric with respect to W and we describe the
algebra generated by D and FE.

We introduce the spherical transform for any K-type of a locally compact group G. This
generalizes the definition introduced by Camporesi in [Cam97]. We obtain the corresponding
inversion formula from the Plancherel formula on G. Finally we give the explicit expressions
of the spherical transform and the inversion formula for G = SU(2,1) and K = U(2) in terms
of the matrix valued hypergeometric functions o H;.
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CAPITULO 1

Introduccidn

En los ultimos dos siglos la teoria de funciones especiales ha dado herramientas que hicieron
posible la aplicacién de la matematica a las ciencias fisicas: desde la teoria de la conduccion
del calor, pasando por el electromagnetismo y la mecédnica cudntica hasta la reconstruccién de
imagenes en la fisica médica, se han beneficiado con su desarrollo. Es conocido que casi todas
las llamadas funciones especiales, que juegan un rol importante en las soluciones explicitas de
problemas en fisica matematica, son o bien casos particulares de funciones hipergeométricas de
Euler y Gauss o bien funciones de Bessel.

El estudio de las funciones especiales, comenzé durante el siglo XIX y de un modo mas
bien caético. Durante el dltimo siglo, este conocimiento comenzé a ser unificado y organizado
cuando se conectaron estas funciones con la teoria de representaciones de los grupos clasicos.

Fueron E. Cartan (1929) y H. Weyl (1934) quienes desarrollaron la teoria de funciones
esféricas para espacios simétricos compactos y variedades riemannianas compactas, en parti-
cular probaron que los arménicos esféricos surgen de manera natural a partir del estudio de
funciones en G/K, donde G = SO(n) y K = SO(n — 1).

Las funciones esféricas asociadas con la representacion trivial de K, dan origen a numerosos
ejemplos, que incluyen funciones especiales tales como los polinomios de Jacobi, Hermite, La-
guerre y las funciones de Bessel, Legendre, Jacobi, etc. Por ejemplo, los polinomios de Legendre
son funciones esféricas asociadas al par (G, K) con G el grupo de rotaciones de R? y K el grupo
de rotaciones de R2. Las funciones de Bessel, surgen al considerar el plano de dimensién dos
como el cociente del grupo de todos los movimientos rigidos del plano por el grupo de rotaciones.

I. Gelfand, R. Godement y Harish-Chandra, desarrollaron la teoria de funciones esféricas
para espacios simétricos no compactos. La propiedad crucial que permitié unificar los diversos
ejemplos de funciones especiales es el hecho que todas estas funciones satisfacen una ecuacion
integral. En general, dado un grupo G 'y K un subgrupo compacto de G, una funcién ¢ en G
se dice esférica zonal si satisface

o(z)p(y) = / o(zky) dk para todo z,y € G.
K

Partiendo de esta ecuacion integral, las funciones esféricas se conectan con la teoria general de
desarrollo en autofunciones asociadas con operadores diferenciales de segundo orden, la teoria
general de representaciones de grupos y la teoria cldsica de funciones especiales. Todos estos
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desarrollos son una parte importante de la teoria de grupos de Lie, drea que se expandié y
ahora alimenta otras areas importantes de la matematica, como las ecuaciones diferenciales
ordinarias y parciales, el andlisis armonico, la fisica matemadtica, la teoria de invariantes, la
teoria de niimeros y la geometria algebraica.

Tomando como punto de partida la ecuacién integral de las funciones esféricas zonales uno
puede obtener facilmente, por ejemplo, las férmulas integrales para las funciones de Bessel y
para los polinomios de Legendre y Gegenbauer.

Esta interpretacién de las funciones especiales permitié modernizar un gran nimero de
hechos conocidos hasta ese momento. También mostré una manera de buscar otros ejemplos
de estas situaciones, incluyendo grupos discretos, con interesantes aplicaciones en combinatoria.
Estos desarrollos han tenido un importante impacto en la teoria de cédigos y otras dreas no
tradicionales donde los mateméaticos pueden ain jugar un rol importante.

De manera independiente Tirao ([Tir77]) y Gangoli- Varadarajan (|[GV88]) generalizaron
la teoria clasica de funciones esféricas, poniendo en relieve la funcién matricial subyacente en
el concepto de funcién esférica (escalar) desarrollada por Godement y Harish-Chandra. Este
punto de vista matricial ha cobrado mucha importancia en los ultimos anos, por ejemplo en el
desarrollo de la teoria de polinomios ortogonales matriciales.

Sea K el conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de
dimensién finita de K; para cada § € K sea & el cardcter de 4§, d(0) la dimensién de ¢ y
Xs = d(0)&s. Una funcién esférica de tipo ¢ es una funcién continua ® : G — End (V) tal que
®(e) = I y que satisface la siguiente ecuacion integral.

O(2)P(y) = /Kxg(kl)é(xky) dk, para todo z,y € G.

Sea (m, V') una representacion finita de K tal que m = md, § € K. En este caso una funcién
esférica de tipo J esta caracterizada por las siguientes propiedades:

i) ®: G — End(V) es una funcién analitica.
ii) ®(k1gks) = m(k1)®(g)m(k2), para todo ki,ks € K, g€ G,y ®(e) = 1.
iii) [A®](g) = ®(g)[A®](e), para todo g € Gy A € D(G)¥K.

Donde D(G)¥ son los operadores diferenciales en GG, que son invariantes por multiplicacién a
izquierda por G y a derecha por K.

Cuando uno considera representaciones de dimensién 1 del grupo K, las funciones esféricas
son a valores escalares. En el caso general, que surge de considerar todas las representaciones
de K, las funciones que se obtienen son a valores matriciales.

Si bien la teoria fue desarrollada hace tiempo, los ejemplos concretos de estas funciones no
se conocian hasta hace pocos anos, aun en los casos de dimensién uno (dados por Heckman y
Opdam, en 1990). Tirao, Grilnbaum y Pacharoni, en [GPT02a],describen las funciones esféricas
asociadas al plano proyectivo complejo, que se identifica con SU(3)/U(2) y en [GPT02b] con-
sideran el par no compacto (G, K) = (SL(2,C), SU(2)).

El primer desafio que abordamos en este trabajo es determinar explicitamente todas las
funciones esféricas de cualquier K-tipo asociadas al plano hiperbdlico complejo, que podemos
identificar con SU(2,1)/U(2). Este par es el dual no compacto del par (SU(3),U(2)), conside-
rado en [GPT02a].

El grupo G = SU(2,1) actia de manera natural en el plano proyectivo complejo Po(C).
Esta accion es transitiva en el conjunto

B ={(z,y.1) € P(C) : |z + |y|* < 1},



y K = U(2) es el subgrupo de isotropia del punto (0,0,1) € P»(C). Por lo tanto B = G/K.
En el Capitulo 3 seguimos las técnicas y estrategias desarrolladas en [GPT02a]. Asociamos
a cada funcion esférica ® : G — End(Vy) de tipo ™ = 7, ¢, una funcién H definida por

donde @, es una funcién esférica de tipo 7 particular. Entonces H tiene las siguientes
propiedades

i) H(e) = 1.
ii) H(gk) = H(g), para todo g € G,k € K.
iii) H(kg) = m(k)H(g)m(k™'), para todo g € G,k € K.

La propiedad ii) indica que H se puede considerar como una funcién en B.

En este caso el algebra D(G)K de operadores diferenciales en G, invariantes a izquierda
por G y a derecha por K es un algebra de polinomios en dos generadores algebraicamente
independientes Ag y Ag (Ag es el operador de Casimir de G). El hecho que ® es una autofuncién
de Ay v Ag, se traduce en el hecho que H sea autofuncién de dos operadores diferenciales de
segundo orden D y E en C2.

FEn la Seccién 3.3 aprovechamos la estructura de K-érbitas de B combinada con la propiedad
iii) de las funciones H. Las K-érbitas en el cociente G/K corresponden a las esferas

STZ{(:L‘,y)GCZ:|x|2—|—|y|2:7~2}’ 0§T’<1

Por lo tanto podemos tomar los puntos (r,0) € S, como representantes de S,. Entonces el
intervalo [0, 1) parametriza el conjunto de K-6rbitas en B. o
Por lo tanto existen operadores diferenciales ordinarios D y E en el intervalo abierto (0,1)
tal que
(D H)(r,0) = (DA)(r), (EH)(r,0) = (EH)(r),

donde H(r) = H(r,0), r € (0,1). Los operadores D y E estan dados explicitamente en los
Teoremas 3.17 y 3.18. Estos teoremas estdn dados en términos de transformaciones lineales.
Las funciones H son diagonalizables (Proposicién 3.26). Por lo tanto, en una base apropiada de
Vi podemos escribir H(r) = (ho(r),--- , he(r)). Luego, en los Corolarios 3.33 y 3.34 damos los
enunciados correspondientes de los Teoremas 3.17 y 3.18 en términos de las funciones escalares
h;.

En la seccién 3.5 relacionamos nuestro estudio de las funciones esféricas matriciales asocia-
das al plano hiperbdlico complejo con el trabajo desarrollado en [GPT02a] para determinar
todas las funciones esféricas matriciales asociadas al plano proyectivo complejo. Hacemos
esto describiendo a las funciones esféricas de los dos casos como autofunciones simultdneas de
los mismos operadores diferenciales. Este hecho es de gran importancia ya que, ademads de
permitirnos estudiar en conjunto el caso compacto y el no compacto, nuestra caracterizacion
de las funciones esféricas asociadas al plano hiperbélico complejo Hy = SU(2,1)/U(2) dada
en el Capitulo 4 depende de informacion valiosa obtenida de la teoria de representaciones del
grupo compacto SU(3).

Recientemente, Tirao en [Tir03] introdujo la ecuacién hipergeométrica matricial de Gauss

2(1 = 2)F"(2) + (C — 2U)F'(2) — VF(z).
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En el caso clésico, las funciones esféricas de tipo trivial asociadas a espacios simétricos Rie-
mannianos de rango uno, pueden ser identificadas con funciones hipergeométricas escalares, con
una parametrizacién conveniente En [GPT02a] se prueban resultados similares para cualquier
K-tipo cuando el espacio simétrico G/K es el plano proyectivo complejo. Las funciones H
asociadas a las funciones esféricas en [GPT02a], dan un ejemplo de polinomios de Jacobi ma-
triciales de pardmetros (o, 3) = (n, 1), donde n es un nimero natural. En el caso escalar, los

polinomios de Jacobi pgf’ﬂ ) son solucién de la ecuacién diferencial
t1=Oph(t) + (a+1—tla+ +2)p,t) —n(n+a+ B+ 1)p,(t) =0.

Los resultados del Capitulo 4 forman parte del trabajo [RT06]. El punto inicial de este
Capitulo 4 son los Teoremas 3.35 y 3.36, introducidos en el Capitulo 3. Mas alla de la im-
portancia de estos teoremas, no alcanzan el objetivo de dar una representacién explicita de
las funciones esféricas. De hecho, en [GPT02a] ese objetivo solo se alcanzé para las funciones
esféricas de tipo polinomial y dimensién menor o igual a tres, representando estas funciones
esféricas en términos de las funciones hipergeométricas generalizadas ,41Fp.

Las Secciones 3 y 4 son el corazén de este capitulo. Después del cambio de variables
u = 1 — t, los operadores diferenciales D y E, mencionados en los Teoremas 3.35 y 3.36,
se transforman en D y E. Entonces en la Seccién 4.1 encontramos una funcién polinomial
matricial ¥ = 9(u) que usamos para conjugar D en el operador hipergeométrico matricial
D= Yy~ D), ver Teorema 4.5. Establecemos que esta conjugacién lleva autofunciones de D
analiticas en u = 0 en autofunciones de D analfticas en u = 0, ver Teorema 4.6. La prueba
de este teorema depende de encontrar una matriz 2 (cuyas entradas estan dadas en terminos
de los polinomios ortogonales de Hahn) para diagonalizar una relacién de recurrencia de dos
términos. En particular esto nos permite probar que la funcién H asociada a una funcién
esférica irreducible es polinomial, cuando G = SU(3) (Teorema 4.8). En la Seccién 4 reducimos
el problema de encontrar las autofunciones simultdneas de D y E a un problema de algebra
lineal, ver (4.17). Esta reduccién no es la misma que la dada en [GPT02a] y resuelve el problema
en todos los casos.

En la Seccién 4.3 somos capaces de describir todas las funciones esféricas irreducibles aso-
ciadas al plano hiperbdlico complejo y al plano proyectivo complejo, en términos de la funcién
hipergeométrica matricial oH; introducida en [Tir03], ver los Teoremas 4.20 and 4.21.

Es importante destacar que nuestra caracterizacién de todas las funciones esféricas irre-
ducibles asociadas al plano hiperbdlico complejo depende de informacién valiosa obtenida de
la teoria de representaciones del grupo compacto SU(3), ver Teorema 4.17, y que existe una
aplicacién inyectiva © +— @ del conjunto de clases de equivalencia de funciones esféricas irre-
ducibles de SU(3) de tipo (n,¥) en el conjunto de todas las clases de equivalencia de funciones
esféricas irreducibles de SU(2,1) del mismo tipo. Esta aplicacién estd dada por la resticcién
de la funcién polinomial asociada Hg, a la funcién Hg definida en el intervalo (—oo, 0].

En 1929, Bochner planted y resolvié el problema de determinar todas las familias de poli-
nomios ortogonales a valores escalares que fueran autofunciones de un operador diferencial de
segundo orden, arbitrario pero fijo. Las funciones esféricas zonales dan los ejemplos mas sim-
ples de tales funciones. Mas explicitamente los asi llamados polinomios ortogonales de Jacobi,
Hermite o Laguerre son los primeros ejemplos que surgen. La teoria de polinomios ortogo-
nales matriciales, sin ninguna consideracién de ecuaciones diferenciales se remonta a [Kre71]
y [Kre49]. En [Dur97] se comienza el estudio de polinomios ortogonales matriciales que son
autofunciones de ciertos operadores diferenciales de segundo orden. Los primeros ejemplos
explicitos de tales polinomios fueron dados en [GPTO01], [GPT03] y [DGO04]. La clasificacién



de las familias de polinomios matriciales que son solucién del problema de Bochner, atin en el
caso 2 X 2 se presenta actualmente como un problema muy dificil.

En el Capitulo 5 damos expresiones explicitas de una sucesién de polinomios ortogonales
asociada al peso W dado en el Teorema 5.1. Esto se logra estudiando el espacio vectorial V()
de todas las soluciones polinomiales con valores vectoriales de la ecuacion hipergeométrica
DF — MF = 0. Este espacio es no trivial si y sélo si

A=)j(w)=—-ww+a++Ll+j+1)—jla+B—-k+1+)),

para algin w € No y j = 0,1,...,¢. Si los autovalores \;(w) son todos diferentes, entonces
existe una unica solucién (salvo escalares) de DF' = AF. En la Proposicién 5.17 calculamos, en
el caso general, la dimensién del espacio V(A). Con este conocimiento en la mano, construimos
una sucesién de polinomios {P,}, eligiendo la j-ésima columna de P, como un polinomio
particular en V(\;(w)). En el Teorema 5.18 probamos que {P,} es una sucesién ortogonal de
polinomios matriciales tal que DPy; = Py A, (D), donde A, (D) es la matriz diagonal real

Aw(D) = > Xj(w)Ej;.

0<;j<e

El contenido de este capitulo forma parte del trabajo [PRO6]

El objetivo del Capitulo 6 es utilizar la teorfa de funciones esféricas de tipo d de un grupo
G localmente compacto para definir una transformada esférica sobre el algebra C. 5(G).

En la Seccién 6.2 introducimos los conceptos de funciéon esférica unitaria y funcion esférica
definida positiva. En el caso escalar, las funciones definidas positivas estan estrechamente
relacionadas con las representaciones ciclicas de GG. Esta relacién es una pieza clave en la
demostracién del Teorema de Gelfand Raikov. En el caso matricial, utilizando las herramientas
desarrolladas para el caso escalar, encontramos una biyeccién entre el conjunto de clases de
equivalencia de funciones esféricas definidas positivas de tipo d y el conjunto G(&) de aquellos
Ued que contienen al K-tipo § al restringir a K.

En la Seccién 6.3 utilizamos la la férmula de inversiéon de Plancherel sobre el grupo G para
derivar una férmula de inversién para la transformada esférica sobre C. 5(G).

En las Seccién 6.4 explicitamos la transformada esférica en el caso se SU(2,1). Para esto
contamos con la descripcién detallada de todas las funciones esféricas de cualquier K-tipo aso-
ciadas al plano hiperbdlico complejo que obtuvimos en el Capitulo 4. Asi la transformada
esférica se escribe en términos de la funcién hipergeométrica matricial o H;. Finalmente com-
pletamos el Capitulo detallando la formula de inversién para la transformada esférica en el caso
SU(2,1).
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CAPITULO 2

Funciones esféricas

Sea G un grupo localmente compacto unimodular y sea K un subgrupo compacto de G. Sea
K el conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones complejas irreducibles
de dimensién finita de K; para cada § € K, sea & el caracter de 6, d(6) el grado de 9, i.e.
la dimensién de cualquier representacion en la clase 0 y x5 = d(0)&s. Elegimos de ahora en
adelante la medida de Haar dk en K normalizada por [ i dk = 1.

Denotaremos por V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo C de nimeros
complejos y por End(V) el espacio de todas las transformaciones lineales de V en V. Siem-
pre que hagamos referencia a la topologia de dicho espacio, estaremos hablando de la tnica
topologia Hausdorff lineal en él.

Por definicién una funcién esférica zonal ([Hel84]) ¢ sobre G es una funcién continua a
valores complejos que satisface p(e) =1y

p(z)p(y) = /ch(xky) dk z,y € G. (2.1)

Una fructifera generalizacion del concepto anterior estd dada en la siguiente definicién

Definicién 2.1. ([Tir77],[GV88]) Una funcién esférica ® sobre G de tipo § € K es una funcién
continua sobre G con valores en End(V') tal que

i) ®(e) = 1. (I= transformacion identidad).
it) ®(z)®(y) = [ xs(k~)®(zky) dk, para todo z,y € G.

Proposicién 2.2. ([Tir77],[GV88]) Si ® : G — End(V) es una funcion esférica de tipo §
entonces

i) ®(kgk') = ®(k)®(g9)®(K'), para todo k. k' € K, g € G.
ii) k — ®(k) es una representacion de K tal que cualquier subrepresentacion pertenece a d.

Con respecto a la definicién notemos que la funcién esférica @ determina univocamente su
tipo (Proposicién 2.2) y que el ntimero de veces que § ocurre en la representacién k — P (k) se
llama la altura de ®.
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Cuando K es un subgrupo central de G, (i.e. K estd contenido en el centro de G) y ® es
una funcién esférica, tenemos

b)) = [

o (k1) (aky)dk = / Yo (k1B (k) B(wy)dk = D(xy),
K K

para todo x,y € G. En otras palabras, ® es una representacion de G. Por lo tanto si tomamos
K = {e}, las funciones esféricas de G son precisamente las representaciones de dimensién finita
de G, y si G es abeliano las funciones esféricas son las representaciones de dimensién finita de
G tales que 2.2 (ii) se satisface.

Otro caso extremo ocurre cuando G es compacto y K = G. En este caso las funciones
esféricas son también las representaciones de de dimensién finita de GG, con todas sus subrepre-
sentaciones equivalentes.

Sea ¢ una solucién continua a valores complejos de la ecuacién(2.1). Si ¢ no es idénticamente
cero entonces ¢(e) = 1. (cf. [Hel84], p. 399). Este resultado se generaliza de la siguiente forma:
Diremos que una funcién ® : G — End(V) es irreducible si ®(g), g € G, es una familia irre-
ducible de transformaciones de V en V. Entonces tenemos

Proposicién 2.3. ([Tir77]) Sea ® una solucion continua con valores en End(V') de la ecuacion
ii) en la Definicion 2.1. Si ® es irreducible entonces ®(e) = I.

Las funciones esféricas de tipo d aparecen de forma natural considerando representaciones
de G. Si g — U(g) es una representacién continua de G, digamos en un espacio vectorial
topoldgico E completo, localmente convexo y Hausdorff, entonces

P&) = [ xak Uk ak

es una proyeccién continua de E en P(0)E = E(J); E(6) consiste de aquellos vectores en
E, para los cuales el espacio vectorial generado por su K-6rbita es de dimensiéon finita y se
descompone en subrepresentaciones irreducibles de K de tipo d. Si F(J) es de dimensién finita,
la funcién ® : G — End(E(d)) definida por ®(g)a = P(0)U(g)a, g € G,a € E(J) es una
funcién esférica de tipo §. De hecho, si a € E(§) tenemos

®(z)®@(y)a = P(5)U(x)P(O)U(y)a = /KXJ(k_l)P@)U(w)U(k)U(y)a dk

_ (/K o (k1) ®(aky) dk) a.

Si la representacion g — U(g) es topoldgicamente irreducible (i.e. E no tiene subespacios cerra-
dos G-invariantes no triviales) entonces la funcién esférica asociada ® es también irreducible.

Si una funcién esférica ® es asociada a una representacién Banach de G entonces es casi-
acotada, en el sentido de que existe una seminorma p en G y M € R tal que ||®(g)|| < Mp(g)
para todo g € G. Por otro lado, si ® es una funcién esférica irreducible casi-acotada en G,
entonces es asociada a una representacién Banach topolégicamente irreducible de G (Godement,
ver [Tir77]). Por lo tanto, si G es compacto cualquier funcién esférica irreducible en G es
asociada a una representacién Banach of G, que es de dimensién finita por el teorema de
Peter-Weyl.

Denotaremos por C,.(G) al dlgebra, con respecto a la convolucién , de funciones continuas
sobre G con soporte compacto. Podemos considerar el conjunto C,5(G) de aquellas f € C.(G)
que satisfacen xs5* f = f* xs = f. Como xs * x5 = xs (Relaciones de ortogonalidad), es claro

Wk



que C¢5(G) es una subélgebra de C.(G) y que f +— X5 * f * X5 es una proyeccion continua de
C.(G) en C,5(G). Podemos considerar C,s(G) como un subespacio topolégico de C.(G).
Para toda f € C.(G), sea f la funcién definida por f(g) = f(¢~'), entonces

(frgy=gxf.

Proposicién 2.4. Sea ® : G — End(V) una funcion continua tal que x5 * ® = & *x x5 = ®.
Entonces ® satisface la ecuacion integral i) de la Definicion 2.1 si y sélo si la aplicacion

¢fH/f 0)dg,

es una representacion de C.5(G).

Demostracion. Sean f, h dos funciones en C, 5(G), entonces

= [ 1@ = @+ )
Por lo tanto
(X + [+ Xs) = (2% (Ko * [+ Xs))(€) = (® x5 % [+ x5)(e)
= (P * frxs)(e) = (xs* P f)(e) = (B f)(e) = D(f).

Hemos usado que X5 = xs. Ahora

(2.2)

By # #Xs) * (X # b Xg) = B(f X # h) = /G (%X * 1)) ®(y)dy

- / / (f * X) (@) ) B (y)dz dy
GG (2.3)

- /G /G / F (k™ )X (k) () (zy)dk da dy

Por otro lado
b5 = £+ 3 he %) = 280 = [ [ f@nme@eeardy. (24
Teniendo en cuenta (2.3) y (2.4), la proposicién sigue inmediatamente. O

Denotamos por I.(G) al conjunto de funciones f € C.(G) que son K-centrales, i.e. inva-
riantes por g — kgk~!. Observemos que I.(G) es una subdlgebra de C.(G) y que el operador

fro 1) = [ frgh
es una proyeccion continua (en la topologia inductiva) de C.(G) en I.(G). Podemos definir
Ic,5(G) = IC(G) N Cc,é(G)a Le
I.5(G) ={f € CG) : Xs * f = f, y f(kxk™') para todo = € G,k € K}.

Esta es también una subélgebra de C.(G) y f — f0 lleva C.5(G) en I.5(G). Si f € I.(G) y
Xs * f = f, entonces también f = f x Ys; esto significa que la aplicacion f — x5 * f es una
proyeccién continua de I.(G) en I.5(G).

En [Tir77] se puede encontrar una demostracién de la siguiente proposicién.
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Proposiciéon 2.5. Las siguientes propiedades son equivalentes:
i 1.5(G) es conmutativa.
it Toda funcidon esférica irreducible de tipo § es de altura 1.
iii 1.5(G) es el centro de C.5(G).

De ahora en adelante asumimos que G es un grupo de Lie conexo. Se puede probar que
cualquier funcién esférica ® : G — End(V) es diferenciable (C*), y ademas es analitica. Sea
D(G) el &lgebra de todos los operadores diferenciales invariantes a izquierda en G y sea D(G)%
la subélgebra de todos los operadores en D(G) que son invariantes por traslacién a derecha por
elementos de K.

En la siguiente proposicién (V, ) serd una representacién de dimensién finita de K tal que
cualquier subrepresentacién pertenece a la misma clase § € K.

Proposicién 2.6. ([Tir77],[GV8S]) Una funcion ® : G — End(V) es una funcion esférica
de tipo 6 si y solo si

i) ® es analitica.
i1) ®(k1gks) = w(k1)®(g)7(ke), para todo k1,ke € K, g € G, y ®(e) = I.
iii) [D®](g) = ®(9)[D®](e), para todo D € D(G)X, g € G.

Observemos que si ® : G — End(V) es una funcién esférica entonces ® : D +— [D®](e)
transforma D(G)¥ en End (V) (Endg (V) denota el espacio de las transformaciones lineales de
V en V que conmutan con (k) para todo k € K) definiendo una representacién de dimensién
finita del dlgebra asociativa D(G)®. Ademads la funcién esférica es irreducible si y sélo si la
representacién ® : D(G)X — Endg (V) es suryectiva. Como consecuencia de esto tenemos:

Proposicién 2.7. ([Tir77],[GV88]) Las siguientes propiedades son equivalentes:
i) D(G)X es conmutativa.
it) Toda funcion esférica irreducible de (G, K) es de altura uno.

En este trabajo, el par (G, K) es (SU(2,1),S(U(2) x U(1))). En este caso es conocido que
D(G)X es abeliana; en efecto

D)X = D(@)% @ D(K)K

(cf. [Coo75], [Kno86]), donde D(G)Y (resp. D(K)¥) denota la subélgebra de todos los opera-
dores en D(G) (resp. D(K)) que son invariantes por todas las traslaciones a derecha de G
(resp. K). Ahora un famoso teorema de Harish-Chandra dice que D(G)Y (resp. D(K)X) es
un &lgebra de polinomios en dos generadores algebraicamente independientes Ay y As (resp.
VA y AK)

La primera consecuencia de ésto es que todas las funciones esféricas irreducibles de nuestro
par (G, K) son de altura uno.

La segunda consecuencia es que encontrar todas las funciones esféricas de tipo § € K es
equivalente a tomar cualquier representacion irreducible (V, ) de K en la clase § y a determinar
todas las funciones analiticas ® : G — End(V) tal que

(1) ®(kigks) = m(k1)®(g)m(k2), para todo ki, k2 € K, g € G.
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(2) [A;®](g) = 2(9)[A;®](e), j = 2,3.

De hecho, como Z y Ak estan en D(K)X y & satisface (1) tenemos

[Z2®](g) = @(9) 7(2) = (9)[Z®](e)

[Ax®](g) = ®(g9)T(AK) = ®(g9)[AxP](e).

En este caso 7 : ¢¢ — End(V;) denota la derivada de la representacién 7 de K. También
denotamos con 7 la representaciéon de D(K') en End(V;) inducida por .

Por lo tanto una funcién analitica ® que satisface (1) y (2) verifica las condiciones i), ii) y
iii) de la Proposicién 2.6, y por lo tanto es una funcién esférica.
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CAPITULO 3

El par (SU(2,1), U(2))

En este capitulo detallamos los primeros pasos de la explicitaciéon de las funciones esféricas
asociadas al par plano hiperbdlico complejo H2(C). El plano hiperbdlico complejo se puede
realizar como el espacio homogéneo G/K, donde G = SU(2,1) y K = S(U(2) x U(1)). Si (V, )
es una representacion irreducible de dimensién finita de K en la clase de equivalencia § € K ,
una funcién esférica en G de tipo § esta caracterizada por

i) ®: G — End(V) es analitica.
ii) ®(kigks) = m(k1)®(g)m(k2), para todo ki,ks € K, g€ G,y ®(e) = 1I.
iii) [A2®](g) = A®(g), [A3P](g9) = uP(g) para todo g € G y para ciertos A\, u € C.

En este caso Ay y As son dos generadores algebraicamente independientes del dlgebra de poli-
nomios D(G)G de todos los operadores diferenciales en G que son invariantes por multiplicacion
a izquierda y a derecha por elementos de G. Una eleccion particular de estos operadores esta
dada en la Proposicién 3.5 de [GPT02a)].

El conjunto K se puede identificar con el conjunto Z x Z>o. Sik = (6‘ 2), con AeU2)y
a = (det A)~1, entonces

m(k) = Tne(A) = (det A)" A°

donde A’ denota (-ésima potencia simétrica de A, define una representacién irreducible de K
en la clase (n,?) € Z x Z>o.

Para n > 0, la representacién m,, de U(2) se extiende a una tnica funcién holomorfa
multiplicativa de M(2,C) en End(Vy), que también denotaremos por m,,. Para cualquier
g € M(3,C), denotaremos por A(g) el bloque superior izquierdo 2 x 2 de g, i.e.

911 912
Alg) = < ) :
921 922
Para cualquier m = m, ¢ con n > 0 sea &, : G — End(V;) definida por

(I)ﬂ(g) = (I)n,f(g) = Wn,f(A(g))'

13



14 CAPITULO 3. EL PAR (SU(2,1), U(2))

El grupo G = SU(2,1) actia de manera natural en el plano proyectivo complejo Po(C).
Esta accion es transitiva en el conjunto

B ={(x,y,1) € Po(C) : |2* + |y < 1},

y K es el subgrupo de isotropia del punto (0,0,1) € P»(C). Por lo tanto B = G/K. Identifi-
camos el conjunto B con el conjunto {(z,y) € C%: x> + |y|? < 1}.

Para determinar todas las funciones esféricas ® : G — End(V;) de tipo 7 = m,, ¢, utilizamos
la funcién ¢, de la siguiente forma: en G definimos una funcién H por

donde se supone que ® es una funcién esférica de tipo w. Luego H satisface
i) H(e) = 1.
ii) H(gk) = H(g), para todo g € G,k € K.
iii) H(kg) = m(k)H(g)m(k~!), para todo g € G,k € K.

La propiedad ii) indica que H se puede considerar como una funcién en C2.

El hecho de que ® es una autofuncién de As y Ag, convierte a H en una autofuncién de
ciertos operadores diferenciales D y E en C2.

En la Seccién 3.3 aprovechamos la estructura de K-érbitas de B combinada con la propiedad
iii) de las funciones H. Las K-Orbitas en el cociente G/K corresponden a las esferas

Sp={(z,y) €C*: Jaf +[y?=r"}, 0<r<1.

Por lo tanto podemos tomar los puntos (r,0) € S, como representantes de S,. Entonces el
intervalo [0, 1) parametriza el conjunto de K-érbitas en B.

Por lo tanto existen operadores diferenciales ordinarios D y E en el intervalo abierto (0, 1)
tal que

(D H)(r,0) = (DH)(r), (EH)(r,0)=(EH)(r),

donde H(r) = H(r,0), r € (0,1). Los operadores D y E estén dados explicitamente en los
Teoremas 3.17 y 3.18. Estos teoremas estdn dados en términos de transformaciones lineales.
Las funciones H son diagonalizables (Proposicién 3.26). Por lo tanto, en una base apropiada de
Vi podemos escribir H(r) = (ho(r),- - - , he(r)). Luego, en los Corolarios 3.33 y 3.34 damos los
enunciados correspondientes de los Teoremas 3.17 y 3.18 en términos de las funciones escalares
h;.

En la seccién 3.5 relacionamos nuestro estudio de las funciones esféricas matriciales asocia-
das al plano hiperbélico complejo con el trabajo desarrollado en [GPT02a] para determinar
todas las funciones esféricas matriciales asociadas al plano proyectivo complejo. Hacemos
esto decribiendo a las funciones esféricas de los dos casos como autofunciones simultaneas de
los mismos operadores diferenciales. Este hecho es de gran importancia ya que, ademés de
permitirnos estudiar en conjunto el caso compacto y el no compacto, nuestra caracterizacion
de las funciones esféricas asociadas al plano hiperbdlico complejo Hy = SU(2,1)/U(2) dada
en el capitulo 4 depende de informacién valiosa obtenida de la teoria de representaciones del
grupo compacto SU(3).



3.1. EL GRUPO 15

3.1 El grupo

El grupo G = SU(2,1) consiste de todas las matrices 3 x 3 de determinante uno que preservan
la forma q(z) = 2121 + 22Z2 — 23Z3, es decir

10 0
G=SU2,1)={AeSL3,C): A*JA=J}, donde J = (86 _01>
Equivalentemente, A € G si y sélo si las columnas A; de A son ortogonales con respecto a
(Z, w> = 21W1 + 2oWo — 23W3,

y satisfacen q(A1) = q(A42) = —q(A43) = 1.
El subgrupo K = S(U(2) x U(1)) consiste de todas las matrices unitarias de la forma

A0
=0 )
donde A € U(2) y a = (det A)~L.
Claramente la funcién k — A define un isomorfismo de grupos de Lie de K sobre U(2).
Este isomorfismo serd utilizado libremente en adelante. En particular K serd identificado con
U(2). Recordemos que tanto la representacién identidad 71 de U(2) en C2, como la (-ésima

potencia simétrica de 7y : A — A’ de dimensién £ + 1 son irreducibles. Las representaciones
mn¢ de U(2) definidas por

Tno(A) = (det A)" A, n€Z,l e L,

forman un conjunto completo de representantes de los elementos U(2). Por lo tanto U(2) se
puede identificar con el conjunto Z x Zx>q.
Ademads observemos que la representacién m, ¢ se extiende a una tinica representacién holo-

morfa de GL(2,C).

Lema 3.1. Sea g = (gi;) € SU(2,1). Entonces tenemos las siguientes relaciones entre los
elementos g;; de g

11 = 922933 — 932023, g12 = — (921933 — 923931),
913 = —(921932 — 931922), Go1 = — (912933 — 932913),
22 = 911933 — 931913, 23 = 911932 — 931912,
931 = — (912923 — 922913), 32 = g11923 — g13921;

933 = g11922 — g21912-
Demostracion. Veremos la demostracion para la relacién
933 = 911922 — g21912-

Como det(g) = 1, desarrollando el determinante por la tltima fila tenemos

1 = g31(912923 — 913922) — 932(911923 — 921913) + 933(911922 — G12G21)-
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Por lo tanto
733 = 933931912923 — 913922) — 933932911923 — 921913) + | 933> (911922 — 912921)
= 013911912923 — 913911913922 — 23921912923 — §23921913922 — 913912911923
+ 13912921913 — 923922911923 — G23922921913 + |9331° (911922 — 921912)
= —|g13]* (911922 — 921912) — |g23)* (911922 — g21912) + |g33> (911922 — g21912)
= 911922 — g21912.

Las relaciones restantes se pueden demostrar de manera analoga. O

Para cualquier g € M(3, C), denotaremos por A(g) el bloque superior izquierdo 2 x 2 de g,

es decir

g11 912

Alg) = (2.

g21 922
Lema 3.2. Si g € SU(2) entonces la matriz A(g) es no singular para todo g € G.
Demostracion. Si g € SU(2,1), entonces satisface

|9131* + lg23l® — lgasl* = —1.

Por lo tanto gs3 # 0. Por Lema 3.1 tenemos que g33 = det A(g) con lo cual queda demostrado

el lema. O

El grupo G = SU(2,1) actia de manera natural en el espacio proyectivo complejo P»(C).
Identificaremos el plano complejo C? con el plano afin { (z,y,1) € Py(C) : (x,y) € C?} por la
funcién (z,y) — (z,y,1).

La proyeccion p : G — P5(C) estd definida de la siguiente forma

p(g) =g (0,0,1), paratodog e G
Lema 3.3. La G-drbita del punto (0,0,1) en Py(C) es el conjunto abierto B = { (x,y) € C?:
|z + |y> <1}

Demostracion. Notemos que g - (0,0,1) = (@ 223 1). Si g € SU(2,1), entonces satisface

933’ 933
913> | lgasl? 1 <1
lg3s|®  |gs3|? lgs3]?

Por lo tanto la G-6rbita del punto (0,0,1) en P»(C) esta contenida en B, es decir
G-(0,0,1) C {(z,y) € C: |a* + [y|* < 1}.
Para probar la otra inclusién, definimos la matriz a; de la siguiente forma

cosht 0O sinht
ar = 0 1 0
sinht 0 cosht

Entonces p(a;) = a¢ - (0,0,1) = (tanht,0,1). Si hacemos r = tanht, tenemos que p(a;) =
(r,0,1). Ahora, para cualquier x,y € B, \/|z|? + |y|*> = r, existe k € K tal que k- (r,0,1) =
(z,y,1). Por lo tanto tenemos que

G-(0,0,1) > {(z,y) € C: |z* + |y|* < 1},

v la demostracién queda completa. ]
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Lema 3.4. El subgrupo de isotropia de (0,0,1) € B es el subgrupo K = S(U(2) x U(1)).

Demostracion. Es facil verificar que K fija el punto (0,0,1). Por otra parte, si g € SU(2,1),

satisface
g-(0,0,1) = (22, 2,1) = (0,0,1),

933’ 933’

entonces g13 = gog = 0. Pero como ¢* J g = J, tenemos que

J13 911 + 923 921 + 933 931 = 0,
g13 912 + g23 g22 + G33 g32 = O.

como g3z # 0 vemos que g31 = g3 = 0, entonces g € K, lo que completa la demostracién del
lema. O

Por lo tanto podemos identificar
G/K ~{(z,y) €eC*: [P+ |y* <1} =B.

Ademas la accién del grupo G en B corresponde a la accién inducida por la multiplicacién a
izquierda en G/K.

Ahora damos la estructura del dlgebra de Lie de G:
g= {X € gl(3,C): JXJ = X, trX:O}.
Su complexificacién es gc = sl(3,C). El élgebra de Lie ¢ de K puede identificarse con u(2) y

su complexificacién ¢¢ con gl(2,C).
Las siguientes matrices forman una base de g.

Sea h la subdlgebra de Cartan de gc de todas las matrices diagonales. La correspondiente
estructura de espacios raices esta dada por

(010 000 10 0T
Xo=1000|, X_o=1|100|, Hya=1]0-10
L000 000 00 0.
(0007 (0007 (00 0 7
Xg= {001, X_g=|000|, Hg=|010
L000] L010] L00 1]
(0017 (0007 (10 07
Xy= 000, X ,=|000|, H,=]000
L00oO] (100 L00 1]

donde

a(r1E11 + w9 E99 + w3E33) = 1 — 9,
B(x1En + x2FE2 + x3E33) = 9 — 3,
Y(z1E11 + x2E2 + x3F33) = 21 — x3.

Tenemos
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Xo = 3(Y1 — iYa), X5 =
X_o= —%(Yl + Z}/Q), X—B =

(Y3 - iY4)7
(Ys + iYa).

N[ DNO|=

Sea Z = Hy + 2Hg, Hy = 2H, + H y Hy = Hg — H,.

En [GPTO02a] se probé la siguiente proposicién:
Proposicién 3.5. D(G)Y como dlgebra de polinomios estd generada por

No=—H2 172 —92H, 27 —4X_, X, — 4X X5 — 4X_, X,

Y
A3 =SH3 — SHS+ SH3Hp — 3HLHE + 8H2 + 4HHp + 16H, + 8Hg
FAX W XoHy +8X o XoHg + 24X o X0 +12(X_ X5+ X X)
—4X 5XgHy —4X_ X, Hy + 12X 35X X_o + 12X X5X,.
Escribimos los operadores As y As de la forma
Ay = Ag i + Ay, Az = Az e + Ag,
donde
1
Aoy =—H2 — gZ2 —2H, — 27 —4X_,X, € D(K)X,

Ay = —4(X_3X5+ X_,X,) € D(G)K,
Az = §HS — SHY + 3HIHg — §HoHG +8H2 + 4HoHp + 16H, + 8Hg
F4AX o XoHy +8X o XoHg + 24X o Xo,
Az =12(X_3X5+ X, X,) —4X 35X Hy — 4X_, X, Hy
+12X X, X_o + 12X X5X,.

3.2 Reduccién a B

Consideremos en C? las coordenadas lineales reales (z1,x2,%1,%2) definidas por: zi(z,y) +
iza(w,y) =2y y1(z,y) +iyz(z,y) =y para todo 2,y € C2. También introducimos la siguiente

notacion:
o _1790 .0 9 _1(90 .0 (3.1)
dr 2 \ 0y dxs )7 Oy 2\ 0w Oys ) '

Proposicién 3.6. Dado H € C*°(B) denotemos también por H € C*°(G) la funcion definida
por H(g) = H(p(g)), g € G. También tenemos

_9u OH gy 0H _ 912 OH | gy OH
(XgH)(g)— 2 2 (XWH)(Q)— ggg 8y +g§3 oz
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Demostracion. 2Xg = Y5 —iYs y 2X,, = Y3 — iY4. Tenemos

1 0 0 1 0 0
exptYs = | 0 cosht sinht | , exptYg= |0 cosht isinht
0 sinht cosht 0 —isinht cosht
Entonces
giz2tanht + gi13  goo tanht + go3
p(gexptYs) = , , 1
gsatanht + gss " gsatanht + gss
= (u(t), v(t), 1) = (u1(t) + iua(t), vi(t) +iva(t), 1).
Si ponemos 1u; = (%) = ( ) para j = 1,2, resulta
d . . . .
Ys5(H)(g9) = %H p(gexptYs)) = Hy 0 + Hyylp + Hy 01 + Hy, 2.
Tenemos 1 = w vy U= w Ahora por el Lema 3.1 obtenemos,
933 933
_ _9n _9u
933 93

Similarmente, para Yg sea

p(gexptYs) = (a(t),o(t), 1) = (a1(t) + iag(t), 01(t) + iv2(t),1).

Entonces
donde o -
a:_ZQQm’ 7;]:@9211'
933 933

Siu(t) = ug(t) + iug(t) tenemos i1 = Re(w) y 1o = Im(4). Por lo tanto

2X3(H)(g) = Hay, (1 — itir) + Hy, (ly — ilia) + Hy, (61 — i01) + Hy, (02 — i02)
:—Hxlgﬂ—i—H@gA—i—H 911 iH,, 911
933 933 933 933
g OH g1 OH

-2 .
933 Ox 933 Oy
Procedemos de la misma forma con (X, H)(g) y completamos la prueba de la proposicién. []

Corolario 3.7. Una funcion H € C*°(B) es antiholomorfa si y sdlo si (XgH)(g) = (X, H)(g9) =
0 para todo g € G.

Demostracion. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann indican que H es antiholomorfa precisa-

mente cuando 8H = %—Z = 0. Por lo tanto el corolario sigue del Lema 3.6 observando que para
geGla matrlz

1 < 911 —921>
935 \—T12 a2

es no singular. O
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Para cualquier representacién m = m,, de K, definimos la funciéon ®, : G — End(V) de
la siguiente forma:

©0(9) = Pr(g) = 7(A(9))-

Estas funciones jugaran un papel importante en este trabajo.
Lema 3.8. La funcion ®, tiene las siguientes propiedades:
i) ©(k) =m(k), para todo k € K.
i1) ®r(k1gka) = Pr(k1)Pr(9)Pr(k2), para todo ki,ke € K, g € G.
iii) Xp(Px)(9) = X, (Px)(g) =0, para todo g € G.

Demostracion. i) Sigue directamente de la definicién de ®.
ii) Basta notar que A(k1g) = A(k1)A(g) y A(gks) = A(g)A(ke) paratodo g€ Gy k € K.
iii) Tenemos que

1 , 1 .
Xg=5(s—iYe), Xy =(Ys—iYa).

La funcién @, se extiende a una unica funcién holomorfa ®, : SL(3,C) — End(V). Entonces
para g € GG, tenemos

Xp(®x)(9) = <;t<1>w(g exthﬁ)> =0,
t=0
pues
A(g exp t Xp) = A(g).
De manera similar vemos que X, (®) = 0. O

Teorema 3.9. Para cualquier m = m, 4 € K, la funcién ®, es una funcion esférica irreducible
de tipo .

Demostracion. Probaremos que @, satisface la ecuacién integral

B (g)Pr(a) = /K o (k)P (gka) d,

para todo g,a € G.
Fijamos g € G y consideramos la funcién F : G — End(V;) definida por

Fla) = ( [ el ec(gha) dk) Br(a) .

Entonces F'(ak) = F(a) para todo k € K. Por lo tanto podemos considerar a F' como una
funcién definida en el plano hiperbélico complejo B. Por el Lema 3.8 iii) tenemos XgF' =
XyF =0. Luego F' : B — End(Vy) es una funcién antiholomorfa (Corolario 3.7).

Fijamos a € G y sea p(a) = (z,y,1). Ahora consideremos la funcién f(w) = F(wz,wy),
definida para w € U, = {w € C : |Jw|| < 1+ ¢}, para algin £ > 0 (que depende de (z,y)).
Entonces f es una funcién holomorfa en U, con valores en End (V).

—i9/3 0 0 . .
Sea ¢(v¥) = ‘0 e g € K. Luego p(c(9)a) = (e Wz, ey, 1) y
0 0 e219/3

(") = Fle™x,e™y) = F(c(9)a).
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Tenemos
F(c(9)a) = (/K Xﬁ(kfl)@T(gkc(z?)a) dk> <I>7r(c(z9)a)*1
= ([ xeletor ootk at) () n(e(0)
K

Observemos que ¢(9) estd en el centro de K, de donde m(c(¢)) es un escalar (Lema de

Schur) y xx(c(9)k) = w(c(9))x=(k). Por lo tanto
f(e"”) = F(c(0)a) = F(a).

Es decir, la funcién f es constante en el conjunto {ew} y por ser f holomorfa en U, es constante
en todo Uy, en particular f(0) = f(1). Entonces

F(z,y) = f(1) = f(0) = F(0,0),

para todo (x,y) € B. Por lo tanto F'(a) = F(e) para todo a € G, luego

</K Xr (V)P (gha) dk> O (a)" ! = /wa(kl)@w(gk) 0k = 3. (g)

pues [ xx(k~1)w(k) dk = I (relaciones de ortogonalidad). De esta forma, hemos probado que

. (9)®r(a) =/Kx7r(k_l)¢’7r(gka) dk,

para todo g,a € G. O

Si ® : G — End(V;) es una funcién esférica de tipo m = 7, ¢, definimos una funcién
H : G — End(V) asociada a la funcién ® de la siguiente manera

Lema 3.10. La funcion H tiene las siguientes propiedades
i) H(e) = 1.
ii) H(gk) = H(g), para todo g € G,k € K.
ii) H(kg) = m(k)H(g)n(k~1Y), para todo g € G,k € K.

Demostracion. i)Es una consecuencia directa de la definiciéon de H.
ii) Tenemos que

H(gk) = ®(gk)(®x(gk)) " = ®(g) (k) (Dr(g) w(k)) " = ®(g) (Px(9)) " = H(g).

iii) Tenemos
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La imagen del grupo G por la proyecciéon p : G — P»(C) definida antes es el espacio
hiperbélico complejo B C C2. Por lo tanto la propiedad ii) de la proposicién anterior dice que
H puede ser considerada como una funcién de dos variables complejas. El hecho que ® es una
autofuncién de Ay v Ag, convierte a H en una autofuncién de ciertos operadores diferenciales
en B, que determinaremos a continuacién. Para H € C*°(G) ® End(V;) consideramos los
siguientes operadores diferenciales:

D(H) = D\(H) + Dy(H), E(H) = E\(H) + Ex(H),
donde

Di(H) = - 4X_pX3+ X 1 X,)(H),
Dy(H) = — 4 (Xa(H)X_p(0r) 0" + Xy (H)X_ (®2)®, ) ,

™

E\(H) =—4(X_pXg(H)) ®r 7(Hy) ;' — (X_y X, (H)) Op7t(H2) 51,

H12(X X (H)) Prit(X o) @ +12(X_, Xg(H)) Ort (XZ) ot
Ey(H) = — 4Xg(H)X _5(®r) 7(H)D; ' — 4X, (H) X (Or) 7(Hy) D1
+ 12X, (H) X _5(0)7(X—a) Pt 4+ 12X5(H) X () 7(Xa) @, L

™

En este caso 7 : ¢¢ — End(V;) denota la derivada de la representacién = de K. También
denotaremos con 7 la representacién de D(K) en End(V;) inducida por 7.

Lema 3.11. Los operadores diferenciales Dj y E; (j = 1,2) definen operadores diferenciales
D; y E; actuando sobre C*°(B) @ End(Vy).

Demostracion. Ver Proposicién 4.2 en [GPT02a]. O

Proposicién 3.12. Para cualquier H € C*(G) ® End(V;) invariante a derecha por K, la
funcion ® = H®, es una autofuncion de Ao y As sobre G si y sélo si H es una autofuncion
de D y E. Mds aun, si 5\, it, A y p denotan los autovalores correspondientes de Ao, Az, D y
E, respectivamente, entonces

A=X—7(Dok), p=j+3\—7(Asx).

Demostracion. Si X € £ tenemos X (H) = 0. Por lo tanto, (XY)(H®,) = H (XY)(®,), para
todo X,Y € ¢. Més generalmente A(H®,) = HA(®,) = H®, 7 (A), para todo A € D(K).
Como X3(®-) = X, (®r) = 0 obtenemos

(X_pXs + Xy Xo)(H®r) = (X5 X5+ Xy Xy) (H) @ + Xp(H)X_5(®) + X (H) X ().
De esta forma
Mo(H®y) = (HO, )i (Ag,xc) + D(H) . (3.2)
Similarmente para As tenemos
A3(H®,) = (HO, )7 (Az i) — 4 (X _5X5(H®,)) 7(Hy)
_4(X—’YX’Y(H(I)W)) 7:‘-(1{[2) +12 (X—ﬂX’Y(H(I)W)) 7'I-(*Xv—oc)
12 (X, Xa(H®,)) #(Xa) + 12 (X_gX5 + X_, X,) (HD)
= (H®:)7 (As k) + E(H)®r — 3D(H)®,.

(3.3)
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Por el Lema de Schur 7 (Ag i) y 7 (A3, i) son escalares pues Ag g y Az i € D(K)X. Ahora
es claro que Ag(H®,) = AN(H®,) y Az(H®,) = a(H®,) siysélosi D(H) =\H y E(H) = uH
con

A=A—7(Dok) v p=fp—7(Azx)+3\

Esto completa la prueba de la proposicién. ]

Dado H € C*°(B) denotamos con H € C*(G) la funcién definida por H(g) = H(p(g)),
g € G. También para g € G ponemos p(g) = (z,y,1). Entonces

T = 13933 Y = 23933 » lg3s] 2 =1 —|z|* — |y[*. (3.4)

Las demostraciones de las Proposiciones 3.13, 3.14, 3.15 y 3.16 requieren un simple pero
tedioso célculo. Las incluimos en un apéndice al final de este trabajo.

Proposicién 3.13. Para H € C*°(B) ® End(V;) tenemos

Di(H) = —(1 = [2|* = [y|*) ((Hayoy + Haseo) (1= 2]?) + (Hyyy, + Hyayo) (1= [9]%))
+2(1 - ‘37|2 - |y‘2) ((Hylxl + Hy,z,) Re(2Y) + (Hy, 2o — Hyozy) Im(:vg)) .

Proposicién 3.14. Para H € C*°(B) ® End(V;) tenemos
g (~o0— 5P T\ e (ylaP (- lyP)
x _
—y(1—[zl?) xly® Yo\vE gy

Proposicién 3.15. Para H € C*>(B) ® End(V;) tenemos

_ — |z 2 Yy
—E\(H) =(1— |z* — |y*) [(Hxlxl + Hiyey) *( . 0‘ | )2(1?)—?!;:1:\2))

20—1yl*) 0 )

+(Hyy, + H 7'1' < _
( Y191 y2y2) 3$y _(1 o ’y|2)

—22y+ 7y —3(1— !yP))

H H i
i + ”“”(—3(1—@2) =27y + 2y

. ( 207+Ty —3(1—yP)
Hy,, — H; 7 _ .
—|—Z( 2Y1 1y2) m (3(1_ ‘I|2) —2$y—l‘y

Proposicién 3.16. Para H € C*(B) ® End(V;) tenemos

Ey(H) :4?;( <7'T (85) T (3(12:5?33'2) —Owy»

i (+ (o) (0 i)
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+ 4%21(7% (8 g) i (—Q(i?;J:LyP) 1 —Oly\2>>

(0 (7 )

3.3 Reduccion a una variable

Estamos interesados en considerar los operadores diferenciales D y E aplicados a una funcién
H € C*°(B) ® End(V;) tales que
H(kp) = n(k)H(p)m(k) ",

paratodok € Ky penlabola B C C2. Esta propiedad de H nos permite encontrar operadores
diferenciales D y E definidos en el intervalo (0,1) tal que

(D H)(r,0) = (DH)(r),  (EH)(r,0)=(EH)(r),

donde H(r) = H(r,0). También definimos_operadores diferenciales~]_~?l, Dy, Ey y E; de la
misma forma, esto es (D1H)(r,0) = (D1H)(r), (D2H)(r,0) = (D2H)(r), (E1H)(r,0) =

(E1H)(r), (E2H)(r,0) = (E2H)(r).
El principal objetivo de esta seccién es probar los siguientes resultados

Teorema 3.17.

o 2 17 _ 7,2 r7
Dty = ~(1 - =T <3 e 2r27'r(H,y)> e
r2 - ~ -
@ ; ) (72 f(r) + H(r)i(D)? = 27 (D) H(r)7 () )
r? - - -
e ; ) (#(0)? F(r) + H(r)#(T)? = 24(T)H (r)(T) )

T dr dr
6(1 —1?) dH dH
+ , (7"( Q)W T dr ( —a)> 7(Xa)
2 . _ . .
4 2 ) (W(J)ZH(V’) + H(r)w(J)? — 27T(J)H(7')7T(J)> 7(H1)
_ 7“2 - ~ ~
( 5 ) (W(T)QH(T) + H(r)#(T)? - 27T(T)H(T‘)7T(T)) #(Hy)
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La prueba de estos teoremas sera una consecuencia directa de las Proposiciones 3.27, 3.28,
3.29 y 3.30.

Como estamos interesados en considerar una funcién H en B C C2 tal que H(kp) =
m(k)H (p)m(k)~!, para todo k € K, p € B C C?, necesitamos conocer la estructura de K-
6rbitas del cociente G/K = B. Las K-6rbitas en el cociente G/K corresponden a las esferas

Sp={(x,y) eC*: [aP +y?=r"}, 0<r<1

En cada érbita podemos elegir como representante al punto (r,0) € C2, con 0 < r < 1. De
hecho dado (x,7y) € C2, existe k € K tal que k (r,0) = (z,y) donde r? = |z|? + |y|?>. Luego, el
intervalo [0, 1) parametriza el conjunto de K-6rbitas en la bola abierta B en C2.

Necesitamos calcular una serie de derivadas parciales de primer y segundo orden de la
funcién H en el punto (r,0) € B. Estas estan dadas en los Lemas 3.20, 3.21, 3.22, 3.23, 3.24 y
3.25 y sus demostraciones se encuentran en un apéndice al final de este trabajo.

Lema 3.19. En (r,0) € B tenemos

dH d?H
Hml (7’, 0) - W(T) Y Hxlm (7'7 0) = W(T)

Lema 3.20. En (r,0) € B tenemos

Hy, (r,0) =~ (#() A (r) — H()#(T))
Y
Hy,(r,0) = -S04 5 (300 A + A #(I) = S () #(7),

donde J = (_01(1)).

Lema 3.21. En (r,0) € B tenemos

Hy(r,0) = £ (*(T) () — H()#(T))
Y
Hypy(r,0) = i‘gf — 5 (R0 ) + B #(TP) + S () #(T),
donde T = (7).
Lema 3.22. En (r,0) € B tenemos
Hey(r,0) = & (+(H2) B (r) ~ F(r)(HL)
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Lema 3.23. En (r,0) € B tenemos

Hayy, (r,0) :?(ﬁ(J)(fcif#(J))qL; () = H)H()) .
Hiypyy (1, 0) = i(fr(T)Cf - Cili[#(T)) - 5 (] ) ~ AT

Lema 3.24. En (r,0) € B tenemos

Hyay(r,0) = — oo (7o) () + 57 7 (Ha) V() — g () (#(Ha) 7)) ()
+ 5 (#(Ha) H() 7(J) + () H(r) 7(Ha))
Lema 3.25. En (r,0) € B tenemos
1 /. . . . - 1 - . . . .
Hypy(1,0) = = 5 (#(Ha) #(T) + #(T) 7(Ha) ) H(r) = S5 H(r) (#(Ha) #(T) + (D) #(Ha)
+ —y (#(HW) F ) #(T) + #(T) B () 7(H)

Proposicién 3.26. La funcién H es diagonalizable.

Demostracion. Sea M = {my : |a| =1} donde

a
ma:( a=? )
a

El subgrupo M fija los puntos (x,0,1) en el plano hiperbélico complejo. Ademds H(kg) =
m(k)H (g)m(k™1), por lo tanto H(r) = m(ma)H (r)w(m;"'). Ahora como todos los K-médulos
irreducibles de dimensién finita son libres de multiplicidad como M-mddulos, H(r) con 0 <

r <1,y 7(H,) se diagonalizan simultdneamente. O

Proposicién 3.27. Tenemos

(1+172)
2

r

7'2 ~ ~ ~
W) ey ) + BT - 20 A@)(D))

r2

Demostracion. Por la Proposicion 3.13 tenemos

—D1(H)(r,0) = —(Hxlzl(r,0,0,0) + Hyyoy (r,0,0,0)) (1—r2)2
+ (Hylyl (,0,0,0) + Hyyy, (1,0, 0, 0)) (1+77).

Usando los lemas dados anteriormente y el hecho que H(r) y #(H,) conmutan porque son
simultaneamente diagonalizables, la proposicién queda probada. ]
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Proposicion 3.28. Tenemos

Do()(r) = ~2r(1 ) S (HL) — (X o) H(r )i (Xe) + 4B ()X o)t (XKa).
r
Demostracion. Por la Proposicion 3.14 tenemos
oOH . (r(14r2)0 OH - (07
DZ(H)(rv 0) =—4 ((%(7"70,0,0) T < ( —(l)— ) O) + aiy(rﬁ Oa 07 0) T (O 0)) '

También tenemos

OH 1dH OH 1. - 1o .
%Oﬂ 0) =5 aiy(r’ 0) = ;W(X—a> H(r) - ;H(T) T(X-a)- (3.5)
Ahora la proposicién queda probada. O
Proposicién 3.29.
L 20 — 22 4F ~ — 2V dE ~
B = (12 S iy ¢ LT gy 2D
6(1—1r2)2 (. dH dH ,
+ , (77 a)ﬁ - Wﬂ'( a)) T(X-a)
_ 2 ;
o= <w< ERLLALRY a>> #(Xo)
2 3 5 3 3
a > ) (72 F(r) + H(r) 7(J)? = 2(N)H(r) () #(IT)
2 5 N _
W (o2 () + () #(1)2 — 2(D) () #(T) ) #(ED)

Demostracion. Por la Proposicion 3.15 tenemos
— Br(H) =(1 = 1) (Hy 2y (1,0,0,0) + Hyy (1,0,0,0) ) #(7T2)
(1= 12) (o (7,0,0,0) + Hyys (r,0,0,0)) ()
= 3(1 = 1%)(Hya, (1,0,0,0) + Hyyey (1,0,0,0)) 7(, % § )

+ 37’(1 - 7"2)<Hm2y1 (Tv 07 07 0) - H$1y2 (’I", Oa Oa 0)) 7:r<1,07,2 _01>

Como H(r) y 7(H,) conmutan, por los lemas anteriores podemos deducir que

Hep (r,0) =g (#(J) #(Ha) — #(Ho) () ) L (r)

272
=5 H(r)#(T) = 5#(T)H(r)
Hyes(r,0) =5 (7(T) () — #(Ha) #(T) ) HL ()
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=g H[r)a(J) - ;ﬂ(ﬂﬁ(r)
De esta forma obtenemos
B = (1= 22 ity + L=l Py 20D Oy
_ 2 3 ]

+ 22D S - i) (%)
31—7r2) /. dH dH . _

Ho e (g = @) (5 )

L= r?)

S (R H @) + B 7()? = 26()H() 7(J)) #(H)

Notemos que

3(1—12) (W(J)% _ (ifﬁ(J)) #(1%29)

L 30 - ) (i )i%f _ Cff*(T)) (1% %)

30— r2)27r(J+ T)?#(X_a) 3(1 - r?) (J - T)%W(Xa)
S ARy - 2D

r W , EW(J_T)T((XQ)

Usando que 7(T+J) = 27(X,) y 7(T—J) = 27(X_,) completamos la prueba de la proposicién.

O
Proposicion 3.30.
o dH /. . . . -
Ey(H)(r) = 2r(1 = 1?) = (3#(Xa)7(X_a) — 7(H, )i (M)
4 (F(X o) H(r) = Hr) #(X ) ) (=#(Xa)7 () + 37(H,)7(Xa) )
Demostracion. Por la Proposicion 3.16 tenemos
OH 0r 0 0 70 1+72 0
B (H _ o8 i . . .
2(H)(r) = 4%, (,0) (W <0 0> g <3(1 +12) 0) o <o 0> : < 0 201 +r2)>>
OH 0r -20 r0 03
4428 . . . . .
=500 (7 (00) 7 (6'1) 7 (50) 7 (0))
Usando (3.5) la proposicién se prueba facilmente. ]

Finalmente obtenemos
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Teorema 3.31.

7'2 ~ - 5
Ujé>@uym”+HWﬂﬂ”ﬂﬂﬂHwﬂﬂ)
n (1+ 7"2)

S (#(@)? H(r) + HY#(T)? = 26(D) A @)i(T))
— 47 (X ) H (M7 (Xa) + 4H (r)7(X _o)7(Xa).

Teorema 3.32.

T g ) == )

2 ~ i i i
U (e A1) + 1) #T P = 2D E) #(0)) #(7T)
2 ~ N i )
A=) (2 i) + () #(D)2 = 26DV G) H(T)) #(7T)

+4 (#(X,a) H(r) — H(r) ﬁ(X,a)) (—#(Xa)ir(fh) +3 7'r(H,7)7'r(Xa)> .

Los Teoremas 3.17 y 3.18 estdan dados en términos de transformaciones lineales. Ahora
daremos los enunciados correspondientes en términos de matrices eligiendo una base apropiada.

Si 7 = 7,4, es conocido (ver [Hum72], p.32) que existe una base {v;}$_, de Vj tal que
fT(Ha)Ui = (f — 21’)1)1-,
T(Xa)vi =l —i+1)vi—1, (v-1=0),

(3.6)
T(X-a)vi = (i + Dvigr, (v = 0).

Como estamos trabajando con una representacién de U(2) estas relaciones deben ser comple-
mentadas con

7(Z)vi = (2n + £)v;.
Esto se sigue de

7(Z) = (Ciﬂ(%t 2>>t20 = <jt62”t7rg(eot (?t))t:o =(2n+0)1.

Introducimos las funciones h;(r) por medio de las relaciones
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Corolario 3.33. La funcidn H(r) = (ho(r), -, he(r)), (0 < r < 1), satisface (DH)(r) =
AH(r) si y sdlo si

— (1 —7r?)%n! - M (3—r2+2r%(n+ 0 —1d)) b — 4i( — i+ 1)(hi—1 — hy)

4(1—r%) <(i +1)(0 — i) (hipr — hy) +i(0 — i+ 1) (hi_y — hi)) = Ahj,

para todo i =0,--- L.
Demostracion. Tenemos J = Xo — X_o, T'= X+ X_ oy Hy = %Z + %Ha. Luego

()2 H(r)v; = (€ — i+ 1) (0 — i+ 2)hjv;_o
— (€= i+ 1)i+ i+ 1) =) hivi + (i + 1) (i + 2)hiviys,
H(r)a(J) v = (0 —i4+1)(0 — i+ 2)hi_2v;_o
—((l—i+1)i4+ G+ 1) —19)hv; + (i + 1)(i 4+ 2)hitovita,
w(JYH (M) ()i = (£ — i+ 1)(0 — i+ 2)hi_qvi—o + (i + 1)(i + 2)hiy1vi0
— (€ =i+ 1)ihi_1 + (i 4+ 1)(€ — D) hit1) v;,
#(T)2H (r)v; = (0 — i+ 1)(£ — i + 2)hivi_2
+((—i+1)i+ G+ 1) —1i)hv; + (i + 1)@ + 2)hviga,
=0—i+ 1)l —i+2)hi—2v;—2
(—i+1)yi+ (i + 1) —)hvi + (i + 1)(i + 2)hirovita,
=l—i+ 1)l —i+2)hi—1vi—o+ (1 +1)(i + 2)hit1vit2
+((€ =i+ 1)ihi—1 + (i + 1)(€ — i) hit1) vi,
T(X_o)H(r)7(Xa)vi =i(f — i + 1)hi_1v;,
H(r)w(X_o)7(Xa)vs =i(€ — i + 1)hiv;

Por lo tanto,

(DH)(r)v; = (—(1 —r22p = U2 (302 92 (€ — i) B

r

(= i 1) = ) = 2 (1€ = D~ 1)

il =i+ 1) (hiog — hi))>vi.

Esto completa la demostracion. ]

Corolario 3.34. La funcidn H(r) = (ho(r), - ,he(r)), (0 < r < 1), satisface (EH)(r) =
wH(r) siy solo si

—(n =+ 3i)(1 = 1?)2hY = 6(i + 1)(£ — i) L2
+6i(0—i+1) = —£+3z)%(3—r2+2r2(n+£—i))h;
—4(n +2¢ - 30) ) )<(z+1)(€ )(hi+1—h¢)+i(£—i+l)(hi1—hi)>

+ 4l(€ -1+ 1)(2n + 14 + 3)(h¢_1 — hz) = %,uhi

para todo t =0, £.
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Demostracion. Tenemos I;T2 = %Z — %Ha, JEI1 = %Z + %Ha, ﬁ,y = %Z + %Ha. Utilizando los
calculos hechos en la demostracién del Corolario 3.33 obtenemos:

(EH)(r)v; = (—(n — 04 30) (1 = )2 — 6+ 1) — i) T
60 —i+ 1) =D (- 04 30) U (32 4 2r2(n +0—0)H,

—d(n+20—30) 0 ((z’ + 1)(6— i) (hip1 — hi) +i(0 — i+ 1) (hi_1 — hi)>

FA4i(f— i+ 1) 20+ €+ 3)(hiy — hi)>vi.
]
A continuacién realizamos el cambio de variables t = (1 —72)~! y denotamos por Dy H al

operador D y la funcién H en la nueva variable t, respectivamente. Entonces el operador D,
en coordenadas, se escribe de la siguiente forma

482 (t— DR +4t(n+L—i—1)t—(n+L—i+1))h

+4 i(ﬁ — Z)(Z + 1) (hi+1 — h,) z(€ -1+ 1) (hi—l — hz) = —\h;.

1-t¢

Similarmente, para el operador E, tenemos:

—4(n — £+ 302 (1 — )] + 12(i + 1) (€ — 3)t*h} 4 — 12i(€ — i + 1)th]_,

+4n —0+3)t(n+€—i+1)—t(n+L€—i—1))h; —4(n+ 20— 31)

1-1¢
((e+ 1) (€ = ) (higr — hi) +i(€ =i+ 1)(hi—1 — hi))
1
+ 4’L'(£ — 1 + 1)(21’L + f + 3)(hi71 — hz) = Z,uhi.
En notacién matricial si H denota el vector columna H(t) = (ho(t),...,he(t)), entonces

tenemos que H es una autofuncién de los siguientes operadores diferenciales
1
DH = t(l — t)H” + (A[) — tAl)H, + ﬁ(BO — tBl)H‘
1
EH =t(1—t)yMH" + (Cy — tC1)H' + ﬁ(DO +tDp)H.

parat € (1,00). Donde las matrices coeficientes Ay, A1, By, B1, Co, C1, Do, D1 y M estan dadas
explicitamente por

:Zf on+Ll—i+1)Ey,
:Zf oln+4€—i+3)Ey,
= Y o(i+ 1) = i)(Ei i1 — Eiy),
Blzzfoz( — i+ 1)(Ey — Eij),
M:Zf 0(n—€+32)Eu,
Co=Yio(n—L+3))(n+L—i+1)E "—3Zf:o(i+1)(f—i)Ei,i+1>
Cr=S" y(n—+3i)n+0—i+3)Ey—32 il —i+1)Ei;,
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Do = Y1_o(n+ 20— 30)(i + 1) (€ — i) (Bii1 — Eig)
— 3 (4 =i+ 1)i(l =i+ 1)(Ey — Eii 1),
Dy = Zf:()(Qn + 0+ 3)Z(£ —i4+ 1>(E“ — Ei,i—l)-

Observemos que t = 1 corresponde al punto p(e).

3.4 Extension a ¢

Para cada funcién esférica ® sobre G' de tipo © = 7, tenemos una funcién asociada H(r),
0 <r < 1, con valores en End(V;) que es una autofuncién simultédnea de los operadores DyE
(Teoremas 3.17 y 3.18).

En esta seccién vamos a demostrar que si H = H(r) es una funcién C® para 0 < r < 1,
lim, o+ H(r) = H(0) = (1,...,1) y H es una autofuncién del operador D, entonces existe una
unica autofuncién ® de Ag en G que es C™ y satisface la condicién ii) de la Proposicién 2.6
a la cual H estd asociada. Ademds si H es también una autofuncién de E entonces ® es una
funcién esférica de tipo (n, £).

En primer lugar queremos extender H a toda la bola B C C2, de tal forma que la funcién
extendida H satisfaga H(kq) = m(k) H(q) m(k™!) para todo k¥ € K y para todo ¢ € B.
Observemos que para ¢ = (z,y) € B —{(0,0)} el elemento

1 (e g
klg) = k(z,y) = (22 + )2 (3 7)),
pertenece a K y ¢ = k(q)(r,0) donde r = (|x|* + \y|2)% Definimos la funcién H por
H(q) = n(k(q)) H(r)m(k(a) ™).

Luego H es una funcién C* en B — {(0,0)}. Ahora veremos que H se extiende a una funcién
continua en B. De hecho si tomamos un producto interno en V; de tal forma que 7 (k) resulta
un operador unitario para todo k € K y denotamos con || || al operador norma correspondiente
en End(V;), entonces

1H (q) = Il = |7 (k(@)(H(r) = Dr(k(a))| = | H(r) - II|.
Como lim,_g+ H(r) = I concluimos que H es continua en ¢ = (0,0). Ahora debemos verificar
que
H(uq) = m(u) H(g)m(u™")
para todo v € K, ¢ € B. Podemos asumir que ¢ = (x,y) # (0,0). Entonces k(uq)(r,0) =
uq =uk(q)(r,0). Por lo tanto existe m € M tal que k(uq) = uk(q) m. Tenemos

H(uq) = m(k(uq)) H (r)m (k(ug)~" = m(w)m(k(q))m(m)H (r)m(m™ " )m(k(q) " m(u")
= m(u)H(g)m(u™"),

pues 7(m) y H(r) conmutan (Proposicién 3.26). Ahora levantamos la funcién H a una funcién
continua H = H op en G con valores en End(V;) que es C*® en G \ K. Luego la funcién
® = H &, es una funcién continua en G que es una autofuncién C*° de Ay en G\ K, satisface
Dle) =Ty P(kigks) = w(k1)®(g)7(ke) para ki, ke € K, g € G. Como As es un operador
eliptico, ® es C* en G.

Entonces tenemos una funcién ® en G con valores en End(V;) que satisface la condicién ii)
de la Proposicién 2.6 y que es una autofuncién C™ de Ay. Mas atin si H es también autofuncién
de E entonces ® resulta una autofuncién de As y por lo tanto es una funcién esférica de tipo

(n,?0).
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3.5 El dual no compacto

En objetivo de esta seccién es vincular los resultados obtenidos en este capitulo con el trabajo
desarrollado en [GPT02a] para calcular las funciones esféricas asociadas al plano proyectivo
complejo. El cambio de variables t = 1/(1—7r?) al final de la Seccién 3.3 nos permite describir las
funciones esféricas asociadas al plano hiperbélico complejo como autofunciones de los mismos
operadores diferenciales D y E que aparecen en [GPT02a]. Esto nos serd de gran utilidad
en el capitulo siguiente en el que logramos describir las funciones esféricas matriciales asocia-
das al plano proyectivo complejo y al plano hiperbélico complejo en términos de la funcién
hipergeométrica matricial. Cabe destacar que la caracterizacién de las funciones esféricas
matriciales asociadas al plano hiperbdlico complejo depende de informacién obtenida de la
teoria de representaciones del grupo compacto SU(3).

Tanto para el caso de SU(3) como para el caso SU(2,1) las &lgebras D(G)¥ son isomor-
fas, y de hecho isomorfas a D(G)Y @ D(K)X, donde D(G)Y y D(K)X son 4lgebras de poli-
nomios (Teorema de Harish-Chandra) en dos generadores algebraicamente independientes (ver
[GPTO02a]).

El grupo U = SU(3) actia de manera natural en el plano proyectivo complejo P»(C).
Esta accién es transitiva y K = S(U(2) x U(1)) = U(2) es el subgrupo de isotropia del punto
(0,0,1) € P5(C). Por lo tanto P»(C) = U/K. Identificamos el plano complejo con el plano afin

C? = {(2,y,1) € P(C) : (w,y) € C*},

y tomamos ventaja de la estructura de K-érbitas de P»(C). El plano afin C? es K-estable y
la correspondiente recta en el infinito L es una K-6rbita. Ademads las K-6rbitas en C? son las
esferas

Se={(z,y) €C*: 2 + |y =17},

Por lo tanto podemos tomar los puntos (r,0) € S, y (1,0,0) € L como representantes de S,
y L, respectivamente. Como (M,0,1) = (1,0,%) — (1,0,0) cuando M — oo, el intervalo
cerrado [0, 00| parametriza el conjunto de K-érbitas en Py(C).

El dual no compacto del par simétrico Riemanniano (U, K) es el par (G, K) donde G =
SU(2,1). Como G también es un grupo de transformaciones lineales de C3, acttia naturalmente
en P,(C). La G-6rbita del punto (0,0,1) es el conjunto

B ={(z,y,1) € Py(C) : [2]* + |y < 1},

y el correspondiente subgrupo de isotropia es K. Por lo tanto Ha(C) = G/ K se puede identificar
con la bola abierta de radio uno centrada en el origen de C2.
El conjunto K se puede identificar con el conjunto Z x Z>o. Sik = (6‘ 2), con AeU2)y
a = (det A)~1, entonces
(k) = mn0(A) = (det A)™ A",

donde A’ denota la f-ésima potencia simétrica de A, define una representacién irreducible de
K en la clase (n,?) € Z x Z>o.

La representacién ,, ; de U(2) se extiende a una tinica representacién holomorfa de GL(2, C)
en End(Vy), que también denotaremos por m,¢. Para cualquier g € M(3,C), denotamos por
A(g) al bloque superior izquierdo 2 x 2 de g, es decir

A(g) _ <gll 912) )
921 922
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Sea A ={g € G:det A(g) # 0}. La proyeccién canénica p : G — P,(C) lleva el subconjunto
denso A C G en el plano afin C? cuando G = SU(3) y en la bola unidad B cuando G = SU(2, 1),
pues A = G en este caso.

Para cualquier 7 = 7, ¢) sea ®; : A — End(V7) definido por

Dr(g) = Pry(g) = mne(A(g))-

Si G = SU(3) y n > 0 entonces ®, se extiende a una tnica funcién irreducible sobre G de
tipo (n,f) y cuando G = SU(2, 1), ®, es una funcién esférica irreducible sobre G de tipo (n, £).

Para determinar todas las funciones esféricas irreducibles ® : G — End(V;) de tipo
T = Ty, Usamos la funciéon @, de la siguiente forma: en el conjunto abierto A C G definimos
una funcién H por

H(g) = ®(g9) ®x(g)" ", (3.7)

donde se supone que ® es una funciéon esférica de tipo 7. Entonces H satisface
i) H(e) = 1.
ii) H(gk)= H(g), para todo g € A,k € K.
iii) H(kg) = m(k)H(g)m(k~!), para todo g € A,k € K.

Entonces la propiedad ii) dice que H se puede considerar como una funcién sobre C2? o
B, y ademas por iii) tenemos que H queda determinada por la funcién r — H(r) = H(r,0)
en los intervalos [0,+00) o [0,1) cuando G = SU(3) o G = SU(2,1), respectivamente. Sea
M el subgrupo cerrado de K de todas las matrices diagonales de la forma A(e?, e=2% ¢if),
6 € R. Entonces M fija todos los puntos (r,0) € C2. La propiedad iii) también implica
que H(r) = n(m)H(r)n(m™"') para todo m € M. Como cualquier V; como M-médulo es
libre de multiplicidad, se sigue que existe una base de V. tal que H(r) estd simultdneamente
representada por una matriz diagonal para todo r > 0. En la Seccién 5 de [GPT02a] y en la
Seccion 3.3 de este capitulo estd dada una eleccion particular de tal base. Por lo tanto podemos
identificar H(r) € End(Vy) con un vector H(r) = (ho(r), ..., he(r)) € CHL si 7 = m,.

Como dijimos anteriormente el dlgebra D(G)%, de todos los operadores diferenciales sobre
G que son invariantes por multiplicacién a izquierda y a derecha por elementos en G, es un
algebra de polinomios en dos generadores algebraicamente independientes As y As.

Si hacemos el cambio de variables ¢t = 1/(1 + r?) cuando G = SU(3) y t = 1/(1 — r?)
cuando G = SU(2, 1), entonces el hecho de que ® es una autofuncién de Ay y As, convierte a
H(t) = H(r) en una autofuncién de los siguiente operadores diferenciales

DH = (1 — ) H" + (Ag — tA)H + 1L(BO B,

(3.8)
FEH =t(1—-t)MH" + (Cy — tC)H' + %(DO +tD1)H,

para t € (0,1) cuando G = SU(3) o t € (1,00) cuando G = SU(2,1). Observemos que t = 1
corresponde en ambos casos al punto p(e). La matrices coeficiente son
Aozz on+Ll—i+1)E;;,
=Y i on+Ll—i+3)E;,,
=2 im0t + D)0 = i) (Eiiv1 — Eiy),
= 0i(l —i+1)(Ei; — Eii-1),
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=Yi_o(n — €+ 3i)Eij, (3.9)
S g B i DBy~ 35+ (€~ i) Baen,
=3 =43 n+l—i+3)Ei; =33 i(l—i+1)Ei; 1,

Do =% o(n+20—3i)(i +1)(€ - )(Ei,iJrl —Ei;)

—33 (4 —i+1)i(l —i+1)(Eii — Eii1),
D1 = 25:0(271 + Z + 3)Z(f — 1 + 1)(Ez,z — Ei,ifl)-

Los siguientes teoremas caracterizan todas las funciones esféricas asociadas a los pares
simétricos (SU(3),S(U(2) x U(1)) y (SU(2,1),S(U(2) x U(1)). Estos Teoremas seran el punto
de partida para dar una representacién explicita de todas las funciones esféricas matriciales
irreducibles asociadas a SU(3) y SU(2,1).

Teorema 3.35. Las funciones esféricas irreducibles ® de SU(3) de tipo (n,£) correspon-
den precisamente a las autofunciones simultdneas H con valores en C*' de D y E que son
analiticas en el intervalo [0,1], tal que hi(t) = """ "Cg;(t) para todo n + ¢+ 1 <i < { con g;
analitica en t =0 y H(1) = (1,...,1)".

Una prueba de este Teorema se puede encontrar en [GPT02a] (ver la Proposicién 6.1 y la
discusién después del Corolario 10.4). El siguiente teorema es el contenido de este capitulo.

Teorema 3.36. Las funciones esféricas irreducibles ® de SU(2,1) de tipo (n,f) correspon-
den precisamente a las autofunciones simultdneas H con valores en Ct1 de D y E que son
analiticas en el intervalo [1,00), tal que H(1) = (1,...,1).
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CAPITULO 4

Funciones esféricas y el operador hipergeométrico matricial

La analogia entre la geometria esférica y la hiperbdlica es un caso especial de una dualidad para
espacios simétricos. Esta analogia reaparece en la teoria de funciones sobre estos espacios, asi
como la analogia entre las funciones trigonométricas y las funciones hiperbdlicas, o entre los
polinomios de Jacobi P,E“ﬂ ) y las funciones de Jacobi F&a’ﬁ ). Estas analogias se ven claramente
una vez que se dan las expresiones de la funciones trigonométricas e hiperbdlicas en términos de
la funcién exponencial, o las expresiones de los polinomios de Jacobi y las funciones de Jacobi
en términos de la funcién hipergeométrica de Gauss. En particular esta iltima analogia, para
a =ny [ =1, es una situacién particular de otra mucho mas general que se encuentra
al estudiar las funciones esféricas irreducibles de cualquier tipo asociadas al plano proyectivo
complejo P2(C) o el plano hiperbolico complejo Ha(C) (ver [GPT02a] y el Capitulo 3).

En ambos casos asociamos una funcién esférica irreducible ® sobre G a una funcién H =
H(t) donde t € (0,1] o t € [1l,00) cuando G = SU(3) o G = SU(2,1), respectivamente.
Entonces una funcion H es analitica en ¢ = 1 y es una autofuncién simultdnea de dos operadores
diferenciales matriciales D y E, que son el mismo en los dos casos, ver (3.8).

Los resultados de este capitulo forman parte del trabajo [RT06]. El punto inicial son los
Teoremas 3.35 y 3.36. Mas alla de la importancia de estos teoremas, no alcanzan el objetivo de
dar una representacién explicita de las funciones esféricas. De hecho, en [GPT02a] ese objetivo
solo se alcanz6 para las funciones esféricas de tipo polinomial y dimensién menor o igual a
tres, representando estas funciones esféricas en terminos de las funciones hipergeométricas
generalizadas ,41F),.

Las Secciones 3 y 4 son el corazén de este capitulo. Después del cambio de variables
u = 1 — t, los operadores diferenciales D y FE, mencionados en los Teoremas 3.35 y 3.36,
se transforman en D y E. Entonces en la Seccién 4.1 encontramos una funcién polinomial
matricial ¢ = 1 (u) que usamos para conjugar D en el operador hipergeométrico matricial
D= Y1 D), ver Teorema 4.5. Establecemos que esta conjugacién lleva autofunciones de D
analfticas en u = 0 en autofunciones de D analfticas en u = 0, ver Teorema 4.6. La prueba
de este teorema depende de encontrar una matriz 2 (cuyas entradas estdn dadas en términos
de los polinomios ortogonales de Hahn) para diagonalizar una relacién de recurrencia de dos
términos. En particular esto nos permite probar que la funcién H asociada a una funcion
esférica irreducible es polinomial, cuando G = SU(3) (Teorema 4.8). En la Seccién 4 reducimos

el problema de encontrar las autofunciones simulténeas de D y E a un problema de algebra

37
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lineal, ver (4.17). Esta reduccion no es la misma que la dada en [GPT02a] y resuelve el problema
en todos los casos.

En la Seccién 5 somos capaces de describir todas las funciones esféricas irreducibles asocia-
das al plano hiperbdlico complejo y al plano proyectivo complejo, en términos de la funcién
hipergeométrica matricial oH; introducida en [Tir03], ver los Teoremas 4.20 and 4.21.

Es importante destacar que nuestra caracterizacién de todas las funciones esféricas irre-
ducibles asociadas al plano hiperbdlico complejo depende de informacién valiosa obtenida de
la teoria de representaciones del grupo compacto SU(3), ver Teorema 4.17, y que existe una
aplicacién inyectiva © +— @ del conjunto de clases de equivalencia de funciones esféricas irre-
ducibles de SU(3) de tipo (n,¢) en el conjunto de todas las clases de equivalencia de funciones
esféricas irreducibles de SU(2,1) del mismo tipo. Esta aplicacién estd dada por la resticcién
de la funcién polinomial asociada Hg, a la funcién Hg definida en el intervalo (—oo, 0].

4.1 D como un operador hipergeométrico

En esta seccion estudiamos las soluciones analiticas en ¢ = 1 del operador diferencial D. Para
esto encontramos conveniente hacer el cambio de variables u = 1 — ¢t. De esta forma con-
sideraremos funciones con valores en C‘*!, analiticas en u = 0. Los operadores D y E se
convierten, respectivamente, en los siguientes operadores diferenciales

_ 1
DH:’U,(l—’U,)HH—i-(2—’U,A1)HI+E(BO—Bl—l-uBl)H, (41)
_ 1

EH = u(l = w)MH" + (Cy = Cg — uCy)H' + (Do + Dy — uDy)H. (4.2)

El resultado clave de esta seccién es la existencia de una funcién polinomial a valores
matriciales ¢ de grado ¢ que tiene la propiedad de que ¥ (u)~'Dv(u) = D, donde D es el
operador hipergeométrico matricial dado por

DF = u(1—u)F" 4+ (C —ulU)F' — (A +V)F.

Observemos que si H es una autofuncién del operador D de autovalor A y si F' = (u) " H (u),
entonces _ _
DF = Dp(u)"'H = (u) ' DH = Mp(u) "' H = A\F (u).
Por lo tanto las autofunciones H de (4.1) analiticas en u = 0 estan en correspondencia uno
a uno con las soluciones F' analiticas en v = 0 de la ecuacién hipergeométrica matricial

u(l—u)F" + (C—uU)F' — (A +V)F =0,

donde C,U y V son matrices (¢ +1) x ({+1) y A € C. Esta ecuacién hipergeométrica fue
introducida en [Tir03].
Un dificil proceso de prueba y error nos llevé a la siguiente funcion

donde X es la matriz de Pascal dada por X;; = (;) y T'(u) es la matriz diagonal tal que
Para la funciéon F(u) = ¢~ 1(u)H(u), el hecho que H(u) es una autofuncién del operador
D convierte a F en una autofuncién del operador

DF = u(l — u)F" + (2u(l — w)y "¢ + 971 (2 — udy o) F'

4.4
+ (u(l —wp " + N2 —udi)Y + %w_l(Bo — By +uB1)y) F. (44
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Para probar que el coeficiente de la derivada de primer orden es un polinomio lineal en u y
que el coeficiente de F' en (4.4) es constante necesitamos algunos lemas previos.

Lema 4.1. Sea R un anillo con identidad, 0 # f € R[x] un polinomio de grado m, coeficiente
director a,,, y s un entero no negativo. Entonces

S ()50 = { P, 220

Demostracion. Es una consecuencia directa de una formula de Euler (ver Lema 13 de [Tir03]).
O

Lema 4.2. Sea X la matriz de Pascal dada por X;; = (;) Entonces X~ es una matriz

triangular inferior dada por X;jl = (=1 (;)

Lema 4.3. Sea X la matriz de Pascal. Entonces

lBlX Z f’L+1 — (Z'* 1)Ei,i—1),
4
X_I(BO — Bl)X = Z(Z + 1)( — ZE,M + (E — i)Ei,i+1)a
=0
)4
X_lAlX = Z ((n +4—i+ 3)Ei,i — ’L'Em',l).
=0

Demostracion. Como By es una matriz bidiagonal inferior, tenemos que

(X7'B1)iy = (X71)i;(B1)jj + (X i1 (B1)js1-

Entonces, por (3.9) tenemos

(X7T'B1X)ii =Y (X 'B1)ipXni = (X Dii(B1)iiXii = i(€ — i+ 1),

= B
I ~ ~
o o

(X 'B1X)ii1 (X'B1)i p Xp,iz1

—~

X YiiaB)icria X1+ (X Yii(B)iic1 Xio1i1
(X Nii(B)iiXiio1 + (X Yii1(Br)is1: X1
(i —1).

_|_

|
.



40 CAPITULO 4. EL OPERADOR HIPERGEOMETRICO

Ademsis

14
(X'B1iX)igsi =Y (X 'B1)isspXni
k=0

_y (_1)k+8<21“;> (k“) Y-k —i+1)

k=

B (L) (T ey

® o

7!s!

A e D il (N B!

z's—l‘
k:O

_(cpy i) S <>k+z Y-k —i+1)
kO

Por el Lema 4.1 se sigue que las ultimas dos sumas son cero para s > 2, y que para s = 2 la
suma de ambas es cero.
Las pruebas del segundo y tercer item son analogas. O

Lema 4.4. Ezxiste matrices C, U y V tales que
2u(1 — u)y'(u) + (2 — uA1)(u) = P(u)(C — ul),

(1~ )" () + (2 — wA Y () + (B — By + uB)(w) = ~(u)V,
para todo uw € C. De hecho las matrices C, U y V estdn dadas por
C =302+ 1)Ei;+Yi_giEii,
U=t o(n+0+i+3)Ei,
V=%ioin+it DB =i = )i+ 1B
Demostracion. En primer lugar vamos a mostrar que

w(u)*l (2u(1 — u)l//(u) + (2 . UAl)w(u)) =C —ul,
para todo u € C. Para esto calculamos

¢

2u(1 — u)y(u) 1 (u) = 2u(l — u)T(u) ' T(v) = 2(1 — u) Z i (4.5)

i=1
Ademds tenemos que

P(u) N2 —uA)Y(u) = 2 — uT(u) T XA X T ()

V4
= u2n+£—z+3 ”—I—ZzEml
1=0

Sumando (4.5) y (4.6) obtenemos la primera afirmaciéon del lema. Para probar la segunda
afirmacion, tenemos que mostrar que

(4.6)

907 (1 = ) () + (2 = AV () + 1 (Bo — By + uBn)(w) = ~V,
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para todo u € C. Primero observemos que

¢
u(l = w)ip(u) " (1) = u(l —u)T(u) "' T"(u) = 1) i — 1) Eig,
=0

P() 12 — wAD (1) = 2T(0) T () — T () X AL XT ()
¢ ¢
=u" ) (2B + (i — 1) Ei;-1) Zz n+0—i+3)E;;.
=0 1=0

Ademsds por el Lema 4.3 tenemos que

L

1 . . 1.
()7 (Bo — B+ uB)(u) = Y (i(C— i+ 1) —uli(i + 1) By
i=0
l l
+Z(Z+1)(€ zz—l—l_u 121 Z—l ii—1-
=0 =0
ahora sumando los resultados previos probamos el lema. O

Teorema 4.5. Sea ) = XT la funcidén polinomial introducida en (4.3). Entonces el operador
diferencial D = 4 ~'D es el operador hipergeométrico

DF(u) = u(l —u)F"(u) + (C — wU)F'(u) — VF(u),
donde las matrices C, U y V' estan dadas por
¢ ¢

C= 20i+1)E;+Y iEi,

=0 i=0

V4
U=> (n+{+i+3)E;,

V= Z(TL‘I-Z+ 1)EZ71 - Z(g_l)(l_f'l)Ez,H-l

Demostracion. La prueba de este teorema es una consecuencia directa de (4.4) y del Lema
4.4. O

Encontrar las autofunciones del operador hipergeométrico matricial introducido en el teo-
rema anterior es equivalente a conocer todas las autofunciones de la ecuacién hipergeométrica
matricial

uw(l —u)F"(u) + (C —uU)F'(u) — VF(u) = \F(u). (4.7)

Esta ecuacién fue estudiada por Tirao en [Tir03]. En el trabajo de Tirao también aparece la
ecuacién hipergeométrica matricial de la siguiente forma

u(l = w)F"(u) + (C — u(A + B+ 1)F'(u) — ABF(u) = AF(u). (4.8)
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En el caso escalar, cualquier ecuacién diferencial
2(1=2)f"(2) + (¢ — 2u) f'(2) —vf(2) =0,
con u,v,c € C, después de resolver una ecuacién cuadratica, se convierte en
2(1=2)f"(2) + (¢ — 2(1+ a + b)) f'(2) — abf(2).

Esto no es necesariamente cierto en el caso de matrices. En otras palabras una ecuacién
diferencial de la forma (4.7) no siempre se puede reducir a una ecuacién del tipo (4.8) con
A,B,C e CHD*IHD) pues una ecuacién cuadrética matricial puede no tener solucién. De

hecho la ecuacién
Y2 _ 0 1
N0 0 )

no tiene soluciones para X € C2*2. En nuestro caso particular es posible resolver la ecuacién
cuadratica matricial y expresar el operador hipergeométrico de la forma (4.8). Observemos que
para poder expresar el operador D de esta forma, necesitamos encontrar matrices A y B tales
que U =A+B+1yV = AB. Por lo tanto B debe ser una solucién de la ecuacion cuadratica
matricial

B 4+ (1-U)B+V.

Observemos que si v € C, el determinante de la matriz 2 4 (1 —U)v +V es un polinomio en v
de grado 2(¢+1) y por lo tanto tiene 2(¢+ 1) raices. Estas estan dadas por las dos soluciones de
la ecuacién v(v—n—£—i—2)+i(n+i+1) = 0 para 0 < i < £. Tomemos {(v;,v;)}f_, donde v;
es una rafz de det(v? + (1 = U)v+V), v; € ker(v? + (1 —U)v; + V) y v; # v; sii # j. Entonces
construimos la matriz W cuya i-ésima columna es v; y la matriz diagonal A donde A;; = v,
entonces B = WAW ™! es una solucién de la ecuacién cuadratica B2+ (1—U)B+V = 0. Para
verificar esto notemos que
WA+ (1 -U)WA+VW =0,

por la forma en que hemos construido las columnas de la matriz W en términos de los vectores
v;. Por lo tanto
WAPW L+ (1 -U)WAW 14+ V =0.

Entonces tenemos que el operador D dado en el Teorema 4.5 es equivalente a
DF =u(1 = u)F" 4+ (C —u(A+ B+1))F — ABF =0,
donde B=WAW 'y A=U—-B - 1.

Ahora ponemos nuestra atencién en los siguientes espacios vectoriales de funciones a valores
en CH1:

Sy ={H = H(u) : DH = \H, H analitica en u = 0},

~ 4.9
Wy ={F = F(u) : DF = \F, F analitica en u = 0}. (4.9)

Por el Teorema 4.5 sabemos que la correspondencia F +— F es una aplicacion lineal
inyectiva de W) en Sy. Ahora queremos probar que esta aplicacién es suryectiva.

Una funcién a valores vectoriales F'(u) en W) es una solucién de la ecuacién hipergeométrica
matricial

u(l—u)F" + (C —uU)F' — (V+ A F =0.
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Como los autovalores de C son distintos de 0, —1,—2, ..., la funcién F' esta caracterizada
por su valor en 0 y para |u| < 1 estd dada por

%

F(u) = oHy (V15 u) F(0) = f: %[C; U,V + N:F(0), (4.10)
1=0

donde el simbolo [C;U;V + \]; estd definido inductivamente por

[C;U;V + Ao = 1,
[C;U;V + N1 = (C+4) 7 (2 +i(U = 1)+ V +A) [C;U; V + A,

para todo ¢ > 0 (ver [Tir03]). El hecho de que la funcién F' esté caracterizada por su valor en
0 implica que dim(W)) = ¢ + 1.

Si H € S entonces los coeficientes H; de H(u) = > ;o H;u' satisfacen la siguiente relacién
de recurrencia

(i(i + 1) + By — By)H; + (1 — i)(Ag + 1) + By — \)Hy_1 =0, (4.11)

para todo ¢ > 0, donde tomamos H_1 = 0.

La matriz By — Bj es simétrica y por lo tanto diagonalizable. Para diagonalizarla introduci-
mos la matriz  definida por Q = (€; ;) donde €; ; = 3F» <_j’1’_’;’g+l : 1), un caso particular
de los polinomios ortogonales de Hahn. Entonces los coeficientes €2; ; satisfacen la siguiente
relacién de recurrencia de tres términos (ver la Proposicién 5.1 de [GPT01])

=i+ 1), —(@(l—i+1)+ G+ 1) —1); + G+ 1) — 1) Q1 = —75( + 1) ;.
Por lo tanto ; = (Qoj, ..., ;)" es un autovector de la matriz By — By, digamos
(Bo — B1)Q; = —j(j + 1)Q;.

En otras palabras
1

QN By - B2 == j(i+1)E;; (4.12)
=0

Si multiplicamos la relacién de recurrencia (4.11) por Q7! a la izquierda y usamos (4.12),
obtenemos

¢
(i +1) =) _J( +D)E;)Q " Hy + Q7 (1 =) (Ao +14) + By = \)QUQ " H_1) = 0. (4.13)
§=0
Teorema 4.6. La aplicacion lineal F'+— ¢ F es un isomorfismo de W sobre S).

Demostracion. Ya sabemos que F +— F es una aplicacién lineal inyectiva de W)y en Sy, de
modo que es suficiente probar que dim(Sy) < £+ 1.
Si H € S), de la ecuacién de recurrencia (4.13) obtenemos que

QO 'Hy = (2,0,...,0)",

para algtin € C. Ademds (4.13) determina sucesivamente las componentes j-esimas de Q1 H,
para j #sy 1 <s </ ypara s> {los vectores H. Por lo tanto dim(S)) < ¢+ 1. O
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Corolario 4.7. Sea F(u) = ¥ ' (uw)H(u), donde H = (ho(u), ..., he(u))t € Sy. Si F(u) =
(Fo(u), ..., Fy(u))t, entonces para todo 0 < k < £ tenemos que

k
Fy(0) = ,;2‘6<—1>f+k (H)io

Demostracion. La componente k-ésima del vector columna F(u) = T(u~') X "' H(u) estd dada
por

k
Fu(u) jZ()( 1y (j)fm )

Por lo tanto el corolario es una consecuencia directa del Teorema 4.6 pues Fj, y h; (0 < j < /)
son analiticas en u = 0. O

Como una consecuencia de los resultados obtenidos en esta seccién, principalmente el Teo-
rema 4.5, estamos en condiciones de dar una versién mas detallada del Teorema 3.35.

Teorema 4.8. Las funciones esféricas irreducibles ® de SU(3) de tipo (n,{), se corresponden
precisamente con las autofunciones simultdneas H con valores en C*1, polinomiales, de los
i—n—~t .

operadores diferenciales D y E, introducidos en (4.1) y (4.2), tales que hi(u) = (1—u) gi(u)
para todo n+ €+ 1 <1i </ con g; polinomial y H(0) = (1,...,1)%.

Como la funcién 1 definida en (4.3) es polinomial, para probar el teorema es suficiente
probar el siguiente resultado.

Teorema 4.9. Sea H la funcién a valores en C*t1 asociada a la funcion esférica irreducible
® de tipo (n,l) de SU(3). Si F =+~ H, entonces F es un polinomio.

Proof. En primer lugar consideraremos el caso n > 0.

La funciéon H = H(t) como funcién de una variable ¢ fué introducida en la Seccién 3.2 del
Capitulo 1 y después, en el principio de la Seccién 4.1, cambiamos la variable para obtener
H(u) = H(1 — u). Por los Teoremas 3.35 y 4.6 la funcién F = ¢"'H es una autofuncién
analitica de D en el intervalo cerrado [0, 1].

Sea V = V(u) la funcién matricial peso con soporte en el intervalo [0,1] definida por

l
V(u) =u(l—u)" Z(l —u)

=0

Por (13) de [GPT02a] se sigue, haciendo el cambio de variables u = 1—t, que D es un operador
simétrico con respecto a la forma bilineal matricial antisimétrica a valores matriciales definida
en las funciones C'°, en el intervalo [0, 1] por

1
P.Qwv = [ Q@ @V P
Entonces D = 11D es un operador simétrico con respecto a
1
P.Quw = [ QWP du,
0

donde W = ¢*V4). En otras palabras (W, 15) es un par cldsico en el sentido de [GPTO1], ver
también [Dur97]. Observemos que el peso W tiene momentos finitos pues hemos asumido que
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n > 0. Por lo tanto existe una sucesién ortonormal {Q,},>0 de polinomios con valores en las
matrices (£ + 1) x (£ + 1), tal que DQ, = Q,A, donde A, es una matriz diagonal con entradas
reales. Estamos tomando @, = P* de [GPTO01].

Ahora consideramos el espacio L? de todas las funciones F' sobre el intervalo [0,1] a valores
en C*! con el producto interno

1
(zq,z@)w,::Jg F ()W (w) Fy (u) du. (4.14)

Sea {e;}¢_, la base canénica de C**1. Entonces

(Qrej’ Qsei)W = 6?<Q7“a QS>W€j = 6r,55i,j-

Por lo tanto {Q,e;} para r > 0, 0 < j < /, es una familia ortonormal de polinomios con
valores en C*! tal que

E(Qrej) = (BQT)ej = QrAgej = AZ(Qrej)v

donde A, = A(X,... \E).

Ahora escribimos nuestra funcién F = an ar;jQrej, donde a,; = (F,Qre;)w. Entones la
serie converge no solo en la norma L? sino también en la topologia basada en la convergencia
uniforme de funciones y sus derivadas sucesivas. Por lo tanto,

AF =DF = a,;NQre;.
.J
Entonces a,; = 0 si A j # A. Como dim W) < oo se sigue que F' es un polinomio.
Para considerar el caso n < 0 necesitamos algunos lemas.
Lema 4.10. Si H es una funcidn con valores en C1, analitica en w = 1 y satisface
hi(u) = (1 =) ""gi(u), n+l+1<i<V,
con g; analitica en v = 1, entonces DH es analitica en u =17y
(DH); = (1 —w) " fi(u), n+l+1<i</,
con f; analitica en u = 1.
Demostracion. Por la definicién de D tenemos que
(DH); =u(1 —u)h! + (2 —u(n+ £ — i+ 3))h}

+ %(z’ +1)(0 — i) (hig1 — hs) — 1 ; Yl 1) (s — hiy), (4.15)

por lo cual es claro que (DH)Z es analiticaen u = 1 para 0 < i < /. Paran+/£+1<i¢ </

reemplazamos h; = (1 —u)" " “g;(u) en la ecuacién (4.15) y obtenemos

(DH); = (1 —u) " (DG); + u(l —uw) " Yi—n—0)(i—n—L0—1)g
— (1= w) ™" (2u(i = n — O)g; —i(f — i + 1)gim1 + (i + 1)(€ — i) git1)
—(1—w) 2 —un+ =i+ 3))(i —n—{)g
=(1- u)F"*E((DG)i —2u(i —n—40)g; —2(i —n—{)g;
+i(l—i+1)gi1— (i+1)({ —i)git1)-

Esto completa la prueba del Lema. ]
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Sea
V={PeC*u: (WP)i=1—u)"Yg, g e Clul,n++1<i<}. (4.16)
Lema 4.11. El espacio lineal V es estable por el operador diferencial D.
Demostracién. Sea P € C1[u]. Entonces DP € C**'[u]. Por lo tanto
(W(DP)); = (D(P)); = (1 = w) ™"~ fi(u),

con f; analitica en u = 1 por el Lema 4.10. Pero como (w(ﬁP))z es un polinomio, se sigue que
fi es un polinomio. Esto completa la prueba. O

Lema 4.12. Si P €V, entonces P € L?,(0,1).

Demostracion. Sea P € V. Entonces

1 1 L 1 ‘
1Pl = /0 Py VP du = /0 (WP)V () P) du= Z / ($P)}(WP)u(1 — )"+ du

n+t

_Z/ (YP): (Y P)ju(l — u)" o du + Z / Y gi(w) |2 du < oo.

i=n-+L+1

Por lo tanto P € L%,(0,1). O

Ahora consideramos la clausura V en L, (0,1) del subespacio V.

Proposicién 4.13. Sea H la funcion a valores en C*! asociada a una funcion esférica irre-
ducible ® de tipo (n,?). Si F =~ H, entonces F € V.

Demostracién. La funcién F es analitica en v = 1 pues H y 1~! son analiticas en u = 1.

Entonces
F = Z (1 —wu)?

Ademaés podemos escribir ¢ (u) = Zogkgé(l — u)¥1y, donde los coeficientes 1 son matrices
({+1)x (£+1). Entonces

00 /¢ 00 min{s,/}
WF)i =) (1 —uf Y (1 —wfWpF)i=> (1-uw)®* > (pFei)i
§=0 k=0 5=0 k=0
Pero por el Teorema 3.35 tenemos que
min(s,?)
Z (kasfk)z =0, forall s<i—n—=¢.
k=0
Por lo tanto
N N+/¢ min{s,¢}
(QZJZ 1*UJF) = > (-w > (WFi)i
7=0 s=i—n—Ft k=0

y entonces E;V:O(l —u)/F; € V. Ahora como F es analftica en el intervalo [0, 1] (Teorema 4.6)
se sigue que F € V. O
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Prueba del Teorema 4.9 paran < 0. Sea V C LIZ,V(O, 1) el espacio lineal introducido en (4.16),
y para j > 0 ponemos

V;={PcV:degP < j}.
Como D es simétrico, VjL NV 41 es invariante por 5, y existe una base ortonormal de le NV

compuesta por autovectores de D. También observamos que Vy = {0} pues n < 0. Entonces
por induccién en j > 0 tenemos que existe una base ortonormal {FP;} de V tal que DP;, = \; P;,
A€ C.

Por la Proposicién 4.13 F € V. Entonces

(o)
F= Zaipi ai = (F, P)w.
=0

Como F es analitica en el intervalo [0, 1], la serie converge no solo en L%, (0,1) sino también
en la topologia basada en la convergencia uniforme de sucesiones de funciones y sus sucesivas
derivadas. Por lo tanto

e 00
AN = ﬁF = ﬁ(ZaZPZ) = Zai)\iﬂ,
7=0 1=0

y entonces a; = 0 salvo en el caso en que A = \;. Entonces
F=)Y aP,
A=

y como dim W) < oo, podemos concluir que la funcién F' es un polinomio. ]

Encontramos interesante recalcar el siguiente hecho que ya fue establecido en [GPT02a).

Corolario 4.14. Sea H la funcion a valores en C*T' asociada a una funcion esférica irreducible
® de SU(3) de tipo (n,£). Si X es el autovalor de D correspondiente a la autofuncién F = = H,
entonces

A=—-ww+n+l+k+2)—k(n+k+1),

para algun 0 < k < £ yw > 0.

Demostracion. En la seccién anterior establecimos que toda funcién F' € W) esta dada por

[e.o]

F(u) = oHy (VY u) F(0) = %[C;U;V + Al F'(0),
i=0

donde el simbolo [C;U;V + A]; estd definido inductivamente por
[C;U;V 4+ ANo=1
[C;U;V 4+ Nig1 = (C+ )72 +4(U = 1) + (V + N)[C;U; V + Ny,
para todoi > 0. El hecho que F' = ¢)~'H es un polinomio implica que el coeficiente [C; U; V+\];
es singular para algin i € Z. Asumamos que [C;U;V 4 Ay 41 es singular y que [C;U; V + Ay,
no es singular. Como la matriz (C' + w) es inversible, tenemos que [C;U; V + A],4+1 es singular
siy sélo si (w? +w(U—1)+V + ) es singular. La matriz (w? +w(U — 1) +V + \) es triangular
superior y (w? +w(U — 1) +V + Ngx = w? +w(n+£+k+2) +k(n+k+1) + \. Por lo tanto
[C;U; V 4+ Ny es singular si y sélo si
A=—ww+n+l+k+2)—k(n+k+1),

para algin 0 < k < (. 0
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4.2 Autofunciones de Dy F

El objetivo de esta seccién es describir todas las autofunciones simultdneas con valores en Ct1,
analiticas en u = 0, de los operadores diferenciales D y E introducidos en (4.1) y (4.2). En la
siguiente seccion identificaremos entre éstas aquellas H’s que correspondan precisamente a las
funciones esféricas de SU(3) o de SU(2,1).

Sea ¢ = 1 (u) la funcién polinomial introducida en (4.3), que usamos para conjugar el op-
erador D en el operador hipergeométrico 15, hecho que es la herramienta fundamental de este
capitulo. Ahora, también nos interesa calcular el operador diferencial E= W~ LEv. Explicita-
mente EF = ¢~ 'E(yF), y por lo tanto

EF =u(l —u)y "MyF" + ! (2u(1 — u)My' + (Cy — Co — uCh)y) F’
+ ¢ (u(l —w)My” + (Cy — Co —uCr)' + %(Do + D1 — uDq)Y)F.

Lema 4.15. Ezisten matrices unicas Qo, @1, Py, P1 y R tales que
u(l —w)p™ My = (1 —u)(Qo + uQr),

lpfl (2u(1 - u)M”L/J’ + (C1 —Cy— uCl)w) =Py +uby,

1
wil(u(l — u)Ml/JH + (01 —Cy— uCl)i/Jl + E(Do + Dy — uDl)w) =R,
para todo u € C. De hecho, estas matrices matrices estdn dadas por
Qo= i 3iFii-1,
Q1 =Y i_o(n— £+ 3i)E;,
Po =321 (20 4+ 1)(n — £+ 30)+3((i + 1)*(£ — i) = (¢ =i + 1)) By
3 i3I+ 3+ L+ 2n)E; i,
Pr=Y" g —(n—C+3i)(n+L+i+3)Ei+ 3030+ 1)(€—i)Eii,
R=Y"'_—iB+n+20)(n+i+1)E;
+ 3+ D)= i) (n 420+ 3)Ei 1.

Demostracion. Primero tenemos que
uw(l —w)p My = u(l — )T (v HXTMXT(u)
¢ ¢
= u(1 — u)T(u™Y) ( N BB+ Y (n—l+ 3i)Ei,i)T(u)
i=0 i=0
= (1 —u)(Qo + uQn).
Para probar la segunda afirmacién, observamos que

2u(l —w)p T My = 2u(l — )T (v )X T MXT (u)

¢ ¢
=2(1—u) Y i(n—L+30)E;; +6u (1—u) > i(i—1)E;; 1.
=0 1=0
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Adem4s tenemos

y4 y4
N Co— C)p =—2Y (n—L+3i)E;i; =3 ((i+1)*(0 —i) — (0 =i+ 1)) Ei,
] 1=0

y4 y4
—3UZZ+1 VEiiv1 + 6u” 121@—1 ii—1,
=0
y
l J4
up 'Crp=ud (n—L+3i)(n+L—i+3)E; + Y i(l—3i+2n+9)E 1.
=0 =0

Sumando los resultados anteriores obtenemos la segunda afirmacién. Ahora calculamos

¢
2u(l —uw)p "My =u ' (1 —u) Y (i — 1)(n— L+ 30)Ey;
=0

l
+3u? (1 —wu) Zzz—l (1 —2)E;;i-1.
=0

Ademds, tenemos que

l l
(G - 21 i(n — £+ 30)Eiy +3 ((i+ 1)l — i) — (0 — i +1)) By
=0 =0
l 4
+3Y (i 4+ 1) —i)Eii1 —6u™ Y (i —1)°Ej1,
i=0 1=0
y
0 J4
up~ O = Z (n—0+3)(n+L—i+3)E;j; +u" 122 (-1l —-3i+2n+9)E;;—1.
=0 1=0
También
y4
u YT (Do + D) = —um 'Y (= 6i% +n(i+ 1) + 50+ 2) E
=0
‘ 1
+) G+ 1) (=) (n+ 20— 3i)Eyipn +3u"2 Y iP(i — 1) B,
1=0 i=0
y

l
YDy = Z i+ 1)@2n+L+3)E; —u 'Y i(i—1)(2n+ L+ 3)Ei 1.
i=0
Sumando los resultados anteriores, queda probada la tercera afirmacién. Esto completa la
prueba del Lema. ]

Entonces el operador diferencial E = Y~ E1y estd dado explicitamente en el siguiente
teorema.
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Teorema 4.16. Sea ¢ la funcion polinomial introducida en (4.3) y sea E el operador diferencial
dado en (4.2). Entonces el operador diferencial E =~ E1 es

EF(u) = (1 — u)(Qo + uQ1)F"(u) + (Py + wP)F'(u) + RF(u),
donde las matrices Qo, Q1, Py, Pr y R estan dadas en el Lema 4.15.

Los operadores diferenciales D y E dados en (3.8) conmutan pues provienen, respectiva-
mente, de los generadores algebraicamente independientes Ay y Az de D(G)%. Por lo tanto D
y E (ver (4.1) y (4.2)) también conmutan, lo que a su vez implica que DE = ED. Ademas E
lleva funciones analiticas en funciones analiticas, y por lo tanto E se restringe a una aplicacion
lineal de W) en si mismo. Como el valor inicial F'(0) determina F' € Wy (ver (4.10)), tenemos
que la aplicacién lineal v : Wy — C*! definida por v : F(u) — F(0) es un isomorfismo
suryectivo. Ademds, el siguiente diagrama es conmutativo

Wy —2— Wy

”l l” (4.17)

CZ—H M)

donde M () es la matriz (¢ 4+ 1) x (¢ 4+ 1) dada por

CZ—H

M) =Qo(C+ 1) U+V+NCHV + )+ PRC YV +A)+R. (4.18)

Ahora miramos el espacio Sy de todas las autofunciones de autovalor A de D que son analiticas
en u = 0. El operador diferencial E lleva Sy en Sy, pues D y E conmutan y E(¢YF) = Y E(F) €
S\ para todo F' € W) por el Teorema 4.16.

Por la Seccién 9 de [GPT02a], sabemos que para

A=—-ww+n+l+k+2)—k(n+k+1) (4.19)
con 0 <w,0<k</and 0<w+n, los autovalores de E : Sy — S, son
pr =An—L0+3k)—3k({ —k+1)(n+k+1). (4.20)

De los diagramas conmutativos (4.17) y el siguiente

Wy LWA

Lwl le

S, —E . 5y
donde las flechas verticales corresponden a la aplicacién lineal Ly, : F' +— 9 F, se sigue que para

todos los X’s de la forma (4.19), los autovalores M () son los dados en (4.20).
El siguiente resultado es el Teorema 10.3 de [GPT02a].

Teorema 4.17. Para todo (n,!) € Z x Z>q el polinomio caracteristico de la matriz M () estd

dado por
¢

det(u — M(V) = [ (0= me V),
k=0
donde pp(N) = AX(n — €0+ 3k) —3k({ —k+1)(n+ k+1). Ademds, todos los autovalores ()
de M(X) tienen multiplicidad geométrica uno. En otras palabras, todos los autoespacios son
unidimensionales.
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Demostracion. Consideremos el polinomio p € C[A, u] definido por p(\, u) = det(u — M(X)).
Para cada entero k tal que 0 < k < ¢ sea AN(w,k) = —w(w+n+Ll+k+2)—k(n+k+1)ysea
pur(A) = A(n — €+ 3k) —3k({ —k+1)(n+ k+ 1). Entonces por (4.19) y (4.20) tenemos que

P (w, k), pr(A(w, k) = 0,

para todo w € Z tal que 0 < w y 0 < w+n + k. Como existen infinitos w que satisfacen esas
condiciones, la funcién polinomial w — p(A(w, k), pr(A(w, k))) es identicamente cero sobre C.
Entonces, para un dado &, (0 < k < /), tenemos que p(\, ux(A)) = 0 para todo A € C.

Ahora A = {X € C: pr(\) = upr(N) para algin 0 < k < k¥’ < £} es un conjunto finito, de
hecho | A |< (¢ +1)/2. Como para cualquier A, p(\, ) es un polinomio ménico en p de grado
£+ 1, se sigue que si A € C — A entonces

L

pO i) = (= (V) (4.21)

k=0

para todo u € C.

Estéd claro que (4.21) se cumple para todo A y todo u, lo cual completa la prueba de la
primera afirmacién.

Para completar la demostracién del Teorema observamos que la matriz M(\) = A + B
donde A es una matriz triangular inferior y

3G (G4 +2)
3_52

2] +1 Ej7j+1'

J=0

Por lo tanto si v = (v,...,v)" es un p-autovalor de M()) entonces vy determina v y esto
implica que la multiplicidad geométrica es uno. ]

Observacién 4.18. Hemos visto que los autovalores de la matriz M (X\) tienen multiplicidad
geométrica uno. De todas formas, M(X) no es siempre diagonalizable. De hecho, p; = p1; para
i1#£ 7 y0<i,5 </t siysolo si

A=—(Gi+j+n+1)(i+j—0—1)+ij.

Corolario 4.19. Siv = (vg,...,v7)" es un p-autovector no nulo de M(X), entonces vy # 0.

4.3 Funciones esféricas de SU(3) y SU(2,1)

En esta ultima seccién describimos todas las funciones esféricas irreducibles ® de cualquier
K-type de SU(3) y SU(2,1), dando la funcién asociada Hp = Hg(u) en una forma cerrada,
usando la ecuacién hipergeométrica matricial oH; .

Recalcamos que, haciendo el cambio de variables u = 1 — ¢, el Teorema 3.36 dice que todas
las funciones esféricas irreducibles ® de SU(2,1) de tipo (n, ¢) corresponden a las autofunciones
simultdneas Hy = Hg(u) de los operadores diferenciales D y E, con valores en C*!, que son
analiticas en el intervalo (—o0,0], y tales que Hg(0) = (1,...,1)!. En particular, una tal Hg
pertenece al espacio vectorial Sy de todas las autofunciones de D analiticas en u = 0, ver (4.9).
Notemos que la funcién Fy = ¢! Hg estd en el espacio lineal Wy de todas las autofunciones
de D analiticas en u = 0, ver (4.9). El hecho de que Hg es un autovector de E se traduce
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en el hecho de que Fg es un autovector de E. Ademés esto corresponde a que Fg(0) es un
autovector de la matriz M (), de acuerdo con el diagrama conmutativo

Wy £, Wy

l l”

ctrt MV e
Por otro lado por el Corolario 4.7 tenemos que Fgp(0) = (1,21,...,2¢)" para ciertos nimeros
complejos x1,...,xp € C.
También observamos que cualquier Fy = (1,1,...,2¢)" € C1 tiene la propiedad de que
P(0)Fy = (1,...,1)". Ademés si 0 # Fy € C**! es cualquier p-autovalor de M () entonces,
salvo un escalar, Fy = (1,21, ...,2,)" por el Corolario 4.19.

Recalcamos que las funciones F' € W) estdn dadas en términos de la funcién hipergeométrica
of1, introducida en (4.10), y su valor inicial Fp. Por lo tanto las autofunciones simultédneas no
triviales de D y E analiticas en u = 0 son las funciones

F( ) 2H (U VJr)\ )F07

donde Fy = (1,21,...,2¢)" es un p-autovector de M()). Como F es una autofuncién del
operador hipergeometmco D ver Teorema 4.5, tiene una tnica continuacién analitica a {u €
C:u¢[l,00)}. Entonces H(u) = ¢(u)F(u), —oo < u < 0, corresponde a una funcién esférica
& de SU(2,1) de tipo (n, £).

Resumimos todos estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 4.20. FExiste una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalencia de todas
las funciones esféricas irreducibles de SU(2,1) de tipo (n,£) y los autovectores de M(N) de la
forma Fy = (1,21,...,20)t. Ademds, un representante matricial, ®, de tal clase se obtiene
explicitamente de

Ho(u) = (u)oHy (V3 u) Fo(0),
donde F3(0) es el tinico p-autovector de M(\) normalizado por Fe(0) = (1,x1,...,2,)".

A toda funcién esférica irreducible © de SU(3), le asociamos Hg, una autofuncién si-
multdnea de D y E, analitica en [0, 1] tal que Hg(0) = (1,...,1)!. En el Teorema 4.8 probamos
que Hg es la restriccién de una funcién polinomial, por lo tanto H(u) = He(u), —oo < u < 0,
es la funcién asociada a una funcién esférica &y de SU(2,1). La aplicaciéon © — @y da una
correspondencia uno a uno entre el conjunto de todas las clases de equivalencia de funciones ir-
reducibles de SU(3) de tipo (n, £) en el conjunto de todas las clases de equivalencia de funciones
esféricas irreducibles de SU(2,1) del mismo tipo. Mas explicitamente tenemos

Teorema 4.21. Ezxiste una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalencias de todas
las funciones esféricas irreducibles de SU(3) de tipo (n,¥) y el conjunto de pares (A, u) € Cx C
donde

A=—ww+n+l+k+2)—k(n+k+1),
p=An—-0+3k)—-3k(l—k+1)(n+k+1),

conw,k€Z y0<w,0<k<ly0<w+n.
Un representante matricial © de tal clase se obtiene explicitamente de

He (u) = (u)aHy (V3 (1 u) Fo(0),
donde Fg(0) es el inico p-autovector de M(X) normalizado por Fg(0) = (1,z1,...,x¢)".
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Demostracion. La primera afirmacién es el contenido de los Corolarios 9.3 y 9.4 de [GPT02al.
Si © es una funcién esférica irreducible de SU(3) de tipo (n,¥) sea ® la correspondiente
funcién esférica de SU(2,1). Entonces Fg(0) = Fg(0) y

He(u) = Ho(u) = ¢ (u)oHy (V{5 u) Fo(0),

lo cual prueba este teorema. O

Sea F = oH; (U;Zf’\ ; u) Fy, donde Fj es el tnico p-autovector de M (A) normalizado por
Fo = (1,21,...,2¢)% Si F(u) es un polinomio de grado w > —n, entonces el Corolario 4.14
dice que la matriz M,, = w(U +w — 1) + V + X es singular y por lo tanto

A=—-ww+n+l+k+2)—k(n+k+1),

para algin 0 < k < £. Observemos que el hecho que w + n > 0 implica que el nticleo de M,
tiene dimensién uno pues

yk+i+1>0. Como Fy es un autovector de M(A) de autovalor p, la funcién F(u) =

oHy (U?g*'/\ ; u) Fy es una autofuncién de E de autovalor w. El Teorema 4.17 dice que

u=An—-0+3j)—-3jl—j+1)(n+j+1),

para algin 0 < j < £. Vamos a probar que k = j. Para probar esta afirmacién necesitamos
calcular el coeficiente director del polinomio F'(u). La matriz M, es singular y el hecho que
F(u) sea un polinomio de grado w implica que

[C,U,V + A wFo € ker(M,,).

El ker(M,,) esté generado por el vector (zo,...,x¢), dado por
o i+ (L—1i (B—k4141); s P i
x; = (—1) ](z—;‘) (a+ﬂ+j+i+w—l]c+1)j_i sit=0,...,7—1
=1 (4.22)
Tjp1 = Tjy2 = =20 =0.

Por lo tanto F'(u) = oH; (U;g+’\ ; u) Fy es un polinomio de grado w con coeficiente director

1
v=(x0y...,2¢) = 5[0, U,V + Xj(w)]Fy € ker(Fp).

Para calcular el autovalor y comparamos los coeficientes directores de los polinomios F'(u) y
EF(u). El coeficiente director de EF'(u) es igual a

(—w(w —1)Q1 + wP; + (a+ 20+ 3)V)v.

Como F(u) y EF(u) son a valores en C!, la j-ésima componente de la ecuacién F(u) =
uwEF(u) estd dada por

(—w(w—1)(n—0+4+3j) —wn—L0+3j)(n+L+j+3)+ (n+20+3)j(n+j+1))z; = px;.
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Por lo tanto = AN(n—0+35)—3j({—j+1)(n+j+1). El Teorema 4.21 da una correspondencia
entre las clases de equivalencia de todas las funciones esféricas irreducibles de SU(3) y el
conjunto de pares (A, ),

A=—ww+n+Ll+k+2)—k(n+k+1), p=An—L0+3k)—3k({—k+1)(n+k+1),

con w,k € Zy0<w, 0<k</{y0<w+mn. Porlo tanto hemos probado que F(u)
es exactamente el representante matricial dado en el Teorema 4.21. Resumimos todos estos
resultados en el siguiente Teorema.

Teorema 4.22. Sean A € C y (n,l) € Z X Z>o, y sea

_ U;V+AM.
F = 2H1 ( C ,U) F07
donde Fy es el tinico u-autovector de M(\) normalizado por Fy = (1,x1,...,2¢)". Entonces
F(u) es un polinomio de grado mayor o igual a —n si y sdlo si existe una funcion esférica ©
de SU(3) de tipo (n,¥) tal que F(u) = Fo(u) para todo u € R.

4.4 Comportamiento asintotico

En esta seccién estudiaremos el comportamiento asintdtico de las autofunciones del operador
diferencial D alrededor del punto ¢ = oo. Esto se logra descomponiendo el espacio V(\) de
todas las autofunciones de D en una suma directa de ciertos espacios vectoriales Wy(p). Estos
subespacios de V(\) resultan ser estables por el operador diferencial E, razén por la cual
podemos identificar, dentro de V() aquellas autofunciones simultdneas de D y E

4.4.1 El espacio V())

En primer lugar etudiamos el espacio vectorial de todas las soluciones del sistema de ecua-
ciones diferenciales DH (t) = AH(t) alrededor del punto ¢ = oo (En este punto el lector puede
encontrar conveniente revisar el Teorema (3.36)). Hacemos el cambio de variables s = % y
obtenemos la siguiente expresién del operador diferencial D.

DH = s*(s —1)H" 4 s(Ag — s(Ag — 2))H' +

11(5Bg—aBQ£L (4.23)

Denotamos por V(\) al espacio vectorial de todas las soluciones del sistema DH = AH, es
decir
V(N)={H =H(s): DH=)H,0< s < 1}.

Si H es una funcién no nula en V(\) de la forma H(s) = sPG(s) con G analiticaen s =0y
p € C, observamos la relacién entre A y p.

Lema 4.23. Si H(s) = sPG(s) con G analitica en s = 0 y G(0) # 0 satisface DH = \H,
entonces X\ =p(n+4€—k+2—p)+k(l —k+1) para algin 0 < k < £.

Demostracion. Sea G(s) = > 22, s7Gj; entonces DH = AH si y s6lo si

s%(s — 1)G" + s(Ag — 2p — s(Ap — 2 — 2p)) G’
(SB() — Bl)

+ (P —p+1—s(A0—1—p) + ==

)G:AG.
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Si multiplicamos la expresién anterior por (s —1) y fijamos s = 0, obtenemos (p(p —1) — pAg —
B; — A)G(0) = 0. Entonces G(0) estd en el nicleo de la matriz triangular superior

¢
plp—1)—pAg—Bi = A= (pln+L—i+2—p)+i(l—i+1) = \)E;
=0

y4
+Y il =i+ 1)Ej .
=0

Por lo tanto A es igual a p(n +¢ —k+2 —p) + k(£ — k + 1) para algin 0 < k < ¢. Con esto
completamos la demostracion. ]

Dado A e Cy 0 <k </, sea pr una solucién de la ecuacién cuadratica
A=X(p)=pn+L—k+2—p)+k(l—k+1). (4.24)
Observacion 4.24. Si p;, es una solucion de la ecuacion cuadrdtica (4.24), entonces la otra
solucion viene dada por pl =n—+{—k+2—pg, t.e. A= Xe(pr) = \e(p},)-

De aqui en adelante, py, y pj, = n+{¢—k+2—pj;, denotaran las dos soluciones de la ecuacién
cuadréatica (4.24). Ahora introducimos el siguiente espacio vectorial de funciones con valores
en (C€+1

Wi(p) ={H € V) : H(s) = s’G(s), G analitica en s = 0}, (4.25)

Si H(s) = sP*G(s) € Wi(px), para alguna funcién G(s) = 3272, s7Gj, analitica en s = 0,
entonces los coeficientes vectoriales G; € C*t1 satisfacen la siguiente relacién de recurrencia de

tres términos

MjGj + NjGj71 + OjGj,Q =0, (4.26)

donde las matrices M;, N; y O; estan dadas por
Nj =pr(240 —2pr —2) + (j — 1)(Ao + A1 —4dpp —4—2(j — 2)) + Bo — A,
Oj =prpk — Ao+ 1)+ (G —2)(J — Ao+ 2px — 1),
Mj:pk(pk—l-Qj—A0—1)+j(j—Ao—1)—Bl—i-)\
¢
=> (pr(2i+i—k)—jln+L+2—i—j)—i(l—i+1)
i=0
A continuacién definimos los siguientes subconjuntos de los niimeros racionales
Q= {2 0 <i< (),
Q = {j(n+£—i+2—j)+i(£—z’+1)—k(@—kﬂ) 2 +i—k£0,0<i<(,0< j} ,

2j+i—k
Lema 4.25. Sea pi, 0 < k </, una solucion de la ecuacion cuadrdtica
A=Xe(p) =pn+l—k+2—p)+k(l—k+1),

y sea p; una solucion de X = \i(p;) para algin 0 <i < {. Sip; = py + j para algin j € Z>o y
2j+1i—k #0 entonces py € .
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Demostracién. El hecho que p; = pi + j implica que A\ = \g(px) = Ni(px + j). Por lo tanto
tenemos que

p(n+l—k+2—pp) +ill —k+1)=@r+j)n+l—i+2—pp—j)+i(l —i+1),
y como 2j 4+ i — k # 0 resulta

jn+l—i+2—5)+i(l—i+1)—k(l—k+1)
2j4+i—k

Pk =
Esto completa la demostracién del lema. O

Por otro lado sea T el subconjunto de Z x Zx>q dado por
T={(nl)€ZxZ>o:n=4¢ mod (3), —20<n</l}

Observacion 4.26. Si p, ¢ QU Q para todo 0 < k < £ y (n,0) ¢ Y entonces la matriz

M; es inversible para todo j > 0. Por lo tanto la relacion de recurrencia (4.26) determina
L

completamente la serie G = 3. s'G;j una vez que hemos elegido el vector Gy = G(0) €

ker(Mo) .

Observacion 4.27. Sea A € C, y sea py una solucion de la ecuacion cuadrdtica (4.24). Si
pr & Q. UQ para todo 0 < k <l y (n,l) ¢ T entonces el nicleo de la matriz

Mo = pr(px — Ao — 1) — B1 + A\i(pr),

estd generado por el vector v € C*T1, dado por

’L)(]:Ul:...:UkIO,
(k+7)(l—k—j+1) ,
= i =1,...,0— k.
Vk+j j(g_pk_2k;_]+1)vk+j 1, J ) )

Lema 4.28. Sean p,q € C y sean G1(s) y Go(s) dos funciones con valores en C**1, analiticas
en s =0. St G1(0) #0 y G2(0) # 0, entonces sPG1(s) = s1Ga(s) si y sélo sip =q.

Demostracion. Como G1(0) # 0y G2(0) # 0, entonces existe 0 < ig, jo < £ tal que G1(0);, # 0
)

y G2(0)j, # 0. Por lo tanto sPG1(s) = s9G2(s) implica que sP~7 = %ﬁ;zg y s7P = g;gz);g son

analiticas en s = 0 y entonces p = q. O

Teorema 4.29. Sea A € C, 0 < k < L ypy, p). tales que X = A\ (pr) = M (Pk). i pk, D), ¢ QU

y (n,0) ¢ T entonces
L

V(A) = €D Walpr) @ Wa(p})-
k=0

Demostracion. Como M; es inversible para todo j > 0, entonces H(s) = sPkG(s) € Wy (py) si
y s0lo si G estd en el nicleo de la matriz My. Como My estd dada por

y4
Mo=> (pr(i—k) —i(—i+1)+k({ —k+1))Ej +i(0 — i+ 1)E; 1,
=0

el hecho que pi ¢ ) implica que la dimensién del nicleo de My es 1 y entonces dim(Wy(pg)) =
1.
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Para ver que la suma es directa, tomemos H € Wy(px) N Wx(p,). Si H # 0 entonces
H = sP*G1(s) = sP»Ga(s) con Gy y Gy analiticas en s = 0. La relacién de recurrencia (4.26)
dice que G1(0) # 0y G2(0) # 0 porque de lo contrario G; =0 o G2 = 0. Por lo tanto el Lema
4.28 indica que py = p), y contradice el hecho que p; ¢ Q. Por lo tanto Wy (p) N Wix(p},) = 0.

Sea H € Wi(px) N Wi(p;) para i # k. Si H # 0 entonces H = sPkG1(s) = sPiGa(s) con
G1 y G2 analiticas en s = 0 con G1(0) # 0 y G2(0) # 0. El Lema 4.28 implica que py = p;
y el Lema 4.25 dice p € Q lo cual es una contradiccién. Por lo tanto W (px) N Wi (p;) = 0.
Como la dimensién de Wy(pg) es uno y la dimensién de V(A) es 2(¢ + 1), el teorema queda
probado. O

Lema 4.30. Sea py, ¢ Qi y (n,0) € T tal que {—n = 3m. Entonces las matrices M, j > 1, son
inversibles salvo que k € {i € N : max{0,2m — £} < i <min{f,2m}}. En tal caso (M;); =0,
donde j =k—m yi1=2m — k.

Demostracion. Como py, ¢ Sy, la matriz M; es inversible salvo que
2j+i—k=0,yjn+L+2—i—j)+i(l—i+1)—k(l—k+1)=0.

esto dice que i = 2m—ky j = m—i para max{0,2m—/} < k < min{¢,2m} y max{0,2m—¢} <
1 < m — 1. Esto completa la prueba del lema. O

Lema 4.31. Sea (n,¢) € T tal que £ —n = 3m con 0 < n < (. Supongamos que k € {i € N :
max{0,2m — £} <i <min{l,2m}}, i =2m —k y j = k —m. Entonces Wx(p;) C Wi(px).

Demostracion. Observemos que

Nilpe+)=@r+i)n+l—=2m+k+2—pr—j)+2m—k)(l —2m+k+1)
=pr(n+l—k+2—pp)+k(l—k+1)—k(l—k+1)
+ijn+l—2m+k+2—-j4)+2m—k){—-2m+k+1)
= Me(pr)-

Por lo tanto p; = pi+J; si sPiG1(s) € W (p;) entonces sPiG1(s) = sPFHIG1(s) = sP+(s7G1(s)) €
W)\(pk). ]

Lema 4.32. Sea (n,¢) € T tal que {—n =3m con0 < m < {. Sik € {i € N: max{0,2m—/(} <
i < min{¢,2m}}, entonces el espacio vectorial Wx(py) tiene dimension dos y se descompone
de la siguiente forma

Wa(pr) = Wa(pi) ® Walpr),
donde W,\(pk) = C.G para algin G € Wy(py) tal que G(0) # 0.

Demostracion. Sea sPtG € W (px). Entonces vimos que G satisface la siguiente relacién de
recurrencia de tres términos

MjGj + NjGj_1 + OjGj_Q =0. (4.27)

Por lo tanto Gy € ker(My). Sihacemos una eleccién para Gy, entonces los vectores G1, . .., Gj—1,
Jo = k —m, quedan determinados por la relacién de recurrencia pues las matrices M; son in-
versibles si 0 < j < jo. La matriz Mj, no es inversible ya que (Mj,);; = 0 (Ver Lema 4.30); sin
embargo el vector —N,Gj,—1 —O;,Gj,—2 es de la forma (0, ...,0, T4y, ..., 2¢) donde k+j < i
y por lo tanto el sistema de ecuaciones lineales

M;,Gj, = —NjGjo—1 — OjyGjo—2,
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tiene una solucién Gj,. Una vez fijado G, los vectores G; paray j > jo quedan determinados
por la relacién de recurrencia. Como el niicleo de M, tiene dimensién uno, resulta que Wy (p)
es un espacio vectorial de dimensién dos. ]

Teorema 4.33. Sea (n,l) € Y tal que £ —n = 3m con 0 < m < (. Para cualquier A € C, y
0 < k < ¢ sean py,p), tales que A = Ng(pr) = A\ (D},). St pr,p). & QU Qy, entonces

V) = P Walpe) ® Walh), (4.28)

0<k<e,
k¢l

donde I = {i : max{0,2m — ¢} <i<m —1}.

Demostracion. Primero observemos que (My); = 0siysélosipg(i—k)—i({—i+1)+k({—k+
1) =0 y por lo tanto el hecho que py ¢ € implica que ¢ = k. Por lo tanto dim(ker M) = 1.

Como py, ¢ Qy, la matriz M;, j > 1, es inversible para todo k ¢ {i € N : max{0,2m — ¢} <
i <min{¢,2m}} (ver el Lema 4.30). Entonces para un tal &k, dim(Wy(px)) = 1.

En el Lema 4.31 probamos que Wy (p;) C Wi(pr) v en el Lema 4.32 que la dimensién de
Wi(pr) es igual a dos. Ahora queremos probar que la suma de los espacios involucrados en
(4.28) es directa.

Si 0 # H € Wi(pr) N WA(p,), entonces H(s) = sP*G1(s) = sPkGa(s). Si G1(0) # 0y
G2(0) # 0 el Lema 4.30 dice que pi, = p), lo cual contradice el hecho que py ¢ Q. Si G1(0) =0
y Go(0) # 0 entonces H(s) = sPks¥ ™G (s) = sPkGy(s) para alguna funcién Gy analitica en
s=0y G1 (0) # 0. Entonces el Lemma 4.30 dice que pj = p; y contradice el hecho que
P) € Q. Si G1(0) =0y G2(0) = 0 entonces py + k —m = p, + k —m, y esto es nuevamente
una contradiccion. Por lo tanto debemos tener W (px) N W (p),) = 0.

Un argumento similar muestra que Wy (pr) "W (p;) siempre que i, k ¢ {i € N : max{0, 2m—
0} < i <min{l,2m}}

Si max{m + 1,2m — £} < k < min{2m, ¢} entonces tenemos que dim W;}(py) = 2 y por lo
tanto

> dim Wik (pr) & Wi (px) = 2(£+ 1).
0<k<e,
k¢l

El hecho que dim V() = 2(¢ + 1) completa la demostracién del teorema. O

4.4.2 Estabilidad de W,(p)

El objetivo de esta subseccién es identificar dentro del espacio vectorial V(A) a todas las
autofunciones simultdneas de los sistemas de ecuaciones diferenciales DH = A\H y FH = uH.
Para esto consideramos una funcion H = sPG con G analitica en s = 0. Entonces H es una
solucién del sistema FH = uH siy solo si

s?(s = 1)MG" + s(C1 — 2(p+ )M + s(2(p + 1)M — Cp))G’

(sDo + D) (4.29)

+ (= p((p+ 1M = C1) +s((p+ )M — o) + “LE20 )6 =,

Es importante destacar que es posible combinar los operadores diferenciales D y E de tal
forma que el operador diferencial resultante es de primer orden. Este operador estd dado por
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C =MD — E; entonces H = sPG satisface CH = (AM — p)H si 'y sélo si

(sM(Ag — s(Ag —2)) — s(Cy — 2M — 5(Co — 2M))) G’

M(sBy — By)

T (4:30)

(sDo + D)
s—1

+ (pM(Ag — s(Ag — 2)) +

—p(C1 — 2M — 5(Cy — 2M)) — )G = (AM — p)G.

Si multiplicamos la expresién anterior por (s — 1) y fijamos s = 0, pbtenemos
(p(M(Ag +2) — C1) + MBy + Dy — (AM — p))G(0) = 0.

Entonces Gy esta en el niicleo de la matriz p(M(Ag +2) — C1) + M By + Dy — (AM — p) dada
por

> it—i+D)n+i+1l)—An—L+30)+p)Ei+ Y —3i(f—it+1)(n+i+1)E;
0<i<st 1<i<p

Entonces p deberd ser
p=pi(A) =Xn—~L+3i) —3i({ —i+1)(n+i+1), (4.31)
para algin 0 <7 < /.

Teorema 4.34. Dado A € C y 0 < k < £ sea p, € C una solucion de la ecuacion cuadrdtica
A = Ap(pr). Entonces el espacio vectorial Wi(py) es estable por el operador diferencial E.

Demostracion. Si H = sP*G € Wi(py), observemos que como los operadores diferenciales D y
E conmutan, EH es una autofuncién de D de autovalor A. Ademas FH = sP*G donde G es
una funcién analitica en s = 0 dada por

G =s*(s — 1)MF" + s(2pp(s — 1)M + (Cy — 2 — s(Cy — 2)))G’
(SD(] — Dl)

+ (oo = 1)(s = DM +pi(Cr =2 = 5(Co = 2) + ———

)G.

Por lo tanto EH es una autofuncion de D'y FH = sPeQ para una cierta funcién G analitica

en s = 0. Entonces EH € W) (pg). O

Proposicién 4.35. Sea A € C, 0 < k </ y py tales que X = \(pg). Si v € ker(My), entonces
(—pk(pr + )M + pi,C1 — D1)v = awv,

donde
a=ppn—C0+3k)(—pr+n+Ll+k—2)—k(2n+L+3)({ —k+1).

Demostracion. Recordemos que 4.27 dice que el ntcleo de la matriz My esta generado por el
vector v € C! dado por

Uozvlz...zvkzo,
(k+ )l —k—j+1)

Vg = — . Vpai1, Jj=1,...,0—k.
T (= pp—2k— g+ 1) D
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En lo que resta de la demostracién llamaremos R a la matriz —pg(pr + 1)M + prC1 — Dy.
Entonces R estd dada explicitamente por

y4

R=) 4p((n—€+3i)(pr—n—L+i—2)+42n+L+3)i(l —i+1))Ey;
1=0
+4i(l—i+1)(3pe — 2n+L0+3))E;;1.

Sea o; = p(n — €+ 3i)(—pr +n+L0+i—2)—i(2n+ £+ 3)({ — i+ 1). Ahora observemos que

J—pp +0—2k—j+1)
(i+)(l—k—j+1)

Rt j ki1 = —(ogyj — ).

Por lo tanto
(R0)k+j = RietjotjVk+j + Bhtjhtj—1Vk4j-1

_ , et l—2k—j+1) ‘

= QpUkyj.

Esto muestra que v es un autovector de la matriz —py(px + 1)M + prCy — D1 de autovalor
ar = a 'y completa la prueba de la proposicién. ]

En lo que resta de la seccién asumimos que py, pj, € QUQ, (n,£) ¢ T y que los autovalores
() son todos distintos. Consideremos la funcién

Mpy, ng\(pk) —C

definida de la siguiente forma: Dada H = sP*G € W (pg), np,. (H) = Go ¢ si Go = (Go,0, ..., Go ).
Es facil verificar que 7, es un isomorfismo lineal y por lo tanto el operador diferencial £ induce
un operador lineal de C en si mismo. A continuacién probamos que el escalar correspondiente
es pk(A) introducido en (4.31). Si tomamos H = sP*G € Wi (py), entonces G pertenece
al nucleo de M y entonces la Proposicién 4.35 dice que Gg es un autovector de la matriz
—pi(px + 1) M 4 prC1 — D1 y que el autovalor correspondiente es

a=—pp(n—04+3k)(pp —n—L+k—2)—kC@n+L+3)(l —k+1)
=Xe(pp)(n —0+3) =3k(l —k+1)(n+k+1) = pup(N).

Ahora por el Teorema 4.34, E H = PG € Wi(pk), vy por lo tanto n,, (EH) = éo’g. Como
Go = (—pr(pr + 1)M + prC1 — D1)Go = k(M) Go, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

W(pr) —2— W(pr)

Mpge J{ l’ipk

B (A) C

En Vi = @h_o W (pr) ® W (p},) definimos el isomorfismo lineal 7 : Vy — C2+1) dado por

la suma directa de los isomorfismos 7, .
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Teorema 4.36. La funcionn : V(\) — C2*D) es un isomorfismo lineal. Ademds, el siguiente

es un diagrama conmutativo

V) —2— V()

| K
C2(6+1) L, c2we+1)

donde L es la matriz diagonal dada por

po(A)
fo(A)

fe(N)
fre(N)

Ahora H € V() es una autofuncién simultdanea de los operadores diferenciales D y E siy
s6lo si n(H) es un autovector de la matriz L de autovalor p. La dimensién del autoespacio de
L asociado a cada autovalor p es 2 porque el operador E actia en W,i‘(pk) y en W,g‘(p;C) con

autovalor pu(X) y i (A) # pr(A).

Teorema 4.37. Dado A € C, 0 < k < {, sean pi, y pj, =n+L+2—k — py las soluciones de la

ecuacion cuadrdtica X = A\p(pr). Una funcion H(s), 0 < s < 1 es una autofuncion simultdinea
del sistema DH = AH, EH = uH si y solo si

H(s) = sP*F + sPG
donde F y G son las funciones definidas por la relacion de recurrencia (4.26) tales que

Jo = J(0) € ker(pi(pr — Ao — 1) — B1 + X (pr)),
Go = G(0) € ker(p.(p), — Ao — 1) — By + M\i(p}))-

El Teorema anterior describe el comportamiento asintético alrededor del punto ¢ = oo de
las autofunciones del operador diferencial D. A continuacién queremos refinar este resultado
para identificar dentro de cada subespacio W) (p) la funcién H asociada a una funcién esférica
de tipo (n,?).

El Teorema 4.20 establece una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de
equivalencia de funciones esféricas del grupo SU(2,1) de tipo (n,¢) y los autovectores de la
matriz M(\) (Ver 4.18), que tienen la forma (1,x,...,x;)". Mas precisamente, dada una
funcién esférica ®, sea Hg su funcién asociada. Entonces Hg estd dada explicitamente por

H(u) = p(u)oHy (V5 u) Hyy,

donde las matrices U, V' y C estan dadas en el Lema 4.4, y H) , es el tinico py-autovector de

la matriz M (), normalizado por (1,z1,...,27). La funcién H(u) es analitica an u = 0 y
H(0) = (1,...,1)". A continuacién nos interesa conocer el comportamiento de H(u) alrededor
del punto u = —oo (i.e. t =1 —u = 00). Para esto hacemos el cambio de variables u = % y
obtenemos

s—1 s—1
H(s) = ¢< S )2H1 <U"é+)‘;s> H) ,,
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Observemos que Hg es una autofuncién simultanea de los operadores diferenciales D y E con
autovalores

A=—ww+n+l+k+2) —k(n+k+1), m\)=An—0+3k) -3kl —k+1)(n+k+1),

respectivamente, para algin 0 < ¢ < /. Observemos que si tomamos w = —p — k, entonces el
Teorema 4.37 dice que Ho(s) € Wi (px) @ Wi(p),) y por lo tanto

s—1

)oH (U"éf)‘;s) Hy = sP*J(s) + spﬁcG(s).

Hg(s) = ¢(

Asumamos que Re(p), — pr) > 0. Entonces tenemos que

S

-1 -1 /
Sfpkw(S ):)Hl <U,Ié+)\; S - >H)\7/Jk _ J(s) _i_spk*PkG(S)’

y si tomamos limite para s — 0 obtenemos

s—1 s—1
li —DPk H UV+x. 2~ Fr = )
81_{% S 7/’( s )2 1 < c s 0 J(O)

Por lo tanto para determinar la funcién esférica dentro del espacio vectorial W (px) W (p},)
debemos elegir el autovector Jy = J(0) de la matriz My como el limite anterior. Resumimos
esta discusion en el siguiente Teorema que especializa el Teorema 4.37 al caso de las funciones
esféricas

Teorema 4.38. Dado A € C, 0 < k < { sean py, y p), =n+L+2—k — pi las dos soluviones
de la ecuacion cuadrdtica A = \g(pg). Supongamos que la funcion H(s), 0 < s < 1, es una
autofuncion de los operadores diferenciales D y E con autovalores A y ui respectivamente tal
que limg_,; H(s) = (1,...,1)". Entonces

H = sP* J(s) + sPG(s),

donde J(s) es la funcion analitica dada por la relacion de recurrencia (4.26) con el vector
Jo = J(0) € ker(pg(pr — Ao — 1) — B1 + A\i(pr)) normalizado por

J(0) = Tim s Pep(S 2

s—0

Vo1 (VG5 8) Hopy,
y G(s) estd dada por la relacion de recurrencia (4.26) con el vector Gy = G(0) € ker(p).(p), —
Ag — 1) — By + A\i(p},)) normalizado por

. ., 8s—1 o

G(0) = lim s pk¢(T)2H1 (U"g”\;s) Hy ), — sP*7PrJ(s).

s—0

4.5 Ejemplos

En esta seccion daremos una descripcién completa de las funciones esféricas asociadas al plano
hiperbdlico complejo para los casos £ = 0y £ = 1. El objetivo es relacionar las expresiones
matriciales explicitas obtenidas a lo largo de este capitulo (Secciones 4.3 y 4.4) con expresiones
que involucren las funciones hipergeométricas generalizadas ,41F}, con valores escalares.
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451 (=0

En esta subseccién expondremos los resultados obtenidos en este capitulo para el caso £ = 0. En
este caso las funciones esféricas toman valores complejos. Como mencionamos en el Capitulo 3,
cada funcién esférica irreducible ® de tipo (n,0) tiene asociada una funcién compleja h definida
en el intervalo (—o0,0] que es autofuncién del operador diferencial D tal que h(0) = 1, es decir
Dh = A\h. Observemos que en este caso el operador diferencial E es un miltiplo de D. Ademés
Y(u) = 1, lo que implica que D = ¢~ D1 = D. El Teorema 4.20 dice que la funcién h esta
dada por
h(u) = oH; (U;ZH‘;U) )

donde C =2, U =n+3yV = 0. Siw es una solucién de la ecuaciéon cuadratica A =
—w(w + n + 2), entonces

h(u) = p(u)oHy (V55 u) = Z[C; U; V—w(w+n+ 2)]1'%,
=0

donde

[C;U;V 4+ Nig1 = 2+ )72 +i(n+2) +ww+n+2)[C;U; V + N;
_ (rw+i)(w+n+2+1)
(2+1)
(—w)i(w+n+2);

= @) [C;U; V + A

—w,w+n+2 .,
2 1u)

[C; UV 4+ N

Esto muestra que h(u) = oF (
rema.

. Resumimos estos resultados en el siguiente teo-

Teorema 4.39. Las funciones h asociadas a las funciones esféricas de tipo (n,0) de SU(2,1)
estan dadas por
— R 2 .
h(u) = oy (542 )

donde w € C. Ademds, h satisface D = NH para A = —w(w +n + 2).

Si hacemos el cambio de variables u = ‘9?—1, y cambiamos w = —p, tenemos

_, s—1 _
h(S):2F1<p’nJ52 p;is >:5p2F1(p’pzn;1—s),
Es sabido que que podemos escribir la funcién h de la siguiente forma

h(s) = sPoF}y (p’p{" ;1 — 3) = sP Aok <2€;ﬁ:—nl ; 3) + 5" TP B o <2_rf)¥§j22p_p;s> :

donde las constantes A y B estan dadas por

I'(n+2—2p) I'2p—n—2)

P2—pln+2-p)’ = TELp-n)

Esto nos da una descripcién de la funcién h alrededor del punto s = 0, ya que las funciones
hipergeométricas of} (7“”“5*”*2 ; 3) v of (7“”“5“”2 ; s) son funciones analiticas en s = 0.
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452 (=1

Ahora estudiaremos en detalle las funciones esféricas para el caso £ = 1. Como destacamos
a lo largo de este trabajo, cada funcién esférica irreducible ® de tipo (n,{) tiene asociada
una funcién H, que en este caso toma valores en C?, y que es una autofuncién simultdnea de
los operadores diferenciales D y E con autovalores A y u respectivamente. Supongamos que
tenemos 0 < k < £ tal que

pw=pp=An—-14+3k)—3k(2—-k)(n+k+1).
Entonces tomamos w como una solucién de la ecuacién cuadratica
A=—-ww+n+k+3)—k(n+k+1).

Cuando ¢ = 1 tenemos dos familias de funciones esféricas, cada una correspondiente a la
eleccion k=00 k= 1.

Primera familia (k = 0)

Comenzamos considerando el caso kK = 0. En este caso las expresiones de los autovalores A y
o estan dadas por
A=—ww+n+3), po=An-1).

Para dar expresiones explicitas de esta primera familia de funciones esféricas utilizamos los
resultados del Teorema 4.20. Este teorema da una correspondencia biunivoca entre los autovec-
tores de la matriz M (\) introducida en (4.18) normalizados por (1,xo,...,z¢) y las funciones
H asociadas a las funciones esféricas. En este caso la matriz M () es la siguiente matriz 2 x 2

—(n+ Hw(w +n+3) o
M()‘) = w(w+n+3)(2n+wn+4+3w+w?) w(2n+1)(w+n+3) 3 )
2 - 2 —3n—6
La matriz M () tiene dos autovectores; el autovector asociado al autovalor py = A(n — 1) es

1
Fo w(w+n+3) :
3

Por lo tanto la funcién F = ¢~ 'H asociada a la funcién esférica es

F(u) = of1 (U;V—wéw—i—n—f—?,);u) Fo,

donde - A
sV —w(w-rn uz
| <U,v (ot +3>;u> = G0V —w(w +n+3))i Fo
=0

y 1 es la funcién polinomial (4.3), que utilizamos en la Seccién 4.1 para hipergeometrizar el
operador diferencial D. En la Seccién 4.1 indicamos que el simbolo [C;U;V — w(w + n + 3)];
se define inductivamente de la siguiente forma

[C;U;V —w(w+n+3)]i1 = (C+i) @ +i(U - 1)+ V+N[C;U; V + N
[C;U;V —w(w+n+3))=1.

La matriz T'; = (C +4) 71 (32 +i(U — 1) + V + \) est4 dada por

(i—w)(i+w+n+3) _ 1

r; = , Zt , 24
4 ( _i(n+3)+i2—w(w+n+3)  i(n+4)+n+2+i°—w(w+n+3) ) :

(2+1)2(4+1)2 4+




4.5. EJEMPLOS 65

Proposicion 4.40. La funcion F se escribe en términos de funciones hipergeométricas es-
calares de la siguiente forma

N I i I

1— 4 w(w+n—+3
2F1( w,zi}-i-n-i- ;u) ( . )

Demostracion. Procedemos por induccién en ¢ para probar que los coeficientes de Taylor de
grado ¢ alrededor de © = 0 en ambos miembros son iguales. Para ¢ = 0 tenemos

( 3l (2,_w3:f"1+n+3;0> ) = < ( J} 13) ) = F,.
oF) (17w,zi+n+4;0) w(w—gn—i-i%) B

Ahora asumamos este resultado cierto para i. Entonces es facil verificar que

(2)i(w)i(w+n+3);
[C;U;V —w(w+n+3)iy =L[C UV —w(w+n+3) =T ( (= w)s(wo ) a(wtrt3) )

(4) 3
(2)it1(w)it1(wtn+3)iq1
— ( (3it1(1it1 )

(I—w)ip1(wtn+4)it1 w(w4n+3)
(4)it1 3

Esto completa la prueba de la proposicién. ]

Como senalamos anteriormente, H(u) = ¢ (u)F(u). Se puede verificar facilmente que la
funcién H viene dada por

H(w) = ()t (VY059 10) Fy = ( o () )

2F1 ( —w, ué-&-n-i-B : u)

Observemos que H(u) es una autofuncién de los operadores diferenciales D y E tal que
H(0) = (1,1)". Ahora queremos describir esta funcién H alrededor del punto u = —oo. Para
esto hacemos el cambio de variables u = % y hacemos la identificacién p = —w. Con estos
cambios, la funcién H se escribe de la siguiente forma

—2p+2n+3
s—1 3y <p7 nopiz TN 1+p.1—8>
_ +1 ’
H( 3 >—Sp 3 Z+2§
ZFl(pp " 1*5)

Para Completar esta descripcion observemos que el Teorema 4.38 dice que

H (S - 1) = sPJ(s) + s"T3PG(s),

S

donde J(s) y G(s) son funciones analiticas alrededor de s = 0. En este caso podemos explicitar
completamente las funciones J y G, que vienen dadas por

n—2)+n+2,p—n—1
L(3)I'(n+3 —2p) (1 =Pk (pzipn 2 (- 1) (p-n1) ’8>

'éd—-prn+3-p) oFy (21; s

I(3)I'(2p—n —3) 90(s)
7G(3) = n+3—p,n— 5
PO —n)  \ o ("5ehs,7ss)
y la funcién go(s) estd dada por

13-p,3-p. (B3—p)(n+3—p) dp d—p |
go(s) = (1 — p+ sp)okh (n2n+§,2pp,s> +(s—1)s ot -3 oF (";Mgﬁpp“s) '

J(s) =
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Segunda familia (k = 1)

Ahora daremos la descripcién de la segunda familia de funciones esféricas en el caso £ = 1.
Para esto fijamos k = 1; las expresiones de los autovalores A y po estdn dadas por

A=—-ww+n+4)—n—2, p=An-2)—3n—6.

En este caso la matriz M () estd dada por

_ @n+D)(w(w+n+4)+2+n) 9
M(X) = (4w+2+n+w2+wn)(4%w+6+3n+w2+wn) _ (2n+1)(4w+2+n+2w2+wn) —3n—6 /’
2

2

La matriz M () tiene dos autovectores; el autovector asociado al autovalor u; = u = A(n —
1) —3n—=6es

1
FU < dw+24+1n+1w?+1wn .
3

Por lo tanto la funcién F' asociada a la funcién esférica es

F(u) = oM, (U;Vfw(w+n+4)72fn;u> F,

C
donde
oH, <U;V—w(wgn+4)—n—2 : u) = ;[C; U;V—-ww+n+4)—n— Q]i%Fo.

Proposicién 4.41. La funcion F se escribe en términos de funciones hipergeométricas es-
calares de la siguiente forma

—w ,w+n+4 .
oH (U;V—w(w+n+4)—2—n . U) Fy = o S_ » 3 — au)
= —w,w+n+4, sw+1 , w
c / oF ( ) (<) )

4,50
donde sy, = w(w +n+4) + 3(n+ 2).
Demostracion. La demostracién es equivalente a la de la Proposicion 4.40 O
La funcién H(u) = 1(u)F (u) estd dada por

ZFI ( —w ,ué-i-n-‘r4 : u)

2
_ o Bw+64+2w“+2nw+3n
H(U) = w—1 ,w+n+3, nw+2n+’w2+4w+3 . u) P}
Y

3k (n+3+w)(—w—1)
P (—w—1)n—n—(—w—1)2 —2w—2

Ahora hacemos el cambio de variables u = % y obtenemos
1,p—n.
SQFl (er 3p n,l *S)

s—1
— gP —2p+—-1
H( s ) ’ 3F2<p’ Plp’pn;l—s>

Para Completar esta descripcién detallada de las funciones esféricas asociadas al plano hiper-
bolico complejo para el caso £ = 1, observemos que el Teorema 4.38 dice que

H (8 ; 1) = sPJ(s) + s"TFPG(s),
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donde

P(3)T(2p — 1 — 2) oFy (Tlr 5 s)

DR =pIP0+3=0) \ (0 1= p)als (000 5s)

_TEILMm+2-2p) (oF (" s
G(s) = T+ T —n) ( ( gj’s)? ) >,

J(s) =

y la funcién g;(s) estd dada por

n+3— - 2_]7 n+3_p n+4— —
91(8):((8—1)(p—n—1)+8)2F1( tlispigpp;t?)ﬂs—l)s( nJ)r(?)_Qp )2F1( J%ifig’ppﬁ)-

Resultados

Finalmente, en el siguiente teorema resumimos los resultados obtenidos para el caso £ =1

Teorema 4.42. Para ¢ = 1 existen dos familias de funciones H asociadas a las funciones
esféricas de SU(2,1)
i)Primera Familia: Las funciones H estin dadas por

() = ( oF) (2’w§ﬁ+n+3;l)t) >’

oF (7w’u§,+n+3;u
donde w € C. Ademds H satisface DH = \H y EH = pH para
A=—-ww+n+3), po=An-1).
ii)Sequnda Familia: Las funciones H estin dadas por

Na (fw,z%+n+4 , u)

2
_ o Sw+6+2w4+2nw+3n
H(U) - w—1,win+3, nw+2n+w2+4w+3 . U> )
)

3% 3 (n+3+w)(—w—1)

P (—w—1)n—n—(—w—1)2—2w—2
donde w € C. Ademds H satisface DH = \H y EH = pH para

A=—ww+n+4)—n—2, pu=An-2)—3n—6.
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CAPITULO 5

Una sucesién de polinomios ortogonales matriciales

La teoria del andlisis arménico sobre espacios homogéneos estd intimamente relacionada con la
teoria de funciones especiales. Esto es aparente, por ejemplo, sobre la esfera de dimensién dos
5% = S0(3)/S0(2), donde el anélisis arménico con respecto a la accién del grupo ortogonal esté
contenido en la teoria clasica de armonicos esféricos. En coordenadas esféricas las funciones
esféricas son los polinomios de Legendre P,(cosf). También las funciones esféricas zonales
de la esfera S™ = SO(n + 1)/SO(n) estan dadas, en coordenadas esféricas, en términos de los
polonomios de Jacobi P (cos®), con o = (n—2)/2. Més generalmente las funciones esféricas
zonales sobre un espacio Riemanniano simétrico de rango uno se pueden expresar siempre en
términos de las funciones hipergeométricas de Gauss clésicas, en el caso de espacios compactos
obtenemos polinomios de Jacobi.

Como en el caso escalar mencionado anteriormente, en el contexto matricial también te-
nemos estos tres ingredientes: la teoria de funciones esféricas matriciales de cualquier K-tipo,
la funcién hipergeométrica matricial y la teoria de polinomios ortogonales matriciales. En
este capitulo mostraremos la interaccién de estos conceptos en el caso del espacio proyectivo
complejo P, (C) = SU(n+1)/U(n).

La teoria de funciones esféricas matriciales se remonta a [Tir77] y [GV88], basados en
los trabajos fundamentales de Godement y Harish-Chandra. FEn el Capitulo 4, encontramos
expresiones explicitas para todas las funciones esféricas, de cualquier K-tipo, asociadas al
plano proyectivo complejo P»(C) = SU(3)/U(2) y al plano hiperbélico complejo Hy(C) =
SU(2,1)/U(2). Esto se logré asociando a cada funcién esférica ® sobre G una funcién a valores
vectoriales H definida en el plano complejo afin C2.

La funcién hipergeométrica matricial fue estudiada en [Tir03]. Sea V un espacio vectorial
complejo de dimension d, y sean A, By C' € End(V). La ecuacién hipergeométrica es

2(1—2)F"(2) + (C —2(A+ B+1))F'(z) — ABF(z) = 0. (5.1)

Si los autovalores de C' no pertenecen a —Njy definimos la funcién

(A P2) = i'(C; A; B),
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donde el simbolo (C; A; B),, esta definido inductivamente por

(C5 A BYmi1 = (C+ m) " (A4 m)(B +m)(C; A; By m >0

La funcién oF( AéB ;2) es analftica sobre |z| < 1 con valores en End(V). Ademds si Fy € V
entonces F(z) = oFy( AéB ; 2) Fy es una solucién de la ecuacién hipergeométrica (5.1) tal que
F(0) = Fy. Por otro lado cualquier solucién F', analitica en z = 0 es de esta forma.

La teoria de polinomios ortogonales matriciales, sin ninguna consideracién de ecuaciones
diferenciales se remonta a [Kre71] y [Kre49]. En [Dur97] se comienza el estudio de polinomios
ortogonales matriciales que son autofunciones de ciertos operadores diferenciales de segundo
orden. Los primeros ejemplos explicitos de tales polinomios fueron dados en [GPT01], [GPT03]
y [DGO04].

Dada una funcién peso W = W (t) diferenciable a valores matriciales, autoadjunta definida
positiva con momentos finitos, podemos considerar la forma bilineal hermitica definida para
cualquier par de funciones polinomiales con valores en matrices cuadradas P(t) y Q(t) por la
matriz numérica

<R@=4waw@m@

donde @Q*(t) denota la conjugada transpuesta de Q(t). Esto nos conduce a la existencia de una
sucesién de polinomios ortogonales matriciales, es decir una sucesién {P,(t)}, donde P, es un
polinomio de grado n con coeficiente director no singular y (P,, Py,) = 0 si n # m.

También consideraremos la forma bilineal hermitica

(P.Q) = (P*,Q)", (5.2)
y diremos que un operador diferencial D es simétrico con respecto a W si
(DP,Q) = (P,DQ), (5.3)

para todas las funciones polinomiales a valores matriciales P y Q.

Sea D un operador diferencial lienal ordinario con coeficientes matriciales polinomiales de
grado menor o igual al orden de derivacién. Si D es simétrico con respecto a W entonces
cualquier sucesién ortogonal { P, }, con respecto a (-, -), stisface

DP* =P, (5.4)

para alguna matriz numérica A,.
Asumamos que la funcién peso W = W (¢) tiene su soporte en el intervalo (a,b) y sea D un
operador diferencial de segundo orden de la forma

2 d
D = As(t) 5 + Ai(t) 5 + Ao(t), (5.5)

con coeficientes polinomiales matriciales A;(t) de grado menor o igual a j. En [GPTO03] (ver
también [DGO4]) se probd que la condicién de simetria para D es equivalente a las siguientes
tres ecuaciones diferenciales

ASW =W Ay,

AW = —WA; +2(WAy), (5.6)

AW = WAy — (WA + (WA2)",
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con las condiciones de borde

tlgrglc W(t)As(t) =0 = tlg}lc (W(t)Ar(t) — AL ()W (1)), for & = a,b. (5.7)

Encontrar soluciones explicitas de estas ecuaciones es una tarea altamente no trivial. En

[DGO04] y [DGO5] los autores dan algunas familias de ejemplos. En [PT06] se encuentra, para

cada dimensién, una familia tri-paramétrica de pares {W, D} que satisfacen (5.6) y (5.7).

Estas familias surgen de la teoria de representaciones de grupos de Lie. Después del cambio de
variables u = 1 — t, el resultado pricipal de [PT06] dice:

Teorema 5.1. Sea o, > —1,0< k <P+ 1yl ecN. Sea D el operador diferencial definido

por
Doull-wL s cmwnd v
- W2 Y ’
con
¢ ¢ ¢
C= Z(ﬁ+1+2i)Eii+ZiEi,ifl7 U= Z(a+5+f+z’+2)Eﬁ,
i=0 i=1 i=0
L -1
V=S ilatB+i-kt1)Ei-S(t—i)i+pf—k+D)E .

)

Il
-
Il
=)

Entonces el operador diferencial D es simétrico con respecto al peso matricial W(u) = (1 —
u)*u’Z(u) dado por

2= Y (Z ()0) (1) (-4 1 — >) 5,

i,5=0 \r=0

Este teorema se obtiene de los primeros pasos en la determinacién explicita de todas las
funciones esféricas a valores matriciales asociadas al espacio proyectivo n-dimensional P, (C) =
SU(n+1)/U(n). La idea, también usada en [GPT02a] y en el Capitulo 3, es construir a partir
de una funcién esférica matricial, una funcién H que depende de una sola variable u. Usando
que las funciones esféricas son autofunciones del operador de Casimir de SU(n + 1) deducimos
que, después de una conjugacién apropiada, H es una autofunciéon de un operador diferencial
ordinario de segundo orden con coeficientes matriciales polinomiales D. El hecho que este
operador es simétrico con respecto al peso W es una consecuencia del hecho que el operador de
Casimir es simétrico con respecto al producto interno L? entre funciones a valores matriciales
sobre SU(n + 1).

Uno de los principales propdsitos de este capitulo es dar expresiones explicitas de una
sucesion de polinomios ortogonales asociadas al peso W dado en el Teorema 5.1. Esto se logra
estudiando el espacio vectorial V() de todas las soluciones polinomiales con valores vectoriales
de la ecuacién hipergeométrica DF — AF' = 0. Este espacio es no trivial si y solo si

A=)j(w)=—-ww+a++Ll+j+1)—jla+F—-—k+1+)),

para algin w € Ng y j = 0,1,...,¢. Si los autovalores A\j(w) son todos diferentes, entonces
existe una unica solucién (salvo escalares) de DF' = AF. En la Proposicién 5.17 calculamos, en
el caso general, la dimensién del espacio V(A). Con este conocimiento en la mano, construimos
una sucesién de polinomios {P,}, eligiendo la j-ésima columna de P, como un polinomio
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particular en V(\;(w)). En el Teorema 5.18 probamos que {P,} es una sucesién ortogonal de
polinomios matriciales tal que DP); = P A, (D), donde A, (D) es la matriz diagonal real

Aw(D) = D" N(w)Ej;.

0<y<t

Las funciones esféricas asociadas a (G, K) = (SU(n + 1), U(n)) son autofunciones, no solo
del operador de Casimir, sino también de cualquier elemento del dlgebra D(G)% de todos los
operadores diferenciales en G que son invariantes a izquierda y a derecha por multiplicacion
por elementos de G. En este caso esta algebra es un algebra polinomial en n generadores
algebraicamente independientes, uno de ellos se puede tomar como el operador de Casimir de
G. Para n = 2, en el Capitulo 1 estdn dadas las expresiones explicitas de los dos generadores
y se obtuvieron dos operadores diferenciales D y E que conmutan. Para el caso n general no
tenemos expresiones simples de otros generadores del dlgebra D(G) mas all del operador de
Casimir. De todas formas, somos capaces de encontrar otro operador diferencial de segundo
orden F, que conmuta con D y tal que es simétrico con respecto a W (Ver Teorema 5.19). La
forma en que obtenemos este operador es diferente a la utilizada en [PT06] y estd inspirada
en el operador E dado en el Capitulo 4. Aqui solo sabemos que ese operador debe existir y
después de un proceso de prueba y error lo encontramos y demostramos que es simétrico.

La sucesién de polinomios ortogonales matriciales construida en el Teorema 5.18 {P,}
también satisface EP), = Py A, (E) con

¢
Aw(B) =) (~w(w+a+B++j+1)(a—L+3))
j=0
—Jj(G+a+B—k+1)(a+ 20+ 3k))Ej;.

Finalmente estudiamos el algebra generada por los operadores diferenciales D y E. En el
Teorema 5.22 probamos que es isomorfa al dlgebra afin de la siguiente unién de lineas en C2:

V4
(y—(a—L+3)x+3j(l—j+k)(i+a+p—k+1)).
=0

J

Recientemente, en [DGO6] esta situacion es considerada en el caso £ = 2. Los autores conjeturan
que el algebra generada por D y E coincide con el dlgebra de todos los operadores diferenciales
que tienen a los polinomios ortogonales P, como autofunciones simultdneas.

5.1 Introduccion

El objetivo de esta seccién es dar algunos aspectos bésicos de la teoria de polinomios ortogonales
matriciales y vectoriales . Mostraremos que cada par {W, D}, donde W (t) es una funcién peso
con valores matriciales y D es cierto operador diferencial simétrico de segundo orden tiene
asociada una sucesién de polinomios matriciales ortogonales con respecto al peso W que son
autofunciones del operador diferencial D.

Sea la funcién peso W = W (t) con valores en las matrices L x L, diferenciable, autoadjunta,
definida positiva y con momentos finitos. Consideramos la forma bilineal hermitica definida
para cualquier par de funciones polinomiales con valores en matrices L x L, P(t) y Q(t) por la
matriz numérica

(P,Q) = /R PO (H)Q" (t)dt,
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Lema 5.2. Sea P = 77, zIAj. Entonces (P, P) es no singular si A; es no singular para
algun j. Ademds, si (P,P) =0 entonces P = 0.

Demostracion. Existen L funciones e;(x) € C, i =1,..., L y L funciones escalares o;(x) tales
que {e;(z)}£ | es una base ortonormal de CL' y W (x)e;() = ai(z)ei(z). Dado cualquier vector
e € CF, entonces

P*(x)e = Z a;(x)e;(x),

=1

para ciertas funciones escalares a;(x). Si suponemos que (P, P)e = 0, entonces tenemos que

((P,P)e,e) :/R(PWP*e,e)dx. (5.8)

Observemos ademas que

L
WP*e = Z ai(z)a;(x)e; (),
i=1

y por lo tanto tenemos que (W P*e, P*¢) = Y% | ai(x)oy(x)@i(z). Por lo tanto la ecuacién
(5.8) es igual a

/R(Wp*e,P*e)d:c: Aiai(gﬁ)m(@dw,

Como (P, P)e = 0, las funciones a;(x)a;(z)a;(x) deben ser iguales a cero. Por lo tanto como
a;(z) > 0, tenemos que a;(x) = 0. Esto implica que P(x)*e = 0. Entonces

L

Z a:jA;fe =0,
i=1
para todo x y por lo tanto A;e = 0 para todo j lo cual implica que A; es singular. O

Corolario 5.3. Los momentos pares de W
My, = / ("YW (2) (") dz = (21, 2" 1),
R

son no singulares.

Definicién 5.4. La sucesion {Qn} es una sucesion de polinomios ortogonales matriciales si
deg(Qn) = n, el coeficiente director de Q, es una matriz no singular y (Qm, @Qn) = 0 si m # n.
Decimos que la sucesion {Qn} es ortonormal si ademds (Qn,Qn) = 1.

Sea V,, el siguiente espacio vectorial
Vo ={H € Mpxp[z]: deg(L) < n}.

Proposicién 5.5.
(i) Vo = Vo1 @ Vik |, donde V- | = {H €V, : (H,P) =0 para todo P € V,,_;.
(ii) dim V.- | = L.

(iii) V- | contiene un tinico polinomio mdnico P, de grado n.
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Demostracion. Procedemos por induccion en n. Por definicién, V_; = 0. Si n = 0, entonces
Vo = 0+, dimVy = L? y I € V. Dado n > 0, asumimos que i), ii) y iii) son verdaderas para
todo 0 < 5 < n—1. Sea P, un polinomio ménico de grado n en V,,_1. Entonces podemos
escribir

Pn(l’) ="+ Ap_1Pp_q1+--+ APy,

tal que (P, H) = 0 para todo H € V,,_1. Observemos que
0= (P, Pj) = ("1, Fj) + (A; P}, ) = (2", Fj) + A;(P}, Fj).

Como (Pj, Pj) es no singular, la matriz A; estd completamente determinada y por lo tanto
queda probado iii).

Sea H € V,,, si H ¢ V,,_1 entonces el grado de H esny H = 2" A, + K con K € V,,_1 para
alguna matriz A,. Observemos que H — A, P, € V,,_1 y por lo tanto H € V,,_1 & an;l, es decir
Voo =Va1+ VnJ'_ - Para probar que la suma es una suma directa tomamos P € V;,_1 N VnJ; 1-
Entonces (P, P) = 0, lo cual implica que P = 0 por la Proposicién 5.2. Esto completa la
demostracién de i).

Para probar ii) notemos que

V=V ® an_—l =Vho® VnJ__Q @ an_—l =W Vv()J_ b D VnJ__l-

Es claro ahora que como la dimensién de V,, = (n + 1)L?, dim V.- | = (n + 1)L — nL? = L2
Esto concluye la prueba de la proposicion. O

Corolario 5.6. Dado el peso W, existe una unica sucesion {Qn} de polinomios ortogonales
monicos. Ademds, toda sucesion de polinomios ortogonales es de la forma P, = A,Q, para
ciertas matrices A,,.

5.1.1 El algebra de operadores diferenciales

Sea W = W (zx) una matriz peso L x L con momentos finitos y sea { P, } cualquier sucesién de
polinomios ortogonales matriciales asociados a la funcién peso W.
Sea
Vi =A{F € Mpxr(C)[z] : deg(F) < n}
el conjunto de todos los polinomios matriciales de grado menor o igual a n.

Proposicién 5.7. Tenemos la siguiente descomposicion de V,

n
Vo =@ Py MLy (C).
j=0
Demostracion. Es claro que Z?:o P;Mpxr(C) es un subespacio de V,, y que para n = 0 son el
mismo. Denotemos por M, al coeficiente director de P¥. Si H = Ap,z™ + A, 12" 1 +-- -+ Ag
es un polinomio en V,, entonces H — P¥M, ! A, es un polinomio de grado menor o igual a n— 1.
Por lo tanto, por induccién en n obtenemos que H € Z?:o PrMpx 1(C). Para probar que esta
suma es una suma directa asumimos que Py Aj+---+ Py A; = 0. Comparando inductivamente
los coeficientes de 2™, 2", ... 20 obtenemos que A, = --- = Ay = 0. O

Sea D el algebra de todos los operadores diferenciales de la forma
D—F()£+F ()L_l—i- +F()i+F() (5.9)
= s s\ 1 W s 0% '

donde F} es una funcién polinomial de grado menor o igual a j.
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Teorema 5.8. Sea {P,} cualquier sucesion de polinomios ortogonales matriciales asociada a
W. 8i D €D es simétrico con respecto a W entonces DP; = PYA,,, para alguna matriz A,,.

Observacion 5.9. Recalcamos que el operador D es simétrico con respecto a W si (DP, Q) =
(P, DQ), para todo par de polinomios P,Q. La sucesion {P,} es ortogonal con respecto a ().
Las formas bilineales (,) y (,) estdn relacionadas por (P, Q) = (P*,Q*)*.

Demostracion. Como D € D, el operador D preserva los espacios vectoriales V,,, para cada
n > 0.

Para n = 0 tenemos que DFy € Vp, por lo tanto DFP; = FjAg. Por inducciéon asumimos que
DP; = P/A;, para cada 0 < j < n—1. Por la Proposicién 5.7 tenemos que DF; = Yoo PrA;.
Por lo tanto, para cada 0 < 5 < n — 1 tenemos que

(DP;, Pf) = So_o(Py i, Pf) = oLy (P, Py)* A = (P, Py) 4.
Por otro lado, como D es simétrico obtenemos
(DP;, P}) = (P}, DP}) = (P}, P}A;) = ((Pay P)A;)" = 0.

Entonces (Pj, P;)*A; = 0 para cada 0 < j < n — 1, lo cual implica que A; = 0 pues la matriz
(P}, Pj) es no singular. Por lo tanto DP;; = P;A,, y esto concluye la prueba. O

Dada cualquier sucesién de polinomios ortogonales matriciales {P,} asociada al peso W,
definimos

DW)={D eD:DP;=PFP;\,(D),Vn > 0, para alguna matriz A,,(D)}. (5.10)
Proposicion 5.10. Tenemos que

1. D(W) es una subdlgebra de D que no depende de la sucesion {P,}.

2. Para cada n € Ny, la funcion A, : D(IW) — Mp«1(C) dada por D — A, (D) es una
representacion del dlgebra D(W).

3. La familia {Ay}n>0 separa puntos de D(W). Es decir, si D1 y Dy son punto distintos de
D(W)m entonces existe un ng > 0 tal que Ap,(D1) # Apy(D2).

Demostracion. Es facil verificar que D(W) es una subalgebra de D. para probar que es indepen-
diente de la sucesién {P,} tomamos otra sucesién de polinomios ortogonales {@Q}. Entonces
Qn = A, P, para alguna matriz no singular A,,. Por lo tanto tenemos que DQ; = DP;A} =
P;An(D)Aa*m = Qq*m’rn(D)v donde Tn(D) = (Arz)_lAn(D)A:;

Si Dy y D9 estan en D(W) entonces

D1 DyP* = Dy(PAn(Ds)) = P: A (D) An(Ds).

Por lo tanto A, (D1D2) = Ap(D1)An(D2).

Asumamos que existe un operador D € D(W) tal que A, (D) = 0 para todo n > 0. Para
probar (3) tenemos que verificar que D = 0. Por hipédtesis tenemos que D = >7 Fz-(x)%
satisface DP) = 0, para todo n > 0. Para n = 0 obtenemos FyFPj = 0, entonces Fj = 0.

Por induccién, podemos asumir que F; =0 para 0 <7 < j—1, con j < s. Entonces 0 = DP]fk =

i di(P;y . . .

) Fl(x)% = Fj(x)j!M;, donde M; es el coeficiente director de Pj, que es no singular.

Por lo tanto Fj; = 0. Esto concluye la prueba. O
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Corolario 5.11. Los operadores D1 y Do en el dalgebra D(W') conmutan si y solo si las matrices
An(D1) y An(D2) conmutan para todo n € Ny.

Demostracion. Por la Proposicién 5.10, (3) tenemos que D1 Dy = Do Dy siy solo si A, (D1D3)
Ay (D2Dq) para todo n. Por la Proposicién 5.10, (2) tenemos Ay, (D1D2) = Ap(D1)A(D2). O

Proposicién 5.12. Sea {Qn} la sucesion de polinomios ortogonales monicos. Sea D =
Yoio Fi(u )dul tal que DQ} = Q:T,,. Entonces

r, = Z [n]; A para todo n > 0,
0<i<s

donde A% es el coeficiente de x' en el polinomio F;.

Observacion 5.13. Utilizamos la notacion [n]; =n(n—1)...(n—i+1) paran > 1, y [n]o =1,
para n > 0.

Demostracion. De

3 Fi(w)E% (u) = Qi (w)Ty

0<i<s

comparando los monomios de grado n, obtenemos Y ;< [n]; A} = Ty O

Observacion 5.14. Observemos que en particular, la Proposicion 5.12 implica que el autovalor
I, es una funcion polinomial en n de grado menor o igual a deg(D).

5.2 Polinomios ortogonales asociados al par {IV, D}

El objetivo de esta seccidon es dar explicitamente una sucesion de polinomios ortogonales a
valores matriciales asociados a la funcién peso W y al operador diferencial D introducidos
en el Teorema 5.1, es decir construiremos una sucesién {P,} de polinomios ortogonales con
respecto a W, tal que DPj = P Ay, donde Ay, (D) es una matriz diagonal real.

Las columnas {P }j=0..¢ de P son polinomios con valores en C*! tales que DPJ =

Aj(w w)P y (P, Pj},) = Oy 0j j/Mw,j, Para algin nimero real positivo ;.

5.2.1 Soluciones polinomiales de DF = \F

Empezamos estudiando soluciones polinomiales a valores en Ct! de la ecuacién DF = \F.
Encontraremos todos los polinomios F'(u) tales que

uw(l —u)F"(u) + (C —uwU)F'(u) — (V + N)F(u) =0, (5.11)

donde las matrices C, U,V estan dadas en el Teorema 5.1. Esta ecuacion es un caso particular
de la ecuacion diferencial hipergeométrica estudiada en [Tir03]. Como los autovalores de la
matriz C' no estdn en —Nj la funcién F estd caracterizada por Fy = F(0). Para |u| < 1 estd
dada por
o i
u

F(u) = oHy (V3 SlCU ViR, FRe ct,
i=0
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donde el simbolo [C;U;V + A]; estd definido inductivamente por
[C;U;V + Ao =1,
[C;U;V + Nip1 = (CH+i) (U +i—1)+V+ N [C;U; V + N,

para todo ¢ > 0.

Existe una solucién polinomial de (5.11) si y solo si el coeficiente [C;U; V + A; es singular
para algin i € Z. Asumamos que [C;U;V + Aw41 es singular y que [C;U;V + A], no es
singular.

Como la matriz (C' + w) es inversible, tenemos que [C;U; V 4 AJy+1 es singular si y solo si
(w(U +w—1)+V + X) es singular. La matriz

My =(wlU+w—-1)+V+]A)
es triangular superior y
(My)jj=ww+a+B+L+j+1)+jla+B8—-k+1+7)+A
Por lo tanto [C;U;V + AJw+1 es singular si y solo si
A=)j(w) = —ww+a+F+L+j+1)—jla+p—k+1+7), (5.12)

para algin 0 < j < /.

Vamos a distinguir los casos en que todos los autovalores \j(w) son distintos (variando j o
w) y el caso en el que estan repetidos. Comenzamos estudiando las soluciones polinomiales de
(5.11) en el primer caso.

Proposicién 5.15. Asumamos que todos los autovalores \j(w) son distintos. Si X = \;j(w),

para algin j = 0,...,¢, entonces existe un unico vector Fy € Ct1 (salvo escalares) tal que
F(u) = oH; (U;Z,'M ; u) Fy es una funcion polinomial. Ademds este polinomio es de grado w.

Demostracion. Ya observamos que para A = \j(w) = —w(w+a+B+L0+j+1)—j(a+B—k+1+j),

la matriz [C, U,V + A|w41 es singular. Entonces la funcién F(u) = >25°) % [C;U; V + A Fy es
un polinomio si y sélo si Fy es un vector tal que

[C,U,V 4+ A wFp € ker(My); (5.13)

donde My, = w(U +w — 1)+ V + X\j(w). La matriz [C,U,V + A, es inversible, por lo tanto
F{y estd univocamente determinado por un elemento en el nticleo de M,,. Tenemos que

M, = Z ((—ia+B-k+14+i+j+wE;—({—i)(B—k+1+i)Ei41). (5.14)
0<i<t

Como todos los autovalores A;(w) son diferentes tenemos que 0 # A;(w) — A\j(w) = (i — j)(a +
B—k+1+i+j+w)sii+# j, entonces la dimensién del nicleo de M, es uno. Explicitamente
(xo,x1,...,2¢) € ker(M,,) siy solo si

L i+ (0—i (B—k41+i) . — j
vi = (=D)"™(2)) rgrtitwton, % fori=0,...J (5.15)
Tjp1 = Tjpo = =27 =0,

donde usamos (z), = z(z+1)...(z+7r—1), (2)o = 1.

Por lo tanto, salvo un escalar, Fjy queda univocamente determinado por (5.13) y esté claro
que F(u) = 2H1( Us Z‘M : u) Fy es un polinomio de grado w con coeficiente director %[C’, UV +
Aj(w)]wFo. Esto completa la prueba de la proposicién. O
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Ahora tenemos que estudiar el caso en que algunos autovalores estan repetidos, esto es
cuando existen w,w’ € Ng y 0 < 7,7 < £ tales que \j(w) = Ay (w’). Comenzamos observando
los siguientes hechos.

Lema 5.16. Si \j(w) = A\j(w') para algin w,w’ € Ng y 0 < j,j' < € entonces
i) Tenemos que w = w' si y solo si j = j'.
ii) Siw' > w entonces j > j' + 1.
Demostracion. Si Aj(w) = Ay (w') entonces
(W' —w)(a+B+l+1+w+w +5)+ (G —jla+B-k+1+j+5 +w)=0.

En particular si w’ = w, entonces (' — j)(a«+ 8 —k+1+j+ 7 +w) =0. Observemos que
j#j implicaquea+08—k+1+j+j7+w>0,puesa>—-1,8-k+1>0,j+j5 >1y
w > 0.
De manera similar si j/ = j tenemos que (' —w)(a+ 8+ £+ 1+w+ w' + j) = 0. Como
a>-1,404+1>0yw+w +j>1obtenemos que (o + S+ +1+w+w' +j) >0y por
lo tanto w = w’. Esto completa la prueba de i).

Para ii) empezamos por

(W' —w)a+B+l+1+w+w' +5) =G - a+B-k+1+j+]5 +w),

y observamos que el miembro izquierdo de esta identidad, como también el factor (a+8—k+1+
j+j'+w), son nimeros positivos por hipétesis. Por lo tanto debemos tener j > j'. Finalmente
supongamos que j = j'+ 1. Entonces (v’ —w)(a+ S+ L+w+w' +j) = (a+ 3 —k+w +2j),
es equivalente a

(W —-—w-1(a+B+L+w+w +j)=—(w +0—7j+k).

El miembro izquierdo de esta identidad es no negativo mientras que el derecho es negativo
porque k > 0, lo cual es una contradiccion. ]

Sea V() el espacio vectorial de todos los polinomios con valores en C**! tal que DP = AP.
Observemos que la Proposicién 5.15 dice que si los autovalores A = Aj(w) son todos distintos
entonces la dimensién de V() es uno. La siguiente proposicién generaliza este resultado al
caso en el que los autovalores A;(w) estan repetidos.

Proposicién 5.17. Sea o, > —1, 0 < k < S+ 1 y sea A = \j(w), para algin w € Ny.
Entonces

dim{P € V(\) : deg P < w} = card {w' : 0 <w' <w, X=Xy (w'), para algin 0 < j' < (}.

(5.16)
En particular
dim V(X)) = card {(w,j) = Aj(w)}.
Demostracion. Anteriormente observamos que para A = \j(w) la funcién F' = F(u) es una
solucién polinomial de DF' = AF si y solo si F(u) = ( LU,V + A)Fy con Fy € C* ya que

[C,U,V + NwFy € ker(M,,j), donde

My, j = Z (=i a+B—-k+14+i+j+w)E;—({l—i)(B—k+1+i)E;+1)
0<i<e
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Tenemos que (i — j)(a+F—k+1+i+4+j+w) # 0sii# j. Porlo tanto la dimensién de

ker(M,, ;) es uno. Ademés estd generado por (o, ..., x,) € C! tal que
L i+ (£—1 (ﬁ—k"‘rl-‘ri) i . .
z; = (—1)" (g_;') (a+ﬁ+j+i+wj€+1)jii parat=0,...5 =1,
Tjp1 =Tjpe = =x¢ =0,

donde usamos (z), = z(z+1)...(z+7r—1), (2)o = 1.
Si el autovalor A estd reperido s veces y wi; = min{w € Ny : A = \;j(w),0 < j < £}, usando
el Lema 5.16, podemos asumir que

A=A (wr) = - = Ag(wy)

conw) <wg < - <wgyjr>Jo+1,jo>g3+1,...,0s-1> Js-

Para w = wy y j = j1 la matriz [C,U,V + A],, es inversible y Fj esd univocamente
determinado por un elemento en ker(M,, j,), que es de dimensién uno, por lo tanto esto
prueba (5.16) en este caso.

Entonces para probar la proposicion para cualquier w, procedemos por induccién en 1 <
r < s. Para esto asumamos que sabemos que

{PeV(A):degP <w,_1}=r—1,

para 2 <7 < s.
Sea M, = M,, j.. Como remarcamos 0 # P € V(A) es de grado w, si y solo si Py = P(0)
satisface 0 # [C, U,V + Ay, Po € ker(M,).
Sea
[C, UV + )\}wr = Ny, My_1 ... N1M Ny,

donde N; son matrices inversibles. El coeficiente director P, de tal P estd univocamente
determinado, salvo un escalar, por la condicién

M N M,_1... NyMiNoPy = 0,
porque podemos asumir que
Pr = NTMT,1 e N1M1NOP0 == (CL’(), N ,xjrfl, 1, 0, e ,0)

Ahora probemos que existe P € V() de grado w,, construyendo uno por induccién de-
scendente.

Sea v, = (zo,...,25-1,1,0,...,0) € ker(M,) y sea b, = N lv,.. La ecuacién b, =
M,_1v,_1 tiene una solucién unica v,_; de la forma v,_; = (zo,...,zjr+1,0,...,0) pues
b, = (yo,...,9i.241,0,...,0) con y; 11 0 v M,_q es triangular superior con un Unico cero

Yo, 7y]r+ ) ) y]r+ y g p
en la diagonal principal en la posicion j._1. Similarmente sea b,_1 = N;_llvr_l, entonces existe
un unico vy—2 = (to,...,t5+2,0,...0) tal que M, _ov,_o = b,_;. De esta forma construimos la
sucesion vy, U1, ..., 09 tal que

vp = Npbp = Ne My _qvp_1 = N My N1 My _ov,_9 = -
= Nerfl e NlMlN(]UO

Por lo tanto P = oH,(C, U,V + \)v, es un polinomio en V()) de grado w;..
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Ahora observemos que
{PeV(A):degP <w,}=CP@®{PecV(\):degP < w,_}

De hecho esta claro que el miembro derecho es una suma directa contenida en el miembro.
Para probar la otra inclusién primero observamos que si P € V(\) y deg P < w, entonces,
como dijimos, deg P < w,_1. Si P € V(A) es de grado w, entonces el coeficiente director de
P es igual al coeficiente director de tP para algiin t € C. Por lo tanto P —tP € {P € V()) :
deg P < w,_1}. Esto completa la prueba de la proposicién. O

5.2.2 Polinomios ortogonales matriciales asociados a {W, D}.

Queremos construir una sucesién { P, },>0 de polinomios ortogonales matriciales con respecto
a la funcién peso W, con grado de P, igual a w, con coeficiente director no singular y tal que
DP} = P¥A,, donde Ay(D) es una matriz diagonal real.

Entonces las columnas {PJ};—o._ ¢ de P son polinomios con valores en C*! tales que P,

y PZ),, son ortogonales entre si para (j,w) # (j',w') y satisfacen DP}, = Aj(w )Pﬂ,, donde
Nj(w) = —w(w+a+f+L+j+1) —j(j+a+B-k+1),

para cada w € Ng, y j =0,...,¢.
Si un autovalor A = )\;(w) no se repite, entonces elegimos el tinico Fy € C**! tal que

_ i+j(—i (B—k+1+4);_;
[C, UV + )‘j(w)]wFO - Z (1) i (e—j) (a+ﬁ+j+z’+w4]c+1)j,i €i (5.18)
0<i<y

donde e; denota el i-ésimo vector en la base canénica de R, Entonces tomamos
j U; VA4 (
Pi(u) = oy (TN 0) Ry Z? Ci U3V + Aj(w)]iFy
=0
que es una funcién polinomial de grado w y satisface
DPJ(u) = A\j(w) P (u).

(Ver Proposicion 5.15).
Si un autovalor A = \;(w) esta repetido, ya vimos que

A= /\jl (wl) = )‘jz(w2) == )‘js(ws)’

conwy <wp < <WsgVJr =41+ 1, paral <r<s—1.
Sea V, = {P € V(\) : degP < w,}, para 1 < r < s. Entonces vimos, en la Proposicién
5.17, que
0FVICVaC -V

con dim Vg = s. Ahora tomamos, para cada 1 <r <'s
0 # ngr (u) = oy (U;VEAJ(W) ; u) Fgr € V, ortogonal a V,_1.

De esta forma, para cada w € Ny hemos definido £ 4+ 1 funciones polinomiales ortogonales
PO, PL ..., P! de grado w.
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Teorema 5.18. Sea P, (u) la matriz cuyas filas son los vectores Pl(u). Entonces la sucesion
{Py(u)}wen, es una sucesion ortonormal de polinomios matriciales tal

DP}(u) = Py(u)Ay,
donde A, = Z§:0 Aj(w)Ejj.

Demostracion. Sea (w,j) # (w',j). Si Aj(w) # Ajy(w') entonces (Pi,Pil,) = 0 porque D
is simétrico. Si A\j(w) = Aj(w’) entonces (PEU,P] ) = 0 por construccién. Por lo tanto las
matrices P, satisfacen (P, Py) = 0 si w # w'.

Por otro lado tenemos que para cada w =0,1,2... el grado de P, (u) es w y el coeficiente
director de P, es la matriz triangular no singular

r-‘rs (B=kt1+s)r—s
I+ Z Z 7“ (a+B+r+s+w—k+1),—s Ls.
s<r

Esto completa la prueba del Teorema. ]

5.3 La simetria del operador diferencial £

El objetivo de esta seccion es exhibir otro operador diferencial de segundo orden que es simétrico
con respecto al peso W.

Teorema 5.19. Sean o, 3> —1,0< k < B8+1 y ¥l € N. Sea E el operador diferencial definido

por
2

E = (I—U)(QO+UQ1) d (P0+UP1)%—(OZ+2€+3]€)V

donde

Qo =Y1_3iEi; 1,
Q1 =" o(a— €+ 30)Ey,
Po=3"0 0 (a4 20)(8+1+2i) — 3k(¢ — i) — 3i(6 — k + 1)) E
— S i(Bi+38 -3k +3+L+2a)E;i; 1,
PL="—(a—0+3i)(a+B+L+i+2)E;
+ 3038 =k +1+4) (0 — i) Eyip,
V=3t gila+8—k+1+0)E;— Y g(0—i)(8—k+1+10)Ei 1.

Entonces E es simétrico con respecto al peso matricial W (u) = (1 — u)®u®Z(u), donde Z(u)
estd dado por

2=y (Z ()0 (H=1) (547 (1 — ) ) -

Demostracion. Para demostrar el teorema necesitamos probar que se satisfacen las ecuaciones
(5.6) y (5.7). Las ecuaciones dadas en (5.6) toman la forma

(Q0 +uQi)Z — Z(Qo +u@1) =0, (5.19)
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(P +uPl)Z + Z(Py +ubPy) —2Z(Q1 — Qo — 2uZQ1)

—2(1 —u)Z'(Qo + uQ:) — LU= 7(Qy + u@y) = 0,
PrZ 4 (B +uP)Z — Z'(Py +uPy) — ZP,

+ (8~ 2 (Ps +uP)Z — Z(Py + uPy)) (5.21)

u

— 2+ 204 3k)(ZV —=V*Z) =0

(5.20)

La entrada ij en el miembro izquierdo de la ecuacién (5.19) es
w(loe — 0+ 30)zi5 + 301 + 1) zig1,; —uloe — £+ 35)zi5 + 3(5 + 1)z, j41 = 0,
porque es facil verificar que
(i +Dzip1; — (G + Dzigr = u(j — i)z
Para probar la identidad (5.20) debemos calcular la entrada ij de las matrices involucradas

en ella:

l

(F5 +uP)Z)g =u™ 3 (O U)g_r<(P0)n'

r=max(%,j)

—(r—i)(3i+3ﬁ+£+2a—3k+6)—(a—€+3i)(a+ﬂ+€+i+2)>
V4

D SN e Tt Gy e
r=max(i—1,j—1)

((r—z'+1)(3z‘+3ﬁ+£+2a—3k+6)+(a—£+3i)(a+ﬂ+e+i+2)))
4

ST (O T (T A - ) T — i+ (B i - ),
r=max(i—1,7)
(Z(Py + uPy))ij = ut Z DR = w0 (R
—(r—5)(3j +33+(+2a—3k+6) — (a—€+3j)(a+ﬂ+€+j+2))
a7 (TR AN A w0

((T—j+1)(3j+36+£+2a—3k+6)+ (a—C+3j)(a+B++j+2))
Fut QG OISO B 4 )B4 k)

( (Ql — Qo — 2UQ1))ij
— it Z ﬂ+r 1 4‘*";:%_7")(1 — u)g_’“(—a +¢—3r)

1yt Z rtl YO E) (E2T (= w) T (3r + 35 + 20 — 20 4 3),
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(Mz(g}o + qu))ij

=it Z 5+T 1 H’zj_r) (1-— u)e*”oc(ﬁ —a—3r)

+wﬂ§ZT# (DD AN =0 @+ B)Br+a -0 +3),

((1- u)Z’(Q1 + UQO))ij
— it Z ) (%1 Etkﬁ_z’“) (1 —u)"(r —£)(a — £+ 3r)

+u't Z ("I( ﬁl) D (GE 2 —wir (3(7" —j+ D) —r+i+7)

T

+(a—£+3j)(£—r+i—|—j—1)).

Usando los resultados previos obtenemos que la identidad (5.20) es equivalente a

4
D DG - AR

J
GG R [ E R RN

D Bl Gl [ [ (LB (R B CA S )

lo cual se deduce facilmente.
Para probar la identidad (5.21) calculamos

(2V - V*2),
— —j>ui+f-1( S OO A - e = 1)
_|_Z ﬁJrr 1 Z+l;:ifr)(1_u)ﬂ—r+1(a+ﬁ+i+]’_‘_€_r+1))’

(P12 = 2P = (= (2 () 6) () ()

r
T

(1— )€_T+1(3i+4a+3ﬁ+3k+6 — 3r + 50 + 39)
_ Z Y (AT - ) (da 504 3k 46— 37) ),

(Ut a2 — 2+ k) + (5 + )2

S Z (R am) =) ()0 T (-

(2(a+20+3k)(a+ L —71+2)+ 20+ L+ 6 — 3k — 3r)



84 CAPITULO 5. UNA SUCESION DE POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES

=) () (T 0w

T

2 +204+3k)(a+B+L—r+i+j+3)+3(+j+B8—3k+2—1—1).

Ahora es facil verificar que se satisface (5.21).
Finalmente se pueden verificar directamente las condiciones de borde (5.7) y esto concluye
la prueba del teorema. ]

5.4 El operador F

5.4.1 Dy E conmutan

En esta subseccién utilizamos los resultados descriptos en la Seccion 5.1.1 para dar una de-
mostracién elegante del hecho de que los operadores diferenciales D y E conmutan. Por
supuesto que uno puede verificar este hecho haciendo los calculos explicitos.

Teorema 5.20. Los operadores diferenciales D y E, introducidos respectivamente en los Teo-
remas 5.1 y 5.19, conmutan.

Demostracion. Por el Teorema 5.19 el operador E es simétrico con respecto al peso W. Por lo
tanto F pertenece al dlgebra D(WW) definida en (5.10) (Ver el Teorema 5.8). Para ver que D y
E conmutan es suficiente con probar que los autovalores correspondientes conmutan. (Ver el
Corolario 5.11).

Sea {Q,} la sucesién de polinomios ortogonales ménicos. Entonces para cualquier D €
D(W), tenemos D@} = Q:I'y(D), donde el autovalor I',(D) estd dado explicitamente en
términos de los coeficientes del operador diferencial D (Ver la Proposicién 5.12).

Para los operadores D y E introducidos respectivamente en los Teoremas 5.1 y 5.19, éstos
autovalores son

IhD)=-nU+n-1)-V
IW(E)=—-n(n—-1)Q1+nP — (a+ 20+ 3k)V,

donde las matrices U, V, @1 y P; estan dadas en los Teoremas 5.1 y 5.19. Explicitamente
tenemos

TW(D)= -t y(n(n+a+B++i+1)+ili+a+B—k+1))Eq
+ Ef;é (l—=i)(B+i—k+1)E;i1
To(B) = - o(nla—€+3)(n+a+8+L+i+1)
+(a+20+3k)i(i +a+ B —k+1))Ey
+ 3 =) (B4i—k+ 1) (a+20+ 3k +3n)Eiiy1.

Ahora es facil verificar que
['W(E) = (a+ 2043k +3n)W(D) +3n(l+k+n)(n+a+F+L+1)1. (5.22)

Por lo tanto la matriz I';,(F) conmuta con I',,(D) y por el Corolario 5.11 tenemos que D y F
conmutan. O
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5.4.2 Las autofunciones de F.

En la Subseccién 5.2.2 damos una sucesion { Py}, de polinomios matriciales, que son ortogo-
nales con respecto a W y autofunciones del operador diferencial D. Las files P}, de P, son
polinomios ortogonales de grado w y satisfacen DPj, = \;(w)Pi,.

Como D y E conmutan, el operador F preserva los autoespacios de D. Por lo tanto si un
autovalor A = \;(w) tiene multiplicidad uno, entonces el polinomio a vectorial PJ, también es
una autofuncion del operador diferencial E. En el siguiente teorema, probamos que esto es
cierto incluso en el caso en que la multiplicidad de un autovalor es mayor que uno.

Teorema 5.21. La sucesion { Py} de polinomios ortogonales asociada al par {W, D} satisface

EP,(u) = P (u)Ay(E),

donde Ay(E) = > pj(w)Ej;, y
0<j<t

pi(w)=—-ww+a++Ll+j+1)(a—L0+3))—ji+a+F—k+1)(a+ 20+ 3k).

Demostracion. Sea {Q7}w>0 la sucesién de polinomios ortogonales moénicos. Como E es
simétrico con respecto al peso W, el Teorema 5.8 dice que EQ} = Q! I',(F) para alguna
matriz ['y,(E). Si Qi = PjA¥ entonces tenemos que DPsAY = PrA*T,(D)y EP A% =
PrA*T,(E). Por lo tanto

Ay(D) = ALTw(D) (A7),

Aw(E) = ALT(E)(AL) ™

Entonces por (5.22) obtenemos que
Ay(E) = (a+ 20+ 3k + 3w)Ay(D) + 3wl + k+w)(w+a+ B+ L+ 1)1

Observemos que el hecho de que A, (D) es una matriz diagonal implica que A, (FE) es
diagonal. Ademas el autovalor pj(w) = (Ay(E));; estda dado por

pi(w) = (o + 20+ 3k +3w)(—ww+a+B+0+5+1)
—jita+B—k+1)+3wl+k+w)(w+a+pB+L+1)
= —ww+a+B+L+j+1)(a—L+3))
—j(G+a+B—k+1)(a+ 20+ 3k).

Esto concluye la prueba del teorema. O

5.4.3 El algebra de operadores generada por Dy E

En esta subseccion estudiaremos el dlgebra generada por los operadores diferenciales D y E.

Teorema 5.22. FEl dlgebra de operadores diferenciales generada por D y E es isomorfa al
dlgebra cociente Clz,y]/(Q), donde (Q) denota el ideal generado por el polinomio

4
Q,y) =[[w—(a—t+3)z+3j(t—j+ k)i +a+B—k+1)).
§=0
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Demostracion. El algebra de operadores diferenciales generada por D y F es isomorfa al algebra
cociente Clz,y]/I donde I = {p € Clz,y| : p(D, E) = 0}.

Como A, es una representacién que separa puntos de D(W) (Proposicién 5.10), tenemos
que p(D, E) =0 si y solo si

Ay(p(D, E)) = p(Ayw(D),Ay(E)) = 0, para todo w.

Ademads, como A (D) y Ay (E) son matrices diagonales, tenemos que p(Ay (D), Ay(E)) = 0 si
y solo si p((Aw(D))jj, (Aw(E));j) = 0 para todo 0 < j < £. Por lo tanto el ideal I es

I ={peClz,y]: p(\j(w), pj(w)) = 0,para j =0,1,...¢}.
Sea p;(x,y) el polinomio
pi(z,y) =y —(a—L+3j)z+3jl—j+k)(j+a+B—-k+1).

Es facil verificar que p;(Aj(w), uj(w)) = 0, para todo w > 0. Entonces Q(z,y) = Hﬁ:o pi(z,y)
pertenece al ideal I.

Por otro lado tenemos que cualquier f € I se anula en todos los puntos de la forma (z,y)
cony=(a—0+3j)x+3jl—j+k)(j+a+P—k+1), paracada j =0,...,¢ De hecho si
hacemos,

aj=a—0+3] bj=-3il—j+k)(G+a+B—-k+1) (j=0,1,....,0)

entonces observamos que f(z,a;x + bj) es un polinomio que tiene infinitas raices, porque
(), 15 () = 0y g1y(w) = agAs(w) + by.

Cualquier polinomio en Clz,y| es también un polinomio en x y y — ax — b. Entonces es claro
que si p(z,y) = 0 en la linea y = ax + b entonces p es divisible por y — ax — b.

Por lo tanto tenemos que si f pertenece al ideal I entonces f € ﬁ§:0<pj> = ([, pj)- Por lo
tanto tenemos que el ideal I estd generado por el polinomio Q(x,y), lo cual completa la prueba
del Teorema. O



CAPITULO 6

La transformada esférica

El objetivo de este capitulo es utilizar la teoria de funciones esféricas de tipo d para un grupo
G localmente compacto para definir una transformada esférica sobre el dlgebra C. 5(G). Como
en el Capitulo 2, sea G un grupo localmente compacto unimodular y sea K un subgrupo
compacto de G. Sea K el conjunto de todas las clases de equivalencia de representaciones
complejas irreducibles de dimensién finita de K; para cada § € K , sea &5 el caracter de 6,
d(0) el grado de 0, i.e. la dimensién de cualquier representacién en la clase 0 y x5 = d(0)&s.
Elegimos de ahora en adelante la medida de Haar dk en K normalizada por [ i dk =1

Denotaremos por V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo C de nimeros
complejos y por End(V) el espacio de todas las transformaciones lineales de V en V.

Una funcién esférica ® sobre G de tipo § € K es una funcién continua sobre G con valores
en End(V) tal que ®(e) = I y que satisface la siguiente ecuacién integral

B(2)D(y) = /K xa (k1) ®(wky) d,

para todo x,y € G. Recordemos que el nimero de veces que d ocurre en la representacién
k — ®(k) se llama la altura de ®.

Definicién 6.1. Denotaremos por ®(6) al conjunto de todas las clases de equivalencia de
funciones esféricas irreducibles de tipo 6.

Las funciones esféricas de tipo é aparecen de forma natural considerando representaciones
de G. Si g — U(g) es una representacién continua de G, digamos en un espacio vectorial
topolégico E completo, localmente convexo y Hausdorff, entonces

P(5) = /K xa (k1)U (k) dk

es una proyeccién continua de E en P(§)E = E(4); E(d) consiste de aquellos vectores en
E, para los cuales el espacio vectorial generado por su K-érbita es de dimension finita y se
descompone en subrepresentaciones irreducibles de K de tipo §. Si E(d) es de dimensioén finita,
la funcién ® : G — End(E(6)) definida por

dY(g)a = P()U(g)a, g€ G,ac E(9), (6.1)

87
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es una funcién esférica de tipo 9.

Si la representacién g — U(g) es topoldgicamente irreducible (i.e. E no tiene subespa-
cios cerrados G-invariantes no triviales) entonces la funcién esférica asociada ® es también
irreducible.

En la Seccién 6.1 destacamos que el dlgebra de funciones I, 5(G) es isomorfa a cierta dlgebra
C.(G,4,9) de funciones F' : G — End(Vj). Esta identificacién resultard de gran utilidad en
la Seccién 6.4. Ademés damos una definicién para la transformada esférica de cualquier K-
tipo sobre un grupo localmente compacto G. Esta generaliza la definicién introducida por
Camporesi en [Cam97] en la que asume que el dlgebra I, ;(G) es conmutativa. Esta hipétesis
simplifica el problema ya que en el caso conmutativo todas las funciones esféricas irreducibles
de tipo d son de altura uno y la transformada esférica resulta un escalar.

En la Seccién 6.2 introducimos los conceptos de funcién esférica unitaria y funcién esférica
definida positiva. En el caso escalar, las funciones definidas positivas estan estrechamente
relacionadas con las representaciones unitarias de G. Una de las consecuencias de esta conexién
es el Teorema de Gelfand-Raikov donde la correspondencia entre funciones definidas positivas
y representaciones unitarias es una pieza clave de su demostracién. Nosotros aprovechamos
estos resultados para conectar, en el caso matricial, las funciones esféricas irreducibles de tipo
0 definidas positivas con las representaciones unitarias de G que contienen al K-tipo J al
restringir a K.

En la Seccién 6.3 utilizamos la la férmula de inversién de Plancherel sobre el grupo G para
derivar una férmula de inversién para la transformada esférica sobre C, 5(G).

En las Secciones 6.4 y 6.4.2 explicitamos los resultados obtenidos en este capitulo para el
grupo G = SU(2,1). Para este caso contamos con la descripcién detallada de las funciones
irreducibles de cualquier K-tipo dada por el Teorema 4.20 en términos de las funciones hiper-
geométricas matriciales o H7.

6.1 La transformada esférica

Denotaremos por C.(G) al dlgebra de todas las funciones continuas con soporte compacto sobre
G con respecto al producto de convolucién usual

(% fo) (@) = /G fi(ay™) faly)dy = /G f1(2) fale ).

Si d es una representacién unitaria irreducible de K sobre el espacio vectorial Vg, consideramos
el conjunto C, 5(G) de aquellas f € C.(G) que satisfacen Yz* f = f*xs = f. Como Xs*X5 = Xs,
es claro que C,;(G) es una subdlgebra de C.(G).

Denotamos por C.(G,d,0) al siguiente conjunto de funciones continuas con soporte com-
pacto sobre G con valores en End (V) definido por

Ce(G,6,6) = {F : G — End(Vs) : Fkigkz) = 6(ky ") F(9)d(ki ")}

Observemos que C.(G, d,0) se convierte en un dlgebra con el producto de convolucién

(F1 * Fy)(z) = /GFQ(Z_lx)Fl(z)dz,

para cualquier F} y Fy en C.(G,0,0). Es necesario tomar esta definicién de producto de
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convolucién para que Fy x Fy € C.(G, 4, d) como vemos a continuacién

(Fl * FQ)(]ClCCk‘Q) = /

G
= 0(ky ) (F1 * Fa)(2)8(ky ).

Fg(z_lklzkzg)Fl(z)dz:/FQ(Z_lxkjg)Fl(kzlz)dz
G

Como en el Capitulo 2, sea I.s5(G) el algebra de todas las funciones f € C.5(G) que
satisfacen
f(kxk™) = f(z), para todo z € G, y para todo k € K,

es decir f es K-central
Lema 6.2. Sea A € End(V;), entonces

1
/K 308 tr(AS(E )k = s

Demostracion. Sea {Ej};lzo una base ortonormal de Vs y sea d;;(k) = (6(k)E;, Ej). Entonces

A.

d

d d d d
tr(Aé(kil)) - Z(AErv 5(k)Er> - Z Z<AE7‘7 5rs<k)Es> = Z Z 6rs(k)<AE7"7 ES)'

r=0 r=0 s=0 r=0 s=0

Por lo tanto

» d d - 1
{ /K S(k) tr(AS(k™)dkE;, Ej) = ) / 8ij (k)0rs(R)AK(AE,, Eo) = — < (AE;, Ej).

La siguiente proposicién establece el isomorfismo entre las algebras de funciones I.5(G) y

C.(G,0,0).
Proposicién 6.3. Dada f € I.5 sea Fy : G — End(V5) la funcion definida por

Fy() = /K S0k f (k) dk.

Entonces f +— Fy es un isomorfismo de I.5(G) en C.(G,6,0) cuya inversa estd dada por

F — fp donde fr = d(0) tr(F).

Demostracion. Si f € I.5(G), entonces Fy € C.(G, 6,0) porque
Ff(k:lxk:g):/Ké(k)f(kklazkg)dk:):/K(S(k:)f(kgkklx)dk::/ké(k21kk11)f(k:c)dk
= 6(0y") [ 80 (k) 8k7) = 3(0e) ™ Fy)d0)

Para probar que f — F es un homomorfismo de dlgebras tomamos f y g en I. 5(G). Entonces
tenemos que

(Ff*Fg)(m):/GFg(z1x)Ff(z)dz:/G/K/K(S(kl)é(kg)g(klz1x)f(k:22)dk:1dk:2dz
= [0 [ o ko) (e)dzak = [ 80 g) )k = Fpoy(a)
K G K
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Por otro lado
fr(kak™") = d(6) tr(F(kxk™")) = d(6) tr(8(k) F(2)3 (k™)) = d(6) tr(F(z)) = fr(x),

para toda F' € C.(G,0,0) y

(%5 * fr)(@) = /K %o (k) Fy (k™) dk = d(5) / xa (k) tr(F (2)5(k)) dk

K
— d(6) tx(F(x) /K xa (b~ 1)6(k)dk = d(6) tx(F(x)) = fr(a).

La proposisién quedara probada si demostramos que las aplicaciénes f +— Fyy F +— fp son
una la inversa de la otra. Para esto observemos que

fr, () = d(6) tr( /K 5(k) f (k) dk) = /K o (k1) (ka)dk = (s * )(@) = f(2),

y que por el Lema 6.2 tenemos que

Fy, (2) = d(5) /K 5(k) te(F (ka))dk — /K 5(k)d() tr(F(2)5(kY)) = F(x).

Por lo tanto hemos probado que f + F; es homomorfismo biyectivo y esto completa la prueba
de la proposicién. 0

Supongamos que G es un grupo de Lie semisimple conexo, no compacto y con centro finito
y K un subgrupo compacto maximal de G. Si I.5(G) es un algebra conmutativa entonces
todas las funciones esféricas irreducibles de tipo J tienen altura 1 (Ver Teorema 2.5). En este

contexto Camporesi introduce en [Cam97] la siguiente definicién para la transformada esférica
sobre el algebra C.(G, 9, 0)

PU) = d(lé) /G U (2)F(2)dz, donde U € G(5), F € Co(G, 5,0,

Observemos que el operador [ ®Y(x)F(z)dx pertenece a Endg (Vs) y por lo tanto

v = L Tr v T xr X
| @F@r = g [ (@ @ F@).

es decir que en el caso conmutativo, la transformada esférica es un escalar.

Esta definicién de transformada esférica no es conveniente a la hora de buscar una generali-
zacién para el caso de un grupo localmente compacto unimodular arbitrario. El problema reside
en que cuando las funciones esféricas no son todas de altura 1, una funcién F € C.(G,0,0) y la
funcién esférica ® de tipo § pueden no tomar sus valores en los mismos espacios vectoriales, por
lo que no tendria sentido la composicién F(z)®(x). Teniendo en cuenta estas consideraciones,
nosotros nos inclinamos por definir la transformada esférica sobre el dlgebra C.s(G) de la
siguiente forma

Definicién 6.4. La transformada esférica de f € C.5(G) es la funcion fe ®(6) — EndV;
definida por

(@) = /G F()®(x)da. (6.2)

El siguiente teorema es una consecuencia directa de la Proposicion 2.4
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Proposicién 6.5. [Tir77] Sea ® una funcion esférica de tipo 6 sobre G y tomemos f,g €
Cc.s(G). Entonces

(f * gN(®) = f(2)3(®).

Para el caso en que I.5(G) es un dlgebra conmutativa, es decir que toda funcién esférica
irreducible tiene altura 1, tenemos el siguiente lema que relaciona las transformadas esféricas

fyF.

Lema 6.6. Sean f € 1.5(G) y F € C.(G,0,6). Para toda funcion esférica irreducible ® de
tipo & se cumple

Demostracion. Sea f € I.5(G). Entonces
Ff(‘I’)=/GFf(9)<I>(g)d9=/G/K5(k)f(kg)<1>(g)dkdg

:/K/Gf(kg)q>(kg)dgdk:/Gf(g)<1>(g)
f(@)

La prucba de que F(®) = fp(®) es ansloga. O

Observacién 6.7. Usando los resultados de la Proposicion 6.5 y el Lema 6.6 probamos que la
aplicacion F +— F(®) es un homomorfismo continuo de C.(G,d,6) en End(Vj).

Demostracion.

(FL+ ) (@) = (fram) (@) = (fr * [, ) (D) = fr (®) fr, (®) = F1(D)F2(D).

6.2 Funciones esféricas definidas positivas

En esta seccién introducimos los conceptos de funcién esférica unitaria y funcién esférica
definida positiva. Utilizamos la conexién entre las representaciones unitarias y las funciones
definidas positivas de un grupo localmente compacto G, pieza clave en la demostracién del
Teorema de Gelfand Raikov, para encontrar una biyeccién entre el conjunto de clases de equi-
valencia de funciones esféricas definidas positivas y el conjunto G(é) de aquellos U € G que
contienen al K-tipo § al restringir a K.

6.2.1 Funciones esféricas unitarias

Dada una funcién ® : G — End(V'), donde V es un espacio vectorial complejo de dimensién
finita con un producto interno, definimos ® : G — End(V) por ®(g) = ®(¢g~')*, donde *
denota la operacién de tomar adjunta.

Proposicién 6.8. ([GPT02b]) La funcién ® : G — End(V') es una funcion esférica de tipo
6 si y solo si  es una funcion esférica de tipo .
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Demostracion. Asumamos que ® es una funcion esférica de tipo 6. Entonces

(y) = (2~ He(a™))" = (LXa(k_l)Q(y_lkx_l)dk)* =/Kx(s(k)‘i>(wk_1y)dk-

Ko<

()

Ademis, ®(e) = ®(e)* = I, y por lo tanto ® es una funcién esférica de tipo §. Por otro lado,
como & = ®, la proposicién queda probada. ]

Definicién 6.9. Una funcion ® : G — End(V) se dice unitarizable si existe un producto
interno en V tal que ®(g)* = ®(g~') para todo g € G. En tal caso también decimos que ® es
una funcion esférica unitaria. En otras palabras ® es unitaria si y solo si = &.

Proposicién 6.10. [GPT02b] Si® : G — End(V) es una funcion esférica unitaria irreducible
entonces existe un unico producto interno en V', salvo una constante multiplicativa, que la hace
unitaria.

Proposicién 6.11. Si U es una representacion unitaria de G sobre un espacio de Hilbert E
y E(5) es de dimension finita y no nulo, entonces la funcion esférica ®Y = P(§)UP(6) es
unitaria.

Demostracion. Sean u,v € E(d) y g € G. Como P(0) es autoadjunta, tenemos
(@ (9)u,v) = (P(8)U(g)u,v) = (U(g)u,v) = (u,U(g™")v)
= (u, P(O)U (g7 )v) = (u, 5(g7")v).
Esto prueba que ®(g)* = ®(g~!) y por lo tanto que ® es unitaria. O

Corolario 6.12. Si G es un grupo compacto entonces cualquier funcion esférica irreducible
sobre G es unitarizable.

Proposicién 6.13. Sea ® : G — End(V) una funcion esférica unitaria. Entonces ® es suma
directa de funciones esféricas unitarias irreducibles.

Demostracion. Sea U un subespacio invariante de V' de dimensién minima y sea U’ su com-
plemento ortogonal. Entonces si v € UL y u € U, tenemos

(®(g)ut, u) = (ut, ®(g7H)u) = 0.

Por lo tanto U' es un subespacio invariante. Repitiendo el argumento para U' e iterando,
obtenemos la descomposicién requerida. O

6.2.2 Funciones esféricas definidas positivas

Una funcién ¢ : G — C se dice definida positiva si
n
Z Ciéjgf)(ﬁl?;liﬂi) >0, (63)
4,j=0
para todo cg,...,cn € Cy zg,..., 2, € G.
Las funciones definidas positivas no son necesariamente funciones continuas. Sin embargo
una funcién ¢ sobre GG, continua y acotada es definida positiva si y sélo si es de tipo positivo
(cf. [Fol95]), es decir si y sélo si ¢ satisface

/(f* * f)¢ > 0, para toda f € LY(G).
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Definicién 6.14. Decimos que una funcion esférica ® : G — End(V') es una funcidn esférica
definida positiva si x — (®(x)v,v) es una funcion definida positiva para todo v € V', es decir

n
Z ciéj(@(fc;lxi)v, v),
i=0

para todo cq,...,cn € C, xg,..., 2, € G y para todo v € V.

La primera consecuencia de esta definicién es el siguiente lema que prueba que toda funcion
esférica definida positiva es una funcién esférica unitaria.

Lema 6.15. Sea ® una funcion esférica definida positiva, entonces ®(g) = ®(g~1)*.

Demostracion. Primero observemos que para cualquier vector v en el espacio vectorial V', la
funcién £ : x — (®(x)v,v) es una funcién definida positiva. Por lo tanto si tomamos n = 1,
xog =1y x1 =z, la condicién (6.3) dice que la matriz

1) E@)
< @) £ ) (6.4)

es semi-definida positiva. Entonces tenemos que
(®(2)v,v) = £(x) = &™) = (v, (a7 o).

Por lo tanto
(®(x) — ®(z~H*)v,v) = 0.

Para cualquier transformacién lineal A : V. — V', el hecho que (Av,v) = 0 para todo v € V
implica que A = 0. Entonces tenemos que (®(z) — ®(z71)*) = 0 o equivalentemente ®(x) =
®(x~1)*. esto completa la demostracién del lema. O

Teorema 6.16. Sea ® una funcion esférica definida positiva. FEntonces existe una repre-
sentacion unitaria w sobre un espacio de Hilbert H, tal que ® es equivalente a ®™ = P(§)mP(9).

Demostracion. El hecho que ® sea una una funcién esférica definida positiva implica que la
aplicacién € : x — (®(z)v,v), v € V, es una funcién definida positiva y continua, y por lo tanto
es de tipo positivo. Entonces existe una representacion unitaria m¢ sobre un espacio de Hilbert
H; y un vector ciclico € para m¢ tal que (®(z)v,v) = {(x) = (mo(x)e, €). Por el Teorema 2.2
tenemos que ®(kijxks) = ®(k1)P(x)P(k2) para todo k1,ke € K y x € G. Por lo tanto

(D(krzka)v,v) = (@(2)P(k2)v, ®(ky ' )v) = (me(@)me(a)v, me (k7 H)v),
Si multiplicamos ambos lado de la ecuacién por xs(k; D xs(ks) e integramos sobre K, obtenemos
(@(z)v,v) = <<I>(x)/ X5 (k3 1)@ (k2)dks v»/ Xs (k) (ky )@ (k1) dky v)
K K
Xo (k)5 (B2 (@ (T ) B () B (), ) e ey

Xs (k1 ) xs (ko) (@(ky Maks)v, v) dkidky

I
TSNS T
e

Xs (k) xs (ko) (me (ky Vwka)e, €)dkidks
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= (me(w) /K o (ki Ve (ks )edks, /K xa (K7 H)me (ka edkn)
— (me(x)P(8)e, P(6)e).

Por lo tanto podemos asumir que el vector ciclico € pertenece a H(0) = P(0)H,. Observemos
que como P(4) es autoadjunto tenemos que

(@(x)v,v) = (me(x)P()e, P(0)e) = (P(d)me(x)P(d)e, e = (DT (x)e, €).

El Teorema quedara probado si verificamos que @ es equivalente a ™. Como la funcién esférica
® es irreducible y el espacio vectorial V' es de dimension finita, cualquier vector u € V' es una
combinacién lineal de ®(x1)v, ..., ®(x,)v para algunos z1, ..., x, € G. Para cualquier conjunto
de elementos de G, y1,...,Yn V Q1,-..,a, € C, definimos la transformacién lineal T : V — Hj

de la siguiente forma
r (oo ) - e

Para probar que 7T estd bien definida asumamos que Y ;" ja;®(x;)v = 0 para ciertos
zo,...,Zn € Gy ap,...,an € C, entonces afirmamos que y ;- a;P™(z;)e = 0.

La funcién esférica ®™ esta asociada a la representacion unitaria 7w y por lo tanto es una
funcién esférica unitaria (Proposicién 6.11), es decir ®™(z)* = ®™(x)~!. Si integramos sobre
K y aplicamos la ecuacién integral en los dos miembros de la siguiente igualdad

Xs(k™ (@ (xky)v, v) = xs(k™ ) (D7 (zky)e, ),

obtenemos
(@(y)v, D(z~")v) = (@7 (y)e, @7 (¢ H)e),

para x, y € GG arbitrarios. Por lo tanto

m
Zaz yz Z Zaz yz ijtI)’(:c)@,
=0
para cualquier coleccién de numeros complejos by, ...,b, v xo, ..., T, € G, vy esto implica que

Yo ai® (y;)e = 0. Finalmente tomamos >, ;a;®(y;)v como un elemento genérico de V.
Entonces

Zal Yi)v Zaqu) O(y;)v = ZaiT/KX(;(k‘_l)@(gkyi)dkv
1=0

:/ X(;(k:_l)T(ZaifI)(gkyi)v)dk:/ Xs(k O ai® (ghys)edk)

=0 =0

—Zaz (I)I yz E_CI)/ Zaz yz
= ‘I’,(Q)T(Z a; ®(yi)v)
=0

Esto completa la demostracién del Teorema. O
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Lema 6.17. Sean ® y ®o dos funciones esféricas irreducibles de tipo § equivalentes. Entonces
D, es definida positiva si y solo si Py es definida positiva.

Demostracion. Si @1 : G — End(V}) y @2 : G — End(V2), podemos asumir que existe una
transformacion lineal T : Vo — V; tal que

®y(g) = TP2(g)T ™", para todo g € G.
Como ®; y ®5 son funciones esféricas definidas positivas, tenemos que
T™'05(g)T = @1(g) = 1(g™ )" = (T @29~ )T)* = T"Da(g)(T1)".

Por lo tanto
Dy(g) = TT*®o(g)(TT*) "

Entonces el nucleo y la imagen de la transformacién lineal TT* son estables por ®5. El hecho
que P9 sea una funcién esférica irreducible implica que 77T es un miltiplo escalar de la
transformacion identidad. Podemos elegir esa constante como 1 y en tal caso T resulta una
transformacion lineal unitaria. Finalmente observemos que

Z aiﬁj<<l>1(ﬂs]71$i)v,v> = Z aiaj<T_1<I>2(1:;1xi)Tv,v> = Z aiaj<<132(a:;1xi)Tv,Tv>.
i,j=0 i,j=0 i,j=0

Esto completa la prueba del Lema. O

Definicién 6.18. Sea ®(§)" el conjunto de clases de equivalencia de funciones esféricas irre-
ducibles definidas positivas de tipo 6, i.e.

P(6)T = {[®] € ®(J) : ® es definida positiva }, (6.5)

Proposiciéon 6.19. 5i U es una representacion unitaria de G sobre un espacio de Hilbert F
y E(0) es de dimension finita y no nulo, entonces la funcién esférica ®U = P(5)UP(S) es
definida positiva.

Demostracion. Sean aq,...,a, € C, y1,...,yn € Gy v € V. Entonces

Zaza] (z; Lai)v, v) Zazaj xj—1lz;) P Za,aj (z; Lz P(6)v, P(6)v)
= Zai €T; 'U,Zaj :L'j ?}
i J

Esto completa la demostracion. ]

Para cualquier representacién unitaria como en la proposicién anterior, ®V es una funcién
esférica definida positiva. La siguiente proposicién establece que la aplicacién U — ®Y es una
funcién bien definida de G(6) en ®(9).

Proposicién 6.20. Sea © : G(8) — ®(0)* la funcidn definida por
o(U) = P(5)UP(S).

Entonces © es una biyeccion.
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Demostracién. Sitomamos dos representaciones (Uy, Hy), (U, Hz) € G(5) unitariamente equiva-
lentes entonces denotamos

PiO) = [ xst 0k, o) = [ ol Uatkya

El hecho que U; y Us son unitariamente equivalentes implica que existe una transformacién
lineal unitaria T : H1 — Hs tal que TU; = UyT. Observemos que

Pi(6) = /K xo (kUL (k) = /K s (BT Uy (k)T = T-LP(6)T,

y por lo tanto

O(U1) = PL(§)UL Pi(8) = T ' Po(8)TT ' U TT Po(6)T
=T 'Py(8)Ua Py (6)T = T~ 'O (U)T.
Entonces © es una aplicacién bien definida de G en ®(8).
Ahora tomamos dos funciones esféricas irreducibles definidas positivas ®; : G — End (V1)

y ®2 : G — End(V3). Como ®; y P2 son equivalentes, el Lema 6.17 dice que existe una
transformacion lineal unitaria 7' : Vo — V; tal que &1 = T~'®,7T. Entonces tenemos que

(®1(z)v,v) = (T 10y (x)Tw,v) = (Dy(x)Tw, T0).

Ademss, si fijamos un vector v € Vi, como ®; y ®5 son definidas positivas, recordamos del
Teorema 6.3 que existen dos representaciones unitarias irreducibles de G, (U1, H1) v (Us, Ha)
y dos vectores ciclicos €1 € H1 y €2 € Ha tales que

By = P (6)ULPL(5), ®o = Pa(5)UsPs(6),

(<I>1(ac)v,v> = <U1(1‘)61,61>, (<I>2(ac)Tv,Tv> = <U2(.T})62,62>.

Por lo tanto tenemos que
(Uy(z)er, e1) = (P1(x)v,v) = (Po(x)Tv, Tv) = (Us(x)ea, €2),

para todo = € G y esto implica, por el Teorema 4.2 de [Fol95] que U; y U, son unitariamente
equivalentes. O

6.3 Una férmula de inversion para la transformada esférica

El objetivo de esta seccion es dar una féormula de inversién para la transformada esférica sobre
C.s5(G). Para esto utilizaremos la férmula de inversién de Plancherel sobre el grupo G. Ademas,
el isomorfismo entre I, 5(G) y C.(G, d,0) nos permite explicitar la formula de inversién para la
transformada esférica sobre C.(G, 9, 9).

En esta seccién consideramos un grupo G unimodular, No y de tipo I. Para cualquier
f € LY(G), la transformada de Fourier de f viene dada por

f(U) = /Gf(g)U(g)dg, donde U € G.
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Lema 6.21. Sea f € C.5(G) y U € G, entonces
f(U) = P(8)f(U)P().

Demostracion. En primer lugar observemos que f = X; * f * X5 para toda f en el algebra
C¢5(G). Por lo tanto tenemos que

/f dg—/(fw //fgk: Y% (KU (9)dg

- / f(9)U(g) / Xs(0)U (k) dg = /G (%5 * H)(9)U(9) /K (k) U (k)dk dg
/ / X (K) £ (K~ 9)dk U (g) / X (k) U (k)dk dg
K
- / (KU (K')dk! / 1(9)U(g) / Xs(R)U (k)dk dg = P(8)f(U) P(5).
K G K

Esto completa la prueba. ]

Dada una representacion unitaria U del grupo G, tenemos asociada la funcion esférica
®U = P(§)UP(6). El siguiente lema establece la relacién entre la transformada de Fourier y la
transformada esférica cuando f pertenece a C,5(G).

Lema 6.22. Para cualquier f € C.5(G) y U € G, tenemos que

f(@Y) = P(8)f(U)P(9).

Demostracion.
P@) (D) / F(9)U(g)dg P(5) = /G F(9)P(6)U(9)P(0)
— /G £(9)2Y (g)dg = f(@V).

O]

El siguiente teorema da la formula de inversién para la transformada esférica sobre el algebra

Ces(G).

Teorema 6.23. La transformada esférica se invierte por
flo) = [ (@ (g OF@U, 1 € Cug(CD). (6.6)

donde dU denota la medida de Plancherel sobre G.

Demostracion. Usamos los lemas previos en la férmula de inversién de Plancherel ([Fol95])
para f € C.s5(G)

f(9) = /G (U (g™ ") F(U))dU = /G (U (g~ ) P(6) f(U) P(6))
- /G tr(P(8)P(6)U (g~ P(8)P(6) f (1))l = /G (@Y () P(8) () P(6))dU
- /G (@Y (g~) f(@Y))dU.
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Observacién 6.24. Si U ¢ G(8), entonces
f(@V) = / £(9)2Y (g)dUT = / £(9)P(6)U (g)P(8)dU = 0.
G G

Lema 6.25. G es un subconjunto medible de G.

Demostracién. Por el Teorema de Plancherel sabemos que la funcién de U — tr(U(z~ ) h(U))
de G en C es una funcién medible para todo z € Gy h € C:(@). En particular, si tomamos
x = e, tenemos que la funcién €2 : G — C dada por

QMU) = tr(h(V)),

es una funcién medible para toda h € C.(G).
Sea {f;}j>0 una particién de la unidad de G, entonces es sencillo verificar que f;(U) — I
cuando j — 00. Sea

Fi(@) = (X5 * f;  X5) ()
Observemos que Jé € C.5(G) y que

F(U) = P)f;(U)P(3),

para todo U € G. Supongamos que existe U € G(6) tal que tr P((S)fj(U)P((S) = 0 para todo j.
Si tomamos limite en ambos miembros para j que tiende a infinito obtenemos que

lim tr P(8)f;(U)P(6) = tr P(§)P(8) = tr P(8) = 0,

J—00

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto existe algin j tal que E(U ) # 0. Entonces tenemos
que

o - U (97) " @)\ pop.

Jj=1

Esto demuestra que G (0) es una unién numerable de conjuntos medibles y por lo tanto medible.
O]

La observacién 6.24 muestra que el integrando tr(®V (g=1) f(®V)) de la férmula de inversién
para la transformada esférica es cero si U ¢ G((S) Esto implica que en realidad la integral se
toma sobre el conjunto G(8). Por el Lema 6.25 sabemos que G(0) es medible y por lo tanto
podemos reescribir la férmula de inversion de la siguiente forma

f(g) = / (@Y (1) f(@Y))dU. (6.7)
G(5)

La aplicacién © : U — P(§)UP(6) es una biyeccién entre G(8) y el conjunto de clases
de equivalencia de funciones esféricas irreducibles de tipo § definidas positivas ®()*. Por lo
tanto podemos trasladar la medida de G(8) a ®(6)" para convertirlo en un espacio de medida
de la siguiente forma: A C ®(§)* es un conjunto medible si y sélo si @714 es medible en
G(9) y la medida de A en ®(8)* es igual a la medida de © ' 4 en G(§). Teniendo en cuenta
estas consideraciones podemos reescribir la formula de inversién para la transformada esférica
tomando ahora la integral sobre el espacio de medida ®(5)" de la siguiente forma
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Teorema 6.26. La transformada esférica se invierte por
fo) = [ (el Di@)de, [ e Cus(C)
®(5)+

En el caso en que el dlgebra I.;(G) es conmutativa, es decir que toda funcién esférica
irreducible tiene altura uno, la Proposicion 6.3 establece el isomorfismo entre las algebras
I.5(G)y C.(G,6,0). Podemos aprovechar nuestra féormula de inversién sobre el dlgebra C, 5(G)
para encontrar una férmula de inversién para la transformada esférica sobre C.(G,d,d). En el
siguiente Teorema utilizamos la notacion de la Proposicion 6.3.

Teorema 6.27. Si I.5(G) es conmutativa, entonces la transformada esférica sobre C.(G, 9, 6)

se tnwerte por
1

- r- —1
o) = 75 /. ., et

Demostracion. Aplicamos la Proposicion 6.3 y la féormula de inversién para la transformada
esférica:

_ _ r -1 -1\ ¢
Fig) = [ swsrtgan= [ [ @ty fr(@)doar

= / tr(®(g kT E(D))dD dik) = / / 5(k) tr(E(®)®(g~1)o(k))d® dk
K Jo@5)+ ®(6)+ JK
1

_ - —1
= 6 Aw F(®)®(g1)dk.

Esto completa la demostracion del Teorema. O

6.4 La transformada esférica sobre G = SU(2,1)

El objetivo de esta seccién es explicitar la transformada esférica, y su correspondiente formula
de inversién para el caso en que G = SU(2,1). Para esto utilizaremos la descripcién, en
términos de la funcién hipergeométrica matricial, de todas las funciones esféricas irreducibles
de tipo §, dada en el Capitulo 4.

Como senialamos en el Capitulo 3, el dlgebra de Lie de G = SU(2,1) es

g= {XEQZ(?),C):JXJ:—Yt, trX =0

——

Las siguientes matrices forman una base de g.

i 0.0 i0 0 010 00
le[O—z‘o}, H2:|:0i0:|, le[floo}, YQI{zOO},
000 00 —2i 000 000
001 00 000 000
}/‘3:[000}, Y4:[0'00}, 1/5:[001], )/6:[00.1‘].
100 —i00 010 0—i0

Sea hc la subdlgebra de Cartan de gc de todas las matrices diagonales. Sea ¢; el funcional
lineal sobre h¢ definido por ¢;(diag(hy, ha, hs)) = h;. Entonces los sistemas de raices de los
pares (g, h%) y (€%, pC) estén dadas por

Ag:{ei—ej,lgi;éjSS}
Ap={e —€;,1 <i#j <2}
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Fijamos el siguiente sistema de raices positivas para Ag
Af=fa=e —e, =€ —e,7=a— e}

La correspondiente estructura de espacios raices esta dada por

010 000 10 0
Xo=1000 X_o=1100 H,=1]0-10
*“ 7 loool’ @ 000]"’ * " looo
000 000 00 0 ]
Xg=1001 X_g3=1000 Hsg= 1010
P~ 1000]" p o10]’ B 00 —1]
(001 000 10 0 7
X,= 1000, X_,=000|, Hy=000
L000 100 00 —1]

Dado cualquier ¢ € R sea

cosht 0 sinht
ay — 0 1 0
sinht 0 cosht

Tomamos la medida de Haar dg en G normalizada de tal forma que se verifique la siguiente
formula integral para la descomposicién de Cartan G = K AK: Para toda f € L'(G),

= - a sinh #)?(sin .
/Gf(g)dg—/K/O /Kf(k1 o) (sinh £)2(sinh 2¢)dky dt dks, (6.8)

donde dt es la medida de Lebesgue sobre R ~ a, y dk es la medida de Haar sobre K normalizada
por [ dk = 1. La transformada esférica para f € I, ;(G) se escribe en términos de esta férmula
integral de la siguiente forma

~ ~

(@) = (@) = /K /0 h /K Fy(kvagks)®(kyacks) (sinh £)2(sinh 2¢)dky dt dks
. _1 e . 2/ .
= /KT('(/{? ) (/0 F¢(ay)®(as)(sinht)*(sinh 2t)dt> m(k)dk.

Observemos que la transformada esférica de la funcién f queda determinada por
/ Fy(a)®(az)(sinh t)?(sinh 2t)dt. (6.9)
0

Como en el Capitulo 3, para cualquier g € M (3,C), sea A(g) el bloque superior izquierdo 2x2 e
identifiquemos el conjunto K con Z x Z>o. Dado m = m, ¢, sea ®r : G — End(V;) definida por
O (g) =m(A(g)). A cada funcién esférica ® sobre G = SU(2,1) de tipo m = 7, le asociamos
una funcion H = ®®_! con valores en End(V;). Las propiedades de H y la estructura de
K-6rbitas de G nos permiten expresarla como una funcién real H (r), con r > 0 con valores en
End(V;).

Entonces si denotamos A(t) = A(ay) para —oco < t < 00, tenemos

®(a;) = (cosh t)”H(at)A(t)z = (cosh t)"fl(tanht)A(t)e,

pues p(a;) = (tanht,0,1).
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En la Proposicién 3.26 del Capitulo 1 observamos que las funciones H eran diagonalizables.
De hecho en (3.6) consideramos la base {v;}{_, del espacio vectorial V; que tiene la siguiente
propiedad

= f—i—Fl)Ui_l, (U_l :0),
T(X_a)vi = (i + L)vig1, (veg1 =0),

y definimos las funciones escalares h;(t) por H(a;)v; = h;(t)v;. El hecho que

7(Hy)v; = (n+ € —i)v;, y que exptH, = ( exé)t (1) > ,

implica que A
®(az)v; = (cosht) =D, (t)v;.

Recordemos que el centralizador de A en K es el subgrupo M de todos los elementos de la
forma

e 0 0
mog=| 0 e2% 0
0 0 e

para cualquier # € R. Ahora observemos que m(m™1)Fy(ay)m(m) = Fr(m™taym) = Fy(ay)
para todo m € M y por lo tanto F(a;) conmuta con m(m) para todo m € M. Por otro lado
tenemos que mguvy = =3k L =0,..., 0. Esto dice que F(a;) diagonaliza en la base
{v;}t_, para todo t € R. Denotamos por f; a la i-ésima entrada diagonal de la matriz Fy(ay),
es decir

Ff(at)vi = fi(t)vi
Como ®(a;) y F(a;) son diagonalizables en la base {v;}{_,, la integral (6.9) resulta diagonal-
izable en esta misma base. Por lo tanto su ¢-ésimo elemento diagonal se escribe

/ fi(t)h;i(t)(cosh )"~ (sinh ¢)?(sinh 2t)dt.

Ahora hacemos el cambio de variables r = tanht¢ y obtenemos

/ Fi(rhi(r) (1 = r2)~"

Finalmente hacemos el cambio de variables r = /1 — % (Ver Capitulo 1, pag. 25) para obtener

[ siom = @ - v (6.10)
1

Como hicimos en el Capitulo 3, identificamos H con la funcién con valores en C*t! dada por
H(t) = (ho(t),...,he(t)), y a Fy(t) con la matriz diagonal cuya i-ésima entrada diagonal viene
dada por f;(t). Teniendo en cuenta estas identificaciones introducimos la siguiente notacién

Fy(H) = /1 h Fy(t)H(t)t" 2 (t — 1)dt.

Ahora queremos explicitar F'r(H) en términos de la funcién hipergeométrica matricial. Para
esto fijemos una funcién esférica ®; ésta funcién tiene asociada una funcién H = ®®_! que es
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una autofuncién de dos operadores diferenciales D y E con autovalores A y u, respectivamente.
El Teorema 4.20 da una representaciéon matricial de H de la siguiente forma

H(t) = (1 —t)oHy (V051 —t) Hy

donde H) , es el tnico autovector de la matriz M (\) (introducida en (4.18)) de autovalor p,
normalizado por Hy, = (1,z1,...,2¢)" y (1 — t) es la funcién polinomial que utilizamos
para hipergeometrizar el operador diferencial D (Ver (4.3)). Sea W(t) la matriz diagonal cuya

i-ésima entrada diagonal estd dada por W (t); = U (t —1). Entonces

Fy(H) = /loo Fy(t)yp(1 =)W (t)oHy (V5551 —t) Hy ydt.

Esto nos permite expresar la transformada esférica de una funcién f € I, 5(G) utilizando esta
notacién de la siguiente forma

Observacion 6.28. Sea ® una funcion esférica de tipo m y F € C.(G,m, 7). Entonces

() (@) = /

F(gh™")®(g)dg = / F(g)®(gh)dg = F(@)n(k),
G

G

y por lo tanto F € Endg (Vz). Como 7 es una representacion irreducible, F(CD) =cl, donde I
es la transformacion identidad. Ademds el escalar ¢ estd dado por

- /G tr(F(9)®(g))dg.

dim 7

Por lo tanto podemos escribir la transformada esférica de f de la siguiente forma

f(@) = Fy(®) = —— u(Ey ()

1 / Tt (Fp (v — OW (O (V31 1) By
1

dim 7w

El caso ¢ =0 y la transformada de Jacobi.

En este punto detallamos los resultados obtenidos para el caso £ = 0. En este caso las funciones
esféricas, que toman valores complejos, aparecen como funciones de Jacobi y la transformada
esférica resulta ser un multiplo de la Transformada de Jacobi. Sean o, 3, A€ Cy 0 < s < oc.
Entonces la funcién de Jacobi goi’ﬂ estd definida de la siguiente forma ([Koo75])

go‘;’ﬂ(s) — o (%(a+ﬁ+1+z’/\ié(a+ﬁ+1ﬂ)) - Sinhz(s)) '

En este caso la funcién hipergeométrica oF} (“C;b;z), denota la tnica continuacién analitica
para z ¢ [1,00) de la serie de potencias

Z Mz—', donde |z] < 1.
n nl
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Sea f € C.(G) y Re(a) > —1; la transformada de Jacobi J%? se define por
TN = [ HER @A s,

donde A®P(s) = (2sinh(s))?*+1(2 cosh(s))27+1.
Para A € C sea v € C una solucién de la ecuacién cuadratica %ﬂ. La funcién h(t),
autofuncién del operador diferencial D de autovalor A, asociada a una funcién esférica ® de

tipo 7,0 viene dada por
n+24v . n+2—v )
)

h(t):2F1< P L
y la correspondiente transformada esférica

F@) = f) = [ f0e - ey (UF o)

Si hacemos el cambio de variables t = cosh(s)? y fijamos a =1y 3 = 5 — 1, entonces h resulta
la funcién de Jacobi de parametros o y § en la variable s, es decir

1,2-1
h(s) = ¢ (5)-

La transformada esférica también se expresa en términos de la Transformada de Jacobi de la

siguiente forma

f@) = STV )

6.4.1 Funciones esféricas unitarias asociadas a H(C)

En esta subseccién estamos interesados en identificar, entre todas las funciones esféricas ir-
reducibles ® : SU(2,1) — End(V) asociadas al plano hiperbélico complejo, aquellas que
satisfacen ®(g)* = ®(g~!) para todo g € SU(2,1), donde * denota la operacién de tomar
adjunta con respecto a un producto interno (,) en V.

Comenzamos considerando un espacio vectorial V' de dimensién finita con un producto
interno (,). Sea ® : SU(2,1) — End(V') una funcién esférica de tipo m = m, ¢. Observemos que
podemos suponer que el producto interno es K-invariante, es decir (m(k)vy, v2) = (v1, 7(k~1)vg)
para todo vi,ve € V.

Proposicién 6.29. Sea @ : SU(2,1) — End (V) una funcion esférica unitaria irreducible de
tipo ™ con respecto al producto interno K -invariante (,). Sea {v;}; la base de Vi introducida
en (3.6). Entonces {v;}; es una base ortogonal.

Proof. El hecho que w(k)* = n(k™!) para todo k € K implica que 7(Y)* = —#(Y) para todo
Y € g. Por lo tanto

w(Hy)* = w(—iHy)* = ine(Hy)* = —ine(Hy) = 7(H,).

Como los vectores v; son autovectores correspondientes a autovalores distintos de la transfor-
macién lineal autoadjunta 7(H, ), resultan ortogonales con respecto a (, ). O

Ahora observemos que la funcién esférica ® es unitaria si y solo si ® : A — End(V;) es
unitaria. Para verificar este hecho utilizamos la descomposicién de Cartan G = KAK. Si ® es
una funcién esférica unitaria, entonces

m(ky (e (k') = ®(ky ' k) = (n(k1)@(a)m(ke))* = m(ky ) @(a) m (ki ),
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lo cual prueba que ®(a~!) = ®(a)*. Por otro lado supongamos que ® es una funcién esférica
con la propiedad que ®(a~!) = ®(a)* para todo a € A. Entonces se verifica directamente que
(I)((k‘lakg)_l) = (I)(/ﬁak‘Q)*.

Como en el Capitulo 3, sea H : G — End(V;) la funcién definida por H(g) = ®(g)®.(g) " .
Entonces la condicién ®(a~!) = ®(a)* para todo a € A se traduce en que H(a)* = H(a™").
Por lo tanto si denotamos H(t) = H(a;) (a; definida en (6.4)) y hacemos los cambios de
variable r = tanh(t) y luego t = 1/(1 — r?), una condicién equivalente a que ® sea unitaria es:
H®(t) = H®(t) para todo t € (1,00). Resumimos estos resultados en el siguiente lema.

Lema 6.30. Sea H® la funcién asociada a la funcion esférica ® : SU(2,1) — End(V;).
Entonces ® es una funcion esférica unitaria si y la funcion H® satisface

H®(t) = H®(t), para todo t € (1,0).

El teorema 4.20 dice que la funcién H® asociada a la funcién esférica ® estd caracterizada
por los autovalores A\ y pu de H® como autofuncién de los operadores diferenciales D y E
respectivamente. Una representacion matricial de H viene dada por

H® (t) = (1 =)oty (VY2051 — t) Hy,

donde H) , es el tinico autovector de autovalor ; de la matriz M ()) introducida en (4.18).

Teorema 6.31. Sea ® una funcion esférica irreducible de tipo m = m, ¢ y asumamos que su
funcion asociada H® es una autofuncion de los operadores diferenciales D y E con autovalores
A y p respectivamente. Entonces @ es unitaria si y solo si A € R.

Proof. Basta con reemplazar la expresién de la funcién H® en términos de la funcién hiper-
geométrica matricial en la condiciéon que establece el Lema 6.30. O

6.4.2 Funciones esféricas definidas positivas de SU(2,1)

FEn esta subseccion daremos una descripcion de todas las funciones esféricas definidas positi-
vas asociadas al plano hiperbdlico complejo que provienen de la Serie Principal Unitaria de
representaciones y de la Serie Discreta. Para esto utilizaremos la caracterizacion dada en el
Capitulo 4 en términos de la funcién hipergeométrica matricial. Esta descripcién es necesaria
para explicitar la férmula de inversién de la transformada esférica para el par (SU(2,1), U(2)).

Sea g = £+ p la descomposicién de g asociada a la involucién de Cartan 0(X) = —X .
Entonces
kE 0 0 b 9
?—{( 0 y).keu(Q),y——tr(k)} yp-{(bt O) :beC }
Sean
0 01 1 0 0
H=1000],yT'=({0 -2 0
1 00 0 0 1

Por lo tanto a = RHj es un subespacio abeliano maximal de p, m = RiT" es el centralizador de
aen tybh=meo aes una subdlgebra de Cartan de g. La descomposicién en espacios raices
con respecto a h¢ estd dada por

&(Ho) =1, ﬁ(HO) =1, ?(HO> =2,
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y los vectores raiz son

Xa = E12 + E3g, X_a = Eo1 + Eb3,
XB:E21+E23, X_B:E12_E327
X5 = E13 — E31 — By + Ess, X_ 5= FE3 — Ei3— Eq + Es33.

En esta nueva base, los operadores diferenciales Ao y Az introducidos en la Proposicién 3.5
estdn dados por

Ay = —(Hi +3T* =4 Ho+ 2 XaX 6 +2X;X_5+ X5X 5),
Ag=—3T%+T?+4T +3H§ —3HT — 12 H,
—XgTX_4 — XBTX_B + X:YTX*:Y - 3XBH0X—B
—3X5XaX 5 -3X5X s X 5+ 12X5X 5+6X5X 5.
Sea A € a* la raiz restringida definida por \(Hy) = 1 y sea n = gy + go) la suma de
los correspondientes subespacios de raices restringidas de g. Entonces g = €@ a ® n es una
descomposiciéon de Iwasawa de g.

Sean A y N los subgrupos analiticos de G con algebras de Lie a y n, respectivamente, y sea
M el centralizador de A en K. Entonces M AN es un subgrupo parabdlico minimal de G y

g 0 0 cosht 0 sinht
M =< my= 0 e 20 o , A=< a = 0 1 0
0 0 et? sinht 0 cosht

PararEZyvG(CdeﬁnimosaeMyVEa(*c por
o(mg) = €™, and v(tHy) = vt. (6.11)

Entonces man — e”(°89g(m) es una representacién de dimensién uno de M AN, ésta es la
representacién que inducimos a G para construir su serie principal generalizada de representa-
ciones . Utilizaremos la notacién U™’ = U%* = Ind§, 4y -

Un subespacio denso del espacio de representacion de U™? es

{F:G — V, continua : F(zman) = e~ @+P)1e(®) 5(;m)F(z)},
con la norma

IF|? = /K \F(k) k.

Por el Teorema de reciprocidad de Frobenius, el K-tipo (n,f) ocurre en la representacién U™
siy sélosir=/¢—n—3j para algin j =0,...,/¢.

Proposicién 6.32. El cardcter infinitesimal x,, de la serie principal U™" estd dado por

1
Xro(Az) = —v? 44— §T2

1.1
Xrow(Ag) = 1(—67“3 + 12 + 0?4 30% — 12).

Observemos que U™ y U™™" tienen el mismo caracter infinitesimal. Este es un caso par-
ticular de la invariancia general del cardcter infinitesimal de las representaciones de la serie
principal por el grupo de Weyl restringido.

Denotaremos por ®"? a la funcién esférica ®V"" de tipo (n, £) asociada a la representacién
unv.
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Lema 6.33. Seq HI"" 737V = @Z*"*3j’“¢’(n7g). Entonces

_ A 1

DH =390 = N HE T30\ (v) = 2= o)+ l4+2—j—0)+5(—j+1),
(6.12)

EHT39Y = HE 390 s = A j(v)(n— £+ 35) — 12§(0 — j + 1) (n +j + 1). (6.13)

Demostracién. Por la Proposicién 3.12 si la funcién esférica ®¢~"=37 satisface Ag®f—"31 =
ADI=3T v Ag®tn30 = ®E37 entonces los autovalores A y u de la funcién H*""37 son

A=A—7(Ds k), y 1= f—7(A3k).

Para calcular A; k, con i = 2,3, basta calcular Ay gvg, donde {v;}_, es la base de Ve
introducida en el Capitulo 3. Entonces es sencillo verificar que

4
(Ao x) = —5(62 +n? 4+ nl + 30+ 3n),

y
. 4 4
T(Az ) = §€3 — §n3 + —Pn — —In® + 402 — 4n® 4+ 40 — 4n.
’ 3 9 3 3
por lo tanto cambiando r por £ — n — 3j, el lema queda probado. O

Las representaciones U™" asociadas a la serie principal unitaria estan determinadas por la
eleccién v € iR. En otras palabras, las siguientes funciones caracterizan las funciones esféricas
definidas positivas que provienen de la serie principal unitaria

Hf—n—3j,iv(1 . t) — 1/}(1 _ t)QHl (U7V-E'>\J(ZU) ; 1— t) H)\j(i@),ﬂj’ con v € R7

donde Hy (), es el tnico autovector de la matriz M (A;(iv)) de autovalor u; normalizado por
Hy (o) = (1,21,...,m¢) para j =0,...,¢ (Ver Teorema 4.20).

Dada una representacién (7, H) de G sobre el espacio de Hilbert H, podemos suponer que
m(K) actia por operadores unitarios. Por lo tanto

H= @ m(7)V;, donde m(7) € Z>o N {+00}.
TeK

Decimos que (m, H) es admisible si 7(K) actiia por operadores unitarios y m(7) es finito para
todo 7 € K. Una representaciéon admisible es una serie discreta si es irreducible y todos sus
coeficientes matriciales g — (m(g)v,w) (v,w € Vi) son de cuadrado integrable. Las series
discretas se pueden parametrizar por los pesos 1 € (ih)* tal que 1 es no singular ((n,a) # 0
para toda raiz a) y n + p es integral (n(H) € 2mwiZ para todo H € ih tal que exp H = 1). La
serie discreta de pardmetro 7 tiene cardcter infinitesimal .

Sin € (ih)* es un pardmetro de Harish-Chandra entonces satisface 7 = n1€; + mae2 + n3€3
conn +n2+n3=0.

Proposicién 6.34. Supongamos que n = ni€1 +n2ea — (M1 +n2)€es es un pardmetro de Harish-
Chandra de una serie discreta del grupo SU(2,1). Entonces

Xn(A2) = —4(n} +n5 +mnz — 1),
Xn(Az) = —12n7n2 — 12mm5 + 907 + 903 + 18n1m2 + 31 — 32 — 36.
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Demostracion. El caracter infinitesimal x,, viene dado por x,(2) = n(v(2)) para todo z € Z(g),
donde 7 es el isomorfismo de Harish-Chandra. Como y(Ap) = —HZ — $Z% + 4 ([GPT02a],
Proposicién 3.1), tenemos que

1
Xn(A2) =n(—HZ — §Z2 +4) = —4(ni +n5 + mnz2 — 1).

de manera analoga probamos la segunda afirmacién. O

Sea @ n = nre; + mae2 — (M1 + 1m2)€3, una funcién esférica asociada a una serie discreta
de pardmetro 7. Vimos que la funcién H" = &9, ») es una autofunciéon de los operadores
diferenciales D y E; utilizando el mismo argumento que en la demostracién del Lema 6.33
podemos identificar los autovalores A y u que vienen dados por

4
Ay = =40 + 03 +mna — 1) — §(€2 +n? 4+ nl + 30 + 3n) (6.14)

8 4
—n3 + §€2n

8
[ty = —12n7n2 — 12mm3 + 907 + 905 + 18mimz + 3m — 3n2 — 36 + 543 -5

4
— 35”2 + 402 — 4n? + 40 — 4n.

El grado formal d,, de una serie discreta con pardmetro de Harish-Chandra 7 = n€1 + n2€2 —
(m + m2)es ([War72]) esta dado por

1
dy = H‘Wl —n2)(m + 2n2) (201 + 12)|.

A continuacién fijado un K-tipo (n,¢), necesitamos determinar cuales son los parametros de
Harish-Chandra n para los cuales la serie discreta de pardmetro n contiene el K-tipo (n,/).
Este célculo se encuentra en la Seccién 4 de [GV94] donde estan determinados todos los K-tipos
que ocurren en una serie discreta para el grupo G = SU(n, 1).

Fijemos el K-tipo m(,, s). Sea I el conjunto de todos los 7 = n1€1 +n2ea — (71 +m2)€3 € (ih)”
tal que m; = m; + 5 con m; € Zy 1 < s < 3. Entonces los pardmetros de Harish-Chandra 7
tales que la serie discreta de pardmetro 7 contiene al K tipo (n, £) estan dados por los siguientes

tres subconjuntos disjuntos de (ih)* (Ver la Proposicién 4.1 de [GV94])

I'={ne@h)*  m<m<-(p+m), yn<m<n+l=m—-1}nI
P={nec@h) :m<—(pt+m)<myn<mp-l<m-1<n+6nI
PB={ne(h) :—(m+m)<m<myn=n<m+1l<n+0nI

6.4.3 Férmula de inversién para G = SU(2,1)

En este capitulo final nos dedicamos a encontrar una expresién detallada para la féormula de
inversién para la transformada esférica para el grupo es SU(2, 1).

En lo que resta de la seccidn, fijamos un K-tipo (n,£). Para dar la expresion explicita de la
formula de inversién para la transformada esférica necesitamos una expresion para la medida de
Plancherel. Esta medida fue calculada por Miatello en [Mia79] para los grupos de Lie lineales
de rango uno. Nosotros tomamos los resultados de este trabajo para el caso del grupo SU(2,1).
Como en la seccién anterior, identifiquemos o € Mconr=1~0—n-— 37,7 =0,...¢. Entonces
la medida de Plancherel para el grupo SU(2,1) viene dada por

ﬁ@)z 22+ W cothmz, sif—n—3j esimpar,

po(z) = _
’ ﬁ@)z 22+M tanh7z, sif¢—n —3j es par.
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Sea F' € C.(G,m,7), entonces F esta determinado por su valor en A. Esto nos indica que
es suficiente explicitar la férmula de inversién para la transformada esférica para F(a;), a; € A.
Como vimos en el Teorema 4.20, toda funcién esférica irreducible de tipo (n,¥) asociada al
plano hiperbdlico complejo se puede identificar con los autovalores A y u de los operadores
diferenciales D y E. Denotamos por ®V* a la funcién esférica irreducible te tipo (n,¢) tal que
su funcién asociada HM* es una autofuncién de los operadores D y E con autovalores A y
respectivamente. Entones la observacién 6.28 dice que F(®MH) = Eﬁ%l tr(F(HM))I, donde T
es la transformacién identidad.

La funcién esférica ®*#(a;) es diagonalizable en la base {v;}{_, introducida en (3.6). De
hecho

DM (ag)v; = (cosh t)" T HMH ().

Si hacemos el cambio de variables r = tanht y luego t = 1/(1 — r?), tenemos

n+l—i

M (ag)v; =t 2 HM(t)v;.

Ademas, hacemos la identificacion F(t) = F(a;). Las clases de equivalencia de funciones
esféricas irreducibles de tipo (n, ) que hacen un aporte no nulo a la integral involucrada en la
férmula de inversion 6.27 son las funciones esféricas asociadas a la serie principal unitaria de
representaciones y a la serie discreta. Sean

Aw)=n+Ll+2—j+v)(n+l+2—7—v)+4jl—j5+1),
i =) (n—L€+3j)—12j(l —j+1)(n+j+1), paraj=0,...¢,

entonces H* (%) denota la funcién H, autofuncién de los operadores diferenciales D y E de
autovalores \;(v) y p; respectivamente, que es asociada a una funcién esférica irreducible de
tipo (n, £).

Por otro lado si n € (ih)* es un pardmetro de Harish-Chandra, entonces la funciéon H
asociada a la funcién esférica irreducible que proviene de la serie discreta de pardmetro 7
es una autofuncién de los operadores diferenciales D y E con los autovalores A(n) y w(n)
respectivamente (Ver (6.14)).

Finalmente la formula de inversién viene dada por

¢
> 1 n Aj (v U; V4 (iv) . .
F(t) = Z:%/O e tr(E(HN )W (4)H, < cj( I t) H (i) u; H—n—35 (V) dv+
d - .
> 7 (B (HN)) W (t)oH, (U’VSA(")ﬂ - t) Hxm).un)-
+1
nellur2urs

En la férmula anterior, Hy (i), ,, denota el dnico pj-autovector de la matriz M(A;(iv)) nor-
malizado por (1,zo,...,%e), Hxw) um) es el tnico u(n)-autovector de la matriz M(A(n)) nor-
malizado de la misma forma y W (t) = ¢ (1 — t)D(t) donde D(t) es la matriz diagonal cuya

—n+Ll—1i

i-ésima entrada diagonal es igual a t— 2




CAPITULO 7

APENDICE

7.1 Demostraciones complementarias al Capitulo 3

7.1.1 Demostraciones de la Seccién 3.2

En esta subseccién completamos las pruebas de las Proposiciones 3.13, 3.14, 3.15 y 3.16 dadas
en la Seccién 3.2 del Capitulo 3.
Proposicién 3.13 Para H € C*°(B) ® End(V;) tenemos

Dy (H) =
— (1= |2 = y*) ((Haya, + Hagwo) (1= [2]?) + (Hyryy + Hyoyo) (1 = [y]?))
+ 2(1 - ’x‘z - ‘9’2) ((Hylm + Hyzm) Re(a@) + (Hy1952 - Hyzm) Im(x@)) .

Demostracion. Tenemos
Di(H) = —4(X_pX5+ X_1X))(H) = — (Y3 + Y7 + Y2+ Y§) (H).

Comenzamos calculando Y2(H)(g), para todo g € G. Entonces

d d
YZ(H)(9) = | - - H (p(gexp(s + 1)Y3))
ds dt s—t—0
Sea h t h t
t t
u(s’t):gm anh(s +t) + g13 v(s,t)2922 anh(s + )+923'
g3z tanh(s +t) + gs3 gs2 tanh(s + t) + g33
luego

p(gexp(s +1)Ys) = (u(s, 1), v(s; 1), 1).

Ahora usando el Lema 3.1 obtenemos

<8U> _ 912933 — 913932 _ — 9
0s ) (g3asinht + g33cosh t)2 (g32 sinht + g33 cosh t)2
y —
<3U> _ 922933 — 923932 _ 911
0s) o (g32sinht + g33cosh t)2 (g32 sinh t + g3 cosh t)2

109



110

CAPITULO 7. APENDICE

Por lo tanto en s =t = 0 tenemos

du_Ou_ gn Ov_9v_gn

ds Ot g3 Os Ot gi
Y 2 2

Ou 293292 v —2932911

dsot g3, | 0s0t gl

De manera similar sea

i g1z tanh(s +t) + g13

i goo tanh(s + t) + gos

u(s,t) = - v(s,t) = - ‘
(5:2) igsatanh(s +0) + gs3 (s:%) i g3z tanh(s + 1) + g3
Luego obtenemos p(gexp(s+t)Ys) = (u(s,t), v(s,t), 1). De esta manera, en s = t = 0 tenemos
Ou _du _ igy 00 00 _igy
ds Ot gk Os Ot gl
Y 2~ 2~
dsot g3, 0OsoOt g
Usando la regla de la cadena resulta
Ou; Ou; ov; O0vj
2 _ 1 ] 7 ]
VW) = 3 Haws 5050+ 2. i 0
4,7=1,2 4,j=1,2
8ui ov; c?uz ov; 8 Uq 821)
H . 7] 7‘] H (2 (2
+ij;2 iy (as ot o as> Z “ oi0s 1 5
y
ou,; 0u; o0v; 0v;
2 _ 1 U 1 UU5
}/6 (H)(g) - Z H$7,$] a at + Z Hyzy] 83 8t
,j=1,2 i,j=1,2
8112- 617j 8111' 8l~lj 8 uz 82172'
—_— — H . .
+ ]212 3y, <83 ot * ot 83) +i§ " 0tos Vi otos

Notemos que si u(t) = uq(t) + iug(t) entonces “1 = Re(d—“) y dgff Im(d—“) Por lo tanto

(}/52 + YV62)(H)(9) = (Hxll”l + H362962)

_ 2Re(g11921) (
|gs3]*

Hw1y1 + Hx2y2 -

Procedemos de la misma forma con Y7 + Y2 y obtenemos

()/32 + KIQ)(H)(Q) = (mel + szxz)

_ 2Re(g12922) (
|933|4

Hx1y1 + szyz

’921\2 +(H, +Hy,) |911’2
|g33]4 SRR gaat
(7.1)
21m(g11997)
) WT‘AIm (H1'2y1 - leyz) :
|922|2 |912|2
T 4 (Hyyyy + Hypyo) 717
|g33|4 ( Yi1y1 11292) |g33|4
(7.2)
2Im(g129
) - M (Hmyl - leyQ) .

|933\4
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Entonces

—Di(H)(g9) = (Y§ + Y2)(H)(9) + (Y7 + Y§)(H)(g)

(1+ [g23/*)
|g33|*

Re(g13923)
|g33]4

(14 |g13/%)
|g3s|*
) Im(913§23)'
|g3s*

- (Hxlrl + szm) + (Hy1y1 + Hy2y2>

—2 (szl + Hﬂﬂzyz) -2 (Hw2y1 - Hl'lyg

Ahora, usando (3.4) queda probada la proposicién.

. i 0 B 0
Lema 7.1. Para cualquier g € G sea B = (03;2) y C = (g;i 0). Entonces

i) (X_p®r)(9) = 7(BA(g)~") m(A(g))-
i) (X7 ®z)(9) = 7(CA(9)~") 7(A(g))-
Demostracion.
Or(gexp t X p) = m(A(g exp t X _3)A(g)")m(A(g))
Si suponemos [t| pequenio tenemos que
(X_3Pr)(g9) = <;1<I>w(g ewth—ﬁ))to
Luego

(o) = (A e X5))  Al0) ) w(ate)

t=0

Como (%A(g exp tX—ﬁ))t:o = B tenemos i); la parte ii) se prueba de la misma manera.

Proposicién 3.14 Para H € C*°(B) ® End(V;) tenemos

—a(l—|z?) 2% o (V=P ==yl
—y(L = |z*) =yl Yo\vE -y )

Demostracion. Sabemos que
Dy(H) = —4 (Xg(H)X _3(0r) 07" + X, (H) X (07)07 ).

Por el Lema 7.1

B L . [ —gi13921 913911 >
X 38,)(9)®r(g) ' = —7 ’
(X_5Px)(9)Px(9) T3 (—923921 923911

913922 —913912>
923922 —923912 )

Luego

923922 —g23912

1 Gy OH G 0H\ 1 . _
§D2(H)(g) =— <g§1 _ 911> L ( 913922 —g13912 >

( —g13921 913911 )

g3, 0 Gi3 Oy ?337T —g23921 923911
0H . O0H .
= _87:75 (P) - @W(Q),

O]
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donde
p_ [ <913g21 913911> n 922 <913922 913912>
933193312 \ 923921 —g23911 933193312 \ 923922 —923912
1 (lg211* + |g221*) 913 — (911901 + 912G22) 913
Nk

(lg211* + 19221%) 923 — (911921 + 912G22)923

1 (1+ 92313 — 973093 (11— |z?) —2%y

=
95309555 \ (1 4 g P)gs —gualomsl?)  \w(1—[a2) —alyl?

En los dos tltimos pasos hemos usado que g € SU(2,1) y que x = g13/933, ¥ = g23/933. De
manera similar, tenemos

J11 <g13gz1 —913911) n 12 <913922 —gmgu)

o 933’933\2 923921 —g23911 933\933|2 923922 —g23912
1 —(921911 + 922G12) 913 (|911]? + |912/*) 913
_933|933|2

—(921G11 + 922912)923  (lg11]* + 912/%) 923

1 —lg13°G1s (1 +lg13*)g13 —laPy 21—y
:72 =
9531951 \ 231, (14 lgus)oes m? oy [af?)
Esto completa la prueba de la proposicion. ]

Proposicién 3.15 Para H € C*°(B) ® End(V;),

(1= [zf) 3y
*4E1(H) :(1 - |ZE‘2 - ‘y|2) |:(Hm1x1 + szxz) T ( 0 2(1 _ |l‘|2)
(21=y?) 0 >
+(H, + H T < _
( Yiy1 y2y2) Sxy _(1 o |y’2)
( —2y+zy —3(1 - |yl?)
Hy o + Hyys _ _
+( Y11 + Y2 2) T <_3(1 _ ‘$|2) —2xy+:ny
‘ (g +Ty —3(1-[y?)
H.,y, — H; - _ .
+Z( 2Y1 12/2)7T<3(1_|x’2) —2$y—a}y

Demostracion. Tenemos

Ev(H) = — (X_sX5(H)) @ #(H) 7" — (X_, X, (H)) @ ()07

+3(X X, (H)) @pir(X—a)®; '+ 3 (X1 X5(H)) ®rir(Xa) P, 7:3)
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En (7.1) y (7.2) hemos calculado (X_3X3) (H)(g) vy (X—~X5) (H)(g). Ahora debemos calcular

AX_ X (H) = (Y5Ys + YeVa) (H) + i (YeYs — YYa)(H). (7.4)
Para U,V € g y g € G tenemos
d d
UV(H)(g) = |+ —H (p(gexp sU exptV))
ds dt s=t=0

Si |s|, [t| son pequenos podemos escribir
p(gexp sYs exptYs) = (x(s,1), y(s, 1), 1).

También si hacemos z1 = Re(z), z2 = Im(x), y1 = Re(y) y y2 = Im(y), por la regla de la
cadena

2 2
Ox; Ox Ox; Ox;
UV(H)(9) = Y How, 50 2 + Y B

YilYj
1,j=1 1,j=1 ’ aS ot
2 2
Owi Oy; | Owi Dy; 92 L 82y1
" ;1 Ha (as ot ot 0s ) T2 e pras Mo gpas

Para U =Y5 y V = Y3 tenemos
g11 tanht + g2 sinh s 4+ g1z cosh s

1) = .
z(s,1) gs1 tanht + g3 sinh s 4 gs3 cosh s
y
(5.1) go1 tanht + goo sinh s + go3 cosh s
s,t) = .
yis, g31 tanh t + g3o sinh s + ¢33 cosh s
Ademdsen s=t=0
9z _ _ Io1 9 _ G 9y _ 91 9y _ _G1»
s 93 ot g3’ Os g3’ ot 935

Para U =Yg y V = Y, tenemos

1911 tanht 4 ¢ g1o sinh s + g13 cosh s
1931 tanht 4 ¢ g3o sinh s + g33 cosh s

x(s,t) =

1 go1 tanh t + 7 goo sinh s + go3 cosh s
i g31 tanht + i g3o sinh s + g3z cosh s

y(87 t) =
Por otra parte en s =t = 0 se verifiaca
Or _ _i9n 0T _ign Oy _ign O _ _i%p
Os g3’ ot g3’ s g3’ ot 935
Para U =Yg y V = Y3 tenemos

g11 tanht + ¢ gio sinh s 4+ g13 cosh s
gs1 tanht + ¢ gso sinh s 4 ¢33 cosh s

x(s,t) =

go1 tanh ¢ + i gog sinh s + gog cosh s
g31 tanht + 4 g3o sinh s + g33 cosh s

y(*sat) =
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Ademasen s =t =0
Or gy 0x _ gay Oy _ign Oy _  Gi»

ds g3 ot g3’ s g3’ ot 935

Para U =Y5 y V =Y, tenemos
x(s,t) =

1 g11 tanht 4 gio sinh s 4+ g3 cosh s

1 g31 tanht + gs2 + sinh s + ¢33 cosh s

1 go1 tanh t 4 goo sinh s + go3 cosh s

,t) = - - .
y(s:?) 1 g31 tanh t 4 g3 sinh s + g33 cosh s

Por otra parte en s =t = 0 tenemos
Ov _ _gn  Or_ign Oy _gu Oy _ ign
ds 933" ot g3 s g3y’ ot g3
Ahora si sumamos los cuatro términos en (7.4) y observamos que tomar las partes real o

imaginaria de una funcién a valores complejos conmuta con tomar una derivada, podemos
obtener

9219 g119
4X,5X7(H)(g) - - 242 (Hmlzl + Hmzm) - 142 (Hy1y1 + Hyzyz)
|g33] |g33]
i (911922 — 921912)
Hﬂ?lyl + H902y2) -

(911922 + 921912) (
|g33]*

+
|g33|*

(Hmy1 - Hﬂ?lyz) .

Para calcular X_, X3 observamos que

UX_ X4(H) = (YsY5 + YaYe) (H) + i (YaYs — Y3Ye)(H)
= (Y5Y3 + YsYa) (H) — i (YoY3 — Y5Y1)(H),

pues si X € ¢ entonces X (H) = 0. Por lo tanto es facil verificar que

9223 g129
4X*'YX/@(H)(9) = - 21 (Hxlxl + Hﬂczm) - o (Hy1y1 + Hyzyz)

lgs3|* |g33|*
e (T — 0107
+ (922911 Z12921) (Hyyyy + Hayyy) — (922911 4912921) (Hypys — Hapyy) -
|g33] |933|
Por otro lado tenemos
D (g)7(H)®r(9) ™" = 7 (Alg) 1 A(9) ")
_1 <2911922 + 912921 —3911912 >
J33 3921922 —g11922 — 2912921
B (g)i(Fla) D (g) ( 911922 — 2912921 3911912 )
" " 933 —3921922 2911922 + 912921 (7.5)
912922 —92
B2 (g)(X ) B(g) ( E ) ,
933 g —g12922
911921 92
D1 (9)7(Xe) @ (9) ( I ) |
933 21 g11921
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Ahora, por (7.3), la funcién que multiplica a Hy, 5, + Hy,z, s una matriz 7(A) donde A estd
dada por:

A—_ |g21]? <2911922 + 912921 —3911912 >
1933/ G33 3921922 —g11922 — 2912921
g2l <—911g22 — 2012921 3911912 >
|933|*G33 —3921922 2911922 + 912921
392192 (912922 —ta ) 3921922 <—911921 gt )
933]%G33 \ 932 —9g12922 |933|*G33 —g3 gnga

Luego el coeficiente A;; de A puede se puede escribir de la siguiente forma,

— (lg21® + lg221*) = (1 +[g23]?) 9 9 2
g = _ — (1~ a1~ [af? ~ [yl
|ga3|* |g3s|*
Similarmente,
2 (|g21]? + |g22/? 2 (1+ |gosl?
Agy = ( ) _ 2 ) =201 — [x*)(1 = |z* — [y]*).

|g33|* B |g33|*

También tenemos As; =0y

3 _ _ 39137 _
Az = —— (9117021 + 912022) = 2 = Bag(1+ |z + |y[*).
|g33] |933]

Anidlogamente calculamos las funciones que multiplican a Hy,y, +Hyoyos Hyioy + Hyozos Hioyy —
H,, ,, y completamos la prueba de la proposicién. ]

Proposicién 3.16 Para H € C*°(B) ® End(V;)

E>(H) :%I (ﬁ <8§> g <3(12—x\yx!2) —(;y> o <gyc 8) T (1 _0’33‘2 —Q(I?fﬂ’/x‘z’)))

00 (™ ) +# Go) = (7))
Demostracion. Observemos que

Ey(H) = —Xp(H)X_5(Px) 7(H1) @7 — Xy (H) X (®r) 7t(Ha) D!
Para cualquier g tenemos, por el Lema 3.6

9oy OH gy OH g
XgH)(9) =5 - +>5 5> X H)(g) =222 —— - 212 “—

y por el Lema 7.1

B 1 . (—913921 913911
X_5®:)(9)®x(g 1:7r< ’
(X_5®Px)(9)Px(9) T3 —g23921 923911

_ 1 . (913922 —913912>
X 8. )(q)Pr(g) ' = — 7 ( .
( K )(g) (g) 933 923922 —g23912
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En (7.5) calculamos @, (g)7(A)®.(g)~", para A = Hy, Hy, X_o v Xo. Por lo tanto Ey(H) =
4(%—? P+ %Q) donde

p_ Jo1 <913921 —913911> (2911922 + 912921 —3911912 >
ek 923921 —g23911 3921922 —9g11922 — 2912921
922 < 913922 913912> W ( —g11922 — 2912921 3911912 )
|933|4 —g23922 923912 —3921922 2911922 + 912921
39920 . (g13921 —913911) (912922 —9% >
|933|4 923921 —g23911 —912922

n 3921 ; <—913922 913912> ; (-911921 94 )
|933|4 —g23922 923912 —9%1 g11921

Si combinamos el primer y tercer término y el segundo y cuarto término, y usamos el Lema
3.1 obtenemos

P=-

1 . <g13921 —913911>
T

|933]4 923921 —g23911
i <2922913923 + g12(1 + |ga3|?) —3912913023 >
3g22(1 + |g23|?) —2g12(1 + [g23]?) — 92291323

1 . <—913922 913912)
T

|933]4 —g23922 923912
i <2921913923 — g11(1+ |g2s]?) 3911913923 )
—g21(1 + |g23]?) 2911 (1 + |g23|%) + 921913923

Luego usando (3.4) obtenemos

p_ 1 7-T<913921 —913911>
|933’2 923921 —g23911

y (7% < —2g207Y 0 > L (—912(1 —|z|?)  3g1227 ))
—3g22(1 — |z]?) g2y 0 2g12(1 — |z|?)

7-r <—913g22 913912>
\933|2 —023922 923912

) —2g217Y 0 (gl —1z*)  3g112y
X | 9 )+ 9 .
—3g21(1 — |z]?) go12Y 0 2911 (1 — |z|?)
Ahora, usando el Lema 3.1 resulta que
1 0 g 22y 0
po L a(0mI) (2T 0 )
|g33] 0 923933 3(1—|z*) —ay
1 Gaz 0 1—|z|? —3z7y
I 2ﬁ<913933 )#(( |z[*) Ly \ )
933 923933 0 0 —2(1—|z?)
(0 x\ . 227 0 [z 0\ . [1—|z|> —327
=T s )+ T .
0y 3(1—[x?) —zy y 0 0 —2(1—|z*)

Si procedemos de la misma forma con ) obtenemos
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(o) (™ ) = Go) (07 02)

Esto completa la prueba de la proposicién. ]

7.1.2 Demostraciones de la Seccién 3.3

En esta subseccion daremos las demostraciones de los lemas enunciados en la Seccién 3.3 del
Capitulo 3. Comenzamos con el siguiente resultado inmediato.
Lema 3.19 En (r,0) € B tenemos

dH d>H

Hl“l (7", O) = 7(7“) y Hzlwl (1”, O) = 2
dr dr

(r).

Como preparacién para los otros célculos, dado (z,y) € B, x = x1 +ixe y y = y1 + iy2
necesitamos elegir un elemento K que lleve el punto (z,y) al meridiano {(r,0) : r > 0}.
Tomamos

Ax,y) = ! (ac —2}) € SU(2) donde s(z,y) = /|z|2 + |y|%.

s(z,y) \y =
Luego (z,y) = A(z,y) (s(z,9),0) y
H(z,y) = m(A(z,y))H(s(z, y))m(A(z,y) 7).

Para simplificar utilizaremos la notacién (u,ug,us,us) = (z1,22,y1,y2). Como siempre, de-
notamos [A, B] = AB — BA.

Proposicién 7.2. En (r,0) € B tenemos

;ii(r,o> - [7%(8%),1?(7“)] +51fif.

O*H D*(moA) -~ - P (mo AT d?H
O0u;Ouj; (r,0) = Ou;Ou; H{r) + H(r) Ou;Ou; + 010y dr?

+ %&'j(l - 51]')053 + 015 [ﬂ(gqjt)’ ng} o PT((?"::)’ Cf}

~ (g, 10 (5,,) = () A0 (50

Demostracion. Notemos que

H(z,y) = n(A(z,y)) H(s(z, y)m(Alz,y) ™),

luego
OH d(moA) - . O(H o s) o - d(mo A1)
o ow (Hos)(mo A )+(W0A)7auj (mo A7)+ (moA)(H os) o
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Ademas . .
OHos) _ (LHOS)ﬁ
811,]‘ N dr au]' )
También notamos que A(r,0) = I y que en (r,0) tenemos
Os d(moA) 0A O(mo A7) . 0A
o= Tow o) e = aw)
J J J J J

Ahora reemplazando en (7.6) probamos la primera parte de la Proposicién. Para calcular la

derivada de segundo orden comenzamos observando que en(r,0) tenemos

O(Hos) d?H 0s 0s  dH & _ o &H H o 5= )dﬁ
Ou;Ouj — dr? Ou; Ou;  dr Ou;0u; WO g2 T Yy

Ahora derivando la expresion dada en (7.6) con respecto a u; y evaluando en (r,0) € B resulta.

0’H 0?(mo A) - AN dH OAN - 0A
_ O mod) & Syt (94N 74
Ou;0u; (r, 0) Ou;Ou; (r) + (8%) W(@uj) (T)W<6ui>
DA d*H dH
o7 <8uz> dr +oudy o dr? + 5”( 51j)%

am‘ﬁf #(22) - #(22) Ao (22)
<8A> + ];T(T)M

— 014
Y 8uj 8uzau]

Ahora reordenando el lado derecho de la expresién anterior completamos la prueba.

Proposicién 7.3. En (r,0) € B tenemos

l\.’)\»—t

0? A ./ 0%A 0A 0A ./ 0A 0A
852(‘;%) (8%8%) B <8ul 8u]) B 5”(8% aui)

4 )+ () + 4 () + (3)

0? Al . 0’A 0A 0A 0A 0A
g;jﬁuj ) - F(@uﬁ)w) (8uZ 8uj> <au] 3uz)

0AN . 0A 0A 0A
+ 2 (auj> (8%) + <0uz) (au]>
Demostracion. Para |z| y |y| suficientemente pequenos consideramos

x 2 T 3
X(a,9) = log(A(r. ) = Bla,y) ~ Dsl B

donde B(z,y) = A(x,y) — I. Luego

m(A(z,y)) = m(exp X(z,y)) = exp 7(X(z,y)) =

(7.7)

(7.8)

(7.9)
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Ahora derivamos con respecto a u; para obtener

0(moA) 0X 0X . (0X
Bu; ”(auj) o (auj) () + (X)”(auj)
0X 0X
1. (O0AN. 2, 1 L (OAN .
+ 3!7r<8uj>7T(X) + 37T(X)7r<auj>7r<X> (7.10)
0X
+ La(X)?r 4
3l (8%)
Como X (r,0) = 0, si derivamos (7.10) y evaluamos en (r,0) obtenemos
0?(moA) ./ 9*°X 0X\ ./0X 0X\ . /0X
Ou; Ou; - W(@uiﬁuj) + (au]) (8%) + <8uz) (8%) (7.11)
2
Para calcular a—X y X derivamos (7.9) y obtenemos

Ouj = Ou;0u;
s 35—(35)3 18(5,) +i(5,)8 - 18(5, )8+ 1B (50) +
Como B(r,0) = 0 tenemos

0X 0B 0A
aiuj(h 0) = Oiuj(r’ 0) =5~

También tenemos en (r,0) € B

X A 104 04 18A 0A
8ui8uj N 8u18u] 2 auj 811,2 8u2 8u]

Reemplazando en (7.11) probamos la primera afirmacién de la proposicién. A continuacién

2 -1
calculamos M. Observemos que
8ul-6uj
d(roA™) L Omod)

Por lo tanto en (r,0) € C? tenemos,

PmoA™l)  O(moAN)O(moA) *(moA) O(moA)d(moAl)

8ui6uj B 8uz 8Uj B 8u18u3 - (9Uj 6u1
Luego la afirmacién (7.8) se sigue de de (7.7) y
-1
8(woA):ﬁ(%)’ d(mroA )__7%(%).
a’LLj 8’LL]' 8uj 8uj
Esto completa la prueba de la proposicion. ]

Lema 3.20 En (r,0) € B tenemos

Hy,(1,0) = — (*()E() — H(r)#(7))
y
Hy,(r,0) = -4 2 (#00)? AG) + B IP) — S E() 7(7),

donde J = <_Olé>.



120 CAPITULO 7. APENDICE

Demostracion. Para calcular 0A/Ous en (r,y1) € B consideramos

1 T —y1>
Alz,y) = ——— .
@) =~ ) <y1 .

Por lo tanto

A 1 d9*A 1
aiug(?", O) = —;J (lnd Tu%(?", O) =——1.

Por la Proposicién 7.3 en (r,0) € B tenemos

0?(moA) FPmoA™h 1

= = —7(J)>%
ou3 ou3 r27r( )
Ahora por la Proposicién 7.2 obtenemos
0H 1 - .
oy 0 =~ (R HG) = H)#(7)).
O*H 1. o= 1~ . 5 1dH 2. _ -~
a—y%(r, 0) = T—QW(J) H(r) + ﬁH(T)W(J) + e ﬁW(J)H(T)W(J).
Esto completa la demostracién del lema. O

Lema 3.21 En (r,0) € B tenemos

Yy
1dH 1 - = 2 -
Hy(1,0) = ~ = = = (#(1)? H(r) + Hr) #(1)?) + S#(D)H ) (D),
rdr T r
donde T = ((1)(1])
Demostracion. En este caso tomamos A(z,y) = \/7“21Ty§ <Z;2 11‘7{2) . Por lo tanto
DA i A 1
——(r,0) =-T d —(r0)=—-—=1.
Ouy (r,0) r an ou? (r,0) r2
Por la Proposicién 7.3 en (r,0) € B tenemos
0?(mo A) _ 0?(mo A7) _ —ifr(T)2.

2 2 2
ouy Oug r

Ahora por la Proposicién 7.2 obtenemos

OH [ * i
oy, 10 = (FDE) = HO#T) )
9 ~ 5 ] ~
Tz (10 = = (D) = AT + LG+ SHTA(IA(T).

Con esto el lema queda demostrado. ]
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Lema 3.22En (r,0) € B tenemos
i . .
Hay (r,0) = = (#(Ha)H(r) — H(r)i(Ha))
Y
1 dH 1 . 2 7 -~ 2
Hanan (r,0) = ~ = — = (#(Ha)? H(r) + H(r) 7(Ha)?)
2, ~
+ T—QW(HQ) H(r)w(Hy)
Demostracion. En este caso tenemos x =r +ixe, y =0, y
B 1 (el 2 0
Alz,y) = /r2+y2( 0 r—i:n>'
Por lo tanto A 924
1740 1 1
“Z(r,0) = - = -H, C 2 r,0) = ——1I.
Ous (r,0) T (O —i> T Y ou3 (r,0) r2
Por la Proposicién 7.3 en (r,0) € B tenemos
2 2 -1
0 (WC;A) _ 0 (7T02A ) _ —%ﬁ(Ho)Q
ous Ous r
Ahora por la Proposicion 7.2 tenemos
OH i/, ~ -
5y (0 = - (R(H) A (r) — H ()i (Ha))
0*H 1 1 - 1dH
o (r,0) =—57(Ha 2H (r) + ﬁH(r)ﬂ(Ha)Q oy
2, ~
- ﬁ”(Ha>H(r)7r(Ha)
Esto completa la demostracion del lema. O
Lema 3.23En (r,0) € B tenemos
~1/., dH dH 1/, .
Hay (1,0) = — (#() 2= Z2a() )+ (#()H() = Hr)#())
dH dH i Ty
Hepa(r,0) = (1) 57 = “4(T)) = 5 (#(D)EE) — HEH(T))
Demostracion. Se sigue de los lemas 3.20 y 3.21 derivando con respecto a r. O

Lema 3.24En (r,0) € B tenemos

Hy,2,(r, 0) 7< J)+7(J) 7 (Ha))ﬁ(r
SH(r H

20
1
C 22
1
r2

i (ﬁ(Ha) A (r) #(J) + #(J) H(r) #(Ha))
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Demostracion. En este caso tenemos x = r 4 ix2, y = y1, ¥

_ 1 r+ir  —yp
A(.’L‘7y)_ /77‘2—|—x2+y2< m r— iz .

Por lo tanto

0A i 0A 1 0?A

7(7", 0) = ;Ha, 7(7‘, 0) = *;J, m

Dy s (r,0) = 0.

Por la Proposicién 7.3 tenemos en (r,0) € B

2(r o 2(ro AL 7
8823812) - ’ éug@iz : B _ﬁ<#(Ha)7'T(J) * ﬁ(J)ﬁ(Ha))'

Ahora el lema sigue de la proposicién 7.2.

Lema 3.25En (r,0) € B tenemos

Hyas (r,0) = = 5 (#(Ha) #(T) + #(T) #(Ha) ) H (1)

T~
S|—S
[\ [\

A(r) (T'r(Ha) #(T) + #(T) #(Ha))

|~

+ (ﬁ(Ha) H(r)#(T) + #(T) H(r) ﬁ(Ha)) .

=
[\

Demostracion. En este caso tenemos x = r 4 ix2, y = y2, ¥

Alw,y) = bt (T T > .

/T2+I‘2+y2 Y2 T —1T

Por lo tanto

0A 1 0A 1 0?A
a. = 7Ha7 YRS = 7T7 a. O
Ous (r,0) r Ouy (r,0) r Ouy0us

Por la Proposicién 7.3 tenemos en (r,0) € B

32(7TOA) _ ag(woA_l) B 1 . _ ' .
Dad, — Owduy 22 FH)A(T) + 7 (T)7(Ha))

Ahora el lema sigue de la Proposicién 7.2.
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