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1. Análisis de T “en bloques” 17
2. Ideales simples de T 25
3. Comentario acerca del trabajo [T Y] 30
4. Descomposición de Cν en T -submódulos irreducibles 32
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1. Introducción

1.1. Breve reseña. El concepto de “esquema de asociación” es quizás uno de
los más importantes dentro del área del Álgebra Combinatoria. Dicho concepto ha
servido de marco para el desarrollo de la teoŕıa de códigos y la teoŕıa de diseños entre
otras. Esta ĺınea de estudio fue iniciada en 1973 por Delsarte [De] ; sin embargo ya
se teńıan nociones similares dentro de un marco algebraico.
Los esquemas de asociación son objetos combinatorios a los cuales se les asocian di-
versos tipos de álgebras (álgebras de Bose-Mesner, de Terwilliger, etc).
En algunos casos ciertas caracteŕısticas combinatorias tienen su contrapartida alge-
braica y viceversa.

Uno de los casos más estudiados de esquemas son aquellos que satisfacen la con-
dición de ser P y/o Q polinomiales. Esta condiciones están dadas sobre dos diferentes
bases del álgebra de Bose-Mesner. La condición de que el esquema (o de que su álge-
bra de Bose-Mesner) sea P polinomial tiene una caracterización combinatoria bien
definida, no asi la condición de que el esquema sea Q polinomial.
Uno de los resultados más importantes dentro del área es el Teorema de Leonard
(1982) que establece que las familias de polinomios ortortogonales asociadas a esque-
mas P y Q coinciden con los polinomios de Askey-Wilson.

En 1992 Terwilliger introdujo el álgebra subconstituyente de un esquema [Te 1]
(o T -álgebra). Dicha álgebra es semisimple, contiene a la Bose-Mesner y de alguna
manera se puede pensar que está ligada a “particiones o proyecciones del esquema”
a los que llama subconstituyentes. También se introdujo el concepto de módulos de
dicha álgebra considerando su acción sobre un espacio de tipo Cn

Se han realizado varios trabajos estudiando dicha álgebra y sus módulos para casos
particulares o para ciertas familias de esquemas.
Citamos entre ellos a [B O] [B M] , [Ca], [Go] , [L P] y [T Y].

1.2. Algunos problemas abiertos. Los problemas abiertos que existen den-
tro de la Combinatoria Algebraica y que involucran a esquemas de asociación son de
variada ı́ndole. Citamos algunos:

caracterización combinatoria de esquemas Q-polinomiales
clasificación de esquemas con n vértices (n > 24),
caracterización de esquemas a partir de álgebras de intersección,
caracterización a partir de espectros de matrices de adyacencia,
descomposición de T álgebra para ciertas familias de esquemas
caracterización de esquemas imprimitivos que admiten el mismo cociente

2. Resumen

En el trabajo de tesis analizamos la T -álgebra y sus módulos irreducibles para
dos familias distintas de esquemas de asociación.
La primera es una familia de esquemas cuya estructura proviene de ciertas geometŕıas
parciales, llamadas Cuadrángulos generalizados .
Estos esquemas son de tipo fuertemente regular (P -polinomiales de diámetro 2). Los
principales resultados para esta familia son:

La descomposición de T en suma directa de ideales simples, dada en el
Teorema 2.21
La descomposición de Cν , (espacio en en cual T actúa) en suma directa T -
módulos irreducibles y el cálculo de dimensiones y clases de isomorfismos de
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dichos módulos, dados en las proposiciones 2.26, 2.27 , 2.29 y en corolario
2.30.

Para el primer resultado, en la proposición 2.15 y en el corolario 2.16 damos las
matrices que generan T (como combinaciones lineales de ellas).
Luego en la sección 2 describimos en los lemas 2.17, 2.18, 2.19 y 2.20 la forma de
encontrar los ideales simples de dicha álgebra de manera expĺıcita. Finalmente, en el
Teorema 2.21 damos la descomposición .

Para el segundo resultado, la descomposición expĺıcita en ideales simples de la
T -álgebra, nos permite identificar los T -módulos irreducibles que definimos en 2.25 y
2.28.
En la proposiciones 2.26, 2.27 y 2.29 calculamos las dimensiones de dichos módulos y
en corolario 2.30 vemos que la suma directa de ellos descompone Cν .

En la sección 3 obtenemos la dimensión de la T -álgebra de dos formas distintas.
Por un lado; según nuestro trabajo; a partir de su descomposición en ideales simples
y por otro lado mediante los resultados del trabajo [T Y] que determina la dimensión
de T -álgebras de esquemas fuertemente regulares a partir de los espectros de ciertas
matrices asociadas (que en esta tesis podemos calcular expĺıcitamente).

El segundo ejemplo desarrollado en la tesis es una familia de esquemas de asocia-
ción parametrizada por (n, k) ∈ N× N con la hipótesis de 3k ≤ n.
Los resultados para esta familia son análogos a la anterior:

La descomposición de T en suma directa de ideales simples, dada en el
Teorema 3.31.

La descomposición de C

(
n
k

)

, (espacio en en cual T actúa) en suma directa
T -módulos irreducibles y el cálculo de dimensiones y clases de isomorfismos
de dichos módulos, dado en la Proposición 3.35 y Teorema 3.36.

Para el cálculo de su T -álgebra, en la sección 1.2 describimos en detalle la primera
matriz de adyacencia de un esquema J(n, k). Las caracteŕısticas de A1 nos llevan a
definir un álgebraM. En 2.1 damos su definición y en 2.2 probamos que efectivamente
es un álgebra.

Luego en la sección 3.24 probamos que el álgebra de Terwilliger de un J(n, k) es
en efectoM.
La inclusión T ⊆ M es fácil de probar. Por el contrario la prueba de T ⊇ M es
complicada. De hecho, en el comentario de la sección 3.3 desarrollamos un ejemplo
que podŕıa hacer pensar que la igualdad T =M no es cierta.

En la sección 3.1 desarrollamos una técnica que luego será de vital importancia
para probar T ⊇ M. A modo de ejemplo, describimos su uso el comentario de la
sección 3.3. Finalmente en el Teorema 3.22 y en el corolario 3.23 probamos T ⊇M.

La sección 4 está dedicada a describir los ideales simples de T y a dar una des-
composición de dicha álgebra en suma directa de tales ideales. Damos su definición
en 3.27 y en el Teorema 3.31 la descomposición (parametrizada por 0 ≤ r ≤ k

2 y
0 ≤ s ≤ k).

Dicha descomposición nos permite establecer una correspondencia entre ideales y
ciertos T -módulos que llamamos isot́ıpicos.
En 3.34 definimos los T -sumódulos irreducibles y en la Proposición 3.35 y Teorema

3.36 damos una descomposición (también parametrizada) de C

(
n
k

)

en submódulos
irreducibles de T .
Como corolario ontenemos una igualdad combinatoria de

(
n
k

)
que damos en 3.37.

Un corolario inesperado de la determinación de la T -álgebra (dado en 3.32 ), es que
para n ≥ 3k, las T -álgebras son todas isomorfas no importa el n que tome.
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En el caṕıtulo 4 estudiamos los hipercubos. Con los cálculos realizados en para
los J(n, k) podemos especificar y especializar los resultados del trabajo realizado en
[Go] ya que observamos una estructura similar entre las T -álgebras de los esquemas
de Johnson y de los Hipercubos.
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CAṔıTULO 1

Definiciones

1. Esquemas de asociación

Dado un conjunto finito X y relaciones Ri ⊆ X × X (i = 0, 1...d), decimos que
Γ = (X, {Ri}0≤i≤d) es un esquema de asociación conmutativo con diámetro d si las
siguientes condiciones se satisfacen:

1. R0 = {(x, x)/x ∈ X}
2. X ×X = R0 ∪R1 ∪ ... ∪Rd y Ri ∩Rj = ∅ si i 6= j
3. Rt

i = Ri′ para algún i′ ∈ {0, 1...d} donde Rt
i = {(y, x)|(x, y) ∈ Ri}

4. para i, j, k ∈ {0, 1...d} la cantidad de z ∈ X tal que (x, z) ∈ Ri; (y, z) ∈ Rj

es constante y sólo depende del k tal (x, y) ∈ Rk. Se denota dicha constante
con pk

ij

5. pk
ij = pk

ji

Al conjunto X se lo denomina vértices y a los Ri ⊆ X×X relaciones del esquema.
El esquema se dice simétrico si Rt

i = Ri. Los ejemplos de esquemas a estudiar son
de este tipo, por la tanto, de ahora en más llamaremos esquema de asociación (
o simplemente esquemas) a un esquema de asociación conmutativo,simétrico con d
clases

1.1. Álgebra de Bose Mesner.

Definición 1.1. El álgebra de Bose-Mesner de un esquema de asociación
Γ = (X, {Ri}0≤i≤d) es el álgebra de combinaciones lineales de matrices de adyacencia.

M = 〈I, A1, A2, ...Ad〉
donde Ai i = 0, 1, ...d es la matriz indexada por x ∈ X definida por:

(Ai)xy =

{
1 si (x, y) ∈ Ri

0 si (x, y) /∈ Ri
.

Las matrices {Ai} son simétricas, conmutan dos a dos y por lo tanto existe una
matriz ortogonal que las diagonaliza simultáneamente.
Es conocido el hecho de que

C|X| = V0 ⊕ V1 ⊕ . . . Vd

donde los Vi son autoespacios comunes para las Aj . (ver [B I] )
Sea Ei, i = 0, 1, 2 . . . d la proyección ortogonal

Ei : C|X| → Vi

expresada en forma matricial con respecto a la base canónica {ei} i = 1...d.
Entonces,

E0 =
1

|X | J (J la matriz de todos 1,s)(1)

E0 + E1 + · · ·+ Ed = I(2)

EiEj = δijEi(3)

Los Ei’s son llamados idempotentes primitivos del esquema Γ.
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Por otro lado se observa que M es cerrada bajo el producto de Hadamard o
producto punto a punto (denotado por “◦” ). Denotando M ′ al álgebra con este nuevo
producto se tiene que A0, A1, ...Ad son los idempotentes primitivos de M ′. Satisfacen
las siguientes ecuaciones:

A0 = I(4)

A0 + A1 + · · ·+ Ad = J(5)

Ai ◦Aj = δijAi(6)

Si pi(j) es el autovalor de Ai en Vj entonces

Ai =

d∑

j=0

pi(j)Ej .

A su vez si los {Ej} se expresan en la base {Ai} del siguiente modo

Ei = 1
|X|

d∑

j=0

qi(j)Ai,

tomando las matrices

Pji = pi(j)

Qji = qi(j)

se tiene que P y Q son matrices de orden d + 1; llamadas 1ra y 2da automatrices del
esquema; que cumplen

PQ = |X |I

Considerando

M = ({Ai}, ·) , M ′ = ({Ai}, ◦)
tenemos las siguientes definiciones

Definición 1.2. Un esquema se dice,

P-polinomial: si para cada matriz de adyacencia Ai existe un polinomio pi de gra-
do i tal que, con respecto a la suma y multiplicación usual de matrices

Ai = Pi(A1)

Q-polinomial: si para cada idempotente primitivo Ei existe un polinomio qi de grado
i tal que, con respecto a la suma usual y multiplicación de Hadamard (multiplicación
punto a punto)

Ei = Qi(E1)

Como se observó en la introducción, los esquemas P y Q- polinomiales son muy
estudiados en el área de Combinatoria Algebraica.

1.2. Álgebra de Bose Mesner Dual.

Definición 1.3. El i-ésimo idempotente primitivo dual con respecto al vértice x
denotado por E∗

i = E∗
i (x) es la matriz diagonal definida por:

(E∗
i )yy =

{
1 si (x, y) ∈ Ri

0 si (x, y) /∈ Ri

12



Los {E∗
i } satisfacen las siguientes ecuaciones:

E∗
0 + E∗

1 + . . . E∗
d = I(7)

E∗
i

t = E∗
i(8)

E∗
i E∗

j = δijE
∗
i(9)

Observamos que los {E∗
i } forman una base para una subálgebra conmutativa

M∗(x) = M∗ de Mat(Cd).

Definición 1.4. El álgebra de Bose-Mesner dual de un esquema de asociación
es el álgebra generada por los idempotentes primitivos duales.

M∗ = 〈E∗
0 , E∗

1 . . . E∗
d〉

1.3. Álgebra de Terwilliger.

Definición 1.5. El álgebra subsconstituyente o álgebra de Terwilliger de un es-
quema de asociación con respecto al vértice x es álgebra de combinaciones lineales de
matrices de M y M∗.

Denotamos esta álgebra por T (x) = T

T ⊆ End(CX)

es un álgebra semisimple no conmutativa.

1.4. T -módulos irreducibles.

Definición 1.6. Dado un esquema de asociación Γ = (X, {Ri}0≤i≤d) y T su
álgebra de Terwilliger asociada, decimos que

W ⊆ CX

es un T -módulo (o T -submódulo) si

BW ⊆W ∀ B ∈ T.

Sea W , un T -módulo. Entonces W se dice irreducible si es no nulo y si dado

V ⊆W

T -módulo entonces
V = 0 o V = W.

Dado W , un T -módulo usando (7), (8), (9) tenemos que

W =
∑

i

E∗
i W

donde E∗
i = E∗

i (x) son los idempotentes duales asociados a un esquema. Definimos
los siguientes parámetros asociados a un T -módulo.(definidos en [Te 1])

Definición 1.7.

eW = min {i / 0 ≤ i ≤ d, E∗
i W 6= 0}(10)

dW = # {i / 0 ≤ i ≤ d, E∗
i W 6= 0} − 1(11)
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2. Esquemas a estudiar: Cuadrángulos generalizados, esquemas de

Johnson, Hipercubos

En esta sección describimos los ejemplos a desarrollar.

2.1. Cuadrángulos generalizados.

Definición 1.8. Dados 2 < r, k, un cuadrángulo generalizado CG(k − 1, r − 1)
es un sistema de ĺıneas y puntos con una relación de incidencia que satisface los si-
guientes axiomas.

Axiomas

1. dos ĺıneas se intersectan en a lo sumo 1 punto ,
2. por dos puntos cualesquiera pasa a lo sumo una ĺınea ,
3. por cada punto pasan exactamente r ĺıneas ,
4. cada ĺınea contiene exactamente k puntos ,
5. si un punto p no está contenido en una ĺınea l , existe exactamente 1 ĺınea

que pasa por p e intersecta a l

Si dos puntos están contenidos en una ĺınea en común decimos que son colineares
y que forman un lado y lo denotamos x ∼ y.
El esquema de asociación de un cuadrángulo generalizado (denotado por ΓCG) es
aquel que tiene como vértices X los puntos del cuadrángulo y cuyas relaciones son las
siguientes:

R0 = {(x, x) / x ∈ X}
R1 = {(x, y) / x ∼ y} (denotamos con el término “vecinos” los pares (x, y) ∈ R1 )

R2 = {(x, y) / x ≁ y} (denotamos con el término “no vecinos” los pares (x, y) ∈ R2)

Es sabido por [B], que ΓCG es un esquema de diámetro 2 P -polinomial con lo
siguientes parámetros:

|X | = ν = k (1 + (k − 1)(r − 1)) ,(12)

p0
11 = κ = r(k − 1),(13)

p1
11 = λ = (k − 2),(14)

p2
11 = µ = r(15)

p1
12 = κ− λ− 1 = (r − 1)(k − 1)(16)

p2
12 = κ− µ = r(k − 2)(17)

lo que nos dice que su primera matriz de adyacencia A = A1 satisface:

AJ = κJ(18)

A2 + (µ− λ)A + (µ− κ)I = µJ(19)

2.2. Esquemas de Johnson.

Definición 1.9. Sea V un conjunto de cardinalidad n y k un entero positivo
(2k ≤ n).
Tomamos X el conjunto formado por todos los subconjuntos de V de cardinalidad k.

|X | =
(
n
k

)
.

Para i = 0, 1, . . . , n se definen en X ×X las relaciones:

Ri = {(x, y) / |x ∩ y| = k − i}
14



es decir dos subconjuntos de cardinalidad k están i-relacionados si difieren en i
elementos. Es sabido que

J(n, k) = (X, {Ri}0≤i≤k)

es un esquema de asociación conmutativo simétrico con k clases.
Se denomina a J(n, k) esquema de Johnson.

2.3. Hipercubos.

Definición 1.10. Sea X el conjunto formado por las n-uplas de elementos en
Z2 = {0, 1}.

|X | = 2n

La distancia de Hamming para dos puntos

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ X

se define

∂(x, y) = #{i | xi 6= yi, 1 ≤ i ≤ n}
Entonces para i = 0, 1, . . . , n se definen en X ×X las relaciones:

Ri = {(x, y) / ∂(x, y) = i}.
Se tiene que H(n, 2) = (X, {Ri}0≤i≤n) es un esquema de asociación conmutativo,
simétrico con n clases. Se denomina a H(n, 2) hipercubo.

2.4. Observaciones.

2.4.1. Observación 1: Los 3 ejemplos a analizar son de tipo P -polinomial.
(para cuadrángulos generalizados ver [B] , para J(n, k) y H(n, 2) ver [B I])
En consecuencia

T (x) = T = 〈A, E∗
0 , E∗

1 , . . . E∗
d〉

esto dice que el análisis de la primera matriz de adyacencia A = A1 juega un papel
muy importante en el estudio de T .

Fijado un vértice x0 tomamos

Ω0 = {x0}
Ωi = {y ∈ X | (x0, y) ∈ Ri} (llamada i-órbita del esquema con respecto a x0)

Para analizar A , miramos dicha matriz indexada por sus “bloques” Ωi × Ωj .

2.4.2. Observación 2: En los ejemplos a desarrollar calculamos el álgebra
T = T (x0) donde x0 es el vértice elegido Ω0 = {x0}.
Con respecto a este vértice los idempotentes primitivos E∗

i = E∗
i (x0) tienen la si-

guiente expresión en bloques:

E∗
i =

{
IdΩi×Ωi

en el bloque Ωi × Ωi

0 en los restantes bloques
.(20)

Esto nos dice por ejemplo que

E∗
i A1E

∗
j = (A1)Ωi×Ωj

.

Cuando calculamos T (x0), la acción a izquierda y a derecha de los idempotentes
primitivos en el álgebra de adyacencia, de algún modo “secciona”el álgebra en bloques
(recordemos que T proviene de agregar a los generadores del algebra de adyacencia
los idempotentes primitivos E∗

i ).
Es por eso que al estudiar T analizamos los bloques del álgebra de adyacencia (más
precisamente los bloques de A1 ya que es P -polinomial).
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2.4.3. Observación 3: Los esquemas J(n, k) , H(n, 2) son esquemas para los
cuales existe una acción transitiva de un grupo finito G en el conjunto de vértices X ,

G×X −→ X,

tal que dados

x, y ∈ X, ∃ σ ∈ G

que cumple σ(x) = y,

(u, v) ∈ Ri ⇐⇒ (σ(u), σ(v)) ∈ Ri

Si esto ocurre entonces
T (x) = T (y) ∀ x, y ∈ X

y luego calculamos T (x0) que por lo visto en la observación anterior tiene una expre-
sión “ buena ”(el i-ésimo idempotente primitivo E∗

i tiene una expresión muy conve-
niente dada por (20)).

Para el caso de los cuadrángulos generalizados, para cada y ∈ X es posible en-
contrar un reordenamiento de vértices de Ω1(y) tal que A1 satisfaga propiedades
convenientes. Esto permite tener

T (x) ≃ T (y) ∀ x, y ∈ X

El reordenamiento asociado a cada vértice está explicado en el Caṕıtulo 2.

2.4.4. Observación 4: Para esquemas de diámetro d = 2 decimos que el esquema
es “no conexo” cuando

p1
11 = p0

11 − 1 esto implica que todo vértice en Ω1 no tiene vecinos en Ω2

p2
12 = p0

11 esto implica que todo vértice en Ω2 no tiene vecinos en Ω1

Para los cuadrángulos generalizados observamos que ninguna de estas opciones es
posible ya que por la definición de los parametros pi

1j dada en (13), ... , (17)

p1
11 = p0

11 − 1 ⇐⇒ (k − 1) = r(k − 1)

p2
12 = p0

11 ⇐⇒ (k − 2) = (k − 1)
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CAṔıTULO 2

T -álgebra de los cuadrángulos generalizados

En este caṕıtulo analizamos en detalle el primero de los ejemplos propuestos.
Definimos la familia de esquemas y su procedencia. Damos una descripción de su
T -álgebra asociada y la descomponemos en ideales simples. Analizamos la acción de
T en el espacio Cν (ν es la cantidad de vértices del esquema).
Por último descomponemos dicho espacio en T submódulos irreducibles.

1. Análisis de T “en bloques”

Para trabajar con A miramos sus bloques indexados por Ωi × Ωj .
De este modo A tiene la forma:

Ω0 Ω1 Ω2

︷︸︸︷ ︷︸︸︷ ︷︸︸︷

A =





0 J01 0
J10 P Q
0 Qt S



 .

Los parámetros pi
1j descriptos en (13) , ... , (17) describen la cantidad fija de 1s

que aparecen en cada fila y columna de los bloques de A. (ver [B]) Asi, tenemos que:

J01 es un vector fila 1′s
J10 = J t

01

P es un bloque de tamaño |Ω1|× |Ω1| con (k− 2) 1′s en cada fila y columna
,
Q es un bloque de tamaño |Ω1| × |Ω2| con (r− 1)(k− 1) 1′s en cada fila y r
1′s en cada columna y
S tiene tamaño |Ω2| × |Ω2| con r(k − 2) 1′s en cada fila y columna.

El álgebra de Terwilliger está generada por





0 J01 0
J10 P Q
0 Qt S



 ,





1 0 0
0 0 0
0 0 0



 ,





0 0 0
0 I11 0
0 0 0



 ,





0 0 0
0 0 0
0 0 I22





En lo que sigue buscamos descomponer T en suma directa de ideales simples.
Describiremos ahora los productos entre las siguientes matrices:





0 0 0
0 P 0
0 0 0



 ,





0 0 0
0 0 Q
0 0 0



 ,





0 0 0
0 0 0
0 Qt 0



 ,





0 0 0
0 0 0
0 0 S



 ,





0 J01 0
0 0 0
0 0 0



 ,





0 0 0
J10 0 0
0 0 0



 .

Considerando un bloque Ωi×Ωj describiremos aquellos productos cuyo resultado
es nulo entodos los bloques salvo en el bloque mencionado.
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Por ejemplo si tenemos en cuenta el bloque Ω1 × Ω1 analizaremos los productos:

0

@

0 0 0
0 P 0
0 0 0

1

A

n

,

0

@

0 0 0
J10 0 0
0 0 0

1

A

0

@

0 J01 0
0 0 0
0 0 0

1

A ,

0

@

0 0 0
0 0 Q

0 0 0

1

A

0

@

0 0 0
0 0 0
0 Qt 0

1

A ,

0

@

0 0 0
0 0 J12

0 0 0

1

A

0

@

0 0 0
0 0 0

J21 0 0

1

A .

Por comodidad en lugar de escribirlos en forma matricial simplemente los denotare-
mos como los productos

Pn, J10J01, Q
tQ, J12J21.

Además cuando se deduzca del contexto denotaremos a J11 (la matriz de 1s de tamaño
Ω1 × Ω1 ) con J y lo mismo para I11.
Analicemos entonces los distintos bloques:

1.1. Bloque Ω1 × Ω1.

El primer paso es dar una expresión para los productos Pn, QQt, J10J01 y J12J21.

Lema 2.1. Existe un orden de los vértices de Ω1 en el cual el P −bloque satisface

P 2 = (k − 3)P + (k − 2)I11.

Prueba:

El bloque P tiene tamaño r(k−1)×r(k−1) y tiene (k−2) 1’s en cada fila y columna.
Está indexado por los vertices en Ω1(x0).
Tiene un 1 en el lugar ij si y solo si los vecinos comunes xi, xj de x0 son vecinos en
el esquema Γ.
De este modo si los vértices del grafo son vértices de la geometŕıa, podemos nombrarlos
del siguiente modo:

Ω0 = {x0} y

l1, l2 ...lr

las r ĺıneas que pasan a través del punto x0.
Llamamos

x1,1, x1,2, ...x1,k−1

a los (k − 1) puntos que caen en la ĺınea l1 (ademas de x0),

x21, x2,2, ...x2,k−1

a los puntos que caen en la ĺınea l1 y asi seguimos con los puntos de las restantes
ĺıneas.
Todos los puntos que caen en la misma ĺınea son puntos colineares.
Entonces dos cualesquiera de ellos forman un lado en el esquema asociado al cuadrángu-
lo. De manera que si ordenamos los vértices del P − bloque (es decir de Ω1) con el
orden de las ĺıneas, es decir

l1 l2 . . . lr
︷ ︸︸ ︷
x1,1, x1,2, ...x1,k−1;

︷ ︸︸ ︷
x2,1, x2,2, ...x2,k−1; . . . ;

︷ ︸︸ ︷
xr,1, xr,2, ...xr,k−1

tendrá la forma
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P =



















J-I 0 ... ... ... 0

0 J-I ... ... ... 0

... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ...

0 ... ... ... J-I 0

0 ... ... ... 0 J-I



















y no es dif́ıcil comprobar que

P 2 = (k − 3)P + (k − 2)I11.

�

Corolario 2.2. Las matrices P, I y J son independientes.
P 2 depende de P e I.

Prueba:

P, I y J son independientes, pues si no fueran la única relación posible es

P = J − I

esto implica que
p1
11 = p0

11 − 1

lo que dice que el esquema no es conexo (ver observación en 2.4.3 ). Ya que dijimos
que esto no es posible para esta familia de ejemplos , tenemos la primera afirmación.
La segunda sale del lema anterior.

�

Lema 2.3. Usando el orden de vértices en Ω1 dado en el lema 2.1, el Q− bloque
satisface

QQt = (r − 1)(k − 2)I11 − (r − 1)P + (r − 1)J11.

Prueba:

Considerando el bloque Ω1 × Ω1 de la ecuación (19) tenemos

J11 + P 2 + QQt = r(k − 2)I11 + (k − 2− r)P + rJ11,

reemplazando P 2 por el resultado del lema anterior tenemos la expresión para QQt.

�

El siguiente lema que no necesita demostración contiene las ecuaciones que faltan
para describir los productos del P − bloque.

Lema 2.4.

J10J01 = |Ω1|J11

= r(k − 1)J11

PJ = (k − 2)J.

Proposición 2.5. Los productos Pn, QQt, J10J01 y PJ pueden ser expresados
como combinación lineal de

P, I, J.

Prueba:

Se tiene directamente de los lemas 2.1, 2.3 y 2.4 y del corolario 2.2.

�
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1.2. Bloque Ω1 × Ω2.

Ahora damos una expresión para los productos

PQ, QS, J11Q, QJ22, J12S.

Lema 2.6. Usando el orden de vértices de Ω1 dado en el lema 2.1 se cumple la
siguiente ecuación :

PQ = J12 −Q.

Prueba:

El Q− bloque tiene tamaño r(k − 1)× (r − 1)(k − 1)2.
Las ecuaciones (15) y (16), p2

11 = r y p1
12 = (r − 1)(k − 1), dicen que el Q − bloque

tiene (r − 1)(k − 1) 1’s en cada fila y r 1’s en cada columna.
Por hipótesis sus filas estan indexadas por los vértices de las ĺıneas l1, l2, ...lr (con el
mismo orden que P ).
Sus columnas están indexadas por Ω2(x0) (los vértices que NO son vecinos de x0).
Cada vértice de Ω2(x0) tiene exactamente un vecino en la ĺınea li (axiom 4). Entonces
los r 1s de cada columna de Q están distribuidos uno por cada ĺınea lj (j = 1, . . . r).
Con estos datos analicemos la entrada (xij , y) de PQ donde y es un vértice de Ω2(x0)
y xij es el vértice j perteneciente a la ĺınea i.
Tenemos la siguiente cuenta:

PQ(xij,y) =
∑

lm

∑

n
xmn ∈ lm

P(xij ,xmn)Q(xmn,y)

ya que P es nulo en vértices que pertenecen a distintas ĺıneas, la ecuación nos queda:

=
∑

n
xin ∈ li

P(xij ,xin)Q(xin,y)

= P(xij ,xip) para algún p = 1, ..., r − 1

ya que cada vértice de Ω2(x0) es vecino de uno y solo un vértice de de la ĺınea li y
entonces se tiene que

Q(xin,y) =

{
1 para algún n=1, . . . ,k-1

0 c.c.
.

Ahora bien por la estructura de la matriz P sabemos que dados (xij , xip) en la
misma ĺınea i

P(xij ,xip) =

{
1 j 6= p
0 c.c.

con lo cual concluimos que

PQ(xij,y) = P(xij ,xip) =

{
1 j 6= p
0 c.c.

.

Como dijimos que la matriz satisface

Q(xij,y) =

{
1 j = p
0 c.c.

.

Entonces tenemos la conclusión

PQ = J12 −Q.

�

Siguiendo con la descripción de los productos de Ω1 × Ω2 tenemos el siguiente
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Lema 2.7. El Q− bloque y el S − bloque satisfacen:

QS = (r − 1)J12 + (k − 1− r)Q

J11Q = rJ12,

QJ22 = (r − 1)(k − 1)J12

J12S = r(k − 2)J12.

Prueba:

El bloque Ω1 × Ω2 de la identidad (19) nos da la primera ecuación.
Para las dos siguientes usamos que la matriz Q tiene (r − 1)(k − 1) 1′s en cada fila y
r 1′s en cada columna y para la última que la matriz S tiene r(k− 2) 1′s en cada fila
y columna.

�

Proposición 2.8. Los productos PQ, QS, J11Q, QJ22, J12S pueden ser expre-
sados como combinación lineal de Q y J12

Prueba:

Sigue directamente de los lemas 2.6 y 2.7

1.3. Bloque Ω2 × Ω2.

Resta dar una expresión para

Sn, QtQ, J22S, J20J02, J21J12.

Lema 2.9. Las matrices Q y S satisfacen:

QtQ = −S2 + r(k − 2)I22 + (k − 2− r)S + rJ22(21)

SJ22 = r(k − 2)J22.(22)

Prueba:

El bloque Ω2 × Ω2 de la identidad (19) nos da la primera ecuación.
La segunda se deduce del hecho de que S tiene r(k − 2) 1′s en cada fila y columna.

�

Proposición 2.10.

S3 = [(k − 1− r) + (k − 2− r)] S2 + [r(k − 2)− (k − 1− r)(k − 2− r)] S

− [(k − 1− r) + r(k − 2)] I + [r(r − 1)(k − 2)] J.

Equivalentemente denotando:

λ1 = r + 1− k

λ2 = k − 2

λ3 = r,

la matriz S satisface la ecuación

(S + λ1I) (S − λ2I) (S + λ3I) = r(r − 1)J.(23)

Prueba:

Multiplicando la ecuación (21) por S tenemos

QtQS = −S3 + r(k − 2)S + (k − 2− r)S2 + r2(k − 2)J22

reemplazando QS por la expresión dada en el lema 2.7

Qt [(k − 1− r)Q + (r − 1)J ] = −S3 + r(k − 2)S + (k − 2− r)S2 + r2(k − 2)J22,

S3 = −(k − 1− r)QtQ− r(r − 1)J + r(k − 2)S + (k − 2− r)S2 + r2(k − 2)J22.
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Reemplazando QtQ por (21), se obtiene la primera ecuación, que es equivalente a

S3 − [(k − 1− r) + (k − 2− r)] S2 − [r(k − 2)− (k − 1− r)(k − 2− r)] S

+ [(k − 1− r) + r(k − 2)] I = [r(r − 1)(k − 2)]J.

Reagrupando el primer miembro se obtiene la segunda ecuación.

�

En esta etapa aún no podemos decidir si S2, S I y J son o no independientes.
En lo que sigue mostraremos que S2 depende de S I y J si y solo si los parámetros
del cudrángulo satisfacen (r − 1) = (k − 1)2.
Con este resultado, completamos la expresión para Sn

Lema 2.11. Tomando

λ0 = r(k − 2),

λi i = 1, 2, 3 como en el lema anterior,

el S − bloque satisface la ecuación

(S − λ0I) (S + λ1I) (S − λ2I) (S + λ3I) = 0.

Prueba:

El S − bloque tiene tamaño (r − 1)(k − 1)2 × (r − 1)(k − 1)2.
El parámetro p2

12 = r(k − 2) nos dice que S , tiene r(k − 2) 1’s en cada fila y en cada
columna.
Por lo tanto tenemos que

SJ = r(k − 2)J

De este modo si multiplicamos (23) por (S − r(k − 2)I) se obtiene la afirmación del
lema.

�

Proposición 2.12. S tiene a (−λ3 = −r) como autovalor si y solo si los paráme-
tros k y r satisfacen:

r − 1 6= (k − 1)2.

Prueba:
Primero probaremos que la condición es suficiente .
Supongamos que −r es un autovalor de S, entonces existe un vector v tal que

Sv + rv = (S + λ3I)v = 0.

Definimos:

A = (S + λ3I)

B = (S − λ0I) (S + λ1I) (S − λ2I)

Deduciremos la prueba del cálculo de la traza de B.
Las matrices A y B están indexadas por los vértices de Ω2 . Son operadores lineales

A, B : C|Ω2| → C|Ω2|

y conmutan entre śı. Entonces existe una base de C|Ω2| en la cual diagonalizan si-
multánemamente, y es posible escribir

C|Ω2| = C(r−1)(k−1)2 = ⊕Vλ

como suma directa de autoespacios comunes de las matrices A y B.
Sea Vα el autoespacio asociado al autovalor α de la matriz A.
Por hipótesis sabemos que existe v ∈ C|Ω2| tal que Av = 0, es decir que mirando los
autovalores respecto de la matriz A común V0 es no nulo.
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(dicho autoespacio correspondeŕıa al autovalor (−r − λ0)(−r + λ1)(−r − λ2) de B)
Del Corolario 3 tenemos que AB = 0 y entonces para α 6= 0

B|Vα
= 0 (ya que A|Vα

es invertible)

Entonces la matriz B es nula en todos los autoespacios excepto (¿posiblemente?) en
V0.
En V0 se cumple que

Av = 0v ∀v ∈ V0 lo que implica

Sv = −rv ∀v ∈ V0

Bv = [(S − λ0I) (S + λ1I) (S − λ2I)] v

= [(−r − λ0)(−r + λ1)(−r − λ2)] v.

Reemplazando por las definiciones dadas para λi, tenemos

c = (−r − λ0)(−r + λ1)(−r − λ2) = r(k − 1)2(2− r − k)

(c 6= 0 pues r > 1, k > 1).
Con estos datos calculemos la traza de B de dos modos distintos.
Por un lado tenemos

tr(B) = c dim V0,

por otro lado , desarrollando B

B = (S − λ0I) (S + λ1I) (S − λ2I)(24)

y reemplazando S3 por la expresión dada en el corolario 2.10 tenemos

B = r(1 − k)S2 + r(k − 1)(2k − r − 3)S + r(r + 1− k)(k − 2)(k − 1)I + r(r − 1)(k − 2)J

entonces, considerando que

diag S2 = (r(k − 2), r(k − 2), . . . , r(k − 2))

diag S = (0, 0, . . . , 0)

diag I = diagJ = (1, 1, . . . , 1)

tenemos

diagB = r(k − 2)
[
(r − 1)− (k − 1)2

]
y entonces(25)

tr(B) =
[
(r − 1)(k − 1)2

]
r(k − 2)

[
(r − 1)− (k − 1)2

]
(26)

De este modo:

c dimV0 = r(k − 1)2(2− r − k) =
[
(r − 1)(k − 1)2

]
r(k − 2)

[
(r − 1)− (k − 1)2

]

Entonces si −r es autovalor de S,

dimV0 6= 0 entonces

(r − 1)− (k − 1)2 6= 0

Ahora probemos la condición necesaria.
Supongamos que −r no está en el espectro S.
Tomando como recién las matrices A y B concluimos que

B = 0

y por un lado su traza es nula.
Por otra parte la ecuación 26 nos dice que

0 = tr(B) =
[
(r − 1)(k − 1)2

]
r(k − 2)

[
(r − 1)− (k − 1)2

]

con lo cual concluimos que
r − 1 = (k − 1)2

�
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Corolario 2.13. Las matrices S, I, J son independientes. Si r − 1 = (k − 1)2

entonces S2 depende de dichas matrices.

Prueba:
La unica relación de dependencia posible entre S, I y J es

S = J − I.

Esto implica que

p2
12 = p0

11 = r(k − 1)

lo cual nos dice que el esquema no es conexo. Ya que ésto no es posible en el caso
de los cuadrángulos generalizados, concluimos que no existe dependencia lineal entre
dichas matrices.
Usando la proposición tenemos que si r − 1 = (k − 1)2 entonces la matriz B es nula.
Desarrollando la expresión (24) para B tenemos

B = S3 + [(r + 1− k)− (r + 1)(k − 2)] S2

+
[
r(k − 2)2 − (r + 1− k)(r + 1)(k − 2)

]
S +

[
r(r + 1− k)(k − 2)2

]
I

= 0

lo cual nos da otra expresión para S3

S3 = [(r + 1)(k − 2)− (r + 1− k)] S2 +
[
(r + 1− k)(r + 1)(k − 2)− r(k − 2)2

]
S −

[
r(r + 1− k)(k − 2)2

]
I

igualándola con la expresión para S3 dada en el corolario 2.10 y eliminado S3, tenemos

S2 = (2k − 3− r)S + [(r + 1− k)(k − 2)] I +
[

(r−1)(k−2)
(k−1)

]

I

�

Proposición 2.14. Si los parámetros k, r del cuadrángulo generalizado satisfacen
r − 1 = (k − 1)2 los productos

Sn, QtQ, J22S

pueden ser expresados combinaciones lineales de S, I y J22. De lo contrario dichos
productos se expresan como combinaciones lineales de S2, S, I y J22

Prueba:

Se deduce directamente del lema 2.7 y del corolario 2.13.

�

1.4. Conclusiones.

Con las relaciones entre bloques dadas en resultados previos tenemos la siguiente:

Proposición 2.15.

el bloque Ω1 × Ω1 de cualquier matriz de la T -álgebra se escribe como com-
binación lineal de las matrices P, I, J11

el bloque Ω1×Ω2 de cualquier matriz de la T−álgebra se escribe como com-
binación lineal de las matrices Q, J12

si r − 1 = (k − 1)2 el bloque Ω2 × Ω2 de cualquier matriz de la T−álgebra
se escribe como combinación lineal de las matrices S, I, J22, de lo contrario
S2, S, I, J22 generan ese bloque.

Prueba:

El bloque Ω1 × Ω1 contiene los productos de matrices

(Ω1 × Ω1) y (Ω1 × Ω1)

(Ω1 × Ω2) y (Ω2 × Ω1)
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El bloque Ω1 × Ω2 contiene los productos entre

(Ω1 × Ω1) y (Ω1 × Ω2)

(Ω1 × Ω2) y (Ω2 × Ω2)

El bloque Ω2 × Ω2 contiene los productos entre

(Ω2 × Ω1) y (Ω1 × Ω2)

(Ω2 × Ω2) y (Ω2 × Ω2)

�

Identificando bloques con matrices, como por ejemplo:

P −→





0 0 0
0 P 0
0 0 0





Q −→





0 0 0
0 0 Q
0 0 0





S −→





0 0 0
0 0 0
0 0 S



 etc...

de las conclusiones deducimos el siguiente:

Corolario 2.16. Si los parámetros de CG(k−1, r−1) satisfacen r−1 6= (k−1)2

entonces

T =

2∑

i,k=0

aJik
Jik +

2∑

i,k=1

aIik
Iik + aP P + aQQ + aSS + aS2S2

donde los a′s ∈ C, de lo contrario

T =
2∑

i,k=0

aJik
Jik +

2∑

i,k=1

aIik
Iik + aP P + aQQ + aSS

2. Ideales simples de T

En esta sección descomponemos T en suma directa de ideales simples. Nos guia-
remos por la expresión del corolario 2.16.
El primer ideal fácil de encontrar es aquel formado por los bloques Jik (recordar que
por simplicidad identificamos matrices con bloques)

Como siempre denotamos por

Jij = la matriz de 1′s de tamaño Ωi × Ωj

Definimos las siguientes matrices:

M00 = 1 M01 = 1√
r(k−1)

J01 M02 = 1

(k−1)
√

(r−1)
J02

M10 = M t
01 M11 = 1

r(k−1)J11 M12 = 1

(k−1)
√

r(r−1)(k−1)
J12

M20 = M t
02 M21 = M t

12 M22 = 1
(r−1)(k−1)2 J22

Tenemos entonces el primer ideal:

Lema 2.17. Si tomamos M ⊆ T

M =< {Mik}2i,k=0 >,

tenemos que M es un ideal simple de T y

M ≃ End(C3).
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Prueba:

Las Mik satisfacen

MikMkl = Mil ∀i, k, l = 0, 1, 2

luego, si tomamos las matrices canónicas

Eik := la matriz de todos ceros excepto un 1 en el lugar ik

el isomorfismo está dado por

ΦM : Mik → Eik.

El ideal es simple, ya que la acción de

M×Mij −→Mij

es transitiva.

�

Los bloques Ω0 × Ω0, Ω0 × Ω1, Ω0 × Ω2 y sus traspuestos, ya están generados
con el ideal M puesto que las matrices de dichos bloques solo son múltiplos del Jik

respectivo.
El segundo ideal viene dado por la siguiente combinación lineal de matrices.

Denotando

N11 = 1
k−1 ((k − 2)I − P ) N12 = 1

(k−1)
√

(k−1)(r−1)
[(k − 1)Q− J12]

N21 = N t
12 N22 = 1

(k−1)2(r−1) [(k − 1)QtQ− rJ22]

tenemos el siguiente:

Lema 2.18. Si tomamos N ⊆ T

N =< {Nik}2i,k=1 >,

tenemos que N es un ideal simple de T y

N ≃ End(C2).

Además MN = 0 es decir

∀M ∈M, N ∈ N

se tiene

M N = 0.

Prueba:

Damos una idea de como encontramos el ideal N. Buscamos combinaciones lineales:

N11 = P + αI + βJ ∈ Ω1 × Ω1

N12 = Q + γJ ∈ Ω1 × Ω2

que satisfagan las ecuaciones :

N2
11 = a N11(27)

N11N12 = b N12(28)

J11N11 = 0(29)

J11N12 = 0(30)

Ya que sabemos que P, I, J son independientes, igualando coeficientes de P y de I de
la ecuación (27) obtenemos:
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k − 3 + 2α = a

k − 2 + α2 = a α que nos da la siguiente ecuación para α

α2 + (k − 3)α− (k − 2) = 0

es decir
α = −(k − 2), α = 1

La ecuaciones (29) y (29) (que pide que los ideales sean ortogonales) nos dice que β
satisface

(k − 2) + α + β r(k − 1) = 0

Los cálculos anteriores nos dan entonces dos soluciones para la combinación lineal del
bloque Ω1 × Ω1:

P − (k − 2)I que satisface (P − (k − 2)I)2 = −(k − 1) (P − (k − 2)I)
P + I − 1

r J que satisface (P + I − 1
r J)2 = (k − 1)(P + I − 1

r J)

Para el bloque Ω1 × Ω2, la ecuación (30) nos dice que

γ = 1
k−1

con lo cual tenemos la combinación lineal

Q− 1
k−1J.

Haciendo cálculos obtenemos que

− (P − (k − 2)I)
(

Q− 1
k−1J

)

= (k − 1)
(

Q− 1
k−1J

)

(
P + I − 1

r J
) (

Q− 1
k−1J

)

= 0.

Luego para formar el ideal tenemos en cuenta las ecuaciones (27), (28), (29) y (30) y
asi definimos las matrices Nik de modo conveniente. Observamos que para la elección
de N22 simplemente tomamos el producto

(

Q− 1
k−1J

)t (

Q− 1
k−1J

)

y pedimos que sea idempotente.
La expresión de N22 en términos de S2, S, I, y J es la siguiente:

N22 = 1
(k−1)2(r−1)

[
(k − 1)QtQ− rJ22

]

= 1
(k−1)2(r−1)

[
(k − 1)(−S2 + (k − 2− r) + r(k − 2) + rJ)− rJ

]

= 1
(k−1)2(r−1)

[
−(k − 1)S2 + (k − 1)(k − 2− r)S + r(k − 1)(k − 2)I + r(k − 2)J

]

= −1
(k−1)(r−1)

[

S2 − (k − 2− r)S − r(k − 2)I − r(k−2)
k−1 J

]

Entonces las Nik satisfacen

N2
11 = N11, N11N12 = N12

N12N21 = N11, N12N22 = N12

N21N12 = N22, N2
22 = N22

luego, si tomamos las matrices canónicas Eik el isomorfismo está dado por

ΦN : Nik → Eik.

El ideal es simple, ya que la acción de

N×Nij −→ Nij

es transitiva.

�
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Con este segundo ideal observamos que el bloque Ω1 × Ω2 está “cubierto”.
Es decir, sab́ıamos que las matrices de este bloque se generan con combinaciones
lineales de J12 y Q, luego con M12 ∈M, N12 ∈ N también lo generamos.

Ω1 × Ω2 = 〈{ 1

(k−1)
√

r(r−1)(k−1)
J12,

1

(k−1)
√

(k−1)(r−1)
[(k − 1)Q− J12]}〉

Con respecto al bloque Ω1 ×Ω1 recordemos que era generado por combinaciones
lineales de P, I, J11.
Con los ideales M,N tenemos dos generadores. El que falta ya lo tenemos de las
ecuaciones propuestas anteriormente. Enunciamos el resultado en el siguiente:

Lema 2.19. La matriz

P11 = 1
k−1 (P + I − 1

r J)

satisface

P 2
11 = P11

P11M1k = Mi1P11 = 0 ∀ i, k = 0, 1, 2

P11N1k = Ni1P11 = 0 ∀ i, k = 1, 2.

Luego
P =< P11 >

es un ideal simple de T , ortogonal a M y a N

Resta encontrar generadores del bloque Ω2 × Ω2.
Si r − 1 = (k − 1)2 dicho bloque se genera con las matrices (bloques) S, I22, J22 de lo
contrario son necesarios S2, S, I22, J22.
Con los ideales M y N tenemos dos generadores:

1
(r−1)(k−1)2 J22,

1
(k−1)2(r−1)

[
(k − 1)QtQ− rJ22

]
∈ Ω2 × Ω2

En el siguiente lema presentamos los restantes.

Lema 2.20. Las matrices

R22 = 1
(r−1)(k−2+r)

(
S2 − (k − 1− 2r)S − r(k − 1− r)I − rJ

)

S22 = 1
(k−1)(k−2+r)

(

S2 − (2k − r − 3)S + (k − 1− r)(k − 2)I − (k−2)(r−1)
(k−1) J

)

satisfacen

R2
22 = R22

R22M2k = Mi2R22 = 0 ∀ i, k = 0, 1, 2

R22N2k = Ni2R22 = 0 ∀ i, k = 1, 2

y lo mismo para S22.
Si (r − 1) = (k − 1)2

R22 = 1
r−1

[

S − (k − 1− r)I − 1
k−1

]

S22 = 0

De lo contrario R22 y S22 son linealmente independientes y ortogonales.
Luego

R = 〈R22〉, S = 〈S22〉
son ideales de T , ortogonales entre si y ortogonales a M,N y a P.
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Prueba:

Damos una idea de como encontramos las matrices del lema. Buscamos una combi-
nación lineal:

S22 = S2 + αS + βI + γJ ∈ Ω2 × Ω2

que satisfaga las ecuaciones :

S2
22 = a S22(31)

J22S22 = QS22 = 0(32)

Si (r − 1) 6= (k − 1)2, sabemos que S2, S, I, J son independientes.
Entonces igualando coeficientes de S2, S e I de la ecuación (31) obtenemos :

(2k − 3 − 2r)2 + r(k − 2) − (k − 1 − r)(k − 2 − r) + 2α(2k − 3 − 2r) + 2β + α2 = a

r(k−2)(k−2−r)−(k−1−r)2(k−2−r)+(k−2−r)2(k−1−r)+2α (r(k − 2) − (k − 2 − r)(k − 1 − r))+2α β = a α

de estas dos ecuaciones obtenemos la siguiente para α

α3+2(2k−3−2r)α2+{(2k−3−2r)2+(k−1−r)(k−2−r)−r(k−2)} α+(k−1−r)(k−2−r)(2k−3−2r)−r(k−2)(k−2−r) = 0

cuyas soluciones son

α1 = −(k − 2− r), α2 = −(k − 1− 2r), α3 = −(2k − 3− r)

La solución α1 = −(k − 2 − r) pertenece a la combinación lineal del ideal N. (es la
usada para N22)
Teniendo en cuenta la ecuaciones en (32) (que piden que la matriz buscada S22 sea
ortogonal a los ideales M y N ) tenemos que β y γ deben satisfacer

β = −(k − 1− r)2 − (k − 1− r)α

γ = −1
k−1 [(k − 1− r) + r(k − 2) + α]

con lo cual

si α2 = −(k − 1− 2r) =⇒ , β = −r(k − 1− r), γ = −r

para α3 = −(2k − 3− r) =⇒ , β = (k − 2)(k − 1− r), γ = −(k−2)(r−1)
k−1

La expresión final viene de pedir que la combinación lineal sea idempotente.
Asi tenemos entonces que las combinaciones lineales buscadas son

R22 = 1
(r−1)(k−2+r)

(
S2 + (k − 1− 2r)S − r(k − 1− r)I − rJ

)

S22 = 1
(k−1)(k−2+r)

(

S2 − (2k − r − 3)S + (k − 1− r)(k − 2)I + (k−2)(r−1)
(k−1) J

)

Finalmente sabemos por el corolario 2.13 , que si (r − 1) = (k − 1)2 entonces

S2 = (2k − 3− r)S + [(r + 1− k)(k − 2)] I +
[

(r−1)(k−2)
(k−1)

]

I

reemplazando obtenemos la expresión para R22 y S22.

�

Deducimos directamente el siguiente:

Teorema 2.21. Sean

M,N,P,R,S ⊆ T
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los ideales simples descriptos anteriormente.
La T -álgebra de un GQ(k − 1, r − 1) se descompone

T = M⊕N⊕P⊕R⊕ S

≃ End(C3)⊕ End(C2) ⊕ End(C1) ⊕ End(C1) ⊕ End(C1)

⇐⇒ r − 1 6= (k − 1)2

T = M⊕N⊕P⊕R

≃ End(C3)⊕ End(C2) ⊕ End(C1) ⊕ End(C1)

⇐⇒ r − 1 = (k − 1)2

3. Comentario acerca del trabajo [T Y]

En este trabajo se calculan dimensiones de T -álgebras de esquemas de asociación
P -polinomiales con diámetro d = 2 (también llamados grafos fuertemente regulares).

Dado x ∈ X , se consideran los subgrafos inducidos de Γ

Γi(x), i = 1, 2

que tienen como conjunto de vértices los conjuntos Xi, i = 1, 2 con

Xi = {y ∈ X / (x, y) ∈ Ri}, i = 1, 2

y que toman las relaciones heredadas de Γ.
Dos vértices son vecinos si están 1−relacionados y no lo son si están 2−relacionados.
Los Γi, no son necesariamente esquemas, pero son grafos regulares con valencias p1

11

y (p0
11 − p2

11) respectivamente.
Tomando Bi las primera matriz de adyacencia del grafo Xi, el principal resultado del
trabajo es el siguiente:

Teorema 2.22. Sea Γ = (X, {R0, R1, R2}) un grafo fuertemente regular, A1 la
primera matriz de adyacencia y p1(0), p1(1), p1(2) los autovalores de A1.
Dado x ∈ X, sea T (x) el álgebra de Terwilliger asociada a Γ con respecto al vértice
x. Sean B1 y B2 las matrices de adyacencia de los subgrafos inducidos Γ1(x) y Γ2(x)
respectivamente. Entonces

dimT = m1 + m′
1 + 4m2 + 9

= m1 + m′
1 + 4m′

2 + 9

donde m1 (resp m2) es la cantidad de autovalores distintos de B1 contenidos (resp.
no contenidos) en {p1(1), p1(2)} con respecto a los autovectores que son ortogonales
al autovector (1, ..., 1), y donde donde m′

1 (resp m′
2) es la cantidad de autovalores

distintos de B2 contenidos (resp. no contenidos) en {p1(1), p1(2)} con respecto a los
autovectores que son ortogonales al autovector (1, ..., 1).

Calculamos según nuestros resultados la dim T para el caso de los cuadrángulos
(que son una familia particular de grafos fuertemente regulares).

Por el teorema 2.21, vemos que

dim T = 15 ⇐⇒ r − 1 = (k − 1)2

= 16 ⇐⇒ r − 1 6= (k − 1)2

Comparemos el resultado obtenido con el trabajo de [T Y].
Analicemos los autovalores de A1, B1 y B2. (para nosotros B1 = P , B2 = S)

Para encontrar los autovalores de A1, es sabido por la teoŕıa que considerando la
siguiente matriz d + 1 × d + 1,

(B1)ij = pj
1i i, j = 0, ..., d
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los autovalores de dicha matriz son los de A1 ( pj
1i son las constantes definidas en la

condición 4 de la sección 1) .
Para nuestro caso tenemos que

B1 =





0 1 0
r(k − 1) (k − 2) r

0 (r − 1)(k − 1) r(k − 2)



 ,

y luego los autovalores son

p1(0) = r(k − 1), p1(1) = (k − 2), p1(2) = −r.

Para la matriz P , los resultados obtenidos dicen que

P 2 = (k − 3)P + (k − 2)I

y que

P, I, J son linealmente independientes.

Es fácil comprobar que el polinomio minimal para P es

mP = x2 − (k − 3)x− (k − 2)

lo que dice que los autovalores de P son

λ
(1)
P = (k − 2), λ

(2)
P = −1.

Las ecuaciones

J
(
P + I − 1

r J
)

= 0

J (P − (k − 2)I) = 0

J
(

Q− 1
k−1J

)

= 0

(
P + I − 1

r J
) (

Q− 1
k−1J

)

= 0

(P − (k − 2)I)
(
P + I − 1

r J
)

= 0,

dicen que las columnas de
(
P + I − 1

r J
)

y
(

Q− 1
k−1J

)

son autovectores de P asociados a los autovector k − 2 y −1 respectivamente y orto-
gonales al autovector (1, ..., 1). Por lo tanto para P tenemos que

m1 = m2 = 1.

Para analizar la matriz S, tenemos los siguiente ecuación:

(S − λ0I) (S + λ1I) (S − λ2I) (S + λ3I) = 0,

donde

λ0 = r(k − 2)

λ1 = r + 1− k

λ2 = k − 2

λ3 = r,

Entonces, el polinomio minimal mS de S divide

(x − λ0)(x + λ1)(x− λ2)(x + λ3).
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También sabemos que si (r − 1) 6= (k − 1)2 entonces S2, S, I y J son linealmente
independientes. La ecuación

S3 = [(k − 1− r) + (k − 2− r)] S2 + [r(k − 2)− (k − 1− r)(k − 2− r)] S

− [(k − 1− r) + r(k − 2)] I + [r(r − 1)(k − 2)] J,

nos dice que S3, S2, S e I son linealmente independientes, con lo cual

mS = (x − λ0)(x + λ1)(x − λ2)(x + λ3).

Luego los autovalores de S son λi.
La ecuaciones

SJ = r(k − 2)J(33)

(S + λ1I) (S − λ2I) (S + λ3I) = r(r − 1)J.(34)

dicen que

−λ0 tiene asociado el autovector (1, ..., 1)
λ1 tiene como autovectores las columnas de (x−λ0)(x+λ2)(x−λ3) que son
ortogonales a (1, ..,1)
λ2 tiene como autovectores las columnas de (x−λ0)(x+λ1)(x−λ3) que son
ortogonales a (1, ..,1)
−λ3 tiene como autovectores las columnas de (x− λ0)(x + λ1)(x − λ2) que
son ortogonales a (1, ..,1)

Por lo tanto para S, si (r − 1) 6= (k − 1)2 tenemos que

m′
1 = 2, m′

2 = 1.

Del mismo modo se ve que si (r − 1) = (k − 1)2 entonces

m′
1 = m′

2 = 1.

Con lo que se verifica lo el cálculo de la dimensión de T que surge como consecuencia
del Teorema 2.21 .

4. Descomposición de Cν en T -submódulos irreducibles

En esta sección consideramos la acción del álgebra T en Cν (ν es la cantidad de
vértices del cuadrángulo generalizado)

T × Cν −→ Cν

y damos una descomposición de dicho espacio en submódulos irreducibles de T .
A cada ideal simple de T le podemos asociar de manera canónica un T -submódulo
(no necesariamente irreducible), que llamaremos “isot́ıpico”. En lo que sigue damos
una descripción de estos T -submódulos.

4.1. T -submódulos isot́ıpicos.

Supongamos en general que tenemos un álgebra T que es suma directa de álgebras
de matrices Ti,

T = ⊕Ti

y una acción

T × Cν −→ Cν tal que TCν = Cν

Supongamos que posible escribir la identidad I ∈ T como

I =
∑

i

Pi

donde Pi ∈ Ti, satisfacen
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P 2
i = Pi

PiPj = ∆ijPi donde∆ij = I ⇐⇒ i = j

Tenemos entonces que PiT = Ti

Si ahora pensamos en la acción de T en Cν tenemos que

Cν = TCν = ⊕TiC
ν donde

TiC
ν = PiT (Cν) = Pi(C

ν)

Los TiC
ν son T -submódulos puesto que la descomposición de T nos dice que

T Ti ⊆ Ti

Llamamos a dichos submódulos isot́ıpicos.
Pi son las proyecciones

Pi : Cν −→ PiC
ν = TiC

ν

4.2. Proyecciones a los T -submódulos isot́ıpicos.

En nuestro caso la descomposición en T -submódulos isot́ıpicos es:

Cν = MCν ⊕NCν ⊕PCν ⊕RCν ⊕ SCν

SCν = 0 ⇐⇒ r − 1 = (k − 1)2

En lo que sigue damos una descomposición de I ∈ T en suma de proyecciones orto-
gonales a dichos T -submódulos.

Lema 2.23. Dadas Mii, Nii, P11, R22 y S22 las matrices definidas anteriormente,
consideramos

M =





M00 0 0
0 M11 0
0 0 M22



 ,N =





0 0 0
0 N11 0
0 0 N22



 ,

P =





0 0 0
0 P11 0
0 0 0



 ,R =





0 0 0
0 0 0
0 0 R22



 ,S =





0 0 0
0 0 0
0 0 S22





(S = 0 ⇐⇒ r − 1 = (k − 1)2)

pertenecientes a los ideales M,N,P,R y S respectivamente. Se tiene entonces que

I =M+N + P +R+ S

Prueba: De las definiciones dadas se calcula fácilmente que

M11 + N11 + P11 = I/Ω1×Ω1

M22 + N22 + R22 + S22 = I/Ω2×Ω2

y que las matrices definidas son idempotentes y mutuamente ortogonales.

�

4.3. T -submódulos irreducibles.

En la sección anterior describimos los T -submódulos isot́ıpicos que aparecen en
la descomposición de Cν .
En esta sección queremos descomponer cada uno de ellos en T -submódulos irreduci-
bles.

Enunciamos el siguiente lema que será de utilidad.
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Lema 2.24. Dada un álgebra de matrices T ⊆ End(Cn) y P ∈ T tal que P 2 = P
podemos encontrar una base de Cn en donde

P =
∑

Pi , Pi proyecciones de rango 1 que cumplen

PiPj = ∆ijPj

Prueba:

Para dichas hipótesis existe una matriz AP tal que

P = AP

(
Ir 0
0 0

)

A−1
P

donde r es el rango de P . Entonces ∀ i = 1, . . . , r

Pi = AP EiiA
−1
P

donde Eii es la matriz elemental con un 1 en el lugar i de la diagonal y el resto de las
entradas nulas.

�

Consideremos el ideal simple N y los bloques (que identificamos con matrices)

N11, N12, N21 y N22

que forman una base para dicho ideal de T (y que resulta isomorfo a End(C2)).
Dichas matrices satisfacen

N2
ii = Nii i = 1, 2

Ni2N2j = Nij i, j = 1, 2

Ni1N1j = Nij i, j = 1, 2

En particular, por el lema previo, N11 tiene una descomposición (no única) en pro-
yecciones de rango 1

N11 =
∑

j

N
(j)
11 , N

(j)
11 proyecciones de rango 1 que cumplen

N
(j)
11 N

(k)
11 = ∆jkN

(j)
11 y puesto que

N21 = N21N11 entonces

N21 =
∑

j

N21N
(j)
11

Con estas observaciones definimos los siguientes subespacios de NCν

Definición 2.25.

W
N

(i)
11

= N
(i)
11 Cν + (N21N

(i)
11 )Cν ⊆ NCν i = 1, , . . . , rg(N11)

Tenemos entonces:

Proposición 2.26.
W

N
(i)
11

i = 1, , . . . , rg(N11) son T -submódulos irreducibles de dimensión 2

isomorfos entre si.

Prueba:

La descomposición de T en ideales mutuamente ortogonales

T = M⊕N⊕P⊕R⊕ S
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y el hecho de que los generadores de N satisfagan las ecuaciones (27),(28), (29) y (30)
nos dicen que

N11WN
(i)
11

= N
(i)
11 Cν

N22WN
(i)
11

= N21N
(i)
11 Cν

N21WN
(i)
11

= N21N
(i)
11 Cν

N12WN
(i)
11

= N
(i)
11 Cν

lo que prueba que W
N

(i)
11
⊆ NCν con i = 1, . . . rg(N11) es un T -submódulo y es claro

que es de dimensión 2.
Es irreducible puesto que si quisiéramos considerar un subespacio de dimensión 1,
debeŕıa ser de la forma

(αN
(i)
11 + βN21N

(i)
11 )Cν ,

pero las siguientes acciones de T implicaŕıan

N i
11 (αN

(i)
11 + βN21N

(i)
11 )Cν ⊆ αN

(i)
11 ⇒ β = 0

N i
22 (αN

(i)
11 + βN21N

(i)
11 )Cν ⊆ βN21N

(i)
11 ⇒ α = 0

(lo cual es un absurdo puesto que el subespacio era de dim 1.)
Es fácil verificar que los T -submódulos irreducibles W

N
(j)
11
⊆ NCν son isomorfos como

T -submódulos por medio de

σN : N
(i)
11 Cν + N21N

(i)
11 Cν −→ N

(j)
11 Cν + N21N

(j)
11 Cν

N
(i)
11 v + N21N

(i)
11 w −→ N

(j)
11 v + N21N

(j)
11 w

que preserva la acción de T .

�

Proposición 2.27.

NCν = ⊕jWN
(j)
11

Prueba:

Tenemos que
∑

j

W
N

(j)
11
⊆NCν

Veamos que la suma es directa.
Probemos que para i 6= j

W
N

(i)
11
∩W

N
(j)
11

= 0

Si esto no sucede existen v, w, ṽ, w̃ tales que

N
(i)
11 v + N21N

(i)
11 w = N

(j)
11 ṽ + N21N

(j)
11 w̃

haciendo actuar N
(i)
11 ∈ T en ambos miembros, tenemos

N
(i)
11 N

(i)
11 v = N

(i)
11 N

(j)
11 ṽ

N
(i)
11 v = 0

Del mismo modo; haciendo actuar N22; podemos ver que

N21N
(i)
11 w = 0

con lo cual concluimos que los subespacios tienen intersección nula dos a dos.
Entonces concluimos que

⊕j W
N

(j)
11
⊆NCν .
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La igualdad se obtiene comparando dimensiones.
¿Cuantos subespacios hay?.

Por la forma de definirlos, para cada N
(i)
11 que aparezca en la descomposición de N11

tendremos un T -submódulo irreducible. Luego la cantidad está dada por el rango de
N11 que es fácil comprobar que es r(k − 2). Como cada T -submódulo irreducible es
de dimensión 2, entonces

dim (⊕jWN
(j)
11

) = 2r(k − 2)

Por otro lado, la dimensión del T -submódulo isot́ıpico NCν , se obtiene calculando el
rango de la proyección

N =





0 0 0
0 N11 0
0 0 N22



 N : Cν −→ NCν

Es fácil comprobar; de la definición de N11 y N22; que

rg(N ) = traza(N ) = traza(N11) + traza(N22) = 2r(k − 2)

�

El análisis realizado para descomponer el T -submódulo isot́ıpico NCν es análogo
para la descomposición de cualquier otro. Considerando las matrices Mij , P11, R22, S22

definidas anteriormente definimos (de mismo modo que para W
N

(i)
11

) ,

Definición 2.28.

W
M

(i)
00

= M
(i)
00 Cν + M10M

(i)
00 Cν + M20M

(i)
00 Cν i = 1. . . . , rg(M00)

W
P

(i)
11

= P
(i)
11 Cν i = 1. . . . , rg(P11)

W
R

(i)
22

= R
(i)
22 Cν i = 1. . . . , rg(R22)

W
S

(i)
22

= S
(i)
22 Cν i = 1. . . . , rg(S22)

Tenemos entonces la siguiente

Proposición 2.29.

MCν = W
M

(1)
00

donde W
M

(1)
00

es un T -submódulo irreducible de dimensión 3

PCν = ⊕r−1
j=1 W

P
(j)
11

donde WP j
11

son T -submódulos irreducibles de dimensión 1

RCν = ⊕dR

j=1 W
R

(j)
22

donde W
R

(j)
22

son T -submódulos irreducibles de dimensión 1

SCν = ⊕dS

j=1 W
S

(j)
22

donde W
S

(j)
22

son T -submódulos irreducibles de dimensión 1

donde

dR = r(r−2)(k−1)2

(k−2+r) , dS =
(r−1)(k−2)[(k−1)2−(r−1)]

(k−2+r)

y
rg(M00) = 1, rg(P11) = (r − 1), rg(R22) = dR , rg(S22) = dS

Prueba:

La prueba es análoga a la descomposición de NCν .
La cantidad de T -submódulos irreducibles que aparecen en cada descomposición de-
pende del rango de los idempotentes M00, P11, R22, S22. De las definiciones de dichas
matrices, calculando su traza, se deduce dicho rango.

�

El siguiente corolario es inmediato
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Corolario 2.30. Cν se descompone en T -submódulos irreducibles del siguiente
modo:

Cν = W
M

(1)
00
⊕ (r − 1)W

P
(1)
11
⊕ dR W

R
(1)
22
⊕ dS W

S
(1)
22

Luego calculando las dimensiones tenemos

ν = κ(1 + (r − 1)(t− 1))

= 3 + 2r(k − 2) + (r − 1)

+
r(r − 2)(k − 1)2

(k − 2 + r)
+

(r − 1)(k − 2)
[
(k − 1)2 − (r − 1)

]

(k − 2 + r)
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CAṔıTULO 3

T -álgebra de los esquemas de Johnson

En este caṕıtulo estudiamos los esquemas de Johnson.
Analizamos los casos J(n, k) para 3k ≤ n.

Descomponemos la T - álgebra en suma directa de ideales simples y considerando
la acción

T × C

(
n
k

)

−→ C

(
n
k

)

damos una descomposición de C

(
n
k

)

en suma directa de T -submódulos irreducibles.
Al igual que los esquemas estudiados en el caṕıtulo anterior, los J(n, k) son de tipo

P -polinomial, entonces para calcular T estudiamos en detalle la matriz de adyacencia
del esquema.

1. Matriz de adyacencia

En esta sección tomamos el ejemplo “gúıa” J(12, 4) y describimos su primera
matriz de adyacencia A1. De las caracteŕısticas de este caso particular, describimos
el caso general.

1.1. Matriz A1 de J(12, 4).
Las matrices de adyacencia de un esquema de asociación, están indexadas por los

elementos del esquema.
En particular podemos ver a los elementos de J(12, 4) en correspondencia con sub-
conjuntos de 4 elementos elegidos del conjunto {1, 2, 3 . . .12}
Fijamos un elemento x0 = {1, 2, 3, 4} ∈ J(12, 4) y consideramos

Ω0 = x0 = {1, 2, 3, 4}
Ωi = {σ ∈ J(12, 4) / (x0, σ) ∈ Ri}

= {σ ∈ J(12, 4) / |{1, 2, 3, 4} ∩ σ| = 4− i}.

Tenemos entonces la partición

J(12, 4) = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4

donde la unión es disjunta.
Como siempre miramos A1 indexada por “bloques” Ωi × Ωj i, j = 0, 1, 2, 3, 4 y des-
cribimos dichos bloques.
Supongamos que tenemos un elemento σ ∈ Ω1.
Entonces |σ ∩ {1, 2, 3, 4}| = 3.
Es decir que podemos mirar a σ como una yuxtaposición

σ = α3 β1

donde α3 es un subconjunto de 3 elementos elegido de {1, 2, 3, 4} y β1 es un subcon-
junto de 1 elemento elegido de {5, 6, . . . , 12}.
Es decir que α3 esta en correspondencia con un elemento de J(4, 3) y β1 con uno de
J(8, 1).
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Diremos que α3 ∈ J(4, 3) y β1 ∈ J(8, 1).
Dados dos elementos por ejemplo

σ ∈ Ω1 , σ′ ∈ Ω2

σ = α3 β1 , σ′ = α′
2 β′

2

α3 ∈ J(4, 3) , β1 ∈ J(8, 1)

α2 ∈ J(4, 2) , β2 ∈ J(8, 2)

se tiene |σ ∩ σ′| = |α3 ∩ α′
2|+ |β1 ∩ β′

2|.

Es decir que la intersección entre ellos viene dada por las intersecciones:

α3 ∩ α′
2 ∈ {1, 2, 3, 4}

β1 ∩ β′
2 ∈ {5, 6, 7, . . .12}.

En general un elemento σ ∈ J(12, 4) tal que σ ∈ Ωi (i = 0, 1, 2, 3, 4) se escribe
como

σ = α4−i βi

donde podemos ver a

α4−i ∈ J(4, 4− i) = subconjuntos de 4− i elementos del conjunto {1, 2, 3, 4}
βi ∈ J(8, i) = subconjuntos de i elementos del conjunto {5, 6, . . . , 12}.

y dados dos elementos

σ ∈ Ωi, σ′ ∈ Ωj

σ = α4−i βi, σ′ = α′
4−j β′

j ,

la intersección entre ellos viene dada por:

α4−i ∩ α′
4−j ∈ {1, 2, 3, 4}

βi ∩ β′
j ∈ {5, 6, . . . , 12}

(Recordar que J(4, 4− i) ≃ J(4, i) cuando i es tal que 4 < 2(4− i) ). Denotemos con

el supra ı́ndice
(
v
d

)
a matrices indexadas por elementos de un esquema J(v, d). Es fácil

entonces comprobar que la matriz A1 de un J(12, 4) es de la forma:

A =







0 1 0 0 0
1 Ω1×Ω1 Ω1×Ω2 0 0
0 Ω2×Ω1 Ω2×Ω2 Ω2×Ω3 0
0 0 Ω3×Ω2 Ω3×Ω3 Ω3×Ω4

0 0 0 Ω4×Ω3 Ω4×Ω4

,

con
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Ω1 × Ω1 =

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

(J − I)

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

(J − I)

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

(J − I)

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

I

`8
1

´

(J − I)

`8
1

´

, Ω2 × Ω2 =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

A

`8
2

´

1 I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

0

`8
2

´

I

`8
2

´

A

`8
2

´

1 I

`8
2

´

I

`8
2

´

0

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

A

`8
2

´

1 0

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

0

`8
2

´

A

`8
2

´

1 I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

0

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

A

`8
2

´

1 I

`8
2

´

0

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

I

`8
2

´

A

`8
2

´

1

Ω3 × Ω3 =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

A

`8
3

´

1 I

`8
3

´

I

`8
3

´

I

`8
3

´

I

`8
3

´

A

`8
3

´

1 I

`8
3

´

I

`8
3

´

I

`8
3

´

I

`8
3

´

A

`8
3

´

1 I

`8
3

´

I

`8
3

´

I

`8
3

´

I

`8
3

´

A

`8
3

´

1

, Ω4 × Ω4 = A

`8
4

´

1

Ω1 × Ω2 =

8

>

<

>

:

δ12 δ12 0 δ12 0 0
δ12 0 δ12 0 δ12 0
0 δ12 δ12 0 0 δ12

0 0 0 δ12 δ12 δ12

, Ω2 × Ω3 =

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

δ23 δ23 0 0
δ23 0 δ23 0
δ23 0 0 δ23

0 δ23 δ23 0
0 δ23 0 δ23

0 0 δ23 δ23

Ω3 × Ω4 = δ34

donde

δ12 =

8

>

<

>

:

1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1

, δ23 = δt
12, δ34 = J3×1 .

Comentario: producto de Kronecker

Podemos ver a Ω1 × Ω1 como una matriz 4 × 4, que en la diagonal tiene el sub-

bloque (J − I)

(
8
1

)

y fuera de la diagonal, el sub-bloque I

(
8
1

)

.
Para dar una expresión más precisa de Ω1 × Ω1, consideramos el producto de

Kronecker de matrices (denotado por ⊗).
Está definido del siguiente modo:

⊗ : (Mp×q, M r×s) −→ Mp.r×q.s

⊗ : (A, B) −→ A⊗B =









a11B a12B ... a1qB

...

ap1B ap2B ... apqB









.

Considerando dicho producto podemos dar la siguiente expresión

Ω1 × Ω1 = I4×4 ⊗ (J − I)

(
8
1

)

+ (J − I)4×4 ⊗ I

(
8
1

)

.

Ahora bien podemos pensar que I4×4 y (J − I)4×4 son matrices de adyacencia de un
J(4, 1).

Como también I

(
8
1

)

y (J − I)

(
8
1

)

lo son de un esquema J(8, 1); finalmente tenemos

Ω1 × Ω1 = I

(
4
1

)

⊗A

(
8
1

)

1 + A

(
4
1

)

1 ⊗ I

(
8
1

)

Considerando que la primera matriz de adyacencia de un J(4, 2) es de la forma:

A

(
4
2

)

1 =









0 1 1 1 1 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 0 1








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podemos expresar

Ω2 × Ω2 = I

(
4
2

)

⊗A

(
8
2

)

1 + A

(
4
2

)

1 ⊗ I

(
8
2

)

.

Es fácil ver que en los restantes bloques diagonales podemos dar expresiones análogas,
que involucran el producto de Kronecker de matrices de adyacencia de esquemas de
Johnson.

Ω3 × Ω3 = I

(
4
1

)

⊗A

(
8
3

)

1 + A

(
4
1

)

1 ⊗ I

(
8
3

)

Ω4 × Ω4 = I

(
4
0

)

⊗A

(
8
4

)

1 + A

(
4
0

)

1 ⊗ I

(
8
4

)

.

1.2. Matriz A1 de J(n, k).
En esta sección analizamos la estructura de la primera matriz de adyacencia de

un esquema de Johnson con parámetros n, k con 3k ≤ n.
Cada elemento del esquema J(n, k) está en correspondencia con un subconjunto

de tamaño k elegido del conjunto de n elementos {1, 2...n}.

Como siempre fijamos x0 = {1, 2, . . . , k} ∈ J(n, k) y consideramos

Ω0 = x0 = {1, 2...k}
Ωi = {σ ∈ J(n, k) / (x0, σk) ∈ Ri}

= {σ ∈ J(n, k) / |{1, 2...k} ∩ σk| = k − i}.
Tenemos entonces la partición

J(n, k) = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Ω2 · · · ∪Ωk

donde la unión es disjunta.
Miramos entonces a A1 indexada por “bloques” Ωi × Ωj i, j = 0, 1, 2, . . . , k y descri-
bimos dichos bloques.
Supongamos que tenemos un elemento σ ∈ Ω1. Entonces |σ ∩ {1, 2, . . . , k}| = k − 1.
Es decir que podemos mirar a σ como una yuxtaposición

σ = αk−1 β1

donde αk−1 es un subconjunto de k − 1 elementos elegido de {1, 2, . . . , k} y β1 es un
subconjunto de 1 elemento elegido de {k + 1, k + 2, . . . , n}.
Es decir que αk−1 esta en correspondencia con un elemento de J(k, k − 1) (que se
identifica con J(k, 1) y β1 con uno de J(n− k, 1).
Diremos que αk−1 ∈ J(k, k − 1) y β1 ∈ J(n− k, 1).
En general un elemento σ ∈ J(n, k) tal que σ ∈ Ωi se escribe como

σ = αk−i βi

donde podemos ver a

αk−i ∈ J(k, k − i) = subconjuntos de k − i elementos del conjunto {1, 2, . . . , 4}
βi ∈ J(n− k, i) = subconjuntos de i elementos del conjunto {k + 1, k + 2, . . . , n}.
De esta manera dados dos elementos

σ ∈ Ωi, σ′ ∈ Ωj

σ = αk−i βi, σ′ = α′
k−j β′

j

se tiene |σ ∩ σ′| = |αk−i ∩ α′
k−j |+ |βi ∩ β′

j |.
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Es decir que la distancia entre ellos viene dada por las intersecciones:

αk−i ∩ α′
k−j ∈ {1, 2, . . . , k}

βi ∩ β′
j ∈ {k + 1, k + 2, . . . n}.

Ahora entonces, consideramos A1 la primera matriz de adyacencia, indexada por los
bloques Ωi × Ωj y describimos dichos bloques.

1.2.1. Bloques Ωi × Ωi.
En el siguiente lema describimos la diagonal de A1.

Lema 3.1. Sea I(v
d

) la matriz identidad de tamaño
(
v
d

)
y A

(
v
d

)

1 la primera matriz

de adyacencia de un esquema J(v, d). Entonces, para i = 0, 1, ..., k se tiene

(35) (A

(
n
k

)

1 )Ωi×Ωi
= I( k

k−i

) ⊗A

(
n−k

i

)

1 + A

(
k

k−i

)

1 ⊗ I(n−k
i

)

donde “ ⊗” representa el producto de Kronecker de matrices.

Prueba:

Una entrada del bloque Ωi × Ωi ,está indexada por elementos σ, σ′, donde

σ = αk−i βi, σ′ = α′
k−i β′

i

con

αk−i, α
′
k−i ∈ J(k, k − i) y βi, β

′
i ∈ J(n− k, i).

La igualdad en (35) se deduce de los siguientes hechos:

|σ ∩ σ′| = |αk−i ∩ α′
k−i|+ |βi ∩ β′

i|
|αk−i ∩ α′

k−i| ≤ k − i

|βi ∩ β′
i| ≤ i

Si además queremos que Aσ,σ′ = 1 entonces

|σ ∩ σ′| = k − 1 , lo que implica(36)

k − i− 1 ≤ |αk−i ∩ α′
k−i|(37)

i− 1 ≤ |βi ∩ β′
i|(38)

Por lo tanto

|σ ∩ σ′| = k − 1 si y solo si(39)

|αk−i ∩ α′
k−i| = k − i, y |βi ∩ β′

i| = i− 1 ó(40)

|αk−i ∩ α′
k−i| = k − i− 1, y |βi ∩ β′

i| = i(41)

De la expresiones (40) y (41) obtenemos los términos

I( k
k−i

) ⊗A

(
n−k

i

)

1 y A

(
k

k−i

)

1 ⊗ I(n−k
i

)

respectivamente y por lo tanto se prueba el lema.

�

Observación:

Para describir los bloques diagonales de A1 ∈ J(n, k) hemos usado álgebras de adya-
cencia de diferentes esquemas de Johnson.
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Si B(n
k

) el álgebra de Bose-Mesner correspondiente a un esquema de tipo J(n, k),

hemos visto que

AΩi×Ωi
∈ B( k

k−i

) ⊗ B(n−k
i

).

Para los bloques fuera de la diagonal necesitamos definir una especie de
“generalización”de matrices de adyacencia.

1.2.2. Bloques Ωi × Ωi+1. Las matrices que necesitaremos para describir A1,
están definidas en [G] como “matrices de incidencia”.
En esta sección damos su definición y más adelante realizamos cálculos que involucran
dichas matrices. Algunos de ellos están hechos en el libro citado. Evitamos omitirlos
con el propósito de de tener a mano todos los cálculos necesarios.

Definición 3.2. Matrices de identidad generalizadas

Supongamos que m < n. Sea δm,n la matriz indexada por elementos de J(v, m)×
J(v, n) y definida por

(δm,n)αmαn
=

{
1 αm ⊆ αn

0 c.c
.

Si m > n la definición es análoga cambiando ⊆ por ⊇.

Observaciones:

Si m = n, δm,m = I de tamaño
(

v
m

)
×
(

v
m

)

δv,n = δ0,n = (1, ..., 1) vector fila de tamaño
(

v
n

)

δm,v = δv,0 = (1, ..., 1)t vector columna de tamaño
(

v
m

)

δv,v = δ0,0 = 1

Lema 3.3. Para i = 0, 1...k − 1 se tiene

(42) (A1)Ωi×Ωi+1 = δk−i,k−i−1 ⊗ δi,i+1.

Prueba:

Una entrada del bloque Ωi × Ωi+1 está indexada por σ, σ′ donde

σ = αk−i βi, σ′ = α′
k−i−1 β′

i+1

con
αk−i ∈ J(k, k − i), α′

k−i−1 ∈ J(k, k − i− 1) y
βi ∈ J(n− k, i), β′

i+1 ∈ J(n− k, i + 1)

La igualdad en (42) se deduce de los siguientes hechos:

|σ ∩ σ′| = |αk−i ∩ α′
k−i−1|+ |βi ∩ β′

i+1|
|αk−i ∩ α′

k−i−1| ≤ k − i− 1

|βi ∩ β′
i+1| ≤ i.

Si además queremos que Aσ,σ′ = 1 entonces

|σ ∩ σ′| = k − 1 , lo cual implica

|αk−i ∩ α′
k−i−1| = k − i− 1 y |βi ∩ β′

i+1| = i.

Por lo tanto se prueba el lema

�
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1.2.3. Bloques Ωi × Ωi+l l ≥ 2.

Lema 3.4. Para i = 0, 1...k − l se tiene

(43) (A1)Ωi×Ωi+l
= 0.

Prueba:

Una entrada del bloque Ωi × Ωi+l está indexada por σ, σ′ donde .

σ = αk−i βi, σ′ = α′
k−i−l β′

i+l

con

αk−i ∈ J(k, k − i), α′
k−i−l ∈ J(k, k − i− l) y

βi ∈ J(n− k, i), β′
i+l ∈ J(n− k, i + l)

.

La igualdad en (43) se deduce de los siguientes hechos:

|σ ∩ σ′| = |αk−i ∩ α′
k−i−l|+ |βi ∩ β′

i+l|
|αk−i ∩ α′

k−i−l| ≤ k − i− l

|βi ∩ β′
i+l| ≤ i.

Si l ≥ 2, entonces
|σ ∩ σ′| ≤ k − 2 , y entonces

∀ σ ∈ Ωi, σ′ ∈ Ωi+l

(A1)σσ′ = 0

y por lo tanto se prueba el lema.

�

2. T -álgebra

Con la descripción de los bloques de A, y pensando que T contiene las potencias
de A y las multiplicaciones AE∗

i , en esta sección describimos dicha álgebra.

DefiniremosM⊆ End(C

(
n
k

)

), probaremos que es un álgebra y luego veremos que
resultará ser isomorfa a T .

2.1. Definición del álgebra M.

Con la definición dada en (3.2) consideramos las matrices:

δk−i,k−j indexada por elementos en J(k, k − i)× J(k, k − j)

δi,j indexada por elementos en J(n− k, i)× J(n− k, j).

Sea B(n
k

) el álgebra de Bose-Mesner correspondiente a un esquema de tipo J(n, k).

Recordemos que si v < 2d consideramos

B(v
d

) ≃ B( v
v−d

) = 〈E0, E1 . . . Ev−d〉.

Para i = 0, 1...k, i < j 3k ≤ n definimos:

Mi,j = B( k
k−i

) δk−i,k−j ⊗ B(n−k
i

) δi,j i ≤ j

Mi,j = Mt
ij i > j.

(⊗ producto de Kr.)

Observaciones:

Mi,i = B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

) pues δi,i = I
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M0,0 = B(k
k

) ⊗ B(n−k
0

) = 1⊗ 1 = 1

M0,j = B(k
k

) δk,k−j ⊗ B(n−k
0

) δ0,j = λ(1, 1, . . . , 1)⊗ (1, 1, . . . , 1)

Mk,k = B(n−k
k

)

Mj,k = B( k
k−j

) δk−j,0 ⊗ B(n−k
i

) δi,k = λ(1, 1, . . . , 1)t ⊗ B(n−k
j

)δj,k

En nuestro caso, como

3k ≤ n y 0 ≤ i ≤ k,

entonces 2i ≤ 2k ≤ n− k

lo que implica que para la primera y segunda coordenada del producto de Mii se
cumple que:

dim B( k
k−i

) =

{
i si i < k

2

k − i si i ≥ k
2

(44)

dim B(n−k
i

) = i.(45)

Es decir que

dimMii = B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

) = min (k − i, i) i.

También usaremos la siguiente escritura:

Mii = 〈{E
(

k
k−i

)

m ⊗ E

(
n−k

i

)

n }〉

Mij = 〈{E
(

k
k−i

)

m δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

n δi,j}〉
donde el supráındice de los proyectores, indica el álgebra a la que pertenecen.

Definición 3.5. M = ⊕ijMij Un elemento m ∈M se escribe uńıvocamente

m =
∑

ij

mij con mij ∈Mij

El producto ∗ de dos elementos mij , mkl se define :

mij ∗mkl =

{
el producto usual de matrices si j = k
0 si j 6= k

y entonces dados m, m′ ∈M
m ∗m′ = (

∑

ij

mij)(
∑

ij

m′
ij) =

∑

i,j,l

(mij ∗m′
jl)

2.2. (M, ∗) es un álgebra.

Los siguientes lemas servirán para probar la afirmación. Antes de enunciarlos
definimos las siguientes matrices, que serán útiles para describirMij i 6= j, los bloques
no diagonales de M

Definición 3.6. Matrices de adyacencia generalizadas

Sea δr
i,j la matriz indexada por elementos de J(v, i)× J(v, j) y definida por

(δr
i,j)αiαj

=

{
1 si |αi ∩ αj | = r
0 c.c.

.

Observaciones:
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Las matrices definidas en (3.2) son un caso particular de éstas.
Si i < j

δk−i,k−j = δk−j
k−i,k−j

δi,j = δi
i,j .

(las matrices de identidad generalizadas son las A0 generalizadas)
Si i = j ⇒ δr

i,i = Ar

la r-ésima matriz de adyacencia indexada por elementos de J(v, i)× J(v, i).
Fijados i, j es fácil ver que las posibles intersecciones entre

αi ∈ J(v, i), αj ∈ J(v, j)

(y por lo tanto la cantidad de matrices δr
i,j), vaŕıan

max(0, i + j − v) ≤ r ≤ min(i, j)(46)

Para r fuera de tal rango definimos δr
i,j = 0

En el siguiente lema realizamos cálculos que serán útiles para el resto del caṕıtulo

Lema 3.7. Sea A

(
v
d

)

m la m-ésima matriz de adyacencia de J(v, d) y δr
d,d+l las

matrices de adyacencia generalizadas definidas en (3.6) . Entonces

A

(
v
d

)

m δd,d+l =

min(l,m)
∑

j=0

(
m+l−j

m

)(
d−m+j

d−m

)
δd−m+j
d,d+l(47)

δd,d+lA

(
v

d+l

)

m =
l∑

j=max(0,l−m)

(
m+j

j

)(
v−d−m−j

l−j

)
δd+l−m−j
d,d+l .(48)

Prueba:

Probaremos la primera afirmación. Dados

αd ∈ J(v, d), α
′

d+l ∈ J(v, d + l) tal que |αd,∩α′
d+l| = d−m + j,

la entrada (αd, α
′

d+l) del producto A

(
v
d

)

m δd,d+l viene dada por el cálculo:

(A

(
v
d

)

m δd,d+l)(αd, α
′

d+l) =
∑

βd∈J(v,d)

A

(
v
d

)

m (αd, βd) δd,d+l(βd, α
′
d+l)

= #{ βd ∈ J(v, d), que satisfacen: |αd ∩ βd| = d−m y βd ⊆ α′
d+l

dado que |αd ∩ α′
d+l| = d−m + j }

= Cd−m+j (coeficiente de δd−m+j
d,d+l ).

Probemos que el coeficiente es:

Cd−m+j =
(
m+l−j

m

)(
d−m+j

d−m

)
.

Si |αd ∩ αd+l| = d−m + j debemos contar la cantidad de βd tal que

|αd ∩ βd| = d−m

βd ⊆ α′
d+l.

La segunda condición dice que todos los elementos de βd deben ser tomados de α′
d+l.

Elegimos d −m elementos de entre los d −m + j de la intersección αd ∩ α′
d+l y los

restantes m elementos de los m + l − j que α′
d+l no comparte con αd.

De este modo se cumplen las condiciones, y hemos probado la expresión para el
coeficiente.
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Observamos que si |αd∩α′
d+l| < d−m no es posible encontrar βd ya que entonces

no podemos elegir d−m elementos comunes a βd y α′
d+l y entonces

|αd ∩ βd| < d−m.

Para probar la segunda afirmación, tomamos

αd ∈ J(v, d), α
′

d+l ∈ J(v, d + l) tal que |αd ∩ α
′

d+l| = d + l −m− j

y calculamos la entrada (αd, α
′

d+l) del producto (δd,d+lA

(
v

d+l

)

m ) de la siguiente forma:

(δd,d+lA

(
v

d+l

)

m )(αd, α
′

d+l) =
∑

βd+l

δd,d+l(αd, βd+l)A

(
v

d+l

)

m (βd+l, α
′

d+l)

= #{βd+l, que satisfacen:, αd ⊆ βd+l y |βd+l ∩ α
′

d+l| = d + l −m

dado que |αd ∩ α
′

d+l| = d + l −m− j}
= Cd+l−m−j (coeficiente de δd+l−m+j

d,d+l ).

También es fácil ver que:

Cd+l−m−j =
(
m+j

j

)(
v−d−m−j

l−j

)
.

Si |βd ∩ α′
d+l| = d + l −m debemos contar la cantidad de βd+l tal que

|βd+l ∩ α′
d+l| = d + l −m

βd+l ⊇ αd.

La segunda condición dice que ya tenemos d elementos fijos. Para elegir los restantes
l, y que se cumpla la primera condición tomamos j elementos de los m + j que αd

y α′
d+l no comparten y los restantes l − j en el complemento de αd ∪ α′

d+l. Es fácil
chequear que

|αd ∪ α′
d+l| = d + m + j,

de lo que surge la expresión para el coeficiente.

�

Lema 3.8. Consideremos las mismas hipótesis del lema anterior. Tomemos

R = {r, / δr
d,d+l 6= 0}.

Entonces las expresiones
{

δd,d+l, A

(
v
d

)

1 δd,d+l, A

(
v
d

)

2 δd,d+l . . . , A

(
v
d

)

m δd,d+l, . . . , A

(
v
d

)

|R|−1δd,d+l

}

∈ B(v
d

)δd,d+l

son linealmente independientes entre śı y se expresan como combinación lineal de los
δr
d,d+l r ∈ R.

Análogamente
{

δd,d+l, δd,d+lA

(
v

d+l

)

1 , . . . , δd,d+lA

(
v

d+l

)

m , . . . , δd,d+lA

(
v

d+l

)

|R|−1

}

∈ δd,d+lB( v
d+l

)

son linealmente independientes y se expresan como combinación lineal de los
δr
d,d+l r ∈ R.
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Prueba:

Es claro que, por la forma de definir las matrices,

{δr
d,d+l}r∈R

éstas son linealmente independientes entre śı y además
∑

r∈R

δr
d,d+l = J(v

d

)
×
(

v
d+l

).

(la matriz de todos 1s de tamaño
(
v
d

)
×
(

v
d+l

)
)

Veamos que tanto las matrices de

A

(
v
d

)

m δd,d+l m = 0, 1, . . . , |R| − 1, como las de δd,d+lA

(
v

d+l

)

m m = 0, 1, . . . , |R| − 1

son linealmente independiente entre si.
Fijado un l, según las fórmulas dada por lema anterior tenemos que para m ≤ l, tanto

A

(
v
d

)

m δd,d+l como δd,d+lA

(
v

d+l

)

m

se escriben como combinación lineal de

δd−m
d,d+l, . . . , δ

d
d,d+l.

Para d ≥ m > l , ambas expresiones se escriben como combinación lineal de

δd−m
d,d+l, . . . , δ

d−m+l
d,d+l

Con lo cual deducimos que fijado un m = 0, . . . , d tanto

A

(
v
d

)

m δd,d+l como δd,d+lA

(
v

d+l

)

m

“utilizan” los mismos δr
d,d+l (sean nulos o no).

Es decir que para m = 0, 1, ..., d la matriz de A

(
v
d

)

m δd,d+l en términos de δr
d,d+l es de

la forma

(49)































0 ... 0 0 ∗
0 ... 0 ∗ ∗
0 ... 0 ∗ ∗ ∗
0 ... 0 ∗ ∗ ∗ 0
0 ... 0 ∗ ∗ ∗ 0 0
0 ... 0 ∗ ∗ ∗ 0 0 0
0 ... 0 0 0
...
...
...
0 0 ... 0 ∗ 0 0 0 ... 0 0
0 0 ... ∗ ∗ 0 0 ∗ ... 0 0
0 0 ... ∗ ∗ 0 ∗ ∗ ... 0 0
0 0 ... ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ... 0 0
0 ∗ ... ∗ ∗ ∗ ∗ 0 ... 0 0
∗ ∗ ... ∗ ∗ ∗ 0 0 ... 0




































ancho l + 1

donde las * representan elementos no nulos.
Los coeficientes de la antidiagonal son

(
m+l
m

)
6= 0 variando m.
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Análogamente las matrices de δd,d+lA

(
v

d+l

)

m en términos de δr
d,d+l tiene la misma

forma, donde los coeficientes de antidiagonal son
(
m+l

l

)
6= 0 variando m.

Ahora bien, considerando la acción a izquierda (es decir mirando A

(
v
d

)

m δd,d+l), ¿cuántas
de estas expresiones son l.i.?. (la misma pregunta para la acción a derecha)

La matriz en (49) nos muestra que la respuesta depende del rango R tal que

δr
d,d+l 6= 0 r ∈ R.

Por ejemplo si
R = {0, 1, ..., d},

entonces para todo m = 0, 1, ..., d las matrices son l.i. ( la antidiagonal es no nula !)
Recordando las cotas para r dadas en (46) tenemos que

max(0, 2d + l− v) ≤ r ≤ d,

luego la forma de la matriz (49) nos dice que si f = d−max(0, 2d + l− v) , entonces
{

δd,d+l, A

(
v
d

)

1 δd,d+l, A

(
v
d

)

2 δd,d+l . . . , A

(
v
d

)

m δd,d+l, . . . , A

(
v
d

)

f δd,d+l

}

⊆ B(v
d

)δd,d+l son l. i.

{

δd,d+l, δd,d+lA

(
v

d+l

)

1 , . . . , δd,d+lA

(
v

d+l

)

m , . . . , δd,d+lA

(
v

d+l

)

f

}

⊆ δd,d+lB( v
d+l

) son l.i.

(la submatriz con columnas δd,d+l, A

(
v
d

)

1 δd,d+l, A

(
v
d

)

f δd,d+l tiene determinante no

nulo) Por último observamos que f = |R| − 1.

�

Corolario 3.9.

B(v
d

) δd,d+l = δd,d+l B( v
d+l

) = 〈{δr
d,d+l}r∈R〉.

Prueba:

Es inmediata de los dos lemas anteriores

�

Corolario 3.10.

Mij = B( k
k−i

) δk−i,k−j B( k
k−j

) ⊗ B(n−k
i

) δi,j B(n−k
j

) i < j.

Prueba:

Por colorario anterior

B( k
k−i

) δk−i,k−j B( k
k−j

) ⊗ B(n−k
i

) δi,j B(n−k
j

) = B( k
k−i

) δk−i,k−j ⊗ B(n−k
i

) δi,j

= Mij

lo que prueba el Corolario.

�

Lema 3.11. Dados

δk−i,k−j ⊗ δi,j ∈ Mij

δk−j,k−l ⊗ δj,l ∈ Mjl.

Entonces

(δk−i,k−j ⊗ δi,j)(δk−j,k−l ⊗ δj,l) ∈ B( k
k−i

) δk−i,k−l B( k
k−l

) ⊗ B(n−k
i

) δi,l B(n−k
l

)

= Mil.
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Prueba:

Para probar el lema basta hacer el cálculo general

δm,n δn,p ,

donde δm,n está indexado por elementos en J(v, m)× J(v, n).
Distinguimos tres casos:

Caso a:

Para m ≤ n ≤ p = 0, 1, . . . , k

(δm,nδn,p) =
(
p−m
p−n

)
δm,p.(50)

Prueba:

Si m < n < p

δm,n ∈ J(v, m)× J(v, n)

δn,p ∈ J(v, n)× J(v, p),

luego, una entrada del producto

δm,nδn,p esta indexada por (βm, βp) ∈ J(v, m)× J(v, p)

y viene dada por el siguiente cálculo:

(δm,n δn,p)(βm, βp) =
∑

βn∈J(v,n)

δm,n(βm, βn)δn,p(βn, βp)

= #{βn tal que βm ⊆ βn ⊆ βp}
= Ca

m,p .

Es fácil ver que

Ca
m,p =

{ (
p−m
p−n

)
si βm ⊆ βp

0 c.c. ,

con lo cual hemos probado el Caso a.

Caso b:

Para m ≤ p ≤ n, p = 0, 1, . . . , k.

(δm,n δn,p) =
∑

j=0

(
v−p−j
n−p−j

)
δm−j
m,p ∈ Mm,p .(51)

Prueba:
Una entrada del producto

δm,nδn,p está indexada por (βm, βp) ∈ J(v, m) × J(v, p),

y viene dada por el siguiente cálculo :

(δm,n δn,p)(βm, βp) =
∑

βn∈J(v,n)

δm,n(βm, βn)δn,p(βn, βp)(52)

= #{βn tal que βm ⊆ βn y βp ⊆ βn}(53)

= Cb
m,p .(54)

A diferencia del Caso a, el coeficiente Cb
m,p depende de la intersección entre βm y βp.

El término
(

v−p−j
n−p−j

)
δm−j
m,p
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viene de calcular (53), cuando |βm ∩ βp| = m− j
con lo cual hemos probado el Caso b .

Caso c:

Para m ≥ p ≥ n, m = 0, 1, . . . , k

(δm,n δn,p) =

p−n
∑

j=0

(
p−j
n

)
δp−j
m,p ∈Mm,p.(55)

Prueba:

(δm,n δn,p)(βm, β
′

p) =
∑

βn∈J(v,n)

δm,n(βm, βn)δn,m(βn, β
′

p)(56)

= #{βn tal que βn ⊆ βm y βn ⊆ β
′

p}(57)

= Cc
m,p .(58)

Al igual del Caso b, el coeficiente Cc
m,p depende de la intersección entre βm y β

′

p.
El término

(
p−j
n

)
δp−j
m,p

viene de calcular (57) , cuando |βm ∩ β
′

p| = p− j, con lo cual hemos probado el Caso

c.

�

Corolario 3.12.

MijMjl ⊆Mil y por lo tanto M es un álgebra.

Prueba:

MijMjl =

(

B( k
k−i

) δk−i,k−j ⊗ B(n−k
i

) δi,j

) (

δk−j,k−l B( k
k−l

) ⊗ δj,l B(n−k
l

)

)

= B( k
k−i

) δk−i,k−j δk−j,k−l B( k
k−l

) ⊗ B(n−k
i

) δi,j δj,l B(n−k
l

)

⊆ B( k
k−i

) δk−i,k−l B( k
k−l

) ⊗ B(n−k
i

) δi,l B(n−k
l

) por lema anterior

= Mil por Corolario 3.10.

�

2.3. Ejemplo: el álgebra M de J(12, 4).
Tomemos J(12, 4) y describamos parte del álgebra M (que luego probaremos

será su T -álgebra asociada).
Por ejemplo tenemos

M11 = B(4
3

) ⊗ B(8
1

)

M22 = B(4
2

) ⊗ B(8
2

)

donde debemos recordar que

B(4
3

) ≃ B(4
1

)

o también recordemos las distintas expresiones de
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M12 = B(4
3

)δ3,2 ⊗ B(8
1

)δ1,2

= δ3,2B(4
2

) ⊗ δ1,2B(8
2

)

donde cada elemento puede ser escrito como combinación lineal de

M12 = 〈
{
δr
3,2 ⊗ δs

1,2

}2,1

r=1,s=0
〉

O por ejemplo

M3,4 = B(4
1

)δ1,0 ⊗ B(8
3

)δ3,4

= B(4
1

)







1
1
1
1






⊗ B(8

3

)δ3,4

=







1
1
1
1






B(4

0

) ⊗ δ3,4B(8
4

)

=

〈













1
1
1
1






⊗ δs

3,4







3

s=0

〉

etc...

3. T =M
En esta sección probaremos que T -álgebra asociada a un esquemas de Johnson

J(n, k) con 3k ≤ n es el álgebraM definida anteriormente.
Para ello necesitaremos una técnica de “inclusión “ de álgebras de adyacencia que
describimos abajo.

3.1. Cadenas de álgebras de adyacencia.

El propósito de esta sección es mostrar que; dado un esquema J(n, k) y el álgebra
asociadaM ; en “cierto sentido” (que definiremos luego) se tiene que:

Mi,i ⊆Mi+1,i+1

Más concretamente recordemos que

Mi,i = B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

)

= {E
(

k
k−i

)

m ⊗ E

(
n−k

i

)

n }min (k−i,i)
m,n=0

Lo que queremos significar con la inclusión es que si M es un álgebra a cada idem-
potente no nulo

E

(
k

k−i

)

m ⊗ E

(
n−k

i

)

n ∈Mi,i podemos asociarle el correspondiente idempotente

E

(
k

k−i−1

)

m ⊗ E

(
n−k
i+1

)

n ∈Mi+1,i+1

(Observación: si E

(
k

k−i−1

)

m ⊗E

(
n−k
i+1

)

n = 0 ∈ Mi+1,i+1 le asociamos la matriz nula)
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Rećıprocamente a cada idempotente no nulo

E

(
k

k−i−1

)

m ⊗ E

(
n−k
i+1

)

n ∈Mi+1,i+1 podemos asociarle el correspondiente idempotente

E

(
k

k−i

)

m ⊗ E

(
n−k

i

)

n ∈Mi,i

(y análogamente si E

(
k

k−i

)

m ⊗ E

(
n−k

i

)

n = 0 ∈Mi,i le asociamos la matriz nula)
En lo que sigue definimos formalmente la forma de “subir” un proyector

E

(
k

k−i

)

m ⊗ E

(
n−k

i

)

n ∈ Mi,i −→ E

(
k

k−i−1

)

m ⊗ E

(
n−k
i+1

)

n ∈Mi+1,i+1

o de “bajar”

E

(
k

k−i−1

)

m ⊗ E

(
n−k
i+1

)

n ∈ Mi+1,i+1 −→ E

(
k

k−i

)

m ⊗ E

(
n−k

i

)

n ∈Mi,i

Por simplicidad solo hacemos las cuentas sobre una coordenada del producto y

consideramos un proyector general E

(
v
d

)

r ∈ B(v
d

)

Definición 3.13. Dado el idempotente E

(
v
d

)

r ∈ B(v
d

) definimos

Id,d+1 : B(v
d

) −→ B( v
d+1

)

E

(
v
d

)

r −→ δd+1,d E

(
v
d

)

r δd,d+1

Id,d−1 : B(v
d

) −→ B( v
d−1

)

E

(
v
d

)

r −→ δd−1,d E

(
v
d

)

r δd,d−1

Tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.14.

Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) es un múltiplo de E

(
v

d+1

)

r ∈ B( v
d+1

)

Id,d−1(E

(
v
d

)

r ) es un múltiplo de E

(
v

d−1

)

r ∈ B( v
d−1

).

Prueba:

Analicemos la primera afirmación:

Que Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) ⊆ B( v
d+1

) se deduce del hecho de que M definida en el caṕıtulo

anterior es un álgebra.

Veamos primero que Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) es múltiplo de un idempotente en B( v
d+1

)

∀r = 0, 1 . . . , d.
Por la definición tenemos que

Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) Id,d+1(E

(
v
d

)

s ) = δd+1,dE

(
v
d

)

r δd,d+1 δd+1,dE

(
v
d

)

s δd,d+1.

Ahora bien por (51) sabemos que

δd,d+1δd+1,d = (v − d)I

(
v
d

)

+ A

(
v
d

)

1 ∈ B
(
v
d

)

,
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y entonces

Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) Id,d+1(E

(
v
d

)

s ) = δd+1,dE

(
v
d

)

r

(

(v − d)I

(
v
d

)

+ A

(
v
d

)

1

)

E

(
v
d

)

s δd,d+1

=

(

(v − d) + p

(
v
d

)

1 (s)

)

δd+1,dE

(
v
d

)

r E

(
v
d

)

s δd,d+1,

Con estas expresiones concluimos que

Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) Id,d+1(E

(
v
d

)

s ) =

{

c Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) si r = s
0 si r 6= s

,

donde la constante

c = (v − d) + p

(
v
d

)

1 (r),(59)

Analicemos dicha constante en relación a los parametros v y d.
Análisis de c:
Sabemos por la teoŕıa que los autovalores de un J(v, d) son de la forma

p

(
v
d

)

1 (s) = d(v − d)− s(v + 1− s),

y que son decrecientes con autovalor mı́nimo p

(
v
d

)

1 (d) = −d.
Tenemos entonces que

(v − d) + p

(
v
d

)

1 (s) ≥ v − 2d

y luego

(v − d) + p

(
v
d

)

1 (s) = 0 ⇐⇒ s = d y v = 2d.

Las anteriores desigualdades nos dicen que si v > 2d todos los idempotentes de B
(
v
d

)

pueden “subir” a uno no nulo de B
(

v
d+1

)

(puesto que c > 0).

En cambio si v = 2d todos los idempotentes de B
(
v
d

)

salvo el último tendrán asociado

uno no nulo en B
(

v
d+1

)

.
Esto ocurre porque si v = 2d tenemos que

B
(

2d
d+1

)

≃ B
(

2d
d−1

)

= 〈E0, E1, . . . , Ed−1〉

y entonces

Id,d+1 : B
(
v
d

)

−→ B
(

v
d+1

)

≃ B
(

v
d−1

)

sube todos los proyectores a los respectivos no nulos, salvo E

(
v
d

)

d .

Ahora bien, sabemos que si c 6= 0 entonces 1
cId,d+1(E

(
v
d

)

r ) es un idempotente en

B
(

v
d+1

)

.

¿Es necesariamente E

(
v

d+1

)

r ?. Veamos que la respuesta es afirmativa.
Para ello basta el siguiente cálculo:

Id,d+1(E

(
v
d

)

r )A

(
v

d+1

)

1 =

(

δd+1,d E

(
v
d

)

r δd,d+1

)

A

(
v

d+1

)

1 .
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Por el lema 3.7 , sabemos que

A

(
v
d

)

1 δd,d+1 = 2δd−1
d,d+1 + dδd

d,d+1

δd,d+1A

(
v

d+1

)

1 = (v − d− 1)δd
d,d+1 + 2δd−1

d,d+1.

Con lo cual reemplazando en δd,d+1A

(
v

d+1

)

1 tenemos

δd+1,d E

(
v
d

)

r

(

(v − d− 1)δd
d,d+1 + 2δd−1

d,d+1

)

= δd+1,d E

(
v
d

)

r

(

(v − d− 1)δd
d,d+1 + A

(
v
d

)

1 δd,d+1 − dδd
d,d+1

)

=

(

v − 2d− 1 + p

(
v
d

)

1 (r)

)(

δd+1,d E

(
v
d

)

r δd,d+1

)

,

donde

v − 2d− 1 + p

(
v
d

)

1 (r) = v − 2d− 1 + d(v − d)− r(v + 1− r)

= (d + 1)(v − d− 1)− r(v + 1− r)

= p

(
v

d+1

)

1 (r),

con lo cual concluimos que

Id,d+1(E

(
v
d

)

r ) = c E

(
v

d+1

)

r ∈ B
(

v
d+1

)

,

con c la constante definida en (59).

El cálculo es análogo para Id,d−1(E

(
v
d

)

r ).

�

Observación:

La misma prueba sirve para ver que si i < j

Ii,j(E

(
v
i

)

r ) = ni,j
r E

(
v
j

)

r ∈ B
(
v
j

)

donde ni,j
r =

∑

m

(
v−i−m
j−i−m

)
p

(
v
j

)

1 (m).

Es decir

1

ni,j
r

δj,iE

(
v
i

)

r δi,j = E

(
v
j

)

r .

La técnica descripta anteriormente nos permite asociar un proyector

Ik−i,k−i−1 ⊗ Ii,i+1

E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s ∈Mii −→ E

(
k

k−i−1

)

r ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s ∈ Mi+1,i+1

o también

Ik−i,k−i+1 ⊗ Ii,i−1

E

(
k

k−i+1

)

r ⊗ E

(
n−k
i−1

)

s ∈Mi−1,i−1 ←− E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s ∈Mi,i
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(hemos visto que si el proyector “no está” en el rango se le asocia la matriz nula.)
Para ilustrar, tomemos n = 12, k = 4

M0,0 = B(4
4

) ⊗ B(8
0

) = 1⊗ 1

M1,1 = B(4
3

) ⊗ B(8
1

) = {E
(
4
3

)

r ⊗ E

(
8
1

)

s }1,1
r=0,s=0

M2,2 = B(4
2

) ⊗ B(8
2

) = {E
(
4
2

)

r ⊗ E

(
8
2

)

s }2,2
r=0,s=0

M3,3 = B(4
1

) ⊗ B(8
3

) = {E
(
4
1

)

r ⊗ E

(
8
3

)

s }1,3
r=0,s=0

M4,4 = B(4
0

) ⊗ B(8
4

) = {1⊗ E

(
8
4

)

s }4s=0

y el proyector

E

(
4
3

)

1 ⊗ E

(
8
1

)

0 ∈ M1,1.

Tenemos que

E

(
4
3

)

1 ⊗ E

(
8
1

)

0 ∈M1,1 −→ E

(
4
2

)

1 ⊗ E

(
8
2

)

0 ∈ M2,2 −→ E

(
4
1

)

1 ⊗ E

(
8
3

)

0 ∈ M3,3 −→ 0 ∈ M4,4

0←− E

(
4
3

)

1 ⊗ E

(
8
1

)

0 ∈M1,1 .

3.2. T ⊆M.

Para probar la afirmación basta probar el siguiente:

Proposición 3.15. Sean A1, E
∗
0 , E∗

1 , . . . E∗
k la primera matriz de adyacencia y los

idempotentes duales de un esquema de asociación de tipo J(n, k). Sea M el álgebra
definida anteriormente. Entonces

A1 ⊆ M
E∗

i ⊆ M ∀ i = 0, . . . , k

y luego T ⊆ M
Prueba:

(A1)Ωi×Ωi
= I( k

k−i

) ⊗A

(
n−k

i

)

1 + A

(
k

k−i

)

1 ⊗ I(n−k
i

)

⊆ B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

) =Mii

(A1)Ωi×Ωi+1 = δk−i,k−i−1 ⊗ δi,i+1

⊆ B( k
k−i

) δk−i,k−i−1 ⊗ B(n−k
i+1

) δi,i+1 =Mii+1

(A1)Ωi×Ωi+l
= 0 l ≥ 2 .

Entonces cada bloque de A1 esta identificado con un elemento de M. Tomando la
notación:

(A1)Ωi×Ωj
≃ mij ∈Mij

La primera matriz de adyacencia tiene la identificación

A1 ≃ ⊕ijmij ∈ M.

Para los idempotentes duales tenemos

(E∗
m)Ωi×Ωi

=

{
I i = m
0 i 6= m

.
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Con lo cual es fácil ver que E∗
m ⊆M. Y entonces hemos probado el lema.

�

3.3. T ⊇M.

Probemos la siguiente :

Proposición 3.16. Para i < j

δk−i,k−j ⊗ δi,j ⊆ T/Ωi×Ωj
.

Prueba:

Dado que i < j supongamos j = i + l.
Para todo i y l = 1 se cumple la afirmación del lema pues en la descripción de la
matriz de adyacencia dada en (42) , tenemos:

(A1)Ωi×Ωi+1 = δk−i,k−i−1 ⊗ δi,i+1 ⊆ T/Ωi×Ωi+1

Hacemos entonces, inducción en l. Suponemos que

δk−i,k−i−l ⊗ δi,i+l ⊆ T/Ωi×Ωi+l

y queremos ver si

δk−i,k−i−l−1 ⊗ δi,i+l+1 ⊆ T/Ωi×Ωi+l+1
.

Como hemos hemos dicho que para todo i y l = 1 se cumple la afirmación del lema,
enparticular tomando i = i + l tenemos que

δk−i−l,k−i−l−1 ⊗ δi+l,i+l+1 ⊆ T/Ωi+l×Ωi+l+1
.

Premultiplicando ésta expresión por la de la hipotésis inductiva y recordando los
cálculos del lema 3.11 , tenemos que el siguiente producto está en T :

(δk−i,k−i−l ⊗ δi,i+l) (δk−i−l,k−i−l−1 ⊗ δi+l,i+l+1)

= δk−i,k−i−l δk−i−l,k−i−l−1 ⊗ δi,i+l δi+l,i+l+1

= λ δk−i,k−i−l−1 ⊗ δi,i+l+1

que es lo que queŕıamos probar.

�

Observaciones:

Recordemos las siguientes definiciones:

Mii = B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

)

Mij = B( k
k−i

) δk−i,k−j ⊗ B(n−k
i

) δi,j i < j

Mij = Mt
ij i > j .

Si probamos que

Mii = B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

) ⊆ T/Ωi×Ωi

entonces por el lema anterior tendremos que

Mij ⊆ T/Ωi×Ωj
∀ i, j

y por lo tanto

M⊆ T.
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Recordemos los operadores

Id,d+1 : B(v
d

) −→ B( v
d+1

)

E

(
v
d

)

r −→ δd+1,d E

(
v
d

)

r δd,d+1

Id,d−1 : B(v
d

) −→ B( v
d−1

)

E

(
v
d

)

r −→ δd−1,d E

(
v
d

)

r δd,d−1.

El lema probado previamente dice que si partimos de un proyector que
está en T , entonces la operción de subirlo a bajarlo vuelve a caer en T
(ya que el lema dice que δk−i,k−j ⊗ δi,j ∈ T ).

Comentario:

Recordemos la descripción de la matriz de adyacencia de un J(n, k) dada en (35):

(A1)Ωi×Ωi
= I( k

k−i

) ⊗A

(
n−k

i

)

1 + A

(
k

k−i

)

1 ⊗ I(n−k
i

)

A su vez considerando la expresión de A1 en términos de la base de proyectores Ej

tenemos

A

(
n−k

i

)

1 =
∑

r

p1(r)E

(
n−k

i

)

r

A

(
k

k−i

)

1 =
∑

s

p1(s)E

(
k

k−i

)

s .

donde p1(m) es el autovalor de A1 en el autoespacio Vm (ver sección 1.1).
Sabemos por [B I] que p1(m) correspondiente a un J(v, d) est́a dado por la fórmula:

p1(m) = d(v − d)−m(v + 1−m)

Denotamos por simplicidad a p1(r) correspondiente a J(n − k, i) con λr y a p1(s)
correspondiente a un J(k, k − i) con µs. Entonces

(A1)Ωi×Ωi
= I( k

k−i

) ⊗ A

(
n−k

i

)

1 + A

(
k

k−i

)

1 ⊗ I(n−k
i

)

= (
∑

p′

E

(
k

k−i

)

p′ )⊗ (
∑

p

λpE

(
n−k

i

)

p ) + (
∑

q

µqE

(
k

k−i

)

q )⊗ (
∑

q′

E

(
k

k−i

)

q′ )

=
∑

p′

∑

p

λpE

(
k

k−i

)

p′ ⊗ E

(
n−k

i

)

p +
∑

q

∑

q′

µqE

(
k

k−i

)

q ⊗ E

(
k

k−i

)

q′

=
∑

p,q

(λp + µq) E

(
k

k−i

)

q ⊗ E

(
n−k

i

)

p .

Es decir:

(A1)Ωi×Ωi
= I( k

k−i

) ⊗A

(
n−k

i

)

1 + A

(
k

k−i

)

1 ⊗ I(n−k
i

)

⊆ 〈{E
(

k
k−i

)

q ⊗ E

(
n−k

i

)

p }p,q〉
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Es fácil ver que si se cumple la condición

(p, q) 6= (p′, q′) ⇒ (λp + µq) 6= (λp′ + µq′)

entonces se obtiene la igualdad y esto diŕıa

〈(A1)Ωi×Ωi
〉 = B( k

k−i

)B(n−k
i

).

Pero tal condición no siempre es cierta.
Consideremos el ejemplo J(12, 4). Para (A1)Ω2×Ω2 se tiene que

λ

(
8
2

)

2 + µ

(
4
2

)

0 = −2 + 4

λ

(
8
2

)

1 + µ

(
4
2

)

2 = 4− 2

con lo cual los coeficientes de

E

(
4
2

)

0 ⊗ E

(
8
2

)

2 y de E

(
4
2

)

2 ⊗ E

(
8
2

)

1 son iguales

(diremos entonces que los proyectores están en resonancia o “resuenan ”)
¿Quiere decir que la inclusión es estricta

T/Ω2×Ω2 ( B(4
2

) ⊗ B(8
2

)?

es decir tenemos que

E

(
4
2

)

0 ⊗ E

(
8
2

)

2 + E

(
4
2

)

2 ⊗ E

(
8
2

)

1 ∈ T/Ω2×Ω2

pero

E

(
4
2

)

0 ⊗ E

(
8
2

)

2 ∈ T/Ω2×Ω2?

E

(
4
2

)

2 ⊗ E

(
8
2

)

1 ∈ T/Ω2×Ω2?

Veamos que

T/Ω2×Ω2 = B(4
2

) ⊗ B(8
2

) =M2,2.(60)

La razón es que si bien
E0 ⊗ E2 y E2 ⊗ E1

están en resonancia en (A1)Ω2×Ω2 no lo están en

(A1)Ω4×Ω4 = I

(
4
4

)

⊗A

(
8
4

)

1

= 1⊗
(

16E

(
8
4

)

0 + 8E

(
8
4

)

1 + 2E

(
8
4

)

2 − 2E

(
8
2

)

3 − 4E

(
8
4

)

4

)

= E

(
4
4

)

0 ⊗
(

16E

(
8
4

)

0 + 8E

(
8
4

)

1 + 2E

(
8
4

)

2 − 2E

(
8
2

)

3 − 4E

(
8
4

)

4

)

(los proyectores no resuenan por el sencillo hecho de que E2⊗E1 = 0 ∈ B(4
0

)⊗B(8
8

))

Entonces podemos “traer” E0 ⊗E2 deM4,4 aM2,2 mediante las técnicas descriptas
en 3.1.
El punto es que

M4,4 = T/Ω4×Ω4

entonces, como observamos anteriormente todo lo que traigamos de M4,4 cae en el
álgebra T . De este modo tenemos

I1,2 ⊗ I3,2 I0,1 ⊗ I4,3

E

(
4
2

)

0 ⊗ E

(
8
2

)

2 ∈ T/Ω2×Ω2 ←− E

(
4
3

)

0 ⊗ E

(
8
3

)

2 ∈ T/Ω3×Ω3 ←− E

(
4
4

)

0 ⊗ E

(
8
4

)

2 ∈ T/Ω4×Ω4
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Luego

E

(
4
2

)

0 ⊗ E

(
8
2

)

2 ∈ T/Ω2×Ω2 y

E

(
4
2

)

0 ⊗ E

(
8
2

)

2 + E

(
4
2

)

2 ⊗ E

(
8
2

)

1 ∈ T/Ω2×Ω2

y entonces también

E

(
4
2

)

2 ⊗ E

(
8
2

)

1 ∈ T/Ω2×Ω2

con lo cual se tiene (60).

Veamos otro ejemplo. En J(18, 6) tenemos que para (A1)Ω2×Ω2

λ

(
6
2

)

2 + µ

(
12
2

)

0 = 8− 2

λ

(
6
2

)

1 + µ

(
12
2

)

2 = −2 + 8.

Con lo cual los coeficientes de

E

(
6
2

)

0 ⊗ E

(
12
2

)

2 y E

(
6
2

)

2 ⊗ E

(
12
2

)

1

son los mismos en la descomposición de (A1)Ω2×Ω2 .
Pero esto tambien ocurre en (A1)Ω3×Ω3 y de (A1)Ω4×Ω4 . Es decir

λ

(
6
3

)

2 + µ

(
12
3

)

0 = 5 + 9, λ

(
6
3

)

1 + µ

(
12
3

)

2 = 15− 1

λ

(
6
2

)

2 + µ

(
12
4

)

0 = 10 + 8, λ

(
6
2

)

1 + µ

(
12
4

)

2 = 20− 2.

Es recién en

(A1)Ω5×Ω5

donde se “separan”, pues alĺı

E

(
6
1

)

2 ⊗ E

(
12
5

)

1 = 0

E

(
6
1

)

0 ⊗ E

(
12
5

)

2 6= 0 y λ

(
6
1

)

2 + µ

(
12
5

)

0 = 13 + 5.

Podŕıamos decir que en este ejemplo, E0⊗E2 y E2⊗E1 están en resonancia siempre
que “existan” dichos proyectores. Es decir

E0 ⊗ E2 y E2 ⊗ E1

son ambos no nulos y resuenan en B(6
2

)⊗B(12
2

), B(6
3

)⊗B(12
3

), B(6
4

)⊗B(12
4

)

son ambos nulos en B(6
6

) ⊗ B(12
0

), B(6
5

) ⊗ B(12
1

)

E0 ⊗ E2 6= 0, E2 ⊗ E1 = 0 en B(6
5

) ⊗ B(12
5

), B(6
0

) ⊗ B(12
6

) .

Veamos que esta situación ocurre en general, es decir que si dos proyectores re-
suenan en la descomposición de (A1)Ωj×Ωj

resonarán en todos los (A1)Ωi×Ωi
tal que

los proyectores sean no nulos en Mi,i = B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

).

Los proyectores podrán ser separados pues existirá unMq,q donde alĺı uno será nulo
y el otro no.

Definimos formalmente el término ya usado de “resonancia”.
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Definición 3.17. Dados

E

(
k

k−i

)

p ⊗ E

(
n−k

i

)

q , E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s ∈ B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

) =Mii

diremos que están en resonancia o resuenan en la descomposición de (A1)Ωi×Ωi
si

λ

(
k

k−i

)

p + µ

(
n−k

i

)

q = λ

(
k

k−i

)

r + µ

(
n−k

i

)

s o equivalentemente

p(k + 1− p) + q(n− k + 1− q) = r(k + 1− r) + s(n− k + 1− s)

Si las ecuaciones anteriores no se cumplen o alguno de ellos es nulo y el otro no
diremos que no resuenan en la descomposición de (A1)Ωi×Ωi

.

Probemos el siguiente lema:

Lema 3.18. Supongamos que

E

(
k

k−i

)

p ⊗ E

(
n−k

i

)

q , E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s 6= 0 ∈Mi,i

y que

λ

(
k

k−i

)

p + µ

(
n−k

i

)

q = λ

(
k

k−i

)

r + µ

(
n−k

i

)

s

(es decir que en la descomposición de (A1)Ωi×Ωi
los proyectores están en resonancia)

Supongamos que

0 6= E

(
k

k−j

)

p ⊗ E

(
n−k

j

)

q , E

(
k

k−j

)

r ⊗ E

(
n−k

j

)

s ∈ Mj,j, entonces

λ

(
k

k−j

)

p + µ

(
n−k

j

)

q = λ

(
k

k−j

)

r + µ

(
n−k

j

)

s

(es decir, también resuena en la descomposición de (A1)Ωj×Ωj
)

Prueba:

Por hipótesis

λ

(
k

k−i

)

p + µ

(
n−k

i

)

q = λ

(
k

k−i

)

r + µ

(
n−k

i

)

s ,

p(k + 1− p) + q(n− k + 1− q) = r(k + 1− r) + s(n− k + 1− s)

esto implica que

λ

(
k

k−j

)

p + µ

(
n−k

j

)

q = λ

(
k

k−j

)

r + µ

(
n−k

j

)

s

y que el hecho de resonar no depende i, j.

�

Hemos visto entonces que si dos proyectores están en resonancia, lo están en todos los
Mj,j donde son no nulos. En lo que sigue, veamos que para dos proyectores resonantes
existe un j tal que uno de ellos es nulo en Mj,j y el otro no.
Para ello asociamos a cada proyector Ep ⊗ Eq los siguientes parámetros:

ep,q que cuenta el mı́nimo i tal que el proyector es no nulo enMi,i

dp,q donde dp,q + 1 cuenta la cantidad de i’s tal que el proyector es no nulo en Mi,i

(estos parámetros son esencialmente los definidos en la sección 1.4 para cada T -
submódulo irreducible.Esto muestra algo que veremos en caṕıtulos posteriores: la
correspondencia que existe entre proyectores, ideales y T -submódulos irreducibles )

Ahora veamos que si dos proyectores “empiezan a resonar juntos”(tienen el mismo
parámetro e) no pueden tener el mismo parámetro d y para algún j dejan de resonar
en Mj,j.
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Definición 3.19. Dado un proyector E

(
k

k−i

)

p ⊗ E

(
n−k

i

)

q ∈ Mii, definimos

ep,q = min{i | 0 6= E

(
k

k−i

)

p ⊗ E

(
n−k

i

)

q ∈Mi,i}(61)

dp,q = #{i | 0 6= E

(
k

k−i

)

p ⊗ E

(
n−k

i

)

q ∈Mi,i} − 1.(62)

Lema 3.20. Dado un proyector E

(
k

k−i

)

p ⊗ E

(
n−k

i

)

q ∈Mii

ep,q =

{
p si p ≥ q
q si p < q

(63)

dp,q + 1 =

{
k − 2p + 1 si p ≥ q
k + 1− q − p si p < q

(64)

Prueba:

Las fórmulas provienen de considerar que

0 6= Er ∈ B( k
k−i

) para i = r, ..., k − r(65)

0 6= Es ∈ B(n−k
j

) para j = s, ..., k(66)

y de que se pide que ambos sean no nulos dado un

Mi,i = B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

).

La afirmación (66) se cumple pues estamos considerando 3k ≤ n, y luego

2i ≤ 2k ≤ n− k.

�

Proposición 3.21. Supongamos que tenemos dos proyectores resonantes

Ep ⊗ Eq, Er ⊗ Es con ep,q = er,s

entonces
dp,q 6= dr,s

Prueba:

Si dos proyectores resuenan (no importa en cualMii) , entonces

λ

(
k

k−j

)

p + µ

(
n−k

j

)

q = λ

(
k

k−j

)

r + µ

(
n−k

j

)

s

λ

(
k

k−j

)

p − λ

(
k

k−j

)

r = µ

(
n−k

j

)

s − µ

(
n−k

j

)

q

como sabemos que λi, µj son estrictamente decrecientes, concluimos que

p = r ⇐⇒ q = s

p < r ⇐⇒ s < q

p > r ⇐⇒ s > q

Si los proyectores son distintos supongamos que p < r (luego s < q) y por hipótesis
que ep,q = er,s. Esto nos dice que

p < q y r > s ó(67)

p > q y r < s(68)

Pues si tuviéramos por ejemplo
p < q, r < s

con la hipótesis ep,q = er,s entonces por el lema 3.20

ep,q = p = er,s = r
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lo cual es un absurdo pues dijimos que los proyectores son distintos entonces p 6=
r, q 6= s.
(análogamente no podemos tener p > q, r > s).
Supongamos que ocurre (67) entonces

ep,q = q = er,s = r

Calculando d tenemos que

dp,q + 1 = k − p− q + 1

dr,s + 1 = k − 2r + 1

pero entonces

dr,s + 1 = k − 2r + 1 = k − 2q + 1 > k − p− q + 1 = dp,q + 1.

El cálculo es análogo si ocurre (68)

�

La anterior proposición nos asegura que nunca dos proyectores resuenan exactamente
en los mismosMj,j’s. Esto nos permite probar el siguiente

Teorema 3.22. Sea T el álgebra de Terwilliger de un esquema de tipo J(n, k)
con 3k ≤ n. Entonces

T/Ωi×Ωi
= 〈{E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s }min(k−i,i),i
r,s=0 〉.

Prueba:

Para i = k tenemos que

(A1)Ωk×Ωk
= A

(
n−k

k

)

1 ⊆ T/Ωk×Ωk

y por lo tanto

B(n−k
k

) = 〈{1⊗ E

(
n−k

k

)

q }kq=0〉

= 〈{E
(
k
0

)

0 ⊗ E

(
n−k

k

)

s }ks=0 ⊆ T/Ωk×Ωk
.

Con lo cual, hemos probado la afirmación del lema para i = k
Con las técnicas descriptas en la seccion 3.1 podemos llevar

{E
(
k
1

)

0 ⊗ E

(
n−k
k−1

)

s }k−1
s=0 ∈ T/Ωk−1×Ωk−1

←− {E
(
k
0

)

0 ⊗ E

(
n−k

k

)

s }ks=0 ∈ T/Ωk×Ωk

(con operaciones que siempre caen en el álgebra.)
Como sabemos que

(A1)Ωk−1×Ωk−1
=

k−1∑

s=0

(λs+µ0)

(

E

(
k
1

)

0 ⊗ E

(
n−k
k−1

)

s

)

+

k−1∑

s=0

(λs+µ1)

(

E

(
k
1

)

1 ⊗ E

(
n−k
k−1

)

s

)

∈ T/Ωk−1×Ωk−1

y por lo visto anteriormente tenemos

{E
(
k
1

)

0 ⊗ E

(
n−k
k−1

)

s }k−1
s=0 ∈ T/Ωk−1×Ωk−1

Luego, como
(λp + µ1) 6= (λq + µ1) si p 6= q

entonces los idempotentes

{E
(
k
1

)

1 ⊗ E

(
n−k
k−1

)

s }k−1
s=0 ∈ T/Ωk−1×Ωk−1

.
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Hemos visto que
{

E

(
k
0

)

0 ⊗ E

(
n−k

k

)

s s = 0, . . . , k

}

∈ T/Ωk×Ωk







E

(
k
1

)

0 ⊗ E

(
n−k
k−1

)

s

E

(
k
1

)

1 ⊗ E

(
n−k
k−1

)

s

s = 0, . . . , k − 1







∈ T/Ωk−1×Ωk−1
.

Hagamos ahora inducción en i (tomando i que decrece desde k hasta 0).
Separaremos la inducción en los casos ⌊k

2⌋ < i, ⌊k
2 ⌋ ≥ i.

Tomemos ⌊k
2⌋ ≤ i arbitrario.

En este caso k − i ≤ k
2 y entonces para la primera coordenada de “⊗”tenemos,

0 6= E

(
k

k−i

)

r para r = 0, ..., k − i

Con la hipótesis inductiva






{E
(

k
k−i−1

)

0 ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }i+1
s=0

{E
(

k
k−i−1

)

1 ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }i+1
s=0

. . .

{E
(

k
k−i−1

)

k−i−1 ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }i+1
s=0







∈ T/Ωi+1×Ωi+1
,

queremos ver que






{E
(

k
k−i

)

0 ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0

{E
(

k
k−i

)

1 ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0

. . .

{E
(

k
k−i

)

k−i ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0







∈ T/Ωi×Ωi
.

Entonces para r = 0, 1, ..., k − i− 1, traemos

{E
(

k
k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0 ∈ T/Ωi×Ωi
←− {E

(
k

k−i−1

)

r ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }is=0 ∈ T/Ωi+1×Ωi+1

.

Como sabemos que

(A1)Ωi×Ωi
=

k−i−1∑

r=0

i∑

s=0

(λs+µr)

(

E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s

)

+
i∑

s=0

(λs+µk−i)

(

E

(
k

k−i

)

k−i ⊗ E

(
n−k

i

)

s

)

∈ T/Ωi×Ωi

y además

(λp + µk−i) 6= (λq + µk−i) si p 6= q,

entonces los idempotentes

{E
(

k
k−i

)

k−i ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0 ∈ T/Ωi×Ωi

y hemos probado la inducción cuando ⌊k
2 ⌋ ≤ i.

Probemos ahora la inducción cuando i < ⌊k
2 ⌋. La diferencia radica en que ahora,

para la primera coordenada de “⊗”, tenemos la identificación

B( k
k−i

) = B(k
i

).
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Entonces la hipotesis inductiva dice que para r = 0, ...i






{E
(

k
k−i−1

)

0 ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }i+1
s=0

{E
(

k
k−i−1

)

1 ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }i+1
s=0

. . .

{E
(

k
k−i−1

)

i ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }i+1
s=0







∈ T/Ωi+1×Ωi+1
.

y queremos ver que







{E
(
k
i

)

0 ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0

{E
(
k
i

)

1 ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0

. . .

{E
(
k
i

)

i ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0







∈ T/Ωi×Ωi
.

Para este caso, cuando r = 0, 1, ...i, simplemente traemos cualquiera de los pro-
yectores de

{E
(
k
i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s }is=0 ∈ T/Ωi×Ωi
←− {E

(
k

i+1

)

r ⊗ E

(
n−k
i+1

)

s }is=0 ∈ T/Ωi+1×Ωi+1

.

y hemos probado la inducción cuando i ≤ ⌊k
2 ⌋, con lo cual hemos probado el corolario.

�

Corolario 3.23. Sea T el álgebra de Terwilliger de J(n, k) con 3k ≤ n y M el
álgebra definida en la sección 3.5. Entonces

T ⊇M.

Prueba:

Es inmediato de la proposición 3.16 y del Teorema anterior.

�

Corolario 3.24.
Sea T el álgebra de Terwilliger de J(n, k) con 3k ≤ n y M el álgebra definida en

la sección 3.5. Entonces

T =M,

es decir

T/Ωi×Ωj
= 〈{E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

s δi,j}〉.

T/Ωi×Ωj
= 〈δk−i,k−j{E

(
k

k−j

)

r ⊗ δi,jE

(
n−k

j

)

s }〉.
Corolario 3.25.
Sean 3k < m, n y TJ(n,k) , TJ(m,k) las T -álgebras de esquemas J(m, k) y J(n, k)

respectivamente. Entonces

TJ(m,k) ≃ TJ(n,k).

Prueba:

El isomorfismo esta dado por

τm,n : (TJ(m,k))/Ωi×Ωi
−→ (TJ(n,k))/Ωi×Ωi

τm,n : E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j ⊗ E

(
m−k

i

)

s δi,j −→ E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

s δi,j

�
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4. Ideales simples de T

En esta sección descomponemos el álgebra T en ideales simples.
Hemos visto que si i ≤ j

T/Ωi×Ωj
= B( k

k−i

) δk−i,k−j B( k
k−j

) ⊗ B(n−k
i

) δi,j B(n−k
j

)

= B( k
k−i

) δk−i,k−j ⊗ B(n−k
i

) δi,j

= δk−i,k−j B( k
k−j

) ⊗ δi,j B(n−k
j

)

T/Ωi×Ωj
= (T/Ωj×Ωi

)t si i > j

lo que nos dice que multiplicar izquierda o a derecha δij (por las Bose Mesner corres-
pondientes) generan los mismos T -submódulos. En lo que sigue queremos “afinar”
más aún tal afirmación. Queremos ver que multiplicar izquierda o a derecha por el
mismo proyector (de tamaño correspondiente) da lo mismo.
Más concretamente

Lema 3.26.

E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

s δi,j = δk−i,k−j E

(
k

k−j

)

r ⊗ δi,j E

(
n−k

j

)

s

Prueba:

Para probar la afirmación del lema lo hacemos sólo sobre una de las coordenadas del
producto.
Es decir fijando i, j, s veamos que

E

(
n−k

i

)

s δi,j = ms δi,j E

(
n−k

j

)

s donde m2
s = 1(69)

La observación realizada en al final de la sección 3.1 nos dice que i < j y

E

(
v
i

)

s δi,j , δi,jE

(
v
j

)

s son no nulos, entonces

δj,i E

(
v
i

)

s δi,j = ni,j
s E

(
v
j

)

s con ni,j
s =

∑

m

(
v−i−m
j−i−m

)
p

(
v
i

)

1 (m)

δi,j E

(
v
j

)

s δj,i = nj,i
s E

(
v
i

)

s con nj,i
s =

∑

m

(
j−m

i

)
p

(
v
j

)

1 (m)

Por lo tanto dado

E

(
n−k

i

)

s δi,j ∈ B(n−k
i

)δij .

Supongamos que

E

(
n−k

i

)

s δij =
∑

p

mp δijE

(
n−k

j

)

p multiplicando por la respectiva traspuesta, se tiene

E

(
n−k

i

)

s δijδjiE

(
n−k

i

)

s =

(
∑

p

mp δijE

(
n−k

j

)

p

)(
∑

p

mp E

(
n−k

j

)

p δji

)

usando la expresión para δijδji

ni,j
s E

(
n−k

i

)

s =

(
∑

p

m2
p δijE

(
n−k

j

)

p δji

)

ni,j
s E

(
n−k

i

)

s =

(
∑

p

m2
p ni,j

p E

(
n−k

i

)

p

)

con ni,j
p 6= 0

⇒ mp = 0 ∀ p 6= s, m2
s = 1
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con cual hemos probado la igualdad. Denotamos al múltiplo con m = ms ya que no
depende de s.

La prueba para la otra coordenada del producto ⊗ es análoga, con lo cual tenemos

E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j = m δk−i,k−j E

(
k

k−j

)

r .

Es decir, que fijando pares (i, j), (r, s)

E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

s δi,j = m2 δk−i,k−j E

(
k

k−j

)

r ⊗ δi,j E

(
n−k

j

)

s con m2 = 1.

�

El lema probado nos ayudará a definir los ideales simples. A cada par (r, s) aso-
ciaremos las matrices rsTij en el álgebra que serán base de un ideal simple. Dichas
matrices se definen del siguiente modo:

Definición 3.27.
Fijado un par (r, s) para i, j = 0, . . . , k definimos rsTij como la siguiente matriz

indexada por bloques

rsTij =

{

E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

s δi,j en el bloque Ωi × Ωj

0 c.c.

y rsT ⊆ T como el subespacio de las combinaciones lineales de dichas matrices:
rsT = 〈{rsTij}i,j〉.

Observación:

rsTij 6= 0 ⇐⇒ i, j = er,s, ..., er,s + dr,s,

donde er,s, dr,s son los parámetros definidos en 3.19.

Corolario 3.28.
r,sT ⊆ T es un ideal bilátero.

Prueba:

Tomamos una matriz arbitraria de r,sT y una de T .
Por la descripción dada para T , un elemento cualquiera de T/Ωi×Ωj

es de la forma

E

(
k

k−i

)

p δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

q δi,j si i ≤ j

δk−i,k−j E

(
k

k−j

)

p ⊗ δi,j E

(
n−k

j

)

q si i > j

Para ver que r,sT es un ideal bastará con ver los siguientes casos:

1. si i ≤ j, j ≤ l
(

E

(
k

k−i

)

p δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

q δi,j

)(

E

(
k

k−i

)

r δk−j,k−l ⊗ E

(
n−k

j

)

s δj,l

)

⊆ r,sT

2. si i ≤ j, j ≥ l
(

E

(
k

k−i

)

p δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

q δi,j

)(

δk−j,k−l E

(
k

k−l

)

r ⊗ δj,l E

(
n−k

l

)

s

)

⊆ r,sT

y los casos análogos
3. i ≥ j, j ≤ l
4. i ≥ j, j ≥ l

Como siempre hacemos la prueba sólo sobre una de las coordenadas del producto y
entonces tenemos :
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1. para el caso 1

E

(
n−k

i

)

s δi,jE

(
n−k

j

)

s δj,l = m E

(
n−k

i

)

s δi,jδj,l = m
(

l−i
l−j

)
E

(
n−k

i

)

s δi,l

2. para el caso 2 basta recordar que

δi,jδj,l ⊆ TΩi×Ωl
= B(n−k

i

)δil

y entonces tiene una expresión

δi,jδj,l =
∑

p

αpE

(
n−k

i

)

p δi,l con αp ciertos coeficientes

reemplazando y usando

E

(
n−k

i

)

s δi,j = m δi,j E

(
n−k

j

)

s con m2 = 1

E

(
n−k

i

)

r δi,jδj,lE

(
n−k

l

)

s = E

(
n−k

i

)

r

(
∑

p

αpE

(
n−k

i

)

p δi,l

)

E

(
n−k

l

)

s

= αr E

(
n−k

i

)

s δi,l E

(
n−k

l

)

s

= m αrE

(
n−k

i

)

s δi,l

Las cuentas para la otra coordenada de ⊗, son análogas con lo cual hemos probado
el lema.

Para ir un poco mas allá y conocer exactamente el múltiplo que aparece en el
caso 2 nos preguntamos ¿αr = ?
Dada la última igualdad multiplicamos cada miembro por su respectiva traspuesta y
obtenemos

E

(
n−k

i

)

s δijδjlE

(
n−k

l

)

s E

(
n−k

l

)

s δljδjiE

(
n−k

i

)

s = m2 α2
sE

(
n−k

i

)

s δilδliE

(
n−k

i

)

s

ni,j
s nj,l

s E

(
n−k

i

)

s = α2
sn

i,l
s E

(
n−k

i

)

s

⇒ α2
s =

ni,j
s nj,l

s

ni,l
s

Los casos 3 y 4 son análogos.

�

Hemos probado que dado un ideal r,sT mutiplicando dos matrices de la base
rsTij

rsTjl −→ es un múltiplo de rsTil

En lo que sigue agregamos múltiplos para conseguir la igualdad del siguiente lema:

Lema 3.29. Dado el ideal simple rsT y las matrices que lo generan rsTij, para
i ≤ j definimos

nij
r =

j−i
∑

m=0

(
k−j−m

k−i

)
p

(
k

k−i

)

m (r), nij
s =

j−i
∑

m=0

(
n−k−i−m

j−i−m

)
p

(
n−k

i

)

m (s)(70)

y normalizamos las matrices dadas anteriormente del siguiente modo:

rsTij =
1

√

nij
r nij

s

E

(
k

k−i

)

r δk−i,k−j ⊗ E

(
n−k

i

)

r δi,j

Tenemos entonces que
rsTij

rsTjl =rs Til
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y por lo tanto
rsT ≃ End(Cdrs+1)

donde drs es el parámetro definido en 3.19 asociado a los proyectores Er ⊗ Es

Prueba:

La elección de la constante surge de pedir

rsTi,j
rsTj,i = rsTii = E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s .

Si pensamos la igualdad en una coordenada de ⊗, es pedir que λE

(
n−k

i

)

s δi,j satisfaga:

λ2E

(
n−k

i

)

s δi,j δj,iE

(
n−k

i

)

s = E

(
n−k

i

)

s

el valor para λ se obtiene pues sabemos que

E

(
n−k

i

)

s δi,j δj,iE

(
n−k

i

)

s = ni,j
s E

(
n−k

i

)

s .

El cálculo para la otra coordenada es análogo y de alĺı sale que la constante para la
matriz rsTij es 1√

nij
r nij

s

.

Ahora bien, hemos probado que con dicha normalización, se tiene
rsTij

rsTji =rs Tii,

falta probar el caso general
rsTij

rsTjl =rs Til.

Distinguimos los casos

C 1: i ≤ j ≤ l

C 2: i ≤ j ≥ l

Para el caso 1 (trabajando sobre una de las coordenadas del producto) , de-
beŕıamos probar que:

1
√

nij
s njl

s

E

(
n−k

i

)

s δijE

(
n−k

j

)

s δjl =
1

√

nil
s

E

(
n−k

i

)

s δil

La igualdad se obtiene pues sabemos que ambos miembros son múltiplos uno de
otro y por el hecho de que multiplicando cada uno por su respectiva trapuesta dan

como resultado E

(
n−k

i

)

r .
Para el caso 2 debemos ver que

1
√

nij
s njl

s

E

(
n−k

i

)

s δijδjlE

(
n−k

l

)

s =
1

√

nil
s

E

(
n−k

i

)

s δil

Hemos probado que

E

(
n−k

i

)

s δijδjlE

(
n−k

l

)

s = αsE

(
n−k

i

)

s δil

con α2
s =

ni,j
s nj,l

s

ni,l
s

, lo que prueba el caso 2 y por lo tanto el lema.

�

Corolario 3.30. Los parámetros ni,j
s definidos en 3.29, satisfacen:

ni,j
s nj,l

s =
(

l−i
l−j

)
ni,l

s

es decir
j−i
∑

m=0

(
k−j−m

k−i

)
p

(
k

k−i

)

m (s)

l−j
∑

m=0

(
k−l−m

k−j

)
p

(
k

k−j

)

m (s) =
l−i∑

m=0

(
k−l−m

k−i

)
p

(
k

k−i

)

m (s)
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Prueba:

Usando las cuentas del lema anterior tenemos que

1
√

nij
s njl

s

E

(
n−k

i

)

s δijE

(
n−k

j

)

s δjl =

(
l−i
l−j

)

√

nij
s njl

s

E

(
n−k

i

)

s δil

esto nos dice que
(

l−i
l−j

)

√

nij
s njl

s

E

(
n−k

i

)

s δil =
1

√

nil
s

E

(
n−k

i

)

s δil

con lo cual probamos la igualdad.

�

Se tiene entonces la siguiente descomposición:

Teorema 3.31. Sea T el álgebra de Terwilliger de un esquema J(n, k) con 3k ≤
n. Entonces

T = ⊕⌊
k
2 ⌋,k

r,s=0
r,sT ≃ ⊕⌊

k
2 ⌋,k

r,s=0 End(Cdrs+1)

donde
r,sT ⊆ T son ideales simples.

Prueba:

La expresión

T/Ωi×Ωj
= B( k

k−i

) δk−i,k−j B( k
k−j

) ⊗ B(n−k
i

) δi,j B(n−k
j

) si i ≤ j

= B( k
k−i

) δk−i,k−j ⊗ B(n−k
i

) δi,j

= δk−i,k−j B( k
k−j

) ⊗ δi,j B(n−k
j

)

T/Ωi×Ωj
= (T/Ωj×Ωi

)t si i > j

nos dice que

T =
∑

r,s

r,sT

y que r,sT son ideales de T .
Los ideales son simples puesto que dado un ideal rsT la acción de T es transitiva en
la base de dicho ideal.
Es decir, dadas dos matrices de la base

rsTij ,
rs Tpq

con la acción de T podemos pasar de una matriz a la otra.
Más explićıtamente, con los cálculos relizados en la prueba del corolario anterior, es
fácil comprobar que

rsTij
rsTjq =rs Tiq

rsTpi
rsTiq =rs Tpq

y aśı vemos que la acción de T es transitiva en la base de cada ideal, lo que nos dice
que no hay subespacio más chico que sea ideal en rsT .

La suma es directa como consecuencia de:

rsT pqT = 0 ⇐⇒ (r, s) 6= (p, q)

y esto está demostrado en la prueba del corolario anterior.

�

El siguiente corolario prueba de otra forma el resultado enunciado en 3.25

71



Corolario 3.32. Sea TJ(n,k) el álgebra de Terwilliger de un esquema J(n, k) con
3k ≤ n. Entonces para 3k ≤ m, n

TJ(n,k) ≃ TJ(m,k)

Prueba:

Sale de considerar que los parámetros dr,s no dependen de n , cuando 3k ≤ n.

�

5. Descomposición de C

(
n
k

)

en T -submódulos irreducibles

En esta sección consideramos la acción del álgebra T en C

(
n
k

)

T × C

(
n
k

)

−→ C

(
n
k

)

y damos una descomposición de dicho espacio en submódulos irreducibles de T .

A cada ideal simple de T podemos asociarle de manera canónica un T -submódulo
(no necesariamente irreducible), que llamaremos “isot́ıpico”. En lo que sigue damos
una descripción de estos T -submódulos.

5.1. T -submódulos isot́ıpicos: Supongamos que tenemos un álgebra T que
es suma directa de álgebras de matrices Ti,

T = ⊕Ti

y una acción

T × C

(
n
k

)

−→ C

(
n
k

)

tal que TC

(
n
k

)

= C

(
n
k

)

.

Supongamos además, que es posible escribir la identidad I ∈ T como

I =
∑

i

Pi

donde Pi ∈ Ti, satisfacen

P 2
i = Pi

PiPj = ∆ijPi .

Tenemos entonces que PiT = Ti.

Si ahora pensamos en la acción de T en C

(
n
k

)

tenemos que

C

(
n
k

)

= TC

(
n
k

)

= ⊕TiC

(
n
k

)

donde

TiC

(
n
k

)

= PiTC

(
n
k

)

= PiC

(
n
k

)

.

Los TiC

(
n
k

)

son T -submódulos puesto que la descomposición de T nos dice que

T Ti ⊆ Ti.

Llamamos a dichos submódulos isot́ıpicos.
Pi son las proyecciones

Pi : C

(
n
k

)

−→ PiC

(
n
k

)

= TiC

(
n
k

)

.
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5.2. Proyecciones a los T -submódulos isot́ıpicos: En nuestro caso la des-
composición en T -submódulos isot́ıpicos es:

C

(
n
k

)

= ⊕rs
rsTC

(
n
k

)

.

En lo que sigue damos una descomposición de I ∈ T en suma de proyecciones orto-
gonales a dichos T -submódulos.

Definimos la matriz Mrs ∈ rsT como

Mrs =
∑

i

rsTii.

Es decir Mrs es la matriz que es nula en los bloques fuera de la diagonal y que se
comporta en la diagonal del siguiente modo:

(Mrs)/Ωi×Ωi
=

{

E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s

0

según Er ⊗ Es sea nulo o no en B( k
k−i

) ⊗ B(n−k
i

). Es fácil comprobar que

M2
rs = Mrs

∑

rs

Mrs = I ∈ T

es decir que Mrs son los proyectores

Mrs : C

(
n
k

)

−→ rsTC

(
n
k

)

.

5.3. T -submódulos irreducibles.

En la sección anterior describimos los T -submódulos isot́ıpicos que aparecen en

la descomposición de C

(
n
k

)

.
En esta sección queremos descomponer cada uno de ellos en T -submódulos irreduci-
bles. La idea es la misma que usamos para encontrar T -submódulos irreducibles en el
caso de los cuadrángulos generalizados. Dado un ideal de T encontramos las matrices
que generan dicho ideal y tomando algunas de ella definimos subespacios que luego
probaremos que son T -submódulos irreducibles.

Recordemos entonces, que cada ideal simple rsT está generado por las matrices
rsTij Dichas matrices satisfacen

rsTij
rsTjl =rs Til i, j, l = ers, . . . , ers + drs.

En particular

(rsTee)
2 = rsTee,

entonces tiene una descomposición en proyecciones de rango 1

rsTee =
∑

j

rsT (j)
ee

donde

rsT (m)
ee

rsT (n)
ee = ∆mn

rsT (m)
ee .

Además, para i = 1, . . . , drs se cumple

rsTe+i,e
rsTe,e = rsTe+i,e,

luego podemos escribir

rsTe+i,e =
∑

m

rsTe+i,e
rsT (m)

e,e .
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Con estas observaciones para cada T -submódulo isot́ıpico, definimos los siguientes
subespacios

WrsT
(m)
ee
⊆ rsTC

(
n
k

)

Definición 3.33. Para m = 1, , . . . , rg( rsTee) sea

WrsT
(m)
ee

=rs T (m)
ee C

(
n
k

)

+rs Te+1,e
rsT (m)

ee C

(
n
k

)

+ · · ·+rs Te+d,e
rsT (m)

ee C

(
n
k

)

.

Tenemos entonces:

Proposición 3.34. WrsT
(m)
ee

son T -submódulos irreducibles de dimensión dr,s +1

isomorfos entre si.

Prueba:

La descomposición de T en ideales mutuamente ortogonales

T = ⊕ rsT

y el hecho de que los generadores de cada ideal simple rsT satisfagan
rsTij

rsTjl = rsTil,

nos dicen que

rsTij WrsT
(m)
ee

=rs Ti,e
rsT (m)

ee C

(
n
k

)

lo que prueba que ∀ m WrsT
(m)
ee
⊆ rsTC

(
n
k

)

es un T -submódulo y es claro que es de

dimensión drs+1.

Es irreducible, puesto que para i = e, . . . , e+d la acción de las siguientes matrices
diagonales de T da como resultado

rsTii WrsT
(m)
ee

=rs Ti,e
rsT (m)

ee C

(
n
k

)

lo que dice que cualquier subespacio de WrsT
(m)
ee

no seŕıa invariante bajo dicha acción.

Es fácil verificar que los T -submódulos irreducibles son isomorfos como T -submódu-
los por medio de

σrs : WrsT
(m)
ee

−→ WrsT
(n)
ee

rsT (m)
ee ve + · · ·+rs T

(m)
e+d,e ve+d −→ rsT (n)

ee ve + · · ·+rs T
(n)
e+d,e ve+d

que preserva la acción de T .

�

Proposición 3.35.

Sean rsTC

(
n
k

)

los T -submd́ulos isot́ıpicos descriptos en la sección 5.1 y WrsT
(m)
ee

los T -submd́ulos de la Proposición anterior. Entonces tenemos la siguiente descom-
posición:

rsTC

(
n
k

)

= ⊕mWrsT
(m)
ee

.

Prueba:

Veamos que para m 6= n
WrsT

(m)
ee
∩WrsT

(n)
ee

= 0.

Si esto no sucede existen ve, . . . , ve+d, we, . . . , we+d tales que

rsT (m)
ee ve + · · ·+rs Te+d,e

rsT (m)
ee ve+d = rsT (n)

ee we + · · ·+rs Te+d,e
rsT (n)

ee we+d.

Pero dada esta igualdad haciendo actuar rsT
(m)
e,e ∈ T en ambos miembros tenemos
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rsT (m)
ee

rsT (m)
ee ve = rsT (m)

ee
rsT (n)

ee we

rsT (m)
ee ve = 0

Del mismo modo podemos ver que

rsTe+i,e
rsT (m)

ee ve+i,e = 0

con lo cual concluimos que los subespacios WrsT
(m)
ee

tienen intersección nula dos a dos.

¿Cuántos subespacios hay?.

Por la forma de definirlos, para cada rsT
(m)
ee que aparezca en la descomposición de

rsTee tendremos un T -submódulo irreducible.
Luego la cantidad está dada por el rango de rsTee y

rg(rsTee) = rg(E

(
k

k−e

)

r ⊗ E

(
n−k

e

)

s )

= rg(E

(
k

k−e

)

r )rg(E

(
n−k

e

)

s )

= k−2r+1
k−r+1

(
k
r

)
n−k−2s+1
n−k−s+1

(
n−k

s

)

(notar que sólo depende de los parámetros (n, k) asociados a un J(n, k) y de r, s
asociados al ideal simple rsT ⊆ T .

Tenemos entonces que

⊕mWrsT
(m)
ee
⊆rs TC

(
n
k

)

.

La igualdad se obtiene comparando dimensiones.
Dijimos que hay

k−2r+1
k−r+1

(
k
r

)
n−k−2s+1
n−k−s+1

(
n−k

s

)

T -submódulos irreducibles cada uno de dimensión drs + 1, luego

dim (⊕mWrsT
(m)
ee

) = k−2r+1
k−r+1

(
k
r

)
n−k−2s+1
n−k−s+1

(
n−k

s

)
(drs + 1).

Por otro lado, la dimensión del T -submódulo isot́ıpico rsTC

(
n
k

)

, se obtiene calculando
el rango de la proyección

Mrs =
∑

i

rsTii.

Dicha proyección es una matriz diagonal en bloques

(Mrs)/Ωi×Ωi
=

{

E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s

0

como observamos anteriormente el rango de E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s no depende de i, sólo
de los parámetros (n, k) del esquema y de r, s que hacen referencia al ideal simple
asociado.

rg(E

(
k

k−i

)

r ⊗ E

(
n−k

i

)

s ) = k−2r+1
k−r+1

(
k
r

)
n−k−2s+1
n−k−s+1

(
n−k

s

)

Entonces; ¿cuántas veces aparece este rango?. La cantidad de bloques no nulos que
es el parámetro drs + 1, con lo cual tenemos la igualdad.

�

Hemos probado la siguiente descomposición en T -submódulos irreducibles:
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Teorema 3.36.
Sea T el álgebra de Terwilliger de un J(n, k) con 3k ≤ n.

Sean WrsT
(m)
ee

los T -submd́ulos irreducibles definidos en 3.33 y C

(
n
k

)

el espacio en el

cual actúa T . Entonces, se tiene la siguiente descomposición:

C

(
n
k

)

= ⊕rs ⊕m WrsT
(m)
ee

.

El siguiente corolario surge de calcular las dimensiones de dicha descomposición.

Corolario 3.37.

(
n

k

)

=

⌊
k
2 ⌋
∑

r=0

(
r∑

s=0

(k − 2r + 1)
k − 2r + 1

k − r + 1

(
k
r

) n− k − 2s + 1

n− k − s + 1

(
n−k

s

)
+

k−r∑

s=r+1

(k + 1− s− r)
k − 2r + 1

k − r + 1

(
k
r

) n− k − 2s + 1

n− k − s + 1

(
n−k

s

)

)

.

Prueba:

La igualdad proviene de calcular

dim C

(
n
k

)

=
∑

r,s

(dr,s + 1)rg(Er)rg(Es)

y de descomponer dicha suma en los casos r ≤ s y r > s.

�
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CAṔıTULO 4

T -álgebra de los hipercubos: Aplicación de

T -álgebra de J(n, k).

En este caṕıtulo estudiamos el ejemplo de los hipercubos. Dicho ejemplo; la T -
álgebra y sus T -módulos irreducibles; fue estudiado en el trabajo de [Go]. También en
el trabajo de [M P] se da otro camino para describir la T -álgebra de los hipercubos.
Aqúı proponemos otra descripción que surge como aplicación del caṕıtulo anterior, ya
que observamos que las matrices definidas y los cálculos realizados para los esquemas
de Johnson sirven para describir expĺıcitamente la T -álgebra de un H(n, 2) y sus T -
submódulos irreducibles.

1. Matriz de adyacencia

Sin pérdida de generalidad podemos considerar

Ω0 = {(0, 0, . . . , 0)}
y luego los elementos de Ωi provienen de elegir i lugares para colocar 1′s. Es decir te-
nemos una biyección entre elementos de Ωi ⊆ H(n, 2) y J(n, i). Con esta identificación
tenemos el siguiente:

Lema 4.1. Sea A1 la primera matriz de adyacencia de un H(n, 2) y δii+1 las
matrices indexadas por J(n, i)× J(n, i + 1) definidas en 3.6. Entonces

(A1)Ωp×Ωq
=







δi,i+1 si p = i, q = i + 1
δt
i,i+1 si p = i + 1, q = i

0 c.c
.

Prueba:

Sabemos por la teoŕıa que A1 es nula en todos los bloques excepto en la primera
subdiagonal (y por lo tanto en la primera supradiagonal).
Es claro que αi ∈ Ωi, αi+1 ∈ Ωi+1 están en R1 si y sólo si los lugares elegidos para
los i 1′s de αi están contenidos en los lugares elegidos para los i + 1 1′s de αi+1.
Esa afirmación es equivalente a decir que dados

αi ∈ J(n, i), αi+1 ∈ J(n, i + 1)

(αi, αi+1) ∈ R1 ⇐⇒ αi ⊆ αi+1

con lo cual se prueba el lema.

�

Observación:

Recordemos que en los esquemas de Johnson la primera matriz de adyacencia teńıa
el aspecto

(A1)Ωi×Ωi+1 = δk−i,k−i−1 ⊗ δi,i+1.

Miremos ahora la descripción de la matriz A1 de H(n, 2). En los bloques de la
primera supradiagonal (y por lo tanto en la primera subdiagonal) se comporta como
la segunda coordenada del producto de (A1)J(n,k). Los cálculos para este caṕıtulo
serán consecuencia directa de los realizados para J(n, k).
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2. TH(n,2)

Ya que los esquemas de tipo H(n, 2) son P -polinomiales, entonces

T = 〈A1, E
∗
0 , E∗

1 , ...E∗
k〉

donde A1 es la primera matriz de adyacencia del esquema y E∗
i es la matriz definida

por

E∗
i =

{
IΩi×Ωi

en el bloque Ωi × Ωi

0 en los demás bloques

El objetivo de esta sección es definir un álgebraM que resultará ser isomorfa a T .

2.1. Definición del álgebra M.

Con la definición dada en 3.2 consideramos las matrices:

δi,j indexada por elementos en J(n, i)× J(n, j)

Sea B(n
k

) el álgebra de Bose-Mesner correspondiente a un esquema de tipo J(n, k).

Entonces , para i = 0, 1...n, i < j definimos:

Mi,j = B(n
i

) δi,j i ≤ j

Mi,j = Mt
ij i > j

Definición 4.2. M = ⊕ijMij Un elemento m ∈ M se escribe uńıvocamente
como

m =
∑

ij

mij con mij ∈Mij

El producto ∗ de dos elementos mij , mkl se define como :

mij ∗mkl =

{
el producto usual de matrices si j = k
0 si j 6= k

y entonces dados m, m′ ∈M

m ∗m′ = (
∑

ij

mij)(
∑

ij

m′
ij) =

∑

i,j,l

(mij ∗m′
jl)

Por los cálculos del caṕıtulo anterior sabemos que

Proposición 4.3.
Sea T el álgebra de Terwilliger de los hipercubos y M el álgebra definida en la

sección 2.1. Entonces M es un álgebra y T ⊆M.

Por otro lado, tenemos

Proposición 4.4. Sea T el álgebra de Terwilliger de un esquema de tipo H(n, 2).
Entonces

T/Ωi×Ωi
⊇ B(n

i

) y por lo tanto

T/Ωi×Ωj
⊇ B(n

i

)δij

Prueba:

Por los cálculos realizados para la T -álgebra de un esquema de tipo J(n, k), sabemos
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que

δi,i+1 δi+1,i = (n− i)I(n
i

) + A

(
n
i

)

1

=
∑

r

(

(n− i) + p1(r)

(
n
i

))

E

(
n
i

)

r

luego, las potencias

(δi,i+1 δi+1,i)
m

=
∑

r

(

(n− i) + p1(r)

(
n
i

))m

E

(
n
i

)

r

como los p1(r) son todos distintos, la matriz de las potencias

expresadas como combinación lineal de los Er, es de tipo Vandermonde,

luego es inversible, entonces

(δi,i+1 δi+1,i)
m

son l.i. están en T y generan a E

(
n
i

)

r ,

De esta manera se tiene

T/Ωi×Ωi
⊇ B(n

i

).

Ya probamos que

δijδjl = λilδil,

entonces

δil ∈ T/Ωi×Ωl
,

con lo cual concluimos

T/Ωi×Ωl
⊇ B(n

i

)δil.

�

La proposición anterior nos da el siguiente

Corolario 4.5.
Sea T el álgebra de Terwilliger de los hipercubos y M el álgebra definida en la

sección 2.1. Entonces T ⊇M.

Proposición 4.6. Descripción de T
Sea T el álgebra de Terwilliger de los hipercubos. Entonces

T/Ωi×Ωi
= B(n

i

)

T/Ωi×Ωj
= B(n

i

)δij

3. Ideales simples de TH(n,2)

Con la descripción de T dada en la Proposición 4.6, en esta sección descompone-
mos el álgebra T = TH(n,2) en ideales simples.
Para ello utilizamos la siguiente :

Definición 4.7. Sean rTij las siguientes matrices indexadas por bloques Ωi×Ωj

rTij =







1√
nij

r

E

(
n
i

)

r δi,j en el bloque Ωi × Ωj

0 c.c.
.

donde

nij
r =

j−i
∑

m=0

(
n−i−m
j−i−m

)
p

(
n
i

)
(r)

m
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Definimos el subespacio rT ⊆ T como las combinaciones lineales de dichas ma-
trices:

rT = 〈{rTij}i,j〉.
Observación:

Definimos los siguientes parámetros análogos a los dados en 3.19 del caṕıtulo anterior.

Definición 4.8. Dado un proyector E

(
n
i

)

r ∈ Mii, definimos

er = min{i | 0 6= E

(
n
i

)

r ∈Mi,i}(71)

dr = #{i | 0 6= E

(
n
i

)

r ∈Mi,i} − 1.(72)

Tenemos entonces
rTij 6= 0 ⇐⇒ i, j = er, ..., er + dr

(el producto E

(
n
i

)

r δi,j es nulo cuando j > er + dr).

Por cálculos realizaos en el caṕıtulo anterior tenemos:

Proposición 4.9.
Las matrices rTij satisfacen

rTij
rTjl =r Til

y por lo tanto
rT ≃ End(Cdr+1)

donde dr es el parámetro definido en 4.8

Se tiene la siguiente descomposición:

Teorema 4.10.
Sea T el álgebra de Terwilliger de un esquema H(n, 2). Entonces rT son ideales

simples mutuamente ortogonales y T se descompone del siguiente modo:

T = ⊕⌊
k
2 ⌋

r
rT ≃ ⊕⌊

k
2 ⌋

r End(Cdr+1).

Prueba:

Es inmediata de los cálculos realizados para la descomposición de la T -álgebra de un
esquema de tipo J(n, k).

�

4. Descomposición de C2n

en T - submódulos irreducibles

En esta sección consideramos la acción del álgebra T en C2n

T × C2n −→ C2n

y damos una descomposición de dicho espacio en submódulos irreducibles de T .
Los resultados surgen de los obtenidos en el caṕıtulo de esquemas de Johnson.

4.1. T -submódulos isot́ıpicos. Una vez que tenemos la descomposición de T
en ideales simples

T = ⊕r
rT,

sabemos que
C2n

= ⊕rT C2n

donde los rT C2n

son T -submódulos. Los denominamos T -submódulos isot́ıpicos.
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4.2. Proyecciones a los T -submódulos isot́ıpicos. Las proyecciones a di-
chos T -submódulos son las matrices diagonales

rM =
∑

i

rTi,i donde rTi,i ∈ rT.

Es fácil comprobar que satisfacen

(rM)2 = rM
∑

r

rM = I ∈ T.

4.3. T -submódulos irreducibles. En la sección anterior describimos los T -
submódulos isot́ıpicos que aparecen en la descomposición de C2n

.
En esta sección queremos descomponer cada uno de ellos en T -submódulos irreduci-
bles. La idea es la misma que usamos para encontrar T -submódulos irreducibles en
los ejemplos anteriormente analizados. Los parámetros er, dr son los definidos en 4.8
.

Recordemos, que cada ideal simple rT está generado por las matrices rTij . Dichas
matrices satisfacen

rTij
rTjl =r Til i, j, l = er, . . . , (er + dr).

En particular rT 2
ee = rTee, entonces tiene una descomposición

rsTe =
∑

j

rsT (j)
e

donde

rsT (m)
e

rsT (n)
e = ∆mn

rsT (m)
e .

Además, para i = 1, . . . , dr se cumple

rTe+i,e
rTe,e = rTe+i,e,

luego podemos escribir
rTe+i,e =

∑

m

rTe+i,e
rT (m)

e,e .

Con estas observaciones para cada T -submódulo isot́ıpico, definimos los siguientes
subespacios

WrT
(m)
ee
⊆ rTC2n

.

Definición 4.11. Para m = 1, , . . . , rg( rsTe) sea

WrT
(m)
ee

=r T (m)
ee C2n

+r Te+1,e
rT (m)

ee C2n

+ · · ·+r Te+d,e
rT (m)

ee C2n

.

Tenemos entonces:

Proposición 4.12. WrT
(m)
ee

son T -submódulos irreducibles de dimensión dr + 1

isomorfos entre si y cada T -submódulo isot́ıpico se descompone como

rTC2n

= ⊕mWrT
(m)
ee

.

Teorema 4.13. Para m = 1, 2, ..., rg( rsTe), sean WrT
(m)
ee

los T -submódulos irre-

ducibles definidos en 4.11 y sea C2n

el espacio en el cual T actúa, se tiene la siguiente
descomposición:

C2n

= ⊕r ⊕m WrT
(m)
ee

.
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Corolario 4.14.

2n =

⌊
n
2 ⌋
∑

s=0

(n− 2s + 1)
n− 2s + 1

n− s + 1

(
n
s

)
.

Prueba:

La igualdad se obtiene de considerar que para cada r hay rg( rsTe) T -submódulos
irreducibles, isomorfos entre si de domensión dr + 1.

�
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