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1. Introduccién

1.1. Breve resena. El concepto de “esquema de asociacién” es quizds uno de
los méas importantes dentro del drea del Algebra Combinatoria. Dicho concepto ha
servido de marco para el desarrollo de la teoria de codigos y la teoria de disenos entre
otras. Esta linea de estudio fue iniciada en 1973 por Delsarte [De] ; sin embargo ya
se tenian nociones similares dentro de un marco algebraico.

Los esquemas de asociacién son objetos combinatorios a los cuales se les asocian di-
versos tipos de algebras (dlgebras de Bose-Mesner, de Terwilliger, etc).

En algunos casos ciertas caracteristicas combinatorias tienen su contrapartida alge-
braica y viceversa.

Uno de los casos mas estudiados de esquemas son aquellos que satisfacen la con-
dicién de ser P y/o @ polinomiales. Esta condiciones estdn dadas sobre dos diferentes
bases del algebra de Bose-Mesner. La condicién de que el esquema (o de que su élge-
bra de Bose-Mesner) sea P polinomial tiene una caracterizacién combinatoria bien
definida, no asi la condicién de que el esquema sea () polinomial.

Uno de los resultados més importantes dentro del 4rea es el Teorema de Leonard
(1982) que establece que las familias de polinomios ortortogonales asociadas a esque-
mas Py @ coinciden con los polinomios de Askey-Wilson.

En 1992 Terwilliger introdujo el dlgebra subconstituyente de un esquema [Te 1]
(o T-algebra). Dicha &lgebra es semisimple, contiene a la Bose-Mesner y de alguna
manera se puede pensar que esta ligada a “particiones o proyecciones del esquema”
a los que llama subconstituyentes. También se introdujo el concepto de moédulos de
dicha algebra considerando su accién sobre un espacio de tipo C™
Se han realizado varios trabajos estudiando dicha dlgebra y sus médulos para casos
particulares o para ciertas familias de esquemas.
Citamos entre ellos a [B O] [B M] , [Ca], [Go] , [L P] y [T Y].

1.2. Algunos problemas abiertos. Los problemas abiertos que existen den-
tro de la Combinatoria Algebraica y que involucran a esquemas de asociacién son de
variada indole. Citamos algunos:

= caracterizacion combinatoria de esquemas QQ-polinomiales

» clasificacién de esquemas con n vértices (n > 24),

= caracterizacion de esquemas a partir de algebras de interseccion,

= caracterizacion a partir de espectros de matrices de adyacencia,

= descomposicién de T'élgebra para ciertas familias de esquemas

= caracterizacion de esquemas imprimitivos que admiten el mismo cociente

2. Resumen

En el trabajo de tesis analizamos la T-algebra y sus mddulos irreducibles para
dos familias distintas de esquemas de asociacién.
La primera es una familia de esquemas cuya estructura proviene de ciertas geometrias
parciales, llamadas Cuadrangulos generalizados .
Estos esquemas son de tipo fuertemente regular (P-polinomiales de didmetro 2). Los
principales resultados para esta familia son:

= La descomposicion de T en suma directa de ideales simples, dada en el
Teorema 2.21

= La descomposicién de C”, (espacio en en cual T actia) en suma directa T-
modulos irreducibles y el calculo de dimensiones y clases de isomorfismos de
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dichos médulos, dados en las proposiciones 2.26, 2.27 , 2.29 y en corolario
2.30.

Para el primer resultado, en la proposicién 2.15 y en el corolario 2.16 damos las
matrices que generan T' (como combinaciones lineales de ellas).

Luego en la seccién 2 describimos en los lemas 2.17, 2.18, 2.19 y 2.20 la forma de
encontrar los ideales simples de dicha dlgebra de manera explicita. Finalmente, en el
Teorema 2.21 damos la descomposicion .

Para el segundo resultado, la descomposicién explicita en ideales simples de la
T-4lgebra, nos permite identificar los T-mdédulos irreducibles que definimos en 2.25 y
2.28.

En la proposiciones 2.26, 2.27 y 2.29 calculamos las dimensiones de dichos médulos y
en corolario 2.30 vemos que la suma directa de ellos descompone C”.

En la seccion 3 obtenemos la dimension de la T-algebra de dos formas distintas.
Por un lado; segtin nuestro trabajo; a partir de su descomposicién en ideales simples
y por otro lado mediante los resultados del trabajo [T Y] que determina la dimensién
de T-algebras de esquemas fuertemente regulares a partir de los espectros de ciertas
matrices asociadas (que en esta tesis podemos calcular explicitamente).

El segundo ejemplo desarrollado en la tesis es una familia de esquemas de asocia-
cién parametrizada por (n, k) € N x N con la hipétesis de 3k < n.
Los resultados para esta familia son andlogos a la anterior:

= La descomposicion de T en suma directa de ideales simples, dada en el

Teorema 3.31. .

= La descomposicién de (C(k), (espacio en en cual T actiia) en suma directa
T-médulos irreducibles y el cdlculo de dimensiones y clases de isomorfismos
de dichos médulos, dado en la Proposicién 3.35 y Teorema 3.36.

Para el calculo de su T-dlgebra, en la seccién 1.2 describimos en detalle la primera
matriz de adyacencia de un esquema J(n, k). Las caracteristicas de A; nos llevan a
definir un algebra M. En 2.1 damos su definicién y en 2.2 probamos que efectivamente
es un algebra.

Luego en la seccién 3.24 probamos que el dlgebra de Terwilliger de un J(n, k) es
en efecto M.

La inclusion T € M es fécil de probar. Por el contrario la prueba de T' O M es
complicada. De hecho, en el comentario de la secciéon 3.3 desarrollamos un ejemplo
que podria hacer pensar que la igualdad T'= M no es cierta.

En la seccién 3.1 desarrollamos una técnica que luego sera de vital importancia
para probar 7' 2 M. A modo de ejemplo, describimos su uso el comentario de la
seccién 3.3. Finalmente en el Teorema 3.22 y en el corolario 3.23 probamos T' 2 M.

La seccion 4 estd dedicada a describir los ideales simples de T' y a dar una des-
composicion de dicha algebra en suma directa de tales ideales. Damos su definicion
en 3.27 y en el Teorema 3.31 la descomposiciéon (parametrizada por 0 < r < % y
0<s<k).

Dicha descomposicién nos permite establecer una correspondencia entre ideales y
ciertos T-médulos que llamamos isotipicos.

En 3.34 definimos los T-sumddulos irreducibles y en la Proposicién 3.35 y Teorema

n
3.36 damos una descomposicién (también parametrizada) de (C(k) en submoddulos
irreducibles de T'.
Como corolario ontenemos una igualdad combinatoria de (Z) que damos en 3.37.
Un corolario inesperado de la determinacién de la T-dlgebra (dado en 3.32 ), es que
para n > 3k, las T-algebras son todas isomorfas no importa el n que tome.
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En el capitulo 4 estudiamos los hipercubos. Con los célculos realizados en para
los J(n, k) podemos especificar y especializar los resultados del trabajo realizado en
[Go] ya que observamos una estructura similar entre las T-4lgebras de los esquemas
de Johnson y de los Hipercubos.






CAPIiTULO 1

Definiciones

1. Esquemas de asociacion

Dado un conjunto finito X y relaciones R; € X x X (i = 0,1...d), decimos que
I' = (X,{Ri}o<i<d) es un esquema de asociacion conmutativo con didmetro d si las
siguientes condiciones se satisfacen:
1. Ro=A{(z,z)/x € X}
2. XXxX=RWURU..UR;yRNR; =0 si i#j
3. R!= Ry para algtn i/ € {0,1...d} donde R!= {(y,z)|(z,y) € R;}
4. para i,j,k € {0,1...d} la cantidad de z € X tal que (z,2) € R;; (y,2) € R;
es constante y sélo depende del k tal (x,y) € Rg. Se denota dicha constante
con pfj
5. pf =ph
Al conjunto X se lo denomina vértices y a los R; C X x X relaciones del esquema.
El esquema se dice simétrico si RY = R;. Los ejemplos de esquemas a estudiar son
de este tipo, por la tanto, de ahora en mé&s llamaremos esquema de asociacién (
o simplemente esquemas) a un esquema de asociacién conmutativo,simétrico con d
clases

1.1. Algebra de Bose Mesner.
DEFINICION 1.1. El dlgebra de Bose-Mesner de un esquema de asociacion
I' = (X,{Ri}o<i<a) es el dlgebra de combinaciones lineales de matrices de adyacencia.
M =(I,A1,As, ... Ag)
donde A; i =0,1,...d es la matriz indexada por x € X definida por:
Aw={ 5 wen e h

Las matrices {4;} son simétricas, conmutan dos a dos y por lo tanto existe una
matriz ortogonal que las diagonaliza simultaneamente.
Es conocido el hecho de que

cMl=vevie. .V
donde los V; son autoespacios comunes para las A;. (ver [B I] )
Sea E;,i =0,1,2...d la proyeccion ortogonal
E;:CXl Sy
expresada en forma matricial con respecto a la base canénica {e;} i = 1...d.

Entonces,
1

(1) Ey = X J (J la matriz de todos 1,s)
(2) Eo+Ei+---+E; = 1
(3) EE; = b,k

Los E;’s son llamados idempotentes primitivos del esquema I'.
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Por otro lado se observa que M es cerrada bajo el producto de Hadamard o
producto punto a punto (denotado por “o” ). Denotando M’ al dlgebra con este nuevo
producto se tiene que Ag, A1, ...Aq son los idempotentes primitivos de M’. Satisfacen
las siguientes ecuaciones:

(4) Ay = I
(5) Ag+A1+--+A4; = J
(6) Ai o Aj = 51‘in

Si pi(j) es el autovalor de A; en V; entonces

d
A=) pil§)E;.
j=0

A su vez si los {E;} se expresan en la base {A;} del siguiente modo

d

J

tomando las matrices
Pji = pi(j)
Qji = ai(j)

se tiene que Py (Q son matrices de orden d + 1; llamadas 1ra y 2da automatrices del
esquema; que cumplen

PQ = |X|I

Considerando
M = ({Az}; ')7 M/ = ({Az}vo)
tenemos las siguientes definiciones
DEFINICION 1.2. Un esquema se dice,
P-polinomial: si para cada matriz de adyacencia A; existe un polinomio p; de gra-
do 1 tal que, con respecto a la suma y multiplicacion usual de matrices
A; = Pi(Ay)

Q-polinomial: si para cada idempotente primitivo E; existe un polinomio q; de grado
1 tal que, con respecto a la suma usual y multiplicacion de Hadamard (multiplicacion
punto a punto)

E; = Qi(Ey)

Como se observo en la introduccién, los esquemas P y (- polinomiales son muy
estudiados en el drea de Combinatoria Algebraica.

1.2. Algebra de Bose Mesner Dual.

DEFINICION 1.3. El i-ésimo idempotente primitivo dual con respecto al vértice x
denotado por EX = Ef(z) es la matriz diagonal definida por:

o |1 si(xy)eR;
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Los {E;} satisfacen las siguientes ecuaciones:

(7) Ei+E+..E; = I
(8) Ef' = E}
(9) EE; = §;E]

Observamos que los {E} forman una base para una subdlgebra conmutativa
M*(x) = M* de Mat(C?).

DEFINICION 1.4. El dlgebra de Bose-Mesner dual de un esquema de asociacién
es el dlgebra generada por los idempotentes primitivos duales.

M* =(E},EY...E})
1.3. Algebra de Terwilliger.

DEFINICION 1.5. El dlgebra subsconstituyente o dlgebra de Terwilliger de un es-
quema de asociacion con respecto al vértice x es dlgebra de combinaciones lineales de
matrices de M y M*.

Denotamos esta dlgebra por T'(z) =T

T C End(C¥)
es un algebra semisimple no conmutativa.

1.4. T-moédulos irreducibles.

DEFINICION 1.6. Dado un esquema de asociacion I' = (X, {R;}o<i<a) y T su
dlgebra de Terwilliger asociada, decimos que

wcck
es un T-mddulo (o T-submddulo) si
BWCWVYBeT.
Sea W, un T-mddulo. Entonces W se dice irreducible si es no nulo y si dado
Vow

T-mddulo entonces
V=0oV=W.

Dado W, un T-médulo usando (7), (8), (9) tenemos que
W=> EW
donde E} = E}(z) son los idempotentes duales asociados a un esquema. Definimos
los siguientes pardmetros asociados a un T-médulo.(definidos en [Te 1])

DEFINICION 1.7.
(10) ew = min{i/0<i<d E'W #0}
(11) dyw = #{i/0<i<d,EW#0}—1
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2.

Esquemas a estudiar: Cuadrangulos generalizados, esquemas de
Johnson, Hipercubos

En esta seccién describimos los ejemplos a desarrollar.

2.1. Cuadrangulos generalizados.

DEFINICION 1.8. Dados 2 < 1, k, un cuadrdngulo generalizado CG(k — 1,7 — 1)
es un sistema de lineas y puntos con una relacion de incidencia que satisface los si-
guientes axiomas.

Axiomas

Crs e

dos lineas se intersectan en a lo sumo 1 punto ,

por dos puntos cualesquiera pasa a lo sumo una linea ,

por cada punto pasan exactamente r lineas ,

cada linea contiene exactamente k puntos ,

si un punto p no estd contenido en una linea 1, existe exactamente 1 linea
que pasa por p e intersecta a l

Si dos puntos estan contenidos en una linea en comun decimos que son colineares
y que forman un lado y lo denotamos x ~ y.
El esquema de asociacién de un cuadringulo generalizado (denotado por I'cq) es
aquel que tiene como vértices X los puntos del cuadrangulo y cuyas relaciones son las
siguientes:

Ry =
Ry
Ry =

Es

{(z,z) /| z € X}
{(z,y) / x ~ y} (denotamos con el término

4

‘vecinos” los pares (z,y) € Ry )

{(z,y) / x =y} (denotamos con el término “no vecinos” los pares (z,y) € Ra)

sabido por [B], que T'cg es un esquema de didmetro 2 P-polinomial con lo

siguientes parametros:

IX| = v=k(Q+(k-1)(r—-1)),
P, = k=r(k-1),

p%l = A= (k-2),

p%l = p=r

ply = K=A—1=(r-1)(k-1)
Bo = w—u=r(i-2)

lo que nos dice que su primera matriz de adyacencia A = A; satisface:

AJ = kJ
A4+ (u—NA+p—r)I = pJ

2.2. Esquemas de Johnson.

DEFINICION 1.9. Sea V un conjunto de cardinalidad n y k un entero positivo
2k <mn).
Tomamos X el conjunto formado por todos los subconjuntos de V de cardinalidad k.

1XT=(5)-

Para 1 =0,1,...,n se definen en X x X las relaciones:

Ri={(z,y) / le Nyl =k —i}
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es decir dos subconjuntos de cardinalidad k estdn i-relacionados si difieren en i
elementos. Es sabido que

J(n, k) = (X, {Ri}o<i<k)
es un esquema de asociacion conmutativo simétrico con k clases.
Se denomina a J(n,k) esquema de Johnson.

2.3. Hipercubos.

DEFINICION 1.10. Sea X el conjunto formado por las n-uplas de elementos en
Zs =1{0,1}.
|X|=2"
La distancia de Hamming para dos puntos

x:(xl,..., xn), y:(y17~'~7 yn) cX
se define
Oz,y) =#{i | s #yi, 1 <i<n}

Entonces para i =0,1,...,n se definen en X x X las relaciones:

Se tiene que H(n,2) = (X,{R;}o<i<n) €s un esquema de asociacion conmutativo,
simétrico con n clases. Se denomina a H(n,2) hipercubo.

2.4. Observaciones.
2.4.1.  Observacion 1: Los 3 ejemplos a analizar son de tipo P-polinomial.
(para cuadrdngulos generalizados ver [B] , para J(n,k) y H(n,2) ver [B I])
En consecuencia
T(x)=T=(AE},E,...E})

esto dice que el andlisis de la primera matriz de adyacencia A = A; juega un papel
muy importante en el estudio de T'.
Fijado un vértice x¢ tomamos

Q = {zo}
Q, = {yeX| (x0,y) € R;} (lamada i-6rbita del esquema con respecto a )

Para analizar A , miramos dicha matriz indexada por sus “bloques” £2; x ;.

2.4.2. Observacion 2: En los ejemplos a desarrollar calculamos el dlgebra
T = T(z) donde zq es el vértice elegido Qg = {zo}.
Con respecto a este vértice los idempotentes primitivos Ef = Ef(x¢) tienen la si-
guiente expresion en bloques:

{ Idq, xq; en el bloque Q; x Q;

(20) Ef = 0 en los restantes bloques

3

Esto nos dice por ejemplo que
Ef A E; = (A1), x9;-

Cuando calculamos T'(z9), la accién a izquierda y a derecha de los idempotentes
primitivos en el algebra de adyacencia, de algiin modo “secciona’”el dlgebra en bloques
(recordemos que T' proviene de agregar a los generadores del algebra de adyacencia
los idempotentes primitivos E7).

Es por eso que al estudiar T analizamos los bloques del dlgebra de adyacencia (més
precisamente los bloques de A; ya que es P-polinomial).
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2.4.8. Observacion 3: Los esquemas J(n,k) , H(n,2) son esquemas para los
cuales existe una accién transitiva de un grupo finito G en el conjunto de vértices X ,
Gx X — X,

tal que dados
z,2yeX, doeG
que cumple o(x) =y,
(u,v) € Ry <= (o(u),o0(v)) € R;
Si esto ocurre entonces
T(x) = T(y) ¥ o,y € X

y luego calculamos T'(z) que por lo visto en la observacién anterior tiene una expre-
sién “ buena ” (el i-ésimo idempotente primitivo E tiene una expresién muy conve-
niente dada por (20)).

Para el caso de los cuadrangulos generalizados, para cada y € X es posible en-

contrar un reordenamiento de vértices de Q(y) tal que A; satisfaga propiedades
convenientes. Esto permite tener

T(x)~Ty)Vz,yeX

El reordenamiento asociado a cada vértice estd explicado en el Capitulo 2.

2.4.4. Observacion 4: Para esquemas de didmetro d = 2 decimos que el esquema
es “no conexo” cuando

pi, = pY% —1 esto implica que todo vértice en Q; no tiene vecinos en Qs
pl, = pY esto implica que todo vértice en 03 no tiene vecinos en Q;
Para los cuadrangulos generalizados observamos que ninguna de estas opciones es
posible ya que por la definicién de los parametros pj; dada en (13), ... , (17)
o= -1 = (k-1)=rk-1)
Pl = M = (k-2)=(k-1)
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CAPIiTULO 2

T-algebra de los cuadrangulos generalizados

En este capitulo analizamos en detalle el primero de los ejemplos propuestos.
Definimos la familia de esquemas y su procedencia. Damos una descripcién de su
T-algebra asociada y la descomponemos en ideales simples. Analizamos la accién de
T en el espacio C¥ (v es la cantidad de vértices del esquema).

Por 1ltimo descomponemos dicho espacio en T' submédulos irreducibles.

1. Analisis de T “en bloques”

Para trabajar con A miramos sus bloques indexados por €; x €2;.
De este modo A tiene la forma:

Q Q0
SN
0 Jou O
A= Jo P Q
0 Q" S
Los pardmetros pf; descriptos en (13) , ..., (17) describen la cantidad fija de 1s

que aparecen en cada fila y columna de los bloques de A. (ver [B]) Asi, tenemos que:

= Jp1 es un vector fila 1’s
= Jio=Jj
= P es un bloque de tamario |Q1] x [©1] con (k—2) 1's en cada fila y columna

= @ es un bloque de tamano || x |Qa] con (r —1)(k—1) 1’s en cada fila y r
1’s en cada columna y
= S tiene tamafio |Qs| X |Q2| con r(k — 2) 1’s en cada fila y columna.

El édlgebra de Terwilliger estd generada por

0 Jou O 100 0 0 0 00 0
Jo P Q |,looo),[0o @y o),[0o0 o
0o Q S 00 0 0 0 0 0 0 I

En lo que sigue buscamos descomponer T' en suma directa de ideales simples.
Describiremos ahora los productos entre las siguientes matrices:

0 0 0 00 0 0 0 0
oPol|,looq@], [0 o o],
0 0 0 00 0 0 Q" 0
00 0 0 Joi O 0 0 0
000 /|,lo o o], Jw 00O
00 S 0 0 0 0 0 0

Considerando un bloque §2; x ; describiremos aquellos productos cuyo resultado
es nulo entodos los bloques salvo en el bloque mencionado.
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Por ejemplo si tenemos en cuenta el bloque 2; x ; analizaremos los productos:
0 0 o0\" 0 0 0 0 Jot
0 P O , Jio 0 0 0 0 )
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 @Q 0 0 0 R 0 0 Jio 0 .
0 0 O 0 Qt 0 0 0 0 Jo1 O

Por comodidad en lugar de escribirlos en forma matricial simplemente los denotare-
mos como los productos

o
cocoocoo © oo

P™, JioJo1, Q'Q, Ji2Jo1.

Adem4s cuando se deduzca del contexto denotaremos a Ji; (la matriz de 1s de tamafio
Q1 x Q1 ) con J y lo mismo para I1.
Analicemos entonces los distintos bloques:

1.1. Bloque Q7 x Q.
El primer paso es dar una expresién para los productos P™, QQ?, JigJo1 ¥ Ji2Jo1.

LEMA 2.1. Eziste un orden de los vértices de 2y en el cual el P —bloque satisface
P?=(k—-3)P+ (k—2).

Prueba:
El bloque P tiene tamartio r(k—1) x r(k—1) y tiene (k—2) 1’s en cada fila y columna.
Estd indexado por los vertices en 23 (xg).
Tiene un 1 en el lugar ij si y solo si los vecinos comunes x;,x; de xg son vecinos en
el esquema T'.
De este modo si los vértices del grafo son vértices de la geometria, podemos nombrarlos
del siguiente modo:

Qo =A{wo} y
L, ..l
las r lineas que pasan a través del punto xg.

Llamamos
T1,1,21,2,---L1,k—1

a los (k — 1) puntos que caen en la linea I; (ademas de xg),
21,222y -T2 k—1

a los puntos que caen en la linea l; y asi seguimos con los puntos de las restantes
lineas.

Todos los puntos que caen en la misma linea son puntos colineares.

Entonces dos cualesquiera de ellos forman un lado en el esquema asociado al cuadrangu-
lo. De manera que si ordenamos los vértices del P — blogue (es decir de §21) con el
orden de las lineas, es decir

L b I

T1,1,21,2, L1 k—15 £2,1,222, L2 k-1 --- Tr1,Lr2, - Lrk—1

tendra la forma
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P? = (k—3)P+ (k—2)I1.

COROLARIO 2.2. Las matrices P,I y J son independientes.
P2 depende de P e I.

Prueba:
P, Iy J son independientes, pues si no fueran la tnica relacién posible es
P=J-1
esto implica que
Ph = p(l)l -1

lo que dice que el esquema no es conexo (ver observacién en 2.4.3 ). Ya que dijimos
que esto no es posible para esta familia de ejemplos , tenemos la primera afirmacion.
La segunda sale del lema anterior.

LEMA 2.3. Usando el orden de vértices en €21 dado en el lema 2.1, el Q — bloque
satisface

QQ'=(r—1)(k—2)L1; — (r — )P+ (r —1)Jy;.

Prueba:
Considerando el bloque ©; x £ de la ecuacién (19) tenemos

Ju+P24+QQ  =r(k—2)I11 + (k—2—7)P +7rJ11,
reemplazando P? por el resultado del lema anterior tenemos la expresién para QQ?.
|

El siguiente lema que no necesita demostracion contiene las ecuaciones que faltan
para describir los productos del P — bloque.

LEMA 2.4.
JioJor =[]
= rk—1)Jn
PJ = (k-2)J.
PROPOSICION 2.5. Los productos P",QQ%, JigJo1 y PJ pueden ser expresados

como combinacion lineal de
P, J

Prueba:
Se tiene directamente de los lemas 2.1, 2.3 y 2.4 y del corolario 2.2.
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1.2. Bloque Q1 x Q.
Ahora damos una expresién para los productos

PQ, QS, J11Q, QJaa, Ji2S.

LEMA 2.6. Usando el orden de vértices de Q01 dado en el lema 2.1 se cumple la

stguiente ecuacion :
PQ = Ji2 - Q.

Prueba:
El Q — bloque tiene tamaiio r(k — 1) x (r — 1)(k — 1)2.
Las ecuaciones (15) y (16), p?; = r y ply = (r — 1)(k — 1), dicen que el Q — blogue
tiene (r — 1)(k — 1) 1’s en cada fila y r 1’s en cada columna.
Por hipdtesis sus filas estan indexadas por los vértices de las lineas l1, lo, ...J,- (con el
mismo orden que P).
Sus columnas estdn indexadas por Q2(zg) (los vértices que NO son vecinos de o).
Cada vértice de Q3(z0) tiene exactamente un vecino en la linea ; (axiom 4). Entonces
los  1s de cada columna de @ estdn distribuidos uno por cada linea l; (j =1,...7).
Con estos datos analicemos la entrada (z;;,y) de PQ donde y es un vértice de Qz(zo)
y x;; es el vértice j perteneciente a la linea i.
Tenemos la siguiente cuenta:

PQ(m,;j,y) = Z Z P(ﬂfi_nmmn)Q(ﬂ?mmy)
bm n

xmn E lm
ya que P es nulo en vértices que pertenecen a distintas lineas, la ecuacién nos queda:

= Z P(m,ij,xm)Q(wimy)

n
ZTin € l;

= P, e, Paraalginp=1,..,7r—1
ya que cada vértice de Qa(x) es vecino de uno y solo un vértice de de la linea [; y

entonces se tiene que

1 para algin n=1, ... k-1
Qi) = 0 c.c.

Ahora bien por la estructura de la matriz P sabemos que dados (z;;, z;p) en la

misma linea ¢
Lj#p
P(fl'ijrl‘ip) = { 0 c.c.

con lo cual concluimos que

PQ(m”,y) = Pawp) = {

Como dijimos que la matriz satisface

lj=p
Q(rmy) = {

0c.c.

Lj#p
0 c.c.

Entonces tenemos la conclusion

PQ=Ji2—Q.

Siguiendo con la descripcién de los productos de 1 x {25 tenemos el siguiente
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LEMA 2.7. El Q — bloque y el S — bloque satisfacen:
QS = (’I“— 1)J12+(k5— 1 —’I“)Q
Ju@Q = ri,
QJQQ (7‘ - 1)(/€ - 1)J12
.]125 = ’I“(k‘ — 2).]12.

Prueba:
El bloque €1 x €5 de la identidad (19) nos da la primera ecuacién.
Para las dos siguientes usamos que la matriz Q tiene (r — 1)(k — 1) 1's en cada fila y
r 1’s en cada columna y para la tltima que la matriz S tiene r(k — 2) 1's en cada fila
y columna.

PROPOSICION 2.8. Los productos PQ, QS, J11Q, QJaz, J12S pueden ser expre-
sados como combinacion lineal de Q y J12

Prueba:
Sigue directamente de los lemas 2.6 y 2.7

1.3. Bloque 3 x Q.
Resta dar una expresion para
5™, Q'Q, J22S, JagJo2, J21.J12.
LEMA 2.9. Las matrices Q y S satisfacen:
(21) QfQ - —SQ + T(li‘ — 2)[22 + (k -2 T)S + 7".]22
(22) SJas = r(k—2)Ja.
Prueba:

El bloque Q3 x €25 de la identidad (19) nos da la primera ecuacién.
La segunda se deduce del hecho de que S tiene r(k — 2) 1’s en cada fila y columna.

|

PROPOSICION 2.10.

$3 = [k=1-r)+(k-2-7)]S*+[r(k—2)—(k—1—-r)(k—2—71)]S
— |k=1=r)4+rk=2)]T+[r(r—1)(k—2)]J.

FEquivalentemente denotando:

AN = r+1-—k
A = k=2
Az =T,
la matriz S satisface la ecuacion
(23) (S+MI)(S=XI)(S+A3l)=7r(r—1)J.

Prueba:
Multiplicando la ecuacién (21) por S tenemos
QIQS =-S5 +r(k—2)S+ (k—2—7)5% +72(k — 2)Ja
reemplazando Q.S por la expresiéon dada en el lema 2.7
QUk—1-rQ+(r—1)J) = -S> +r(k—2)S+ (k-2 —7)S% + 12 (k — 2)J2,
S = —(k—1-71Q'Q—r(r—1)J +rk—2)S+ (k—2—7r)S% +r%(k — 2)Ja0.
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Reemplazando Q'Q por (21), se obtiene la primera ecuacién, que es equivalente a
S —(k—1-r)+(k-2-1)]S*-[r(k—2)—(k—1—-1)(k—2-7)]S
+ [(k=1-7)+r(k—=2)]1=[r(r—1)(k—2)]J.
Reagrupando el primer miembro se obtiene la segunda ecuacién.
|

En esta etapa atin no podemos decidir si $2, S I y .J son o no independientes.
En lo que sigue mostraremos que S? depende de S I y J si y solo si los pardmetros
del cudréngulo satisfacen (r — 1) = (k — 1)%.
Con este resultado, completamos la expresion para S™
LEMA 2.11. Tomando
)\0 = ’I“(k‘ — 2),
Ai  1=1,2,3 como en el lema anterior,
el S — bloque satisface la ecuacion
(S =XoI)(S+MI)(S—XI)(S+ NsI)=0.
Prueba:
El S — bloque tiene tamaifio (r — 1)(k — 1)% x (r — 1)(k — 1)2.
El pardmetro p?, = r(k — 2) nos dice que S , tiene r(k — 2) 1’s en cada fila y en cada

columna.
Por lo tanto tenemos que
SI=rk-2)J
De este modo si multiplicamos (23) por (S — r(k — 2)I) se obtiene la afirmacién del
lema.

PROPOSICION 2.12. S tiene a (—A3 = —r) como autovalor si y solo si los pardme-
tros k y r satisfacen:

r—1# (k—1)>

Prueba:
Primero probaremos que la condicién es suficiente .
Supongamos que —r es un autovalor de S, entonces existe un vector v tal que

Sv+rv=(S+A)v=0.
Definimos:
A = (S+X30)
B = (S—=XI)(S+XMI)(S—XI)
Deduciremos la prueba del calculo de la traza de B.
Las matrices A y B estan indexadas por los vértices de {25 . Son operadores lineales
A, B : CI%l - ¢l

y conmutan entre si. Entonces existe una base de CI2l en la cual diagonalizan si-
multdnemamente, y es posible escribir

Clel — @(f’—l)(k—l)2 =@V,

como suma directa de autoespacios comunes de las matrices A y B.

Sea V,, el autoespacio asociado al autovalor « de la matriz A.

Por hipétesis sabemos que existe v € Cl2l tal que Av = 0, es decir que mirando los
autovalores respecto de la matriz A comin Vj es no nulo.
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(dicho autoespacio corresponderfa al autovalor (—r — X\g)(—7 + A1) (—r — A2) de B)
Del Corolario 3 tenemos que AB = 0 y entonces para a # 0

Bly, =0 (ya que A|y, es invertible)

Entonces la matriz B es nula en todos los autoespacios excepto (;posiblemente?) en
V.
En Vj se cumple que

Av = 0v Vv €V lo que implica
Sv = —-rvVYwel
Bv = [(5—=XI)(S+MI)(S—XI)]v

= [(=r =) (=7 + A1) (=r = A2)]v.

Reemplazando por las definiciones dadas para A;, tenemos

c=(=r =) (=r+A)(=r = X)) =r(k—1)*2—1r—k)
(c#0puesr>1,k>1).
Con estos datos calculemos la traza de B de dos modos distintos.
Por un lado tenemos

tr(B) = ¢ dim Vj,

por otro lado , desarrollando B
(24) B=(S—XI)(S+MI)(S—XI)
y reemplazando S? por la expresién dada en el corolario 2.10 tenemos
B=r(1-k)S?*4+rk-1Q2k—-7r—=3)S+r(r+1—k)(k—2)(k—)I+7r(r—1)(k—-2)J

entonces, considerando que

diag S* = (r(k—2),r(k—2),...,7(k—2))
diag S = (0,0,...,0)
diag I = diagd = (1,1,...,1)
tenemos
(25) diagB = r(k—2)[(r—1)— (k—1)?] y entonces
(26) tr(B) = [(r—1)(k—12]r(k—-2)[(r—1)—(k—1)%

De este modo:
cdimVop=r(k—1°2—r—k) = [(r—1)(k—1)?]r(k—2) [(r—1) — (k—1)?]
Entonces si —r es autovalor de S,
dimVy # 0 entonces
(r-1)— (k-1 £ 0
Ahora probemos la condicién necesaria.

Supongamos que —r no esta en el espectro S.
Tomando como recién las matrices A y B concluimos que

B=0

y por un lado su traza es nula.
Por otra parte la ecuacién 26 nos dice que

0=tr(B) = [(r = 1)(k—1)*]r(k —2)[(r — 1) — (k — 1)?]

con lo cual concluimos que

r—1=(k—1)°
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COROLARIO 2.13. Las matrices S, I,J son independientes. Sir —1= (k—1)2
entonces S? depende de dichas matrices.

Prueba:
La unica relacién de dependencia posible entre S, Iy J es

S=J-1.
Esto implica que
2 0
pia=py =r(k—1)
lo cual nos dice que el esquema no es conexo. Ya que ésto no es posible en el caso
de los cuadrangulos generalizados, concluimos que no existe dependencia lineal entre
dichas matrices.

Usando la proposicién tenemos que si 7 — 1 = (k — 1)? entonces la matriz B es nula.
Desarrollando la expresién (24) para B tenemos

B = S34(r4+1-k) —(r+1)(k—2)]5>
+ [rk=22 - +1-k)(r+1)(k—-2)]S+[r(r+1—k)(k—2)°]I
=0
lo cual nos da otra expresién para S3
S = r+)k—2)—(r+1-k)]S>+[(r+1-k)(r+1)(k—2)—r(k—2)?] S —[r(r+1—k)(k—2)%] I
igualdndola con la expresion para S® dada en el corolario 2.10 y eliminado S2, tenemos
$? = (2k—3-r)S+[(r+1-k)(b—2)] 1+ [CRE2]

PROPOSICION 2.14. Si los pardmetros k,r del cuadrdngulo generalizado satisfacen
r—1=(k—1)? los productos

Sna QtQa JZQS

pueden ser expresados combinaciones lineales de S, I y Jaa. De lo contrario dichos
productos se expresan como combinaciones lineales de S, 8,1 y Jao

Prueba:
Se deduce directamente del lema 2.7 y del corolario 2.13.

1.4. Conclusiones.
Con las relaciones entre bloques dadas en resultados previos tenemos la siguiente:

PROPOSICION 2.15.

n el bloque 1 X 0y de cualquier matriz de la T-dlgebra se escribe como com-
binacion lineal de las matrices P, 1, J11

n el bloque Q1 X Qo de cualquier matriz de la T—dlgebra se escribe como com-
binacion lineal de las matrices Q, Ji2

v sir—1=(k—1)2 el blogue Qa2 x Qo de cualquier matriz de la T— dlgebra
se escribe como combinacion lineal de las matrices S, I, Joo, de lo contrario
S52,8,1,.Jos generan ese bloque.

Prueba:
El bloque € x 7 contiene los productos de matrices

(@ xQ) ¥ (2 x®)
(U xQ) vy (Q2xD)
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El bloque €7 x Q5 contiene los productos entre
(U xQ1) vy (21 %xQ)
(U xQ) v (2 xQ)
El bloque Q5 x Q9 contiene los productos entre
(QxQ1) v (21 %xQ)
(QxQ2) v (02 %xQ)

|
Identificando bloques con matrices, como por ejemplo:
0 0 O
P — 0 P O
0 0 0
0 0 0
Q — 0 0 @
0 0 0
0 0 O
S — 0 0 O etc.
0 0 S

de las conclusiones deducimos el siguiente:

COROLARIO 2.16. Si los pardmetros de CG(k—1,r—1) satisfacenr—1 # (k—1)2

entonces
2 2

T = Z aj,, Jix + Z ar, it +apP +agQ +asS + ag25?
i,k=0 ik=1

donde los a’s € C, de lo contrario

2 2
T= Z ag,, Jik + Z ar, Lik + apP 4+ agQ + asS
i,k=0 ik=1

2. Ideales simples de T

En esta seccién descomponemos 7T en suma directa de ideales simples. Nos guia-
remos por la expresion del corolario 2.16.
El primer ideal ficil de encontrar es aquel formado por los bloques J;; (recordar que
por simplicidad identificamos matrices con bloques)

Como siempre denotamos por

Jij = la matriz de 1's de tamano €; x €;

Definimos las siguientes matrices:

_ N -1
Mo = 1 My = m«ﬁn Moz (k_l)\/mcfm
¢ 1
My = My Mo = spodu Mo (k—1)y/r(r—1)(k—1) Sz
My = My, My = My, My = me

Tenemos entonces el primer ideal:
LEMA 2.17. 8¢ tomamos M C T
M=< {Mik}ik:o >,
tenemos que M es un ideal simple de T y

M ~ End(C?).
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Prueba:
Las M;;, satisfacen

MMy = My Vi, k,1=0,1,2
luego, si tomamos las matrices candnicas
FE;, := la matriz de todos ceros excepto un 1 en el lugar ik
el isomorfismo estd dado por
Dng - My — By
El ideal es simple, ya que la accién de
M x M;; — M;;

es transitiva.

Los bloques Q¢ x Qg, Qo x Q1, Qg x Qs y sus traspuestos, ya estan generados
con el ideal M puesto que las matrices de dichos bloques solo son multiplos del .J;x
respectivo.

El segundo ideal viene dado por la siguiente combinacién lineal de matrices.
Denotando

- 1 _ _ -1 _ _
Ny = L ((k—2—-P) Np T (k= 1)Q — o]
N21 = NfQ NQQ = m [(k — 1)QtQ — TJQQ]

tenemos el siguiente:
LEMA 2.18. Si tomamos NC T
N=< {Nik}ik:l >
tenemos que N es un ideal simple de T y
N ~ End(C?).

Ademds MN = 0 es decir
YMeM, NeN

se tiene
MN =0.
Prueba:

Damos una idea de como encontramos el ideal N. Buscamos combinaciones lineales:
N1 = PH+al+pJe x
Nis = Q+~J € xQ

que satisfagan las ecuaciones :

(27) N}, = aNy

(28) Ni11N12 = b Npo

(29) JuuNi; = 0

(30) JiiNi2 = 0

Ya que sabemos que P, I, J son independientes, igualando coeficientes de P y de I de
la ecuacién (27) obtenemos:
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k—34+2a = a
k—2+0a®> = aa quenos da la siguiente ecuacién para o
A+ (k—-3)a—-(k—-2) = 0

es decir
a=—(k—-2),a=1
La ecuaciones (29) y (29) (que pide que los ideales sean ortogonales) nos dice que
satisface
(k=2)+a+prk—-1)=0

Los calculos anteriores nos dan entonces dos soluciones para la combinacién lineal del
bloque Q1 x Q;:

P—(k—2) quesatisface (P—(k—2))? = —(k—1)(P—(k—2)I)

P+I-1J quesatisface (P+I1-1J)? = (k—1)(P+I-11)

Para el bloque ©; X €3, la ecuacién (30) nos dice que

1

7=
con lo cual tenemos la combinacién lineal
1
Q- 7=/

Haciendo célculos obtenemos que
~(P= (k=20 (Q-57) = (k-1 (Q- )
(P+1-tJ)(@-57) = o

Luego para formar el ideal tenemos en cuenta las ecuaciones (27), (28), (29) y (30) y
asi definimos las matrices NV;; de modo conveniente. Observamos que para la eleccién
de Nao simplemente tomamos el producto

t
(@-7) (@- )

y pedimos que sea idempotente.

La expresién de Noo en términos de S2, 5,1, y J es la siguiente:

Noy = m [(k—1)Q'Q — rJx]
= goorey (k- D82+ (k=2 —7r) +7r(k —2) +1J) —rJ]
= goorey [C(k = D2+ (k=1)(k =2 —7)S +r(k = 1)(k = 2)] +7(k — 2)J]
= ok [ (=28 — (k- 21 - 2]

(k—1)(r—1)
Entonces las N;;, satisfacen
N3 = Ni1, NiiNi2 = Ny
NiaNay = Nii, NigNas = Npo
NoiNis = Na, N3, = Na

luego, si tomamos las matrices canénicas E;; el isomorfismo estd dado por
(I)N : Nik — Eik-

El ideal es simple, ya que la accién de
N x Nij — Nij

es transitiva.
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Con este segundo ideal observamos que el bloque 7 x 5 estd “cubierto”.
Es decir, sabiamos que las matrices de este bloque se generan con combinaciones
lineales de J12 y @, luego con M2 € M, Ni5 € N también lo generamos.

Q x Q= ({ [(k=1)Q — Ji2]})

JlQa

1 1
(k—1)4/r(r—1)(k—1) (k—1)y/(k—1)(r—1)

Con respecto al bloque 21 x €7 recordemos que era generado por combinaciones
lineales de P, I, Jy1.
Con los ideales M, N tenemos dos generadores. El que falta ya lo tenemos de las
ecuaciones propuestas anteriormente. Enunciamos el resultado en el siguiente:

LEMA 2.19. La matriz
Py =5 P+1-1J)

satisface
P, = Pu
PyMy, = MaPh=0Vi,k=0,1,2
PNy = NpnPu=0Vik=12.
Luego
P=<P;>

es un ideal simple de T, ortogonal a M y a N

Resta encontrar generadores del bloque Q5 x Q.
Sir —1= (k—1)? dicho bloque se genera con las matrices (bloques) S, Isa, J2o de lo
contrario son necesarios 52, S, Isa, Joa.
Con los ideales M y N tenemos dos generadores:

(T,l)(lk,l)z J227 (kfl)%(rfl) [(k - 1)QtQ - 7'J22} € QQ X QZ

En el siguiente lema presentamos los restantes.

LEMA 2.20. Las matrices

Ry = 7(“1)(,1%2”) (8 —(k—1-2r)S —r(k—1—1r)I —1J)
Sn = gy (57— @k —r—3)S+ (k=1 —r)(k —2)1 - 200 )
satisfacen
RS, = R
RooMs,, = M;sRos =0V i,k=0,1,2
RooNop = NipRop =0V i k=1,2

y lo mismo para Sao.

Si(r—1) = (k—1)?
Ray = Til[s—(k—l—r)z—k—il}
Sy =

De lo contrario Rag y Sao son linealmente independientes y ortogonales.
Luego

o

R = (Ry2), §=(52)
son ideales de T', ortogonales entre si y ortogonales a M, N y a P.
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Prueba:
Damos una idea de como encontramos las matrices del lema. Buscamos una combi-
nacion lineal:

Sas = S+ aS+pBI+~T €0y x Qo

que satisfaga las ecuaciones :
(31) 5222 = a 522
(32) J22S22 = QS22 =0

Si (r —1) # (k — 1)2, sabemos que S?, S, I, J son independientes.
Entonces igualando coeficientes de S2, S e I de la ecuacién (31) obtenemos :

(2k—3—2r24r(k—2)—(k—1—r)k—2-r)+2a(2k—3—-2r)+28+a’=a
r(k=2)(k—2—71)—(k—1—7)% (k=2—7)4+(k—2—1)2 (k—=1—r)4+2a (r(k —=2) = (k =2 —r)(k — 1 —r))+2a B =aa
de estas dos ecuaciones obtenemos la siguiente para «
a3 4+2(2k—3-2r)a2+{(2k—3—2r)2+(k—1—r) (k—2—71)—1(k—2)} a+(k—1—r)(k—2—7)(2k—3—2r)—r(k—2) (k—2—7) = 0
cuyas soluciones son

ag=—(k-2-r),aa=—(k—1-2r),a5=—(2k—-3—-7)

La solucién a3 = —(k — 2 — r) pertenece a la combinacién lineal del ideal N. (es la
usada para Nag)

Teniendo en cuenta la ecuaciones en (32) (que piden que la matriz buscada Sao sea
ortogonal a los ideales M y N ) tenemos que [ y « deben satisfacer

B = —(k—1-7)?—(k—1-7)

Y= B lk—1-r)+r(k—2) +al
con lo cual
siag = —(k—-1-2r) = 5 = —rk—1-71), v = —r
paraas = —(2k-3-r) = 0 = k-2k-1-1),7 = _(k_kQ,)Y_l)

La expresién final viene de pedir que la combinacién lineal sea idempotente.
Asi tenemos entonces que las combinaciones lineales buscadas son

Ry = 7(“1)(,1%2”) (S*+(k—1-2r)S —r(k—1—1r)I —rJ)
Sr = gty (57— k=1 = 3)S+ (k=1 —r)(k —2)1 + 200 )
Finalmente sabemos por el corolario 2.13 , que si (r — 1) = (k — 1)? entonces
§? = (2k =3 =1)S+[(r+1—k)(k —2)) 1+ |2 1

reemplazando obtenemos la expresién para Regs y Sos.

Deducimos directamente el siguiente:

TEOREMA 2.21. Sean
M,N,P,R,SCT
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los ideales simples descriptos anteriormente.
La T-dlgebra de un GQ(k — 1,7 — 1) se descompone
T = Mo NePORDS
~  End(C® @ End(C? @ End(C') @ End(C') @ End(C")
= r—1#(k-1)?
T = Mo NOPOR
~  End(C®) ® End(C?) @ End(C') @ End(C")
= r—1=(k-1)?

3. Comentario acerca del trabajo [T Y]

En este trabajo se calculan dimensiones de T-algebras de esquemas de asociacion
P-polinomiales con didmetro d = 2 (también llamados grafos fuertemente regulares).
Dado x € X, se consideran los subgrafos inducidos de I’

Di(z),i=1,2
que tienen como conjunto de vértices los conjuntos X;,7 = 1,2 con
Xi :{yGX / ({E,y) GRi}a 7’:172

y que toman las relaciones heredadas de T'.

Dos vértices son vecinos si estan 1 —relacionados y no lo son si estan 2—relacionados.
Los I';, no son necesariamente esquemas, pero son grafos regulares con valencias pl;
y (pY, — p?,) respectivamente.

Tomando B; las primera matriz de adyacencia del grafo X;, el principal resultado del
trabajo es el siguiente:

TEOREMA 2.22. Sea T' = (X,{Ry, R1, R2}) un grafo fuertemente reqular, Ay la
primera matriz de adyacencia y p1(0),p1(1),p1(2) los autovalores de A;.
Dado x € X, sea T(x) el dlgebra de Terwilliger asociada a T' con respecto al vértice
x. Sean By y Bs las matrices de adyacencia de los subgrafos inducidos T'1(x) y Ta(x)
respectivamente. Entonces

dimT = my +m'1+4m2+9

= mi+m)+4m5H+9
donde my (resp ma) es la cantidad de autovalores distintos de By contenidos (resp.
no contenidos) en {p1(1),p1(2)} con respecto a los autovectores que son ortogonales
al autovector (1,...,1), y donde donde m} (resp mb) es la cantidad de autovalores

distintos de By contenidos (resp. no contenidos) en {p1(1),p1(2)} con respecto a los
autovectores que son ortogonales al autovector (1,...,1).

Calculamos segiin nuestros resultados la dim T para el caso de los cuadrangulos
(que son una familia particular de grafos fuertemente regulares).
Por el teorema 2.21, vemos que
dimT = 15 <= r—1=(k—1)?
16 <= r—1#(k—1)3
Comparemos el resultado obtenido con el trabajo de [T Y].
Analicemos los autovalores de Ay, By y Bs. (para nosotros By = P, Bo = 5)
Para encontrar los autovalores de Ay, es sabido por la teoria que considerando la
siguiente matriz d+1 x d+1,
(Bl)ij = pjh Z,] = 07 ceey d
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los autovalores de dicha matriz son los de A; ( pjli son las constantes definidas en la
condicién 4 de la seccién 1) .
Para nuestro caso tenemos que

0 1 0
Bi=| r(k-1) (k—2) T ,
0 (r—1k-1) r(k-2)

y luego los autovalores son

p1(0) =r(k = 1), pr(1) = (k= 2), p1(2) = —r

Para la matriz P, los resultados obtenidos dicen que
P?=(k—3)P+ (k—2)I

y que
P, 1, J son linealmente independientes.

Es facil comprobar que el polinomio minimal para P es
mp =22 — (k—3)z — (k—2)
lo que dice que los autovalores de P son
AD = (k—2), AP = —1.

Las ecuaciones

(P —=(k=2)I) =

J(Q@-57) = 0
(P+1-17)(@-47) = 0
(P—(k=2)(P+I-1J) = 0,

dicen que las columnas de
(P+1-17) vy (Q-#7)

son autovectores de P asociados a los autovector k — 2 y —1 respectivamente y orto-
gonales al autovector (1, ...,1). Por lo tanto para P tenemos que

mip = mo = 1.
Para analizar la matriz S, tenemos los siguiente ecuacién:

(S — NoI) (S + A1) (S — AoI) (S + AsI) = 0,

donde
Ao = r(k-=2)
AN = r+1-—k
A = k=2
A3 = 1,

Entonces, el polinomio minimal mg de S divide
(Z‘ - /\0)(.13 + )\1)(.13 - /\2)(3? + )\3)
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También sabemos que si (r — 1) # (k — 1)2 entonces S2,S,1 y J son linealmente
independientes. La ecuacion

S = Jk—1-r)+k-2-7)]*+[r(k—-2)—(k—1—7)(k—-2—-71)]8S
— [(E=1=r)+rk =21+ [r(r—-1)(k-2)]J,
nos dice que S3,52, S e I son linealmente independientes, con lo cual
mg = (z — Xo)(z + M) (z — A2)(x + A3).

Luego los autovalores de S son ;.
La ecuaciones

(33) SJ = r(k—2)J
(34) (S+MDS=XI)(S+A3) = r(r—1)J
dicen que

= —)\ tiene asociado el autovector (1,...,1)
= )\; tiene como autovectores las columnas de (x — Ag)(z+ A2)(x — A3) que son
ortogonales a (1,..,1)
= )9 tiene como autovectores las columnas de (z — Ag)(z+ A1) (z — A3) que son
ortogonales a (1,..,1)
= —);3 tiene como autovectores las columnas de (z — A\g)(x + A1) (z — A2) que
son ortogonales a (1,..,1)
Por lo tanto para S, si (r — 1) # (k — 1)? tenemos que
my =2, my = 1.
Del mismo modo se ve que si (r — 1) = (k — 1)? entonces
my =ms5 = 1.

Con lo que se verifica lo el cdlculo de la dimensién de T que surge como consecuencia
del Teorema 2.21 .

4. Descomposicion de C* en T-submddulos irreducibles

En esta seccién consideramos la accién del dlgebra T en C¥ (v es la cantidad de
vértices del cuadrangulo generalizado)

TxCV — C¥

y damos una descomposicién de dicho espacio en submédulos irreducibles de T'.

A cada ideal simple de T' le podemos asociar de manera canénica un T-submdédulo
(no necesariamente irreducible), que llamaremos “isotipico”. En lo que sigue damos
una descripcion de estos T-submodulos.

4.1. T-submddulos isotipicos.
Supongamos en general que tenemos un dlgebra T' que es suma directa de dlgebras
de matrices T3,
T =T,
y una accién
T x C¥ — C" tal que TC"Y = C¥

Supongamos que posible escribir la identidad I € T' como
I=> P
donde P; € T;, satisfacen
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Pl = P
PP, = AP dondeA;; =1 <= i=
Tenemos entonces que P,T =T;
Si ahora pensamos en la accion de T en C¥ tenemos que
C¥ = TCY =aT;C" donde
T,C¥ = PBT(C") = PR(C")
Los T;C" son T-submdédulos puesto que la descomposicién de T' nos dice que

TT; CT;

Llamamos a dichos submddulos isotipicos.
P; son las proyecciones
Pi : CV I PZ‘(C” == TiC”

4.2. Proyecciones a los T-submddulos isotipicos.
En nuestro caso la descomposicién en T-subméddulos isotipicos es:
C” = MC” @ NC"  PC” @ RC” @ SC”
SC"=0 <= r—1=(k—1)?2

En lo que sigue damos una descomposicién de I € T en suma de proyecciones orto-
gonales a dichos T-subméddulos.

LEMA 2.23. Dadas M;;, Ny, P11, Roo y S22 las matrices definidas anteriormente,
consideramos

Mo O 0 0 0 0
M = 0 M4 0 N = 0 Nt 0 ,
0 0 Mgg 0 0 N22
0O 0 O 0 0 O 0 0 O
P = 0 P11 O ,R= 0 0 O , S = 00 O
O 0 0 O 0 R22 0 O 522
(=0 <= r—1=(k-1)%

pertenecientes a los ideales M, N, P, R y S respectivamente. Se tiene entonces que
I=M+N+P+R+S
Prueba: De las definiciones dadas se calcula facilmente que
Mup+Nu+Pun = I xo
Moz + Nag + Raa + S22 = Ij0,x0,

y que las matrices definidas son idempotentes y mutuamente ortogonales.

4.3. T-submédulos irreducibles.
En la seccién anterior describimos los T-submaddulos isotipicos que aparecen en

la descomposicién de C”.
En esta secciéon queremos descomponer cada uno de ellos en T-submédulos irreduci-

bles.
Enunciamos el siguiente lema que sera de utilidad.
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LEMA 2.24. Dada un dlgebra de matrices T C End(C") y P € T tal que P?> = P
podemos encontrar una base de C™ en donde

P = Z‘Pi , P; proyecciones de rango 1 que cumplen
Pin = Aijpj

Prueba:
Para dichas hipétesis existe una matriz Ap tal que

P:AP<IOT g)Apl

donde r es el rango de P. EntoncesVi=1,...,r
P = ApE; Ap'

donde E;; es la matriz elemental con un 1 en el lugar ¢ de la diagonal y el resto de las
entradas nulas.

Consideremos el ideal simple N y los bloques (que identificamos con matrices)
Ni1, Ni2, No1 y Nao

que forman una base para dicho ideal de T (y que resulta isomorfo a End(C?)).
Dichas matrices satisfacen

N2 = Ny i=1,2
NipNoj = Ny i,5=1,2
NiNyy = Ny 4,5=1,2

En particular, por el lema previo, N1; tiene una descomposicién (no tnica) en pro-
yecciones de rango 1

N1 = Z Nf{) , Nl({) proyecciones de rango 1 que cumplen
J
Nl({)Nl(lf) = AjkNl({) y puesto que
No1 = NoyNyp entonces
Nay = Y Nau N
J

Con estas observaciones definimos los siguientes subespacios de NC¥
DEFINICION 2.25.

Wy = NiJC” + (NaN{{)C” € NC”i=1,,...,rg(Nuy)

Tenemos entonces:

PROPOSICION 2.26.

W 1=1,,...,7rg(N11) son T-submddulos irreducibles de dimension 2
11

isomorfos entre si.

Prueba:
La descomposicion de T en ideales mutuamente ortogonales

T=M&NocPORE®S
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y el hecho de que los generadores de N satisfagan las ecuaciones (27),(28), (29) y (30)
nos dicen que

NuWyo = NO¢v
NoaWy = Ny NO¢v
NaWyw = Ny NOcv
NiaWyo = NO¢v

lo que prueba que W ;) € NC” coni=1,.. .7g(N11) es un T-submddulo y es claro
11
que es de dimensién 2.
Es irreducible puesto que si quisiéramos considerar un subespacio de dimension 1,
deberia ser de la forma 4 4
(aN{} + BNai V() )T,

pero las siguientes acciones de T implicarian

Ni; (aN{ + BNy NPT aN{D = g=0

Niy (aND 4 BNy NNHC” € BNuND = a=0

N

(lo cual es un absurdo puesto que el subespacio era de dim 1.)

Es facil verificar que los T-submddulos irreducibles WN(j) C NC¥ son isomorfos como
11

T-submddulos por medio de
on i NOCY + Ny NCr —  NYC” 4+ Na NI T
N9+ Ny NPw — N9y 4 Ny NP

que preserva la acciéon de T'.

PROPOSICION 2.27.
NC¥ = @jWNl(.{)

Prueba:
Tenemos que

Z WNl(gl') C NC¥
J

Veamos que la suma es directa.
Probemos que para i # j

Wy

o NWymn =0
11 11
Si esto no sucede existen v, w, v, w tales que
NOv 4+ Ny NDw = NP5 + Ny N
)

. i .
haciendo actuar N1(1 € T en ambos miembros, tenemos

NN = NN
N 1(;)11 = 0
Del mismo modo; haciendo actuar Nas; podemos ver que
NglNl(?w =0

con lo cual concluimos que los subespacios tienen interseccién nula dos a dos.
Entonces concluimos que

@ WN1({) C NCv”.
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La igualdad se obtiene comparando dimensiones.
{ Cuantos subespacios hay?.

Por la forma de definirlos, para cada N 1(? que aparezca en la descomposiciéon de Niq
tendremos un T-submodulo irreducible. Luego la cantidad estd dada por el rango de
N1 que es facil comprobar que es r(k — 2). Como cada T-submédulo irreducible es
de dimension 2, entonces

dim (@jWNl(Jl-)) =2r(k —2)

Por otro lado, la dimensién del T-submdédulo isotipico NCY, se obtiene calculando el
rango de la proyeccion

0 0 0
N=[0 Ny O N:C" — NC”
0 0 Na

Es facil comprobar; de la definiciéon de N1 y Nao; que
rg(N) = traza(N) = traza(N11) + traza(Nag) = 2r(k — 2)

El analisis realizado para descomponer el T-submédulo isotipico NC” es analogo
para la descomposicién de cualquier otro. Considerando las matrices M;;, P11, Ra2, S22
definidas anteriormente definimos (de mismo modo que para WN(i)) ,

11

DEFINICION 2.28.

WMC()E:)) = Méé)(C” + MloMéé)CV + MQ()M(%)(CV t=1.... 5 ’I“g(MO())
WPS) = Pl(i)(C” 1= ].....,T'g(Pu)
WR;Q = RSQ)CV 1=1.... ,Tg(RQQ)
Ws(i) = Sé;)(cl’ t=1.... ,Tg(SQQ)
22

Tenemos entonces la siguiente

PROPOSICION 2.29.

MCY = WMS[I)) donde WMécl)) es un T-submddulo irreducible de dimension 3
pPCY = @;’;% WPf‘f) donde WP_ljl son T-submddulos irreducibles de dimension 1
RCY = @?21 WR(QQ donde WR(QQ son T-submddulos irreducibles de dimension 1
SC” = @?il ng) donde ng) son T-submddulos irreducibles de dimension 1
donde

o2k k=261~

dr = (k—2+r)  “S (k—2+r)

rg(Moo) =1, rg(Pr1) = (r — 1), rg(Ra2) = dr , r9(S22) = ds

Prueba:
La prueba es andloga a la descomposiciéon de NC".
La cantidad de T-submddulos irreducibles que aparecen en cada descomposicién de-
pende del rango de los idempotentes Myg, P11, Ra2, S22. De las definiciones de dichas
matrices, calculando su traza, se deduce dicho rango.
|

El siguiente corolario es inmediato
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COROLARIO 2.30. C¥ se descompone en T-submddulos irreducibles del siguiente
modo:
CY = Wi ® (r— 1)WP<11> ©dr Wpo) @ ds Weo

1
Luego calculando las dimensiones tenemos

v = k(1+(r—-1)(t-1))
= 3+2r(k—2)+(r—1)
r(r—2)(k—1)2 (r—=1)(k=-2)[(k—1)2—(r—1)]
&—217 k—2+1)
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CAPiTULO 3

T-algebra de los esquemas de Johnson

En este capitulo estudiamos los esquemas de Johnson.
Analizamos los casos J(n, k) para 3k < n.

Descomponemos la T- dlgebra en suma directa de ideales simples y considerando
la accién

T x C(Z) - (C(Z)

damos una descomposicién de (C(Z) en suma directa de T-submédulos irreducibles.

Aligual que los esquemas estudiados en el capitulo anterior, los J(n, k) son de tipo
P-polinomial, entonces para calcular T" estudiamos en detalle la matriz de adyacencia
del esquema.

1. Matriz de adyacencia

En esta seccién tomamos el ejemplo “gufa” J(12,4) y describimos su primera
matriz de adyacencia A;. De las caracteristicas de este caso particular, describimos
el caso general.

1.1. Matriz 4; de J(12,4).

Las matrices de adyacencia de un esquema de asociacion, estan indexadas por los
elementos del esquema.
En particular podemos ver a los elementos de J(12,4) en correspondencia con sub-
conjuntos de 4 elementos elegidos del conjunto {1,2,3...12}
Fijamos un elemento xo = {1,2,3,4} € J(12,4) y consideramos

QO = Tro — {1,2,3,4}
Q; {o € J(12,4) / (x0,0) € R;}
= {oeJ(12,4) / |{1,2,3,4}No| =4 —i}.

Tenemos entonces la particion
J(12,4) =QoUQUQUQ3 U

donde la unién es disjunta.

Como siempre miramos A; indexada por “bloques” Q; x Q; 4,5 = 0,1,2,3,4 y des-
cribimos dichos bloques.

Supongamos que tenemos un elemento o € €.

Entonces |0 N {1,2,3,4}| = 3.

Es decir que podemos mirar a ¢ como una yuxtaposicion

o=az

donde a3 es un subconjunto de 3 elementos elegido de {1,2,3,4} y 31 es un subcon-
junto de 1 elemento elegido de {5,6,...,12}.

Es decir que a3 esta en correspondencia con un elemento de J(4,3) y 51 con uno de
J(8,1).
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Diremos que as € J(4,3) y /1 € J(8,1).
Dados dos elementos por ejemplo

ce o' € Qs
o=az B , o =ayph
as € J4,3) , [ € J(8,1)
as € J(4,2) . B2 € J(82)
se tiene o No’| = JagNab|+ |61 NG5

Es decir que la interseccién entre ellos viene dada por las intersecciones:

as N ay e {1,2,3,4}
fr N Bye{5,6,7,...12}.

En general un elemento o € J(12,4) tal que o € ©; (i = 0,1,2,3,4) se escribe
€omo

0 =0y ﬁi

donde podemos ver a

ay—; € J(4,4—1i) = subconjuntos de 4 — i elementos del conjunto {1, 2, 3,4}
B:; € J(8,i) = subconjuntos de i elementos del conjunto {5,6,...,12}.

y dados dos elementos

o € Q;, O'IGQj

/ !/ /
o=as-; B, 0 =ay_; B
la interseccion entre ellos viene dada por:

a4y N Oéilij {1,2,3,4}
B N Bje {56,...,12}

(Recordar que J(4,4 — i) ~ J(4,¢) cuando i es tal que 4 < 2(4 —¢) ). Denotemos con

el supra indice (2) a matrices indexadas por elementos de un esquema J (v, d). Es facil

entonces comprobar que la matriz A; de un J(12,4) es de la forma:

0 1 0 0 0

1T aixar  aix 0 0
A=1¢ 0 0,x0  QxQ  Q2x9 0o

0 0 QsxQy  Q3xQs Q3xQy

0 0 0 QyxQ3 QuxQy

con
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A 6 6 0 0
g-n® O &) 6| 1) 4G 161G o0
SRR I R Y s Rt SRR [T R N R
1 1= 2 2 =
1©) 1©) @-n® 10 0 6 4B )
16 10) 1() -0k B 0® O O 46
o G 6 6 6
(ST TGNy
A} I\3 I\3 I\3
8 (8) 8 8
Qs X Q3 = 1(2) Alj 1(38) Ig) i Q4><Q4:A1(i)
[(3) [(3) A1(3) [(3)
OO RO RN G
[ [ 0 0
012 612 O d12 0 0 5z§ 023 d23 0
é 0 é 0 é 0 5 0 0 5
QIXQZ_{ 012 d12 512 0 012 d12 2 x Q3 = 023 d23 023 023
0 0 0 12 O12  d12 0 623 O 823
0 0 d23 023
Q3XQ4:634
donde
1 1 1 0 0 O
512_{(1) (1) 8 } (1) (1) , 823 = 0%y, 034 = Jax1 -
0O 0 1 0 1 1

Comentario: producto de Kronecker

Podemos ver a 21 x 23 como una matriz 4 x 4, que en la diagonal tiene el sub-

bloque (J —I) (515) y fuera de la diagonal, el sub-bloque I(l).

Para dar una expresion méas precisa de €21 x 1, consideramos el producto de
Kronecker de matrices (denotado por ®).
Esté definido del siguiente modo:

® : (Mqu7M7’><S) MPTXas

—

anB algB aqu

®:(A,B) — A®B=

ap1 B apB apqB

Considerando dicho producto podemos dar la siguiente expresion
(1) ()
D x Y =Dxa @(J— D\ +(J —1)yxa @I\,
Ahora bien podemos pensar que Iyx4 ¥ (J — I)4x4 son matrices de adyacencia de un
J(4,1).
ién 1(1) (1)
Como también I\1/y (J — I)\1/ lo son de un esquema J(8,1); finalmente tenemos
4 8 4 8
Q1 x O = ](1) ®A1(1) _|_A1(1) ®[(1)

Considerando que la primera matriz de adyacencia de un J(4,2) es de la forma:

011110

—_ = =
= O O
e e

O = = O
_ o o

0
1
1
0



podemos expresar
4 8 4 8
O x 0= 1) 0 4@ 4 40 o 76).
Es facil ver que en los restantes bloques diagonales podemos dar expresiones analogas,
que involucran el producto de Kronecker de matrices de adyacencia de esquemas de
Johnson.

Q3 x Q3 = 1(411) ®A1® + Al(;l) ®I®
QxQy = I(é) ®A1(i) —I—Al(é) ®I(§l).

1.2. Matriz A, de J(n,k).

En esta seccién analizamos la estructura de la primera matriz de adyacencia de
un esquema de Johnson con parametros n, k con 3k < n.

Cada elemento del esquema J(n, k) estd en correspondencia con un subconjunto
de tamafio k elegido del conjunto de n elementos {1,2...n}.

Como siempre fijamos zg = {1,2,...,k} € J(n,k) y consideramos
Q() = $0={1,2k}
Q0 = {ocednk)/ (xo,01) € Ri}

= {oeJnk)/{1,2..k}Nog| =k —i}.
Tenemos entonces la particion
J(n,k) =QoUQUQy---UQy

donde la unién es disjunta.

Miramos entonces a A; indexada por “bloques” Q; x Q; 4,7 =0,1,2,...,k y descri-
bimos dichos bloques.
Supongamos que tenemos un elemento o € ;. Entonces |0 N {1,2,...,k}| =k — 1.

Es decir que podemos mirar a ¢ como una yuxtaposicion
o=a,1 5

donde a1 es un subconjunto de k — 1 elementos elegido de {1,2,...,k} y (1 es un
subconjunto de 1 elemento elegido de {k + 1,k +2,...,n}.

Es decir que aj_1 esta en correspondencia con un elemento de J(k,k — 1) (que se
identifica con J(k,1) y 51 con uno de J(n — k,1).

Diremos que ax—1 € J(k,k—1)y 81 € J(n —k,1).

En general un elemento o € J(n, k) tal que o € §; se escribe como

o= op—i B

donde podemos ver a

ak—; € J(k,k—1i) = subconjuntos de k — i elementos del conjunto {1,2,...,4}
Bi € J(n—k,i)= subconjuntos de ¢ elementos del conjunto {k+ 1,k +2,...,n}.
De esta manera dados dos elementos
o€, o ey
o=arifi, o =a,_;
se tiene [0 N o'| = |og—i Ny, ;| + 168 N G-
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Es decir que la distancia entre ellos viene dada por las intersecciones:
i N ap_; € {1,2,...k}
Bi N B;. € {k+1,k+2,...n}.
Ahora entonces, consideramos A; la primera matriz de adyacencia, indexada por los
bloques €; x §; y describimos dichos bloques.

1.2.1. Bloques Q; x €;.
En el siguiente lema describimos la diagonal de A;.

(a)

LEMA 3.1. Sea I(v la matriz identidad de tamano (Z) y Ay la primera matriz

de adyacencia de un esquema J(v,d). Entonces, para i =0,1,....k se tiene

n n—k k
(35) (Al(k) Yo xQ; = I(kli') & Al( i ) _’_Al(k—i) ®I(nfk)

donde “®7” representa el producto de Kronecker de matrices.
Prueba:

Una entrada del bloque Q; x Q; ,estd indexada por elementos o, ¢’, donde

o=ay; Bi, o' =a)_; B

con

ap_iy o € J(kk—1)y B, 8. € J(n—k,i).

La igualdad en (35) se deduce de los siguientes hechos:

lond'| = lag—i N + |8 NG
lag—iNag_;| < k—i
BN < i

Si ademéds queremos que A, , = 1 entonces

(36) lono’| = k—1,loqueimplica

(37) k—i—1 < |ag—iNag_]

(38) i-1 < [Bng

Por lo tanto

(39) lono’| = k—1siy solosi

(40) lok—i Nl = k—i, y|BinG=i-16
(41) ak-i Nyl = k—i—1,y[BiNg]=1i

De la expresiones (40) y (41) obtenemos los términos
n—k k
ey el A orn

respectivamente y por lo tanto se prueba el lema.

Observacion:
Para describir los bloques diagonales de A; € J(n, k) hemos usado dlgebras de adya-
cencia de diferentes esquemas de Johnson.
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Si B(n) el algebra de Bose-Mesner correspondiente a un esquema de tipo J(n, k),
k
hemos visto que

Aq;xa; € B( £ ®B(nfk)~
k—i i

Para los bloques fuera de la diagonal necesitamos definir una especie de
“generalizacién” de matrices de adyacencia.

1.2.2.  Bloques €; x Q;41. Las matrices que necesitaremos para describir A,
estdn definidas en [G] como “matrices de incidencia”.
En esta seccién damos su definicién y mas adelante realizamos calculos que involucran
dichas matrices. Algunos de ellos estan hechos en el libro citado. Evitamos omitirlos
con el propédsito de de tener a mano todos los calculos necesarios.

DEFINICION 3.2. Matrices de identidad generalizadas
Supongamos que m < n. Sea 8, n, la matriz indexada por elementos de J(v, m) X
J(v,n) y definida por

1am Cay
0 c.c

(6m7n)a7n an = {

Sim > n la definicion es andloga cambiando C por D.

Observaciones:

s Sim =n,dmm =1 de tamano (::L) X (;’1)

» Sy =00 = (1,..., 1) vector fila de tamano ()
* S0 =00 = (1,...,1)" vector columna de tamafo ()
u 51},1} = 50,0 =1

LEMA 3.3. Parat=0,1...k — 1 se tiene
(42) (A1), xQisy = Ok—ik—i—1 ® Jiig1-

Prueba:
Una entrada del bloque £; x Q;11 estd indexada por ¢,¢’ donde

o =ap; i, o' =i Biyy

con
ar—i € J(kk—1i), ap_, , € Jkk—i—-1)y
Bi € J(n—ki), B, e Jn—kii+1)

La igualdad en (42) se deduce de los siguientes hechos:
|Um‘7,| = |ak—ima;c7i71| + |ﬁimﬁz{+1|
lag—i Na_; 4| k—i—1
18: N Bia i.

Si ademas queremos que A, = 1 entonces

<
<

lono'| =k—1,lo cual implica

lak—iNaj_;q|=k—i—1y |8;N B =1i.

Por lo tanto se prueba el lema
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1.2.3.  Bloques Q; x Q1 1 > 2.

LEMA 3.4. Parai=0,1...k — [ se tiene

(43) (Al)QiXQi+l =0.

Prueba:
Una entrada del bloque Q; x Q;4; estd indexada por o,0’ donde .

o= Bi, o' =0y Biy

con

ap—; € Jkk—1), a_,, € Jkk—i-Dy

Bi € J(n_kvi)7 ﬂz/‘Jrl € J(n_k77’+l)
La igualdad en (43) se deduce de los siguientes hechos:
= Jow—i Nag_;y| +18: N Byl
lag—i Nyl < k—i—1
8: 0 Bl <

|o Mo’

Sil > 2, entonces
o No'| <k—2,y entonces

Voe Qi, o' € QiJrl
(Al)on’ =0
y por lo tanto se prueba el lema.

2. T-algebra
Con la descripcién de los bloques de A, y pensando que T' contiene las potencias

de A y las multiplicaciones AE, en esta seccién describimos dicha &lgebra.

n
Definiremos M C End((C(k) ), probaremos que es un algebra y luego veremos que
resultara ser isomorfa a T'.

2.1. Definicién del dlgebra M.
Con la definicién dada en (3.2) consideramos las matrices:
Ok—ik—;  indexada por elementos en J(k,k —1i) x J(k,k — j)
i, ; indexada por elementos en J(n — k,i) x J(n — k, j).
Sea B (n) el dlgebra de Bose-Mesner correspondiente a un esquema de tipo J(n, k).
Recordlz:mos que si v < 2d consideramos

B(u) EB( v ) = <E(),E1...Ev,d>.

d v—d
Parai=0,1...k, i < j 3k < n definimos:
Mij = Bk Ok—ik—j @Bm_iy 0ij 1 <]
! (k2s) S G B

Mi,j = ng 1> 7.
(® producto de Kr.)

Observaciones:

= M,; =B QB ues 0;; =1
P R Gy

k—1 i
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() 0
07j:Bk 5k,k—j QB _k 507j=/\(1,1,...,1)®(1,1,...,1)
(x) ("o")

M
M
0
= Mpi :B(nfk)
k
M;r=8 Ok—j0 @Bk G =A1,1,...,1)' @ B/p_p 0,
T Rl G R CORS

En nuestro caso, como

3k<ny 0<:i<k,
entonces 21 <2k <n-—k

lo que implica que para la primera y segunda coordenada del producto de M;; se
cumple que:

‘ K sii <

K3

N ES SIS

Es decir que

dim My = Bk \ @B_iy, =min (k—1,1) 1.
(og) ~ (")
También usaremos la siguiente escritura:

k n—
M = <{ETS’LIC77I) Ok—ik—j ®E,S ik) dig})

donde el supraindice de los proyectores, indica el dlgebra a la que pertenecen.

DEFINICION 3.5. M = @5 M;; Un elemento m € M se escribe univocamente
m = Zmij con mi; € My,
i
El producto * de dos elementos m;j, my; se define :

el producto usual de matrices si j =k
Mg XIL= 0 si g £ k
y entonces dados m,m' € M
moam’ = (O my)(Y_ mi;) = (mij xml)
j ij 1,7,
2.2. (M, %) es un 4lgebra.
Los siguientes lemas serviran para probar la afirmacién. Antes de enunciarlos
definimos las siguientes matrices, que serén ttiles para describir M;; 7 # j, los bloques
no diagonales de M

DEFINICION 3.6. Matrices de adyacencia generalizadas
Sea 67 ; la matriz indezada por elementos de J(v,i) x J(v, j) y definida por

(07 ose; = { LsiJai Nag[ =7
2,771

0 c.c.

Observaciones:
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= Las matrices definidas en (3.2) son un caso particular de éstas.

Sii<yj
i
Ok—ik—j = 5kfg,kfj
dij = Oy

(las matrices de identidad generalizadas son las Aj generalizadas)
= Sii=j =0, = A,

la r-ésima matriz de adyacencia indexada por elementos de J(v,7) x J(v, ).
= Fijados 4,7 es facil ver que las posibles intersecciones entre

a; € J(v,1), a5 € J(v,))
(y por lo tanto la cantidad de matrices ¢; ;), varian
(46) maz(0,i+j —v) <r < min(i,j)

Para r fuera de tal rango definimos 67 ; =0

En el siguiente lema realizamos cédlculos que seran ttiles para el resto del capitulo

LEMA 3.7. Sea AS,#) la m-ésima matriz de adyacencia de J(v,d) y 65 4., las
matrices de adyacencia generalizadas definidas en (3.6) . Entonces

v min(l,m)
(a7 P SN s [ i
7=0
(d:—l) : m+3j\ (v—d—m—3j\ sd+l—m—j
(48) 0d,d+1Am = Z (‘j )( 1—j )0 -

j=maz(0,l—m)
Prueba:

Probaremos la primera afirmacion. Dados

aqg € J(v,d), a;Hl € J(v,d+1) tal que |ag, Ny | =d —m+ j,
la entrada (g, 0‘:1+l) del producto A,(,{i) 04,4+ viene dada por el calculo:

(AS,#) Saast)(Qay 0g) = Y Av(n?i) (oa, Ba) Oa,a+1(Ba; @gy)
Ba€J(v,d)
= #{ fac J(v,d), que satisfacen: |ogN fa| =d—m y B4 C oy,
dado que lagNagy | =d—m+j}

. d—m-+j
= Ci—m+;j (coeficiente de 95 ,"","™)

Probemos que el coeficiente es:

Ca—mij = (mti,_j) (dgin}:j)'

Si |ag N agei| = d — m + j debemos contar la cantidad de By tal que
|Oéd N ﬂd| = d—m
6(1 C a:j+l-

La segunda condicién dice que todos los elementos de 84 deben ser tomados de o e
Elegimos d — m elementos de entre los d — m + j de la interseccién oy N o/dH y los
restantes m elementos de los m + [ — j que ozﬁi_H no comparte con ay.

De este modo se cumplen las condiciones, y hemos probado la expresién para el
coeficiente.
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Observamos que si [agNaj,,| < d—m no es posible encontrar 34 ya que entonces
no podemos elegir d — m elementos comunes a By y aﬁi_H y entonces

|Ozdﬂﬂd|<d—m.

Para probar la segunda afirmacién, tomamos

aqg € J(v,d), a;Hl € J(v,d+1) tal que |ag N a;l+l|=d+l—m—j

v
y calculamos la entrada (ag, a;lH) del producto (5d,d+lA£{i+l)) de la siguiente forma:

(5d,d+zz47(r{1+l))(adaoé:z+z) = > 5d,d+l(0‘dvﬂd+l)A7(7{i+l) (Ba+1, gy)

Ba+1
= #{Ba+1, que satisfacen:, ag C Bap1 y |Bapi N Oé;l+l| =d+1l—m
dado que |adﬂa:1+l| =d+1l—m—j}
= Cyti—m—j (coeficiente de 5Z;Zm+j).
También es facil ver que:

) ()

Cati—m—j = ( j —j

Si|Ba N ozﬁl+l| =d+ 1 — m debemos contar la cantidad de B44; tal que
|Bari Nagy| = d+l-m
Ba+1 2 aq.

La segunda condicién dice que ya tenemos d elementos fijos. Para elegir los restantes
l, y que se cumpla la primera condiciéon tomamos j elementos de los m + j que a4
y Qg no comparten y los restantes [ — j en el complemento de aq U oy ;. Es facil
chequear que

log Uyl = d+m+ 7,

de lo que surge la expresion para el coeficiente.

LEMA 3.8. Consideremos las mismas hipotesis del lema anterior. Tomemos

R={r, / 6341 # 0}

Entonces las expresiones

v

{5d,d+l7 A1(d)5d,d+l7 Az(d) 5d,d+z~~~,A7(n’,i)5d,d+l7m, A(ﬁ)ﬁd,du} € B(Z)5d,d+z

son linealmente independientes entre si y se expresan como combinacion lineal de los

Og.as1 T € R.
Andlogamente
(dil) (dil) (dil)
5(17,1_1_1, 5d,d+lA1 Sy 5d,d+lAm . ,5d,d+lA|R|,1 S 5d7d+l6(dv l)
+

son linealmente independientes y se expresan como combinacion lineal de los
ks
Ogas1 T € R.
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Prueba:
Es claro que, por la forma de definir las matrices,
{52,d+l}r€R
éstas son linealmente independientes entre si y ademas
S Gt = Iy
e (d) x (d+l)

(la matriz de todos 1s de tamaiio () x (dﬂ’rl))
Veamos que tanto las matrices de

Ag{i) dg.a+1 m=0,1,...,|R| — 1, como las de 5d7d+1A,(,{1+l) m=0,1,...,|R -1

son linealmente independiente entre si.
Fijado un [, segun las férmulas dada por lema anterior tenemos que para m < [, tanto

Agmd) dd,d+1 como 5d,d+lA7(r{i+l)

se escriben como combinacién lineal de

d—m d
Oaidrs -+ 0d,dti-

Para d > m > [ , ambas expresiones se escriben como combinacién lineal de

d— d—m+1
Og i 0a.dti
Con lo cual deducimos que fijado un m =0, ..., d tanto

v v
A'gn(,i) dd,d+1 COMO 5d,d+lAr(rfl+l)

Copils " Thaa 1nia . ST . .
utilizan” los mismos d; ;,, (sean nulos o no).

v
Es decir que para m = 0,1, ...,d la matriz de Ag{i) 0d,d+1 en términos de oy 4., es de

la forma
0 0 0 =*
8 8 . : : ancho [+ 1
0 0 * % 0
0 0 * 0 0
0 0| * 0 0 O
0 0 0 0

(49)
0 0 0 «{0 0 O 0 0
0O 0 * x| 0 0 = 0 0
0 O ¥ x| 0 * x 0 0
0 O * x|k k% 0 0
0 = * x| *x * 0 0 0
% % * x|x 0 0 0

donde las * representan elementos no nulos.

Los coeficientes de la antidiagonal son (m;{l) # 0 variando m.
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v
Andlogamente las matrices de 5d7d+1A,(,{1+l) en términos de 4} ;. tiene la misma
mlH) # 0 variando m.
: . o o (%) )
Ahora bien, considerando la accién a izquierda (es decir mirando An{’ §4,4+1), {cudntas
de estas expresiones son 1.i.7. (la misma pregunta para la accién a derecha)

La matriz en (49) nos muestra que la respuesta depende del rango R tal que
5£,d+l #O re R.

forma, donde los coeficientes de antidiagonal son (

Por ejemplo si

R=1{0,1,...,d},
entonces para todo m = 0,1, ..., d las matrices son li. (la antidiagonal es no nula !)
Recordando las cotas para r dadas en (46) tenemos que

maz(0,2d + 1 —v) <r <d,

luego la forma de la matriz (49) nos dice que si f = d —maxz(0,2d + [ — v) , entonces

v v

{5(17(1_1_[, Al(d) 5d,d+l7 AQ(d) 5d,d+l e ,Ar(nd) 5d,d+l7 ceey Algd) 5d,d+l} g B(Z) 5d,d+l Son 1 1.

{5d,d+z75d,d+zf41(d+l),~~., 5d,d+lA7(r{i+l)v~'~75d,d+lAJgd+l)} c 5d,d+z3(dvl) son Li.
+
(v) (v)

(la submatriz con columnas 04 q+1, Ald 0d,d+1s Afd 04,4+ tiene determinante no

nulo) Por dltimo observamos que f = |R| — 1.

[ |
COROLARIO 3.9.
B(v) 0d,d+1 = Od,d+1 B( vy ({04.a11}rer)-
d d+1
Prueba:
Es inmediata de los dos lemas anteriores
[ |
COROLARIO 3.10.
Mq,:B 677;,7’8 ®Bn7 57;,’8717 Z<
L PR B PR I () B A G B
Prueba:
Por colorario anterior
B 5,@,‘8 ®Bn7 (Si,‘an - B 5,@,‘ ®Bn7 (5@‘
(o2,) TR TR TR () TR E R () T
lo que prueba el Corolario.
[ |
LEMA 3.11. Dados
Op—ih—j R 05 € My
5k—j,k—l®5j,l S ./\/ljl.
Entonces
(Ok—ik—j @ 05,5)(Ok—jk—1 ®Gj1) € B(kliz) Ok—i,k—1 B(klil) ® B(n;k) 8l B(n?k)
= Mil-
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Prueba:
Para probar el lema basta hacer el calculo general
5m,n 5n,,p )

donde 6, , estd indexado por elementos en J(v, m) x J(v,n).
Distinguimos tres casos:

Caso a:

Param <n<p=0,1,...,k

(50) (5m,n5n,p) = (Z;):?:Z)ém,p
Prueba:
Sim<n<p

Omn € J(v,m)x J(v,n)
Onp € J(v,n)xJ(v,p),
luego, una entrada del producto
Om,nOnp esta indexada por (Bm,Bp) € J(v,m) x J(v,p)

y viene dada por el siguiente célculo:

(Om,n Onp) (Brms Bp) > Gmn(Bms Bu)0np(Bns Bp)

BreJ(v,n)
= #{Bn talque B, C B, C Bp}
= Chp-
Es fécil ver que
o _ { (bn)  sifBm S By
P 0 c.c. ,
con lo cual hemos probado el Caso a.

Caso b:
Param <p<n, p=0,1,...,k.

(51) Omn Onp) = (v2= o € My -
Prueba:
Una entrada del producto

Om,n0n,p estd indexada por (B, 5p) € J(v,m) x J(v,p),

y viene dada por el siguiente calculo :

(52) O Onp)BmsBp) = D (B Bn)Onp(Bns Bp)
Bn€J(v,n)

(53) = #{ﬁn tal que B, C Bny ﬂp C ﬂn}

(54) = Ch,-

A diferencia del Caso a, el coeficiente Cfmp depende de la interseccién entre 3,, y Bp.
El término

v—p—j\ sm—j

(n—p—j)dzypj

51



viene de calcular (53), cuando |5, N B,| =m — j
con lo cual hemos probado el Caso b .

Caso c:
Param>p>n, m=0,1,...,k

p—n

(55) (Omn Onp) = (P)or T € Minp.

n

<
Il
o

Prueba:

(56) (Omn Onp) (B B,) > Gmn(Bms Bn)0nm(Bn, By)

Bn€J(v,n)
(57) = #{B. talque B, CfBmy BnC B}
(58) = Cgl,p :

Al igual del Caso b, el coeficiente Cy, ,, depende de la interseccién entre 3, y ﬁ;.
El término
(") o
viene de calcular (57) , cuando |8, N ﬁ;| = p—j, con lo cual hemos probado el Caso
c.

n
COROLARIO 3.12.
MijMj € My y por lo tanto M es un dlgebra.
Prueba:
MijMj = (B(k;:) Ok—ik—j ®B(n;k) 61'73‘) (5k_j7k_l B(k;il) ® ;1 B(n;k))
=BGy e Dkt By €8 (g h ta By
c B(k'ii) Oh—iht B(k,i ) ®B(ﬂ,;k) 8. B(n?k) por lema anterior
= My por Corolario 3.10.
u

2.3. Ejemplo: el dlgebra M de J(12,4).

Tomemos J(12,4) y describamos parte del dlgebra M (que luego probaremos
serd su T-dlgebra asociada).

Por ejemplo tenemos

My = B(4)®B
3

Mo = By @B

donde debemos recordar que

Bay ~ B
) Q)

o también recordemos las distintas expresiones de
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M = B4 032 @ B8\ d
12 ()72 7)™
= 03284 ® 9128
) T TRR)
donde cada elemento puede ser escrito como combinacién lineal de

Mig = <{5§,2 ® 5?,2}

2,1
r=1,5=0

O por ejemplo

M = B/ B g\ 0:
3,4 (411) 1,0 ® (g) 3,4
(1
B ! ® B s\ 6
= 4
()]t (57
i 1
=
L By 6,48
= 4
L E0) 70
1_
1 3
1 s
et
1 s=0

etc...

3. T=M

En esta seccién probaremos que T-algebra asociada a un esquemas de Johnson
J(n,k) con 3k < n es el dlgebra M definida anteriormente.
Para ello necesitaremos una técnica de “inclusion “ de algebras de adyacencia que
describimos abajo.

3.1. Cadenas de algebras de adyacencia.
El propoésito de esta seccidén es mostrar que; dado un esquema J(n, k) y el dlgebra
asociada M ; en “cierto sentido” (que definiremos luego) se tiene que:

Mii € My
Maés concretamente recordemos que

M;; = B( k‘)®B(nfk)

k—1 i
k n—k ) o
- ) o By g

Lo que queremos significar con la inclusién es que si M es un dlgebra a cada idem-
potente no nulo

S )

m € M, ; podemos asociarle el correspondiente idempotente

k n—=k
E’r(nk_i_l) ® Erg i—‘,—l) c Mi+1,i+1
(e oa) (D)
(Observacién: si BV oEy it =0¢€ Mit1,i41 le asociamos la matriz nula)
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Reciprocamente a cada idempotente no nulo

PR R

m € M;1,i+1 podemos asociarle el correspondiente idempotente

k n—k
E,Elk_i) ® E’rg ) € M,
(I - ~
(y andlogamente si Ep," " @ Ep * 7 =0 € M, ; le asociamos la matriz nula)
En lo que sigue definimos formalmente la forma de “subir” un proyector

k ek k n—k
E?Slk_i) ® E'yg 7 ) c Mi,i _ Ey&k_i_l) ® E7El+1) EMi-{—l,i—i—l

o de “bajar”
k n—k k n—k
Erglk_i_l) ® E&H) e M1 — Erglk_i) ® E’g ) € M

Por simplicidad solo hacemos las cuentas sobre una coordenada del producto y
v

consideramos un proyector general Er(d) eB (v)
d

DEFINICION 3.13. Dado el idempotente Er(d) € B(v) definimos
d

Taac: By = Be )
ET(Z) —  Od+1,d ET(Z) 0d,d+1
Tt T B
o R

Tenemos el siguiente resultado:

LEMA 3.14.
Zd7d+1(Er(d)) es un multiplo de ET(dH) € B( v )
d+1
Id,d,l(Er(d)) es un miltiplo de Er(dfl) € B( v )
d—1
Prueba:

Analicemos la primera afirmacién:

Que Id,dH(Er(‘vi)) C B(d:—l) se deduce del hecho de que M definida en el capitulo
anterior es un algebra.

Veamos primero que Zg g+1(Er 2)l)) es multiplo de un idempotente en B (dil)
Vr=0,1...,d.

Por la definicién tenemos que

Id,dJrl(Er(d)) Id,dJrl(Es(d)) = 5d+1,dEr(d) Sd,d41 0a+1,dEs Y 0 g1
Ahora bien por (51) sabemos que

dd,d+10d+1,a = (v— d)I(Z) +A1(d) € B(Z),
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y entonces

v

Id7d+1(E7‘(d)) Id,d-{—l(Es(Z))

5d+1,dEr(§) ((U - d)I(Z) + Al(s)> Ee(;}l) dd,d+1

v

<(U —d) + pl(d) (8)) 5d+1,dEr(Z) ES(Z) Od,d+15

Con estas expresiones concluimos que

Id,dJrl(Er(d)) Id,d+1(Es(d)) =4 € Idvd+1(ET(d)) sir=s
0 sir#s
donde la constante
(59) c=(@v—d)+ pl(d) (r),

Analicemos dicha constante en relacién a los parametros v y d.
Analisis de c:
Sabemos por la teoria que los autovalores de un J(v, d) son de la forma

pl(Z) (s)=dlv—d)—s(v+1-—3s),

v
y que son decrecientes con autovalor minimo pl(d) (d) = —d.

Tenemos entonces que

v

(0—d)+ D (5) > v 2d
y luego

(v—d)+p1(2)(s)20 <= s=dyv=2d.

v
Las anteriores desigualdades nos dicen que si v > 2d todos los idempotentes de B (d)

v
pueden “subir” a uno no nulo de B (d+1) (puesto que ¢ > 0).
v

En cambio si v = 2d todos los idempotentes de B(d) salvo el dltimo tendrén asociado

v
uno no nulo en B(d+1).
Esto ocurre porque si v = 2d tenemos que

2d 2d
B(d+1) ~ B(d—l) = (Fo,E1,...,Eq_1)

y entonces

v

Zids1: B(d) — B(dil) ~ B(dﬁl)

v
sube todos los proyectores a los respectivos no nulos, salvo E(Sd)

v

Ahora bien, sabemos que si ¢ # 0 entonces %Z(L(Hl(Er(d)) es un idempotente en
v

Blath).

. (a41) .

. Es necesariamente E, ?. Veamos que la respuesta es afirmativa.

Para ello basta el siguiente calculo:

deﬂ(Er(d))Al(dH) - <5d+1,d Er(d) 5d,d+1) Al(dﬂ).
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Por el lema 3.7 , sabemos que

A1(d) Saa+1 = 205441 +d6G 4
6d’d+1A1(d+1) = (U - d - 1)537(1_;’_1 + 26:11;1‘11'1
Con lo cual reemplazando en 5d,d+1A1(d+1) tenemos
5d+1,d Er(d) ((’U —d— 1)(537(“_1 + 253;111) = 5d+17d Er(d) ((U —d - 1)5:117(“_1 + Al(d) 5d,d+1 _ dég,d—i—l

(o2 10090 (2D ).

donde
v—2d—1+p1(2)(7") = v—2d—14+dv—-d)—r(v+1—-r)
= d+D)w—-d-1)—r(v+1-1)
pl(d“)(?“),

con lo cual concluimos que
v

Id,d—i—l(Er(d)) =c Er(dil) c B(dil),

con ¢ la constante definida en (59).

0,

El célculo es andlogo para Zg q—1(Ep

|
Observacion:
La misma prueba sirve para ver que si i < j
v v v - ) Y
I”(Er(l)) =ny’ ET(J) € B(j) donde nX’ = Z (}’Zfiﬂ)pl(’) (m).
m
Es decir
v v
$5J7iEr(i)5i,j = Er(j)-
La técnica descripta anteriormente nos permite asociar un proyector
Th—ih—i—1 @ L 41
k n—k k n—k
ET(k—z) ®Es( ) e M, . Er(k_z_l) ®ES(1+1) € Mitii+1
o también
Th—ip—it1 ®ZLii1
k n—k k n—k
Er(k—i-l—l) ®ES(7—1) c Mi71’i71 - Er(k—i) ®Es( 7 ) c Mi,i
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(hemos visto que si el proyector “no estd” en el rango se le asocia la matriz nula.)
Para ilustrar, tomemos n = 12,k =4

Moo = 3(4) ®B(3) =1®1

4 0
4 8
Mis = By e B = (B s B3,

_ _ @) o oG ye
M272 = 3(421) ® B(g) = {Er ® Es r=0,5=0

_ _nW o pG)s
Msz = 3(411) ® B(g) = {Er ® L r=0,5=0

_ _ ()4
./\/l474 = B(é)@)g(i) —{1®Es s=0

y el proyector
4

8
El(g) ®E0(1) € M.
Tenemos que

4 8 4 8 4 )
E1(3) ® Eo(l) eEMy,1 — E1(2) ®E0(2) EMzo — El(l) ® EO(B) EMzsz — 0€ My,
4 8
0+«— E1(3) & Eo(l) S M171
3.2. TCM.

Para probar la afirmacién basta probar el siguiente:

PROPOSICION 3.15. Sean A1, Ej, EY, ... E; la primera matriz de adyacencia y los
idempotentes duales de un esquema de asociacion de tipo J(n,k). Sea M el dlgebra
definida anteriormente. Entonces

A € M
Ef@ € MVi=0,...,k
yluegoT C M
Prueba:
"5 G5
(Al)QiXQi = I(kk ) ®A1 ! +A1 - ®I(n—‘k)
c B Bin—ky = M
=00 PO
(ADa;xiss = Ok—ik—i—1 @ 0iit1
c B 0 —t,k—i— ®B n— 511 = M”
B (kliz) Fonkmid (i+f) A i
(Al)QixQHL = 01>2.

Entonces cada bloque de A; esta identificado con un elemento de M. Tomando la
notacion:
(A1)a;xa, ~my € My
La primera matriz de adyacencia tiene la identificacion
Ay >~ @ims; € M.
Para los idempotentes duales tenemos
I i=m

(E;;z)SLXSL = { 0 Z# m
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Con lo cual es facil ver que E, C M. Y entonces hemos probado el lema.

3.3. TOM.
Probemos la siguiente :

PROPOSICION 3.16. Para i < j

Ok—ik—j ®0ij € Ty, xq;-

Prueba:
Dado que ¢ < j supongamos j =i + [.
Para todo 7 y [ = 1 se cumple la afirmacién del lema pues en la descripcion de la
matriz de adyacencia dada en (42) , tenemos:

(AI)QViXQVH,l = 5]@77;,]{)77;71 ® 6i,i+1 g ZZ—‘/QI X1
Hacemos entonces, induccion en [. Suponemos que
Ok—ik—i—1 ® 0iivt CTya,xq,s,
y queremos ver si
Ok—ik—i—1—-1 @ O it1+1 C T/, x Q-

Como hemos hemos dicho que para todo ¢ y I = 1 se cumple la afirmacién del lema,
enparticular tomando ¢ = i + [ tenemos que

Ok—i—t,k—i—1—1 @ Oititi+1 C Ty, x Qs -
Premultiplicando ésta expresién por la de la hipotésis inductiva y recordando los
célculos del lema 3.11 , tenemos que el siguiente producto estd en 1"

(Ok—ik—i—1 @ i it1) (Ok—imt k—i—i—1 @ Oii,iti+1)

Ok—i h—i—l Ok—iml k—i—l—1 © 0i it Citliti+1

A Ok—ih—i—i—1 ® i itit1

que es lo que queriamos probar.

Observaciones:
= Recordemos las siguientes definiciones:
My = B p QB _
(PR I
Mij = B( k ) 5k—i,k—j ®B(n7‘k) 51"]‘ 1<

k—1 i
Mij = MZ] 7 >j .
Si probamos que

Mii = B( k ) ®B(n7k) C T/q,xq;

k—i

i
entonces por el lema anterior tendremos que
Mi; CTia, %0,V 4]

y por lo tanto
MCT.
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= Recordemos los operadores

faasiBey T By
r —  ddt14 ETZ Od,d+1
Tt T B

P S L W

El lema probado previamente dice que si partimos de un proyector que
estd en T , entonces la operciéon de subirlo a bajarlo vuelve a caer en T
(ya que el lema dice que 0y—; x—; ®6;; € T).

Comentario:
Recordemos la descripcién de la matriz de adyacencia de un J(n, k) dada en (35):
n—k k
_ ("7 4G5
(A1)aixo, = I( ) ® Ay + A ® I(n,k)
k—i i
A su vez considerando la expresién de A; en términos de la base de proyectores Ej;
tenemos
n—vk) n—k)

A el

k

ZPl(S)Es(k;i)~

donde p1(m) es el autovalor de A; en el autoespacio V;,, (ver seccién 1.1).
Sabemos por [B I] que p;(m) correspondiente a un J(v, d) esta dado por la férmula:

pi(m) =d(v —d) —m(v+1—-m)

Denotamos por simplicidad a p;(r) correspondiente a J(n — k,i) con A, y a pi(s)
correspondiente a un J(k,k — i) con us. Entonces

n—k k
(Aa,xa;, = I/ & ®A1( ¢ )—héll(k_i)@)In,;C
(x2s) ("7")
n—k

_ (:53) (") ) (:53)
= QBT NE )+ Qo nE ) e QB )

—k

Ty )

= > Ot £ o ")

p.q

Es decir:
7, G
(Aaixa, = I k@A 7/ + A @Ik
(k2s) ("3")
n—k

qEe o 5T,

N
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Es facil ver que si se cumple la condicién
(p:q) # ', d) = Op+p1g) # Ay + g)
entonces se obtiene la igualdad y esto diria
<(A1)Qm Qm> =Bk \Bn—i\-
" (e~ ("37)

Pero tal condicién no siempre es cierta.
Consideremos el ejemplo J(12,4). Para (A1)q,xq, se tiene que

)
8
B
8
A 4
con lo cual los coeficientes de

4 8 4 8
EO(Q) ® EZ(Q) y de EQ(Q) ® El(Q)
(diremos entonces que los proyectores estdn en resonancia o “resuenan ”)

(Quiere decir que la inclusién es estricta

T/a,x0, & 3(4) ® 8(8)7
2 2

4
2 -2+4+4
2

4-2

son iguales

es decir tenemos que
4 8 4 8
EO(2) ® EQ(Z) + E2(2) ® E1(2)

pero

0 4 50

E T/QQXQQ

S T/nggb?
4

8
EZ(Q) X E1(2) S T/Q2><Q2?

Veamos que

(60) T/QQXQQ - B(;l) & 3(8) = M272.

2
La razoém es que si bien

Ey@FEyy Ey®FEy

estan en resonancia en (A1), x0, 10 lo estdn en

= I(i) ® A(i)

(Al)Q4><Q4 1

= 1® (16E0® + 8E1® + 2E2(i) - 2E3(§) - 4E4(i)>

= Eo(j) ® (16E0® + 8E1® + 2E2(i) - 2E3(§) - 4E4(i)>

(los proyectores no resuenan por el sencillo hecho de que Es @ F1 =0 € B (4) ®B (8))
Entonces podemos “traer” Fo ® Fo de My 4 a My o mediante las técnicas (()iescripias
en 3.1.
El punto es que

Mys=T/a,x0,
entonces, como observamos anteriormente todo lo que traigamos de My 4 cae en el
algebra T'. De este modo tenemos

T12® I3 Zo1 ®Taz3

4

8 4
EO(Q) & EQ(Q) S T/QzXQ2

8 4
Eo(g) ® E2(3) S T/Q3><Q3

— —
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Luego
4 8
Eo(2) ® EQ(Q) €T/a,x0, ¥
4 8 4 8
EO(Q) ® E2(2) + E2(2) ® E1(2) S T/QQXQQ

y entonces también
4

8
EZ(Q) & E1(2) S T/Q2><92

con lo cual se tiene (60).

Veamos otro ejemplo. En J(18,6) tenemos que para (A1), xQ,

6 12
NG
6 12
O -
Con lo cual los coeficientes de

6 12 6 12

EO(Z) ®E2(2) YEQ(Q) ®E1(2)

son los mismos en la descomposicién de (A1)q, x,-

Pero esto tambien ocurre en (A1)a,x0s ¥ de (A1)a,x,- Es decir
6 12 6 12

/\2(3) —|—,u§3) =5+9, )\1(3) +u§‘°’) =15—1

6 12 6 12
)\2(2) +u§4) =10+38, Al(Q) +u§4) =20-2.

Es recién en

(Al )95 x5
donde se “separan”, pues alli
6 12
RO .

o5 4 0y 1ses

Podriamos decir que en este ejemplo, Fg ® Fs v Fo ® F1 estan en resonancia siempre
) y
que “existan” dichos proyectores. Es decir

Ey®@ FEyy Ey @ By

=S bos los 5 Bey @B 12y, Bey @B 12\, By @B
son ambos no nulos y resuenan en (g) (122) (g) (132) (i) (142)
= son ambos nulos en B(g) ® 3(102), B(g) & 8(112)
m Fy® Fy #0,E, @ By =0en By, @ B2y, By @B )
vORF0RER =0 B @B, Be @B
Veamos que esta situacion ocurre en general, es decir que si dos proyectores re-
suenan en la descomposicion de (A1)q,xq; resonardn en todos los (A1)q, <, tal que

los proyectores sean no nulos en M; ; = B( k ) ® B(n,k).
k—i i

Los proyectores podran ser separados pues existird un M, , donde alli uno sera nulo

y el otro no.

Definimos formalmente el término ya usado de “resonancia”.
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DEFINICION 3.17. Dados
k n—k k n—k
Eggkfi) ®Eq( g ),Er(kii) ®Es( ‘ ) € B( k ) ®B(n—k) = M
k—i i
diremos que estdn en resonancia o resuenan en la descomposicion de (A1)q,xq, St

k n—k k n—k
)\,Ek_i) +th i) = )\T(,k—i) +Ms( g )0 equivalentemente

plk+1—p)+qn—k+1—gq)

rlk+1—r)+s(n—k+1-3s)

Si las ecuaciones anteriores no se cumplen o alguno de ellos es nulo y el otro no
diremos que no resuenan en la descomposicion de (A1), xq; -

Probemos el siguiente lema:

LEMA 3.18. Supongamos que
k n—k k n—k
E,g’“*i) ®Eq( i ),Er(k*i) ® ES i) #0€ M,

y que
k n—=k k n—k
NES I CONNES I GO

(es decir que en la descomposicion de (A1)q,xq, los proyectores estdn en resonancia)

Supongamos que
(5 ) (5

k
0# Ezgkij) ® Ey By ® Es € M; ;, entonces
(=) (50

50 N G N (A
Ao g T =N s Y
(es decir, también resuena en la descomposicion de (A1)o,xq; )

Prueba:
Por hipétesis

N L RN B T
plk+1—p)+qin—k+1—-q) = r(k+1-r)+s(n—k+1-s)

esto implica que

) 5"}’“)

Ap +p

y que el hecho de resonar no depende i, j.

(5 (50

Ar + Us

Hemos visto entonces que si dos proyectores estdn en resonancia, lo estan en todos los
M ; donde son no nulos. En lo que sigue, veamos que para dos proyectores resonantes
existe un j tal que uno de ellos es nulo en M; ; y el otro no.

Para ello asociamos a cada proyector E, ® E, los siguientes parametros:

epq que cuenta el minimo 7 tal que el proyector es no nulo en M, ;
dp,q donde dp 4+ 1 cuenta la cantidad de i’s tal que el proyector es no nulo en M, ;
(estos pardmetros son esencialmente los definidos en la seccién 1.4 para cada T-
submodulo irreducible.Esto muestra algo que veremos en capitulos posteriores: la
correspondencia que existe entre proyectores, ideales y T-submddulos irreducibles )
Ahora veamos que si dos proyectores “empiezan a resonar juntos” (tienen el mismo
pardmetro e) no pueden tener el mismo pardmetro d y para algtin j dejan de resonar

en M; ;.
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k n—k
DEFINICION 3.19. Dado un proyector E,gkii) ® Eq( i ) € My;, definimos
. . (kk‘) (nfk)
(61) epq = min{i |0#£E,""" QE; "’ € M;;}
k n—k
(62) dpg = #{i|0# E]S’“—") ®Eq( i ) e M}t —1.
k n—k
LEMA 3.20. Dado un proyector Ep(kfi) ® Eq( 0 € M
_ psip=q
(63) €pg = { qsip<q
_ k—2p+1sip>gq
(64) dpg+t1 = {k+1—q—psip<q
Prueba:
Las férmulas provienen de considerar que
(65) 0 # ETEB(k)parai:r,...,k—r
k—i
(66) 0 # E;€ B(n,k) para j=3s,...,k
J

y de que se pide que ambos sean no nulos dado un

Mii =By @Bk

k—i
La afirmacién (66) se cumple pues estamos considerando 3k < n, y luego
21 <2k <n-—k.

PROPOSICION 3.21. Supongamos que tenemos dos proyectores resonantes
E,®Ey,E. @ Es con epq=ers

entonces
dp,q # dr,s

Prueba:
Si dos proyectores resuenan (no importa en cual M;;) , entonces

(5 (750 (5 (50

Ap +'Mq = Ar +'Ms
k k n—k n—=k
NSNS NGOG

como sabemos que A;, 11; son estrictamente decrecientes, concluimos que
p=r <= q=s
p<r < s<gq
p>r <= s>¢q

Si los proyectores son distintos supongamos que p < r (luego s < ¢) y por hipétesis
que ep.q = e, s. Esto nos dice que

(67) p<q y r>s6
(68) p>q y r<s

Pues si tuviéramos por ejemplo
p<gqr<s

con la hipétesis e, , = e, s entonces por el lema 3.20
€pq =P =ECrs =T
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lo cual es un absurdo pues dijimos que los proyectores son distintos entonces p #

TqF s
(andlogamente no podemos tener p > ¢, > s).

Supongamos que ocurre (67) entonces
€pg=q=€prs =T

Calculando d tenemos que

dpg+1 = k—p—q+1

drs+1 = k—2r+1
pero entonces

drs+1=k—-2r+1=k—-2¢+1>k—p—q+1=d,,+1

El cdlculo es andlogo si ocurre (68)

La anterior proposiciéon nos asegura que nunca dos proyectores resuenan exactamente
en los mismos M ;’s. Esto nos permite probar el siguiente

TEOREMA 3.22. Sea T el dlgebra de Terwilliger de un esquema de tipo J(n,k)
con 3k < n. Entonces

k n—k ) o
Ty, = (B o BT =ity
Prueba:
Para i = k tenemos que
n—k
y por lo tanto
n—k
B(n;k) = ({1® Eq( <) I;:o>

k n—k
(B8 © 2P € Ty
Con lo cual, hemos probado la afirmacién del lema para i = k
Con las técnicas descriptas en la seccion 3.1 podemos llevar
k n—k k n—k
{EO(I) ® Es(kil) I:;(} € T/Qk—1><Qk—1 — {EO(O) ® ES( k ) ];:0 € T/QkXQk

(con operaciones que siempre caen en el dlgebra.)
Como sabemos que

k—1 (k) (n—k) k—1 (k) (n—k)
(Al)Qk—l><Qk—1 = Z(AS—’_MO) Eol ® Es ol +Z()\S+M1) -El1 ® Es ol € T/Qk,lxﬂk,l
s=0

y por lo visto anteriormente tenemos

k n—=k
{E()(l) ® Es(kil) Isc;é € T/Qk—l XQp_1
Luego, como

(Ap + 11) # (Ag + 1) sip #q
entonces los idempotentes

k n—=k
{El(l) ® Es(k_l)}]:;(} € T/Qk:—1XQk:—l'
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Hemos visto que

k n—k
{E()® E( ) :0,,k} eT/QkXQk

50 gD

k
El(l) ® Es(k71

Hagamos ahora induccién en 4 (tomando 4 que decrece desde k hasta 0).

. .2 k .k .
Separaremos la induccién en los casos 5] <, 5] > 1.
Tomemos | &] < arbitrario

En este caso k —i < £ 5 v entonces para la primera coordenada de “®”tenemos,

(:22)
0+ E " parar=0,..k—i
Con la hipétesis inductiva
k n—=k
{E§k7i71) ® ES( i+1 ) }1;1%)
{El(k_l:_l) ® ES(T:_’__{C) 1+1

s=0 € T/Qi+1><Qi+17

.. . .
{Elgkfz:l) ® Eg(rl‘lJrl ) }iJr%)
—i— : s=
queremos ver que

n—k

k
) o By

s=0

PRASPCUN

k n—k
B o,
Entonces para r =0,1,...,k —i — 1, traemos

n—k

Como sabemos que

r=0 s=0

k—i—1 4 (k) nk
(AlQXQ Z Z)‘+MT <T’k_l s i >+Z)\+Mk 7 <

y ademas

(Ap + tk—i) # (Ag + p—i) sip # ¢,

entonces los idempotentes

k n—k
{Ek(f?) ® Eg( i) ‘o € Traixa,

y hemos probado la induccién cuando [£] <.

Probemos ahora la induccién cuando ¢ < L%J La diferencia radica en que ahora,

para la primera coordenada de “®”, tenemos la identificacion

Bk =By

n—k) 5:07,16—1 ET/Qk,_1XQk—1'

s=0 € T/QIXQ7

n—k

k k
{Er(k—i) ®Es( i )}i:() c T/Qrixﬂi - {Er(k—i—l) ® E(H—l 0 c T/Q,+1><Q1+1 .



Entonces la hipotesis inductiva dice que para r =0, ...%
()0,
{Eok—z—l ® Es i+1 2—1;%)
(5 D) i
{El ®E9 s=0 6 T/Qi+1><Qi+1'
. k n—k
{E(k—i—l) ®ES(7:+1) z;%)

3

y queremos ver que

{EO(E) ® E(n_? Yezo
{E1(7) ®Es( ‘ )}7;:0 € Tya, x,-
{Ei(?) ® Es(n:'k) Yezo

Para este caso, cuando r = 0,1, ...7, simplemente traemos cualquiera de los pro-
yectores de

() . g (i) o (i)
{Erl QFEs * }5:0 € T/Qm><Q7 — {Ef’l ®FEs® }5:0 € T/Qi+1 XQit1
y hemos probado la induccién cuando i < Lg], con lo cual hemos probado el corolario.
|

COROLARIO 3.23. Sea T el dlgebra de Terwilliger de J(n,k) con 3k <n y M el
dlgebra definida en la seccion 3.5. Entonces

T2 M.

Prueba:
Es inmediato de la proposicion 3.16 y del Teorema anterior.

COROLARIO 3.24.
Sea T el dlgebra de Terwilliger de J(n, k) con 3k <n y M el dlgebra definida en
la seccion 3.5. Entonces
T=M,

£

ZZ—‘/QI XQJ‘ = <{-E1’I“(k_7

es decir
(nfk

Oh—ih—j @ Es 1 )5i,j}>~
(:55) "7
T/Qiij = <5k—i,k—j{Er J ®6i7jEs I
COROLARIO 3.25.
Sean 3k <m, n y Tspnr) » Tym,k) las T-dlgebras de esquemas J(m, k) y J(n, k)
respectivamente. Entonces

1

Titmk) =~ Ti(n,k)-

Prueba:
El isomorfismo esta dado por

Tt (Lrmi)) joixee = (Trnor)) j00xo
k n—k
— Er(kii)(sk—i,k—j ®Es( : )51,3‘

k m—k
Tmn Er(kfi) Ok—ih—j @ Es( ‘ )5i,j
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4. Ideales simples de T

En esta seccién descomponemos el algebra T' en ideales simples.
Hemos visto que si i < j

T/a,xa, = B( k ) Ok—i k—j B(

- )®B(n k) i j B(n k)

k—j J

= B(k]ii) Ok—i k—j ®B(nfk) 0,5

= Or_ik—; B ® ;.5 B
bk (k _]) J ( _]k)

T/QiXQj = (T/QjXQi)t sii>j

lo que nos dice que multiplicar izquierda o a derecha d;; (por las Bose Mesner corres-
pondientes) generan los mismos T-submédulos. En lo que sigue queremos “afinar”
mdés aun tal afirmaciéon. Queremos ver que multiplicar izquierda o a derecha por el
mismo proyector (de tamafio correspondiente) da lo mismo.

Maés concretamente

LEMA 3.26.

" () s g0

k
Er(k_i) Op—ih—j ® Es( b0 = Ok—ik—j Er ® 04 Ls

Prueba:
Para probar la afirmacién del lema lo hacemos sélo sobre una de las coordenadas del
producto.
Es decir fijando 17, j, s veamos que

n—k n—k
(69) Es( g ) 0i,5 = Mg 05 Es( J ) donde m§ =1

La observacién realizada en al final de la seccién 3.1 nos dice que i < j y

(5)

v
Es(i)éi,j, 5i7jEsj son no nulos, entonces

03 gl 0,j = n’;’jEs(j) con nyl = (;ij:?{)pfi) (m)

2

dij ES(J) dji = n{,lEs(’) con nd = Z (j_,m)pl(j) (m)
Por lo tanto dado i
Es( ‘ ) 51"]‘ S B(nfk)éij.

Supongamos que

n—k

ij Z 0; JE multiplicando por la respectiva traspuesta, se tiene
P
(n—jc) (n—‘k) n k (n k)
Es ' 7405 Es * my (LJE Zmp 0j; | usando la expresién para 6;;0;;

n—k n k
ni’jEs( i ) m 57JE )(5ﬂ>

(") ip("ih) i.j
nyl By = Zmpn’ E con ny? #0

= m,,zOVp;és, mzzl
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con cual hemos probado la igualdad. Denotamos al multiplo con m = mg ya que no
depende de s.
La prueba para la otra coordenada del producto ® es andloga, con lo cual tenemos
k k
Er(kii) 5k—i,k—j =m 5k—i,k—j Er(k_J).
Es decir, que fijando pares (i, ), (r, s)
k n—k k n—k
E7«(k77') 5k—i,k—j ® ES‘( i ) 57,] — m2 5k—i,k—j Ef(k—]) ® 57,] Eg( J ) con m2 = 1.

El lema probado nos ayudard a definir los ideales simples. A cada par (r,s) aso-
ciaremos las matrices "*T;; en el dlgebra que seran base de un ideal simple. Dichas
matrices se definen del siguiente modo:

DEFINICION 3.27.
Fijado un par (r,s) para i,j =0,...,k definimos "T;; como la siguiente matriz
indexada por bloques

k n—k
STy = { E’r‘(k_i) Ok—ik—j @ ES( i )5i,j en el bloque Q; x €
0 c.c.

y T C T como el subespacio de las combinaciones lineales de dichas matrices:
T = ({"Ttig)-

Observacién:

TSTij 7&0 — iajzer,Sw--ver,s'f'dr,sa
donde e, 5, d; s son los parametros definidos en 3.19.

COROLARIO 3.28.
"ST C T es un ideal bildtero.

Prueba:
Tomamos una matriz arbitraria de 7T y una de T'.
Por la descripcién dada para T, un elemento cualquiera de T)q, xq, es de la forma

k n—k
EP(’H) Oh—ikj ®Eq( i) Sijsii<j

(") ("5%)

5]@,“@,]' Ep (9 5@‘,3’ Eq sii >
Para ver que "*T es un ideal bastara con ver los siguientes casos:
1. sii<yj,j<lI

k n—=k k n—k
<E£k_i) Ok—ik—j ®Eq( ) 5i,j> (Er(k_i) Ok—j k-1 ®Es( ) 5j,z> c T
2. sii<jj>l

k n—k k n—k
(Ezgk—i) 5k7i,k7j ®Eq( i ) 51,’],) <5kj,kl Er(k_l) ®6j,l Es( l ) ) C TS

y los casos analogos
3. i>j4,5<I
4. i>j4,5=>1
Como siempre hacemos la prueba sélo sobre una de las coordenadas del producto y
entonces tenemos :
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1. parael caso 1
n—k n—k n—k n—k
Eg( i )57;7jEs( J )5j,l =m Eg( i )5i,j5j,l =m (;7;)E£ i )51'71
2. para el caso 2 basta recordar que
03,7051 C Ta,xq, = B(nfk) it

y entonces tiene una expresion
n k)
041 = E oapEp v 70;, con ay ciertos coeficientes

reemplazando y usando
(nfk) n—‘k
Eg " 76, ;=mé;; Es 7 con m?=1

n—k n—k n k n—k
Er( i )5i,j5j,lEs( ) = <Za Ep ¢ i,l) Es( )

= a5 g 5l

n—=k
= moers( : )57:,1

Las cuentas para la otra coordenada de ®, son analogas con lo cual hemos probado
el lema.

Para ir un poco mas alld y conocer exactamente el multiplo que aparece en el
caso 2 nos preguntamos ja, = 7
Dada la ultima igualdad multiplicamos cada miembro por su respectiva traspuesta y
obtenemos

n—k n—k n—k n—k n—k n—k
Ee( ‘ 5ij5les( ! )Es( ! )5lj5jiEs ) = m? aiEs( ‘ )5il5liEs( )
o ] (n—k) ] (n—k)
nid gy i — 2B,
i, J j,l
Ns

Los casos 3 y 4 son analogos.

Hemos probado que dado un ideal ™*T mutiplicando dos matrices de la base
"Ti; "Tj — es un multiplo de "7y
En lo que sigue agregamos multiplos para conseguir la igualdad del siguiente lema:
LEMA 3.29. Dado el ideal simple "T y las matrices que lo generan "*Tj;, para
1 < j definimos

J k
(70) Z’”m(),

y normalizamos las matrices dadas anteriormente del siguiente modo:

<.
HM
3
u
R‘
&
§~>
3
gS
ol
~
—~
VA
~—

k n—k
(k_i)ékfi iy ®E( [ )5 .

— r k T 2¥)
vVndnd

TSTij _

Tenemos entonces que



y por lo tanto
"ST ~ End(Cdr+1)

donde d,s es el pardmetro definido en 3.19 asociado a los proyectores E, @ Ej

Prueba:
La eleccion de la constante surge de pedir

k n—k
TSTi,j TSTj,i — TSTii _ Er(kfz) ® Eg( i )
(":")

Si pensamos la igualdad en una coordenada de ®, es pedir que AEg
n—k n—k n—k
)\2 ( )&J&le(v):Eg(z)
el valor para A\ se obtiene pues sabemos que
n—=k n—=k n—=k

El cédlculo para la otra coordenada es andlogo y de alli sale que la constante para la
1

17 TS . 3
matriz "*T;; es WA

Ahora bien, hemos probado que con dicha normalizacién, se tiene
rs rs _7rs
Ti; Ty =" T,

i,; satisfaga:

falta probar el caso general
TS TS TS T
ij gl il -
Distinguimos los casos
s Cl:i<yj <I

n C2:i<j5>1
Para el caso 1 (trabajando sobre una de las coordenadas del producto) , de-
beriamos probar que:

—k —k —k
1 (nz ) (nj ) _ 1 (nv )
——FEs 0ij Es dji = ——=Fs dit
[/ ig gl J J /nll
Ns M s
La igualdad se obtiene pues sabemos que ambos miembros son multiplos uno de
otro y por el hecho de que multiplicando cada uno por su respectiva trapuesta dan

(":")

como resultado Ey
Para el caso 2 debemos ver que
(n—k) 1 n—k

1 n—vk -
ﬁ e( ! )5ij5les ! = il Es( ! )5il
Ns Mg s

Hemos probado que

n—k n—k n—=k
Eg( g )(Swéleg( L )ZOKSES( g )5

~—, lo que prueba el caso 2 y por lo tanto el lema.

il

()

con o, =

COROLARIO 3.30. Los pardmetros n’J definidos en 3.29, satisfacen:

nid n]gl _ (l—;) nil

s l—j s
es decir
j—1 k l—j k 1—1 k
Z k j m ( z)(s) (kkijm) ( Z k l m ( z)(s)
m=0 m=0 m=0
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Prueba:
Usando las cuentas del lema anterior tenemos que

n—k n—k lii. n—k
—Es( i )5ijES( J )5]41:ME5( ‘ )61'1

esto nos dice que
l_i' n—k n—k
(l—J) Es( i )5: _ 1 : Es( i )5

con lo cual probamos la igualdad.
[ |

Se tiene entonces la siguiente descomposicién:

TEOREMA 3.31. Sea T el dglgebra de Terwilliger de un esquema J(n, k) con 3k <
n. Entonces

k k
kg kL
T =,2L5 T ~ @205 Fnd(C*)
donde
"ST C T son ideales simples.
Prueba:

La expresion
T/q, i = B 5—71 ,—'B c Bn— 51677— S
foux, (1) Fmikms Bk y @ B(noky 00j Blaiy sii <

= B( k ) Ok—i k—j ®B(n7k) di,j
k—i i
= Op—ik—; B ® 655 Bm-
honked (kﬁj) 7 ( jk)
T/Q,;XQJ‘ = (T/QjXQi)t Si 7’ > j

nos dice que
(]

y que ™57 son ideales de T'.
Los ideales son simples puesto que dado un ideal "7 la accién de T es transitiva en
la base de dicho ideal.
Es decir, dadas dos matrices de la base
T’Snj ”I”S qu

con la accién de T podemos pasar de una matriz a la otra.
Mids explicitamente, con los calculos relizados en la prueba del corolario anterior, es
facil comprobar que
s TS _rs m.
Tij qu - qu
rs rs _rs
Ty Tig =" Tpq

y asi vemos que la accién de T es transitiva en la base de cada ideal, lo que nos dice
que no hay subespacio méas chico que sea ideal en "™T.
La suma es directa como consecuencia de:

TSTPAT — () = (7”, S) 7é (p; Q)

y esto estd demostrado en la prueba del corolario anterior.

El siguiente corolario prueba de otra forma el resultado enunciado en 3.25

71



COROLARIO 3.32. Sea Ty i €l dlgebra de Terwilliger de un esquema J(n, k) con
3k < n. Entonces para 3k < m,n

Tink) =2 Ti(m,k)

Prueba:
Sale de considerar que los pardmetros d, ; no dependen de n , cuando 3k < n.

5. Descomposicién de C(k) en T-submdédulos irreducibles
En esta seccién consideramos la accion del algebra T en C(k)
7xcl) —ck)

y damos una descomposicién de dicho espacio en submédulos irreducibles de T'.

A cada ideal simple de T' podemos asociarle de manera canénica un 7T-submédulo
(no necesariamente irreducible), que llamaremos “isotipico”. En lo que sigue damos
una descripcion de estos T-submodulos.

5.1. T-submddulos isotipicos: Supongamos que tenemos un &dlgebra T que
es suma directa de algebras de matrices Tj,

T =&T;
y una accién
T x (C(Z) — (C(Z) tal que TC(Z) = (C(Z)

Supongamos ademds, que es posible escribir la identidad I € T' como
-y
i

donde P; € T;, satisfacen

P} = P
Pin = AijPi .
Tenemos entonces que P, T = T;.

n
Si ahora pensamos en la accién de T' en (C(k) tenemos que

c = ¢ = erc() donde
rc) = prc®) = pcl),

n
Los TiC(k) son T-submédulos puesto que la descomposicién de T' nos dice que
T CT.

Llamamos a dichos submédulos isotipicos.
P; son las proyecciones

p:ck) — pcl) —nch).
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5.2. Proyecciones a los T-subméddulos isotipicos: En nuestro caso la des-
composicién en T-submodulos isotipicos es:

c® = a,, e

En lo que sigue damos una descomposicién de I € T en suma de proyecciones orto-
gonales a dichos T-submédulos.
Definimos la matriz M, € "*T como

Mrs = Z TSTM-
i
Es decir M,; es la matriz que es nula en los bloques fuera de la diagonal y que se
comporta en la diagonal del siguiente modo:

k ke
(MT’S)/Qixﬂi = { Er(k_i) ®ES( % )

0
segun F, ® E; sea nulo o no en B( k ) ® B(n_k). Es facil comprobar que
k—i i
MTQS = MTS
> M, = IeT

es decir que M,.; son los proyectores
M,y ) — rore(R).

5.3. T-submddulos irreducibles.
En la secciéon anterior describimos los T-submddulos isotipicos que aparecen en

la descomposicion de (C(Z)
En esta secciéon queremos descomponer cada uno de ellos en T-submédulos irreduci-
bles. La idea es la misma que usamos para encontrar T-submédulos irreducibles en el
caso de los cuadrangulos generalizados. Dado un ideal de T encontramos las matrices
que generan dicho ideal y tomando algunas de ella definimos subespacios que luego
probaremos que son T-submddulos irreducibles.

Recordemos entonces, que cada ideal simple "*T esta generado por las matrices
"$T;; Dichas matrices satisfacen

TSTij s 3l =""Ty ivjvl = Crsy...y Eps T+ drs.
En particular
(TSTee)Q = TSTeea
entonces tiene una descomposiciéon en proyecciones de rango 1

TSTee _ Z TSTe(g)

J

donde
rs(m) rsp(n) rs(m)
Tee Tee - Amn Tee .
Ademas, para i =1,...,d.s se cumple
s e+i,e TsTe,e =7 e+i,e

luego podemos escribir
e+z e E TeJrz e TS e(,?:)'
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Con estas observaciones para cada T-submodulo isotipico, definimos los siguientes
subespacios

—")
DEFINICION 3.33. Param=1,,...,7g( "Te.) sea
Wrsngﬂ —Ts Te(:"b)(c(k) +" Ty ”ngﬂc(k) o A Torde ”STG(ZL)(C(’C)

Tenemos entonces:

PROPOSICION 3.34. W,
isomorfos entre si.

sp(m son T'-submddulos irreducibles de dimension d, s +1

Prueba:
La descomposicién de T en ideales mutuamente ortogonales

T="T
y el hecho de que los generadores de cada ideal simple "*T satisfagan
rsnj rs = rsnl,

nos dicen que

rsmo. _rsm.  rsm(m) (n)
le WrsT‘S:") = le,e Tee Cl\k
n
lo que prueba que V.m W, o C ”T(C(k) es un 7T-submédulo y es claro que es de
dimension d,s+1.
Es irreducible, puesto que parai =e,...,e+d la accién de las siguientes matrices

diagonales de T' da como resultado
TSTii WrsTe(;”) _rs Ti,e TSTP(:"L)(C(]C)

lo que dice que cualquier subespacio de W, .cm) no seria invariante bajo dicha accion.
ee
Es facil verificar que los T-submédulos irreducibles son isomorfos como T-submédu-
los por medio de

Ors : WNTé:L) — )
PSP g 4 4T Te(-ng,e Verdg — "T My 4o 47 Te(izi,e Ve+d
que preserva la accion de T'.
|
PROPOSICIénN 3.35.
Sean "STC\k) los T-submdulos isotipicos descriptos en la seccion 5.1 y WTSTﬁZ"’>

los T-submdulos de la Proposicion anterior. Entonces tenemos la siguiente descom-
POSICION:
n
TSTC (k) =0, W

s Tp(;n) .
Prueba:
Veamos que para m # n
W”Tél"’) N WTSTéZf) =0.
Si esto no sucede existen ve, ..., Vetd, We, - - . , Wetq tales que

s e(;n)ve + - +TS Te+d,e TSTe(;n) Ve4+d = e e(g)we + - +TS Teer,e TSTS(;L) We+-d-

Pero dada esta igualdad haciendo actuar "® e(?) € T en ambos miembros tenemos
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rs e(;n) rsTe(;n)ve _ s e(;n) rsTe(;L)we

rs(m)

e 'Ve = 0

Del mismo modo podemos ver que
TSTe+i,e TSTe(em)Ue—H,e =0

con lo cual concluimos que los subespacios WrsTe‘;") tienen interseccién nula dos a dos.
(Cudntos subespacios hay?.

Por la forma de definirlos, para cada TSTe(;n )
"Tee tendremos un T-submédulo irreducible.
Luego la cantidad esta dada por el rango de "*T,, y

que aparezca en la descomposicién de

k n—k
rg("Tee) = rg(Er(kfe) ®E5( € ))
k n—~k
= gl
—2r k n—Kk—28 n—k
- kk—2r—:r11 (r) n—kk—%s—:rll( s )
(notar que sélo depende de los parametros (n,k) asociados a un J(n,k) y de r,s

asociados al ideal simple "*T C T'.
Tenemos entonces que

@ W o < 1CR).

s Te(

La igualdad se obtiene comparando dimensiones.
Dijimos que hay

i () s ()

T-submodulos irreducibles cada uno de dimensién d,s + 1, luego

dim (@mWrsTé?)) = kk:2rr-:r11 (ﬁ) Z:kkf:jll (n;k) (drs +1).

n
Por otro lado, la dimensién del T-submoddulo isotipico TSTC(k) , se obtiene calculando
el rango de la proyeccion
Mrs = Z TSTM-

i

Dicha proyeccién es una matriz diagonal en bloques

(Ms) 0, x0, = T ® Es
0
() o o (170)
como observamos anteriormente el rango de E,""" ® Es * ’ no depende de i, sélo

de los pardmetros (n, k) del esquema y de r,s que hacen referencia al ideal simple
asociado.

(klii) (n;k) _ kE=2r+1 (k\ n—k—2s+1 (n—k
rg(ET ® Es )_ k—r+1 (r) n—k—s+1 ( s )

Entonces; jcudntas veces aparece este rango?. La cantidad de bloques no nulos que
es el parametro d,s + 1, con lo cual tenemos la igualdad.

Hemos probado la siguiente descomposicion en T-submédulos irreducibles:

75



TEOREMA 3.36.
Sea T el dlgebra de Terwilliger de un J(n, k) con 3k < n.

z n
Sean W, .om) los T-submdulos irreducibles definidos en 3.35 y (C(k) el espacio en el
cual actiua T. Entonces, se tiene la siguiente descomposicion:

cl

n

k) = @rs @m WT.ST(NL) .
ee
El siguiente corolario surge de calcular las dimensiones de dicha descomposicién.

COROLARIO 3.37.

151 /v
ny E=2r+1,, n—k—-2s+1,,_,
<k>_z<z(k_2r+1)k—r+l(r) n—k—s+1(8)+

r=0 \s=0
k—r

_s— k—2r+1, n—k—-2s+1, 4
3w oh n_k_8+1<s)>.

Prueba:
La igualdad proviene de calcular

dim C(Z) = Z(dr,s + 1)rg(ET)rg(Eg)

T,

y de descomponer dicha suma en los casos r < sy r > s.

76



CAPIiTULO 4

T-algebra de los hipercubos: Aplicacion de
T-algebra de J(n, k).

En este capitulo estudiamos el ejemplo de los hipercubos. Dicho ejemplo; la T-
algebra y sus T-mddulos irreducibles; fue estudiado en el trabajo de [Go]. También en
el trabajo de [M P] se da otro camino para describir la T-4lgebra de los hipercubos.
Aqui proponemos otra descripcién que surge como aplicacién del capitulo anterior, ya
que observamos que las matrices definidas y los cédlculos realizados para los esquemas
de Johnson sirven para describir explicitamente la T-dlgebra de un H(n,2) y sus T-
submddulos irreducibles.

1. Matriz de adyacencia

Sin pérdida de generalidad podemos considerar
Qo ={(0,0,...,0)}

y luego los elementos de €2; provienen de elegir ¢ lugares para colocar 1’s. Es decir te-
nemos una biyeccién entre elementos de ; € H(n,2)y J(n, ). Con esta identificacién
tenemos el siguiente:

LEMA 4.1. Sea A; la primera matriz de adyacencia de un H(n,2) y d;;41 las
matrices indexadas por J(n,i) x J(n,i+ 1) definidas en 3.6. Entonces

(51'77;_,_1 sip=t,q=1+1
(A1)a,xo, = 5£,i+1 sip=t+1,g=1
C.C

Prueba:
Sabemos por la teoria que A; es nula en todos los bloques excepto en la primera
subdiagonal (y por lo tanto en la primera supradiagonal).
Es claro que a; € 4, a1 € Q41 estan en Ry siy sélo si los lugares elegidos para
los i 1’s de a; estdn contenidos en los lugares elegidos para los i + 1 1's de a;41.
Esa afirmacion es equivalente a decir que dados

a; € J(n,i), aip1 € J(n,i+1)

(i, aip1) € R = a; C ai1
con lo cual se prueba el lema.
|
Observacion:

Recordemos que en los esquemas de Johnson la primera matriz de adyacencia tenia
el aspecto
(A1)QixQipr = Ok—ik—i—1 ® 0 it1.

Miremos ahora la descripcién de la matriz Ay de H(n,2). En los bloques de la
primera supradiagonal (y por lo tanto en la primera subdiagonal) se comporta como
la segunda coordenada del producto de (A1) e, k). Los calculos para este capitulo
serdn consecuencia directa de los realizados para J(n, k).
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2. T2
Ya que los esquemas de tipo H(n,2) son P-polinomiales, entonces
T = (A, E},EY,...E})
donde A; es la primera matriz de adyacencia del esquema y E; es la matriz definida

por

P =

_ I, xq, en el bloque ©; x ;
0 en los demés bloques

El objetivo de esta seccion es definir un algebra M que resultard ser isomorfa a 7.

2.1. Definicién del dlgebra M.
Con la definicién dada en 3.2 consideramos las matrices:

d;;  indexada por elementos en J(n,i) x J(n,j)
Sea B (n el dlgebra de Bose-Mesner correspondiente a un esquema de tipo J(n, k).
Entonckes ,parai=0,1...n, i < j definimos:
Mij = By bij i<
M;; = ij 1>
DEFINICION 4.2. M = @i M;; Un elemento m € M se escribe univocamente

como
m = Zm” con my; € My;
ij
El producto * de dos elementos m;;, my; se define como :
el producto usual de matrices si j =k
Mg XKL= 0 si g £ k

y entonces dados m,m' € M

mxm' = (Z mm)(z mi;) = Z(mij )

1,7,
Por los céalculos del capitulo anterior sabemos que

PROPOSICION 4.3.
Sea T el dlgebra de Terwilliger de los hipercubos y M el dlgebra definida en la

seccion 2.1. Entonces M es un dlgebra y T C M.

Por otro lado, tenemos

PROPOSICION 4.4. Sea T el dlgebra de Terwilliger de un esquema de tipo H(n,2).
Entonces

Tra,x0, =2 B(n) y por lo tanto

Tro,x0, =2 B(n) dij

Prueba:
Por los cdlculos realizados para la T-dlgebra de un esquema de tipo J(n, k), sabemos
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que
Oiiv1 Oiv16 = (n— i)I(@) + Al(rzl)
= X (w-9+men)) 5

luego, las potencias

(8iit1 Git14)" = Z <(n —i)+ pl(T)(i)) Er(l)
como los p1(r) son todos distintos, la matriz de las potencias

expresadas como combinacion lineal de los FE,., es de tipo Vandermonde,

luego es inversible, entonces

b

(8ii+1 0i41,:)" son Li. estdn en Ty generan a ET( ,

De esta manera se tiene
Tra,xq; 2 B(’.‘)'
3

Ya probamos que

03051 = Xitbat,
entonces

dit € Tyq, <,
con lo cual concluimos

Tia,xa, 2 B(’?’) it
1

La proposicién anterior nos da el siguiente

COROLARIO 4.5.
Sea T el dlgebra de Terwilliger de los hipercubos y M el dlgebra definida en la
seccion 2.1. Entonces T O M.

PROPOSICION 4.6. Descripcién de T
Sea T el dlgebra de Terwilliger de los hipercubos. Entonces

T/Qi xQ; = B(n) 5ij

%

3. Ideales simples de TH(n’g)

Con la descripcién de T dada en la Proposicién 4.6, en esta seccién descompone-
mos el dlgebra T' = Ty, 2) en ideales simples.
Para ello utilizamos la siguiente :

DEFINICION 4.7. Sean "Ti; las siguientes matrices indexadas por bloques Q; x

e ore
TTij — \/TTET 67,,]

0 c.c.

en el blogque §; x €

donde

j—i n
ij n—i—m i (r)
n! = Z (j—i—m)p?g"b)
m=0
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Definimos el subespacio "T C T como las combinaciones lineales de dichas ma-
trices:

T ={"Tij}ig)-
Observacion:
Definimos los siguientes parametros analogos a los dados en 3.19 del capitulo anterior.
DEFINICION 4.8. Dado un proyector Efgz) € M;;, definimos
(71) e, = min{i|0# Er(l) €M}
(72) d, = #{Z | O#Er(7) EM@Z‘}—l.

Tenemos entonces

Ty #0 <= i,j=¢ep,...er +dy

(el producto Ef(i)éi,j es nulo cuando j > e, + d,.).

Por céalculos realizaos en el capitulo anterior tenemos:
PROPOSICION 4.9.
Las matrices "T;; satisfacen
"I "Ty =" Tu
y por lo tanto
"T ~ End(C3+1h)
donde d,. es el pardametro definido en 4.8
Se tiene la siguiente descomposiciéon:

TEOREMA 4.10.
Sea T el dlgebra de Terwilliger de un esquema H(n,2). Entonces "T son ideales
simples mutuamente ortogonales yT' se descompone del siguiente modo:

15 15
T=@:2 "T ~ @2 End(C¥th).

Prueba:
Es inmediata de los cédlculos realizados para la descomposicién de la T-algebra de un
esquema de tipo J(n, k).
|

4. Descomposicién de C?" en T- submédulos irreducibles

En esta seccién consideramos la accién del dlgebra T en C2
T xC? — C?
y damos una descomposicién de dicho espacio en submédulos irreducibles de T'.

Los resultados surgen de los obtenidos en el capitulo de esquemas de Johnson.

4.1. T-submddulos isotipicos. Una vez que tenemos la descomposicién de T
en ideales simples
T=®"T,
sabemos que
c” =eTC”
donde los "T C2" son T-submdédulos. Los denominamos T-submédulos isotipicos.
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4.2. Proyecciones a los T-submoddulos isotipicos. Las proyecciones a di-
chos T-submédulos son las matrices diagonales

"M = Z TTZ"@‘ donde TTZ"@‘ e "T.

Es facil comprobar que satisfacen
(T’M)Q _ T‘M
> 'M = IeT.

T

4.3. T-submddulos irreducibles. En la seccién anterior describimos los T-
submédulos isotipicos que aparecen en la descomposicién de C2".
En esta secciéon queremos descomponer cada uno de ellos en T-subméddulos irreduci-
bles. La idea es la misma que usamos para encontrar T-submddulos irreducibles en
los ejemplos anteriormente analizados. Los parametros e, d,. son los definidos en 4.8

Recordemos, que cada ideal simple "7T" estd generado por las matrices "7;;. Dichas
matrices satisfacen

TTij " gl ="Ty ivjvlzerv"'v (er+dr)~

En particular "T2 = "T.., entonces tiene una descomposicién
T — Z rs (i)
j
donde
”Te(m) TSTE(") = Ann ”Te(m).
Ademés, para i =1,...,d, se cumple
"Tetie Tee = "Tetipe,
luego podemos escribir

TTeJri,e = Z TTeJri,e TTe(f:)~

Con estas observaciones para cada T-submodulo isotipico, definimos los siguientes
subespacios
WFT("”) g TT(CZ .

DEFINICION 4.11. Para m=1,,...,rg( "*T,) sea

W, o =" TGIC? 47 Top e "TEIC 4o 47 Ty "TEVCH

Tenemos entonces:

PROPOSICION 4.12. W, pim
isomorfos entre si y cada T-submddulo isotipico se descompone como

2"1
"TC* = GBmWTTF(:L).

y son T-submddulos irreducibles de dimension d, + 1

TEOREMA 4.13. Param =1,2,...,rg( "T¢), sean W, .cn) los T-submddulos irre-

ducibles definidos en 4.11 y sea C2" el espacio en el cual T actila, se tiene la siguiente
descomposicion:

n
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COROLARIO 4.14.
L3]
"= (n—2s+1)

D[S

n—2s+1,,
Toar1 )

[
I
o

Prueba:
La igualdad se obtiene de considerar que para cada r hay rg( "7T.) T-submédulos
irreducibles, isomorfos entre si de domensién d,- + 1.
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