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Preliminares

Suponemos que el lector estd familiarizado con los conceptos bédsicos
de dlgebra universal, teorfa de modelos y teoria de reticulados distributivos.
Referencias bibliogréficas cldsicas en estos campos son por ejemplo los libros
[5], [16], [7] v [3]-

Detallamos a continuacién las definiciones bésicas y convenciones no-
tacionales que utilizaremos. Un dlgebra serd un modelo de un lenguaje de
primer orden sin simbolos de relacién. Cada vez que consideremos una clase
de édlgebras supondremos, sin mencionarlo explicitamente, que todas las dl-
gebras de la clase son modelos de un mismo lenguaje. Sea C una clase de dlge-
bras. Con I(C), S(C) y H(C) denotaremos las clases de imédgenes isomérficas,
subdlgebras e imdgenes homomdrficas de dlgebras en C respectivamente. Es-
cribiremos P(C) (resp. P/(C)) para referirnos a la clase de productos directos
(resp. ultraproductos) con factores en C. Usaremos Cgy (resp. Cg) para de-
notar la clase formada por las dlgebras subdirectamente irreducibles (resp.
simples) en C. Con V(C) denotaremos la variedad generada por C, y con
Q(C) la cuasivariedad generada por C. Recordamos que V(C) = HSP(C)
y Q(C) = ISPPy(C). Si C es finita, digamos C = {Aq,...,A,}, y O es un
operador de clases, usualmente escribiremos O(Ay, ..., A;,) en lugar de O(C).

Sea A un 4algebra. Escribiremos V4 para denotar la congruencia uni-
versal de A, y A® para denotar la congruencia diagonal o trivial de A.
Tanto el conjunto como el reticulado formado por las congruencias de A
serd denotado con Con(A). Dos congruencias 6,6 € Con(A) permutan
iV = {(a,b) € A2 : hay ¢ € A tal que (a,c) € 0y (c,a) € J}.
Diremos que A es de congruencias permutables (o sélo permutable) cua-
lesquiera dos congruencias de A permutan. Definimos (A, C) como el con-
junto {6 € Con(A) : A/ € I(C)}. A lo largo de este trabajo utilizaremos
los numerales en negrita (1,2, 3, ...) para denotar diferentes dlgebras, depen-
diendo del contexto. En todos los casos n denotard un dlgebra que tiene al
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conjunto n = {0, ...,n— 1} como su universo, la operacién infimo de reticula-
dos (M), definida por 0 < 1 < ... <n — 1, y posiblemente otras operaciones.
E.g., segin el contexto, escribiremos 2 para denotar el semireticulado de 2
elementos, el reticulado de 2 elementos, el dlgebra de Boole de 2 elementos,
etc.



CAPITULO 1

Clases Algebraicamente
Extensibles

1.1. Introduccion

Un gran afluente de nuevas e interesantes estructuras algebraicas resul-
ta de considerar expansiones de estructuras conocidas. Es decir, tomar una
clase de estructuras y estudiar la clase que resulta de anadir nuevas opera-
ciones sobre algunos o todos los miembros de la clase original. Es de esperar
que buena parte de las propiedades que hacfan atractiva a la clase de partida
serdan heredadas por la nueva clase, convirtiéndola en un interesante objeto
de investigacién. Las formas de elegir las nuevas operaciones son muy di-
versas y provienen a su vez de distintas motivaciones. Pero casi siempre las
operaciones a ser anadidas tienen una fuerte conexién con las operaciones
ya existentes. Una posible forma de elegir una nueva operacion es la siguien-
te. Supongamos que C es una clase de &dlgebras y sean t;(z1,...,%n,y) ¥
si(x1, .oy T, y), L = 1, ...k, términos. Si A es un miembro de C tal que para
cada @ € A" el sistema de ecuaciones

tl(av y) = 81(57 y)

tk(aa y) = Sk (C_ia y)

cuenta con una tnica solucién y € A, nos encontramos con una operacion
n-aria en A, definida implicitamente por este sistema. Debe notarse ademés
que el sistema de ecuaciones determina de manera natural una subclase de
C, a saber la subclase formada por las dlgebras en las que el sistema tiene
siempre una tnica solucién. Para ilustrar esto consideremos por ejemplo la
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clase SG de todos los semigrupos, y el sistema de ecuaciones
zy = 1.

Claro estéd que la subclase de SG formada por los semigrupos para los que
la ecuaciéon de arriba cuenta siempre con una tnica solucién es la clase
de los grupos. Otro ejemplo proviene de considerar la variedad Dy; de los
reticulados distributivos acotados, y el sistema de ecuaciones

zVy = 1
zAy = 0.

Nuevamente, la clase determinada por este sistema es una clase familiar: la
clase de los reticulados Booleanos.

Un problema que surge de lo expuesto es el siguiente: Dada una clase de
dlgebras C y un sistema de ecuaciones S, encontrar la subclase de C para
cuyos miembros S cuenta siempre con una Uunica solucion.

Otro interesante problema relacionado con el anterior es: Dada una clase
de dlgebras C encontrar todas las subclases de C que pueden ser determinadas
(en el sentido de la discusion anterior) por un sistema de ecuaciones.

Es el segundo de estos problemas el que estudiaremos en este capitulo,
en la forma de un problema de axiomatizabilidad. Mds precisamente, es-
tudiaremos el problema de la axiomatizabilidad por sentencias de la forma

(VA A eq).

1.2. Definiciones y Resultados Basicos

Definiciéon 1 Sea £ un lenguaje de primer orden sin simbolos de relacion.
Una sentencia serd llamada una Definicién Ecuacional de Funcién (DEF)
en el lenguaje L si es de la forma

k
Vo1, ..., 2n321, ey Zm /\ si(Z,2) = (2, 2)
=1

donde p;, q son L-términos, n >0y m > 1.
Sea ¢ la DEF en el recuadro anterior, la Unicidad de ¢ es la sentencia

k k
U(p) = VEVZVY (/\ s1(&,2) = (@, 2) A N\ 5@, §) = t(Z, :J)) — =7
1=1 I=1
y la Existencia de ¢ es la sentencia
k
E(p) =vi3z \ si(&2) = t(Z, 2).
I=1

-~

Diremos que un dlgebra A satisface o, en simbolos A F ¢, si y solo si

AEU(p)NE(p).
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En un contexto en el cual no haya ambigiiedad respecto del lenguaje de
una DEF, no lo mencionaremos explicitamente.

Definicién 2 Diremos que una clase de dlgebras C es Algebraicamente
Extensible (AE) cuando haya un conjunto de DEFs, digamos T, tal que
C = Mod(T).

Sean C y S clases de dlgebras con S C C. Diremos que S es una subclase
AE de C si S es axiomatizable por DEFs relativamente a C (i.e. si hay una
clase AE S tal que S = C ﬂg) Noétese que es posible que S sea una subclase
AE de C sin ser § misma una clase AE.

El problema que estudiamos en este capitulo es el siguiente:

Problema 3 Dada una variedad V caracterizar todas las subclases AE de

V.

En las secciones subsiguientes presentamos soluciones a este problema
para diversas variedades. Pero antes necesitaremos introducir algunos con-
ceptos bdsicos y definiciones.

Nuestra primera observaciéon es que las identidades pueden escribirse
como DEFs. Por ejemplo, la identidad

1,y oy ) = S(T1, ooy T
es equivalente a la sentencia
Ve, .,xndlz1 21 =z At(21, .0, Tn) = S(T1, oy Ty

De esto podemos concluir que las clases ecuacionales son clases AE.

Es claro que una DEF define implicitamente una funcién en cada dlgebra
que la satisface; a continuacién damos una definicién precisa de esta funcién,
e introducimos nuestra manera de denotarla.

Definicién 4 Sea ¢ = V1, ...,xp321, .0, 2m /\f:1 si(Z,2) = 4(Z,2), y sea
A un dlgebra que satisface p. La funcién definida por ¢ en A es el mapeo

A" — AT
@ — el nicobe A™ tal que /\fc:1 s1(@,b) = t,(a@,b).
Escribiremos [p]* para denotar esta funcion, y con [@]f‘ denotaremos la

composicion Wjo[(p]A, dondem;: A™ — A es la j-ésima proyeccion candnica,
para j =1,....m.

El préximo lema retine varias propiedades bésicas de las funciones definidas
por DEFs.
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Lema 5 Sea o =Vai,...,2,3 21, ..., 2m /\f:1 si(Z,2) = (2, 2).
(1) Sea {A; : i € I} una familia de dlgebras tal que A; E ¢ para todo
i€, yseaP =1][,c;Ai. Entonces PE py

eI (1 s pn) (D) = [2)5 (P1(), ey P (D))

para cada it € I, j =1,...,m, y cualesquiera p1,...,py, € P.

(2) Supongamos A E ¢ y sea B € S(A). Entonces B F ¢ sii [¢]*(B") C
B™.

(3) SiAFE o y0c Con(A) estal que A/ U(yp), entonces [p]f, ..., [0]2
preservan 0. Le. 0 € Con((A, [p]2, ..., [¢]})).

Prueba. Rutina. =

Si bien el siguiente lema no es mas que una sencilla observacion, es con
mucho el lema m4s veces aplicado en este capitulo.

Lema 6 Sea ¢ una DEF. Si AF ¢ yB € H(A)NIS(A) entonces B F .

Prueba. Obsérvese que para cualquier DEF ¢ se tiene que E(p) es una
férmula positiva y U(p) es una férmula universal. Por lo tanto E(y) es
preservada por epimorfismos y U(y) es preservada por embeddings. m

Como se verd a lo largo de este capitulo, hay un tipo de representacién
que ha sido clave en nuestro estudio de la axiomatizabilidad por DEFs: la
representaciéon de un dlgebra como producto subdirecto global. Sea TI{A; :
i € I} un producto directo de &lgebras. Para z,y € II{4; : i € I} el
ecualizador de x e y es el conjunto

E(z,y) = {iel:x(i) =y}

Definicién 7 (Krauss y Clark [15]) Sea A CII{A; :i € I} un producto
subdirecto. Diremos que A es global si existe una topologia T en I tal que:

(G1) E(x,y) € T, para todo z,y € A.

(G2) A emparcha sobre 7, i.e. para cada coleccion de conjuntos abiertos
{F, :r € R} C 7 y cada familia indezada de elementos {x, : 7 € R} C
A que cumplen
U{F,:reR}=1

FsNF, C E(xs,x¢), para todo s,t € R,

hay un elemento x € A tal que F, C E(x,x,), para todo r € R.
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Si C es una clase de dlgebras escribiremos Glo(C) para denotar la clase
de todos los productos subdirectos globales con factores en C.

La propiedad enunciada en el lema a continuacién es la que hace de los
productos subdirectos globales una herramienta clave para nuestro trabajo.

Lema 8 (Volger [20]) Supongamos A C II{A; : i € I} es un producto
subdirecto global, sea ¢ una DEF. Si A; E ¢, para todo i € I entonces
AF p.

Cuando se estudia la axiomatizabilidad por un tipo determinado de sen-
tencias relativo a una clase de dlgebras C, en muchas ocasiones suele reducirse
el problema encontrando una subclase (substancialmente mas chica) D C C
que contenga toda la informacion relativa a los axiomas en consideracion.

Definicién 9 Sea C una clase de dlgebras. Una clase D C C es determi-
nante para C, si para cualesquiera dos DEFs ¢,y en el lenguaje de C se
tiene que

Mod(p;) N D = Mod(ps) N D = Mod(p,) NC = Mod(py) NC.

Proposicién 10 (Vaggione) Sea Q una cuasivariedad, y sean o1 y @
DEFs en el lenguaje de Q. Supongamos que Mod(U(¢,))NQ y Mod(U(p4))N
Q son cuasivariedades finitamente generadas, y supongamos ademds que
para cada dlgebra finita A € Q se tiene

AFEg < AF g,

FEntonces
Mod(p;) N Q = Mod(py) N Q.

Corolario 11 Sea Q una cuasivariedad tal que todas sus subcuasivariedades
son finitamente generadas. Entonces las dlgebras finitas de Q son una clase
determinante para Q.

Encontrar una DEF que distinga dos dlgebras finitas concretas puede ser
extremadamente complicado. El siguiente resultado nos ha sido 1til en esa
tarea.

Proposicién 12 (Vaggione) Sea A un dlgebra simple que genera una va-
riedad de congruencias distributivas. Son equivalentes:

(1) V(A) tiene congruencias principales ecuacionalmente definibles.
(2) Hay una DEF ¢ tal que para todo a,b,c,d € A

c sia=1"b

[@]A(a,b,c,d) :{ d sia#b.
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1.3. Los Primeros Casos

En esta seccién presentamos la solucién del Problema 3 en las siguientes
variedades: dlgebras de Boole, reticulados distributivos, dlgebras de Stone,
semireticulados y variedades de grupos Abelianos finitamente generadas. Los
primeros tres ejemplos fueron descubiertos por D. Vaggione [19] y son los
que nos impulsaron a investigar el problema en otras variedades. Decidimos
incluir las pruebas de estos ejemplos ya que resultan una introduccién ade-
cuada para que el lector se familiarice con las ideas y herramientas que seran
empleadas en este capitulo.

1.3.1. Algebras de Boole

Remitimos al lector a [3], donde encontrard una definicién e informacién
bésica acerca de las dlgebras de Boole. Con By denotaremos la variedad de
las algebras de Boole. Se sabe que (By)g; = I(2), por lo cual By = V(2).
Necesitaremos la siguiente propiedad conocida del dlgebra de Boole de dos
elementos.

Lema 13 Seann >0y f: 2" — 2 una funcidn cualquiera. Hay un término
s(x1,...,z,) en el lenguaje de By tal que f = s2.

Teorema 14 (Vaggione [19]) Las subclases AE de By son:
{elementos triviales de By} y Bo.

Prueba. Sea C = Mod(X) N By, donde ¥ es un conjunto de DEFs. Supong-
amos que hay un elemento no trivial B en C; entonces 2 € H(B)NIS(B) C C
(Lema 6). Sea ¢ = Vr1,...,z,321, ..., 2;m /\fc:1 s1(Z,2) = (¥, 2) una sen-
tencia en X. Por el Lema 13 tenemos términos pi(Z), ..., pm(Z) tales que
pjz. = [go]jz, para j = 1,...,m. Luego

k
2F N si(@p1(E), ..., pm(D)) = 1(Z, p1(), .., P (E)),
=1

y asi
k
BoE N\ st p1(E), ... pm(E)) = ty(Z, p1(D), ... pm(E)).

=1
En particular esto nos dice que

By C Mod({E(p) : p € X}).

Ademds como 2 € Mod({U(p) : ¢ € £}), y como toda dlgebra de Boole es
isomorfa a una potencia subdirecta de 2, obtenemos que

By € Mod({U(y) : p € X}).

La combinacién de estas inclusiones nos dice que By C Mod(X). m
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1.3.2. Reticulados Distributivos

Para consultar la definicién y/o sobre propiedades bdsicas acerca de los
reticulados distributivos (acotados) remitimos al lector a [3]. Denotaremos
con D (Dy1) la variedad de los reticulados distributivos (acotados). Del si-
guiente teorema de representacién obtendremos inmediatamente clases de-
terminantes para las variedades D y Dyi.

Teorema 15 (Vaggione [18]) Sea L un reticulado distributivo (acotado)
y sea ¥ =X(L,{1,2,3}) (X =X(L,{2,3}). El mapeo

L — T{L/§:0ex)
r — (x/f:0€X)

es un embedding cuya imagen es un producto subdirecto global, considerando
en X la topologia de los ecualizadores.

Lema 16 (Vaggione [19])
(1) La clase {2,3} es determinante para la variedad D.
(2) La clase {2,3} es determinante para la variedad Do .

Prueba. Daremos solamente la prueba de (2) ya que la de (1) es muy similar.
Sean ¢, v @9 dos DEFs tales que

Mod(p;) N{2,3} = Mod(py) N{2,3};

y supongamos L € Dy satisface ;. Si L es trivial es inmediato que L F ¢,
por lo que supondremos que |L| > 2. Entonces 2 € H(L)NIS(L), y el Lema
6 nos dice que 2 F ¢q; luego 2 F 5. En particular tenemos que

Dor = ISP(2) F U(wpy).

Surgen ahora dos casos, dependiendo de si 3 es imagen homomdrfica de
L o no. Si 3 € H(L) entonces 3 F ¢;, y luego {2,3} F ¢,. Aplicando el
Teorema 15 y la Proposicién 8 obtenemos L € Glo(2,3) E ¢,. Por ltimo,
si 3 ¢ H(L) el Teorema 15 nos dice que L € Glo(2), y por la Proposicién 8
tenemos L F ¢y. W

Teorema 17 (Vaggione [19])
(1) Las subclases AE de D son:
{dlgebras triviales en D},

{reticulados distributivos relativamente complementados} y D.
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(2) Las subclases AE de Doy son:
{dlgebras triviales en Do},
{reticulados Booleanos} y Do;.

Prueba. (2) En virtud del Lema anterior, las subclases AE de Dy; estdn en
correspondencia con las de {2,3}, y como 2 € H(3) N 15(3) el Lema 6 nos
dice que las tnicas posibles subclases AE de {2, 3} son:

0, {2} y {2,3}.
Ademas las sentencias
g = Fzz=2z2
Yoy = VadlzazAz=0,zVz=1
P23 = Vedlzz =z

muestran que las tres clases efectivamente son subclases AE de {2,3}. m

1.3.3. Algebras de Stone

Un adlgebra (L,A,V,*,0,1) es un dlgebra de Stone si (L,A,V,0,1) es
un reticulado distributivo acotado, y * es una operacién unaria en L que
cumple:

1*"=~0

0*=~1

zA(zANy)* =z Ay

¥Vt 1.

Las primeras tres identidades dicen que * es la operacién de pseudo-

complementacién en L; i.e. a* es el mayor elemento b de L tal que bAa = 0.
Para una exposiciéon méas detallada de las propiedades de las dlgebras de
Stone véase por ejemplo [3]. Con B; denotaremos la variedad de las dlgebras

de Stone. Los unicos (salvo isomorfismos) subdirectamente irreducibles de
B1 son 2 y 3. Por lo tanto B; tiene sélo una subvariedad propia, a saber

By = V(2) = {algebras de Boole}.

Notese que, como cada miembro de By — By tiene una subélgebra isomorfa
a 3, las tnicas subcuasivariedades de 1 son sus subvariedades.

Al igual que en el caso de los reticulados distributivos, también aqui un
teorema de representacién global se encarga de la mayor parte del trabajo.
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Teorema 18 (Vaggione [18]) Sea L un dlgebra de Stone y sea
Y =3%(L,{2,3,4}). El mapeo

L — I{L/A:0ex)
x +—  (x/0:0€X)

es un embedding cuya imagen es un producto subdirecto global, considerando
en X la topologia de los ecualizadores.

Para L € B sea D(L) el conjunto de los elementos densos de L, i.e.
D(L)={a€ L:a" =0}

Obsérvese que D(L) siempre es un filtro, y que los elementos densos son
exactamente los de la forma a V a*. Definimos

REL = {L € B; : D(L) es relativamente complementado}.

Teorema 19 (Vaggione [19]) Las subclases AE de By son:

{dlgebras triviales en By} C Bp C REL C B;.

Prueba. En primer lugar obsérvese que REL puede axiomatizarse relativa-
mente a B; con la DEF

Ve,y3lz (zVa*Vy) Az=zVa", (zVz*Vy Vz=1

Haremos uso de que REL = Glo(2, 3), propiedad probada en [18].
Supongamos C = Mod(X) N By, donde ¥ es un conjunto de DEFs. Si

C C By entonces o bien C = {dlgebras triviales en B1} o C = By (Teorema

14). Por esto podemos asumir que L pertenece a C — By. Por el Lema 6

tenemos
(2,3} C HL)NnISL)CC,

y de esto se sigue que
REL = Glo({2,3}) CC.

Por ultimo supongamos que C 2 REL, y sea L' € C — REL. Como L’ ¢
Glo(2,3), el Teorema 18 implica que 4 € H(L'), y asf 4 E E(p), para toda
@ en Y. Al estar 3 en C, sabemos que By F U(yp), para toda ¢ en X, lo cual
nos dice que 4 € C. Por lo tanto B; = Glo(2,3,4) CC. m
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1.3.4. Semireticulados

Un semireticulado es un dlgebra S = (S; A) que satisface:
s AyYNz)=(xAy) Az

TANYRYNx

TANT R .

Un algebra S = (S;A,0,1) es un semireticulado acotado si (S;A) es un
semireticulado y S satisface:

rNANl=~zx
zA0=0
TNT =T

Con S (resp. Sp1) denotaremos la variedad de los semireticulados (resp.
acotados). Es un hecho conocido que el tnico (salvo isomorfismos) miembro
subdirectamente irreducible de Sp1 es 2; y lo mismo es vale para S.

Lema 20 La clase {2} es determinante para So1.

Prueba. Nétese que todo semireticulado acotado no trivial tiene una sub-
dlgebra isomorfa a 2, y tiene a 2 como imagen homomoérfica. Luego, por el
Lema 6, sélo necesitamos probar que para toda DEF ¢ se tiene

2#2(,0:>S()1':g0.

Supongamos ¢ es una DEF tal que 2 F ¢. Como Sp; es localmente finita y no
tiene sub-cuasivariedades propias, por el Corolario 11 basta con ver que todos
los miembros finitos de Sp; satisfacen . Ademds, al tener que 2 F U(yp),
es claro que Sy F U(y). Por esto es suficiente con probar que ¢ vale en
todas las dlgebras libres finitamente generadas de Sp1. Sea Fs,, (v1, ..., vy) €l
dlgebra libre de Spp generada por vy, ..., v, Es un ejercicio de rutina verificar
que
Fs,, (v1,...,vp) 21627,

donde 1@ 2" es el semireticulado acotado que se obtiene al agregar un
nuevo elemento minimo a 2". Esto nos dice que (Fg,, (v1,...,v,),V) es un
reticulado distributivo acotado, que por el Teorema 15 es isomorfo a un
producto subdirecto global con factores en {(2, V), (3,V)}. Por la Proposicién
8, cada DEF (en el lenguaje de Dy;) que vale en {(2,V), (3,V)} también debe
valer en (Fgy, (v1, ..., ), V). Ademds, como 3 € H(23) N 15(23), el Lema 6
implica que 3 F ¢, y como V no ocurre en ¢ se sigue que (3,V) E ¢. Por lo
tanto
Fsy, (v1,...,0n) F .

Como consecuencia inmediata del Lema 20 obtenemos la solucién al
Problema 3 para la variedad Sp;.
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Teorema 21 Las subclases AE de Sy son:
{elementos triviales de Sp1} y Soi-
El caso no acotado se obtiene ficilmente del teorema anterior.
Corolario 22 Las subclases AE de S son:

{elementos triviales de S} y So1-
1.3.5.  Variedades Finitamente Generadas
de Grupos Abelianos

Consideraremos a los grupos como modelos del lenguaje {+, —, 0}, donde
— es una operacién unaria. Sean > 2y sea G, la variedad de todos los grupos
Abelianos que satisfacen la identidad

nr=a.

Recordamos al lector que (Gn)sr = I({Zy : pF divide a n}), y que todo
miembro de G,, es una suma directa de grupos en (G,,)sr;. Ademds, si

G = @Gi
el

entonces
GF o & G; F @ paratodoi € I.

De estos hechos se obtiene sin dificultades la prueba del siguiente resultado.
Lema 23 La clase (Gy)sr es determinante para G,.

Con la ayuda del lema anterior resulta sencillo dar una solucién al Prob-
lema, 3 para las variedades G,,.

Teorema 24 Las subclases AE de G,, son exactamente sus subvariedades.

Prueba. Gracias al Lema 23 s6lo debemos probar que para cada DEF ¢,
hay una identidad ¢ tal que

Mod() N (Gn)sr = Mod(v) N (Gn)sr-

Como Z,. € H(Zy,) N 1S(Zy,;) siempre que k < j, el Lema 6 nos dice que
Mod(p) N (Gn)sr es cerrado bajo el operador de clases S. En consecuencia
es claro que hay una tal identidad ¢. m
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1.4. Algebras de Kleene Generalizadas

Un dlgebra A = (A;A,V,” ) serd un dlgebra de Kleene generalizada si
(A4; A, V) es un reticulado distributivo y ~ es una operacién unaria en A que
cumple:

cVYRTAY
TANY~TVY

T
TANT=TATA(YyV7y).

Sea IC la variedad de las dlgebras de Kleene generalizadas. Un dlgebra de
Kleene es un dlgebra A = (A;A,V,”,0,1), para la cual (A;A,V,”) €K,y
A satisface las identidades

ONz=0

0~ 1.
Denotaremos la variedad de las dlgebras de Kleene por Kp;. Las clases IC y
Ko1 estén estrechamente emparentadas. Por ejemplo ambas tienen a (2, 3)
como su clase de subdirectamente irreducibles [3]. También es claro que
cada miembro finito de K es el reducto de un dlgebra en Kp;. Sin embargo
hay importantes diferencias. Los reticulados de subcuasivariedades de Ky de
K1 son notablemente distintos; el primero es una cadena de cinco elementos
mientras que el otro es infinito [2]. En el libro [3] el lector podrd encontrar
resultados bdsicos acerca de las dlgebras de Kleene. Sea B la subvariedad de
K axiomatizada por x VT = y V 7; nétese que B es equivalente a la variedad
de las dlgebras de Boole.

A lo largo de esta seccién haremos un intensivo uso de la dualidad de
Priestley para dlgebras de Kleene; si bien incluimos a continuacién un detalle
de las propiedades bédsicas de esta dualidad, se espera cierta familiaridad por
parte del lector con estos conceptos.

Salvo por los Lemas 28 y 30, todas las aplicaciones de la dualidad en esta
seccién son para algebras finitas. Para el caso infinito sélo necesitaremos la
correspondencia entre congruencias y conjuntos de filtros primos. Por estas
razones presentaremos la dualidad dnicamente para dlgebras finitas, y la
representacion de congruencias para el caso general.

Sea A € K. Escribiremos X (A) para denotar el poset de filtros primos de
A, ordenado por la inclusién de conjuntos (utilizaremos la misma notacién
para el universo de este poset). Sea ga la funcién

X(A) — X(A)
p — {ze€A:T¢p}

No es dificil verificar que:
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ga invierte orden,

ga © ga es la funcién identidad y

ga(p) S pop < ga(p), para todo p € X(A).
Para cada a € A definimos

o(a) ={p € X(A):a€p}
Sea 7 la topologia en X (A) generada por
{o(x):x € A} U{X(A)—0o(z) :xz € A}
(si A es finito esta topologia es la discreta). Sea
F={FCX(A): Fescerradoen (X(A),7)y ga(F)=F}.

Como F es cerrado bajo intersecciones arbitrarias resulta ser un reticulado
respecto del orden de la inclusién. Un subconjunto F' de X (A) pertenece
a Fsii F = FlUga(F), donde F¥ es la clausura topolégica de F en
(X(A), 7). El mapeo

F — Con(A)
F — 0p={(z,y):0(x)NF=0(y)NF}

es un anti-isomorfismo de reticulados, cuya inversa estd dada por
60— F(0) ={p e X(A) : para cada (z,y) € 0, x € psil y € p}.

Otra propiedad que necesitamos mencionar es que para cada 0 € Con(A)
las estructuras (X (A/0),ga9) y (F(0), 9a|p(g)) estdn naturalmente identi-
ficadas.

Para A finita, el dual de A serd el par (X (A), ga ). Las siguientes propiedades
seran aplicadas sin ser citadas:

(1) U € X(A) es un conjunto creciente sii U = o(a) para algun a € A.

(2) La topologia 7 (definida arriba) es la topologia discreta, y por lo tanto
los subconjuntos de X (A) en correspondencia con las congruencias de
A son exactamente los preservados por ga.

(3) Para cada 6 € Con(A), se tiene que (F'(0), ga|p()) es isomorfo al dual
de A /6.
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(4) Supongamos (X, g) es tal que X es un poset finito, g : X — X es una
funcién que invierte orden, gog = Idy g(x) < z o z < g(x), para todo
x € X. Entonces los subconjuntos crecientes de X forman un édlgebra
de Kleene generalizada en la cual A es la interseccién, V es la unién,
y la negacién de Kleene estd dada por D = g(X — D). M4s atin, el
dual de esta dlgebra es (X, g). Reciprocamente, si A es un miembro
finito de IC, entonces el dlgebra de Kleene generalizada que se obtiene
al realizar el proceso anterior a (X(A), ga) es isomorfa a A.

(5) Dos congruencias de A, digamos 6 y §, permutan sii para cualesquiera
a,b € A se cumple que (o(a) N F(0)) U (o(b) N F(J)) es creciente.

Para mds detalles sobre la dualidad para dlgebras de Kleene véase [8].
Cuando no haya riesgo de confusién escribiremos simplemente g en lugar de

gA.

El siguiente resultado de representacién es nuestro punto de inicio en el
estudio las subclases AE de K. Sea D el dlgebra de Kleene generalizada de
la Figura 1.1.

Figura 1.1: D

Teorema 25 (Vaggione) Sea A € K, y sea
Y =%(A,{1,2,3,4,5,D}). El mapeo

A — TI{A/0:0€ X}
x +—  (z/0:0cX)

es un embedding cuya imagen es un producto subdirecto global, considerando
en X la topologia de los ecualizadores.

1.4.1. Una Clase Determinante para K

Nos abocaremos en esta seccién a encontrar una clase determinante para
la variedad K. Como veremos mds adelante el mayor escollo para arribar
a dicha clase es encontrar una clase determinante para ()(4). Resolvemos
este subproblema en dos etapas. Primero encontramos una clase de dlgebras
finitas W, que es determinante para Q(4) (Lema 31). Luego, en el Lema 40,
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concluimos que la clase {2,4,6,P} (donde P es el dlgebra de Kleene gene-
ralizada de la Figura 1.2) es determinante para W, y por lo tanto para Q(4).
Una vez resuelto este problema, dado que el reticulado de subcuasivariedades
de K es muy simple, no hace falta mayor esfuerzo para probar el resultado
principal de esta seccién

Figura 1.2: P

Teorema 26 La clase Dx ={2,3,4,5,6,D,P} es determinante para K.

Daremos la prueba del Teorema 26 al final de la seccién.

Comenzamos nuestro estudio con una caracterizacién de los duales de
las dlgebras en QQ(4). Ya que trabajaremos intensivamente con dlgebras en
esta cuasivariedad dicha caracterizacién resultard de gran utilidad.

Definicién 27 Sea A € K, definimos

q(A) ={q€ X(A):q¢Cg(q), ¢# 9(q)}

Lema 28 Sea A € K. Entonces A € Q(4) sii para cada q € q(A) hay
p € X(A) que satisface p=g(p) y ¢ Cp C g(q)-
(0)

Prueba. (<) Sea 6 € 3(A,3). Entonces F(6) = {q,9(q)}, con ¢ € q(A).
Por hipétesis hay un filtro p € X(A) tal que ¢ C p C g(q). Si tomamos § =
01p.a.9(q)}> tenemos que § C 0y § € X(A,4). Luego para cada 6 € %(A, 3)
hay una congruencia dy € ¥(A,4), tal que dyp C 6. De esto se obtine que el
mapeo

A — ][] Asex [ A/

0e¥(A,3) 0cX(A,2)
a — ((a/dg:0€D(A,3)),(a/0:0cX(A,2)))

es un embedding subdirecto.

(=) Sean q € q(A) y 0 = 014 ,4(¢)}- El hecho de que A € Q(4) implica
que NX(A, {1,2,4}) = A% C 0, y como A es de congruencias distributivas
y 0 es completamente meet-irreducible, por [18], debe haber ¢ € (A, 4) tal
que §C 6. m
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Definicién 29 Sea W = {A € Q(4) : A es finito y |¢(A)| < 2}.
Lema 30 Sea A € K.

(1) Si A € Q(4) entonces para cada 0 € X(A,{1,2,3,4,5,D}) hay § €
S(A, W) tal que 6 C 6.

(2) Si 61 y O son elementos minimales de S(A, W) entonces §1 V dg €
S(AW).

Prueba. (1) Como 1,2,4 € W, podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que 0 € X(A,{3,5,D}). Obsérvese que tanto 5 como D se embeben
subdirectamente en 3 x 3; luego hay 601,02 € X(A, 3) tales que 6 = 61 N Os.
Por un razonamiento andlogo al de la prueba del lema anterior podemos
encontrar 01,92 € (A, 4) tales que §; C 6;, i = 1,2. Es sencillo ver que
91 Nda € (A, W), luego podemos tomar § = 41 N g C 0.

(2) Como (X(A/0),9as0) vy (F(0), 9alp(g)) son isomorfos, tenemos que
una congruencia 0 estd en X(A, W) siy solo si F'() es finito, |g(A) N F(§)| <
2, y para cada ¢ € q(A) N F(6) hay un p € F(§) tal que ¢ C p =
ga(p) C ga(q). Supongamos 9 y 02 son elementos minimales de X(A, W).
Como F(61 V d2) = F(61) N F(d2), es claro que F(§; V d2) es finito y
que |g(A)NF (61 Vo2)| < 2. Sea g € q(A) N F(d1) N F(d2). Al estar d;
en X(A,Q(4)) por el Lema 28 sabemos que hay p € F(d1) que cumple
g Cp=ga(p) C ga(q). Este p debe estar en F(d2) pues si no tendriamos
que § = Op(s,)ufpy € X(A, W) con § C d2 y § # d2, lo cual contradice el
hecho de que d2 es minimal. m

Lema 31 Sea A un dlgebra finita en Q(4) y sea ¢ una DEF. Entonces
AFp&s HANWE .

Prueba. (<) Si A € W no hay nada que probar, asi que supondremos que
A ¢ W. Sea

k
o =21, @y 2, sz [\ Di(E 2) = @u(E, 2)
t=1

y supongamos H(A)NW E ¢. Como A ¢ B tenemos que 4 € IS(A), y esto
implica que
Q(4) FU(p).

Sean a, ..., a, € A, veremos que hay by, ..., b, € A tales que /\f:1 pe(d, l;) =
q:(a, E) Por el Teorema 25 podemos suponer que A C [[..; A; es un pro-
ducto subdirecto global con factores en {1,2,3,4,5,D}. Sea M el conjunto
formado por los elementos minimales de ¥(A,W). Para cada 6 € M defini-
mos

Us = {E(c.d) : (c,d) € 6}
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Debe notarese que si 6 € M, como A/ satisface ¢, hay b‘f, - bfn € A tales
que
(pe(at, ..., an, b({, ey bfn),qt(al, very Gy b‘{, s bfn)) €9,

parat=1,... k.
Sea j € {1,...,m}, queremos aplicar la propiedad de emparche (Gz) de la
Definicién 7 al sistema

: 00
{Us:0€ M};{b;:0 € M}.

En consecuencia necesitamos verificar que este sistema satisface todas las
propiedades requeridas. Ya que todas las congruencias en M son finitas, es
claro que cada Us es abierto en la topologia de los ecualizadores. Ademéds
nétese que para todo ¢ € I vale que

i€Us<dC0;={(a,b) € A:a(i) =0b(7)}

0; € ©(A,{1,2,3,4,5,D}).

Estos dos hechos en combinacién con el punto (1) del Lema 30 implican que

Uus=r1

eM

Supongamos 6,y € M y sea ig € Us N U,. Queremos ver que ig € E(b?, b;.y),

o equivalentemente que (b?,b}) € 0;,. Por (2) del Lema 30 tenemos que

A/oV~yeW,y por lo tanto
A/SVyE .
Luego hay un tnica solucién Z al sistema de ecuaciones
pe(@/oN v, 2) =q(a/oV~y,2), t=1,..k,

y al ser (b3/6 V7, ... 00, /5 V )y (b]/5V v, ...,b5 /3 V) dos soluciones de
este sistema, necesariamente

(B/0V s e B 5N 3) = (B1/0V 9, e B /6 ).
Ademds, como ig € Us N Uy, tenemos que ¢ Vv C 6;,, por lo cual
(13,67), ..., (13,,b7,) € 0s.

Ahora podemos tomar b; como la solucién del sistema de emparche

: e
{Us:0 € M};{b;: 6 € M},
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para j = 1,...,m. Es sencillo verificar que b1, ..., by, satisfacen

k

/\ pe(@,b) = q:(a,b).

t=1

Notamos que una consecuencia directa del lema anterior es que W es
una clase determinante para {A € Q(4) : A es finito}, luego aplicando el
Corolario 11 obtenemos:

Corolario 32 La clase W es determinante para Q(4).

La tarea que emprendemos a continuacién es la de encontrar una subclase
finita de W que también sea determinante para (Q(4).

Lema 33 Sea A un dlgebra y sea ¢ una DEF. Supongamos A E U(p) y
supongamos que existen 0,6 € Con(A) con las siguientes propiedades:

A/OF E(p) y Ao F E(p)
A/(OVo)EU(p)
oNs =AA
0 y d permutan.
Entonces A F .

Prueba. Sea

—\

k
o=V, ....epN21, ..., 2m /\pl(a_:’, Z) = q (&, 2),
=1

y sean ai, ..., a, € A. Por hipétesis existen by, ..., b, c1, ..., cm € A tales que
para 1 <[ <k

-, =,

(pl(aa b)? QI(av b)) €0

(pi(@, 0, qu(@,c)) €.
Ahora, como A/( V) EU(p) y

—. —.

(pl(av b)>£]l(67 b))7 (pl(ava7QZ(ava) eV 57 1< l < ka

tenemos
(b1,¢1), ey (bmyom) €0V I =000.

Luego hay dq, ...,d,, € A que cumplen

(bi,di)Egy(di,Ci)Gé, 1< <m.
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Por tdltimo obsérvese que

(po(d, d), i, d)) € 6N 6 =A%, 1<1<k.

Nuestro primer paso es dividir W en varias subclases que estudiaremos
por separado. Recuerdesé que gq(A) = {¢g € X(A) : ¢ C g(q), ¢ # 9(¢)},
definimos:

Wy = {A € W : para todo p € X(A) — ¢(A) existe ¢ € q(A) tal que
q% Pt

Wi ={AeW:lq(A)] =1} NW,

Way ={A € W:q(A) es una cadena de 2 elementos} N W,

Ws ={A € W:q(A) es una anti-cadena de 2 elementos} N Wy.

Las figuras que presentamos a continuacién describen esqueméticamente
los duales de las dlgebras en las clases que acabamos de definir.

g(d) 8(d)
g 8(q)
g9 0
q q q

Dual de un dlgebra en Wy Duales de édlgebras en Ws
g(q) g(d) g g(d) & g(d)
T P B
q d q d q d

Duales de dlgebras en Ws

En la siguiente serie de lemas ¢ es siempre una DEF. Recordamos al
lector que P es el dlgebra en la Figura 1.2.
Lema 34 Si P F ¢ entonces Wi F ¢.

Prueba. Sea A € W), y supongamos ¢(A) = {q}. Entonces

X(A)={q,9(q}uUY,
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donde
Y={peX(A):q&p=9p) & 9@}

Nuestro razonamiento serd por induccién en el cardinal de Y. Si |Y| =1
entonces A 2 4 € H(P)N IS(P) y podemos aplicar el Lema 6. Si |Y| = 2
entonces A = P. Supongamos |Y'| > 3, y sean p1,p2 € Y, p1 # pa2. Definimos

Fr=X(A) = {p1}y Fa = X(A) — {p2}.
Probaremos que 0p, y 6, permutan. Sea
(CL, b) € 0F1 \ HFz = QX(A)—{pl,pg}

y sea
U= (O'(CL) N Fl) U (O'(b) N Fg).

Como UNF; = o(a)NFy y UN Fy = o(b) N Fy, basta con ver que U es
un conjunto creciente. Supongamos r € o(a) N Fy y v & s, veremos que
necesariamente s € U. Si s € I} entonces s € o(a) N Fy CU. Si s ¢ F (ie.
s = p1) entonces r = ¢. Ahora, como

(a,b) € Ox(A)—{p1.p} € O

tenemos que
ac€qebeg.
Luego
beqCpi=syscoab)NFyCU.

Notamos que A/0r,,A/0r, € Wi, lo que por hipétesis inductiva implica
que
Albp Foy AR, F .

Ademads, como 4 € [S(P) tenemos que Q(4) F U(y), y al saber que A
y A/ (0p, V0p,) pertencen a Q(4), aplicando el Lema 33 obtenemos que
AFp. =

Sea L el dlgebra de Kleene generalizada en la Figura 1.3.

Figura 1.3: L
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Lema 35 Si L F ¢ entonces Wa F .

Prueba. Sea A € W,. Supongamos q(A) = {¢/, q}, con ¢’ & ¢. Claramente

X(A)={q,d,9(q),9(¢)} Y UY",

donde
Y={peX(A):qp=yp) < g}

Y'={peX(A):qd &p=yg(p) & g(d)}
Obsérvese que ¢ & ¢ & g(q) & g(¢') y por lo tanto Y C Y.

Caso (i): Y =Y = 0. Ya que la prueba de este caso es muy similar a la
del Lema 34 la dejamos al lector.

Caso (ii): Y/ =Y # 0. Sean F} = X(A)— (Y -Y)y F, = X(A) —
{¢,9(q)}. Veremos que 0p, y 0, permutan. Fijamos (a,b) € 0p V 0p, =
Oy u{q.g(q)}- Probaremos que U = (o(a) N F1) U (o(b) N F2) es creciente.
Sean 7 € U 'y s 2 r. Supongamos r € o(a) N Fy. Si s € F; entonces
s € o(a) N Fy C U. Si por lo contrario s ¢ Fj, tenemos s € Y/ =Y,y r
debe ser igual a ¢'. Ahora, (a,b) € 0y} lo cual dice que b € ¢/, y por lo
tanto b € s. Luego s € o(b) N Fy C U. Supongamos r € o(b) N Fy. Si s € Fy
tenemos s € o(b) N Fy» C U, asi que supondremos que s ¢ Fy. Se sigue que
s €{q,9(q)}. Si s = q entonces r = ¢, y como (a,b) € 0,y obtenemos que
a € ¢' C q. Esto nos dice que s € g(a) N F; C U. En el caso de que s = g(q)
hay dos posibilidades: o bien r = ¢/, y repetimos el razonamiento de arriba,
or €Y. Pero en este caso nuevamente tenemos que (a,b) € Oy C 0y,q, y ast
a €r Cs. Porlotanto s € o(a) N Fy C U.

El Lema 6 nos dice que P F ¢, y al pertenecer A /0p, a Wi, por el Lema
34 tenemos que A/0p, F ¢. Nétese que si definimos Y1,Y{ C X(A/0F,) de
la misma forma que definimos Y’ Y para A, entonces Y{ — Y] = (. Luego,
por el Caso (i), A/0F, F ¢. La prueba concluye aplicando el Lema 33 a A,
9F1 y (9F2. |

Lema 36 Si P F ¢ entonces Ws E ¢.

Prueba. Sea A € Wjs. Supongamos ¢(A) = {q,q'}, con ¢ y ¢’ incompara-
bles. Entonces

X(A) ={q,4d,9(q),9(¢)}UuY UY’,

donde
Y={peXA):qsp=9(p) 90}

Vi={pe X(A):d &p=9g(p) & 9(d)}
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Consideremos primero el caso en el que ¢ € g(¢'). Definimos Iy = {g¢, g(¢) }U
Yy F={q¢,9(¢)} UY". Es facil ver que

A= A/9F1 X A/QFQ.

Ahora, como A/0r, ,A/0r, € Wi por el Lema 34 sabemos que A/0p F ¢y
A/OF, E ¢. Luego A F ¢, y concluimos la prueba de este caso.

Supongamos ahora que ¢ C g(¢') y YNY’ # (). Tomamos F; = {q, g(q) }U
Yy F={d,9(¢)} UY'. Veremos que 0p, y 0p, permutan. Sea (a,b) €
0, VO, = Oynyr. Una vez mds probaremos que U = (o(a)NFy)U(o(b)NFy)
es creciente. Supongamos r € o(a) N Fy y sea s 2 r. Si s € F} entonces
s € o(a) N Fy C U, por lo cual asumiremos que s ¢ Fj. Entonces se da
s=g(q¢")os €Y' Ademdsnétese quer € Fy yr & simplicaquer € {q}UY.
Supongamos s = g(q¢’). Si r = ¢, como para todo p € Y NY’, se tiene que
(a,b) € 0y, podemos concluir que b € p C s. Luego s € o(b) N F2 C U. Si
r €Y, comor & g(q'), tenemos que r € Y NY’. Por ello, el hecho de que
(a,b) € 0,y implica b € 7 C s. En conclusién s € o(b) N Fy C U, y por lo
tanto 0, y 0p, permutan. La prueba de esta caso se termina aplicando el
Lema 33.

El tinico caso que falta considerar es ¢ C g(¢) y Y NY’ = ). Sea X =
X(A)U{p}, conp ¢ X(A). Extendemos el orden de X(A) por ¢ < p < g(q)
y ¢ < p < g(¢'). Definimos g : X — X por g(p) = py g(t) = ga(t)
para todo t € X(A). Sea A el dlgebra de Kleene generalizada cuyo dual
es (X ,§). Observamos que Ae Ws, y por el caso resuelto inmediatamente
antes que este sabemos que AE . Notamos también que A = A /0 X(A)s 10
cual implica que A F E(p). La tltima observacion es que 4 € IS(P), y asi

QM) FU(p). m

A continuacion, en los Lemas 37, 38 y 39, resolvemos tres pequenos pro-
blemas de preservaciéon que surgen en la prueba del Lema 40. Cabe men-
cionar que para probar los primeros dos de estos tres lemas utilizamos una
técnica que involucra las funciones asociadas a una DEF. Esta técnica ha
probado ser de gran utilidad, permitiéndonos resolver problemas que se re-
sistian a los métodos empleados hasta ahora.

Necesitamos introducir una notacién antes de probar nuestro siguiente
lema. Sea f : A™ — A una funcién cualquiera, escribiremos f x f x f para

denotar el mapeo
(AXAXx A" - AxAxA

(($1,y172’1), 3] (xnaynazn)) = (f(ﬁla -"7xn)7f(y17 "'7yn)7f(zla ...,Zn)).
Lema 37 Si {6,P} F ¢ entonces LE ¢.

Prueba. Supongamos que contrariamente al enunciado existe una DEF

Y= vajh "'7‘%.71;”217 ey M /\pl =q
l
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tal que {6,P} F ¢ y L ¥ . Nétese que por el Lema 6, como 4 € H(6) N
I15(6), tenemos que 4 F ¢.
Definimos los siguientes subconjuntos de 43:

S¢ ={(0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(2,2,2),(2,2,3), (3,3,3)}
52 ={(0,0,0),(1,0,1),(1,1,1),(2,2,2),(2,3,2),(3,3,3)}
Sp ={(0,0,0),(1,1,1),(1,2,1),(2,1,2),(2,2,2), (3,3, )}
Spya ={(0,0,k),(1,1,k),(2,1,k),(2,2,k),(3,3,k) : k=0,1,2,3}

St ={(0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1),(2,1,2),(2,2,2),(2,2,3),(3,3,3)}.

El lema 5 nos dice que 4 x 4 X 4 F ¢, y ademas:
4x4x4

pli = lelf x [elf <[]  d=1,om

[ ]4><4><4((Sé)n) C S§ =12, 57=1,...m

[ ]4><4><4((Sp)n) C Sp j=1..,m

[Pl 4(Spxa)") € Spxa  G=1,.om

B ]4x4x4((SL)n) Z Sy, para algin 1 < jp < m.

Como 4 € I5(6) es claro que 4 F U(yp), y al pertenecer L a (Q(4) tenemos
que L E U(p). Luego L ¥ E(p). Obsérvese que entonces, para cualquier
subconjunto {a, ..., a; } de generadores de L, modificando ¢ adecuadamente
podemos construir una DEF ¢’ tal que

¢ =Va1, ..., 321, ...,zm/\p; =q¢;,{6,P}E ¢
J

L.
Mé4s atin podemos construir ¢’ de manera que la existencia falle cuando
L1 = 0a1y---, T = Qf.
Ya que {(0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1)} es un conjunto de generadores
de la subdlgebra de 43 isomérfica a L y con universo Sr,, por el razonamiento
anterior podemos suponer que n =4y

[e]3 *#((0,0,0), (1,1,0), (1,1,1),(1,2,1)) & St.

Veremos que esto no es posible. Para facilitar la lectura de la prueba deno-

taremos con F' a [4,0]2?“4 y con f a [90]}10‘

Supongamos (z,y,2) € 43 es tal que
F((0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1)) = (z,y, 2).
Entonces

f(()? 171’1) = ':E’
f(()? 17]"2) y’
£(0,0,1,1) = =z
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Afirmacioén (i) (z,y, z) # (1,2,0). Si por el contrario

F((0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1)) = (1,2,0),
entonces
(0,v,0) = F((0,0,0), (0,0,0),(1,1,1),(1,2,1)) € Sp
y como (0,v,0) debe estar en Sp
v = £(0,0,1,2) = 0.
Pero de esto se obtiene que
(2,0,2) = F((0,0,0), (1,0,1),(1,1,1),(2,2,2)) € Sg,

lo cual es una contradiccién ya que (2,0,2) ¢ Sz.

Afirmacioén (ii) (z,y,2) # (2,1, 3). Razonaremos nuevamente por el absur-
do. Supongamos

F((0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,2,1)) = (2,1, 3).
Entonces
(3,v,3) = F((0,0,0),(0,0,0),(1,1,1),(1,2,1)) € Sp,

por lo cual
v=f(0,0,1,2) = 3.

Pero de esto concluimos que
(1,3,1) = F((0,0,0),(1,0,1),(1,1,1),(2,2,2)) € S2

arribando a una contradiccién.

Nuestra prueba concluye con un anélisis por casos, en el cual veremos
que cualquiera sea el valor que toma x, necesariamente (x,y, z) € Sf.

Caso z = 0. Nétese que
(0,0,2) = (z,z,2) = F((0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,1,1)) € Sg,

y por lo tanto z = 0. Ahora, como S, C Spx4 tenemos que (0,y,0) € Spyxy.
Luegoy =0y

(«I,y, Z) = (07070) € SL-
Caso r = 3. Usando el mismo razonamiento que en el caso anterior se
obtiene que (z,y,2) = (3,3,3) € SL.
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Caso z = 1. Como
(1,1,2) = F((0,0,0), (1,1,0), (1,1,1), (1,1,1)) € St
obtenemos que z € {0,1}. Ademds de
(1,y,1) = F((0,0,0), (1,1,1),(1,1,1),(1,2,1)) € Sp
obtenemos que y € {1,2}. Luego
(z,y,2) € {(1,1,0),(1,1,1),(1,2,0),(1,2,1)},

y por (i) sabemos que (x,y, z) # (1,2,0), lo cual produce (z,y, z) € Sr.
Caso z = 2. De

(2,2,2) = F((0,0,0),(1,1,0),(1,1,1),(1,1,1)) € S
se sigue que z € {2,3}, y como
(2,y,2) = F((0,0,0),(1,1,1),(1,1,1),(1,2,1)) € Sp
tenemos y € {1,2}. Por lo tanto
(z,y,2) € {(2,1,2),(2,1,3),(2,2,2),(2,2,3) },
y (ii) dice que (z,y, z) # (2,1,3). Luego (z,y,2) € S;,. =

Sean T y R las dlgebras de Kleene generalizadas de las Figuras 1.4 y

'

Figura 1.4: T Figura 1.5: R

Lema 38 (1) Si T FE ¢ entonces RFE ¢.

(2) Si' TE ¢ entonces P F ¢.
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Prueba. (1) Supongamos por el contrario que hay una DEF ¢ tal que T F ¢
vy R ¢. Como R es 3-generado podemos suponer que ¢ tiene tres variables
cuantificadas universalmente (ver la prueba del Lema 37). Nétese ademds
que de T F ¢, por el Lema 6, obtenemos que 4 F ¢, y por lo tanto 4 x4 F ¢.
Definimos los siguientes subconjuntos de 4 x 4:

Sp=4x4-— {(0a3)7 (370)}

SpR=4x4- {(07 3)a (37 0)7 (27 0)7 (Oa 2)7 (37 1)7 (1’ 3)}

Ss = {(0,0),(1,0),(2,3),(3,3)}.
El Lema 5 dice que para j =1,2,3

4x4 _

el ™% = [l x [#l}

[]74((S4)) C S

[ 4((S7)?) € St
Ahora, como R ¥ ¢y {(1,0),(2,1),(3,2)} es un conjunto de generadores de
R, podemos asumir que

[(p]‘lb“l((lv 0)7 (27 1)7 (37 2)) ¢ SR-

Supongamos
[(10]411><4((17 O)a (27 1)7 (37 2)) = (3a 1)'
Entonces
[Qo]élbal((()? 0)7 (17 O)a (27 3)) = (17 y) € Sy,

y debe ser que y = 0. De esto obtenemos que

[(p]éll><4((170)7 (270)7 (373)) = (370) @é Sr,

lo cual es una contradiccién. Los casos restantes producen contradicciones
en la misma forma, y son dejados al lector.

(2) es una consecuencia inmediata de (1) via el Lema 6, ya que P €
HR)NIS(R). m

Sea G el dlgebra de Kleene generalizada de la Figura 1.6.

Figura 1.6: G
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Lema 39 S5i4F ¢ entonces G F .

Prueba. El dual de G es {q,9(q),p.¢,9(¢')}, donde ¢ G p=g(p) & 9(q) ¥

¢ &p=49(p) & 9(q) Sean Fy = {q,9(q),p} y F2 = {¢, 9(¢'),p}. Veremos
que 0, y O, permutan. Para esto fijamos (x,y) € 0, V 0p,, y probaremos

que U = (o(x)NFy) U(o(y) N Fy) es creciente. Sea r € o(x) N Fp, y tomamos
s 2 r. El tnico caso no trivial surge de suponer que s = g(¢’). Si ese es el
caso entonces 7 € {p,q}. Ahora, como (z,y) € 0p VOr, = 0, v x € p,
tenemos que y € p. Luego s € o(y) N Fa, y por lo tanto U es creciente. La
prueba concluye aplicando el Lema 33 a G, 0p, vy 0p,. m

Hemos recolectado toda la informacién necesaria para la prueba de nues-
tro siguiente resultado.

Lema 40 La clase D4y = {2,4,6,P} es determinante para V.

Prueba. Sean ¢; y ¢, dos DEFs que cumplen
MOd(gOl) N DQ(4) = MOd(LpQ) N DQ(4).

Supongamos A € W es tal que A F ¢, veremos que A F 5. Si A es trivial
esto es inmediato, asi es que supondremos|A| > 2. Supongamos 4  U(yy).
Entonces 4 ¢ IS(A), y necesariamente A € B. Adem&s, como A es no
trivial tenemos 2 € H(A) N IS(A), y el Lema 6 produce

2 € Mod(¢q) N DQ(4) = Mod(ps) N DQ(4).

Obsérvese que A € B implica que, A es isomorfa a un producto subdirecto
global con factores en {1, 2}, luego por la Proposicién 8 tenemos A F ¢,.
Supongamos 4 F U(y,). Esto dice que U(y,) vale en todo Q(4). Debere-
mos considerar varios casos.
Caso A € W;. Si A = 4 claramente A F ¢,5. Si A no es isomorfa a 4, es
facil ver que P € H(A). Asi P E ¢, y luego P E 5. Por tltimo, el Lema 34
implica A F .
Caso A € Ws. Nétese que toda dlgebra en Ws tiene a 6 como imagen
homomérfica. Si A = 6 es inmediato que A E ¢,. Por otro lado, si A 2 6
entonces P € H(A). Luego {6,P} F ¢, y por lo tanto {6,P} F ¢,. El
Lema 37 dice entonces que L F ¢,, y aplicando el Lema 35 obtenemos que
Wa E ©,.
Caso A € W5. Si P € H(A), entonces P F ;. Por lo tanto P F ¢, v
via el Lema 36 obtenemos W3 E ¢,. Supongamos que P ¢ H(A), y que
q(A) ={q,q'}, con q y ¢’ incomparables. Tenemos entonces que

X(A)={q,d,9(q),9(¢)} YUY,
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donde
Y={pecX(A):q<p=yg(p) <y}

Yi={pe X(A):q' <p=glp) <g(d)}

El hecho de que P ¢ H(A) nos dice que |Y| = |Y'| = 1. Luego, si YNY' # (),
entonces A = G, y el Lema 39 concluye la prueba de este caso. Supongamos
entonces que Y N'Y’ = (). Surgen ahora dos subcasos dependiendo de si
q < g(q’) ono. Si g < g(q), entonces A = T, y podemos aplicar el Lema 38
para obtener que P F ;. Luego P F 5, y por el Lema 36 tenemos W5 F 5.
Siq £ g(q') es facil ver que A =4 x 4, por lo que A F ¢,. Esto concluye la
prueba del caso A € Ws.

Observamos que Wy = W; U Wy U Ws, por lo que el tnico caso que nos
resta considerar es A € W — W). Se puede ver sin mayores dificultades que
si A € W — W) entonces existen A’ € Wy y B € B tales que A = A’ x B.
Ademsds, como estamos bajo la suposicién de que Q(4) F U(p;), tenemos
que A F ¢; implica A’ E ¢; y B E ¢,. Usando los casos anteriores podemos
ver que A’ E oy y BE 5. Luego A F ¢,. B

El Lema anterior en conjuncién con el Corolario 40 producen:
Corolario 41 La clase Dg(4) = {2,4,6,P} es determinante para Q(4).

Necesitamos ahora enfocar brevemente nuestra atencién en las subcua-
sivariedades de K.

Proposicién 42 (Adams y Dziobiak [2]) Las subcuasivariedades de I
forman la siguiente cadena de 5 elementos:

{dlgebras triviales en K} C B C Q(4) C Q(2 x 3) C K.

Corolario 43 Sea ¢ una DEF que tiene un modelo no trivial en KC. En-
tonces

Mod(U(p)) N K # Q(2 x 3),

y por lo tanto Mod(p) N K es una de las siguientes clases:
{dlgebras triviales en K}
B
Q(4)
K.

Prueba. Supongamos 2 x 3 £ U(p), y sea A un elemento no trivial de
Mod(p) NK. Si 2 € H(A) es claro que 2 F E(p), y no es dificil de ver que
en ese caso 2x 3 F U(yp) implica 3 F U(p). Luego K C Mod(U(yp)). Por otro
lado si 2 ¢ H(A) entonces 4 ¢ H(A), y el Teorema 25 nos dice que A es un
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producto subdirecto global con factores en {1,3,5,D}. Como cada uno de
estos factores satisface 3!z z = Z la Proposicién 8 implica que A F 3!z z = Z.
De esto obtenemos que 3 € I.S(A), y se sigue que K C Mod(U(y)). m

Estamos finalmente en condiciones de dar la prueba del resultado prin-
cipal de esta seccién.

Prueba del Teorema 26. Supongamos ¢, v ¢ son DEFs en el lenguaje
de KC, que satisfacen

Mod(p;) N D = Mod(ps) N Di.

Sea A € K tal que A F ;. Obsérvese que, por el Corolario 43, o bien

Mod(U(py)) N K estd contenido en Q(4) o coincide con K. Supongamos

Mod(U(py)) NK € Q(4). Entonces, como Dg(4y € Dx, tenemos que
Mod(p1) N Dggy = Mod(ps) N Dg(a)-

Luego, del hecho de que A € Q(4) y el Corolario 41 se desprende que A F ¢,.
Consideremos el caso en que K C Mod(U(¢;)). En este caso tenemos que
H(A) E ¢;. En particular

H(A) N {2’37455aD} F ¥1,

por lo cual
H(A)N{2,3,4,5,D} E 5.

Ahora, el Teorema 25 nos dice que A es isomorfa a un producto subdi-
recto global con factores en H(A)N{1,2,3,4,5,D}, y podemos aplicar la
Proposicién 8 para obtener que A F ¢,. B

1.4.2. El Reticulado de Subclases AE de K

Como ya hemos visto, la clase D = {2,3,4,5,6,D, P} concentra toda
la informacién necesaria para determinar las subclases AE de K. La tarea
que nos queda entonces es encontrar las subclases AE de Dx. Hacemos esto
en el Teorema 47, con ayuda de los Lemas 44 y 45. A pesar de que D es
una clase pequena de dlgebras finitas, el determinar cuales subconjuntos de
Dy son axiomatizables por DEFs no es un problema sencillo.

Para el primer lema de esta seccién necesitamos introducir la siguiente
notacién. Sea A un conjunto y f : A — A una funcién. Escribiremos f x f
para denotar la funcién

(Ax A" — Ax A

(@1, 91)s 0 (@ns ) = (F (@150, 20), F(Y1, 5 Yn))-
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Lema 44 Sea f : 3" — 3 un funcion cualquiera, y sea F' = fx f. Definimos
los siguientes subconjuntos de 3 x 3 :

S2 = {(0,0),(2,2)},

‘94 ={(0,0),(0,1),(2,1),(2,2)},

St =1{(0,0),(1,0),(1,2),(2,2)},

S5 _{( )7(0’1)7(171)’(27 1)7(272)}a
={(0,0),(1,0),(1,1),(1,2),(2,2)},

SD ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

Entonces:

(1) Si F((S2)") € Sy y F((Sp)™) C Sp entonces F((S})") C Si para
j=1,2.

(2) Si F((Sg)”) - Sg para j = 1,2 entonces F((Sp)™) C Sp.
(3) Si F((Sﬁ)”) - SZ para j = 1,2 entonces F((Sp)"™) C Sp.

Prueba. (1) Probaremos que F((S})") C S}. Supongamos que esto no se
cumple, i.e. que existen (a1,b1), ..., (an, by) € S} tales que
F ((a1,b1), ..., (an,bn)) ¢ Si. Entonces, como F((Sp)"™) C Sp, tenemos que

F ((a1,b1), ..., (an,bn)) € {(1,0),(1,1),(1,2)}

y por lo tanto
f(al, ...,an) =1.

De (a;,b;) € S} se desprende que a; € {0,2}, y esto dice que (a;,a;) € Sz,
para i = 1,...,n. Pero entonces

F ((a1,a1), ..., (an,an)) = (1,1) ¢ Sa,

lo cual es una contradiccion.

(2) Veremos que negar este enunciado produce un absurdo. Supongamos que
hay (a1,b1), ..., (an,by) € Sp tales que

F ((a1,b1), ., (an, bn)) € {(0,2), (2,0} = 3 x 3 — Sp.

Analizaremos el caso en que F'((a1,b1), ..., (an, by)) = (0,2). Sean

(a},b1), ..., (al,,by) los pares que se obtienen al reemplazar en

(a1,b1), ..., (an, by) cada par de la forma (1,0) por (0,0), y cada par de la
forma (1,2) por (2,2). Después de estos reemplazos tenemos que

(), b1), ooy (dly, bp) € SE.

Luego, como

F((a/bbl) (a;wb )) = (f(a’/17""a’;7,)72) € Sla
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obtenemos
f(a’l, ...,a;) = 2. (*)

Sean (aq,b)), ..., (an, b)) los pares que se obtienen al reemplazar en
(a1,b1), ..., (an, by) cada par de la forma (0,1) por (0,0), y cada par de la
forma (2,1) por (2,2). Un razonamiento andlogo al de arriba produce

f, s b)) = 0. (**)

Observamos que
I gt /Y
a; = bl’ ey = bn,

por lo cual
(ah, b)), ..., (al, b)) € S3.

Pero (*) y (**) dicen que
F((ay,01), -, (a7, b)) = (2,0) & S5,

lo cual es una contradiccion.
El caso F ((a1,b1), ..., (an,bn)) = (2,0) es anélogo.

(3) Supongamos que hay (a1,b1), ..., (an, b,) € Sp tales que
F ((a1,b1), ..., (an,bn)) € {(0,2),(2,0)} =3 x 3 — Sp.
Veremos que no es posible que
F (a1, b1), - (an, b)) = (0,2)

(el caso F ((a1,b1), ..., (an,by)) = (0,2) es similar). Sean (a1,b)), ..., (an, )
los pares que se obtienen al reemplazar en (aq,b1), ..., (an, b,) cada par de la
forma (0, 1) por (0,0), cada par de la forma (2,1) por (2,2), y cada par de
la forma (1, 1) por (1,0). Nétese que

(a1, b)), ..., (an, b)) € S2,

y €omo
F((ar,0), ., (an, b)) = (0, f(¥, ., b7,)) € 5%,
obtenemos
f(, ..., b)) =0.
Es claro que (b;,b;) € 57, para i = 1,...,n, luego
F((blab/l)7 e (bnvb;)) = (270)

es una contradiccién. m

Recordamos al lector que D es el dlgebra en la Figura 1.1.
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Lema 45 Sea ¢ una DEF.

(1) Si2FE ¢ y DFE ¢ entonces 4 F ¢.
(2) Si5E ¢ entonces D F .

(3) Si3E ¢ y4E p entonces D E .

Prueba. (1) Sea
o =Va1, .32,z [\ 8(F 7) = H(E, 2).

Yaque DF oy 3 e HD)NIS(D), el Lema 6 nos dice que 3 F ¢. Aplicando
(1) del Lema 5, obtenemos que

y por (2) del mismo lema obtenemos

[ 73 ((S2)") C 82

[‘P]?Xg'((SD)n) CSp, j=1,..m.

Luego el punto (1) del Lema 44 dice que

[l ()™ € 81, j=1,.m,

y por esto
[>*3((51)") € Si-
La prueba concluye aplicando (2) del Lema 5.

(2) ¥ (3) se obtienen del Lema 44 de una manera andloga a la del punto (1).
]

Presentamos a continuacién las DEFs que nos servirdn para axiomatizar
las subclases AE de K.

Definiciéon 46 Sean:

orpr = 3z z==z2

o = Vedlz z==x

opix = 3z z=7Z

g = 3z z2=2VZ

Yoy = Vadlz (zAT)Vz=zVT

Yrep = Vai,zo,x3lz 2 A (i VTV (z3A22)) =21 VT

z\/(a:l \/51\/(3:3/\:1:2)) =21 VTV
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PNEW = v.’L'l,.’L'QE”Z
2VZ=x21V7T
FAVAN ((231 \/fl) /\fg) V (1‘1 /\fl)) < ((:El \/fl) A 232) V (l‘l /\Tl)
zV ((5131 \/Tl) /\Tg) vV (371 /\Tl)) > (((IZl \/Tl) A 5132) V (.’L‘l /\Tl)

PPER == v.flfl,IL’QEl!Z
2NZ=x1V7IT
2 < ((x1 VT1) Axa) V (21 A T1)
zV ((.’L‘l \/Tl) /\Tg) vV ((IZl /\Tl) > ((.’L‘l \/Tl) VAN 372) V (acl /\Tl)

Es necesario hacer algunos comentarios sobre las sentencias recién definidas.

La sentencia ¢pz es equivalente a la identidad z VT ~ y V¥, y es por lo
tanto un axioma para la clase B.

La sentencia (g 4) es equivalente a su unicidad, U((pQ(4)). Es un axioma
para Q(4) [2].

La sentencia ¢pop vale en un dlgebra de Kleene generalizada A sii el
intervalo [a V@, aVaVb] es Booleano para todo a,b € A. Esto es lo mismo que
decir que el filtro D(A) = {x VT : € A} es relativamente complementado.

Para A € K se tiene que A F ¢y gy sil para cada intervalo [a A@,a V@]
y cada b € [a AT, a V@], existe un dnico ¢ € [a A@,a Val, que tiene a ¢ como
su complemento en ese intervalo, y satisface

cAD<b<eVb.

Es facil verificar que 4 F gy pero 3 # U(onpw)-

Aligual que oy g, la sentencia ¢ pp equivale a la existencia y unicidad
de un elemento complementado en cada intervalo de la forma [a A @, a V@,
que satisface ciertas ecuaciones. Es un hecho interesante que la existencia de
estos elementos para un dlgebra de K es equivalente a que el dlgebra sea de
congruencias permutables. No es dificil ver que las tnicas dlgebras en Dy
que son de congruencias permutables son 2 y 3.

Teorema 47 Las subclases AE de Dx = {2,3,4,5,6,D,P} son:

0.{2}, {3},
{2,3},{2,4},{3,D},
{2,4,6},{2,4,P},{3,5,D},
{2,4,6,P},
{2,3,4,D,P},
{2,3,4,5,6,D,P}.
Prueba. En la tabla que presentamos a continuacién utilizamos las senten-

cias de la Definicién 46 para comprobar que todos los conjuntos listados en
el enunciado de este teorema son en efecto subclases AE de Dy.
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0:orrr {2,4,6} : onpw

{2} g {2,4,P} : opep, 9g(a)
{3} 1 vrixs vrER {3,5,D} : oprx

{27 3} ' PPER {27 4,6, P} FPQa)
{2,4} : onEws $ROD {2,3,4,D,P} : opep
{37D} ‘PFIXsPRCD {2737475767D7P} P

Nos resta ver que estos son los tnicos subconjuntos de Dy axiomatizables
por DEFs. Supongamos

SC{2,3,4,56,D,P}

es una subclase AE de Dg. Comenzamos con la observacién de que cada
A € Dy satisface
HA)NIS(A)Nn{2,3} #0.
Luego, el Lema 6 implica que S =0 o SN {2,3} # 0.
Caso3€S5,2¢S.
Como 2 ¢ S, por el Lema 6 tenemos que

Sn{4,6,P} =0.

Ademas tenemos que 5 € S implica D € S ((2) del Lema 45). Por lo tanto
S debe ser una de las siguientes:
{3}
{3,D}
{3,5,D}.
Caso2€S5,3¢8S.
Del Lema 6 se desprende que

Sn{5 D} =0.

Supongamos 4 ¢ S. Entonces podemos usar el Lema 6 para concluir que
SN{6,P} =10,y S debe ser el singulete:

{2}
Por otro lado, si 4 € S, entonces S es alguna de las siguientes:
{2,4}
{2,4,6}
{2,4,P}
{2,4,6,P}.
Caso {2,3} CS,4¢S.
El Lema 6 nos dice que

SN{6,P}=1.

Por (1) del Lema 45 obtenemos que D ¢ S. Ahora (2) del Lema 45 dice que
5¢ S,y S debe ser:
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{2,3}.
Caso {2,3,4} C S.
El punto (3) del Lema 45 implica que D € S. Por el Teorema 25 sabemos que
P es isomorfo a un producto subdirecto global con factores en {1,2,3,4},
por lo que através de la Proposicién 8 tenemos que P € S. De la misma forma
se prueba que si 5 € S entonces 6 € S. Ademds, como 5 € H(6) N 15(6),
sabemos que si 6 € S entonces 5 € S. Estos argumentos dejan solamente
dos opciones para S, a saber:

{2,3,4,D,P}

{2,3,4,5,6,D,P}. m

Definicién 48 Definimos las siguientes subclases de K:
FIX = Mod(pprx) NK,
RCD = Mod(¢rcp) NK,
NEW = Mod(engw) NK,
PER = Mod(ppgr) NK.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata de los Teoremas 26 y
47.

Teorema 49 Las siguientes son todas las subclases AE de K:
{dlgebras triviales en K}, K, B, Q(4), FIX, NEW, PER, RCD, FIXN
PER, FIXNRCD, NEWNRCD, RCDNQ4).

La Figura 1.7 muestra el reticulado que estas clases forman bajo el orden
de la inclusion.

FIX

FIX [1RCD

FIX (1PER

{trivial}

Figura 1.7: Subclases AE de K
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1.4.3. Las Variedades Vprr y VNew

Cuando una clase AE, digamos C, es cerrada bajo cocientes, es posible
considerar a C como una variedad de un lenguaje expandido. Para ilustrar
esto veremos cémo se obtiene la variedad asociada a la clase PER.

Sea L el lenguaje que se obtiene al agregar al lenguaje de K un nuevo
sfmbolo de funcién binario f. Definimos la clase de L-édlgebras

Vrer = {(A, [ppprl®) : A € PER}.

Por el Lema 5 tenemos que HSP(Vpgr) C Vprr; luego Vpgr es una varie-
dad. Es sencillo dar axiomas ecuacionales para Vpgr. Basta con tomar un
conjunto de identidades que axiomatice K y agregar las ecuaciones de la
sentencia

Yppr = Vai,z23l2
ZVZ=x1V7T
z < ((ZL‘l \/fl) VAN ZL‘Q) V (.’L’l /\Tl)
zV ((xl \/Tl) /\TQ) V ($1 /\Tl) > ((xl \/Tl) A xg) V ($1 /\Tl)

reemplazando la variable z por el término f(z1, z2). Esto produce los siguien-
tes axiomas:

Va1, T f(a:l, {L'Q) V f(xl, xg) =x1 VT

Va1, T f(wl,l‘g) < ((.’L‘l \/Tl) A .’L'Q) V (ZL‘l /\fl)

Va1, T f(wl,l‘g) vV ((:pl \/fl) /\fz) V (ZL‘l /\fl) > ((.’L‘l \/Tl) A .’L'Q) V (ZL‘l /\fl)
Via (3) del Lema 5 vemos que el reticulado de congruencias de (A, [oprgrl®)
es el mismo que el de A, para toda A € PER. Esto nos dice que (Vpgr)g; =
I{2,3}. Ademss nos dice que cada dlgebra en Vpgpr es de congruencias per-
mutables. De hecho, sin mucho més trabajo, puede verse que Vpgr es una
variedad con discriminador (ver Definicién 51 de la Seccién 1.5).

El mismo tipo de construccién puede hacerse para las clases FIX y
DRC, ya que estas también son cerradas bajo cocientes. Si bien la clase
NEW no es cerrada bajo cocientes también resulta el reducto de una varie-
dad. Extendemos el lenguaje de K con un sfmbolo de funcién binario h, y
para este nuevo lenguaje definimos la clase

Vnew = {(A, lpypw]®) : A € NEW}.
Proposicién 50 (1) La clase Vygw es una variedad, y ademds
Wnew)st = H{(2,enew]?), (4 lonew])}-

(2) Para cada A € NEW se tiene que ©(A, Q(4)) = Con((A, [enew]™))-

(8) Los axiomas a continuacion junto con axiomas para K, axiomatizan
VNEW -
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(M) Vz,y h(z,y)Vh(z,y) =zVTET

(N2) Y,y h(z,y) A((xVE)AG)V (2 AT)) < (2 VT) Ay )
(N3) Y,y h(m,y)\/((x\/_)/\g)\/ zAT)) > ((zVT)Ay)V(xAT))
(Na) Y,y h(z,7) = h(z,y

b x )
(Ns) Vx,y,z h(z,yV z)=h(z,y)V h(z, 2).

Prueba. (1) Veremos que Vyew = V((4,[onew]?)). Sea A € Vnpw, v sea
A’ el reducto de A al lenguaje de . Como A’ F U(pnpw) se sigue que
A’ € Q(4) = ISP(4). Ahora (3) del Lema 5 nos dice que XL(A’,Q(4)) C
Con(A), y de esto obtenemos

A € ISP((4,[onew]®) € V((4.lonew]?)-

Supongamos ahora que A € V((4,[onpw]?)). Por el Lema de Jénsson [14]
tenemos que A € ISP((4,Jengw]?)), v por lo tanto A F U(¢ygw ). De esto
se desprende que h™ = [y pw]®, v si A’ es el reducto de A al lenguaje de
K, tenemos que A = (A, [onpw]™)-

(2) es consecuencia inmediata de (1).

(3) Es facil ver que (2,[pnpw)?) v (4[enew]?) satisfacen (N7) a (Ns);
por lo que Vygw también. Supongamos A € K es tal que (A, n) satisface
(N1) a (N5). Probaremos primero que A € Q(4). Esto es equivalente a
mostrar que A F Vz3!z (zAT)Vz = 2VT. Sean a,b € A tales que (a Aa)Vb =
a V a. Noétese que

n(avaVvbava)=navaVvba)VnlaVvaVb,a).
Luego
n(avavb,a)VnlavaVvba)=aVa\vb,
lo cual implica _ _
nlavavbava)=aVaVvb
y _
nlavaVvbaAa)=aANaAb.
Como (a A@)V b=aVa, vale que
avavb = nlaVvaVvb (aAa)Vb)
= nlavaVvbana)VnlaVaVbb)
= (aAaTAD)Vn(aVaVb,b)
= n(aVvaVvhb,b).
Ahora, ya que n(a V@V b,b) A b < b, tenemos que b < b. Nétese también
que b < aVa, por lo cual (a A@) <b. Asi es que (a A@) < b, y por lo tanto
b=aVa.
Al estar A en Q(4) sabemos que A F U(¢ongw ). Luego, como (Ni) a
(N3) valen en (A,n), necesariamente 7 = [y py]®. ®
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1.5. Variedades con Discriminador

En esta seccién estudiamos el Problema 3 en el contexto de las variedades
con discriminador. En virtud de las fuertes propiedades que tienen estas
variedades, el problema en cuestién puede reformularse, transformandose en
uno mds sencillo en muchos casos.

Presentamos primero las definiciones y herramientas bésicas de las que
haremos uso en esta seccién, y luego aplicamos estos resultados para carac-
terizar las subclases AE de algunas variedades con discriminador.

Definicién 51 Una variedad es llamada con discriminador si es generada
por una clase C para la cual existe un término t = t(x,y, z) (llamado término
discriminador) tal que

c sta=2»b

tA<a,b,c>—{ o siazb (D)

para toda A € C.

Si un algebra A tiene un término ternario ¢ que satisface (D) es llamada
cuasiprimal.

En el caso de las variedades con discriminador contamos con un tipo de
representacion aun mds poderosa que los productos globales: los productos
Booleanos.

Definicién 52 (Burris y Werner [6]) Sea A CII{A; : i € I} un produc-
to subdirecto. Diremos que A es un producto Booleano si hay una topologia
Booleana (i.e. compacta, Hausdorff y 0-dimensional) en I tal que:

(B1) E(z,y) es clopen para todo x,y € A.

(Bz) Para cada subconjunto clopen U C I, y cualesquiera x,y € A, el ele-
mento x|;; U yly; estd en A.

Si C es una clase de dlgebras, escribiremos I'*(C) para denotar la clase de
todos los productos Booleanos con factores en C. Todo producto Booleano
es un producto subdirecto global (folclore), por lo que la Proposicién 8 vale
para productos Booleanos. De hecho la preservacién funciona en ambas di-
recciones para este tipo de descomposicion.

Lema 53 Supongamos A C TI{A; : i € I} es un producto Booleano, y sea
o una DEF. Entonces

AFpes AFpViel.
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Prueba. (=) Supongamos que contrariamente al enunciado hay una DEF
o =Vr1, ...ty 21, ..., 2m /\pj ?) = qj(Z,7)

tal que A F ¢y A;, ¥ ¢, para algin iy € I. Entonces, ya que A;, € H(A),
debe ser que A, I7 U(yp). Por lo tanto existen & € A} y 5,7 € AJ tales que

B#7y

Como A C II{A; : i € I} es subdirecto, hay @ € A" y ¢ € A™ tales que
d(ig) = dy é(ip) = 7. Ademds, como A F ¢, hay un b € A™ que cumple

AE /\ p(@,b) = ¢;(@,b).
Jj=1

Nétese que podemos suponer que b(ig) = 5 (si este no fuera el caso basta
con redefinir (). Sea

B

ﬂ (p;(@, @), 4;(a@, ).

Es claro que U es clopen por lo que aplicando (Bg) m veces podemos obtener
un d € A™ tal que d coincide con & en U,y con ben I — U. Pero entonces
tendriamos que
k
A= N pi(@ d) = ¢;(@,d)
j=1

para d #* g, lo que contradice el hecho de que A F U(p). m

El siguiente resultado es una de las herramientas fundamentales en esta
seccién. Una prueba del mismo puede encontrarse por ejemplo en [5].

Teorema 54 (Bulman-Fleming, Keimel, Werner) 7Toda dlgebra en una
variedad con discriminador es un producto Booleano de factores simples o
triviales.

En combinacién, el Lema 53 y el Teorema 54 producen:

Corolario 55 Sea V una variedad con discriminador. Entonces Vg es de-
terminante para V.
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Se sabe que en una variedad con discriminador V), las dlgebras de Vg son
exactamente las A € V no triviales para las que el término discriminador ¢
satisface (D).

En el estudio del problema de caracterizar las subclases AE de Vg,
podemos aprovechar que las ecuaciones son muy expresivas en un dlgebra
cuasi-primal. Como veremos a continuaciéon, muchas férmulas abiertas son
légicamente equivalentes a ecuaciones en las dlgebras de Vg.

Una férmula de primer orden es abierta si no tiene cuantificadores. Di-
remos que una férmula es ST-abierta si es abierta y ademds es satisfacible
por &lgebras triviales. El siguiente lema es una propiedad conocida de las
variedades con discriminador. El lector puede encontrar una prueba en [21].

Lema 56 Supongamos que V es una variedad con discriminador, y sea O(Z)
una formula ST-abierta en el lenguaje de V. Entonces existen términos p(&)
y q(Z) tales que para cualesquiera A € Vs y a € A™ se tiene que A E O(Q)
sit A F p(d) = q(a).

Definicién 57 Una sentencia V3! (resp. V3!STa) es una sentencia de la
forma

Ve, ., 2321, oy 2m O(Z, 2)

donde O es una formula abierta (resp. ST-abierta), n >0 ym > 1.

La unicidad y existencia de las sentencias V3! y V3!STa, al igual que su
semdntica se definen y denotan de la misma manera que en el caso de las
DEF (veasé Definicién 1). Diremos que una clase de dlgebras C es una clase
V3! (resp. V3!STa) si es axiomatizable con sentencias V3! (resp. ¥3!STa). Una
clase § C C serd una subclase V3! (resp. V3!ISTa) de C si es axiomatizable
relativamente a C con sentencias V3! (resp. V3!STa).

Reuniendo las propiedades que hemos visto tienen las variedades con
discriminador no es dificil probar el siguiente:

Lema 58 (Vaggione) Sea V una variedad con discriminador. Los mapeos

{subclases AE de V} — {subclases V3ASTa de Vs}
C—CnNVg

{subclases VASTa de Vs} — {subclases AE de V}
C— IT%(C)
preservan el orden de la inclusion, y son uno inverso del otro.
Notamos que el lema anterior efectivamente reduce el Problema 3 al

problema de encontrar las subclases V3!STa de Vg.
En algunos casos el Lema 58 vale si reemplazamos V3!STa por V3!
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Lema 59 (Vaggione) Las siguientes condiciones son equivalentes para una
variedad con discriminador V.

(1) Ningin dlgebra no trivial de V tiene una subdlgebra trivial.
(2) Ningin dlgebra no trivial de Vg tiene una subdlgebra trivial.

(3) Existen dos términos unarios 0(w), 1(w) en el lenguaje de V tales que

Vg — {dlgebras triviales} E 1 # 0.

Corolario 60 S una variedad con discriminador V satisface alguna de las
propiedades equivalentes del lema anterior, entonces los Lemas 56 y 58 valen
st reemplazamos Y3!'STa por V3.

1.5.1. Variedades de la Forma V(A) con A Primal

El primer caso que analizaremos es una generalizaciéon del caso de las
algebras de Boole (Teorema 14). La nocién de dlgebra primal fue introducida
por Foster [11], y es una generalizaciéon natural del dlgebra de Boole de dos
elementos.

Un élgebra finita A es primal si para cadan > 0y cada f: A" — A
hay un término s(z1,...,z,) en el lenguaje de A tal que f = sA.

Es claro que si A es primal, tenemos en particular que hay un término ¢
que satisface (D) (i.e. A es cuasiprimal). Por lo tanto V(A) es una variedad
con discriminador. Nétese ademds que A no tiene subdlgebras propias, por
lo que el Lema de Jénsson [14] nos dice que V(A)g = I(A). De estos hechos
se deduce nuestro siguiente resultado.

Teorema 61 Sea A un dlgebra primal. las unicas subclases AE de V(A)
son sus subvariedades A, a saber V(A) y {dlgebras triviales en V(A)}.

1.5.2. Algebras Monddicas

Un dlgebra monddica es un élgebra A = (A; A, V,™,¢,0,1) donde
(A;A,V,7,0,1) es un dlgebra de Boole y ¢ es una operacién unaria en A que
cumple:

c(0) =0
xAc(z) =~z
clxVy) ~c(x)Ve(y)

c(z Ae(y) = clce(z) Acly)).
Por [21], MO es una variedad con discriminador cuyas élgebras simples son

las que satisfacen
o) = 0 ifz=0
11 ifx#£0.
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La siguiente propiedad bésica sobre los automorfismos de un dlgebra mondadi-
ca simple es la herramienta clave en este caso. Si A es un dlgebra cualquiera
y S C A, escribiremos Sg”(S) para denotar la subalgebra de A generada
por S.

Lema 62 Sea A € MOg y sean S,T subconjuntos finitos de A. Si hay
un b € T — Sg™(S) entonces existe un automorfismo f : SgA(SUT) —
SgA(SUT) tal que f(s) = s para todo s € S, y f(b) # b.

Prueba. Como b ¢ SgA(S) debe haber un dtomo a de Sg(S) tal que
bAa#0#DbAa. Sean ay,ay dos dtomos de SgA(SUT) tales que a; < bAa
y as < b A a. Sea X el conjunto formado por los dtomos de Sg(S U T).
Definimos la biyeccién g : X — X por g(a1) = ag, g(az) = a1 y g(x) = =
para los demds elementos de X. Dejamos al lector la verificaciéon de que
el automorfismo f : SgA(SUT) — SgA(S U T) inducido por g tiene las
propiedades deseadas. m

Lema 63 Sea O = O(x1, ..., Tn, Y1, ---, Ym) una formula abierta en el lengua-
je de MO. Si A € MOg es tal que A E VZ3ly O(Z,y), entonces S(A) F
vZ3ly O(Z, 7).

Prueba. Este lema es una consecuencia directa de la siguiente:
Afirmacioén. Si ay,...,an,b1,...,by € A son tales que A F O(d, 5), entonces
bi € SgA({a1,...,an}), para i =1,...,m.
Supongamos por el contrario que A F O(d, 5) vy que hay un
biy & Sg*({a1,...,an}). Sean S = {ay,...,a,} y T = {by, ..., by }. Por el Lema
62 hay un automorfismo f : Sg4(SUT) — SgA(SUT) tal que f(a;) = aj,
para j =1,...n,y f(bi,) # bi,. Como
A E O(a, b) sii Sg (SUT)E O(al, vy Oy D14 o i)
siit - A EO(f(a), ~--,f(an) ( 1), o f(bm))
sii AFEO(ay,...,an, f(b1),..., f(bm))

es claro que A E O(@, f(b1), ..., f(bm)), pero (f(b1), ..., f(bm)) # b arribando
a una contradiccién. m

[ (bm))

Teorema 64 Las subclases AE de MO son exactamente sus subvariedades.

Prueba. Sea C una subclase AE de MO. Por el Lema 58 sabemos que
C = IT*(CNMOg), luego C C V(C N MOg). Ahora, el Lema de Jénsson
[14] nos dice que

V(CNMOg)sr € HSPy(CNMOg);
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y como C N MQOg es una clase de primer orden de formada por dlgebras
simples, y cerrada bajo el operador de clases S (Lema 63), tenemos que

V(C N MOS)S[ =CNMOg.

Por ultimo, obsérvese que V(C N MOg) es una variedad con discriminador,
por lo que el Teorema 54 produce

V(C N MOg) C IT%(C N MOg) =C.

Queremos senalar que la unica propiedad especifica de la variedad MO
que requerimos en la prueba del Teorema 64 es la enunciada en el Lema 62.
Luego este resultado vale en toda variedad con discriminador en la cual vale
el Lema 62.

1.5.3. P-algebras

Sea Lp el lenguaje que resulta de agregar el simbolo de funcién binario
= al lenguaje de los reticulados distributivos acotados. Dada una cadena
C € Dy; definimos

1 siz<
Cc, _ >y
TS { 0 cc.
La variedad P = V({(C,=°) : C es una cadena acotada}) es equivalente a
la variedad de las P-élgebras, definida por Epstein y Horn en [9]. La variedad
P es con discriminador, y su clase de algebras simples es {(C,=C) : C es
una cadena acotada no trivial}.

Lema 65 Sea O(x1,...,Tn, Y1, ..., Ym) una formula abierta en el lenguaje de
P. Supongamos C € Pg es tal que C EVZ3y O(L, ).

(1) Si hay a1,y Qny b1, o b € C tales que algiin b, ¢ {ai,...,an, 1,0} y
C E O(a,b), entonces para toda D € Pg con |D| > |C| se tiene que
D # VZ3ly O(Z, 7).

=,

(2) Si C E O(a,b) implica {by,....,bp} C {a1,...,an, 1,0}, entonces toda
D € Pg finita con |D| < |C| satisface V3§ O(Z,y).

(8) Si C es infinito entonces Ps E VZ3Aly O(Z, 7).

Prueba. (1) Sea S = {aq, ..., an, b1, ..., by, 0, 1}. Renombramos los elementos
de S por ¢y, ..., cp+1 de manera que

O=cp<c <...<cp<cpy1 =1,
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y sea 1 < jo < k tal que ¢j, = b;,. Tomamos S’ = S U {z}, y definimos
S’ € Pg como el dlgebra que tiene universo S’ y satisface

OZCO<...<CjO<.1I<Cj0+1<...<ck+1:1.

Claramente
S'EO(a,by,....bm)

S, E O(Ef, bl, ceey bio—l; Z, bi0+1, ceey bm)
Se sigue que S’ falla la unicidad de VZ3ly O(Z,%), y como S’ se puede
embeber en toda D € Pg con |D| > |C| hemos concluido la prueba del

punto (1).

(2) Sea D € Pg finita tal que |D| < |C|. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que D C C. Sean ay, ...,a, € D; como C F VZ3ly O(Z, ¥)
hay un unico be C™tal que C F O(a, E) Por hipétesis sabemos que be D™,
y luego D F O(a, 5) Obsérvese que hay un tinico be D™ pues hay un tnico
ben C™,

(3) Supongamos C' es infinito. Si hubiera aq, ..., an, b1, ..., by, € C tales
que C F O(d,b), y con b, ¢ {ai, ..., an, 1,0} para algin ig, podriamos repetir
el razonamiento empleado en (1) para obtener S’ € Pg finita la cual falla la
unicidad de VZ3!y O(Z, ). Pero esto producirfa una contradicciéon ya que S’
se pude embeber en C. Luego podemos suponer que C satisface la hipdtesis
del punto (2), y por lo tanto cada D € Pg finita satisface Y23y O(Z, ).
Claramente esto dice que Pg E VZ3ly O(Z, ). m
Lema 66 Las subclases AE de Ps son: 0, Ps, y las clases

Com =1(2,...,m;n+m), 2<n,0<m.
Prueba. La sentencia

Va1, e Tnr13W1, oo Um (@1 < oo < Tpp1r Ay1 < oo < Ym A /\yZ # xj)V
Z7-]
(—|($1 <. < wn+1) A /\yi = xl)
(2

es un axioma de Cy, , relativo a Pg, cuando 2 < n y 1 < m. Ademsds, la
sentencia
V:L‘l, ceey Tn4-1 \/ €T; = aij
i#j

es un axioma para C, g relativo a Psg.

Veamos que éstas son todas las subclases AE de Pg. Sea ¢ = VZ3ly O(Z, j),
con O cualquier férmula abierta. Si hay &dlgebras finitas arbitrariamente
grandes en PsN M od(y) entonces ¢ tiene un modelo infinito en Pg, y (3) del
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Lema 65 nos dice que Pg E ¢. Supongamos entonces que hay una mayor dlge-
bra finita en PsNMod(p), digamos k. Sea n € PsNMod(p) la que sigue a k
en tamano. Noétese que como k F ¢ necesariamente n y O deben satisfacer las
hipétesis del punto (2) del Lema 65. Luego Mod(p) NPs = I({1,...,n,k}).
|

1.6. Interseccién de Subalgebras

Una clase de édlgebras C se dice cerrada bajo interseccion de subdlgebras
si para cualesquiera B, A1, Ay € C

A1, A€ S(B)y A1 N Ag # () implica A; N Ag €C.

Sea A un dlgebra cualquiera y supongamos C C S(A). Es un ejercicio de
rutina verificar que si C es axiomatizable por sentencias V3! relativamente
a S(A), entonces es cerrada bajo interseccién de subdlgebras. El teorema
principal de esta seccién dice que bajo ciertas hipétesis la reciproca vale.

Si A es un dlgebra escribiremos Aut(A) para denotar el conjunto formado
por los automorfismos de A.

Teorema 67 Sea A un dlgebra cuasiprimal sin subdlgebras triviales. Fn-
tonces son equivalentes:

(1) Toda subclase de S(A) cerrada bajo interseccion de subdlgebras es axio-
matizable por sentencias ¥Y3! relativamente a S(A).

(2) Las siguientes condiciones valen en A.

(2a) No hay dos subdlgebras isomorfas distintas de A.

(2b) SiB <Ay f,gec Aut(B) son tales que f(b) = g(b), para algin
b € B, entonces f = g.

Prueba. (1)=-(2). Como para cada S < A tenemos que {S} es una subclase
V3! de C se sigue que no puede haber una subalgebra de A isomorfa a S mas
alld de S misma. Esto prueba (2a). En lugar de probar (2b) daremos una
prueba de la siguiente condicién equivalente.

(2b) Si B < A y f € Aut(B) son tales que f(b) = b, para algin b € B,
entonces f = 1idp.

Sean B < Ay f € Aut(B). Definimos F' = {b € B : f(b) = b}.
Supongamos F' # (), y sea F la subélgebra de B cuyo universoes F. SiF # B
existe una sentencia V3!, digamos ¢, tal que B E ¢ y F & . Obsérvese que
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F E U(y), por lo cual hay un @ = (a1, ...,a,) € F™ tal que [¢]|B(a) ¢ F™
(Lema 5). Sea j € {1,...,m} tal que [cp]?(c‘i) ¢ F. Pero entonces

FUeIF(@) = [2I} (f(ar), oy flan)) = [} (@),

y esto dice que [@]}3(&’) € F, lo cual no es posible. Por lo tanto debe ser que

F=B,ic. f=idp.
(2)=-(1). Sea A un &lgebra cuasiprimal sin subdlgebras triviales, y que satis-
face las condiciones (2a) y (2b). Supondremos que A = {1,2,...,n}.

Afirmacién 1 Sea S < A. Supongamos S = {si1,...,8}, con $1 < -+ <
skg. Hay una féormula abierta Og(z1,...,x) tal que A F Os(aq,...,ax) si
(a1, ...,ak) € {(v(s1), -, v(sk)) 1 v € Aut(S)}.

Nétese que si L es el lenguaje de A, hay un Ly C £ finito tal que el reducto
Ap de A a Ly tiene exactamente los mismos subuniversos y automorfismos
internos que A. Sea S < A y sea Sg el reducto de S a Ly. Es un ejercicio
de rutina el construir una férmula abierta Og, que cumpla

Ao F Os,(ai,...,ar) < (a1, ...,ar) € {(7(s51), ..., v(sk)) : v € Aut(So)}.

Por dltimo obsérvese que por nuestra eleccién de Ly podemos tomar Og =
Os
0

Afirmacién 2 Sea S < M < A. Supongamos S = {s1,...,8x}, M = SU
{my, ...y}, s1 < -+ < s ymy < --- < my. Hay una férmula abierta
P M(T1, -, Thy Y1, -, Y1) con las siguientes propiedades.

(a) Si AF ¢gn(ar, ..., ag, b, ..., by) entonces

(b1, ...,b01) € {(f(ma),...,f(my)): fe€Aut(M)} y
(a1,.;ax) € {(v(s1),-.,7(sk)) : v € Aut(S)}.

(b) Para cada (a1, ...,ax) € {(v(s1),..,7(sk)) : v € Aut(S)} hay un dnico
be M tal que A E s m(a1, s ag, b, .., by).

Para s € S sea og(s) = {7(s) : v € Aut(S)}, y andlogamente para m € M
definimos ong(m) = {f(s) : f € Aut(S)}. Noétese que si f € Aut(M), por
(2a), tenemos que f(S) = S. De esto se obtiene que om(s) C os(s) para
todo s € S. Si om(s1) & os(s1) elegimos un to € og(s1) — om(s1). Es claro
que onm(s1) Uom(t2) C os(s1) y que om(s1) Nom(t2) = 0. Nuevamente, si
om(s1)Uom(t2) & os(s1) elegimos un t3 € og(s1)— (om(s1)Uom(t2)). Nétese
que onm(s1) U om(t2) U om(ts) es una unién disjunta contenida en og(si).
Si repetimos este proceso hasta agotar los elementos de og(s1) obtenemos
to, ..., t, € 0g(s1) tales que

om(s1) Uom(te) U---Uom(t,) = og(s1),
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y los conjuntos del lado izquierdo de esta igualdad son disjuntos de a pares.
Ya que ta,...,t, € og(s1), existen vy, ...,7y, € Aut(S) tales que v;(s1) = t;,
para j = 2,...,r. Si denotamos con 7, la identidad en .S tenemos que

os(s1) = om(71(s1)) Uom(y2(s1)) U+ Uom(v,(s1)),

oM (7;(s1)) Nom(v,(s1)) #0 =i =j.
Para j = 1,...,r sea g; la permutacién de {1,...,k} definida por g;(z) =y
sii v;(sz) = sy. Sea O(z1, ..., T, Y1, ..., Y1) una formula abierta tal que A F
O(al, ceey Ak bl, ceey bl) sii

(@1, ey b1y -y by) € {(f(S1)s ooy f(SK), f(M1), .., f(my)) = f € Aut(M)}.

La prueba de que una tal férmula O existe es dejada al lector, ya que es
muy similar a la prueba de la Afirmacién 1. Definimos

n

qﬁst(a:l, s Ty YLy ooy Y1) = \/IO(xgjl(l), ...,scg;1(k),y1, oy Yi)-
J:

Comprobaremos a continuacién que esta férmula satisface (a) y (b).
Supongamos A F ¢g np(ai, .., ag, b1, ..., by). Entonces

A. ': O(a/gj—l(l)7 ...,agj—l(k)7 b]_, “eey bl)
para algin j, lo cual nos dice que existe f € Aut(M) tal que
(a’g;l(l)v ""ag;l(k)7 blv ooy bl) = (f(sl)v ey f(Sk)7 f(ml)v ey f(ml))

Luego ag;1(y) = f(sy), paray =1,...k, y asf a; = f(sgj(x)) = f(’yj(:c)), para
r=1,..,k Como fo~y; € Aut(S), sabemos que ¢g g satisface (a).
Sea (a1, ...,ar) € {(v(s1),...,v(sk)) : v € Aut(S)}. Ya que a1 € os(s1), debe
haber un jo tal que a1 € om(v;,(s1)). Luego tenemos un g € Aut(M) tal
que g(7,,(s1)) = a1, lo cual en combinacién con (2b) nos dice que

(a1, ar) = (9(7jo(51)), -+ 9 (7o (8K)))-
Obsérvese que A1y = g(’yjo(sg;(y))) = g(sy), para y = 1,..., k. Se sigue

que si tomamos b = (g(my1), ..., g(my)), entonces
(agjz)l(l)7 ceey agj*()l(k)a bla cey bl) = (9(51)7 ---,g(Sk); g(m1)> 7g(ml))

y AF ¢gmlat, ..., ax, b, ..., b). Nos resta ver que este b es tinico. Suponga-
mos que ¢ € Al es tal que A F ¢sm(@,¢). Si repetimos el razonamiento
empleado en la prueba de (a) obtenemos un j y un f € Aut(M) que cumplen

(676} = (f(’}/j(sl))v "'7f(7j(5k))af(ml)7 ) f(ml))
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Ahora, como f(v;(s1)) = g(7;,(s1)), se sigue que

f(vj(s1)) € om(vj,(s1)) Nom(7;(s1))
y por lo tanto j = jo. Aplicando la condicién (2b), f(v,,(s1)) = g(7;,(51))
implica f = g;ie. = b. Esto concluye la prueba de la Afirmacién 2.

Fijamos ahora una clase C C S(A), cerrada bajo interseccién de subdlgebras.
Construiremos un conjunto ¢ de sentencias V3! que cumpla
Mod(3¢) N S(A) =C.
Para cada S € S(C) definimos:
Min(S)={M € C:S <My no existe N € C tal que S <N < M}.

Notamos que, al ser C cerrada bajo interseccién de subalgebras, Min(S) # ()
para toda S € S(C).

Afirmacién 3 Para cada S € S(C) —C hay una sentencia V3!, llamémosla
g, tal que

Mod(pg) NS(A) = {B e S(A):S £ B o |SB)N Min(S)| =1}. (%)

Supongamos S = {sy, ..., St }, donde s; < - -+ < s. Recordamos que |A| = n.
Definimos las férmulas abiertas a1, ..., Tr, Y1, ooy Yn) ¥ B(T1, ooy Thy Y1y -y Yn)
por:

n
(&) = =0s(&) A J\ yj = m1
j=1

n

BE G =\ s Mm@yt ) A\ yi=a

MeMin(S) j=|M|—k+1

(Os es la férmula dada por la Afirmacién 1.) Definimos

¥Ys = Vf]?l, "'7$k3!y17 AL yna(fa :17) \ 6(f7 :17)

Veremos que g satisface la propiedad deseada. Comenzamos por la inclusién
C de (*). Sea B € Mod(pg) N S(A), y supongamos S < B. Como § =
(s1,...,s5) € B¥ y B E Og(5), debe haber un b = (b1, ...,b,) € B™ tal que
B F 3(s, l_{) Luego hay un édlgebra My € Min(S) tal que

n

J=|Mo|—k+1

Notamos que de (a) de la Afirmacién 2 se desprende que My < B. Suponga-
mos que hay un dlgebra M € S(B) N Min(S) — {Mp}. Entonces, por
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la Afirmacién 2, existe (ci1,...,cjp—k) € MIM-F C BIMI=k tal que B E
bsm(3; 1, .o, ¢ar|—1). Pero entonces B F (5, c1, .., € ps|—ks 515 -+, 81), ¥ CO-
mo M — S = {c1,...,cipr—k} ¥y Mo — S = {b1, ..., bjagy|—k }, podemos concluir
que (C1y vy QM |—s S15 -+ S1) 7 b. Esto contradice el hecho de que B E U(epg),
luego debe ser que S(B) N Min(S) = {Mo}.

Veamos ahora que vale la inclusién O de (*). Sea B € S(A). Es claro que
si S £ B, entonces B F ¢g, asf es que supondremos que S(B) N Min(S) =
{Mo}. Sea @ = (ay, ...,ax) € B*. Si

@ ¢ {(v(s1),,7(sx)) - v € Aut(S)}

la Afirmacién 1 nos dice que B F =Og(d), y de la Afirmacién 2 sigue no hay
¢ € B" para el cual B E 3(ad, ). Por lo tanto (aj,...,a1) es el tinico § € B"
tal que B F «(d, y) V 5(d, ). Veamos que sucede si hay 7, € Aut(S) tal que

(@1, ey 1) = (o(51)s s Yol 8)).

En este caso, por las Afirmaciones 1 y 2, tenemos que B F «(ad, §) para todo
yeB"y

n

BV ¢sm(@yr,ypr-u) A N\ wi=an,
J=IM|=k+1

para todo M € Min(S) — {My} y todo ¢ € B"™. Ademas, por (b) de la Afir-
macién 2, sabemos que hay un tnico (b1, ..., bjag|—x) € M(|)M°|_k C BIMol-k
tal que B F ég n, (@, b1, .., bjagy|—k)- De estos hechos podemos concluir que

—

(b15 -5 b|asp|—k> @1, -+, @1) es el inico § € B" para el cual B F a(d, %)V 3(d, %)
Por lo tanto B F ¢g. Con esto hemos finalizado la prueba de la Afirmacién
3.

Afirmacién 4 Hay un conjunto finito de identidades I'gc) tal que
MOd(Fs(C)) N S(A) = S(C)

La prueba de la Afirmacién 4 es dejada al lector.

Sea
Ye = Fs(c) U{pg:S e S(C)—C}.

Afirmacién 5 Mod(X¢) N S(A) =C.
En virtud las Afirmaciones 3 y 4 tenemos que

Mod(Sc)nS(A)= () {BeS(C):S£Bo |S(B)NMin(S)| =1},
ses(c)—¢
Probaremos entonces que

C= () {BeS(C):S£Bo |S(B)NMin(S) =1}
ses(c)-¢
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() SeaBeCyseaS e (S(C)—C)nSB). Como B € C sabemos que
S(B)NMin(S) # (0. Sean M, M’ € S(B)NMin(S). Yaque ) # MNM' C B,
y C es cerrada bajo interseccién de subdlgebras, tenemos que M N M’ € C.
Luego, de la definicién de Min(S) obtenemos M = M.

(2) Sea

Boc () {BeS(C):S£Bo |S(B)NMin(S) =1}
Ses(c)—C

Si Bp € S(C) — C entonces |S(Bg) N Min(Bpy)| = 1. Asi que si tomamos
M € S(Bo)NMin(Bg) tenemos que By C M C By, por lo que By =M € C.
|

El Teorema 67 en combinacién con el Lema 58 producen:

Corolario 68 Sea A un dlgebra cuasiprimal sin subdlgebras triviales, y que
satisface las condiciones (2a) y (2b) del Teorema 67. Entonces C C V(A) es
algebraicamente extensible sii C es cerrada bajo interseccion de subdlgebras,
bajo la formacion de productos Booleanos y bajo isomorfismos.

Una aplicacién inmediata del corolario anterior es la caracterizacién de
las subclases AE de una variedad generada por un &lgebra semiprimal sin
subédlgebras triviales.

Definicién 69 (Foster y Pixley [10]) Un dlgebra A se dice semiprimal
si es cuasiprimal y satisface:

(S1) No hay dos subdlgebras isomorfas distintas de A.

(S2) Ninguna subdlgebra de A tiene un automorfismo distinto de la identi-
dad.

Como ejemplo de dlgebra semiprimal tenemos el dlgebra de Lukasievicz
simple de orden n, la cual denotaremos con L,, (véase [21] para una defini-
cién). Aplicando los resultados de esta seccién calculamos las subclases AE
de V(L,) para n igual 4, 5 y 6. En la Figura 1.8 puede verse el reticulado
que forman las subclases AE de V(Lg) con el orden de la inclusién. Dejamos
los detalles al lector.
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Figura 1.8: Subclases AE de V(Lg)



CAPITULO 2
MS-4lgebras

Presentamos en este capitulo dos resultados obtenidos como aplicaciones
de la representacién global en la variedad de las MS-dlgebras. El primero
es una caracterizacién andloga al célebre resultado de L. Nachbin [17] para
reticulados distributivos. El segundo es un resultado acerca de la descomposi-
cién de sistemas de congruencias en MS-dlgebras con esqueleto permutable.

Un algebra (A, A, V,—,0,1) es una MS-dlgebra si (A, A, V,0,1) es un reti-
culado distributivo acotado, y — es una operacién unaria en A que satisface:

(zAy)=TVYy
(zVy) =TAY
r<T
1=0.

Escribiremos MS para denotar la variedad de las MS-dlgebras. Un dlgebra
A € MS es un dlgebra de de Morgan si satisface la identidad T = z.
Con M denotaremos la variedad de las dlgebras de de Morgan. Para mayor
informacion acerca de las MS-dlgebras véase por ejemplo [4].

Haremos uso de la dualidad de Priestley para MS-dlgebras. Daremos aqui
un breve resumen de las propiedades de esta dualidad, los detalles pueden
consultarse en [4]. Utilizaremos la misma notacién que la introducida en la
Seccién 1.4, es decir (X (A), ga) serd el dual de una MS-dlgebra A. El poset
X(A), la funcién ga, los conjuntos o(a) y la topologia 7 se definen de la
misma manera que en la Seccién 1.4. La funcién ga es continua (respecto
de 7) y tiene las siguientes propiedades:

gA invierte orden

p C ga(ga(p)) para todo p € X(A).

92
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Sea
F={FCX(A): Fescerradoen (X(A),7)y ga(F) = F}.

Nétese que F es cerrado bajo intersecciones arbitrarias, y por lo tanto es un
reticulado respecto del orden de la inclusién. Un subconjunto F' de X (A)
pertenece a F sii F = F9 U ga(FY) U g4 (FY), donde F es la clausura

topoldgica de F' en (X (A), 7). Denotaremos con F a FUga (F)Ug3 (FY).
El mapeo

F — Con(A)
F — 0p={(z,y):0(x)NF=0(y)NF}

es un anti-isomorfismo de reticulados, cuya inversa estd dada por
0 — F(0) ={p e X(A) : para cada (z,y) € 0, x € psii y € p}.

Sea A € MS. Diremos que un elemento z € A es central si zVZ =
1. Los elementos centrales de A estdn identificados naturalmente con las
congruencias factor de A. Dados x,y € A escribiremos z < y para denotar
el mayor central u € A que cumple u A x = u Ay, si un tal u existe. Con
|z] denotaremos el mayor central v € A tal que v < x, siempre que haya un
tal v. Cabe notar que si A es finito tanto z < y como |z | existen para todo
x,y € A.

Obsérvese que para toda dlgebra directamente indescomponible, y en
particular para los elementos de MSg, los tinicos elementos centrales son 0
y 1. Luego en estas MS-dlgebras < es el test de igualdad, y |z] es la funcién
que vale 1 si x =1, y 0 para toda otra entrada.

2.1. Representaciones Globales

En esta seccién calculamos, para las variedades M y MS, clases de
factores con la propiedad de que cada dlgebra en la variedad puede repre-
sentarse como producto subdirecto global con factores en estas clases. Estas
clases ya habian sido calculadas, en [12] para M y en [13] para MS, pero
en ambos trabajos las clases encontradas son incompletas.

2.1.1. Representaciéon Global en MS

Sea K la MS-dlgebra en la Figura 2.1. La Figura 2.2 describe el dual de
K.
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Figura 2.1: K

g(g(v))
/ o
g(v)
v
u ./.

Figura 2.2: Dual de K

Teorema 70 Toda dlgebra en MS es un producto subdirecto global con fac-
tores en I1S(K).

Prueba. Veremos primero que

IS(K) ={A € MS: X(A) = {p,q}, p,q € X(A), p < ¢}.

Sea A € MS, y sean p,q € X(A) tales que X(A) = {p,q} v p < q. Nétese
que
{p.a} = {p, 0, 9a(0), 9a(2), 94 (1), 94 (@) }.

Definimos f : X(K) — X(A) por
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fu)=p, f(v) =
flgx(u)) = ga(p)
flgx(v)) = ga(q)
fgi(u)) = g (p)
floi(v) = ga (@)

Como f es un morfismo de (X (K), gk) sobre (X(A), ga ), induce através de
la dualidad un embedding de A en K. Luego

IS(K) 2 {A € MS: X(A) = {p,q}, p,q € X(A), p < q}.

Tomemos ahora A € IS(K) y sea h un embedding de A en K. La funcién f :
X(K) — X(A), definida por f(r) = h=1(r) es un morfismo de (X (K), gk)
sobre (X (A), ga). Es fécil verificar que entonces X (A) = {f(u), f(v)}. Por
lo tanto

IS(K) C{A e MS: X(A)={p.q}, p,a € X(A), p<q}.

Ahora, por [13], cada algebra en MS es isomorfa un producto subdirecto
global con factores en

ISP,({A € MS: X(A) ={p.q}, p < q}) = ISP,(IS(K)) = IS(K).

Con la ayuda de una computadora calculamos todas las subédlgebras de
K. Hay 97 de ellas salvo isomorfismos.

2.1.2. Representacién Global en M

Denotaremos con M al dlgebra de de Morgan en la Figura 2.3. Las Figu-
ras 2.4 a 2.10 muestran todas las subdlgebras de M (salvo isomorfismos).
Las &lgebras 2, 3 y S son las unicas subdlgebras permutables de M. Es
interesante notar que Mg = 1(2,3,8S).

Figura 2.3: M
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<Or

Figura 2.4: S Figura 2.5: 3 Figura 2.6: 2

& K

Figura 2.7: E Figura 2.8: D Figura 2.9: 5 Figura 2.10: 4

Teorema 71 Toda dlgebra de M es un producto subdirecto global con fac-
tores en 1S(M).

Prueba. Esta demostracién es andloga a la del Teorema 70, por lo que la
dejamos al lector. m

2.2. Caracterizacion de las MS-dlgebras Permuta-
bles

Antes de poder caracterizar las MS-dlgebras permutables serd necesario
primero caracterizar las algebras permutables en la variedad M.

Lema 72 Sea A € M. Son equivalentes:
(1) A es de congruencias permutables.
(2) x <y existe para todo x,y € A, y A satisface
Ve (r<0) V(e l)V(eeT) =1.
(3) HA)Nn{M,4,5,D,E} = 0.

(4) A es un producto subdirecto global con factores simples.
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(5) Sip,q son filtros primos de A tales que p & q, entonces g(p) = q.
(6) A satisface la DEF

(7) |x| existe para todo x € A, y A satisface

Ve x = |x] V(zAT).

(8) A satisface la DEF

Yo = Vr,yAz (2> AYATAY, 2VVYy>TAT,
2VNIVY>ax ANy, zAx=zAyzVZ=1).

Prueba. La equivalencia de los puntos (1),(2),(3) y (4) fue probada en
[12]'. La prueba de (1)<>(5) se encuentra en [1]. Las implicaciones (4)=>(6)
y (4)=-(8) se deducen de la Proposicién 8.

Como E(p| |) v E(ps) son sentencias positivas se preservan por imé-
genes y homomoérficas, y como ninguna de las dlgebras en {M, 4,5 D, E}
satisface E(p| |) ni E(p ), siguen (6)=3 y (8)=(3).

Veamos que vale (7)=(6). Observamos que (7) implica A F E(p| |).
Luego, como Mgy F U(p| |), tenemos que A F U(yp| ).

Para finalizar probaremos (4)=(7). Sea {A; : i € I} C Mg tales que
A C {A; : i € I} es un producto subdirecto global de. Tomamos a € A.
Notamos que

I —E(a,1) = E(a,0) U E(a,a),

por lo que I — E(a,1) es abierto en la topologia de los ecualizadores. Por
(G2) de la Definicién 7 existe un z € A tal que E(z,1) O E(a,1) y E(2,0) 2
I — E(a,1). Es fécil ver que z = |a]. Ademds, ya que para todo i € I en A;
se cumple

a(i) = 2(i) V (a(i) Aa(i)),

podemos concluir que a =z V (a AG@). &

Es interesante notar que en las dlgebras de de Morgan permutables las
DEFs ¢, y ¢| | definen las operaciones < y | | respectivamente. Le., si

9

A € M es de congruencias permutables entonces [p.]A ="y [ch J]A =
]

Para A € MS escribiremos Sk(A) para denotar el esqueleto de A, es
decir Sk(A) = {T : © € A}. Es claro que Sk(A) es un subuniverso de A; con

!Observamos que en [12] el slgebra E fue omitida en la clase de factores globales. Sin
embargo las pruebas siguen siendo vélidas en ese trabajo.
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Sk(A) denotaremos la subdlgebra de A cuyo universo es Sk(A). Es sabido
que Sk(A) es la mayor subdlgebra de A la cual es un édlgebra de de Morgan.

Nos seré de utilidad encontrar la clase de subdlgebras de K con esqueleto
permutable (recordamos que K es el dlgebra en la Figura 2.1). Para este
propdsito necesitamos introducir las MS-dlgebras N1 y Na, representadas
con sus duales en las figuras a continuacién.

Figura 2.11: N; Figura 2.13: Ny
9(9(s))=9(4(t))
9(D)=g(9(m))
Y YORT
9(m)=9(g(1))
l s
Figura 2.12: Dual de N; Figura 2.14: Dual de N»

Lema 73 {A € IS(K) : Sk(A) es de congruencias permutables} = IS(IN1)U
IS(Ny)

Prueba. (C) Sea A € IS5(K) tal que Sk(A) es permutable. Por la prueba
del Teorema 70 sabemos que existen p,q € X (A) tales que p C gy X(A) =
{p, ¢}. Analizaremos dos casos.

Caso ga(p) = ga(q). Sea f: X(N;j) — X (A)definida por:
f(s)=p, f(t) =q
flgn, (s)) = ga(p)
flom, () = galq)
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F(g%,(5)) = ga ()

Flo%, () = ga(9)

Como g% (p) = g4 (¢) tenemos que f es un morfismo de (X (Ny), gn,) sobre
(X(A), ga). Este morfismo induce dualmente un embedding de A en Nj.

Caso ga(q) S ga(p)- Ya que X(Sk(A)) = {ga(r) : 7 € X(A)}, el punto (5)
del Lema 72 nos dice que g3 (¢) = ga(p). Luego, como g3 = ga, sabemos
que ga(p) = ga(q). Podemos proceder ahora como en el caso de arriba
definiendo un morfismo de (X (N3), gn,) sobre (X(A), ga).

(D) Esta inclusién se prueba de la misma manera que en la prueba del
Teorema 70. m

El dltimo paso antes de poder presentar nuestro teorema de caracteriza-
cién de las MS-dlgebras permutables es listar todas las subédlgebras no per-
mutables de Ny y Na. Las subdlgebras no permutables de Ny son Ni, N2,
N3, N‘l1 y N3. Estas dlgebras pueden verse en las Figuras 2.15 a 2.19. Nota-
mos ademds que la tnica subédlgebra propia de N que no es permutable es
isomorfa a Nj.

Figura 2.15: N} Figura 2.16: N? Figura 2.17: N3

Figura 2.18: N} Figura 2.19: N?
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Teorema 74 (Campercholi y Vaggione) Sea A € MS. Son equivalentes:

(1) A es de congruencias permutables.

(2) Sk(A) es de congruencias permutables y cada intervalo de la forma
[y, 7] es Booleano.

(8) A satisface las DEF's

oo = Va,ydlz 2>TAYGATAY, 2VIVY>TAT,
2NIVY>TAY, 2AT=2AT, 2VZ=1
pe = Vavydlz (@Vy) APVz=T, (@Vy) A Az=y

(4) Sip,q son filtros primos de A y p & q entonces g*(p) = q o g*(p) =
9(q) & q.

(5) H(A)n{M, 4,5,D,E,N;,N}, N? N3 N, N3, Ny} = 0.
(6) A es un producto subdirecto global con factores en MSgr.

Prueba. (1)=-(2). Nétese que Sk(A) es un cociente de A, y por lo tanto
debe ser permutable. Sean y € A 'y 2 € [y,7]. Ya que

6(y7 Z) - 9Lat<y7 Z) \ eLat(yu z) \ 9Lat(§7 5)7

comoy =Zeqy = z, es claro que 0(y,2) = Oru(y,2). De igual manera
podemos probar que 0(2,7) = 0r4:(2,7). Como A es permutable e

(yaﬁ) € eLat(Z',E) \ eLat(yv Z)?

hay un z en A tal que (y,2) € 0rat(2,7) v (2,7) € Ora(y, 2). Utilizando las
ecuaciones usuales que definen las congruencias principales en los reticulados
distributivos se ve que z es el complemento de z en [y, 7.

(2)=(3). Obsérvese que A F ¢g; siy solo Sk(A) F ¢.,. Aplicando el Lema
72 obtenemos que A satisface ¢gy,.

(3)=(4). Sean p & q filtros primos de A. Veremos primero que g*(p) C gq.
Supongamos contrariamente que hay un elemento a € g?(p) —q. Sea b € ¢—p
y tomemos ¢ como el complemento de (bV a) A@ en el intervalo [a, @]. Nétese
que @ € py que (bVa)Aa ¢ p. De esto obtenemos que ¢ € p (pues
a=cV((bVa)Aa)),y por lo tanto c € q. Pero de esto deducimos que

a=((bVa) NaAcEq,

lo cual es una contradiccion.
Ahora, si g%(p) = q es claro que vale (4), por lo cual podemos suponer
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que g?(p) # q. Como p & ¢ tenemos que g(q) C g(p), y no es posible
que g(q) = g(p) pues sino ¢?(q) = g*(p) € ¢. Asi es que necesariamente
9(q) & g(p). Nétese que A F g, sii Sk(A) F ¢.,. Luego por el Lema
72 resulta que Sk(A) es permutable. Sabemos que el dual de Sk(A) es
({g(r) : 7 € X(A)},g), por lo que (5) del Lema 72 produce g%(p) = g(q).

(4)=-(1). Para comprobar que A es permutable basta con ver que las congru-
encias compactas de A permutan. Sean 6,0 € Con(A) compactas. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que 6 Nd = A (si A satisface la condi-
cién sobre sus filtros primos enunciada en (4) entonces A /(6 N ) también,
y si 0/(0N6)y /(0 NJ) permutan, entonces  y 6 permutan). Fijamos
(a,b) € 0V 4. Veremos hay un ¢ € A tal que (a,c¢) € 8y (¢,b) € 6. Nétese
que como 6, son compactas, Yy y Y5 son clopens de X (A). Luego

U= (Ypno(a)U(YsNo(b))

es clopen. Probaremos que U es creciente. Sean p € YgNo(a) y g € X(A)
tales que p & ¢. Como # N = A tenemos Yy UYs = X(A). Siqg € Yy es
claro que ¢ € U, por lo cual consideraremos el case en que g ¢ Yp. Nétese
quie g € Yy, y ademds que g # 62(p) pues g2(p) € g2(Yp) C Y. Luego (4) nos
dice que g*(p) = g(q) & ¢- Como

3*(p) €YynYsno(a) =YyNYsNa(b)

necesariamente b € ¢, y por lo tanto g € YsNo(b) C U. Por ser U un clopen
creciente hay un ¢ € A tal que U = o(c). Una corta verificacién muestra que
YonU =YyNo(a)y YsNU = YsNo(b). De esto se desprende de manera
inmediata que c es el elemento buscado.

(1)=(5). En primer lugar nétese que la propiedad de ser permutable es
preservada por imagenes homomérficas. Ahora, las dlgebrasen {M, 4,5, D, E}
son dlgebras de de Morgan no permutables (podemos aplicar el Lema 72 para
verificar esto). Ademds todas las algebras en {N71, N1, N2 N3 N%, N3, Ny}
tienen un elemento z con [z,Z] no Booleano. Entonces por la implicacién
(1)=-(2) de esta prueba, no son permutables.

(5)=(3). Necesitaremos probar primero que si A € I.5(K) no es permutable
entonces necesariamente tiene una imagen homomorfica en

{M, 4,5,D,E,Ny,N7, N7, N$, Ni, N, N, }.

Supongamos entonces que A € IS(K) no es permutable. Por (1)=-(2) de
este Teorema sabemos que o bien Sk(A) no es permutable o que hay un
z € A tal que [z,T] no es complementado. Si Sk(A) no es permutable,
por el Lema 72, Sk(A) tiene una imagen homomorfica en {M, 4,5, D, E}.
Ademés, como Sk(A) € H(A), podemos concluir que

H(A)N{M,4,5,D,E} # 0.
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Consideremos ahora el caso en que Sk(A) es permutable. Por el Corolario
73, tenemos A € IS(N;) U IS(N2). Sabemos ademds que A debe con-
tener un z tal que [z,Z] no es complementado. Es fécil ver que el conjunto
{N1, N} N2 N3 Nf N3 Ny} contiene todas las subdlgebras de Ny o Ny
que contienen un tal z.

Supongamos ahora que A satisface (5). Entonces, nuestra conclusién an-
terior mas el Teorema 70 dicen que A es un producto subdirecto global con
factores permutables. Por (1)=(3), estos factores satisfacenypg, A ¢, lo cual
via la Proposicién 8 implica que A F @g;. A ..

(1)=(6). Al ser MSgsr una clase universal (para una descripcién de MSgry
véase [4]), la prueba de esta implicacién es inmediata de [18].

(6)=-(3). Todos los miembros de MSg son permutables (esto puede verifi-
carse aplicando (2) de este teorema por ejemplo). Luego por (1)=(3) tene-
mos que MSgr F ¢gp. N ¢, v aplicando la Proposicién 8 obtenemos que
AF pg. Np.. 1

2.3. La Variedad de las MS-algebras Permutables

En la Seccién 1.4.3 del Capitulo I vimos que cuando una subclase AE
de una variedad es cerrada bajo cocientes puede ser presentada como una
varie-
dad de un lenguaje expandido. Este es el caso de la clase de las MS-dlgebras
permutables. El Teorema 74 nos dice que una MS-dlgebra es permutable si
y solo si satisface las DEFs ¢g,. v .. Luego, si A € MS es permutable
podemos definir dos nuevas operaciones en A, a saber [pg]® v [po]*. Serd
conveniente utilizar una notacién més sugestiva para estas funciones, asi es
que las denotaremos con <, y ¢ respectivamente. Es claro que la funcién c,
una vez fijada su segunda entrada en un valor arbitrario y, es la operacién
complemento en el intervalo [y,7], i.e.

c(z,y) = complemento de (z Vy) A7 en el intervalo [y, 7].

La funcién <4 extiende a la operacién < de Sk(A). En efecto, por el Teo-
rema 74 tenemos que Sk(A) es permutable, y entonces del Teorema 72 se
sigue que < estd definida en Sk(A). Decimos que <4 es una extensién pues
para x,y € A vale que

T >,y = mayor central z € A tal que TAz =T A 2.

Sea L s, el lenguaje que resulta de agregar al lenguaje de M dos nuevos
simbolos de funcién binarios: <, y ¢. Definimos la siguiente clase de modelos
de Lmsp:

MSp = {(A, [pg)®, [pe]®) : A € MS, A es permutable}.
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Proposiciéon 75 La clase MSp es una variedad, axiomatizable por:
ariomas para MS
TS, YS>TAYAT

AVARAVARRS

Prueba. Es claro que MSp satisface estas identidades. Sea A € MS y
supongamos f y g son dos operaciones binarias en A tales que (A, f,g)
satisface los axiomas del enunciado. Es claro que A F E(pg) N E(pg)-
Ademds, como cada dlgebra en MSg; es permutable, por (3) del Teorema
74, sabemos que MSgr F pgi A @e. En particular MSsr F U(pgr) AU (@),
y esto implica que A F U(pg,) AU(pe). ®

Una propiedad agradable que tiene toda variedad construida a partir de
una clase AE de esta forma es que los reticulados de congruencias de las
dlgebras expandidas coinciden con los reticulados de congruencias originales
((3) del Lema 5). En particular esto nos dice que las dlgebras subdirecta-
mente irreducibles de la nueva variedad son exactamente las expansiones de
las miembros subdirectamente irreducibles de la variedad original. I.e., en
nuestro caso tenemos

(MSp)sr = {(A, [ps®, [0c]?) - A € MS}.

Una variedad V es de congruencias permutables sii tiene un término de
Mal’cev [16]. Es decir un término p(z,y, z) tal que

VEp(z,z,y) = ply,z,z) = y.

En nuestro préximo resultado encontramos un término de Mal’cev para la
variedad MSp.

Proposicién 76 Definimos los términos B(x,y, z), p1(z,y, 2), po(z,y,2) y
p(x,y, z) de la siguiente manera:

B=(c(z,2) AN(yVz)AZ)V(c(y,z) A(zV2)AZ)

p = (Blz,y,x AN\yAz)ANz)V (B(z,z,c AyAz)ANy)V (B(y,z,c ANy Az) A x)
pr=(F s Y A2) V(T :2)Ay) V(T s Z) A1)

0= (p1(5,9,2) A (T 4 1) AT 4 )V (pa,9,2) AT B3 TN AT B9 7).

Entonces p es un término de Mal’cev para MSp.
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Prueba. Es claro que basta con probar que p es un término de Mal’cev
para las dlgebras en (MSp)sr = {(A,<5,¢) : A € MSgr}. Para todas
estas dlgebras

Z si(yVz)AZ=(xV2)AZ
z caso contrario,

B = {

ya que todos los intervalos de la forma [z, Z] tienen a lo sumo dos elementos.
Ademass, si A € (MSp)sr, los tnicos elementos centrales en A son 1y 0.
Luego
E@sy:{ L siz=y
0 siT#T7.
Consideraremos el caso en que x = y. Supongamos primero que T # Z.
Como (T <5 Z) = 0 sabemos que p(x,y, z) = py(z,y,2) = z. Ahora, siT =%
y x # z tenemos

p(l‘,y,Z) - p1<xayvz)
= (@AYyAzAzZ)V(xAyAz)V(zAYyAz)
= ZAz
= =z
Por 1ltimo, si * = y = 2z entonces
p(:L“,y,Z) = p1($,y,2)
ZAYyAzZA2Z) V(@ AyAzAy) V(@ AyAzAz)
= EZA2)V@Ay)V(TAx)
= zVyVz

= Z.

El caso y = z es andlogo. m

2.4. Sistemas de Congruencias en M S-algebras con
Esqueleto Permutable

Un sistema de congruencias en un dlgebra A es una 2n-tupla
(01,...,0n,x1,...,2,)

donde 04,...,0,, € Con(A), z1,...,2, € Ay (z5,25) € 0; V0, para 1 <

i,7 < n. Una solucion del sistema (01,...,0,,21,...,2,) es un elemento
x € A tal que (z,z;) € 0; parai=1,...,n.
Sea A una MS-dlgebra, y supongamos (01,...,0p;x1,...,2Z,) es un sis-

tema en A para el cual hay una solucién s. Entonces, para cada 1 < k < n,
el sistema
(917"'7077,;(371 \/LUk;) ATk,---,($nV$k) A$_k)
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tiene una solucién, a saber s = (s V i) ATg), y el sistema
(01,...,00;TT,...,Tn)

tiene a § como solucién. Veremos en esta seccién (Teorema 78) que, cuan-
do el esqueleto de A es permutable, con las soluciones de estos sistemas
restringidos es posible construir una solucién para el sistema original.

Ya que el esqueleto de una MS-dlgebra A es siempre un dlgebra de de
Morgan, en virtud de la equivalencia (1)<(2) del Lema 72 tenemos que:
Sk(A) es permutable sii 2 < y existe para todo x,y € Sk(A), y

(< 0)V(zel)V(reT) =1,Ve € SE(A).

(Recordamos que z < y es el mayor central z tal que x Az = y A z.) Es
decir que en toda MS-dlgebra con esqueleto permutable contamos con la
operacién < sobre el esqueleto. Las siguientes dos propiedades de < son
faciles de verificar, y serdn aplicadas sin mencionarlas explicitamente:
r&r=1
TS Y=T 7.
Observamos ademds que las congruencias de una MS-dlgebra con esqueleto
permutable son preservadas por la operacién parcial <. Esto es consecuencia
del punto (3) del Lema 5.

El ultimo resultado que necesitamos establecer antes de pasar al teorema
principal de esta seccién es la siguiente propiedad de las dlgebras de Boole.
(La prueba es dejada al lector.)

Lema 77 Sea B un dlgebra de Boole, y sean aq, ...,an, € B. Entonces

Vo[ Aer A @ =1

UC{1,...,n} \keU ke{l,..n}-U

Teorema 78 Sea A una MS-dlgebra con esqueleto permutable. Sea
(01,...,0n;1,...,2,) una sistema de congruencias en A, y supongamos
que existen z € Sk(A) y s1,...,8, € A tales que z es solucion de

(01,...,00;T1, ..., @)
Yy Sg es solucion de

(91,---,9n;(x1\/$k;)/\$:k,---,($n\/$k)A$:k),

para k =1,...,n. Entonces
s = \/ (/\a:_k(:)z)/\ /\ T < 2 /\(/\sk>
UC{1,...,n} keU ke{l,..,n}-U keU

es una solucion de (01,...,0n;T1,...,Ty).
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Prueba. Para facilitar la lectura de esta prueba escribiremos x =g y para
denotar igualdad médulo 6.

Sea 1 <l < n, probaremos que (s,z;) € ;. Para cada U C {1,...,n}
definimos

o) A7 )

keU ke{l,...n keU

Noétese que si | ¢ U tenemos

ty < /\ Ty <= 2 | =, /\ TreT | <77 =0.
ke{l,..n}-U ke{l,..,.n}-U

Por otro lado si [ € U debe ser que

(S RUDRE

0, (/\:B_k<:>x7> A (/\ (:Bl\/xk)/\xzk>

keU keU

= A /\ (Tr = T) A (x1 V xp) AN TR
keU—{1}

= x A /\ (Tr © @) ATk
keU—{1}

= 2 A /\ (Tr &) AT
keU—{l}

= A /\ FTrem) AT
keU—{i}

= 1N /\ §f¢$ii
keU—{1}

= x A /\ TE T
keU—{i}

Luego
ty =g, 0 silgU

tUEelﬂJz/\< A (ﬁ@ﬁ))/\( A ﬂ@xﬁ) sileU.
—U

keU—{l} ke{l,...,n
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Por lo tanto

s = g \/ x; N\ xk = :Bl
UC{L,...,n} keU {1}

= N \/ xk@xl) T < T]

UC{1,...n} \keU—{l}
leU

= N1
(En el dltimo paso aplicamos el Lema 77.) m

Para § € Con(A) y S C A pondremos #° para denotar la restriccién de
0as, ie 0°=0N(SxS).Esclaro que si S es un subuniverso de A entonces
0% € Con(S). Inclusive si S es un intervalo, y por lo tanto un subreticulado
de A, vale que 0% € Con((S,A,V)). Sean a,b € A tales que a < b, y sea
[a,b] = {z € A:a < z < b}. Notamos que si (61,...,0p;21,...,2,) €s un
sistema en A entonces

@0l (zy v a) Ab,. .. (zn V a) AD)
es un sistema en el reticulado ([a,b], A, V), y
0K oSk 3w
es un sistema en el dlgebra de de Morgan Sk(A). Observamos ademéds que
(01,...,0n; (1 Va)ADb,...,(x, Va)ADb)
tiene una solucién en A si y solo si
@0l (zy v a) Ab,. .. (zn V a) AD)

tiene una solucién [a,b]. Andlogamente, (01,...,0,;71,...,Ty,) tiene una
solucién en A si y solo si

(eigk(A)7 ctt egk(A);l‘_l7 R ,x_n)

tiene una solucién en Sk(A).

Es un hecho conocido que si un dlgebra tiene congruencias distributivas
y permutables, entonces todo sistema en el dlgebra tiene solucién. De es-
to obtenemos que si A es una MS-dlgebra con esqueleto permutable, todo
sistema en Sk(A) tiene solucién. Luego de estas consideraciones podemos
reformular el Teorema 78 de la siguiente forma:
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Teorema 79 Sea A una MS-dlgebra con esqueleto permutable, y sea
(01,...,0n;21,...,2,) una sistema de congruencias en A. Sea z € Sk(A)
una solucion de

(07K eSEM).m ),

y supongamos que existen s € [rg, Tx|, 1 < k < n, tales que s es solucion
de

O QR (2 @) AT (T V) ATR),
para k =1,...,n. Entonces
\ (/\x—k@z)A N TEez /\(/\sk>
UCA{1,...,n} keU ke{l,..n}-U keU
es una solucion de (01,...,0n;71,...,Ty).

Como una aplicacién directa de este teorema tenemos:

Corolario 80 Sea A una MS-dlgebra con esqueleto permutable. Un sistema
(01,...,0n;21,...,2,) en A tiene solucion si y solo si los sistemas

OLeT QTR (11 v ) AT, (20 V k) ATR)
tienen solucion para 1 < k < n.

Como veremos en el ejemplo que presentamos a continuacién, no es posi-
ble remover la hipdtesis de permutabilidad sobre el esqueleto en los teoremas
de esta seccion.

Ejemplo 81 Sea A la MS-dlgebra de la Figura 2.20. Sean 6 y 6 las congru-
encias de A definidas por las Figuras 2.21 y 2.22. El sistema (0,6;1,y) no
tiene solucion en A. Sin embargo es sencillo verificar que (HSk(A), 6‘%(’4); 1,%)
tiene solucion, y como los intervalos [1,1] y [y, 7] tienen uno y dos elemen-
tos respectivamente, las restricciones de (0,9;1,y) a estos intervalos también
cuentan con soluciones.
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