Chapter 1

Introduccion

Sea © C RY un dominio (abierto y conexo) acotado, sea L un operador
parabdlico con coeficientes T-periddicos, y sea m : 2 Xx R — R una funcién
T-periddica. En la primera parte de este trabajo estudiaremos la existencia
de autovalores principales (esto es, autovalores con autofunciones asociadas
positivas) al problema con funcién de peso m (que puede cambiar de signo)

Lu = dmu en ) x R
u=20 en 002 x R (1.1)
u T-periddica

Este problema ha sido ampliamente tratado, y tiene interés no sélo tedrico
sino también por sus aplicaciones a problemas no lineales que aparecen en
varios fenémenos fisicos y biolégicos como por ejemplo reacciones quimicas,
teoria de combustién, dindmica de poblaciones (interacciones presa-predador,
competicién, etc.), etc. Ver por ejemplo los libros de P. Hess [29] y de J.
Smoller [44] y las referencias que alli figuran.

Quienes primero estudiaron el problema (1.1) fueron Hess y Beltramo en
[7], en donde probaron que la condicién P (m) := fOT me%(m (x,t)dt >0 es

re

necesaria y suficiente para la existencia de un autovalor principal positivo.
Maés atun, demostraron que de existir, tal autovalor es tnico y algebraica-
mente simple. Luego, estos resultados fueron extendidos en varias direc-
ciones, para pesos y dominios con menor regularidad asi como para otras
condiciones de frontera. Citamos aqui los trabajos [6], [11], [12], [21] [26],
[40]. En una primera parte de la tesis, extendemos los resultados anteriores
a una gama sustancialmente mas amplia de pesos que los considerados hasta
el presente (mds atn, veremos que las condiciones impuestas al peso son en
algun sentido optimales), adaptando las ideas y técnicas desarrolladas en los



trabajos citados (més precisamente, usando como herramienta fundamental
el teorema de Krein-Rutman, aplicado en este caso en la version para conos
positivos con interior vacio), y basdndonos en un importante resultado de
compacidad contenido en [10].

Por otro lado, y también con respecto al problema (1.1), estudiamos qué
ocurre cuando el coeficiente independiente del operador diferencial L cambia
de signo. Cabe senalar que en todos los trabajos citados anteriormente
es consider6 (1.1) con el coeficiente de orden cero no negativo. Cuando
este coeficiente cambia de signo el problema se complica notablemente. Si
bien no podremos decir exactamente qué ocurre para cada peso (esto ni
siquiera parece ser posible en el caso eliptico, ver [17]), en algunos casos
daremos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de autovalor
principal positivo, y en los otros casos condiciones suficientes. Mencionamos
que cuando el coeficiente independiente de L cambia de signo, la condicién
P (m) > 0 en general resulta no ser ni siquiera necesaria, y puede ocurrir
también que existan dos autovalores principales positivos.

En la segunda parte de este trabajo, consideramos la cuestién de ex-
istencia y unicidad de soluciones positivas a problemas semilineales (més
precisamente, sublineales) de la forma

Lu= Ag(z,t,u) en QxR
u=0 en 002 x R (1.2)
u T-periddica

Lu=g(z,t,u) en QxR
u=0 en 002 x R (1.3)

u T-periddica

para una cierta funcién dada g : Q@xRx [0,00) — R. Si bien obviamente (1.2)
y (1.3) son "equivalentes” en el sentido que conocer existencia de soluciones
de un problema implica conocer la existencia de soluciones del otro, en (1.2)
uno puede estudiar la existencia de una curva de soluciones A — wuy (lo
que usualmente se denomina rama de bifurcacién de soluciones). Para esto
utilizaremos una extensién del teorema de Peano de ecuaciones ordinarias
a espacios de Banach sumado a varios resultados concernientes al problema
lineal (1.1), sin tener que usar los resultados cldsicos de bifurcacién.

Con respecto a (1.2), daremos condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una curva diferenciable A — wu) de soluciones positivas
asumiendo que g satisface ciertas condiciones de integrabilidad y positivi-
dad y que & — g (x,t,&) € C1[0,00) y & — g (x,t,&) /€ es no creciente en



(0,00). Asimismo probaremos que la solucién positiva, de existir, es tinica.
En cuanto al problema (1.3), daremos también condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia de soluciones positivas, pero con menor regularidad
sobre g y sin imponer condiciones de monotonia a g. Ademds cubriremos
algunos casos en que limg_g+ (g (.,&) /§) = oo. Estos tltimos teoremas se
obtendran con el método de sub y supersoluciones combinado con algunos
resultados sobre problemas con peso del tipo (1.1).

Estos problemas también han sido ampliamente tratados tanto en el caso
parabdlico (ver por ejemplo, [2], [3], [29], [30]) como en el caso eliptico (por
ejemplo [1], [8], [15], [18], [27] [46], [43]). Nuestros resultados extienden
varios teoremas de los trabajos arriba citados.

Por 1ltimo, cabe senalar que todos los resultados que obtendremos son
vélidos para los correspondientes problemas elipticos (haciendo los cambios
correspondientes) ya que las técnicas y los resultados utilizados se aplican
en ese caso.

La tesis estd organizada de la siguiente manera. En el préximo capitulo
se enuncian los resultados principales, en el siguiente se prueban los con-
cernientes al problema lineal asi como otros resultados necesarios para es-
tudiar los casos no lineales, en el cuarto se trata el problema (1.2), y en el
pentiltimo se demuestran los resultados sobre el problema (1.3). Finalmente,
en el ultimo capitulo se muestran algunos problemas abiertos relacionados.



Chapter 2

Resultados principales

2.1 Notaciones y preliminares.

Comenzamos precisando las hipdtesis y notaciones para poder enunciar nue-
stros resultados.

Consideraremos siempre € un dominio en RY acotado, con N > 2.
Mientras no se diga lo contrario no asumiremos sobre €2 ninguna regularidad.
Dado T > 0, diremos que una funciéon f : @ x R — R es T-periddica si
flx,t+T)=f(x,t) ae. (z,t) € QxR

Para 1 < p,q < oo, sea LY. (R,L%(€2)) (en breve LF (L?)) el espacio de
funciones medibles y T-periédicas tales que

17 znceny 2= |[1F @Dzt | 0y
Provisto con esta norma, LP (L?) es un espacio de Banach. Similarmente,
sea L% (1 x R) (en breve L%.) el espacio de Banach de funciones medibles y
T-periddicas f tales que fioxo,r) € LP (2 x (0,7T')), equipado con su norma
natural

HfHL’; = Hf\QX(OvT)HLP(QX(O,T)) )
y sea Cr (2 x R) (en breve Cr) el espacio de funciones continuas y T-

periédicas sobre Q x R provisto con la norma L.

Sean v,s € RU {oco} tales que

N+1<1 > 2 (2.1)
-— — S . .
v s ’ -



Sean {ai;},<; j<n > {bj}i< j<n dos familias de funciones tales que a;,; € L7,
a;; = aj; paral <i,j < NybjcL>® (LQU), y asumamos que

D aij (@) &&= ao ¢

7:7‘7‘

para alguna constante ag > 0y todo (z,t) € Q x R, & = (&,...,&n) € RV,
Sea A la matriz N x N cuya entrada 4, j es a; j, sea b= (by,...,bn), sea

ag € L° (LU)
y sea L el operador parabdlico definido por
Lu = us — div (AVu) + (b, Vu) + apu

donde (,) denota el producto interno en R,

Para introducir la nocién de solucién débil necesitamos algunas defini-
ciones mas. Si E es un espacio de Banach y 1 < p < oo, L? (€, E) denotara
el espacio de funciones medibles f : Q@ — E tales que [, [|f|% < oo. Como
es usual, H! (), H} () son los espacios de Sobolev de funciones en L? ()
con primeras derivadas débiles en L2 (Q2) y la clausura de C2° (2) en H! (Q)
respectivamente. Sea H1 (€2 x R) (in breve H1) el espacio de funciones en
L% con primeras derivadas débiles en L%. Asi, H% provisto con su norma
natural

lell gy, = Nl gz + Ve pulll Lz

es un espacio de Hilbert. Sea HL, (€2 x R) (en breve H# ) la clausura en
H% del espacio de funciones f € C2° (€2 x R) tales que la proyeccién sobre
Q) de su soporte es un subconjunto compacto de §2.

Sea C ([0,T],H} (€2)) el espacio de Banach de funciones continuas u :
[0,T] — H{ (Q) provistas con la norma

lullpe = sup lu(®)l g1 o)
t€[0,T]

Definimos

d
W = {u € L*((0,7),Hg () : di;‘ e L*((0,T),H™* (Q))}
donde H=1(Q) = H}(Q). Es conocido (por ejemplo [35]) que W tiene
inclusién continua en C ([0,7], Hj (R2)) v luego, para u € W, u(t) tiene



sentido para cada t € [0,7]. Mas atin, W equipado con la norma

T 9 T 2 %
lully = ( | @B dr+ | d¢>
0 0 H-1(Q)

es un espacio de Hilbert.
Definicién. (Solucion débil) Dada f € L? (LP) con p > 2N/ (N + 2),
decimos que u es solucién (débil) del problema periédico

du
E(T)

Lu=f en 2 x R
u=20 en 002 x R (2.2)
u T-periddica

si u es T-periddica, ujgxo,r) € W'y
dg
—us + (AVu,Vg) + (b, Vu) g + agug| = fg (2.3)
Qx(0,T) Qx(0,T)

para toda g € C° (2 x (0,7)).
Es bien conocido (ver por ejemplo [35], [11]) que este problema tiene una
tinica solucién periédica con ujgx 0,7y € L? ((0, T),H} (Q)) Por otra parte,

es facil ver que si u es solucién de (2.2), entonces (2.3) vale también para
toda g € Hr.

2.2 El caso lineal con ay > 0.

Sea
T
P (m):= / esssup m (x,t) dt
0 e
Sea m (t) := esssupm (z,t). Notar que la situacién |[m[;1op) = o0

€0
es, a priori, posible. Sin embargo, como m (t) > m(x,t) a.e., tenemos
m~ (t) < |m(z,t)], y asi m~ € L*(0,T). Por tanto sigue que P (m) esta
bien definido (el valor 400 permitido). Notar asimismo que lo anterior

también dice que P (m) > —oc.

Ya estamos en condiciones de enunciar nuestros primeros resultados.



Teorema 1. Sea m € L* (L") con s,v satisfaciendo (2.1). Entonces,
P(m) > 0 es condicion necesaria y suficiente para la existencia de au-
tovalor principal positivo para (1.1). Mds ain, este autovalor (denotado
por A1 (L,m) o A1 (m) si no hay confusion) es unico y algebraicamente sim-
ple.

Para esta clase de pesos, siguen valiendo atin un principio del maximo
asociado y la dependencia analitica con respecto al peso.

Teorema 2. Supongamos existe A1 (m), y sea h € L* (L) una funcion
positiva (y no idénticamente cero). Entonces, si 0 < X\ < A1 (m), existe una
unica solucion al problema

Lu=X mu+h en QxR
u=0 en 00 x R (2.4)
u T-periddica

Mds aun, u(xz,t) > 0 a.e. (z,t) € Q x R. Reciprocamente, si (2.4) tiene
solucion positiva para h >0 y X\ > 0, entonces A < A1 (m).

Teorema 3. La aplicacion m — A1 (m) es analitica real.

Observaciones. i. Notar que las condiciones impuestas a s, v son opti-
males en el sentido que son necesarias para una buena teoria de soluciones
al problema (1.1) (ver [33], Seccién 1.3).

ii. Como casos particulares se obtienen estos resultados para pesos

meL®(L") r>5%
meL?*(L") r>N
m € L7 r>%—|—1

iii. Notar que el Teorema 2 es un poco mas general que el Teorema 3.10
presentado en [22].

iv. Sin hipdtesis de regularidad sobre 2, las autofunciones no tienen por
qué ser ni siquiera acotadas. Sin embargo, asumiendo alguna regularidad
sobre € las autofunciones resultardn continuas en Q x R. Esto jugard un
papel importante en el problema no lineal.



2.3 El caso lineal cuando a; cambia de signo.

En esta seccion asumimos las siguientes hipdtesis sobre el peso m y el coe-
ficiente ag:

ag,mt € L (L"), ag,m- € Ly (2.5)

donde, como es usual, escribimos f = f — f~.
Sea Lg el operador definido por

LozL—i—aa

En forma similar a lo hecho en [17], consideramos tres casos separadamente

Caso I A1 (Lo,aa) >1
Caso 11 A1 (Lo, ag) =1
Caso III A (Lo, aa) <1

Los resultados principales son

Teorema 4. (i) Supongamos A\ (Lo,aa) > 1. FEntonces, la conclusion
del Teorema 1 sigue siendo vdlida.

(it) Supongamos A1 (Lo,ag) = 1. Si m = m(t), entonces (1.1) tiene
autovalor principal positivo si y solo si fOTm = 0. FEn tal caso, todo A € R
es autovalor principal.

(iti1) Supongamos M (Lo,ag) =1 y m # m(t). Entonces, P(m) > 0
es condicion necesaria pero no suficiente para la existencia de autovalor
principal positivo para (1.1).

(11i2) Las condiciones P (m) >0y

Qg

— < m e (x,t) e A xR 2.6
)\1(L0,m+)_m a.e.(x,t) € Qx (2.6)

son suficientes para la existencia de autovalor principal positivo A (m) para
(1.1). Mds ain, \y (m) es el unico autovalor principal distinto de cero para
(1.1), y se tiene

A1 (Lo,m+) <X\ (m) <M (Lo,m) .

Observaciones. i. En todos los casos los autovalores principales resul-
tan ser simples.



ii. Esta serfa la versién correcta del Teorema 3.2 de [31].

En el Caso III, pueden haber uno, dos, o ningun autovalor principal
positivo. Si bien como dijimos antes no podemos precisar una respuesta
para cada m, tenemos el siguiente

Corolario. Supongamos A1 (Lo, aa) < 1.

(i) Si P(m) < 0, entonces eziste un autovalor principal positivo, y no
hay otro autovalor principal para (1.1).

(i1) Supongamos P (m) > 0. Entonces (2.6) es suficiente para la exis-
tencia de autovalor principal positivo A1 (m) para (1.1). Mds ain,

(ii1) Si P (m) = 0, A1 (m) es el inico autovalor principal para (1.1) y
se tiene

)\1 (m) S /\1 (Lo,m+) .

(172) Si P (m) >0y >\1(+6m+) < m~ en un conjunto de medida positiva,
entonces existen dos autovalores principales A1 (m) y A1 (m). Estos son los
inicos autovalores principales para (1.1) y se tiene

A1 (m) <A1 (Lo,m+) < Xl (m) .

(1i3) Si P(m) >0y )\1(#% =m~ a.e.(x,t), entonces \; (Lg,m™) es
un autovalor principal para (1.1).

Analizamos por tltimo el caso en que el peso es negativo. Sea
My :={(z,t) e Q x R:m (z,t) =0} (2.7)

Complementando el Corolario (iil) tenemos

Teorema 5. Supongamos i (Lo,aa) <1, mT = 0. Asumamos que
ag XM, = 0 a.e. o bien A\ (Lo,a6XM0) > 1, y que ay /m~ € L>®(V — M)
para algun entorno V de My. Entonces existe un autovalor principal positivo
para (1.1), y no hay otro autovalor principal para (1.1).

Observaciones. i. En el caso eliptico, en [17] se obtiene una condicién
necesaria y suficiente en el caso analogo al Teorema 5, pero con regularidad
sobre M. También estd estudiado este problema (eliptico) en [36] para
coeficientes mas regulares, y también asumiendo regularidad sobre M.

ii. Notar que en el Caso III el peso m = —m™ posee autovalor principal
positivo contrariamente a lo que ocurre en los casos I y I1, y que en los casos



II y III el peso m = m™ no tiene autovalor principal positivo contrariamente
a lo que ocurre en el Caso L.

2.4 El problema sublineal con parametro A\

En esta Seccién asumiremos que €2 satisface la siguiente condicion de regu-
laridad:

Existe pg > 0y dp € (0,1) tal que para todo x € 9Q y todo p < po se
tiene

1B, () 19| < (1 - 80) | B, («) (2.8)

donde B, (z) denota la bola abierta en RY centrada en z y con radio p, y
|B, (z)| denota su medida de Lebesgue.

Volveremos también a asumir para ag lo mismo que en la Seccién 2.1 de
este capitulo, es decir

a()ELs(LU), ag >0

y para s,v asumiremos de ahora en adelante

N 1
—+ - <1, s> 2.
20 s

Sea g : 2 X R x [0,00) — R satisfaciendo las siguientes
H1) (z,t) — g (x,t,§) es medible para toda & € [0,00) y T-periédica en
t,g(z,t,.) € CH[0,00) ae. (z,t) € AXR,y sup |ge (z,t,€)| € L* (L) para
0<¢<p

todo p > 0

H2) £ — g(x,t,&) /€ es no creciente en (0,00) a.e. (z,t) € 2 x R

H3) Existe 6 > 0y (z0,%0) € 02 x R tal que 8% (9 (z,t,6) /&) < 0 para
todo & € (0,0) a.e. (x,t) € Bs(x0,t0) N (2 x R)

H4) Las funciones

t t
m (z,t) := sup M, m (z,t) := inf g(@.t,¢) (2.9)
£>0 3 §>0
pertenecen a L® (L") (notar que en realidad H1 y H2 ya implican que m €
L*(L?))
H5) P(m) >0

Tenemos entonces el siguiente
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Teorema 6. Sea g satisfaciendo H1-H5. Entonces (1.2) tiene solucion
positiva uy € Cp si y sélo si A\ () < A < A1 (m). Mas ain, uy puede ser
elegida tal que A\ — uy es una aplicacion C* de (A1 (M), 1 (m)) en Cr y
uy (x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R. Ademds se tiene

lim uy|l. =0, lim  wy (x,t) =00
i [l pam (z,1)

para todo (z,t) € Q x R.
Obviamente, es inmediato el

Corolario. Sea g satisfaciendo H1-H5. Entonces (1.3) tiene solucion
positiva uw € Cr si y solo si \j (M) < 1 < A\ (m). Mas ain, u(x,t) > 0
para todo (x,t) € Q x R.

Probaremos también el siguiente principio del méximo

Teorema 7. Sea g satisfaciendo H1-H5 y sea h € L® (L") una funcion
positiva (y no idénticamente cero). Entonces, para todo 0 < A < A\ (M), el
problema

Lu=MAg(z,t,u)+h(z,t) en QxR
u=0 en 002 x R (2.10)
u T-periddica

tiene solucion positiva uy € Cp tal que X — uy es una aplicacion C* de
(0, \1 (m)) en Cr y uy(x,t) > 0 a.e. (z,t) € Q x R. Reciprocamente, si
(2.10) tiene solucion positiva para h >0 y A > 0, entonces A < A\ (m).

El teorema anterior es ligeramente mds general que el presentado en [23],
Teorema 3.9.

Con las mismas notaciones que recién, sean ahora
H6) P (m) > 0.
HT7) O bien m € L* (LY) y P (m) <0, o bien m < 0.

Teorema 8. Sea g satisfaciendo H1-HS3, H6 y H7. Entonces (1.2) tiene

solucion positiva uy € Cr si y sélo si A\ (m) < A. Mas ain, uy puede
ser elegida tal que \ — uy es una aplicacion C! de (A1 (M), 00) en Cr y

11



uy (x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R. Ademds se tiene

lim U =0.
Ulm

También en el caso del teorema anterior se tiene un corolario similar al
del Teorema 6.

Veremos ademéds en ambos casos que bajo las hipdtesis H2 y H3 se puede
probar la unicidad de la solucién positiva.

Teorema 9. En caso de existir solucion positiva para algun X en los
Teoremas 6 y 8, tal solucion positiva es unica.

Observaciones. i. En ([29], Seccién 27) se prueban resultados sim-
ilares con mayor regularidad sobre g y €2, asumiendo que § — g (z,t,¢)
es una funcién céncava y que g (z,t,0) = 0 (notar que esto implica que
¢ — g(x,t,€) /€ es no creciente, y que la reciproca no es cierta). En [29]
estos teoremas siguen de resultados de bifurcacién global debidos a P. Ra-
binowitz (ver [42]) y del teorema de la funcién implicita.

ii. Como u = 0 es solucién de (1.2) para todo A, lo que nos dicen
los teoremas anteriores es que hay una rama (diferenciable) de bifurcacién
de soluciones positivas (A, uy), A € (A1 (m), A1 (m)), partiendo del punto
(A1 (m),0); o sea, este es un punto de bifurcacién de soluciones positivas
para (1.2). Notar ademds que en caso del Teorema 6 la rama es no aco-
tada cuando A — A1 (m)~ (a veces esto se denomina ”bifurcacién desde el
infinito”).

iii. Se dan aplicaciones y ejemplos de los anteriores resultados al final de
la siguiente seccién.

2.5 El problema sublineal: el caso general

En esta seccién asumimos para (2 la misma regularidad que en [14]. Como

es usual, para £ € [0,00) y u : 2 xR — [0, 00) escribiremos g (§) y ¢ (u) para

las funciones (z,t) — g (z,t,£) y (z,t) — g (x,t,u(z,t)), (z,t) € 2 x R.
Asumimos en esta seccién que g es una funcién Caratheodory, esto es

(z,t) — g (z,t,€) es medible para todo £ € [0, 00)

£ —g(x,t,€)  es continua en[0,00)a.e. (z,t) € Q x R (2.11)

12



Supondremos también que sup,>¢ (9 (o) /o) y infoco<¢ (9 (o) /o) son fun-
ciones medibles para todo { > 0. Asumimos ademas que infe~g (g (€) /€) #
supesg (9 (§) /§), vale decir que (1.3) no es un problema lineal.

Para (z,t,£) € Q x R x (0,00), sean

g(x,t,8) =€ sup (g(x,t,0)/0),  g(z,t,¢) :=€0<igf§£(g(x,t,0)/0)

0<é<o

(los valores oo permitidos).
Definimos ademés

)7 mo ($,t) = SUP¢>0 (g(mat7§)/§)a
§), Moo (2,t) = limg oo (g (2,1, 8) /€) -
g(&

) /€y & — (&) /€ son no crecientes y

M (7, 1) := infeso (9 (2,8, €) /€
mg (z,t) = lime o+ (g9 (2,t,€) /
Notar que las aplicaciones £ —

que ademas

My, = hmfﬂoo (7( ) /6) mO = 11Hl§—>0Jr (g (5) /5) )
my = hm&%O"’ (7 / ) Moo = hm{—wo (§ (5) /5) :

Con estas notaciones, tenemos los siguientes resultados

Teorema 10. a) Asumamos
1) mg, Moo € L* (L), P(mg) >0 y P (M) > 0.
2) g (&) € L* (LY) para algin & >0y g(&1) € L* (LY) para algin & > 0.
Entonces, si M\ (mg) < 1 < \i (is) existe una solucion u € LY de
(1.3) con u(x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R.
b) Asumamos (1), Ty = myg, Moo = My, Y que para todo & > 0

mo #9(£) /&, (2.12)
Mo, 7# 9(8) /€. (2.13)

Entonces, existe una solucion positiva u € L de (1.3) siy sélo si A1 (mg) <
1<\ (moo)

Teorema 11. a) Asumamos
3) my € L* (L), P (mg) > 0.
4) g (&) € L* (L?) para algin & >0y g (&) € L* (LY) para todo & > 0.
5) O bien Mo € L* (L) y P (o) < 0, 0 bien i < 0.
Entonces, si A1 (mg) < 1 existe una solucion v € LY de (1.3) con
u(x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R.
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b) Asumamos ademds (2.12) y o = my. Entonces, existe una solucion
positiva u € LY de (1.3) si y solo si A\ (my) < 1.

Teorema 12. a) Asumamos (2) y

6) Moo € L (LV), P (7iins) > 0.

7) P (g (&) /&) > 0 para & > 0 pequenio y lime g+ A1 (g (€) /€) = 0.

Entonces, si A\ (M) > 1 existe una solucion u € LY de (1.3) con
u(x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R.

b) Asumamos ademds (2.13) y Moo = m,. Entonces, existe una solucion
positiva uw € LY de (1.3) si y sdlo si A\ (Mog) > 1.

Teorema 13. Asumamos (4), (5), y (7). Entonces (1.3) tiene una
solucion w € LY con u(x,t) > 0 para todo (z,t) € Q x R.

Observaciones. i. En el Teorema 3.10 de [23] y en el Teorema 3.5 de [25]
se prueban para ciertos casos particulares resultados similares a los Teoremas
10 y 11 utilizando los resultados vistos en la secciéon anterior y aproximando
por funciones "buenas”. Creemos sin embargo que las demostraciones de los
Teoremas 10-13 que damos aqui son mas simples y que las ideas se pueden
aplicar a problemas mas generales.

ii. En orden a relacionar los 1ltimos teoremas con otros de la literatura,
mencionamos que, para el caso £ — g (.,&) /€ no creciente, resultados simi-
lares al Teorema 10 para problemas elipticos han sido obtenidos por ejemplo
en [8], [15], [46] asumiendo mayor regularidad en la funcién g. En el caso
parabdlico periédico, hay también resultados bien conocidos si & — g (.,§) /¢
es concava, Holder-continua y g (.,0) = 0 (ver por ejemplo [2], [29])

Por otro lado, condiciones necesarias y suficientes para la existencia de
soluciones positivas a ecuaciones del tipo Lu = a(x)u — b(z)uP, p > 1,
b > 0 (ecuacién logistica), son también bien conocidas (por ejemplo [27],
[29]). Ecuaciones més generales de la forma Lu = a(z)u — b(x) f (z,u)
con b > 0y f superlineal fueron estudiadas por ejemplo en [18] para f €
CHltr (ﬁ x [0, oo)), f estrictamente creciente y b > 0 y, para el Laplaciano,
el caso f = f(u) esté tratado en [1] asumiendo f € C ([0,00)). El Teorema
11 generaliza los resultados anteriores, mientras que los Teoremas 12 y 13
también extienden resultados bien conocidos, por ejemplo, [2], [3], [29], [27]).

Ejemplos y aplicaciones.
a) Supongamos existe lime_o+ (g (&) /€) vy limg oo (9 (§) /€), v astimase
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que
inf (g (&) /§) € L*(LY),  sup(g(¢) /) € L7 (LY),

£>0 £>0
con P (infeso (g (€) /€)) > 0. Si

Am, (9(8)/¢) = sup (9€)/8),  Jim (9(6)/¢) = inf(g(£) /S,

del Teorema 10 concluimos que (1.3) tiene solucién positiva u € L siy sélo
si

(i 0(©/9) <1< (Jim 06 /9))

b) Consideremos el problema

Lu =sinu en O xR
u=20 en 0 x R
u T-periddica

El Teorema 11 dice que este problema tiene solucién positiva si y sélo si
A1 < 1, donde A; es el autovalor principal positivo correspondiente al peso
1.

cl) Consideremos el problema

Lu=a(z,t)u” — f(z,t,u)u en Q xR
u=20 en 002 x R (2.14)
u T-periddica

donde 0 < 7 < 1y f es una funcién Caratheodory tal que f (§) € L* (L")
para todo £ > 0y f(0) = 0. Asumamos primero que v = 1, a € L* (L"),
P(a) >0, a <limg_,o f (&) < 00, infgy<¢ f(§) € L® (LY) para algun & > 0
y infoce<e, f(§) € L7 (LY) para todo & > 0. Del Teorema 11 sigue que
(2.14) tiene solucién positiva u € L si y sélo si A\j (a) < 1. Esto vale
en particular para la ecuacién logistica Lu = a (z,t)u — b (x,t)uP, p > 1,
b > 0, y también para otras mas generales como Lu = a (x,t) u?—b(x,t) uP,
O0<g<l<p b>0.

¢2) Supongamos ahora el caso 0 < v < 1, a(x,t) > 0 a.e. (z,t) € A xR.
Si f(§) =—bconbe L°(L")y P(b) > 0, entonces el Teorema 12 dice que
(2.14) tiene solucién positiva u € LY siy sélo si 1 < Ay (b). Por otra parte,
si asumimos limg_.o f (§) = 00, infgy<¢ f () € L® (L) para algun & > 0y
SUPg<e<g, [ (§) € L? (LY) para todo &y > 0, entonces el Teorema 13 da una
solucién positiva u € L para (2.14). En el caso f () = 0, el Teorema 13
también da una solucién positiva u € L3 para (2.14).
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Chapter 3

El problema lineal con
funcién de peso

3.1 Operadores lineales positivos y el teorema de
Krein-Rutman.

Daremos en esta seccion las definiciones necesarias para poder enunciar el
teorema de Krein-Rutman, que serd de vital importancia en este trabajo.
Las siguientes definiciones y resultados pueden ser encontrados por ejemplo
en el libro [13], Capitulo 12, o en las referencias que alli figuran.

Definicion. Decimos que un espacio vectorial F es un espacio de Banach
ordenado (en breve, EBO) si E es un espacio normado y completo con esa
norma y si ademés estd equipado con una relacién de orden = < y (vale
decir, transitiva, reflexiva y antisimétrica) que es lineal; es decir, se tienen:

i) Si z <y, entonces x + z <y + z para todo z € F

ii) Si z <y, entonces Az < Ay para todo A >0

En lo que sigue de esta seccion, F sera un EBO.

Definicion. Decimos que un conjunto P C E es un cono si se satisfacen
las siguientes:

i) Si z,y € P, entonces ¢ +y € P

ii) Siz e Py A >0, entonces Az € P

iii) PN{—P} = {0}

iv) P es cerrado
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Dado P C FE, P cono, se define una relacion de orden
x<ysiysoélosiy—z >0, x,y € P
Sea
El={x€E:z>0}

el cono positivo de E. Decimos que E es generador si E = E, — E,.

Ejemplos de EBO.

1) R con cono positivo R7 .

2) LP(Q) con Q@ ¢ RV, 1 < p < oo. Es un EBO, con cono positivo
L% () que es generador pero tiene interior vacio. El espacio L™ (Q) es un
EBO, con cono positivo LY (2) que es generador y tiene interior no vacio.

3) Sea Q C RY dominio acotado. El espacio C* (ﬁ) con su norma
1Al = 2 a<k HDafHC(ﬁ) es un EBO con cono con interior no vacio.

4) Los espacios de Sobolev W*? (Q), 1 < p < oo son EBOs con el interior
del cono positivo vacio en general, a menos que valga el teorema de inmersion
de Sobolev que dice que W*? (€2) — C (Q) con inclusién continua.

Definicion. Dado F, sea E su dual topoldgico. Definimos
Fy={2e E: («,x) > 0 para todo z € E,}

el cono positivo dual de F.

o
Notar que si (E4) no es vacio, entonces se tiene que para todo = €
o
(E4), (2,x) > 0 para todo = € E’y. Obviamente la reciproca no es cierta
o

pues no tiene por qué ser (F ) distinto de vacio.

[¢]
Definicién. Decimos que = € E es un punto interior si (E1) # @y x €

(o]
(E4). Decimos que x € E es un punto casi interior si (x,x) > 0 para todo
5[,‘/6 EV+.
De lo anterior sigue que un punto interior es un punto casi interior y
(o]

que la reciproca no es valida. Se puede ver sin embargo que si (F}) # &,
entonces los puntos casi interiores coinciden los puntos interiores.
Decimos que z < y siy sélosi x <y y x # y. Decimos que z << y siy
[¢] [¢]

sélosiy—ax >>0siysélosiobieny—z e (Ey)si(Ey) #obleny—x
e]

es un punto casi interior si (E}) = @.
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Observacion. Si X es un espacio de medida y 1 < p < oo, los puntos
casi interiores en LP (X) son los funciones estrictamente positivas en casi
todo punto. Ma4s atn, la prueba dada en [49], p. 397, funciona también
para mostrar que para 1 < r,p < oo los puntos casi interiores en L" (LP) son
las funciones f con f (z,t) > 0 a.e. (z,t) € QxR. De hecho, la coincidencia
de puntos casi interiores con las funciones estrictamente positivas a.e. es un
caso particular de un fenémeno general en espacios de Banach con norma
del orden continua.

Definicion. Decimos que E es un reticulo vectorial si para todo x,y € F
existen sup (z,y) e inf (x,y). Decimos que E es un reticulo de Banach si
[} = ll]]-

Ejemplos de reticulos de Banach.

1) R con el orden inducido por cono positivo R[f .

2) Los espacios L™ (L?), 1 < r,p < oo. Si bien el cono positivo tiene
interior vacio para 1 < r,p < oo, como dijimos arriba, hay puntos casi
interiores que son exactamente las funciones f > 0 a.e. (z,t) € Q x R,
1<r,p<oo.

Trabajaremos siempre sobre el cuerpo K = C. Si E es un espacio vecto-
rial real, se trabaja en el complexificado de F, es decir, en el espacio vectorial
E +iFE sobre C.

Definicion. Sea T : E — F un operador lineal, con E, FF EBO. Decimos
que T es positivo si T'x > 0 para todo x > 0. Decimos que T es estrictamente
positivo si Tx > 0 para todo z > 0, y decimos que T es fuertemente positivo
si Tax >> 0 para todo x > 0.

Sea T : E — E un operador lineal y continuo. Decimos que T es irre-
ducible si existe A > p (T)), p (T) radio espectral de T, tal que (A — T) ™' >>
0. (esto en particular implica que E tiene puntos casi interiores)

Observacion. Sea S un operador acotado en L™ (LP), y sea E un con-
junto medible en Q x (0,7"). Decimos que E es S-invariante si f =0 a.e. en
E implica Sf =0 a.e. en E, y decimos que E es no trivial si0 < |E| < |Q|T.
Notamos que un operador lineal, positivo y continuo S : L™ (LP) — L™ (LP)
es irreducible si y s6lo si no existen subconjuntos invariantes no triviales de
Q x (0,7). En efecto, con los cambios obvios, la prueba es la misma que en
el caso LP (X)), X espacio de medida (ver [49], Proposicién 3, p. 409).
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Para la teoria espectral de operadores compactos e irreducibles se puede
consultar los libros [38] y [48], asi como los trabajos de de Pagter y Zerner
[41] v [49] respectivamente.

Recordemos que A es autovalor algebraicamente simple de un operador
T si

o
dim U ker (A —T)F =1
k=1

Ya estamos en condiciones de enunciar el teorema de Krein-Rutman.

Teorema (Krein-Rutman). Sea T : E — E un operador lineal, con-
tinuo, positivo e irreducible tal que se satisface alguna de las siguientes

i) T es compacto y (Ey) # @.

it) T es compacto y E es reticulo de Banach.

Entonces, p(T) > 0 es autovalor algebraicamente simple de T y la auto-
funcion asociada en E es punto casi interior. Ademds, es el inico autovalor
con autofuncion positiva asociada.

La prueba de este resultado se puede ver en [13], Teorema 12.3, mientras
que la versi6n original corresponde a [32].

Enunciamos también un corolario del teorema anterior, que sera utilizado
varias veces en este trabajo (ver Corolario 12.4 de [13]).

Corolario. Sea T un operador lineal con las hipdtesis del teorema de
Krein-Rutman. Consideremos la ecuacion

e —Tx =y (3.1)
con y > 0. Entonces,

(i) La ecuacion (3.1) no tiene solucion positiva para A < p (T).
(i) La ecuacion (3.1) no tiene solucion para X = p (T).
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3.2 Definicién de pu.

La idea de la prueba del Teorema 1 es la siguiente. Se definird una funcién
P, : R — R tal que fi,, 1, (A) sea el inico nimero real tal que el problema

Lu = Amu+ i, (AN)u en @ xR
u=0 en 002 x R (3.2)
u T-periddica

tenga solucién positiva. Se probard luego que esta funcidn p,, ; tiene las
siguientes propiedades

A — .1 (A) es continua y céncava
im0 fm,. (A) = —00  siy sélosi P(m) >0 (3.3)
Um, L (0) >0

y por tanto quedara demostrado el Teorema 1. Esta idea es esencialmente
una adaptacion de las ideas debidas a Hess y Beltramo. Sefialamos que en
la definicién de la funcién p es donde jugard un rol importante el teorema
de Krein-Rutman.

Comenzamos formalmente la tesis con lo que bien podria ser un ejercicio
de Andlisis I (o competencia Paenza), pero sin el cual nada de lo que sigue

seria posible.

Lema 1. Existen numeros reales positivos p,q,r,w tales que

r<s, p <gq, p=w,

2<g<oo, 2<r<oo v =3t (3.4)
2N N (1 1 1

Ni2 <P <00, ?<5_5)+?<1'

Prueba. Para 1 < p < oo, sea p* definido, como es usual, por 4 = %— L

sip< N ycomo p*=o00s N <p< oo. Supongamos primero N > 2. Sea
p tal que ]\%—JL <p< % Entonces % < %—|— % y luego z% = %— 0 para algin

=2

6 > 0. Por otra parte, como % + % < 1, podemos elegir § suficientemente
pequeﬁotalqueo<5<9y%+5< %—% Sean 1 = %+5yﬁ:%—l.

v
Tenemos 0 < 1 < 3, y observemos ademads que

1 2 1 1
< -——+f<-—-<1
P p N p v
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Seaqdeﬁnidopor%:I%—i—n,sear:syseawdadoporiz%4—%
Entonces w < ¢, y ademas,

1 1 2 2 1 1

= _ _ — _ _ < =

w p N TTTRN g o B .
Luego p < w y por tanto p < ¢q. Ahora, como s > 2 tenemos
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1
—=——-— =—-—0-— <——0+—+4+0——=—<-+40-0< =
. NTTT3 R R A 2

y entonces g > 2. Finalmente, como r = s,

N /1 1 1 N 1 N
+-=1-n=—+-=1-—<1
r 2 s 2

2

p q

Supongamos ahora N = 2. Entonces v > 1 y luego % = 1— [ para algin

B € (0,1]. Elegimos n tal que 0 <n < By (8— 77)_1 > 2. Sea p definido

por % =1—-n,asip>1 :2N(N+2)71. Sea ¢ dado por % = [ —n, luego
1

q>2 Seaw=pyr=Ss. Entonces%—i—% =5 Ahora, como N = 2,

tenemos s > vfl y entonces
N /1 1 1 1 1
—|l-—--)+t-=—+-<1
2 \p ¢ r v s
Por lo tanto el lema esta probado en el caso s < oo. Si s = oo, entonces
tenemos % <% — %) < 1 y elegimos r suficientemente grande en lugar de

r = sy el lema sigue. W

Fijaremos por ahora p,q,r y w satisfaciendo las condiciones del lema
anterior.

En orden a usar el teorema de Krein-Rutman y permitir que los pesos
puedan ser "malos”, necesitamos un resultado de compacidad del operador
solucién del problema (2.2) en el cual la f pueda ser "peor”. Este resultado
es de gran importancia y es debido a D. Daners (ver Corolario 5.2, [10]).

Lema 2 (Daners). El operador solucién del problema (2.2) L' :
L™ (LP) — L* (LY) es compacto, donde

N /1 1 1
-—— ]+ -<1
2 \p q r
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Si no hay lugar a confusién, en lo que sigue denotaremos por m, m™* y
m~ a los operadores multiplicar por m, m™* y m™ respectivamente. Gracias
al resultado de Daners sigue inmediatamente el

Lema 3. Para A\, k € [0,00) y m € L* (L"), el operador

1

(L+A(k+m™)) " L"(LP) — L™ (L9)

es compacto y positivo, y el operador
(L4 (k+m™)) " m®: L= (L) — L® (L)

es acotado y positivo.

Prueba. En efecto, la primera afirmacién sigue del resultado de compaci-
dad de Daners y del Remark 2.2 (b) en [11], y la segunda es consecuencia
directa de la primera puesto que m™ : L (LY) — L*(LY) y la inclusién
i:L® (L") — L" (LP) son operadores continuos. W

En lo que sigue, para 0 < 7 <t < T, U (t,7) denotara el operador de
evolucién (débil) correspondiente al operador parabdlico L, vale decir, para
ug € LY (Q), U (t,7) ug esté definido como la solucién (débil) u del problema
abstracto de valores iniciales

h

=0 en Q x (7,7
0 en 0 x (7,T]
(.,7‘) = Uug

u

SIS

Otro resultado de Daners (Lema 4.1, [10]) dice que U (¢,7) manda L™ (£2)
en L1(Q) y que

10 () gy gy < C (6 — 1) 3 (573) (3.5)

donde C' depende sélo de w, q, N, ag y las cotas superiores para las normas
de los coeficientes de L.

Para R > 0, B" denotara la bola cerrada en L® (LV) con centro en 0 y
radio R.

Lema 4. Si A € (0,00) y m € L* (L"), entonces

tim [[(Z4+ A (k+m7)) " m*| =0
k—oo Lo (L2),L>° (L)
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Mads ain, para R, A > 0, la convergencia es uniforme en (A, m) para (A\,m) €
[A,00) x BR".
Prueba. Por la desigualdad de Holder basta probar que

lim H L+k)” ’
Lo (Lw),Loo(La)

Sea g € L*(L™). Usando las férmulas (4.6) y (5.4) en [10] obtenemos
(L+ k) g=51(9) + S2(g), donde

Sy (g) (1) = et /0 U (t,7) ek (r) dr

t

52(0) () = DY (1.0) (1= 70 (3,0)) [0 )by (7) ar

Ahora,

151 (9) ()l ey < / 10 () e ooy € 119 (7)o dr

_N
<c /0 e (£ — 1) 7% g ()] gy dr

donde hemos usado la estimacién (3.5). Para t € R, sea Gt : R — R
definida por G¢ (o) = |lg (o)l 1s(a) X(01) (0), ¥ sea Fj, : R — R dada por

Fy (o) = e_k"af%x(opo) (). Entonces, para 0 < t < T tenemos
151 (9) Ollpagey < NEx + GOllow < 1Ful oy 1Gell oy

<1 Fell g N9l e

donde s’ es el exponente conjugado de s, esto es, % + é = 1. Ahora,

r _ > —ks'o _—DNg
H kHLS,(R) = ) e g 2v

N .
y entonces, como 55" < 1, el teorema de Lebesgue da leIEO ”FkHLs’ ® = 0.
Asi,

151 (9) Dl Ly < €k 19l Ls ()
con klim e = 0. Aplicando (3.5) para U (t,0) y U (T,0) con w = ¢ y razo-
—00

nando como arriba, se obtiene una estimacién similar para |52 (9) ()| ()
y esto concluye la prueba. B
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Los lemas 3 y 4 nos permiten probar la siguiente

Proposicién 1. Dados R > 0, 0 < A < Ag, existe kg = ko (A1, A2, R)
tal que para todo (X\,m) € [A1,As] X B3" y k > ko el operador

(L+X(k—m))~": L™ (LP) — L" (LP)

es compacto y positivo.
Prueba. Notar que la ecuacién (L + A (k—m))u = f puede ser escrita
como
Liw:=(L+A(k+m™))u=f+ImTu

y por tanto como u = L' (f4Amtu). Asf, u — AL7'mtu = L7'f y
entonces

w=(I-AL'm*) LTy

Teniendo en cuenta el Lema 4 y que m™ : L (L) — L* (L") y la inclusién
i: L% (L") — L" (LP) son operadores acotados, sigue que para k suficiente-
mente grande el inverso

(I=ALT'm®) ™ L (L9) — L (1Y)

estd bien definido y es acotado para todo (A, m) € [A1, Ag] x B". Més aun,
para tales k£ tenemos

w=> "N (Ly'm") L7ty (3.6)
=0
y por tanto el Lema 3 da la compacidad de (L + X (k —m))~" : L" (LP) —
L*> (L7). Asi, el lema sigue de la continuidad de i : L> (L9) — L" (LP). &

Lema 5. Para A\ >0y m € L (LY), sea ko = ko ()\/2,2)\, HmHLs(Lu))
como en la proposicion anterior, y sea k > ko. Entonces

(L+X(k—m))~": L™ (LP) — L" (LP)

es un operador irreducible. B
Prueba. Para 0 < ¢y € L, sea L el operador definido por

Lu = uy — div (AVu) + (b, V) + Gou
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Veamos primero que (L 4+ A (k+m™)) " : L (LP) — L" (LP) es irreducible.
En efecto, si E C Q x (0,7) es un invariante para este operador, entonces
~ -1
también es invariante para (L +A(k+ a)) para todos los pares (cp,a)

de funciones no negativas en L suficientemente cercanos a (co,m™) (en la
norma L® (L") x L* (L")). De hecho,

<Z+)\(k+a)>_1 =Li'"(I—(co—C+A(m™ —a)) Ll_l)f1

donde L1 = L + A(k+m™), y entonces una expansién en serie similar

a (3.6) muestra que FE es (E—i— /\(k—i—a)) -invariante. Pero esto no es
posible porque, teniendo en cuenta la periodicidad y la acotacién local de las
soluciones débiles del problema (E + A (k+ a)> u= f para f € L" (L) (ver
[5], Teorema 2), la desigualdad de Harnack débil para ecuaciones parabdlicas
(enunciadada como en [47], Teorema 1.3, y su extensién el Teorema 5.1)
implica que (E + A (k+ a)) - es irreducible.

Ahora, como L1_1 es irreducible, nuevamente la expansion en serie (3.6)
da la irreducibilidad de (L + A (k —m))"*. B

En vista del lema anterior y la Proposiciéon 1, el teorema de Krein-
Rutman nos permite ya definir la funcién p,.

Definicién de p. Notemos que el problema Lu = Amu + pi, (A) u es
equivalente al problema

Liyw:=(L+Xk—m))u=Ak~+ ptm (N))u

Por lo visto arriba, para k suficientemente grande tenemos

1

——u=L1tu
Ak + i () g
donde el operador lineal L;l : L"(LP) — L"(LP) es compacto, positivo
e irreducible. Por lo tanto el teorema de Krein-Rutman nos dice que su
radio espectral p (L,;l) es positivo, es autovalor simple de L,;l y es el inico
autovalor con autofuncién positiva asociada. Luego, para A > 0 definimos

P, (A) como ,
Pom,L (A) = m — Ak (3.7)
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(Cuando no haya lugar a confusién escribiremos pi, (A) o p(\) en lugar de
pm.z (A)). Es fécil ver que i, (A) no depende de la eleccién de k. Como L~}
es también irreducible (nuevamente por Harnack) podemos definir p,, (0) =
py ', donde pg es el radio espectral de L. Para A < 0 definimos j,,, (\) =
f—m (—A). Notar que en cada caso, i, (\) puede ser caracterizado como el
tnico numero real tal que (3.2) tiene solucién positiva. Por ltimo, como
p (L,;l) es un autovalor algebraicamente simple de L,:l, sigue de la misma
manera que en [26], Remark 3.11, que p,, (A) es un autovalor algebraica-
mente simple de L — Am.

3.3 Propiedades de pu.

La primer propiedad que probaremos serd la monotononia de la y con re-
specto al peso, que jugara un papel importante tanto en el caso lineal como
en el no lineal y que serd mencionada como ”principio de comparacién de
autovalores” o simplemente ”principio de comparacién”.

Proposicién 2. Sean mi,me € L* (L") tales que my < my. Entonces,
tomy (A) > timy () para todo X > 0. Si ademds my < mga en un conjunto de
medida positiva, entonces fm, () > tm, (A) para todo X > 0.

Prueba. Para A > 0, tomamos k > 0 suficientemente grande tal que los
operadores T} := (L + A (k — mj))fl, j = 1,2, sean positivos, compactos e
irreducibles. Como en la Proposicién 1 se prueba (ver la ultima parte de la
demostracién) que T» is un operador acotado de L™ (LP) en L*° (L?), sigue
que T (mg — mq) Ty estd bien definido y es un operador acotado de L™ (LP)
en si mismo. Mas aln, como

T1 —T2 :Tl (m2 —ml)TQ

tenemos 77 > T y por tanto p(71) > p(T2). Luego, fim, (A) > pim, (A).
Para ver la segunda parte, supongamos ahora que m; # mo en un conjunto
de medida positiva. Procedemos por contradiccion. Si fim, (A) = fim, (N),
tenemos p (11) = p (12). Sea ug € L" (LP) una autofuncién positiva para T5.
Por Krein-Rutman tenemos us (x,t) > 0 a.e. (z,t) € 2 x R . Por lo tanto
T1 (m2 — my) Thusg es estrictamente positivo en casi todo punto en Q x Ry
luego

p(Tr) ug (x,t) = p (T2) uz (z,t) = (Tauz) (z,1) < (Truz) (2,1)

a.e. (x,t) € Q xR, pero esto no puede ser porque p (71) es el radio espectral
de Tl. ]
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Como i (A) = pi—m (=), de lo anterior sigue que para A < 0, si m; <
mg entonces se tiene iy, (A) < pim, (A) v la desigualdad es estricta si m; <
me en un conjunto de medida positiva.

La idea de la prueba del siguiente lema esta tomada de [11].

Lema 6. Sea m € L°(L"). Entonces p, es una funcion continua y
concava en R y ademds i, (0) > 0.

Prueba. Elegimos, como en la prueba del Teorema 2.1 en [11], una
sucesion de dominios regulares €2, cubriendo €2 y tales que ;1 C Qs C...C
una sucesion de pesos T-periddicos y acotados m, : €, x R tales que m,
converja a m en L° (L"), y una sucesién de operadores parabdlicos

Lo,u = u; — div (A(”)Vu) + <b("), Vu> + aén)u

en 2, X R con coeficientes T-periddicos y regulares tales que se satisfagan
las siguientes:

(1) Las constantes de elipticidad tienen una cota positiva por debajo
independiente de n.

(2) Las sucesiones o™ b§") (n)

i y ag’ convergen a a;j, bj y ap en L3,
Le (LQU) y L? (L") respectivamente, con las respectivas normas uniforme-
mente acotadas en n.

Sea A > 0. Como la constante C' en (3.5) depende sélo de las can-
tidades enumeradas alli, una inspeccion de las pruebas de la Proposicién
1 y del Lema 5 muestran que se puede elegir k sufientemente grande tal
que.los operadores (L, + A (k —m,,)) " satisfagan las hip6tesis del teorema
de Krein-Rutman. Sean u,, las soluciones positivas de los problemas

(Lp + A (k—mp)) tu, = mun en ) xR
up =0 en 002 x R (3.8)
u, T-peridédica

normalizadas por |lun| - ») = 1. Notemos que {tn, (M) }o2, permanece
acotada cuando n tiende a co. De hecho, dado € > 0, de (3.8) y teniendo
en cuenta el Teorema 5.3 de [10], sigue que para n suficientemente grande
el radio espectral de

(Ln + A (k—mp)~": L7 (LP) — L" (LP)
es mayor que (Ak + fi, ()1 — &. Tenemos ademas fi,,, (A) > —\k y por
tanto {fm, (A\)},—; es una sucesién acotada. Luego, agrandando k si es
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o0

n—1 €s acotada

necesario, podemos suponer que la sucesion {Ak + piy,,, (A\)}
o0

por abajo por una constante positiva. Sea { . (/\)}l una subsucesion
=1
[e.9]

-1
convergente y sea « su limite. Como { (x\k + i, ()\)) Um} estd aco-
=1
tada en L" (L), por el Teorema 5.1 de [10] podemos asumir (pasando a otra

subsucesién) que u,, converge en L" (LP) a una solucién positiva y (no nula)
u del problema
Lu=Xnu+ou en QxR
u=0 en 002 x R (3.9)
u T-periddica

Luego, por la tdltima parte del teorema de Krein-Rutman debe ser a =
fm, (A).

Asi, cada subsucesién convergente de i, (A) tiene una subsucesién con-
vergente a [, (A) y por tanto la sucesién entera converge a fi,, (A). Como
cada fim, (A) es una funcién céncava en A (ver [26], Lema 3.10), resulta que
lm €s concava para A > 0, y como fiy, (A) = pti—m (=), lo mismo vale en
toda la recta real. Ademds, como p,, es céncava (y finita) es también con-
tinua. Finalmente, el peso m = 1 es acotado y continuo y por tanto el Lema
2.4 de [11] dice que f, (0) > 0. W

Observacion. Se puede ver de manera similar que (A, m) — f, () es
continua. En efecto, sea {(\;,m;)} una sucesién arbitraria que converja en
R x L* (L") a algtin (A9, mp). Como en la prueba del lema anterior podemos
ver que {,umj ()\j)} es acotada. Pasando a alguna subsucesiéon podemos
suponer que fim; (A;) converge a algin o € R. Sea iy, m,m; una solucién
positiva del problema (3.3) (tomando A = Aj, m = m;) normalizada por
Ha%mj‘ Lr(Le) = 1. Entonces la compacidad del operador solucién (Lema 2)

provee una subsucesién ﬁAjk,mjk que converge a una u solucién del problema

(3.9). Més atn, u > 0y por tanto & = p,,, (A). Luego, {,umj ()\j)} tiene una
subsucesion que converge a (i, (A), y esto prueba que (A\,m) — puy, (A) es
continua.

Definicién. Sea €y un dominio acotado en RY y sea I' : R — R una
curva C? y T-periédica. Definimos la regién tubular Br g, como

Bro, ={(z,t):x el (t)+Q, t€(0,7)} (3.10)

El préximo lema es una adaptacién del Lema 3.6 en [21].
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Lema 7. Sea m € L* (L") con P (m) > 0 y tal que m sea acotada por
arriba. Entonces existe un tubo Br g, como en (3.10), con y de frontera
suave y Br o, C Q x (0,T), tal que fBF,Qo m > 0.

Prueba. Sea § > 0 tal que Qs # 0, donde

Qs ={zx € Q:d(z,00) >} (3.11)

Sean a,b € R con a < b, y sea m (t) := esssup,cqm (z,t). Sea ¢ € R tal que
Jo M (t)dt > ¢ > 0y denotemos con 7 a la proyeccién usual 7 : R" xR — R
dada por 7 (z,t) = t.

El primer paso es la construccion de una familia finita {Qn}ﬁ:1 de cubos
abiertos, congruentes, disjuntos de a dos, con lados de largo [ y paralelos a
los ejes coordenados, satisfaciendo las siguientes condiciones:

I <6/2(N+1), Qn C Q59 X [a,b] para 1 < n < k con proyecciones
{7 (Qn)}F_, disjuntas de a dos tal que >-F_, |7 (Qn)| =b—ay con {Qn}F_,
satisfaciendo ademas que fu’,i,l 0, M > cl™. En orden a construir tal familia

{Qn}izl procedemos como en la prueba del Lema 3.6 de [21]. Como hay
algunos errores de tipografia alli, hacemos algunas precisiones. Tomamos
alli, en el comienzo de la prueba, m; = min (j,m), y fijamos j, k suficien-
temente grandes tal que f; mj(t)dt > ¢, || > [Q[/2y k> 1/6. Para
0 <6 <6 <mn,sea E(n,0) el conjunto de puntos (z,t) € Qy X [a,b]
tales que m (x,t) > m(t) —n + 0, sea E9(n,0) el conjunto de puntos en
1/, que son puntos de Lebesgue para la funcién m (z,t) — (my (t) —n)
y, para p > 0, sea E® el conjunto de puntos (z,t) € E%(n,0) tal que
Q™! fQ (m — (my —n)) > 0/2 para todos los cubos abiertos con lados par-
alelos a los ejes coordenados con didmetro menor que 1/p conteniendo (z, t).
Con estas notaciones, la prueba sigue como el Lema 3.6 en [21], con las
normas L" reemplazadas ahora por las normas L*® (L") y los obvios cambios
siguientes en la desigualdad de Holder. Construida tal familia {Qn}ﬁzl, el
lema sigue de consideraciones similares a las de los Remarks 4.2, 4.3 y el
Lema 4.4 en [26]. B

El siguiente lema es una ligera variacién de la Proposicién 3.3 en [12] y
la Proposicién 3.1 en [30].

Lema 8. Sea m € L* (L") tal que fBr o m >0, donde Brg, C £ x
e
(0,T) es como en (3.10). Entonces )\lim o, (A) = —o00.
—00
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Prueba. Sea W : Q x R — RNT! definida por ¥ (z,t) = (z =T (¢),1t),
y sea Dp = U (Q x (0,7)). Para f : 2 x R — R denotaremos por f a la
funcién f o ¥~!. Como u es solucién de

ur — div (AVu) 4 (b, Vu) + apu = Amu + fi, (A) u en Q x R,

usando la sustitucién de variables (y,t) = ¥ (x,t), obtenemos que para
p€E H%,o

/D [—ﬁ@ n <Zva, v¢> v <E T () ,va> G+ Eoﬁa]

_ / (A7 + i (N)) T3 (3.12)
Dy

donde A es la matriz con entradas a;jy b= (gl, ...,ZN>.

Sea ¢ > 0. Es facil ver que existe G € C* (]RN) con sop G C Qo,g y tal
que0<G<1,G=1len Q. y

% / m < / mG? (3.13)

Qox(0,7) Qo x(0,7)

Notamos que por la desigualdad de Harnack, u (x,t) esta acotada por abajo

por una constante positiva para z € sop G, t € [0,T]. Luego podemos tomar

@ = G2/ como funcién de prueba en (3.12). Ahora, como G no depende

de t y @ es T-periddica, tenemos [ u (GQ/ﬁ)t = 0. Sea v = —logu. Un
Dr

célculo muestra que

_ 1+ - _
/ —lGVo|L -2 <A(GW),W +5A7 (G (b_ I (t))) +COG2>
Qox(O,T)

= [ oatu e
QoX(O,T)

1/2

donde ||lw| 4 = (Aw,w)* para w € RN, Asf,

1 [lvessa o) e - wnee
Lo (N) < ==

G2
Qo x (O,T)
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y entonces el lema sigue de (3.13). W

Concluimos esta seccion con un resultado util concerniente al caso m =
m (t) que es una extension del caso regular.

Lema 9. Sea m € L* (LV) con m = m (t). Entonces, para todo A > 0

se tiene
A

tim (V) = p(0) = 2P (m) (3.14)

Prueba. En principio, como dijimos antes, el caso P (m) = +o0 es posi-
ble. Notar sin embargo que si m = m(t), entonces como m € L*® (L"),
resulta en particular que m € L' (0,T) y por tanto P (m) < oo, y asf (3.14)
tiene sentido. La prueba del lema sigue inmediatamente del Lema 15.3 en
[29] razonando como en el Lema 5.4 en [12]. W

3.4 Prueba de los Teoremas 1 y 2.

Teorema 1. Sea m € L° (L") con s,v satisfaciendo (2.1). Entonces,
P (m) > 0 es condicion necesaria y suficiente para la existencia de au-
tovalor principal positivo para (1.1). Mds ain, este autovalor es unico y
algebraicamente simple.

Prueba. Probamos primero que la condicién es suficiente. Supongamos
P (m) > 0. Sean

my (@,t) = min {j,m (,6)}, iy (£) = esssupm; (x,1).

e
m (t) = esssupm (x,t) (3.15)
zeQ)

Notar que m; (t) = min {j,m (¢)}. Mas ain, m; es una sucesién creciente
que converge a.e. a m. Ahora, como m;(t) > m;(z,t) a.e., tenemos
m; (t) < |mj (z,t)| y por tanto m; € L*(0,T) (y en particular a L' (0,7)).
Ademéds, 0 < mj +m~ < mjy1 +m~, j € N. Luego, el teorema de la
convergencia mondétona dice que

T T
lim m;+m- = / mt

Asi, lim P (mj) = P (m) y entonces P (mj,) > 0 para algin jy suficien-
j—00

temente grande. Ahora, como mj, estd acotado por arriba, por el Lema 7
tenemos | Br.o. Mo > 0 para algun Br o, como alli. Pero entonces, teniendo
Q0
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en cuenta el Lema 6, el Lema 8 da la existencia de un autovalor principal
positivo A1 (mj,). Por lo tanto, como m; < m, del principio de comparacién
de la Proposicién 2 sigue la existencia de autovalor principal para m. La
unicidad sigue de la concavidad y la simplicidad del comentario al final de
la definicién de pu.

Veamos que la condicién es necesaria. Supongamos P (m) < 0. Entonces
P (m;) <0 para todo j. Ahora, como 771]_ depende sélo de t, el Lema 9 nos

dice que i, (A) = p(0) — 2P (m;) para todo A > 0. Por tanto resulta
i, (A) > w(0), y asf la Proposicién 2 implica que fi,; () > 1 (0) para
todo A > 0. Luego, como m; converge (crecientemente) a m en L° (L") y
m — fm, es continua (ver Observacion despues del Lema 6), sigue fi, (A) > 0

para todo A > 0y por tanto no existe autovalor principal positivo para (1.1).
|

Observaciones. i. Notar que de la prueba del teorema (en realidad del
Lema 7) sigue que la condicién P (m) > 0 es equivalente a que exista un tubo
Brg, C QxR como en (3.10) tal que [ m > 0. En efecto, claramente la

2240

existencia de un tal Br g, implica P (m) > 0. Supongamos ahora P (m) > 0.
Para j € N, sea m; definido por (3.15). Entonces P (mj,) > 0 para algiin jo
y asf el Lema 7 da que fBRQo m;, > 0 para algin Br q,. Luego, fBF,QO m > 0.

ii. Como consecuencia inmediata del principio de comparacién de la
Proposicién 2 tenemos que si myj,mg € L* (LV) con m; < mgy P(my) > 0,
entonces \1 (m1) > A1 (mg). Si ademds my # mso en un conjunto de medida
positiva, entonces A1 (mq1) > A; (ma).

iii. Sea .
N (m) ::/ essinfm (z,t) dt. (3.16)
0 e
Como i, (A\) = pi—m (—A), sigue que N (m) < 0 es condicién necesaria

y suficiente para la existencia de un (tnico y simple) autovalor principal
negativo A_q (m) para (1.1).

Teorema 2. Supongamos eziste A1 (m), y sea h € L (L") una funcion
positiva (y no idénticamente cero). Entonces, si 0 < X\ < A1 (m), existe una
unica solucion w al problema (2.4). Mds ain, u (z,t) > 0 a.e. (z,t) € QAxR.
Reciprocamente, si (2.4) tiene solucion positiva para h > 0y X > 0, entonces
A< A1 (m)

Prueba. Notar que Lu = Amu + h es equivalente al problema

uw=(L+X(k—m))"" (h+ Mew) := T (h + \ew)

32



donde (para k suficientemente grande) T es compacto, positivo e irreducible,
y a su vez la ecuacién anterior es equivalente a

1 1

Ahora, como A < A1 (m), tenemos fi,, (A) > 0 y entonces sigue de (3.7) que
ﬁ > p(T) y por tanto u = (ﬁ[ — T)_1 Th. Luego, la irreducibilidad de T
da la primera parte del teorema.

Asumimos ahora que (2.4) tiene solucién positiva u para una h > 0.
Entonces Lu > Amu, y razonando como arriba esto da

1
T — 1
u < U (3.17)
con T satisfaciendo las hipétesis del teorema de Krein-Rutman.
Supongamos A = A; (m). De (3.7) resulta s = p(T) y por tanto (3.17)
nos dice que
v:i=p(T)u—Tu>0

lo cual contradice el Corolario (ii) de Krein-Rutman (ver final de la seccién
3.1). Supongamos ahora A > \; (m). Tenemos entonces que p (\) < 0y por
tanto (3.7) implica

1 1
ANi= — < ————
VIS VERNGN

=p(T).
Luego, de (3.17) sigue que
w:=Nu—Tu>0

con A* < p(T') y u > 0, lo cual contradice el Corolario (i) de Krein-Rutman,
y esto termina la prueba. W

3.5 Funciones analiticas reales y prueba del Teo-
rema 3.

Antes de probar el Teorema 3, damos algunas definiciones y resultados con-
cernientes a funciones analiticas reales (ver por ejemplo [19] y las referencias
que alli figuran).
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Definiciéon. Sean XY espacios normados lineales y M C X un abierto.
Sea F': M — Y, yseaxg € M. Decimos que F' es diferenciable Frechet en
xo si existe un operador lineal acotado F” (z¢) : X — Y tal que para todo
h € X con xg+ h € M se tiene

F(SEO + h) — F(l’o) =F (xo) (h) +R<l‘0,h)

donde R ,
IR (o By
h—0  |[h]lx

=0
El operador F” (z() estd univocamente definido y se llama derivada de Frechet
de F en xg. Si F' es diferenciable Frechet en zg entonces es continua en xg.
Supongamos F’ existe en un entorno U de xg. Si F’, considerado como
una aplicacién de U en (X — Y') tiene derivada Frechet en x(, denotamos
esta derivada como F” y la llamamos derivada de Frechet de sequndo orden
de F en xo. Asi, F” (z9) es un elemento del espacio (X — (X —Y)) que
es isométricamente isomorfo a ((X x X) — Y'). Hacemos esta identificacién
de estos dos espacios y pensamos

F"(z0) € (X x X) = Y)

Si F” (x) existe en M, entonces F” aplica M a ((X x X) — Y). De manera
andloga se definen las derivadas de Frechet de orden superior.

Definiciéon. Sean X,Y dos espacios de Banach reales, y D C X un
abierto. Una aplicacién F' : D — Y se dice analitica real en D si las
siguientes afirmaciones son validas

i. Para cada x € D existen las derivadas de Frechet de todos los 6rdenes
D"F (x,...).

ii. Para cada x € D existe 0 > 0 tal que para todo h € X, ||h|| < 4, se

tiene
x

F(m+h)=2

n=0

1

n!D”F (x,h™)

donde h™ = [h, ..., h] n veces.

Enunciamos a continuacion el teorema de la funcién implicita (ver [19],
Capitulo 4, Teorema 3.12) para aplicaciones analiticas reales.

Teorema. Sean X,Y,Z espacios de Banach reales, G C X XY un
abierto, y (2o, y0) € G. Sea F': G — Z una aplicacién analitica real tal que

[F" (20, y0)] " existe y F (z0,y0) = 0.
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Entonces existe un entorno U (zg) en X del punto o y U (y9) en YV
del punto yo (con U (z9) x U (yo) C G) tal que existe una unica aplicacién
y : U(xg) — U (yo) para la cual se tiene F (z,y(z)) = 0 en U (xp). Maés
aun, esta aplicacién y es analitica real en U (z9).

Enunciamos también el siguiente resultado sobre perturbacién de auto-
valores simples debido a Crandall y Rabinowitz (ver [9], Lema 1.3)

Lema 10 (Crandall-Rabinowitz). Sea X un espacio de Banach real.
Sea Ty : X — X un operador acotado, y supongamos que rqo es un autovalor
algebraicamente simple de Ty. Entonces existe § > 0 tal que si ||T — Tpl| <
J, existe un unico v (T) € R satisfaciendo |r (T)—ro| < ¢ para el cual
r(T)I —T es singular. Mds aun, la aplicacion T — r (T) es analitica real
y r(T) es un autovalor algebraicamente simple de T. Finalmente, puede
ser elegido un autovector asociado v (T) tal que la aplicacion T — v (T) es
también analitica real.

Ahora si, la demostracién del Teorema 3.

Teorema 3. La aplicacion m — A1 (m) es analitica real.

Prueba. Sea (Ao, mp) € Rx L (L) y supongamos que P (mg) > 0. Pro-
cediendo como en la prueba de la Proposicion 1 se puede ver que para o, k €
R suficientemente grande el operador (L + o+ A(k—m))~" : L (LP) —
L (L7) estd bien definido, es acotado, positivo e irreducible para (A, m)
en algiin entorno de (Ag,mq). Sea T = (L+a+ A(k—m))"' y sea Ty =
(L + o+ Xo (k—mg)) . Un caleulo muestra que T = Ty + T6Tp, donde &
es el operador multiplicar por (Ag — \) k + Am — A\gmg. Entonces

n
T=Tp» (0To) + T (6Tp)" "
j=1
para todo n € N. Ahora, Tj es acotado de L" (LP) en L*™ (L%) y por tanto
para (A, m) suficientemente cercano a (Ao, mg) tenemos

101l oo 0y, L7y < €16l poo(ray, Lo (pwy < 1/ (2 HTOHLT(LP),LOO(LQ))

Sigue que Ty 2?21 (6Tp)? converge a Tp en la topologfa de la norma de
operadores. Asi, (A,m) — T),, es un mapa analitico. Como i, (0) > 0
Y Wm €s céncava, tenemos entonces u, (A1 (m)) < 0. Luego, el teorema
sigue del lema de Crandall-Rabinowitz y el teorema de la funcién implicita
enunciado arriba. W
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3.6 Prueba de los Teoremas 4 y 5.

Supondremos en esta seccién que m y ag satisfacen (2.5).

Observaciones. i. Veamos como podemos definir y cuando ag cambia
de signo en 2 x R. Sea A > 0. Sumando ku, k constante positiva sufi-
cientemente grande, a ambos miembros de (3.2), vemos que ese problema es
equivalente a

1 5
——u=(L+(k—m U
COyEEt = e am))
donde (L + (k—Am))™' : L™ (LP) — L" (LP) es compacto, positivo e irre-
ducible y r, p son como en el Lema 1. Asi, el teorema de Krein-Rutman nos
permite definir p como

— 1 —
= (vt )

Otra forma de pensar p cuando ag cambia de signo es la siguiente. Sea
k> HagHoo. Sumando ku, a ambos miembros de (3.2), tenemos que

Lyu:=(L+k)u= > mu+ (k+ pim,1 (N)u

y como L es un operador con coeficiente independiente positivo, por unici-
dad de la i en ese caso, debe ser piy, 1, (A) = k+ fim 1, (A). Luego, podemos
definir

Hm, L ()\> = Mm, Ly <)\) -k

Al igual que antes, es ficil ver que la definicién no depende de k.

ii. Notamos de lo anterior que siguen valiendo en este caso todas las
propiedades de p probadas antes para cuando ag > 0, salvo que ahora en
general no tiene por qué ser u (0) > 0. De hecho, veremos que p (0) puede
ser positivo, cero o negativo, dependiendo de que tan "grande” sea aj; .

A riesgo de ser pesado, pero pensando en la comodidad del eventual
lector, reiteramos los enunciados de los teoremas. Recordar que Lg es el
operador que viene dado por Ly = L + a .

Teorema 4. (i) Supongamos A\ (Lo,ag) > 1. Entonces, la conclusion
del Teorema 1 sigue siendo vdlida.

(it) Supongamos A1 (Lo,ag) = 1. Si m = m(t), entonces (1.1) tiene
autovalor principal positivo si y solo si f(;fm = 0. En tal caso, todo A € R
es autovalor principal.
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(iti1) Supongamos i (Lo,ay) =1y que m # m (t). Entonces, P (m) >
0 es condicion necesaria pero no suficiente para la existencia de autovalor
principal positivo para (1.1).

(11i2) Las condiciones P (m) >0y

Qg

———<m .€. .
)\1(L(),m+)_m ae.(z,t) € A xR (3.18)

son suficientes para la existencia de autovalor principal positivo A (m) para
(1.1).Mds atin, A1 (m) es el dnico autovalor principal distinto de cero para
(1.1), y se tiene

A (Lo,m™b) < A1 (m) < Ay (Lo, m).

Prueba. Veremos primero que fiy, 1, (0) > 0 si y sélo si A\ (LO, aa) > 1,
y asi quedard demostrado (i). Asumamos iy, (0) > 0. Tenemos Lu =
Amu =+ fm r, (A) u para todo A, con u > 0. En particular, para A = 0
obtenemos Lu = iy, 1, (0) u > 0. Luego, como Lo = L + a;, sumando ku a
ambos miembros con k suficientemente grande sigue que

1 _
Eu> (Lo+1.(k—ag)) Yui=Tu (3.19)
donde T satisface las hipétesis del teorema de Krein-Rutman. Ahora, supong-
amos 1 = X1 (Lo, ay ). Entonces, de (3.7) resulta p(T) = ¢ y asi (3.19)
implica que p(T)u — Tu > 0, lo cual contradice el Corolario (ii) de Krein-
Rutman. Supongamos 1 > Ay (Lo, qy ). Entonces se tiene Fag Lo (1)<O0y

por tanto de (3.7) resulta

1

o=t L
k k +,ua57L0 (1)

=p(T)
Asi, sigue de (3.19) que Nu — Tu > 0 con A* < p(T) y u > 0, en con-
tradiccién con el Corolario (i) de Krein-Rutman. Por lo tanto debe ser
1<\ (Lo,aa).

Asumamos ahora que A\ (Lo,aa ) > 1. Tenemos Lu = piy, 1, (0)u con
u > 0. Si pm,r(0) = 0, obtenemos Lou = agu, u > 0. Asi, 1 =
A (Lo,ag) > 1. Contradiccién. Supongamos puy,r, (0) < 0. Entonces nos
queda Lou — l.agu < 0. Pero si 1 < )\ (Lo,aa), el Teorema 2 dice que
u < 0. Contradiccién. Por tanto, i, 1, (0) > 0.

Veamos (ii). Observemos primero que A; (Lo,ag ) = 1 si y sélo si
pm.r, (0) = 0. En efecto, supongamos A (Lo,ag) = 1. Entonces existe
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v > 0 tal que Lov = ayv y por tanto Lv = 0 = 0.v. Pero iy, 1, (0)
es el Unico nimero con esa propiedad, y asi debemos tener i, 1, (0) = 0.
Reciprocamente, si (i, 1, (0) = 0 obtenemos Lu = fiy, 1, (0) u = 0 con u posi-
tiva y luego Lou = agu, u > 0. Asi, A\ (LO, aa) = 1. Por lo tanto, teniendo
en cuenta la observacién anterior y el Lema 9 queda probado (ii).

La prueba de la primera afirmacién de (iiil) sigue inmediatamente de
lo anterior y del hecho que limy . p(A) = —o0 si y sélo si P(m) > 0.
Para ver la otra afirmacién, consideremos el peso m = m™. Obviamente
P(m*) > 0. Supongamos existe A\; (m™*). Entonces fi,,+ () > 0 para
todo 0 < A < A1 (m™). Asi, para tales A tenemos Lu > AmTu > 0 con
u > 0, pero entonces como en el comienzo de la prueba de (i) obtenemos
A1 (Lo,aa) > 1. Contradiccién.

Probamos (iii2). Afirmamos que (3.18) implica gy, 1, (A1 (Lo, m™)) > 0.
En efecto, si no, entonces Lu < A; (Lo, m")mu para alguna u positiva.
Luego, resulta

Lou < (ag -\ (Lo,er) mf) u+ A (Lo,er) mTu

y por lo tanto (3.18) implica Lou < A1 (Lo, m") m*u. Ahora, como en (i)
obtenemos

— = u<(Lo+ M (LomT) (k—m™) u=T
>\1(Lo,m+)ku (Lo + A1 (Lo,m™) (k—m™)) " u

para algin k suficientemente grande y asi (3.7) da p(T)u < Tu. Luego
p(T)(—u) — T (—u) > 0, en contradiccién con el Corolario (ii) de Krein-
Rutman. Asi, fim. 1 (M (Lo,m™)) > 0 y entonces, como P (m) > 0, la con-
tinuidad de g, 1, da algin A > A\; (Lo, m™) tal que pp, 1, (A) = 0. Mds atn,

como A = Aq (L[), m + %), el principio de comparacion de la Proposicién

2 implica A < A1 (Lo, m). La unicidad del autovalor principal sigue de la
concavidad de fi, 1, y del hecho que fi, 1, (0) =0. B

Observaciones. i. Notemos que en el caso ap > 0, (3.18) es siempre
vélida y la condicién en (iii2) se reduce a P (m) > 0, que en tal caso es
necesaria.

ii. Notemos ademds que 0 es autovalor principal para (1.1) si y sélo si
A1 (Lo,aa) =1.

iii. Sea N (m) definido por (3.16) y supongamos A1 (Lo, ag ) > 1. Como
fm (A) = pi—m (=A), N (m) < 0 es necesaria y suficiente para la existen-
cia de un (dnico) autovalor principal negativo A_; (m) para (1.1). Por otro
lado, si Ay (Lo, ag ) =1y m depende no trivialmente de ¢, razonando como
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arriba vemos que N (m) < 0 es necesaria (pero no suficiente) para la exis-

tencia de un autovalor principal negativo. Mas aun, si A < 0, escribiendo
ay . .

Lu = (—=X) (—m)u se puede probar que o) < m* a.e.(x,t) implica

tm,r, (—A1 (Lo,m™)) > 0y por tanto N (m) <0y W <mt a.e. (x,t)
son suficientes para la existencia de autovalor principal (tinico) negativo para
(1.1).

Corolario. Supongamos A\ (Lo,ag) < 1.

(i) Si P(m) < 0, entonces existe un autovalor principal positivo, y no
hay otro autovalor principal para (1.1).

(ii) Supongamos P (m) > 0. Entonces (3.18) es suficiente para la exis-
tencia de autovalor principal positivo \1 (m) para (1.1). Mds ain,

(ii1) Si P (m) = 0, A1 (m) es el unico autovalor principal para (1.1) y
se tiene

)\1 (m) S )\1 (Lo,m+) .

(112) Si P (m) >0y ﬁ% < m~ en un conjunto de medida positiva,
entonces existen dos autovalores principales A (m) y A1 (m). Estos son los
unicos autovalores principales para (1.1) y se tiene

A1 (m) <\ (Lo,m+) < Xl (m) .

(1i3) Si P(m) >0y W =m~ a.e.(z,t), entonces \; (Lg,m™) es
un autovalor principal para (1.1).

Prueba. Como consecuencia de la prueba del teorema anterior vemos
que A1 (Lo,ag) < 1 siy s6lo si py,r (0) < 0. Por lo tanto, (i) sigue de la
Proposicién 2 y el Lema 9. Por otra parte, como en el teorema anterior ten-
emos fim, 1, (A1 (Lo, m™)) > 0. Més ain, es facil ver que iy, 1, (A1 (Lo, m™)) =
0 si sdlo si W = m~ y por tanto en tal caso A\; (Lo, m™) es autovalor

principal positivo para (1.1). Luego, el Corolario sigue teniendo en cuenta
las propiedades de p. B

Observacién. Hemos tratado (infructuosamente) de poder decir algo

mas en el caso (ii3). Tenemos también las siguientes
Conjetura 1. Se puede reemplazar (3.18) por la condicién mas débil

W <m~ ae.(z,t) e M~
A1 (Lo, ag xpm+) > 1
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donde Mt :={(z,t) e A xR:m(z,t) >0ty M~ := (2 xR)— M.
Conjetura 2. En el caso A\; (Lo, ag ) =1, la condicién

Qg

Wﬁm_enalgmeCQxR,con |E|>0

es necesaria para la existencia de autovalor principal positivo.

Conjetura 3. Las conjeturas 1 y 2 son falsas.

Lamentablemente, atin después de sesudos andlisis, no hemos podido
resolver ninguna de las tres conjeturas.

Sea My definido por (2.7). Concluimos esta seccién probando el

Teorema 5. Supongamos A\ (Lo,aa) <1, m™ = 0. Asumamos que
ag XM, = 0 a.e. o bien A\ (Lo,aO_XMO) > 1, y que ay /m~ € L™ (V — M)
para algun entorno V de My. Entonces existe un autovalor principal positivo
para (1.1), y no hay otro autovalor principal para (1.1).

Prueba. Supongamos no existe A > 0 tal que p,, 1, (A\) = 0. Entonces,
como fim, 1, (0) < 0 tenemos iy, 1, (A) < 0 para todo A > 0. Luego, Lu <
Amu = —Am~u para alguna u > 0 y asi

Lou < ag xpou + (aax{m<0} — )\m_) U (3.20)

para todo A > 0. Por otra parte, existe A\* suficientemente grande (no
dependiendo de (z,t)) tal que ag X{m<o} —A™m~ < 0 ae. (v,t) € QxR con
desigualdad estricta en un conjunto de mediad positiva. Por tanto, (3.20)
da Lou < ag xmuw con u > 0y entonces razonando como en la prueba
del Teorema 4 obtenemos 1 > \q (LO, ag XMo)a mientras que si ag xp, = 0
a.e. se tiene una contradiccién con la positividad de L L Asi, la existencia
de autovalor principal positivo estd probada. La unicidad del autovalor
principal sigue de la concavidad de pi, 1, y del hecho que P (m) <0. R

Observacion. Consideremos un operador parabdlico en forma clésica,

es decir [N N
0?2 ou
Lu = Ut — ZZGZ’]mu + szaixl + agu
i=1

i=1 j=1
Asumimos que Q@ C RY (N >1) es un dominio acotado con frontera de
clase de clase C?t? 0 < 6 < 1, y que los coeficientes a;j, bj, ap y el

peso m pertenecen a Cg’a/ 2 (ﬁ X R). Con estas hipétesis, se puede probar
de la misma manera que lo hemos hecho todos los resultados anteriores
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correspondientes a los tres casos considerados, trabajando en el contexto
de soluciones clédsicas, utilizando la versién clasica del teorema de Krein-
Rutman (es decir, para conos con interior no vacio) ya que los resultados
que hemos utilizado siguen siendo validos con las hipotesis escritas arriba
(ver por ejemplo [29]).

Por supuesto, seria agradable poder probar esto con menos hipdtesis,
en especial sobre el peso m. Sin embargo, hay un problema. La prueba
que da Hess de el hecho que P (m) > 0 implica que p(A\) — —oo cuando
A — oo (y por tanto la existencia de un autovalor principal positivo en el
caso a; = 0) depende de la continuidad de m y no puede ser extendida a
una m no continua (ver [29], Lema 15.4, o también [7], [30]). Y la prueba
alternativa conocida utiliza la forma débil de la ecuacién con alguna funcién
test conveniente y por tanto, o bien se pide que los coeficientes a;; sean
C} (2 x R) y se puede pasar entonces a la forma de divergencia ([21], [26]
por ejemplo), o bien se empieza directamente por un operador escrito en
forma de divergencia (ver Lema 8, y también [11], [12]). Suponemos que
la afirmacién debe seguir siendo cierta para m no continua y un operador
general, pero no conocemos la prueba. Por supuesto, esta observacién se
aplica también al caso ag > 0.

3.7 Preparando el caso no lineal.

En esta seccién se prueban resultados sobre el caso lineal que seran nece-
sarios para poder tratar luego el problema no lineal. Entre otras, veremos
propiedades de regularidad de las autofuncionces principales de (1.1) y de-
sigualdades de tipo Harnack para estas autofunciones.

Asumiremos en esta seccién que () satisface la condicién de regularidad
(2.8).

Observaciones. i. Teniendo en cuenta que ) satisface (2.8), ¢ = oo
estd permitido en el Teorema 4.4 de [10] (ver [10], Remark 4.6 (b)) y por
tanto también en el Teorema 5.1 (a) y en el Corolario 5.2. Por tanto, bajo
la condicién (2.8), sigue que todos los resultados de la seccién 2 del presente
capitulo siguen siendo validos tomando

q 007 w:q7 T<S7
2<r<oo, p<oo, p<u,
N |1

7p+;<1.

Al

en lugar de la eleccién del Lema 1 (ver (3.4)). Fijamos por el resto del
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trabajo p,r satisfaciendo estas condiciones (notar que como Nl <,

2v s
tales p, 7 existen).
ii. Para f € L" (LP), la (nica) solucién u del problema (2.2) pertenece
a Cp. Més aun, el operador,

L™V L (IP) — Cr (3.21)

es compacto. En efecto, de lo anterior y el Remark 4.6 (b) en [10], tenemos
que u € Cr, y como dijimos arriba, el Teorema 5.1 (a) en [10] sigue siendo
valido para ¢ = oo y esto da la compacidad.

Si X,Y son espacios de Banach, denotamos con B (X,Y) al espacio de
Banach de operadores lineales y acotados de X en Y. Para S € B (X,Y)
escribiremos [|S]| yy para su norma como operador, y si S € B (X, X) su
norma serd denotada por [|S| y. Recordar que para R > 0y f € L* (L")

. - 55 . 10 .
6 f € Cr escribimos By (f) 6 Bp" (f) respectivamente para denotar las
bolas cerradas en f y con radio R en los respectivos espacios.

Sean R, A € (0,00). Tomando ¢ = co en la Proposicién 2, se ve que con
la misma prueba obtenemos que existe kg = ko (R, A) tal que para k > ko el
operador

(L+X(k—m)~": L (LP) — LY

es compacto y positivo. Més aun, tenemos
Lema 11. Sean R,A € (0,00) y sea k > ko con ko como arriba.
Entonces, para todo m € By’ (0), X € [0, A] tenemos
(L+X(k—m)) " (L" (LP)) c Cr (3.22)
Mds aun, el operador
(L+A(k=m))g, : Cr — Cr

es compacto.
Prueba. Al igual que en la Proposicién 2, para f € L" (LP), la ecuacién
(L+ X(k—m))u = f puede ser escrita como

-1

(1= (L+a(k+m™) m ) u=(LtA(k+m) " (3.23)

Ahora, teniendo en cuenta la segunda parte de la observacion anterior (apli-
cada a L + A (k+m™) en lugar de L) nos da que

((L+A(k+m) " m*) (£5) € Cr.
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Adem4, para k suficientemente grande, tenemos

<1
L

A A G+ m) |

<A@ A )|

Cr

donde la tltima desigualdad sigue del Lema 4 (tomando g = 00). Asi, para
tales k resulta que

(1= (L+A(k+m—))‘1m+)|*c . Cr — Cr

T
estd bien definido y es acotado y asi (3.22) sigue de (3.23). Por tltimo,
como (L + A (k—m)) "' : L" (L?) — L es compacto, (3.22) nos da la otra
afirmacién del lema. W

Observaciones. i. Notar que (asumiendo (2.8), el lema anterior nos
dice que las autofunciones principales de (1.1) (que en principio estaban en
L (LY), g < 00) pertenecen a Cr.

ii. Sean R, A, ko, k, A\, m como en el lema anterior. Entonces, el espectro
de

(L+A(k=m))g, : Cr — Cr (3.24)

coincide con el espectro de
(L—i—x\(k—m))_l L7 (LP) — L™ (LP) (3.25)

y ademds, para un autovalor dado, estos operadores tienen los mismos au-
toespacios generalizados FEn particular, tienen el mismo radio espectral. Més
aun, como el radio espectral es un autovalor simple para (3.25) por el teo-
rema de Krein-Rutman, lo mismo es cierto para (3.24).

ili. Notar que se puede elegir una autofuncién positiva wy ,, de (1.1) tal
que la aplicacién (X, m) — uy m, es analitica real de R x L* (L") en Cp. En
efecto, sean (Ao, mp) € R x L* (LY), Vagme = (Ao — 8, Ao + 6) x B3 (0) con
9, R > 0 suficientemente pequenos, y sea k > ko (R, Ao + ¢) con kg como en
el lema anterior. Como ya sabemos que (A\,m) — pm, (A) es continua (ver
la observacién después del Lema 6), lo mismo es cierto para (A, m) — pxm
donde pj ,, es el radio espectral (y por tanto por el teorema de Krein-Rutman
es autovalor principal positivo) de (L + A (k—m))™' : Cp — Cp. Como
ademds (A,m) — T, es analitica real (ver la prueba del Teorema 3), el
lema de Crandall-Rabinowitz da la afirmacion.

iv. Sea

M={meL?(L%:P(m)>0} (3.26)
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Es claro por la observacién (i) después del Teorema 1 que M es abierto en
L? (LV). Ademds, notar que para m € M y A = A\ (m), se puede elegir una
autofuncién positiva u,, del problema (1.1) tal que m — wu,, es analitica
real de M en Cr. En efecto, el Teorema 3 nos dice que m — A (m) is
analitica real, y por lo anterior también se puede elegir una autofuncion
positiva uy ,, de (1.1) tal que la aplicacion (A, m) — wuy ,, sea analitica real.
Luego, tomando um = uy, (m)m, la afirmacién sigue.

Para A > 0, sea
Dy={me L° (L") : pum (\) >0} (3.27)

Como (A, m) — iy, (A) es continua (ver la observacién que sigue al Lema 6),
tenemos que D) es abierto en L® (L"). Notemos que (por las propiedades
de p) para A > 0 la condicién iy, (A) > 0 es equivalente a: 0 < A < Ay (m)
si A1 (m) existe y A > 0 si el peso no tiene autovalor principal positivo.

Fl siguiente resultado seréd necesario para la prueba del Teorema 7.

Lema 12. Sea A € (0,00) y sea (m,h) € Dy x L" (LP). Entonces el
problema (2.4) tiene una inica solucion u € Cp. Mds ain,
(a) Sea Sy (m,h) el operador solucion para (2.4). Entonces

Sy (m,.) : L" (L) — Cr

es compacto, y si h > 0, entonces Sy (m,h) (z,t) >0 a.e. (x,t) € Q@ x R.
(b) El operador
Sx(,h): Dy — Cp

es compacto.

Prueba. Teniendo en cuenta el Lema 11 y la observacién anterior, la
parte (a) sigue con la misma demostracién que la del Teorema 2. Para ver
(b), sea m € Dy, sea {m;},y una sucesién en D) que converge débilmente
amen L (L") y sea uj = Sy (m;). Entonces {u;}.  es acotada en Cr.
En efecto, si para alguna subsucesién tenemos klirrolo luj, |l = o0, yendo al

”quHoo HquHoo HquHoo

y teniendo en cuenta la compacidad de L=! : L™ (LP) — Cr (ver el comienzo
de esta seccién), obtenemos A = A; (m) en contradiccién con que m € Dj.

Luego, como sup ||u;l|, < oo, de la ecuacién Lu; = Amju; + h, el mismo
j

limite en
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argumento de compacidad da una subsucesion u;, que converge a la solucién
de (2.4), esto es, a Sy, (m). Como {m;}, \ era arbitraria, esto termina la
prueba. W

Lema 13. Sea N el conjunto de funciones m € L* (LY) tal que
(L+m)™ ' : L' (LP) — Cr

es un operador bien definido y acotado. Entonces N es abierto en L*® (LV)
y la aplicacion m — (L +m)~" es continua de N en B (L" (L?),Cr).

Prueba. Sea mg € Ny m € L*(L"). Para f € L" (LP), la ecuacién
Lu + mu = f es equivalente a

u=(L+my) " (mg—m)u+ (L+mo) " f
Ahora, como

H(L +mo) "t (mo — m)‘

<J e

lmo — ml| s (v

Cr Lr(Lp),Cr

sigue que para m suficientemente cerca a mgy en L° (L"),

(I— (L +mo) " (mo —m)) ' :Cp — Cp

esta bien definido y es acotado. Luego, para tales m tenemos
-1
w=(I=(L+mo) " (mo—m))  (L+mo)" f, (3.28)

y, (3.28) implica que para m cerca a mg, (L + mf1 estd bien definido y es
un operador acotado de L" (LP) en Cp. Por lo tanto N es abierto. Mads

aun, H(L + m)_l‘ e estd acotado para m moviéndose en un entorno
Lr(Lp T

pequeno de my. Como ademads para tales m se tiene

(L+m)" = (L+mp) ' =
(L +mg) ! {(I ~ (mo —m) (L+mo) ") o I}
el lema sigue. W

Necesitaremos también la siguiente desigualdad de tipo Harnack para las
autofunciones positivas de (1.1).
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Proposicién 3. Sean R, A € (0,00). Entonces, para cada € > 0 existe
¢ >0 tal que si m € Bi', A € [0,A] y u € Cr es una autofuncidn positiva
de (1.1), entonces

ul|l . <c inf wu
lulloe < Q- x(0,T)
donde €2, viene dado por (3.11).

Prueba. Sean 1 < 5,0 < oo definidas por r' = s~ + 3571 p~t =
v 4+ 971 y para j = 1,2, sean 6; € (0,1) definidas por 57! = (1 —6,) y
971 =1—05. De (1.1) resulta

<

[l < MM oy o Il ooy lull ey < €1 llull ey <

0 1-6 0 1-0
e [l oy Il < 2l 35 <

1-6;
[% % 1-06 014+62—616 1—(01+62—616
o llull% [l Il %] = e ul 2700102 (01 #2000
para algunos c1,cy > 0. Como 1 — (61 + 63 — 61602) > 0 tenemos
lullyo < e ull . (3.29)

para algin cg > 0. Sea A. = Q) — Q.. Entonces,

[ull Ly a0,y < A T Jullog < esT [Ac| [[ull £y
Asi, si € es suficientemente pequeno tal que c3T'|A.| < % obtenemos

1
||U||L1T(ng(0,T)) > ) HUHLlT (3.30)

De (3.29), (3.30), usando el Teorema 5.1 en [47], y teniendo en cuenta la
periodicidad de u, sigue que |ul|,, < cinfq_x(o,7)u para algin ¢ > 0, con ¢
dependiendo de ¢,p,r, R, A, Qy L. R

Corolario. Sean R, A € (0,00). Entonces existe ® € LF con ¢ (x,t) >

S,V

0 para todo (x,t) € Q x R tal que si m € B, A € [0,A] y u € Cr es una
autofuncion positiva de (1.1), entonces

u(x,t) = fullo ® (z,1)

para todo (x,t) € Q x R.
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Prueba. Es claro que podemos asumir que [ju||, = 1. Para j € Z, sea
Aj={zeQ:277 1 <d(z,00) <277}

Asi, @ = |J A;. Para j tal que A; # 0, sea ¢; la constante dada por la
JEL

proposicién anterior tomando ¢ = 27771, Definimos entonces ® (z,t) = ci

para (z,t) € A; x R. Luego ®(z,t) > 0 para todo (z,t). Ademads, la

proposicién implica

1
u(z,t) > inf u>— =& (z,t)
Q2,j,1 X(O,T) Cj

para todo (z,t) € A; xR. W

Observacién. En principio las autofunciones positivas de (1.1) son
puntos casi interiores y por tanto son positivas a.e. De lo anterior sigue que si
() satisface la condicién (2.8), estas autofunciones resultan ser estrictamente
positivas en todo 2 x R.
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Chapter 4

El problema sublineal con
condiciones de monotonia

4.1 Resultados auxiliares.

Daremos en esta seccion algunos resultados necesarios para probar los Teo-
remas 6 y 7. Asumimos en esta secciéon que g es una funcién Caratheodory,
esto es, que satisface (2.11).

Introducimos algunas notaciones mas. Para p > 0, sean

y sean ademas

A. lim+ g(%@ existe a.e. (z,t) € Q x R.
§—0

B. Para todo p >0, m,,m, € L* (L").
C. Para todo p > 0, P (mp) > 0.

Para u: Q x R — [0,00), definimos

79(963(5%’0) siu(x,t)#0

My (.%’, t) = hm+ 9($ga£) siu (CL‘, t) -0 (41)
£—=0
Notar que si u € EST (0), entonces



Sea g (u) el operador de Nemytskii definido por g (u) (x,t) = g (z, t,u (x,t)).
Si g satisface A, By C, sigue facilmente del teorema de converencia dominada
de Lebesgue que u — g (u) y u — m,, son aplicaciones continuas de Cr en
L? (L"). Sea M definido por (3.26) y para m € M, sea q)gm) la autofuncién
principal positiva del problema (1.1) asociada a A; (m), normalizada por

H@gm)H = 1. Como la observacién (iv) después del Lema 11 dice que la
[e.9]

aplicaciéon m — @gm) is continua de M en Cr, sigue que u — @gm“) es

continua de C7 en Crp.

El siguiente resultado (que consideramos de interés en si mismo) es esen-
cialmente consecuencia de la compacidad de L~! y del teorema de Schauder.

Proposicién 4. Sea g satisfaciendo A, B y C. Entonces, para cada
p >0, (1.2) tiene un autovalor positivo con una autofuncion asociada u, €
Cr positiva satisfaciendo ||u,| = p. Mds ain, u,(x,t) > 0 para todo
(x,t) € A xR.

Prueba. Extendemos la funcién g (x,t,.) a toda la recta real definiendo
g(x,t,6) = —g(z,t,—&) para & < 0. Notar que A y B implican que g%lg—o €
L (L"). Sea p > 0. Ahora, de C y teniendo en cuenta la observacién (i) que
sigue a la prueba del Teorema 1, sigue que existe un tubo Bro, C 2 x R
como en (3.10) tal que fBF,Qo m, > 0.

Para w € E/(,JT (0), sea m,, definida por (4.1). Luego, de (4.2) y B
tenemos que m,, € L® (L"). Més atn, de C sigue que fBF,no my > 0 (y por
tanto P (m,,) > 0). Luego, existe Aj (my,).

Sea T : EST (0) — BT (0) el operador definido por T (w) = pq)gm“’).

P
Afirmamos que T es compacto. En efecto, T' es continuo. Sea ahora

una sucesién {w;};y en EST. De (4.2) tenemos ||my,| < ¢ para

algin ¢ > 0 y todo j. Més atin, (4.2) y el principio de cofr:}g;;)acién de la
Proposicion 2 implican que {)\1 (mwj) }j oy €8 una sucesion acotada. Luego
{p)\l (M, ) mwjégmwj )} es acotada en L" (LP), y asi la compacidad de
T sigue de la compacidad]fiil operador solucién (ver (3.21)).

Ahora, el teorema de punto fijo de Schauder (ver por ejemplo [20], Coro-
lario 11.2) da la existencia de un punto fijo u, € EST para T'. Como
T es positivo sigue que u, es positiva, y ademds |ju,| = py Lu, =
A1 (mup) g (x,t,u,). Finalmente, como u, satisface Lu, = A\ (mup) My, Up,
el corolario de la Proposicién 3 dice que u, (x,t) > 0 para todo (z,t) € QxR
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y esto concluye la prueba. B

Necesitaremos también el siguiente resultado andlogo para el problema
(2.10).

Proposicién 5. Sea g satisfaciendo A, B y C. Supongamos ademds
que m € L* (L"), donde m viene dado por (2.9). Sea h > 0 una funcion
en L" (LP). Entonces, para todo 0 < X\ < A1 (m) el problema (2.10) tiene
solucion positiva uy € Cp. Mads ain, uy (z,t) > 0 a.e. (z,t) € QA x R.

Prueba. Extendemos g como en la prueba de la proposicién anterior.
Sea D) definido por (3.27) y para m € Dy, sea Sy j, (m) el operador solucién
de (2.4). Para w € Cp, sea my, definido por (4.1). Como 0 < A < Ay (M) y
my < ™, el principio de comparacion de la Proposicion 2 dice que 0 < A <
A1 (my) y por tanto m,, € D) para todo w € Cp. Més ain, existe R > 0 tal
que

[Sxn (M)l < R (4.3)

para todo w € Cp. En efecto, si no, sea {w;} ;. una sucesién en Cr tal

que jlirrolo HSA,h (mwj) = 00y sea Uy, = Sxp (mwj) . Como {mwj}

. es
JEN
acotada en L® (LV) podemos suponer (pasando a alguna subsucesién) que
My, converge débilmente en L® (L") a alguna m. Ahora, de

Uy Uy h
L (%) = )\mwj ) +
[ (L0 | (T I
y la compacidad del operador solucién (ver (3.21)), sigue que el problema lin-
eal (1.1) tiene solucién positiva. Pero m < Ty por tanto usando nuevamente

el principio de comparacién obtenemos A < A1 (M) < A1 (m). Contradiccion.
Para w € Crp definimos S (w) = Sy ;, (Mmy) . Entonces, como w — my, es

loc

continua de Cp en L* (LV), sigue del Lema 12 (b) que S : Cp — Cy es una
aplicacién compacta. Ahora, sea R satisfaciendo (4.3). Tenemos entonces

S (PgT (0)) C EET (0) y por tanto el teorema de Schauder da una solucién

positiva para (2.10). La tltima afirmacién sigue del Lema 12 (a). B

Recordamos que las condiciones H1-H5 estan definidas al comienzo de la
Seccién 2.4.

Definicién. Para g satisfaciendo H1, extendemos g a una funcién g :
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QxR xR — R definida por

g(z,t,&)

(.6 = € lim 12 £<0 (4.4)
Sea
D = {()\,u) S (0, OO) x Cp : 55 (u) S D)\} (45)

donde D) viene dado por (3.27). Recordamos que la condicién g¢ (u) € Dy
es equivalente a: 0 < A < A (ge (u)) si A1 (ge (v)) existe y A > 0si A (ge (u))
no existe.

Por ultimo, sea F': D — Cp definida por

F(M\u) = (L —Age (u) 1§ (u)

Notar que por el Lema 12 la funciéon F' esta bien definida.

Lema 14. Supongamos que g satisface H1. Entonces D es abierto en
R x CT.

Prueba. Procedemos por contradiccién. Supongamos que (A, u) € Dy
que {(Aj,u;)};cy es una sucesién en R x Cr tal que Jlg& (Aj uj) = (A u)

y (Aj,u;) ¢ D para todo j. Claramente u; € V para j suficientemente
grande. Sea R = 1+ ||lul|,,. Luego, existe jo tal que |u; (z,t)| < R para
todo (z,t) € QA xR, j > jp.

Supongamos primero que Ap (ge (u)) existe. Entonces fBF,QO ge (u) >0
para algin tubo Br g, como en (3.10) (ver observacién (i) después de la
prueba del Teorema 1). Como ge¢ (uj) converge a g¢ (u) tenemos que, agran-
dando jp si es necesario, fBF,QO ge (uj) > 0 para j > jo. Luego, existe
A1 (e (uj)) para tales j. Mas ain, lim A (ge (u;)) = A (e (w)) > A (la

j—00

desigualdad porque (A,u) € D). Ahora, como A; — A tenemos \; <
A1 (e (uj)) y por tanto (A\j,u;) € D para j suficientemente grande. Con-
tradiccion.

Supongamos ahora que Aj (g¢ (u)) no existe. Sea

Je={j € N: Ai (ge (uj)) existe}

Si Je es finito entonces (Aj,u;) € D para j suficientemente grande. Afir-
mamos que si J. no es finito entonces el conjunto {A; (ge (u;)) : j € Je} es
no acotado. Para ver esto razonamos por contradiccién. Sea w; € Cr una
autofuncién positiva asociada al peso ge (u;), normalizada por [Jw;|| = 1.
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Como asumimos que A (ge (uj)) < ¢ para algin c y todo j € Je, Hl y la
desigualdad de Hoélder nos dan que

A1 (Ge (7)) Ge (i) will pr oy < €

para algin ¢ y todo j € J.. Entonces existe una subsusecién A1 (g¢ (uj,)) ge (uj,) wj,
convergente débilmente a alguna f € L" (LP) y por tanto el Teorema 5.1 (a)

en [10] implica que wj, converge en la norma L a alguna w. Luego w € Cp

v f = M (e (uw)ge (u)w. Mas atin, w > 0y Lw = A (ge (u)) ge (u) w.
Contradiccién. Asi queda probada la afirmacién. Luego, para alguna sub-
sucesion uj, con jj € J. tenemos

m Ay (9e (uj,)) = o0

Como \; converge, resulta \; < A (g¢ (uj,)) para k suficientemente grande
y por lo tanto (A, ,u;,) € D para tales k. Contradiccion. W

Lema 15. Supongamos que g satisface H1. Entonces F : D — Cr es
una aplicacion continua. Mds ain, para cada (Mg, up) € D existe un entorno
Us = (Ao — 0, Ao +0) x Bs (uo) tal que Fjy, es una aplicacion compacta.

Proof. Teniendo en cuenta H1, sigue que la aplicacién (A, u) — —Age (u)
es continua de D en L* (L") . Luego, por el Lema 13 se tiene que (A, u) —
(L — A\ge (u))~" es continua de D en B (L™ (LP),Cr). Entonces, para § su-

~ -1
‘ (L — Age (u)) ’ (). permanece acotado para
(A, u) en un entorno Us. Ahora, como (A\,u) — ¢ (u) es también continua,
obtenemos que F' es continua y por tanto, para un ¢ mas pequefio si es
necesario, F'(Us) estd acotada en Cp. Para tales §, sea {(A;,u;)};cy una
sucesién en Us y sea wj = F (\j, u;) . Tenemos

ficientemente pequetio,

Lw; = \jge (uj) wj + g (uy) (4.6)

Como F'(Us) es acotada en Cr se tiene [|w;|| < ¢y entonces, por HI, la
sucesion de las normas L*® (L") del miembro derecho de (4.6) permanece aco-
tada. Asi, lo mismo sigue para las normas L" (LP) y por tanto la compacidad
del operador solucién da la segunda afirmacién del lema. W

Observaciéon. El lema anterior nos permite aplicar una extensiéon a
espacios de Banach del teorema de Peano sobre existencia local de soluciones
para problemas de valores iniciales (como esta enunciado en por ejemplo [37],
Capitulo 6, Teorema 3.6) en orden a obtener que, para (A, u) € D, existe
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un entorno Uy, = (A —¢e,A+¢) x EECT (u) y un 6 > 0 tales que para todo

(X, ﬂ) € U) 4 estd definida una solucién del problema de valores iniciales

para todo A\ € (X—é,i—k&).

4.2 Prueba de los Teoremas 6 y 7.

Teorema 6. Sea g satisfaciendo H1-H5. Entonces (1.2) tiene solucion
positiva uy € Cr si y sélo si A\ () < A < A1 (m). Mas aun, uy puede ser
elegida tal que \ — wuy es una aplicacion C' de (A (M), 1 (m)) en Cr y
uy (z,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R. ademds se tiene

lim uy|| . =0, lim  u) (x,t) =0
N [unll o pam (z,t)

para todo (z,t) € Q x R.

Prueba. Supongamos primero que (\, u)) son solucién de (1.2) con uy >
0. Sea my, : 2 x R — R definido como en (4.1). Por H4 se tiene que
My, € L°(LY). Ademds, como Luy = Amy,uy, resulta A = Aj (my,).
Ahora, m < m,, < m, donde m y m estan definidas en (2.9). Més aun,
es facil ver usando H3 que se tienen desigualdades estrictas en conjuntos de
medida positiva y luego el principio de comparacién de autovalores de la
Proposicién 2 nos da que A (1) < A < A (m).

Para probar el resto del teorema, comenzamos por la solucién (Ao, up) de
(1.2) provista por la Proposicién 4. Afirmamos que (Ao, up) € D. En efecto,
como ug (x,t) > 0 para todo (x,t) € QxR, tenemos que A\g = A1 (g (ug) /uo)-
Por otra parte, H2 implica que g¢ (ug) < g (uo) /ug. Més atn, si 6 > 0y
(xo,t0) € 092 x R estdn dados por H3 tenemos desigualdad estricta a.e.
(x,t) € Bs (xo,t0) N (2 x R). Asi, nuevamente el principio de comparacién
nos da Ao < A1 (ge (uo)) (si A1 (ge (up)) existe) y por tanto (Ag,up) € D.
Teniendo en cuenta entonces la observacién anterior obtenemos una solucién
local para el problema de valores iniciales

dux _
{ o = ) (4.7)
Uy, = Up

Consideremos una solucién maximal (esto es, con dominio conexo max-
imal) para este problema, y sea I = (a, ) su dominio. Notar que como F
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is continua sigue que A — wu) es continuamente diferenciable de I en Crp.
duy __

Ahora, ‘2 = F (A, uy) puede ser pensado como (L — Age (uy)) dd% =g (uy)
y entonces, en el sentido de las distribuciones, tenemos

duy ~ ~ duy

esto es,
(L) = 5 (35 ()

Luego, Luy — Ag (uy) no depende de A, y como es cero para A = )\, resulta
Luy = \g (uy) para todo \ € I.

Dividimos el resto de la prueba en tres pasos.

Paso 1. Existe un intervalo abierto Iy C I alrededor de Ay tal que
uy (x,t) > 0 para todo (z,t) € Q@ x R, X € Ij.

Sea m,, definida como en (4.1) con g en lugar de g. Notemos que
H5 implica que P (my,) > 0 y por tanto Aj (m,,) existe. Claramente se

tiene A\g = A1 ﬁluAO . Ahora, como A\ — m,, es continua, también es
continua la aplicacion A\ — A1 (my, ). Luego, dado ¢ > 0 existe 6 > 0
tal que A\ (ﬁluk)_l € ()%0 —¢, )\—10 + 6) para A € (Ag —d, Ao +0). Por otro

lado, A1 (T?Lu)\)_l co (LilM A), donde M, denota el operador multiplicacién
por m,, y donde o (L_IMA) denota el espectro de LM, : Cr — Crp.
Como A ' e (LilM ,\), tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, el lema
Crandall-Rabinowitz implica que A = Aq (m,,,) para A cercano a Ag y por
tanto u) > 0 para tales A\. Madas ain, el corolario de la desigualdad tipo
Harnack (final del tercer capitulo) dice que uy (x,t) > 0 para todo (x,t) €
Q x R.

Paso 2. uy > 0 para todo A € I (es decir, Iy = I).

Consideremos el intervalo abierto maximal J C I conteniendo Ag y tal
que uy (x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R, A € J. Veamos que J = I. Sean

M =sup{A€T:u,(z,t)>0para (z,t) € QxR,n € [Ao, \)}

AT =inf{A €l :uy,(z,t) >0 para (z,t) € X xR,n € (A o]}

Basta probar que A~ = a, AT = 3. Veamos primero que \™ = 3. Procede-
mos por contradiccién. Supongamos que AT < 3. Sabemos que AT > .
Afirmamos que esto implica que AT € J. En efecto, sea ® la funcién pro-
vista por el Corolario de Harnack (Proposicién 3), tomando allif A = AT
and R = ||m| s oy + [l o(gvy. Como Lux = Amy,uy tenemos que
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uy > ||lurl, @ para todo A € [A\g, AT). Supongamos primero que |luy||, > ¢

para algin ¢ > 0 y todo A € [\, A"). Entonces uy+ > ¢® > 0y por

tanto AT € J. Si no existe tal ¢, entonces tenemos lim H“AjHoo = 0 para
j—00

alguna sucesién {A;},cy C [Ao, AT). Pasando a una subsucesién podemos
suponer que \; — A para algin PN [Ao, AT] . Luego, uz = 0y por lo tanto
A = AT. Por otra parte, las condiciones de monotonia de H2 implican que

m,, converge amm en L* (L") y luego por continuidad Ay (muA ) — A1 ().
J J

Pero LuAj = )\jmuA,UAj con uy; > 0y luego se tiene A\; = Ay (m”). Asi,
J J

A1 (m) = AT < A\g. Contradiccién. Por tanto hemos probado que \™ € J.

Razonando ahora como en la prueba de la existencia de Iy pero ahora A\™ y

uy+ en lugar de \g y ug respectivamente, encontramos un intervalo alrede-

dor de A" donde las uy son positivas, contradiciendo la definicién de A 1.

Luego, AT = 3.

Por otro lado, claramente A~ < Ag. Como arriba, si |luyl|,, > ¢ para
algiin ¢ > 0 y todo A € (A7, g, tendriamos A\~ € J y esto llevaria a una
contradiccién con la definiciéon de A~. Asi, lim HuAjHOO = 0 para alguna

j—o0
sucesion {A;}, .y C (A7, Ao]. Ahora, el teorema de convergencia dominada
implica que My, converge en L (L) e m y por tanto A\j = A\ (muAj> —
A1 (). Como o < A7 < \j concluimos que A~ = .

Paso 8. I = (A1 (Th) , \1 (m)).

Sea {\;} jen una sucesion en I tal que \; — (3. Entonces, como arriba,
tenemos inf Hu)‘jHoo > 0 (si no, resultarfa A\; (M) = B lo que contradice

J

que A\ (m) < (). Supongamos primero que ¢; < Hu)\jHoo < co para cier-

tos ¢1,c9 > 0 y todo j. Entonces H)‘jmuxjuk < ¢ para todo j, y

THLr(ee) —

asi la copacidad del operador solucién nos da un.E:L S)ubsucesi(’)n uy; con-
vergente a algin u > 0 que satisface Lu = fmyu. Luego, f = A1 (my,).
Maés atn, (8,u) € D. En efecto, esto es cierto si g¢ (u) no tiene autovalor
principal positivo. Si A (ge (u)) existe, por H2 y H3 tenemos g¢ (u) < my,
con desigualdad estricta en un conjunto de medida positiva, y por tanto el
principio de comparacién implica 3 < Ai (ge (u)) y asi (B,u) € D. Luego,
recordando la observacién al final de la seccién anterior, existe un entorno
Ugu=(B—¢,0+¢)x FSCT (u) y un ¢ > 0 tal que para todo (E, 17) € Upy

existe una curva local A — w) definida para A € (5 — 4, 3 + ) que es solucién
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del problema de Cauchy

Lo = F(\w)
uB:ﬂ

Tomando <B, ﬂ) = <)‘jkaAjk) con k suficientemente grande, obtenemos

una contradiccion con la maximalidad de I. Por lo tanto, hemos probado
que lim Hu A HOO = oo y luego, por el corolario de Harnack (Proposicién 3)
j—o00
tenemos lim wuy; (z,t) = oo para todo (r,t) € Q2 x R. Asf, lim m,, =m
J]—00 J]—00 J

en L* (L") y por tanto # = A (m). Un argumento similar da que si {\;};
es una sucesion tal que A\; — «, entonces necesariamente H“Aj HOO -0y
luego o = A\ (m). A

La demostracion del Teorema 7 es similar, partiendo ahora de la Proposicién

Teorema 7. Sea g satisfaciendo H1-H5 y sea h € L® (L") una funcion
positiva (y no idénticamente cero). Entonces, para todo 0 < X\ < A; (M),
el problema (2.10) tiene solucion positiva uy € Cr tal que X — uy es
una aplicacion C1 de (0,\1 (m)) en Cr y uy (z,t) > 0 a.e. (z,t) € Q X
R. Reciprocamente, si (2.10) tiene solucion positiva para h > 0 y A > 0,
entonces A < A1 (m).

Prueba. Comenzamos la prueba con la solucién (Ao, up) de (2.10) dada
por la Proposicién 5. Sea g definida por (4.4) y m,, dada por (4.1). Como
™ > My, > ge (uo) tenemos por el principio de comparacién de autovalores
que (Ao, up) € D. Consideramos como antes una solucién maximal A — wu)
para for (2.10) definida en algin intervalo I = («a, ) C (0,1 (m)) con
Ag € I. Como en el teorema anterior, A — w) is continuamente diferenciable
de I en Cr y Luy = Ag(z,t,uy) + h para todo A € I, esto es, Luy =
Ay, uy + h, donde m,, es definida por (4.1) con g en lugar de g. Como
0 < A < Ap (M) tenemos 0 < A < Aj (M, ) y entonces el Lema 12 (a) implica
que uy (x,t) > 0 a.e. (z,t) € 2 xR.

Para ver que I = (0, A\; (1)) procedemos por contradiccién. Suppnag-
amos que § < Ay (m), y consideremos una sucesion {A;}, .y C I tal que
Aj — B. De la compacidad del operador solucién y del hecho que h > 0 es
facil ver que inf HuA]. HOO > 0. Ahora, si HUAJ‘ HOO < ¢ para alguna ¢ > 0y todo

J

j, el argumento usual de compacidad da una soluciéon u > 0 del problema of
Lu = Bmyu+ h, esto es, de Lu = fg(x,t,u)+ h. Pero \; (my) > A\ (M) >

56



y entonces (3,u) € D. Luego, razonando como al final de la prueba del teo-
rema anterior obtenemos una contradiccién con la maximalidad de I. Por

lo tanto lim ||u), = oo para alguna subsucesién wu)y . , pero, en tal caso,
k—o0 Tk |l oo Tk
de

uy Uy h
fuxll = ] fluall
por compacidad obtenemos una solucién positiva w de Lw = Bmw donde
m es el limite débil de alguna susecién conveniente de My - Luego, 8 =
A1 (m) > A1 (m), contradiciendo 8 < A1 (m) . Por tanto 8 = A1 (M) .
Supongamos ahora que a > 0. Sea {/\j}jeN C I tal que A\j — «. Procedi-

endo como arriba, obtenemos que inf H“A]’ HOO > (0. Més aun, si H“A]’ HOO <ec
J

para algin ¢ > 0, entonces Lu = ag (z,t,u) + h para cierta u > 0. Por
tanto, comno o < 3 = A1 (M) < Ay (my,), tenemos que (o, u) € D y esto ll-

eva a una contradiccion. Luego, lim Hu Ny ‘ = oo para alguna subsucesién
k—o0 00

uy.: -
co;npacidad da una solucién positiva v de Lu = amu donde m es el limite
débil de alguna susecién conveniente de m;,. Asi a = A (m) > A\ () = B,
contradiccién.

Supongamos ahora que (2.10) tiene solucién positiva parah > 0y A > 0.
En particular, resulta Lu > A\g (z,t,u), o sea Lu > Amyu. Luego, razonando
como en la segunda parte de la prueba del Teorema 2 tenemos A < Ay (my,)
y entonces el principio de comparacién de autovalores nos da A < A\; (m) y

esto concluye el teorema. W

Pero entonces, razonando como arriba, nuevamente el argumento de

4.3 Prueba del Teorema 8.

Por una cuestién de comodidad, consideraremos aqui soluciones acotadas de
(1.2). Recordamos nuevamente que las condiciones H1-H7 estédn definidas en
la Seccién 2.4. Sea g una funcién satisfaciendo H1 y H2. Para 0 < u € L7,
definimos

e A A S

De H1, H2 y el teorema del valor medio sigue ficilmente que m,, € L* (L").
Como la prueba del Teorema 8 es similar a la de los dos anteriores teore-

mas, necesitaremos resultados andlogos a los del corolario de la Proposicion
3 ("Harnack”) y de la Proposicién 4 (”Schauder”).
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Lema 16. Supongamos que g satisface H1, H2 y H6. Entonces, para
A > 0 eziste ® € LY satisfaciendo ® (x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R tal
que u > |lul|, ® para toda solucion positiva de (1.2) con |A| < A.

Prueba. Supongamos que |[A| < Ay que u es solucién positiva de (1.2).
Entonces Lu = Am,u. Notemos primero que la ecuacién anterior puede ser
escrita como

— AL+ Amy) mbu

Sean 1 < 5,0 < oo definidos por r™F = st +5 1y pt =071 4571

(observamos que como N > 2 las condiciones impuestas a p y g (ver el
comienzo de la seccién 3.7) implican que tal par s, v existe. Ademés,

lulloe < IN[L7

L7(LP),Cp [ Lr(Le) =

e A [|me |

Loy 1ell s ey < e2 A |m* \Lé 1y lullzs 2oy

con ci, ¢o independiente de A, m y u. Asi

y entonces podemos proceder como en la prueba de la Proposicién 3 en
orden a ver que para cada ¢ > 0 existe ¢ = c.ao > 0 tal que |Jul|, <

¢ i% T)u, donde Q. = {x € Q:d(z,00) > e}. Luego el lema sigue de la
€>< 7

misma manera que en el corolario de esa proposicion.

Lema 17. Sea g satisfaciendo H1,H2 y H6. Entonces, para p > 0
suficientemente pequeno existe Ao > 0 y una solucion uy de (1.2) para A =
Ao con ||ugll,, = p y uo (x,t) >0 para todo (z,t) € Q x R.

Prueba. Al igual que en la prueba de la Proposicion 4, extendemos g a
una funcién, denotada también por g, definida en Q@ x R x R por g (z,t,§) =
—g(z,t, =€) para £ < 0. Asi, g(z,t,.) € C* (R) ae. (z,t) € Q x R. Sea
p > 0,y sea EST (0) la bola cerrada en Cp centrada en 0 con radio p.
Siw e EST (0), como my, = my, tenemos g (z,t,p) /p < my < M(z,t)
y por tanto m, € L®(L"). Notar ademds que P (m,) > 0 para todo
w € EST (0) con p suficientemente pequenio. En efecto, lim¢_o g (z,t,&) /€ =
ge (x,t,0) = m (x,t) a.e. (x,t) y por el teorema de Lebesgue la convergen-
cia es en L*(L"). Como por H6 P (m) > 0 tenemos fBF,QO m > 0 para

algin tubo Br o, como en (3.10) y por tanto fBFQ My > fBFQ my, > 0.
1820 ™40
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Entonces P (my,) > 0y luego existe \; (m,,) . Més ain, el principio de com-
paracién nos da Aj (my) < A1 (m,). Sea @, ) la autofuncién principal

positiva correspondiendo a Aj (m,,) normalizada por HCI)(mw)Hoo =11y sea

T : EST (0) — EST (0) definido por T (w) = p®(p,,). Al igual que en la

Proposicion 3, T es compacto y el teorema de Schauder da el lema. H

Observacion. Sea g satisfaciendo H1, H2 y H3, sea A\g > 0, y sea ug una
solucién positiva de (1.2) para A = A\g. Entonces (A, up) € D, donde D viene
dado por (4.5). En efecto, claramente (Ao, ug) € D si el peso gg¢ (up) no posee
autovalor principal positivo. Supongamos que existe A1 (g¢ (uo)) . Como H2
and H3 implican que g¢ (ug) < g (uo) /uo con desigualdad estricta en un
conjunto de mediad positiva, el principio de comparaciéon de autovalores
principales nos da A1 (g¢ (u0)) > A1 (g (uo) /uo) = Ao. Por lo tanto (Ao, up) €
D.

Teorema 8. Sea g satisfaciendo HI1-H3, H6 y H7. Entonces (1.2) tiene
solucion positiva uy € Cr si y sélo si A\ (m) < A. Mas ain, uy puede
ser elegida tal que \ — uy es una aplicacion C' de (A1 (M), 00) en Cr y
uy (z,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R. Ademds se tiene

Ulim =0

Prueba. Que la condicién A; (1) < A es necesaria sigue de la misma
manera que en la primera parte del Teorema 6. En forma similar a alli, para
probar el resto comenzamos ahora con el par (Ao, up) dado por el Lema 17.
Por la observacién anterior (Ao, up) € D. Por lo tanto, de la misma forma que
en la prueba de dicho teorema, obtenemos una curva A\ — u) continuamente
diferenciable con dominio maximal I = (a, 3) y tal que Luy = Ag (u)) para
todo A € I, donde recordamos que g venia dada por (4.4).

El préximo paso es ver que existe un intervalo abierto Iy tal que Ay €
Iy C Iy uy(x,t) >0 para todo A € Iy y todo (z,t) € Q@ x R. Para A € I,
sea My, definida por my, (z,t) = g (x,t,uy (z,t)) Juy (x,t) si uy (z,t) >0
Y My, (2,1) = m(2,1) si uy(2,t) < 0. Tenemos limy_,, My, = My, a.e.
(x,t) y como antes por convergencia dominada la igualdad vale en L° (L).
Luego, sigue que existe Aj (m,,) para A cercano a Ag. Razonando ahora
como en el Paso 1 de la prueba del Teorema 6 obtenemos un intervalo abierto
Iy alrededor de )y tal que u) es positiva para todo A € [;. Mas aun,
uy (z,t) > 0 para tales A y todo (z,t) € Q x R.

Sea J = (A4, A*) el intervalo maximal abierto tal que \g € J C Iy
uy (z,t) > 0 para todo A € J y todo (z,t) € Q x R.
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Afirmamos que A, = A (M) y que \* = (3. En efecto, supongamos

primero que \* < 3. Como uy~ = lim wu) tenemos uy« > 0. Si uy+ no
A=+

es identicamente cero, como Luy« = A*m,,, uy+, por continuidad tenemos
que uy« (z,t) es positiva (y por tanto estrictamente positiva en todo punto)
y entonces la observacién anterior dice que (A*,uy+) € D. Luego, como en
la construccién de Iy, obtenemos un intervalo alrededor de A\* con uy > 0
contradiciendo la maximalidad de J. Si uy» = 0, como uy (z,t) > 0 para
todo (z,t) € @ x Ry X\ € J, para tales A podemos escribir

w o 9w)

L
el ux fuallo

(4.9)

Por otro lado, para A\ cercano a A* el teorema del valor medio da

- sup ’gf (xvtvn” < g(x,t, U) (xat)) /U)\ (l’,t) Sm(x7t) (4'10)
N<]Jurs ]l oo +1

y por tanto [|g (ux) /unl[p«(zv) tiene una cota independiente de A. Asi, de
(4.9) y la compacidad del operador solucién obtenemos una solucién positiva
v de Lv = X y luego A* = A\; () < A\g. Contradiccién. Luego, \* = .
Similarmente, suponer A\, > A\ (m) lleva a una contradiccién. Notar que
como); (M) < « tenemos entonces o = A, = A1 ().

Conluimos la prueba viendo que 3 = co. Supongamos 3 < 0o y sea {\;}
una sucesién creciente en I tal que lim;_., Aj = 3y sean u; las correspon-
dientes soluciones positivas de (1.2).

Silim ||u| = 0, de (4.9) usada con u; en lugar de uy y con el argumento
usual de compacidad, obtenemos una solucién positiva v de Lv = mv y
por tanto § = A1 (m), pero A1 (M) = «a. Contradiccién. Por lo tanto
limsup ||u;]|, > 0. Pasando a alguna subsucesiéon podemos suponer que
que |luj||, > ¢ para ¢ > 0y todo j.

Sea [ := limsup |lu;||,, < oo. Pasando a otra subsucesién podemos

9(u;))
uy

asumir que ¢ < [|u;]| . <1+1 para todo j. Ahora, de Lu; = A;

g(141) g(u;)
+1 < U
v € Cp de Lv = fm,v que ademads por la observacién anterior satisface que

(B,v) € D. Teniendo en cuenta esto y razonando como en el Paso 3 de la
prueba del Teorema 6 encontramos una contradiccién con la maximalidad
de I.

Consideremos finalmente el caso limsup,_, [|u;||,, = oo. Teniendo en
cuenta el Lema 16 podemos asumir que limj_.o u;j (x,t) = oo a.e. (z,1).
Por tanto lim; .. my, (7,t) = m (z,t) a.e. (z,t). De acuerdo a H7, consid-
eramos dos casos:

Uj, COMO

< m, el argumento de compacidad da una solucién positiva
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a)me L* (L") y P(m)<0.

Como m € L*(L") y m < m,, < m, sigue por convergencia dom-
inada que limj o m,, = m en L° (L’) y entonces por continuidad re-
sulta lim; oo fim,, (A) = pm (A) para todo A\. Pero P (m) < 0 y entonces
fm (A) > 0 para todo A > 0. Como i, es concava y iy, (0) > 0, resulta
que fm,,, (8) > 0 para todo j suficientemente grande. Ademads fom, (0) >0
y por tanto, para tales j, [m,,; €S estricamente positiva en [0,3]. Pero
[ (Aj) =0y 0 < )\ < 3. Contradiccién.

b) m < 0.
Como 0 < mf < m" € L*(LY) y limj.ocm;] = m™ a.e., tenemos
lim; o0 m;rj =0 en L*(L"). Por otra parte, i, (\) = ﬁ > 0 para todo

Asim =0y entonces imj_o fim , (A) = ﬁ. Luego .+ (3) > 0 para
u’! uj

j suficientemente grande. Asi, el principio de comparacién de autovalores da
fhm, (B) > P (8) que, como antes, lleva a una contradiccién. Por tanto,

B=o0c0. 1

Notamos que si 7 no tiene autovalor principal positivo (esto es, si no se
cumple H6), entonces (1.2) no tiene solucién positiva para A > 0.

4.4 Unicidad: prueba del Teorema 9.

Antes de ver la unicidad de la solucién positiva, damos una prueba sencilla
para el caso eliptico (ya que no la hemos visto escrita en ningtn lado).
Supongamos que existen u, v soluciones positivas de los problemas Lu =
Ag (u) y Lv = Ag (v). Sea © una componente conexa del conjunto {z € Q : u (z) > v (z)}.
Podemos suponer que Q # (). Teniendo en cuenta H2 y H3, resulta

Lu—v)=X(g(u)—g®)=Au—-v)g(u)/ut+v(g(u)/u-g)/v)<
AMu—v)g(u)/u en O

y esto implica (razonando por ejemplo como en la segunda parte del Teorema

2 0 el Teorema 4) que A > \; (g (u) /u, ﬁ) (o sea el autovalor principal para

el peso g (u) /u en el dominio €2). Pero por otra parte A = A (g (u) /u, ).
Contradiccién, puesto que QcQ.

Lamentablemente, esta prueba no se puede adaptar (a priori) al caso
parabdlico ya que el conjunto {u > v} no tiene por qué ser (o contener) un
?cilindro” de la forma Q x (0,T). Una verdadera ldstima.
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Teorema 9. En caso de existir solucion positiva para algun A en los
Teoremas 6 y 8, tal solucion positiva es unica.

Prueba. Hacemos la prueba para el caso del Teorema 8. Para el Teorema
6 la demostracién es exactamente igual, haciendo los cambios correspondi-
entes. Procedemos por contradiccién. Asumamos que para algin Ag > 0
existen dos soluciones positivas ug y vg de (1.2) (que por tanto pertenecen
a Cr). El Teorema 8 provee entonces dos curvas A — uy y A — vy en
Ct (A1 (M) ,0),Cr). Como uy # vo tenemos uy # vy para todo A en
algun intervalo alrededor de \g. Sea Iy = (A, \*) el intervalo abierto max-
imal satisfaciendo que Ag € Iy C I y uy # vy para todo A € Iy. Para
A€ (A, X)), sea wy = (uy —vy) / ||un — vall,, ¥ sea ny definida por

= { B0 =90 /03060 (e 200
’ g¢ (U)\) (:L‘,t) st uy (SL‘, t) = Ux (:Evt)

Afirmamos que A\, = A1 (m). En efecto, supongamos A\, > A\ (). Tenemos
uy, = vy, y por tanto ny, = ge¢ (vy,). Ademds, el teorema del valor medio y
H1 implican que ny € L* (L) para cada A € (A (M), \*), y se tiene Lw) =
Anywy. Mds atin, como |[nx ||« (v) permanece acotada para A cercano a Ay
y limy_), ny = ny,, la compacidad del operador solucién da una solucién
no trivial w de Lw = A.ge (vy,) w y por tanto Ay, > Aq (ge (vy,)). Pero por
otra parte, como A1 (g (vy,) /va,) = A« recordando H2, H3 y el principio
comparacién de autovalores sigue que A1 (ge (vy,)) > A«. Contradiccién. Por
lo tanto, Ax = A1 ().

Por otro lado, también sabemos que limy_,y, ) ux = limy_x, ) vr =0
y por tanto limy_y ) na = M en L°(LY). Asi, como Lwy = Anywy, el
argumento de compacidad habitual nos da Lw = A\ (m)mw para algin
w € Cr con |lw||,, = 1. Por lo tanto w no cambia de signo. Podemos
asumir que w > 0.

Por el resto de la prueba, tomamos A suficientemente cercano a A; (7).
Queremos ver a continuacién que wy > 0 parar tales A\. Sabemos (ver Seccién
3.2 y la primer observacién de la Seccién 3.7) que para k suficientemente
grande los operadores

Syi=(L+A(k—n\))"", Sy = (L+Am)(k—m)"

son positivos, compactos de L" (LP) en Cr e irreducibles de L" (L?) en si
mismo. Mas atn, el Lema 13 (Seccién 3.7) implica que Sy converge a Sy, en
la topologia de la norma de operadores. Sean py y py, los radios espectrales
de Sy y Si, respectivamente. Afirmamos que py; — py, para alguna sucesion
Aj que tiende a A1 (7). En efecto, sean T las correspondientes autofunciones
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positivas de Sy, normalizadas por |7, ||, = 1. Entonces S\Ux = p\Uy. Notar
que py es acotada ya que py < ||Sy|| < ||S), || +1. Ahora, un célculo muestra
que

PAUN = S,\l (/\1 (m) (k - m) PAUN — AKPAUN + ANAPATA —i—@)\) (4.11)

y por tanto la compacidad de Sy, da, para alguna sucesién \; conver-
gente a A1 (), que Px;Ux; converge en Cr a alguna v no negativa. Como
fins, (Aj) = P%j —Ajk Y piny; (Aj) converge a pim (A1 () sigue que inf; py; >
0 y por tanto v es positiva. Ademds (pasando a alguna subsucesién) ten-
emos que Sy,Vy, — v para algin v;. Dividiendo (4.11) (usada con ;)
por py; y pasando al limite obtenemos v; = v. Luego, recordando que
S,\jﬁ)\j = px; 0y Y yendo nuevamente al limite resulta Px; — Pa,- Por lo
tanto, como Lwy = Anjwy, el lema de perturbacién de autovalores simples
de Crandall-Rabinowitz (Lema 10) implica que /\17 = p) y por tanto wy >0
para A cercano a Aj (7m) como queriamos ver. M4ds atin, por Harnack ten-
emos wy (z,t) > 0 para todo (z,t). Pero entonces uy > vy en Q x Ry por
tanto el principio de comparaciéon nos da

A= A1 (g (ur) fux) < Ax(g(va) /oa) = A

Contradiccién. B
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Chapter 5

El problema sublineal: el
caso general

5.1 Dos lemas auxiliares.

En el presente capitulo probaremos los resultados de existencia de soluciones
positivas correspondientes al problema (1.3). En nuestra opinién, los resul-
tados de este capitulo son quizas los de mayor valor: mediante ideas muy
sencillas (léase Lemas 18 y 19), podremos tratar varios casos generales (léase
Teoremas 10-13).

Como ya dijimos, la técnica sera la del método de sub y supersoluciones.
Para precisar que entemos por sub y supersoluciones en el contexto débil,

W ={ueL?((0,T),H" () : u; € L* ((0,T), H ()}

Siguiendo a [14], decimos que v es una supersolucién de (2.2) si:
viox(o,r) € W, vt € L? ((O,T) JH (Q)) + LY (Q x (0,T)) paran > 0
sufientemente pequeno, vjaaxo,r) = 0, v (,0) > v (.,T) a.e. en Qy

/ [—vaail + (AVv, Vh) + (b, Vv) h + covh] > / fh
Qx(0,T) Qx(0,T)

para toda 0 < h € C (2 x (0,7)). Una subsolucién se define de manera
similar dando vuelta las desigualdades escritas arriba.

Recordamos que tanto las hipétesis referidas a la funcién g como a la
notacién estan en la Seccién 2.5.
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Lema 18. Sea & > 0. Asumamos que g (&) € L* (L) para todo & > &
Y que o bien e € L*(LY) con A\ (M) > 1 (si A1 (o) existe) o bien
Moo < 0. Entonces, para todo ¢ > 0 existe una supersolucion w € Cr del
problema (1.3) tal que w > c.

Prueba. Consideramos primero el caso Mo € L® (LY). Sea ¢ > 0. Afir-
mamos que existe { > ¢ tal que pigeey/e (1) > 0. En efecto, para § > o ten-
emos Moo < G (&) /€ <G (&0) /&0 y por lo tanto limg_o (G () /&) = Moo con
convergencia a.e. Luego, por convergencia dominada resulta lim¢_ .o (§(£) /§) =
Moo en L (L7) y asi por continuidad sigue que limg oo fig(¢) /¢ (A) = pimo, (A)
para todo A\. Maés ain, tanto si P (M) > 0y A1 (M) > 1 0 bien si
P (M) < 0, recordando las propiedades de la funcién p (ver (3.3), se tiene
en ambos casos que fim,, (1) > 0. Por tanto sigue que pge) /¢ (1) > 0 para £
suficientemente grande.

Fijamos £* > max (§o,¢) tal que fpigee=ye (1) > 0. Sea k la funcién
definida por

E(2,1) = sup [9.(€) /€]

£§2¢*
Como My < k <G (&) /&%, tenemos k € L* (LY). Para £ € [0,00), sea
9" (x,t,8) =g (2,t,§) + k(z, 1)

Entonces g* (z,t,£) > 0y g*(§) /§ € L° (LY) para £ > £*. Ademas, se tiene

Hiakge ) /e (A) = BLgen /e (A)
para todo A\. En particular prp g«)/ex (1) = pipgeeyse+ (1) > 0. Por lo

tanto, el Teorema 2 da una solucién positiva ® € Cp del problema

(L+k—g7 () /)2 =g"(§) enQxR
®=0 en 002 x R
® T-periddica

Ahora, recordando que £ — g (§) /€ es no creciente,

g +2)<g (& +2) < (F(E) /) (€ +P)
SgE) +RE+([G(E) /€)@
=9 () + (" () /) —k®=LP<L({ +P)

y por tanto £* 4+ @ es supersolucién de (1.3).
Consideramos ahora el caso Mo, < 0. En este caso tenemos lime_,o, (g7 (§) /§) =
0 a.e. en Q x R, donde, como siempre, escribimos f = f* — f~. Ademds,
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0<gt(€) /€ <F* (&) /& para todo € > & y asf lime_o (7F (€) /€) = 0 en
L? (L) . Luego, limg_.o0 fi5+(e) /¢ (A) = A1 para todo A, donde con A; deno-
tamos el autovalor principal positivo para L asociado al peso 1 (puesto que
para m = 1, pi,, = A1). Por lo tanto podemos elegir £* > max (o, ¢) tal que
g+ (%)= > 0, y entonces, como arriba, el problema

(L-g"(£)/&)2=79" () enQxR
d=0 en 002 x R
® T-periddica

tiene soluciéon ® € Cr satisfaciendo ® (z,t) > 0 a.e. (x,t). Ademads,
g+ <g (& +2) < (77(6) /) (€ + @)
=g () + (@ (€)/€)e=LO<L(P+7)
y esto concluye la prueba. B
Lema 19. Sea & > 0. Asumamos que g (&) € L* (LV), P (g (%) /&) >
0y A1 (9(%) /&) < 1. Entonces existe una subsolucion v € Cp de (1.3) tal

que v (x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R.
Prueba. Sea @ la autofuncién positiva del problema

(L +9 (%) /50) =X\ (QJF (%o) /50) (g* (o) /{o) ® en QxR
©=0 en 90 x R

® T-periddica

Entonces ® € Cp y @ (x,t) > 0 para todo (z,t) € Q x R.
Ahora, A1 (L, g (&) /&) < 1 implica ILg(o) /6 (1) < 0. Luego, como

1Lg(e0) /g0 (1) = HLtg-(g0) /0.t (60) /g0 (1)

resulta A\; (g+ (&) /50) < 1.
Sea ¢ > 0 tal que € < &/ ||®|,,. Teniendo en cuenta los hechos men-
cionados arriba y recordando que § — g (&) /€ es no creciente tenemos

L(e)+g (@) < (L+g (cl|®]) /e @) e®
< (L+g () /%) e® < (g7 (&) /&0) €@
< (g% (c]|®]) /e |@]) e® < g (@)

y el lema sigue. B
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5.2 Prueba de los Teoremas 10-13.

Teorema 10. a) Asumamos

1) my, Tise € L* (L), P (mg) > 0 y P (7fise) > O.

2) g(&) € L*(LY) para algin & > 0 y g (&) € L°(LY) para algin
& >0. a

Entonces, si A1 (mg) < 1 < A\ () existe una solucion v € LY de
(1.3) con u(z,t) >0 para todo (z,t) € Q X R.

b) Asumamos (1), My = mgy, Mo = My, Y que para todo & > 0 se
satisfacen (2.12) y (2.13). Entonces, existe una solucion positiva v € LY
de (1.3) si y solo si A1 (mg) <1 < A\j (Moo)-

Prueba. Supongamos A; (my) < 1 < Aj (Ms). Como para 0 < & <
& tenemos g (&1) /&1 < g(§) /¢ < myg y limg g+ g(£) /€ = mgy ae en
2 x R, teniendo en cuenta (1) y (2) obtenemos g (&) /£ € L* (L") para
tales £ y por lo tanto limg_+ g () /€ = my con convergencia en L*® (LV).
Luego, recordando la Observacién (i) después de la prueba del Teorema
1, sigue que limg g+ P (g(€) /€) = P (mg) > 0y asi existe A1 (g () /€)
para ¢ > 0 sufientemente pequefio. Mas atn, por continuidad resulta
limg o+ A1 (g (€) /€) = A1 (mg) < 1y entonces A; (g (€) /€) < 1 para tales
&. Luego, podemos aplicar el Lema 19 y encontrar una subsolucién v € Cr
de (1.3) con v (x,t) > 0 para todo (z,t) € Q x R.

Por otro lado, para todo £ > &y tenemos Moo < G(§) /€ < G(&0) /S0y
por tanto g (&) /¢ € L* (LY). Tomando entonces ¢ = ||v||, en el Lema 18
obtenemos ahora una supersolucién w € Cr de (1.1) con w > ¢ > v, y
entonces el Teorema 1 de [14] da una solucién v € LY tal que v <u<w'y
por lo tanto u (z,t) > 0 para todo (z,t) € 2 x R. Asi, (a) queda probado.

Para ver (b), supongamos que u € LY es una solucién positiva de (1.3).
Por el corolario de la Proposicién 3 (Harnack), tenemos u (x,t) > 0 para todo
(x,t). Seam, : xR — R definida por m,, = g (u) /u. Como m,, es medible
Y Moo < my, < g sigue que m,, € L (LY). Més atn, tenemos Lu = myu y
por tanto 1 = Aj (m,). Ahora, el principio de comparacién de autovalores
nosdal = A\ (my) > A1 (Mp) = A1 (myg) y también 1 < A\; (my) = A1 (Teo)-
Supongamos A; (p) = 1. Como A; (my) =1y m, < Mg, debemos tener
my (x,t) =g (x,t) a.e. (z,t) € Q xR, pero

sup  (g(€)/§) 2 g(u) /u=my en QxR
0<€<[ull o

contradiciendo (2.12). Luego, A; (T7p) < 1. Supongamos ahora que A\; (m,,) =
1. Razonando como arriba obtenemos 1 = A\; (m,,) < A1 (m,,) = 1y por
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tanto my, = m.,. Asi,

inf (9(6)/6) Sg(u) /u=nf (4() /)  ae

0<€<lull o

lo cual es otra vez una contradiccién. Luego, A\; (m,) > 1. B

Teorema 11. a) Asumamos
3) my € L* (L¥), P (mg) > 0.
4) g (&) € L* (L?) para algin & >0y g (§) € L* (LY) para todo & > 0.
5) O bien Moo € L* (L) y P (Moo) < 0, 0 bien Mo < 0.

Entonces, si A1 (mg) < 1 existe una solucion v € LF de (1.3) con
u(x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R.

b) Asumamos ademds (2.12) y o = my. Entonces, eziste una solucion
positiva u € LY de (1.3) si y solo si A\ (my) < 1.

Prueba. Como en la prueba del teorema anterior tenemos g(§) /€ €
L5 (LY) y A (g (&) /€) < 1 para £ > 0 suficientemente pequefio y por tanto
el Lema 19 nos da una subsolucién v € Cr satisfaciendo v (x,t) > 0 para
todo (z,t). Por otra parte, como g (§) /¢ <7 (£) /& <7 (§0) /€o para & > &,
de (4) resulta g (£) /¢ € L* (LY) para tales £&. Luego (a) sigue como en el
Teorema 10 tomando ¢ = ||v[|,, en el Lema 18. La prueba de (b) sigue
también en forma similar a la parte (b) del teorema anterior. l

Teorema 12. a) Asumamos (2) y

6) Moo € L* (L"), P (M) > 0.

7) P (g (&) /&) > 0 para & > 0 pequeno y lime o+ A1 (g (€) /€) = 0.

Entonces, si A\ (Ms) > 1 existe una solucion uw € LY de (1.3) con
u(x,t) > 0 para todo (x,t) € Q x R.

b) Asumamos ademds (2.13) y Moo = m,. Entonces, existe una solucion
positiva w € LY de (1.3) si y solo si A\ (Moo) > 1.

Prueba. Razonando como arriba, (a) sigue de los Lemas 18 y 19 y el
Teorema 1 de [14]. Supongamos ahora que u € L3 es una solucién positiva
de (1.3). Sea e > 0 tal que € < ||ul|,. Sea g_ definida por g_(§) = g (§) si
{2eyg (§) =g(e)si§ <e Tnemos Lu=g(u) = g(u) = g_(u)yademds
g_(u)/u € L*(L"). Por lo tanto, razonando como en la segunda parte del

Teorema 2 sigue que 1 < Ay (2,5 (u) /u) Més atin, como g_(u) /u > m, el

principio de comparacién de autovalores nos da 1 < A\ (m,,). Supongamos
1= X1 (my). Entonces g_(u) /u =mq,. Pero

9. (W) Juzg_(l[ull) /full = g (lul]) / [l
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y por lo tanto m., = g (||u||) / ||u|| en contradiccién con (2.13). W

Teorema 13. Asumamos (4), (5), y (7). Entonces (1.3) tiene una
solucion w € LY con u(x,t) > 0 para todo (z,t) € Q x R.

Prueba. Sigue nuevamente de los Lemas 18 y 19 y el Teorema 1 de [14].
|
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Chapter 6

Algunos problemas abiertos
relacionados

Quisiéramos terminar este trabajo mostrando algunos problemas relaciona-
dos a los ya estudiados que consideramos de interés y que estan ain sin
resolver.

El primero es ”equivalente” al problema lineal (1.1), pero con el operador
de difusion asociado al p-laplaciano, es decir

up — div (|Vu\p72 Vu) = m|uf?u en QxR
u=20 en 02 x R (6.1)
u T-peridédica

donde p > 2 (es claro que para p = 2 queda el operador del calor). Es de
esperar, guidndose por lo que ocurre en el caso eliptico (ver por ejemplo
[4]), que (6.1) también admita un autovalor principal positivo, y tnico. El
problema cuando uno quiere seguir la idea usada para resolver (1.1) (o sea,
aplicar Krein-Rutman) es que las hipétesis en el caso de operadores no lin-
eales son muy dificiles de verificar (ver por ejemplo, [39], [45]). De todas
maneras, de alguna forma deberia poder probarse algo.

Siuno pudiese resolver (6.1) y tener las ”buenas propiedades” que tenfamos
antes para el caso lineal (continuidad, principio de comparacién, principio
del méximo, etc.), entonces uno podria luego pensar en problemas semilin-
eales del tipo

up — div <\Vu]p_2 Vu) =g(z,t,u) en QxR
u=0 en 90 x R (6.2)
u T-periddica
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Nuevamente, sobre estos problemas hay varios resultados en el caso eliptico
(ver por ejemplo [16] y las referencias que alli figuran), con lo cual es de
esperar que algunos "pasen” al parabdlico periédico.

Para terminar con (1.1), algo que sin duda queda pendiente es ”decir
algo mas” en el caso que el coeficiente de orden cero ag cambia de signo,
especialmente en el caso \; (Lo,aa ) < 1. Dos herramientas que parecen
ser necesarias (y no hay) a tal efecto son: teoria sobre el problema (1.1) en
dominios que no sean necesariamente ”cilindros”, y "buenas” cotas para el
autovalor principal. Con respecto a lo primero, consideramos que de por
si es un problema interesante en si mismo. También aqui creemos que hay
buenas chances de poder probar algo, ya que hay teoria para problemas
parabdlicos periédicos en dominios "no cilindricos” para el problema (2.2),
esto es, existencia y unicidad, principio del maximo, etc. (ver por ejemplo
[34]). Y con respecto a lo segundo, la cota de la recta (Lema 9, Seccién 3.3)
originalmente dada por Hess, en este caso no alcanza.

Con respecto a problemas no lineales, un problema que nos parece in-

teresante es
Lu=m(z,t)uP en QxR

u=0 en 002 x R (6.3)
u T-periddica

donde m cambia de signo y 0 < p < 1. En el caso de m > 0, el problema
queda resuelto por el Teorema 13 (siempre hay solucién positiva). Sin em-
bargo, cuando m cambia de signo no se puede aplicar el Lema 19 (existencia
de subsolucién) ya que la funcién g es idénticamente —oo en el conjunto
donde m es negativa. En el caso eliptico, es conocida una condicién su-
ficiente para la existencia de solucién positiva, pero no tiene por qué ser
necesaria (ver [28]).
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