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Introducciéon

Sea GG un grupo de Lie simple de tipo no compacto, conexo y con centro finito. Fijemos
un subgrupo compacto maximal K de G.

Sea 7w una representacién unitaria e irreducible de G. Sea H un subgrupo reductivo
cerrado de G y sea H el conjunto de clases de equivalencias de representaciones unitarias
e irreducibles de H. Por la teoria de dlgebras de Von Neumann existe una medida p en H
y una aplicacién medible i — N; de H — [0, oc] tal que si (7, V;) denota un representante
conveniente de i € H entonces

mH = Z Nz‘Vi—i‘/NiVi dp(7)
{i: u(i)>0} !
donde I = {i : u(i) = 0}. Por definicién, la restriccién de la representacién 7 al
subgrupo H es discretamente descomponible si fI N;V; du(i) = 0 y es admisible si
es discretamente descomponible y ademas 0 < N; < oo, para todo i.

Sea go = & & po la descomposicion de Cartan del dlgebra de Lie de G, con &, el
algebra de Lie del subgrupo compacto K y sea # la involucién de Cartan asociada a dicha
descomposicion. Sea g = gy ®r C la complexificacion del dlgebra gy y g = €@ p su
descomposicion de Cartan.

Sea (G, H) un par simétrico generalizado con H conexo, sea ¢ la involucién de G
asociada al subgrupo H y sea b el algebra de Lie de H. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que of = 6o, por lo tanto L = (K N H) es un subgrupo maximal
compacto de H y (K, L) es un par simétrico.

Toshiyuki Kobayashi [Ko] y H. Jakobsen, M. Vergne [JV], han obtenido criterios
que aseguran cuando la restriccién de una represesentacion m unitaria, irreducible y de
cuadrado integrable de G a H es admisible. En base a estos criterios demostramos los
siguientes resultados.
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TEOREMA 1. Sea (m,V) una representacion de cuadrado integrable e irreducible de
G. Sit es simple y € # b, entonces w restricta a H no es discretamente descomponible.

Si L' es un subgrupo maximal de K tal que el rango(L’) = rango(K) demostramos el
siguiente

TEOREMA 2. Si(m,V) es una representacion de cuadrado integrable e irreducible de
G y K es simple, entonces w restricta a L' no es admisible.

Por otra parte si el subgrupo compacto maximal K de G no es simple, para cada
par simétrico generalizado (G, H) tal que rango(H) = rango(K), caracterizamos las
representaciones (m, V') unitarias, irreducible y de cuadrado integrable de G tales que 7
restricta a H no es admisible. Para ello clasificamos los pares simétricos generalizados
(G, H) en tres tipos, Tipo I, IT y III, (ver Tabla 3) y probamos el siguiente

TEOREMA 3. (i) Si (G, H) es un par simétrico generalizado de Tipo I, entonces las
unicas representaciones de cuadrado integrable e irreducible de G que admiten restriccion
admisible a H son las asociadas al sistema de raices positivas holomorfo y al antiholo-
morfo.

(i1) Si (G, H) es un par simétrico generalizado de Tipo Il entonces ninguna representacion
de cuadrado integrable e irreducible de G admite restriccion admisible a H.

(i11) Si (G, H) es un par simétrico generalizado de Tipo III entonces existe una familia
de representaciones de cuadrado integrable de G que admite restriccion admisible a H.
Dicha familia de representaciones esta asociada a un sistema de raices positivas de ®(g, t)
que no es holomorfo ni antiholomorfo.

Ademaés para cada par simétrico Hermitiano simple (G, K), determinamos condiciones
suficientes sobre los conjuntos de raices positivas de g, de modo que las representaciones de
cuadrado integrable e irreducibles de GG asociadas a dichos sistemas de raices no admitan
restriccion admisible al factor semisimple K, de K. Para ello en cada caso establecimos
subconjuntos de raices no compactas I e I, que se detallan en la Tabla 4, y demostramos
el siguiente

TEOREMA 4. Las representaciones de cuadrado integrable e irreducibles de G asociadas
a un sistema de raices positivas de g que contiene al conjunto de raices no compactas I o al

conjunto de raices no compactas I no admiten restriccion admisible al factor semisimple
K, de K.



Notacién y Preliminares

1. Notacion y Definiciones

1.1. Sea GG un grupo de Lie simple de tipo no compacto, conexo y con centro finito y
sea K un subgrupo compacto maximal de G.

Sea (G, H) un par simétrico generalizado con H conexo, sea ¢ la involucién de G
asociada al subgrupo H y sea by el algebra de Lie de H. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que o6 = fo, por lo tanto L = (K N H) es un subgrupo maximal
compacto de H y (K, L) es un par simétrico.

De ahora en mas denotamos el algebra de Lie de un grupo de Lie con la misma letra
que este en minuscula y germana, con el subindice cero si es real y a su complexificacion
sin subindice.

Sea B un toro maximal de L, y sea ®([, b) el conjunto de raices asociado al par (I, b).
Definimos T' como el centralizador de B en K, por ser (K, L) un par simétrico, t es una
subalgebra de Cartan de €. Supongamos que

(1) rango(G) = rango(K),

por lo tanto, t también es una subédlgebra de Cartan de g. Si ®(g,t) denota el sistema
de raices de g con respecto a t y ®(¢,t) denota el sistema de raices de € con respecto a t
tenemos que
Ok, t) C P(g,t).

Decimos que una raiz o € ®(g,t) es compacta si el espacio raiz g, correspondiente
a « estd contenido en ¥, y decimos que la raiz es no compacta si el espacio raiz g,
correspondiente a « esta contenido en p. Al conjunto de raices compactas los denotaremos
®.(g,t) y al conjunto de raices no compactas ®,(g, t).

Sea A = A(E, t) un sistema de raices positivas de ®(¢,t) que mantendremos fijo sujeto
a condiciones que se destacaran. Se elige un subconjunto de raices no compactas ¥,, de
modo que

U =U(g,t) =AUV,

es un sistema de raices positivas de ®(g,t). La eleccién del subconjunto ¥,, no es unica,
hay exactamente %, posibles elecciones, donde |Wg| es el cardinal del grupo de Weyl
de gy |Wk| es el cardinal del grupo de Weyl de ¢.

Dos raices a, 3 ortogonales de un sistema de raices abstracto ® se dicen fuertemente
ortogonales si son no proporcionales, y ademds o &+ (3 ¢ ®.

Sea S un subconjunto de un espacio vectorial, denotamos por (S) el subespacio lineal
generado por S.
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2. Criterio de Admisibilidad de Kobayashi

En esta seccién presentamos un resumen de las nociones principales necesarias para
enunciar el criterio de admisibilidad de Kobayashi [Ko] utilizado para demostrar los
resultados enunciados en la Introduccién.

2.1. Subdlgebras Parabdlicas. Sea t una subélgebra de Cartan de g, sea ®(g,t)
el sistema de raices asociado al par (g,t) y sea ¥(g,t) un sistema de raices positivas de

D(g, b).

Una subdlgebra de Borel de g es una subalgebra
(2) b=tdn, donde
(3) n= @ Ja

ac¥(g,t)

Cualquier subalgebra q de g que contiene una subalgebra de Borel se la denomina
Subalgebra Parabdlica de g.
Como b C q y los subespacios raices son unidimensionales, q es necesariamente de la

forma
q=1t® €D g,

donde el subconjunto de raices I' satisface
U(g,t) CT C P(g,1).

Sea —I" el conjunto de los negativos de los elementos de I'; definimos

(4) [=te P g

acl’'N-T
(5) U= @ Go.
a€l, a¢-T
entonces
(6) q=Ilou

En esta descomposicién de q, [ es el factor de Levi y u el radical nilpotente. Definimos
el subconjunto de raices

Au):={ael:—a¢gl}
y sea
1
5(U) = 5 Z Q.
acA(u)
Si B es la forma de Killing de g, sea W) € t el elemento tal que
o(u)(W) = B(W, W)

para todo W € t. Una demostracién del siguiente hecho se encuentra en [Knapp].
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PROPOSICION 1. Sea q = [ @& u una subdlgebra parabdlica que contiene a b. Entonces
el elemento W := Wiy de t tiene la propiedad que todas las raices toman valores reales en
W. Ademds u es la suma de los autoespacios de ad(W) correspondientes a los autovalores
positivos, | = Zg(W) es el autoespacio de ad(W) correspondiente al autovalor nulo.

2.2. (g, K)—mddulos.

DEFINICION 2. (Lepowsky) Un (g, K)-mddulo es un par (7,V') con V un espacio vec-
torial complejo y ™ una aplicacion

T:gUK — End(V)

que satisface:
(a) 7|4 es una representacion de dlgebra de Lie y 7|k es una representacion de grupo.
(b) m(k)n(X)v = n(Ad(k)X)n(k)v para todov € V, k € K, X € g.
(c) Siv eV entonces dim((m(K)v)c) es finita.
(d) SiY €t yv eV entonces

leomlexp(tY )0 = (Vo

Denotamos por C(g, K) a la categoria de los (g, K)-médulos. Si V, W € C(g, K)
denotamos por Homg (V, W) al espacio de todos los g-homomorfismos que ademéds son
K-homomorfismo de V en W.

2.3. Los médulos A4(\). Sea M un subgrupo cerrado de K. Si V es un
(g, M)-mo6dulo, sea

(7) C?(g, M, V) := Hompy (N (g/m); V), y
(8) d:C7(g,M,V) — C7"(g, M, V)
definida por:

(8.1) dB(Xo, ..., X)) = > (~1)*Xq B(Xp, ..o Xy e, X;)

para 3 € CI(g,M,V) y Xy € g/m, 1 <k <j.
Denotemos por

ker(d : C7(g, M, V) — Ci+l(g, M, V))
Im(d: Ci~Y(g,M,V) — Ci(g,M,V))

a la cohomologia de este complejo.

(9) Hi(g,M,V) :=
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Sean U,V € C(g, M) y supongamos que 1" € Homg (U, V), entonces T' induce a una
aplicacion lineal

T:Cg,M,U) — C(g, M, V)

definida por T'(5) := T o 8. De (8.1) se deduce que doT = T od. Por lo tanto 7" induce
una aplicacién lineal

(10) HI[T) : Hi(g, M,U) — H'(g, M, V).

Sea K un subgrupo compacto maximal de G, y sea
H(K):={feC®K):dimc(Lkf) < oo}
={f € C®(K) : dimc(Rkf) < oo}

donde Ly.f(z) = f(k~'z)y R.f(x) = f(zk), para k,z € K, son las traslaciones a izquierda
y a derecha respectivamente, las cuales le dan al conjunto H(K') dos estructuras diferente
de K-modulo.

Sea V es un espacio vectorial complejo, denotemos

C(K; V) ={f: K=V :{(f(K)c CW,dm(W) <oy f: K— W suave}.

En C*(K;V), K también actia mediante las acciones, L, y Ry definidas anterior-
mente. Sea H(K, V) el subconjunto de C*°(K; V') definido por

H(K, V) :={f € C¥(K;V) : dimc((Lk f)) < ooy dime({Rk f)) < oo}

Sea (m, V) € C(¢, M), parav € V' y f € H(K) definimos
Ly :V®H(K)— H(K;V), dada por
Ly(ve f)(k) = f(k)m (™ )v.

(
Podemos pensar a V' ® H(K) como (¢, M)-médulo mediante la accién (7 ® L) definida
por

(m@ L)(m)(v @ f) = n(m)v & L f, m € M,
(rRL)(X)v® f)=m(X)v® f+v® Lxf, Xe€ECt.

La aplicacién (I ® Rx) : V® H(K) — V ® H(K) conmuta con la estructura de
(¢, M )-médulo dada por (7 ® L). Por lo tanto (I ® Ry) induce una aplicacién

H'[I® Ry|: H'(¢, M,V @ H(K)) — H'(t, M,V ® H(K)).

La aplicacion X — H'[I ® Rx], es una representacién de € en H (¢, M,V @ H(K)).
Por lo tanto

(H'[I® R,],H'(¢, M,V ® H(K)))

es un K-modulo.
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Supongamos ahora que (my, V) es un (g, M)-moédulo, a través de esta estructura defi-
nimos la siguiente estructura de g-médulo en C*(g, M,V ® H(K))

(X xw)(2) (k) = mv (Ad(k) X) (w(2)(F)),

donde X € g, w € Homy (A'(¢/m),V @ H(K)), z € A'(¢/m) y k € K.
El siguiente resultado se puede encontrar en [Wall]

TEOREMA 5 (Duflo - Vergne).
X 0= (I Rx)(8)+ dpg
Lo cual implica que en la cohomologia
(X * 8] = H'[I ® Rx]([6))-
Por lo tanto (H'[I @ R], H'(¢, M,V @ H(K))) es un (g, K )-médulo.

2.4. Dada (7, V') una representacion de [, podemos construir un g—mddulo de la sigui-
ente manera: Extendemos la representacion 7 a una representacion de q en V, haciendo
actuar a 7 trivialmente en u; es decir

T(X+Y)o=7(X)v,VX e, Y eu.
Pensamos a U(g) ®c V' como g-médulo con la siguiente estructura
X(Dev)=XD®uv, X €g,Del(g),veV,

sea A el g-submédulo dado por

A={DY@v—-De7Y)v,Del(g),veV,Y €q})c.
Definimos
(11) U(g) Cu(q) V == U(g) @c V/ A,
como A es un g-submodulo, U(g) ®yq V es un g-médulo con la estructura cociente.
Dado (A, V) € C(I, LN K), el g-m6dulo U(g) ®u(q) V tiene una estructura de
(g, L N K)-mé6dulo dada por las siguientes operaciones:

T(X)(D®v) = XD®vsiXeg,
T (D®v) = Adl)D@AX(l)v sile LNK.
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2.5. Si (A,C,) es una representacién unidimensional de L, de acuerdo con la con-
truccion anterior, (U(g) ®u(q) Ca, ) es un (g, L N K)-médulo, y

T (U(9) Quiq) Cr) == H'(,, LN K, (H(K) ® U(g) ug Cr)),
es un (g, K)-médulo. Si S = dimc(une) y n # S por Corolario 11.219 de [K-V]
I"(U(g) @ug) Cr) =0

y si n =S definimos

(12) Aq(X) =T (U(g) ®u(q) Cn)-

Tomemos una subalgebra de Cartan h C [. Entonces h° contiene el centro 3 de [y
t° := h° N ¢ es una subdlgebra de Cartan de €. A4(\) tiene cardcter Z(g) infinitesimal
v:= A+ p € (h°)* en la parametrizacion de Harish Chandra, donde p := p(u) 4+ p; y p; es
la semisuma de raices positivas de [.

DEFINICION 3. Diremos que A estd bien clasificada (o “in good range”) si
(13) Re(y,a) > 0 para toda o € ®(uc, be),
y justamente clasificada (o “in fair range”) si
(14) Re(Y|5e, ) > 0 para toda o € ®(uc, b).

Y diremos débilmente bien clasificada (o débilmente justamente clasificada respectiva-
mente) si las desigualdades débiles se mantienen.

Los siguientes resultados sobre el (g, K')—mddulo A,4()) son importantes, las demostra-
ciones de ellos se encuentran en [K-V]

TEOREMA 6. Si \ estd bien clasificada, entonces el (g, K)-mddulo Aq(X\) es irreducible.

Denotamos A4()\) a la representacién de G obtenida de la completacién de Hilbert de
Ag(A) con respecto a la estructura pre Hilbert de (12).

TEOREMA 7. El subgrupo L es compacto si y solo si Aq(\) es una serie discreta. Mds
aun toda serie discreta es equivalente a Ay(\) con A en good range y variando b en el
conjunto de subconjuntos de Borel que contienen a t.

2.6. Restriccion con respecto a un par simétrico. Estamos en condiciones de
enunciar el criterio de admisibilidad de Kobayashi de las restricciones de A4(\) con res-
pecto a un subgrupo conexo H tal que (G, H) es un par simétrico generalizado.

Sea o el automorfismo del grupo G asociado par simétrico (G, H). Denotemos a la
diferencial del automorfismo o y a su complexificacién nuevamente con la letra . Sea

(15) g ={X€g:0X=-X}, ¥y
(16) €7 =t Ngg”.
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Fijemos una subélgebra de Cartan t% de € tal que satisface la siguiente condicion:
(17) (), 7 =t Ney’

es un subespacio abeliano mazimal de €,°.
Fijemos sistemas de raices positivas compatibles A(¢,t%) y X1(¢, (t)77), de ®(€, 1) y
O, (t9)77), es decir

{agey—r 1 a0 € AT ()} — {0} D SF(E, (£) 7).

Sea g una subdlgebra parabdlica estable por la involuciéon de Cartan 6 asociada al par

(G, K), por Proposicién 1
q9=qw = lw ®uw,

donde W € i(tNp), i es el autoespacio de ad(W) corespondiente al autovalor cero y
uy es la suma de los autoespacios de ad(W) correspondientes a los autovalores positivos.
Sea L := Zg(W) C G, subgrupo analitico, f-estable, con élgebra de Lie (ly)o := ly N g.
Entonces el subgrupo L N K es un subgrupo compacto maximal de L.

Por 1ltimo definamos el cono cerrado en i(t)* dado por [Ko]

RYf(unp) := Z ngf:ng >0

BEP (unp,t°)

TEOREMA 8. Criterio de Kobayashi Supongamos que (G, H) es un par simétrico
reductivo y que q = [ 4+ u es una subdlgebra parabolica 0-estable definida por un elemento
dominante de i(t°)*. Sea Cy un cardcter infinitesimal de L y Aq(\) la representacion uni-
taria de G obtenida por la completacion de Hilbert de un (g, K)-modulo Aq(\). Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Aq(N)|unx es H N K-admisible para cualquier Cy débilmente bien clasificada.
(1) Aq(N) es discretamente descomponible como (h, H N K)-mddulo para cualquier Cy
débilmente bien clasificada.

(ii) R (unp) Ni((t)~7) = 0.







Demostraciéon del Teorema 1 y del Teorema 2.

En este capitulo utilizamos el criterio de Kobayashi enunciado en el Teorema 8 para
demostrar el Teorema 1 a través de la siguiente

PROPOSICION 4. Si G y K son grupos simples y rango(l) = rango(¥), entonces exis-
te un subconjunto S C [(P(&,t) — ([,t)) N A] fuertemente ortogonal cuyo cardinal es
rango(K/L) tal que
(iN{oys) #0:a € A} es un sistema de raices restringidas positivas en ®(, (S)).

(i) RYW, N (S) # 0 para todo sistema de raices positivas U de ®(g,t) que contiene A.

Para utilizar la Proposicion 4 para demostrar el Teorema 1 necesitamos recordar no-
ciones basicas de la transformacion de Cayley. Las demostraciones de los hechos que se
utilizaran se encuentran en [Knapp].

2.7. Supongamos que rango(l) = rango(t). Sea ty C [y una subalgebra de Cartan
de &. A partir de t; construimos otra subdlgebra de Cartan t§ de €, invariante por o
la involucién asociada al par (G, H), de modo que (t§)~7 := t5 N €;7 es un subespacio
abeliano maximal de £,°. Es decir una subalgebra de Cartan que satisfase (17).

Denotemos la conjugacién en g con respecto a gg por X — X, dicha conjugacién y la
involucion o asociada a H conmutan.
Como 6 es una involucion de Cartan de gg, por definicién

By(X,Y) = —B(X,6Y)

es una forma bilineal simétrica definida positiva. Extendemos el producto interno By a
un producto interno Hermitiano sobre g definido por

Bo(Z1,7Z5) = —B(Z1,07,).
Para cada raiz a € ®(8,t) sea E, € ¢,, un vector raiz no nulo. Como t C [ tenemos
que
[H,0E,] = o(H)0E,,
[H,oE,] = «o(H)oE,.

Por tanto £, es f-estable y o-estable. Como dim(%,) = 1 entonces &, C [ o ¢, C (+.
Diremos que una rafz o € ®(€, t) es [~compacta si &, C [ y [-no compacta si £, C [*.

A partir de la subalgebra de Cartan t; y una raiz [—no compacta (3 construimos una
subdlgebra de Cartan (t;), tal que dim((t;)o N ¢,7) = 1. Sea Eg € €3 un vector raiz no
nulo, entonces Eg € €_3.

13
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Como By es un producto interno tenemos que
0 < By(Ep, Eg) = —B(Es,0E5) = B(Ep, —Ep).
Entonces normalizamos el vector Fjg y fijamos Hs € ity de manera que
[Es, —Eg) = Hp [Hp, Eg| = 2Ep, [Hp, —Eg) = 2Ej.

Cada terna {Ej, —Ej, Hz} genera una subalgebra de Lie de €, isomorfa sl(2, C) la cual es
la complexificacion de una subalgebra sg C £, isomorfa a su(2).

Notemos que el elemento (—Ez — E_ﬁ) es fijado por la conjugaciéon y por lo tanto
pertenece a £y. Definimos la transformada de Cayley correspondiente a una raiz [—no
compacta 3, como el automorfismo

(18) cs : g — g dado por
(19) ¢ = Ad(exp 3 (~Ej — Ey))

Como consecuencia directa de la definicion tenemos las siguientes propiedades:

% =5
c3(X) =X, para {X € t¢ : f(X) =0},
cs(bc) = tc,
cs(pc) = pe,

pues (—Ez — Ej3) € £y ademas
cs(Hp) = Es — Ep
cs(Ep + Eg) = Eg + Ep
cs(Es — Ep) = Hp
Si definimos
t 1 = c(t) entonces
(t1)o = ca(t) N go = ker By, @ iR(Es — Ep)

es una subalgebra de Cartan de £, cuya interseccién con £, a aumentado en una dimensién
con respecto a tg.

Si a, 8 son dos raices fuertemente ortogonales entonces [s,, s3] = 0, por lo tanto
(20) Calp = C3Cq.

Si S es un conjunto formado por raices I-no compactas fuertemente ortogonales dos a
dos, entonces

(21) cs =[] ca

a€sS
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esta bien definido por (20). La subdlgebra de Cartan
fs = Cgt
de t es preservada por la conjugacion y ademas

(tso)r = {X €t:aX)=0paratoda a € S}

(tso)- = EDiR(Ea — Ea) = ics((5)),

lo cual implica
dim((ts)o N€7) = [5].

Por lo tanto a partir de una subdlgebra de Cartan t C [ de £ y un conjunto S de raices
[c—no compactas fuertemente ortogonales dos a dos, y de cardinal igual al rango(K/L)
hemos construido una subélgebra de Cartan t° := tg tal que ()" es un subespacio
abeliano maximal de €77, es decir que satisface (17).

2.8. De la lista de los pares simétricos (G, K) y los pares simétricos generalizados
(G, H) tales que G y K son simples, y G y H admiten representaciones de cuadrado
integrable y de la lista de los pares (L, K) tal que L es un subgrupo maximal de K (ver
lista de pares simétricos [HE] Tabla V, pdgina 518), surge que

rangol = rangot.

Es decir si t es una subdlgera de Cartan de [, bajo estas hipdtesis t es una subdlgebra de
Cartan de £, y también de g por (1). Por lo tanto tenemos

O([,t) C P(E,t) C P(g, t).

La Proposicién 4 implica que existe S C (®(¢,t) — ([, t)) N A fuertemente ortogonal
cuyo cardinal es el rango(K /L), por lo tanto la subalgebra de Cartan

() = ts = c(t)

es o-invariante y ademas (ts)c” es un subespacio abeliano maximal de £77. En esta
subdlgebra de Cartan podemos aplicar el criterio de admisibilidad de Kobayashi (Teo-
rema 8).

Para ello fijamos A(¢,t) un sistema de raices positivas de ®(€,t) y definimos
AL t9) == cs(A(E 1) y
S, (€)77) 1= cs({a € B(E,1) : al(s) # 0}).

Por (i) de la Proposicién 4, los sistemas de raices A(, t%) y X7 (¢, (t)77) son sistema de
raices compatibles de ® (¢, t°)y ®(&, (t)~7) respectivamente. Cada sistema raices positivas
U(g,t°) de ®(g,t°) que contiene a A(E, t°) es de la forma cs(V(g,t)), donde W(g,t) es
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un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A(t,t). Entonces por (iz) de la
Proposicién 4
R¥(unp) Ni((t)77)" =R, (g, £) Ni((t)77)" = cs(RT (g, ) N (S)) #0

para todo u, esto concluye la demostracion del Teorema 1 a partir de la Proposicion 4.



Demostracién del Teorema 2 y de la Proposicion 4

En este Capitulo demostramos la Proposicién 4 y ademés verificamos que la misma es
vélida también para L subgrupo maximal de K tal que rango(L) = rango(K).

De la lista de los pares (L, K) tal que K es un subgrupo compacto simple, cldsico
y L es un subgrupo maximal de K y de igual rango, surge que el par (L, K) es un par
simétrico, entonces por el criterio de Kobayashi, verificar que la Proposicion 4 es valida
en estos casos, es equivalente a demostrar el Teorema 2.

Para la demostracion de la Proposicién 4 recurrimos a la clasificacién de los pares
simétricos (G, K) dada por Cartan, a la clasificacién de los pares simétricos generalizados
(G, H) obtenida por Berger y a la clasificién de los pares (K, L) tal que L es un subgrupo
maximal de K y de igual rango. Referencias de dichas clasificaciones son [HE] y [HU].
Los casos que se desprenden de estas clasificaciones son los siguientes:

g ¢ b [—Enph
50(2n,1) | s0(2n) | so(2r) & so(2n — 2r,1) | s0(2r) & so(2n — 2r)
50(8,1) 50(8)
ficeo | 200N T 0 1) @ su(2) 50(5) @ s0(4)
50(6,6) & sl(2,R) 50(6) dso(6) DR
su(4,4) s(u(4) ®u(4))
err | su(8) 50%(12) @ su(2) su(6) @ su(2)
es2) O R su(6) ®su(2)) ®R
50(8,8) 50(8) @ s0(8)
50*(16) u(8)
®8(8) 50(16) €7(7) % 5[(2, R) u(8)
e7(—5) D su(2) s50(12) @ su(2) & su(2)
Tabla 1

Y los pares (K, L) tal que L es un subgrupo maximal de K no contemplados en los
casos anteriores tal que rango(L) = rango(K') son

17
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g ¢ [
50(2n,1) | s0(2n) u(n)
fa—20) | 50(9) 25?8 gizgg
e7(7) 5u(8) zﬁg% giﬁg);
Tabla 2

En cada uno de los casos que figuran en las tablas anteriores procedemos de la siguiente
manera: Determinados los sistemas de raices

O(1,t) C DB, t) C P(g,t),

y fijamos un sistema de raices positivas A(¢,t) de ®(¢,t). Por un lado construimos un
subconjunto S C (®(¢,t) — ®(I,t) N A de raices fuertemente ortogonales dos a dos, cuyo
cardinal es rango(K /L), de manera que exista un elemento v € (S) tal que (a,v) > 0
para toda raiz o € A, lo cual equivale a la condicién (i) en la Proposicién 4, a saber
{alisy : @ € A} es un sistema de raices positivas para ® (&, (S)). Por otro lado, deter-
minamos explicitamente raices no compactas de ®(gc, tc) que son combinaciones lineales
de elementos de A(,t) con coeficientes racionales positivos, tales que el cono cerrado
generado por las mismas tenga inteseccién no nula con el subespacio (S) de it* generado
por S. Por Observacion 4 dichas raices no compactas pertenecen a V¥, (g,t) para todo
sistema de raices positivas de U(g, t) de (g, t) que contiene a A(E,t).

OBSERVACION 5. Sea U C ®(g,t) un sistema de raices positivas y Il = {ay, ...,cqp} C U
su sistema de raices simples. Si f € ®(g,t) entonces § € V si y sdlo si f = Zézl nia;
n; € Z>p, para todo 1.

OBSERVACION 6. Sean 7, ...,7, raices positivas y ny, ..., n, numeros reales positivos,
de modo que v =Y _._, niy; € (g, t), entonces v es una raiz positiva.
Como ~; es una raiz positiva para todo ¢ entonces existen enteros m;, > 0 tal que
l
Vi = Zkzl My, COIMO
r r l l r
T= an’% = an(z Miko) = Z(Z Mg ) Q.
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1
Entonces por Teorema 2.49 del libro de [Knapp] ay, := (D>_;_, nimi) es entero para todo

k, y ademas todos los a; tiene el mismo signo. Como por hipdtesis n; son positivos resulta
9 J
que Y ., n;mg, > 0 para todo k, entonces v es una raiz positiva.

Comencemos a analizar cada uno de los casos.
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CAsO g =s0(2n,1).
Sea g = s0(2n, 1), entonces ¥ = s0(2n). Los sistemas de raices de g y € con respecto a
t son
O(g,t) ={te; te;, 1 <i<j<n}U{te, 1<i<n},
O, t) ={£e; Lej, 1 <i<j<n}

respectivamente.
Por lo tanto el conjunto de las raices no compactas de ®(g,t) es

D, (g,t) ={xe;, 1 <i<n}.
Fijemos A el sistema de raices positivas de ®(&,t), definido por
A={exe;, 1<i<j<n}.

Sih=s0(2r)®so(2(n—r),1) entonces [ = €N h = s0(2r)dso(2(n—r)) paral <r < n,
y su sistema de raices con respecto a t es:

O(l,t) ={xe; Lej, 1 <i<j<riU{fe,Le, r+1<k<l<n}.
Definimos el conjunto S de raices fuertemente ortogonales contenido en
(P, t) — (L)) NA={e;Le, 1<i<r, r+1<k<n}

por:

(1) S={e1ten,eate, 1,.ne,te, i1} si2r<n,y
(17) S ={e1 L en,eaten 1, snr L1} sin < 2r.

En ambos casos tenemos que
1 1
(22) €1 :§(€1+€n)+§(61—€n) € <S>

Notemos que (e, ) > 0 para toda raiz a € A, por lo tanto se satisface la condicién
(i) de la Proposicién 4.

Ademas como las raices compactas e; + e,, e; — e, € A, por la Observacion 6, la
ecuacion (22) implica que la raiz no compacta e; pertenece a todos los sistemas de raices
positivas U de ®(g,t) que contiene a A.

Por otro lado las raices compactas {e; + e,} C A, por la Observacién 6, la raiz no
compacta e; € U para todo sistema de raices ¥ = ¥(g, t) que contine a A. Por lo tanto

e; € RTU, N(S).
Como queriamos probar.
Si L = SU(n), entonces L es un subgrupo maximal de K y del mismo rango. Ademés
[ = su(n) y su sistema de raices con respecto a t esta dado por
O, t) = {£(e; —e)), 1 <i<j<n}.
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Definamos el conjunto
SC (P, ) —P(LY))NA={(e;+¢j), 1 <i<j<n},
por

S = {61 +en,e2 +€en_1,..., e[%n} + en—[%n]-{—l} .

n

Notemos que el cardinal de S es [5] , ademas

vi=e +e+ ...+ €[x] + € [2]41 + .. F+en1te, €(5)

y (v,a) > 0 para toda raiz o € A, por lo tanto se satisface la condicién (i) de la
Proposicién 4.

Como {e[%] +e,, € []41 +e,} C A, por Observacién 6, las raices no compactas

1 1
2] = 3T Falep e
1 1
Cn[2]+1 T §(€n7[g]+1 +en) + §(€n7[%]+1 — €n)-

pertenecen a todos los sistemas de raices positivas U(g, t) de ®(g, t) que contiene a A. Por
lo tanto

<6[%] + Co| ]Jrl) € RTU, N(S).

CASO g = fu(_0).
Si g = fa(—20), entonces € = s50(9). Los sistemas de raices de g y € con respecto a t son
1
P(g,t) ={Fe;, e;, 1 <i<j<4}U{zfe, 1<i< 4}U{§(j:el teytestes)}, v

respectivamente.
Por lo tanto el conjunto de las raices no compactas de ®(g, t) es

1
(I)n(g, t) = {§(i€1 + ()] + €3 + 64)}.
Fijemos A el sistema de raices positivas en ®(¢,t) definido por
Si h=s50(8,1) entonces [ = €N h = s0(8), y su sistema de raices con respecto a t es

Definamos el conjunto S C (®(¢,t) — (I, t)) N A = {e;, 1 <i < 4} por

S ={e}.
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Notemos que el cardinal de S es igual al rango(K /L) y ademas (e;, &) > 0 para toda
raiz o € A, se decir satisface el inciso (i) de la Proposicién 4.

Como el conjunto {e; —eq, €1 — e3, €3 — ey, ea+e4} C A, por Observacién 6, las raices
no compactas

1 1 1

Y1 = 5(61—62)4—5(63—64):§<€1—€2+€3—€4),
1 1 1

Y2 = 5(61—63)4—5(624-64):5(61—1-62—634—64)

pertenecen a todos los sistemas de raices positivas ¥, de ®(g, t) que contiene a A. Por lo
tanto
e1 =7 +% € RTU, N(S).

Sil=s0(7) @ s0(2), entonces L es un subgrupo maximal de K. El sistema de raices
de [ con respecto a t es

O(1,t) = {te; £ e, 2<i<j<4a}U{te;, 2<i<4}.

Definamos el conjunto
SC (@ t)—2(L))NA={e;+e,2<i<4}U{er},
por
S ={e;+es,e1 —e4}.

Notemos que el cardinal de S es igual al rango(K/L), que
er = 3(e1 4 es) + 5(e1 — es) € (S) y que {er,a) > 0 para toda raiz o € A, es decir se
satisface la condicién (i) de la Proposicién 4.

Como {e; — ez, €1 — e3,e3 + eq, €3 + €4} C A por Observacién 6 las raices no compacta

1 1
M= 5(61 —e3) + 5(62 + e4)
= §(€1+€2—63+64)
1 1
Yo = 5(61 —e) + 5(63 + ey)
1
= 5(61—624‘634‘64)

pertenecen a todos los sistemas de raices positivas ¥ de ®(g, t) que contienen a A. Por lo
tanto

e1+es =y +7% € RTU, N(S).

Como queriamos ver.

Sil=s0(6) @ so(3), entonces L es un subgrupo maximal de K y el sistema de raices
de [ con respecto a t esta dado por

(I)([, t) = {j:el + €j, 1<y <j < 3} U {:E€4}.
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Definamos el conjunto
SC (P t)—D(Lt)NA={e;teq, 1 <i<3}U{e;, 1 <i <3}
por
S ={e1,es +eq, 60 —es}
Notemos que el cardinal de S es igual al rango(K/L), que e; € (S) y que (e1,a) >0

para toda o € A, es decir se satisface la condicién (i) de la Proposicién 4.
Como {e; + e, €1 + €4, 69 — 3,3+ e4} C A, por Observacién 6 las raices no compacta

1 1
Y1 = §(el+€2)+§(€3+€4)
1
= §(€1+€2+63+64)
1 1
Yo = §(€1+€4)+§(62—€3)
1
= 5(614‘62—634‘64)

pertenecen a todo W sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A. Por lo tanto

ertestes=y+7 R, N(S).

Sih=sp(2,1)Psu(2), entonces [ = s0(5) B so(4), y su sistema de raices con respecto
ates

O([t) ={xe; et U ez tes} U{te;, 1 <i <2}
Definimos el conjunto
SC (Pt —P(L)NA={e,+e;, 1<i<2 y3<j5<4}
U{e;, 3<i <4}
Notemos que el cardinal de S es igual al rango(K/L), ademé&s

1 1
e = 5(61 +eq4) + 5(61 —eq) € (S)

y (e1,a) > 0, para toda raiz o € A, es decir, se satisface (i) de la Proposicién 4.
Como {e; + e4,e2 + ez} C A por Observacion 6 la raiz no compacta

1 1
Y= 5(61 +eq) + 5(62 + e3)

1
= 5(614‘624‘634‘64)

pertenece a todos los sistemas de raices positivas ¥ de ®(g, t) que contienen a A. Por lo
tanto
v eRYY, N(S)

como queriamos demostrar.
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CASO g = e7(p).
Si g = e(7) entonces £ = su(8). Los sistemas de raices de g y [ con respecto a t son
D(g,t) ={FeiTe;, 1 <i<j<6}U{E(er —es)}

6 6
1 ; .
U {ii((—@ +eg) + E (—1)%e;), | E v; es impar}.
=1 i=1

(I)(E, t) = {:I:e, — €5, 1< <] < 6} @) {j:(—e7 + 68)} U {:l:OZZ‘, 1< < 12}
donde

CYI:%(61_62_63_64_65_66_67+€8)
@2:?( €1+€2—63—€4—€5—€6—€7+€8)
OJ3Z¥( 61—€2+€3—€4—€5—66—67+€8)
a4—?( €1 — ey —e3+ ey —e5—eg— er+eg)
045—?( 61—62—63—64+€5—66—67+€8)
(1/6:?( 61—62—63—64—65+66—€7+68)
0472?(61+€2+€3+64+€5—66—67+68)
048:%(61+62+€3+64_65+66_67+€8)
a9 = 5(e1 +eg+e3 — ey +es +eg — er + eg)
0410—%(61+62_63+64+65+66_67+68)
0411:¥(€1—€2+63+€4+65+66—€7+68)
a1y = 5(—e1+ex+eg+eq+es+eg —er+eg)

Por lo tanto el conjunto de raices no compactas de ®(g, t) es

q)n(g,t) = {:i:(€z + Gj)l S 7 <j < 6}

U{:I: —er + es) +Z 1)%e;), v; € {0, 1}]21}1—3}

Fijemos el sistema de raices positivas A en QD(E, t) definido por

A={(e;—¢€j),1<i<j<5btU{(—e+eg),1 <1<5}
U{<—€7+68>}U{OZZ‘, 1 SZS 12}

Sih=su(4,4), 050(6,6)®sl(2,R), [ =hNEesisomorfa as(u(4)Bu(4)), y su sistema
de raices con respecto a t es

DI, t) ={£(e; —e;), 1 <i<j<3}U{E(er—e), 4<k<l<6}
U{%a,, i€ {1,2,3,7,89}}.
Definamos el conjunto S C (®(¢,t) — ®(I,t)) N A por

S ={e; —eq,e9 — €5, —€3+ €5, —€7 + €3}
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Notemos que el cardinal de S es igual que al rango(K /L), ademés (—e7 + eg, ) > 0
para toda raiz o € A, osea se satisface (i) de la Proposicién 4. Como S C A entonces por
el Observacién 6 la raiz no compacta

1 1 1 1
7 = gler—ea) +gler—es) + S—es te) + 5 (—er +es)

= §(€1+62—63—64—€5+66—67+€8)

pertenece a todo W sistema de raices positivas de ®(g, t), que contiene a A. Por lo tanto

v e R, N{S).

Sih=s50"(12) ®su(2) o h = e5(2) ® R tenemos que [ = s(u(6) ® u(2)), y su sistema
de raices con respecto a t es

O(I,t) = {+(ei—e;), 1 <i<j<5YU{ka,, i€ {1,2,3,4,57}
Definimos el conjunto S C (®(¢,t) — ([, t)) N A por
S = {—65 + eg, —€7 + 68}

Observemos que al igual que el caso anterior, (—e7 4 eg,a) > 0 para toda raiz o € A, y
el cardinal de S es igual al rango(K/L).
Por otra parte por Observacion 6 las raices no compactas

1 1 1 1
no= 5(61—62)+5(63—64)+§(—€5+66)+§(—67+68)
= 5(61_e2+€3_€4_€5+€6_€7+€8>
— (—e1+ o) + 5 (e — €3) + 5 (ex — e3) + 5 (—e7 +€5)
T2 = 5 €1 T €¢ B €2 — €3 5 €4 — €5 B €7 T €8

= 5(—614—62—eg—l—e4—e5—|—e6—e7+eg)

pertenecen a todo W sistema de raices positivas de ®(g, t), que contiene a A. Por lo tanto

—es+es—er+es =7+ € RTU, N(S).

Si [ = su(5) @ su(3), entonces L es un subgrupo maximal de K, y el sistema de raices
de [ con repecto a t es

B t) = {(e; —e;), 1 <i<j <4 U{E(es —es)} U {£as, i € {1,2,3,4,7,8}1.

Definimos el conjunto

S C (e, 1) — DLO)NA={e; —e5, 1 <i <4} U{—er+eg)
U{—ei+es 1<i<A4yU{a, i€ {56,9,10,11,13}},



DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2 Y DE LA PROPOSICION 4 25

por
S ={e; —e5,—ex+ €6, —€7 + €3}

Observemos que al igual que los casos anteriores, (—e7 + es, a) > 0 para toda raiz o € A,
y el cardinal de S es igual al rango(K/L).
Por otra parte por Observacién 6 las raices no compactas

1 1 1 1
7 ==(e1 —ez) + =(e3 —eq) + =(—e5 + €6) + =(—e7 + €3)

2 2 2 2
1
25(61—€2+63—€4—65+66—€7+68),
=~ (er — ea) 5 (s — ) 2 (—ea t €0) + 5(—er + o)
72—2 €1 — €3 264 €5 5 €2 T €6 5 €7 T €8
1
25(61—62—€3+64—€5+€6—67+68),

perteneces a todo sistema de raices positivas ¥ de ®(g,t) que contine a A. Por lo tanto

61—62—65+€6—€7+68:’71+’}/2€R+\Dnﬂ<5>.

Si [ = su(7) @ su(1), entonces L es un subgrupo maximal de K, y el sistema de raices
de [ con repecto a t es

O(1,) = {£(e; —e;), 1 <i<j<6}U{*a; ie{1,2,34,56}}

Definimos el conjunto

S C (D6, )—B(L, ) NA = {—e7 +es} Ufas, i € {7,8,9,10,11,12}}

por
S = {—67 —+ 68}
Observemos que al igual que los casos anteriores, (—e; + eg, a) > 0 para toda raiz a € A,
y el cardinal de S es igual al rango(K/L).
Como =£(ey + €4) son raices no compactas entonces tenemos dos posibilidades,
(1) est+es €V o (ii)—eg —e, €V,
(i) Si ey + €4 € W entonces por Observacion 6 la raiz no compacta

1
725(61—€2+63—64+65—66—67+68)

:(62 + 64) + (61 — 62) + (63 — 64) 4+ a5 e ¥
para todo W sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.

(i) Si —ey — €4 € U entonces nuevamente por Observacién 6 la raiz no compacta

725(61_62+63_64+€5_66_67+68)

:(—62 — 64) +ar eV

para todo W sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
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Por lo tanto la raiz no compacta v pertenece a todos los sistemas de raices positivas
U de ®(g,t) que contienen a A. Lo mismo para las raices no compactas

1
71:5(—61—€2+€3—64+€5+€6—67+€8)=7+(—61+€6)7

1
’}/2:5(61+€2—63+€4—€5—€6—67+€8):’Y+(€2—€3)—|—(64—65>

pertenecen a todo sistema de raices positivas U de ®(g,t) que contine a A. Por lo tanto
—ert+es =7+ € RTY, N(S),

como queriamos probar.

CAsoO g = 98(8).

Si g = eg(s), entonces € = 50(16), y su sitema de raices con respecto a t son

P(g,t) = {£e; e;, 1 <i<j<8U {% (Z(—l)”(i)ez) |Zu(i) es par}

i=1 =1

D, t) = {te; te;, 1<i<j<8)

Entonces el conjunto de raices no compactas de ®(egs), b) es

D, (g,t) = {% (Z(—l)”(i)ei> tal que Zv(z) es par}

i=1 =1
Fijemos el sistema de raices positivas A de ®(g, t) definido por
A:{eiiej, 1§l<]§8}

Si b = ez(_5) @ su(2), entonces [ = 50(8) ® s0(8) y su sistema de raices con respecto a
tes

O(l,t) ={te; Le;, 1 <i<j<4}U{xeprte, b<k<l<8}
Definamos el conjunto
SC(PEt) —P(LY))NA={te;+ep, 1 <i<4 5<EkE<8}
de raices fuertemente ortogonales dos a dos por
S ={e1 e5,eq £ e, 3t e7,e4 - eg}.
Notemos que el cardinal del S es igual al rango(K/L), y que

1 1
e = 5(61 +€5)+§(€1 —65) < <S>,

entonces se satisface la condicién (i) de la Proposicién 4 pues (e;, a) > 0 para todo o € A.
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Como {e; + e5,e2 + eg, €3 + e7,e4 + eg} C A, por Observacién 6 la raiz no compacta

1 1 1 1
v = —(e1+e5)+ =(e2+eg) + =(es+er) + =(eq + €5)

2 2 2 2
1
= 5(61+€2+63+64+€5+66+€7+68)

pertenece a todos los sistemas de raices positivas ¥ de ®(g,t) que contienen a A. Por lo
tanto

v e RV, N (S).
Sih = 50%(16) o h = e7(7) D sla(R), en ambos casos tenemos que [ = u(8), y su sistema
de raices con respecto a t es

Definamos el conjunto
S C (P, ) —P(LY))NA={(e; +e),1 <i<j<8},

de raices fuertemente ortogonales dos a dos por

S = {61 + €g, €9 + €7,€3 + €6, €4 + 65}.
Notemos que, el cardinal de S es igual al rango(K /L), ademés

1 1 1 1
v =(e1+es) + s(ea+er) + s(es+es) + s(es+es)

2 2 2 2
1
:5(61+€2+63+€4—|—65+€6+€7+68)€<S>

y (7, @) > 0 para todaraiz « € A. Como S C A por la Observacién 6, la raiz no compacta
v pertenece a todo sistema W de raices positivas de ®(g, t) que contiene a A. Por lo tanto

v e RV, N (S).

Si b = er(_5) @ su(2) entonces [ = s0(12) @ su(2) @ su(2) y su sistema de raices con
respecto a t es

O(I,t) ={£e; £ej, 2<i<j<ThU{x(e1 +es)} U{E£(e1 —es)}.
Definamos el conjunto
SC (P, ) —P(LY)NA={egxe;,2<i<TU{e;Etes, 2<j< T}
de raices fuertemente ortogonales dos a dos por
S ={e; ter eq L es}t.
Notemos que, el cardinal de S es igual al rango(K/L), ademas
ep = %(61 +e7) + %(61 —e7) € (9),

por lo tanto se satisface la condicién (i) de la Proposicién 4 pues (e1,a) > 0 para todo
a € A.
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Como {e; — eg,e9 — €3,63 — €4,e4 — €5,€1 + €4, €5 + €5, €7 + eg} C A, las raices no com-
pactas

1 1 1 1
Y1 = 5(61 —+ 66) + 5(62 — 63) + 5(64 — 65) + 5(67 + 68>

1
= §(el+eg—eg—|—e4—e5+e6+e7+eg)

y
1 1 1 1
Yo = 5(61—62)+5(63—64)+§(€5+66)+§<€7—|—€8)
1
= 5(61—62+€3—64+65+66+67+68)

pertenecen a todo sistema de raices positivos U de ®(g, t) que contiene a A. Por lo tanto

y=e+tertest+es =y +7% R, N(S).

Esto concluye la verificacion de la Proposicién 4.



Demostracion del Teorema 3

Sea (G, K) un par simétrico Hermitiano tal que el factor semisimple K de K es
simple. Sea (G, H) un par simétrico generalizado tal que rango(H) = rango(K).

Por los resultados obtenidos en la Seccién 3.2. utilizando el criterio de Kobayashi
enunciado en el Teorema 8, demostrar el Teorema 3 es equivalente a demostrar la siguiente

PROPOSICION 7. Si A un sistema de raices compactas positivas de ®(E,t), entonces
existe un subconjunto S C (P(t,t) — ®([,t)) N A de raices fuertemente ortogonales con
cardinal rango(K/L), tal que el conjunto {a|sy # 0 : o € A} es un sistema de raices
restrigida positivas en ®(&, (S)), y ademds
(i) Si (G, H) es un par simétrico generalizado de Tipo I entonces RTW, N (S) =0 si y
sélo st W = AUV, es el sistema de raices positivas de ®(g,t) holomorfo o antiholomorfo.
(it) Si (G, H) es un par simétrico generalizado de Tipo II entonces RTW,, N (S) # 0 para
todo sistema de raices positivas V=AUV, de ®(g,t).

(i11) Si (G, H) es un par simétrico generalizado de Tipo III entonces RTW, N(S) = 0 para
un unico sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A. Ademds dicho sistema
de raices positivas no es holomorfo ni antiholomorfo.

La demostracion de esta Proposiciéon es desarrollada caso por caso en el resto de esta
Seccion, desde el Lema 1 al Lema 27. Para ello utilizamos la clasificacién de los pares
simétricos generalizados (G, H) establecida a continuacion, en Tipo I, Tipo II y Tipo III.

29
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a P b TIPO
su(p —r,1) @ su(r) I
su(l,p) |su(p) @R so(p, 1) p par I
u(zg, 1) @ 50(2(p — 1), 1) %
50(2r,1) ®so(2(p—1),1
s0(2p,2) | s0(2p) DR 50(2r,0) @ s0(2(p —7),2) i
50(2r,2) @ so(2(p —1),0) I
sp(p, R) @ sp(q, R) I
sp(n,R) | u(n)
u(p, q) !
50"(2p) @ s0*(2(n — p)) I
50" (2
2n) | uln) PR IORET I
*(10) @ so(2 II
50(6,4) & 50(2) LI
€6(2) su(6) & su(2) su(3,3) @ sly 11
su(4,2) ® su(2) 111
su(5,1) @ sl(2, R) I
su(4,2) @ su(2) !
€6(—14) s0(10) &R 50(8,2) ® so(2) I
50%(10) @ s0(2) I
e5(—14) D 50(2) 11
86(2) © 50(2) 1
er—s) | 50(12) ®su(2) | s0*(12) ® sl 11
5u(6 2) 11
50(8,2) @ su(2) II
511(6 2) I
12) @ su(2 I
27(_25) €g @ 50(2) 26(_(14) )@ R ( ) I
50(10,2) & sy I
e7(—24) D 5l 1
es(—21) | o7 D su(2) er(—5) @ s1(2) U
50(4,12) @ s0(2) 111
Tabla 3

CASO g = su(l,p)

Sea g = su(1l, p) entonces € = su(1) @ su(p), sus sistemas de raices con respecto a t son
(g, t) = {£(e; —¢;), 1 <i<j<p+1}
Ot t) ={£(e;—¢j), 2<i<j<p+1}

respectivmente.
Por lo tanto el conjunto de la raices no compactas de ®(g,t) es

P,(g,t) ={£(e1 —¢;), 1 <j<p+1}



DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3 31

Fijemos el sistema de raices positivas de ®(¥,t) dado por
A={(e;—e¢j), 2<i<j<p+1}.

Sih=su(l,p—r)dsu(r) entonces [ =€ Nh =s(u(p—r)+u(r)) y su sistema de raices
con respecto a t esta dado por

O(l,t) ={x(e;—¢j), 2<i<j<p—r+1}U{x(er—e), p—r+2<k<l<p+1}.
Definamos el conjunto
S C (@6 - dLONA={(ei—er), 2<i<p—r+1, p—r<k<p+1}
de raices fuertemente ortogonales dos a dos por
(i) § = {(e2 = epr1)s (€3 — €p)ses (ers1 — eprsa)} siT < p =7y
(i1) S ={(e2 —ept1), (63 — €p), ooy (Eppy1 — €rp) } Sip—1T < 1.
Notemos que en ambos casos, para toda o € A, (o, e — ep11) > 0.

LEMA 1. Sea ¥ = U(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
Entonces RTW,, N (S) =0 si y sélo si W =AUV, con

10U, ={e;1—¢;,2<j<p+1}

Es decir RTW,N(S) =0 si y sdlo si ¥ es el sistema de raices positivas de ®(g,t) holomorfo
o el antiholomorfo.

Demostracién: Si £¥, = {e; —¢;, 2 <j <p+ 1}y a € R"U, entonces (a,e;) = 0 si
y solo si @ = 0. Por lo tanto en ambos casos
RTW,, N(S) = 0.

Reciprocamente, si ¥ no es el sistema de raices positivas holomorfo o el antiholomorfo
entonces las raices no compactas

(23) (—61 + 62), (61 — €p+1) c \I/,

ya que si (e; —ey) € W entonces ¥ =AU {e; —e;, 2<1i<p+ 1}, pues como
(g —e;) EACUpara3d <i<p+1,

ep—e;=(e1—e)+(ea—e) eV, 3<i<p+1.
Y si (—e; +ep41) € U, implica que
(—61 + 61') = (—61 + 6p+1) + (ei — €p+1) e para 2<1< D,

por lo tanto ¥ = AU{—e; +¢;, 2<i<p+1}.
Por lo tanto por (23)

€2 — €py1 = (—61 + 62) + (61 — 6p+1) € R+\Ijn N <S>,

como queriamos probar. [J
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CASO g = s0(2,2p).

Si g =s0(2,2p) entonces € = s0(2p). Los sistemas de raices de g, y £ con respecto a t
son

(g, t) = {Heite;, 1<i<j<p+1l,
Ot t) ={£e; Lej, 2<i<j<p+1}
Entonces el conjunto de la raices no compactas de ®(g, t) esta dado por
Q,(g,t) ={te; £e;, 2<j<p+1}.
Fijemos el sistema de raices positivas A de ®(&,t) definido por
A={(e,tej),2<i<j<p+1}
Sih =u(l,p), entonces [ = u(p), y su sistema de raices con respecto a t es
Ol t) ={£(e; —e;),2<i<j<p+1}
Definamos el conjunto
SC (P —2(LY))NA={(e;+ej), 2<i<p+1}

raices fuertemente ortogonales dos a dos de la siguiente manera

S = {(62 + 63), (64 + 65), vy <€p,1 + ep)}.
Notemos que para toda raiz a € A («a, ez + e3) > 0. Ademsés el cardinal de S es igual
al rango(K/L).
Si ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A entonces se satisfacen
las siguientes

PROPIEDADES 1. (i) Si (e; +¢;) € ¥ entonces (e1 +€;) € ¥ para 2 <i < j.
(i1) Si (e1 —e;) € ¥ entonces (e1 —e;) € ¥ para i < j <p+ 1.

(111) Si (—e; —e;) € ¥ entonces (—e; +¢€;) € U para 2 <i < p+ 1.

() Si (—e1 —e;) € ¥ entonces (—e; —e;) € ¥ para j <i<p+ 1.

(v) Si (—e1 +e;) € U entonces (—eq +¢;) € U para 2 < i < j.

Pues (e; £e;) e Asii<jy
(Z) (61 "’61) = (61 +ej) + (Gi — 6]'), sl 2 < 7 < j,
(i7) (e1 —ej) =(e1 —e;) + (e, —ej), 811 <j<p+1,
(’LZZ) (—61 -+ 61') = (—61 — ej) + (€j + 61') j 7é i,
(iv) (—e1 —e;) = (—e1 —ej) + (ej —e;) Jj < i,
(U (—61 + ei) = (—61 -+ €j> + (62‘ — ej) 1< ]

LEMA 2. Sea ¥ = WU(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
Entonces R™W,, N (S) =0 si y sélo st W =AUV, con

ian:{elﬂ:6ﬁ2§]§p+1}

Es decir RT™W,N(S) =0 si y sdlo si ¥ es el sistema de raices positivas de ®(g,t) holomorfo
o el antiholomorfo.
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Demostracién: Si +¥, = {e; £e;,2<j<p+1}, y o € RTT, entonces (o, e;) =0
siy sélo si = 0. Por otra parte si a € (5), (o, e1) = 0. Por lo tanto R*W,, N (S) = 0.
Reciprocamente, si ¥ no es el sistema holomorfo o antiholomorfo entonces

(—61 + 62) S ‘I/,
pues si (e; — ey) € W por las propiedades (i) y (¢i) las raices no compactas (e; £ ¢;) € ¥

para 2 <1 <p+ 1.

Como las raices +(e;+e€3) son no compactas tenemos dos posibilidades, (i) (e;+e3) € ¥
o (it) —e; —e3 € V.
i) Si (e1 + e3) € ¥ entonces

€y + e3 = (—61 + 62) + (61 + 63) € R+\I/n N <S>

(17) Si —e; — e3 € ¥ por las propiedades (iii) y (iv) las raices no compactas
(—e; £ e;) € Upara 3 <i<p+ 1. Como por hipétesis ¥ no es el sistema holomorfo o el
antiholomorfo, (e; + e3) € W. Por lo tanto

€y +e3 = (61 + 62) + (—61 + 63) € RJr\pn N <S> O

Sih =so0(2r,1) ®so(2(p—r),1), entonces [ = s0(2r) ® s0(2(p — r)) y su sistema de
raices con respecto a tes dado por

O(l,t) ={te; e, 2<i<j<r+1}U{xepte,r+2<k<li<p+1}.
Fijemos el subconjunto
SCoE/l)={te;ter 2<i<r+1, r+2<k<n+1,}

de raices fuertemente ortogonales dos a dos, de cardinal min(r,p — r) definido de la
sigulente manera, sir < p —r,

S={(e2Eepi1), (3 Eep), ey (€rp1 T €pria)}
ysip—r<r
S ={(e2 £ ep1), ez ep), ..., (epri1 T €ria)
1
2

Notemos que en ambos casos es = = (€3 + €,41) + %(62 —eni1) € (5), y para toda raiz
a€ A, (a,e) > 0.

LEMA 3. Sea ¥ = U(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
Entonces RTW,, N (S) =0 siy sélo si W =AUV, con

U, =+{e1te;, 2<j<p+1}

Es decir RT™W,N(S) =0 si y sdlo si ¥ es el sistema de raices positivas de ®(g,t) holomorfo
o el antiholomorfo.
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Demostracién: Si ¥,, = +{e; £ €j,2<j<p+ 1} razonando de manera anéloga al en
Lema 2 podemos demostrar que RT*W,, N (S) = 0.

Reciprocamente, si U contiene a A y no es el sistema holomorfo o antiholomorfo
entonces las raices no compactas

(24) (—e1 +e2),(e1 +e2) € V.

Pues si (e; — e3) € ¥ por las propiedades (i) y (ii) las raices no compactas (e; +¢;) € ¥
para 2 < i < p+ 1. Y si (—e; — e2) € ¥ por las propiedades (iii) y (iv) las raices no
compactas (—e; £ e;) € Upara2 <j<p-+1.
Por (24)
2e9 = (—61 + 62) + (61 + 62) € R+\I[n N <S> ]

CAso g = sp(n,R).

Si g = sp(n,R) entonces € = u(n), y sus sistemas de raices con respecto a t son
O(g,t) ={Fe;, +e;, 1 <i<j<npuU{x2e; 1<i<n},
Ot t) ={£(e; —¢j), 1 <i<j<n}

respectivamente. Por lo tanto el conjunto de raices no compactas de ®(g, t) queda definido
por

Q,(g,t) ={£(e;+e;), 1 <i<j<npuU{x2e; 1 <i<n}

Fijemos el sistema de raices positivas A de ®(&,t) definido por

A={(e—e¢j), 1<i<j<n}

Sih=u(p,q) con p+q=n, entonces [=€Nh =u(p) u(q) y su sistema de raices
con respecto a t es

O(lt) ={£(e;—e)), 1 <i<j<ptU{t(er—e),p+1<k<i<n}
Definamos el conjunto
SC(@Et)—d(L))NA={(e;—¢),1<i<p p+1<1<n}
de raices fuertemente ortogonales dos a dos, definido de la siguiente manera,
S={e1—en,e2—€n1,...,€p — €41}

sip<qy
S = {61 —€p,€2 —€Ep_1,...,€¢ — 6p+1}

s1q <p.
Notemos que en ambos casos {«, e; — e,) > 0 para toda raiz o € A.
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LEMA 4. Sea ¥ = (g, t) un sistema de raices positivas de (g, t) que contiene a A.
Entonces R™W,, N (S) =0 si y sélo st W =AUV, con

Es decir RTW,N(S) =0 si y sdlo si ¥ es el sistema de raices positivas de ®(g,t) holomorfo
o el antiholomorfo.

Demostracién: Si £V, = {e; +€;,1 <i < j <npU{2,1<i<n},yaecV,
entonces (o, e1)(a,e,) > 0y es igual a cero si y sélo si a« = 0. Por otra parte si a € (5)
entonces (a, e1){a, e,) < 0. Por lo tanto RT¥,, N (S) = 0.

Reciporcamente, sea ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene A no
holomorfo o antiholomorfo. Como +(e; + e,,) son raices no compactas tenemos dos posi-
bilidades, (i) (—e; —e,) € ¥,, o (ii) (e1 +¢e,) € ¥,,.

(i) Si (—e; —e,) € W, entonces 2e; € W, pues de lo contrario
U, ={-e—¢;,1 <i<j<n}U{-2¢,1<i<n} puescomo (e, —e) € A C VU si
k < [ entonces

—e1—e;=(e1 —e) + (—2e1) € U, para2 <[ <mn,
—2¢,=(e1—¢)+(—e1—¢) eV, 2<[<ny
—ep — e = (6k — 6[) + (_2€k> e v,
Por lo tanto
e1 —en = (—e; —e,) + (2e1) € RTY,, N (S).

(ii) Si ey + e, € ¥, entonces —2¢,, € ¥ pues de lo contrario

U, ={e;+e;, 1 <i<j<n}U{2e, 1<i<n} pues
er+en=(ex—en)+(2e,) €V, paral <k<n-—1y
2er, = (er, +e,)+(ep —e,) €V, paral <k <n-—1.
Por lo tanto
e1 —en = (e1+e,) + (—2e) e RYY, N(S). O

CASO g = s0*(2n).

Si g = s0%(2n) entonces € = u(n), y sus sistemas de raices con respecto a t son
O(g,t) ={Fe;xte;, 1 <i<j<n}y
Pt t) ={£(e; —ej), 1 <i<j<n}
respectivamente. Por lo tanto el conjunto de raices no compactas de ®(g, t) es
D,(g,t) = {£(e; +e;), 1 <i<j<n}
Fijemos el sistema de raices positivas de ®(¢,t) dado por

A={(e;—¢j), 1 <i<j<n}
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Si b = u(p,q) donde p 4+ ¢ = n entonces [ = u(p) ® u(q), y su sistema de raices con
respecto a t es
O(1,t) ={£(e; —€j), 1 <i<j<plU{x(er—e)p+1<k<l<n}.

El conjunto de raices no compactas de ®(g,t) es

On(g,t) = {+(ei+e;) 1 <i<j<n}
Fijemos el sistema de raices positivas de ®(,t) dado por
A={(e,—¢j), 1<i<j<n}
Definimos el conjunto
SC(Pt) - )NA={(e;—¢),1<i<p p+1<Ii<n}
de raices fuertemente ortogonales definido por de la siguiente manera
S={e1—en,e2—€n1,...,€p — €41}

sip<gqy
S = {61 —€n, €2 —€Enp_1,...,6¢ — €p+1}

si ¢ < p. Notemos que para toda raiz o € A tenemos (o, e; — e,) > 0.

LEMA 5. Sea ¥ = (g, t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
Entonces RTW,, N (S) =0 si y sélo st W =AUV, con

1V, ={(e; +¢), 1 <i<j<n}.

Es decir RYW,N(S) = 0 si y sdlo si ¥ es el sistema de raices positivas de ®(g,t) holomorfo
o el antiholomorfo.

Demostracion: Si £V, = {(e; +¢;), 1 <i < j <n},y a € ¥, entonces
(v, e1){a,e,) > 0y es igual a cero siy sélo si & = 0. Por otra parte si a € (S) entonces
{a, e1){cv, €,) < 0. Por lo tanto RTW,, N (S) = 0.

Reciporcamente si ¥ no el sistema holomorfo o antiholomorfo entonces las raices no
comactas
(25) (e1+ea), (—ep_1 —€,) € V.
De lo contrario, si (—e; — ez) € ¥, entonces
—ep —ep = (—ep —eg) + (ea —ex) €V, para2 < k <mn,
—ex—e=(—e1—eg)+(e1 —¢), paral <k <l <n.

Por lo tanto ¥,, = {(—e; —¢;), 1 <k <l <n}.
Y si (e,_1 +e,) € U, entonces

er+en=(en1+e,)+(e2—ep) €V, parad<k<n,y
er+e=(ex+e,)+(eg—e,) EVparal <k<l<n.
Por lo tanto U,, = {(e; +¢;), 1 <k <l <n}.
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Como las raices +(e; + €,_1) son no compactas, tenemos dos posibilidades,
(1) (61 + €n_1) evo (11) (—61 — €n_1) e v,
(i) Si (e1 + e,-1) € ¥, por (25)

e1—en=(e1+en1)+ (—en1 —e,) € RTU, N(S).
(ii) Si (—ey — en—1) € U, por Observacién (7?) la raiz no compacta
—eg—ep,=(—e1—e, 1)+ (e1—e)+ (en1—e,) €V
y por (25)
e1—en = (e1+e) + (—es —e,) e RTE, N(S). O

CASO g = eg(2).

Sea g = eg(2), entonces € = su(6) ® su(2).
Los sistemas de raices de g y £ con respecto a t son

O(g,t)={xe fe;, 1 <i<j<5}

U {:I: (% (;(—1)"1@ — e — e7 + 68>> : |Z:;n, par}

D t) ={*t(e;—e;), 1<i<j<BIU{£w;,1<i<6}

respectivamente, donde

wl:%(61_62_63_64_65_66_67+68)7
’LU2:?(—614—62—63—64—65—66—€7+68),
w3:?<_€1_€2+63_64_€5_€6_67+68)7
’LU4—?(—61—62—63+€4—65—66—67+68),
U}5—¥<—€1—62—63—64+€5—€6—67+€8),
w6:5(61+€2+63+€4+€5—66—67+€8).

Por lo tanto el conjunto de las raices no compactas de ®(g, t) es

D9, t) = {*(ei + ), 1 <i<j<5HPU{xy;,1 <5 <10},

en el cual
’U1:%(61+€2+€3—64—€5—65—67+68),
UQZ5(61+62—63+€4—€5—66—67+€8),
’U3:%(61+€2—€3—64+€5—66—67+€8),
U4:?(61_€2+63+64_€5_66_67+68)7
vs = 5(e1 —ex+es—es+es —eg —er+eg),
U6:%(61_62_€3+64+€5_€6_67+68)7
v7:?(—el+eg+eg+e4—e5—eﬁ—e7+68),
ng?(—61+€2+63—€4+€5—66—67+68)7
Vg = 5(—e1+ e —e3+eq+e5 — eg — er + eg),
vip = 3(—e1 — €2 +e3 +es + €5 — eg — €7 + es).
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Fijemos A el sistema de raices positivas de ®(¢,t), definido por
A={e;—e;,1<i<j<5}U{w1<k<6}

LEMA 6. Sea ¥ = VU(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
Entonces v; € V,, para 1 <1 <5.

Demostracién: (i) Si (e4 + e5) € W, entonces
v1 = (es+e5)+ws+ (e1 —eq) + (3 —e5) € U,
y si (—eq — e5) € U, tenemos que
v = wg + (—eqy —e5) € V.
(ii) Si (es + e5) € ¥, entonces
ve = (eg+e5) +wy+ (61 —e3) + (e2 —e5) € ¥y,
y si (—es —e5) € U, tenemos que
vy = wg + (—e3 — e5) € V.
(iii) Si (e3 + e4) € ¥, entonces
v3 = (e3 +eq) +ws + (e1 —e3) + (ea — eq) € Uy,
y si (—e3 —e4) € ¥, tenemos que
vy =wg + (—e3 —ey) €V,
(iv) Si (e2 + e5) € ¥, entonces
vy = (ea+e5) +wy+ (61 —ex) + (e3 —e5) € Uy,
y si (—ey — e5) € U, tenemos que
vy =wg + (—ey —e5) € V,,.
(v) Si (e2 + e4) € ¥, entonces
vs = (e2+eq) +ws + (61 — ea) + (e3 — €4) € Uy,
y si (—ey — e4) € U, tenemos que
U5 = W + (—ea — eq) € V.

Por lo tanto {v;}}_, C ¥, para todo sistema de raices positivas ¥ de ®(g,t) que
contiene a A. [

LEMA 7. (1) Sik <lyer+e €V entoncese;+e; € Uparal <i<kyi+1<j<lLl
(i) Sik <ly—e,—e €WV entonces —e; —e; € Vparal <j<nyk<i<j—1

Demostracién: (i) Si s <t, (e —e;) € A C U entonces

eit+e = epx+e+(e;—ex) €Vsil<i<k;locual implica
ei+e = e+e+(ej—e)e¥sii+l1<j <l
Por lo tanto (e; +¢;) € ¥, si1<i<kyi+1<j<lLl
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(ii) Andlogamente
—ep,—e; = —ep—e+ (e —ej) € Usil<j<n;locual implica
—ei—e; = —ep—e;+(ep—e)eVUsik<i<j—1
Por lo tanto —e; —e; € ¥, sil <j<nyk<i<j-—1.0
Sea h = s0*(10) @ s0(2) entonces [ = h N ¢ es isomorfa a A, y su sistema de raices con
respecto a t es
Ol t) = {£(e; —e;), 1 <i<j <5}
Definamos el conjunto S de raices fuertemente ortogonales dos a dos,
SC (P t)— (L) NA={w;,1<i<6},

por
S = {wl, wﬁ}.
Sea 3 = wy + wg € (S) observemos que (3, a) > 0 para toda raiz o € A.

LEMA 8. Para todo sistema de raices positivas ¥V = W(g,t) de ®(g,t) que contiene a
A, R, N (S) # 0.

Demostraciéon: Como las raices £(es+e4) son no compactas, tenemos dos posibilidades,
(i) e2+e4 € VU, 0 (i) —ea —eq € V.
(i) Si es + €4 € U, por Lema 6

we = vs + (e + e4) € RTY, N (S).
(i) Si —ey — €4 € VU, entonces nuevamente por Lema 6
wy = vy + (—ey —eq) € RTY, N (S).

Por lo tanto RTW, N (S) # 0 para todo sistema de raices positiva ¥ de ®(g,t) que
contiene a A.

Sea h = s0(6,4) @ s0(2), entonces [ es isomorfa a As & A; & A; y su sistema de raices
con respecto a t es

O, t) = {xws} U{E(e1 —e2)} U{x(e; —¢j), 3<i<j <5}
Definamos el conjunto S de raices fuertemente ortogonales contenido en el conjunto
(P, ) — (L)) NA={w;, 1 <i<5}U{(ex —e5),3<k <4}
U{(e;—e;), 1 <i<2,3<j<5}

por

S = {wi, (e1 — e4), (€2 —e5)}.
Sea 3 = 2w + (e2 — e5) € (S) observemos que (3, ) > 0 para toda raiz a € A.

LEMA 9. Sea ¥V un sistema de raices positivas de ®(g,¥) que contiene a A. Entonces
RTW, N(S) =0 siy sélo si V=AUV, con

(26) U, ={e;+e;, 1<i<j<5yU{up, 1<k<10}
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Observacién: El sistema de raices positivas ¥ = AU ¥,, con V,, definido en (26) no
es un sistema holomorfo pues vy, (€1 + €2) € V,, vy wg = v1g + (€1 + €2) € A.

Demostracion: Como las raices £(—e3 — e5) son no compactas tenemos dos posibili-
dades, (i) —e3 —e5 € U, 0 (ii) €3+ e5 € U,,.

(i) Si —e3 — e5 € V,,, por Lema 26

wy, = U5 + (—63 — 65) € R+\Ifn N <S>
(ii) Si e + e5 € W, entonces (e; +¢e;) € ¥,, para 1 <i <3y i< j <5, por Lema (7)
y v, € ¥, para 1 < k < 10, pues por Lema 6 {v;};_, C ¥, vy

v = (€1 +es) +ws v7=(ea+e3)+wy v = (ez+e3)+ ws

vg = (€2 + e4) + w5 vio = (€3 + €4) + ws.

Como =£(ey4 + €5) son también raices no compactas tenemos nuevamente dos posibili-
dades: (a) —ey —e5 € Uy, 0 (b) (eq4 + €5) € U,

(a) Si —ey — e5 € ¥, entonces

W = Vg + (—64 — 65) S R+\I’n N <S>,
(b) Si (e4 + e5) € U entonces
U, ={e;i+e, 1<i<j<5 U{v, 1<k<10}

y RTW,, N (S) = 0. Pues supongamos que v € RTW¥,, N(S), entonces existen escalares tales
que

v =cwy + cz(eg —eq) + cz(ex — e5)

10 4 5
¥ = E m;v; + E E n4(i_1)_<i_2>2(i_1)+j_i(ei + 6j>
i=1

i=1 j=i+1

donde m;,n; > 0 para 1 <1 < 10. Entonces tenemos que

C
51—1—02:<’y,el>:m+n2+n3+n4+§(m1+m2+m3+m4

+m5+m6—m7—m8—mg—m10),

c 1
—51—1-03:<7,eg>:n1+n5+n6+n7+§(m1+m2+m3

— myg — Mg — Mg + My + mg + mg — M),

C1 1
—52<%€3>=n2+n5+n8+n9+§(m1—mQ—m3+m4

+ ms — mg + my + mg — mg + M),
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C1 1
_5_02:<7a64>:n3+n6+n8+n10+5(_m1+m2_m3
+ my — ms + mg + mr — mg + mg + M),
&1

1
—E—i—cg:<’y,e5>:n4+n7—|—n9—|—n10—|—5(—m1—m2—|—m3

— my + ms + mg — M7 + mg + Mg + Myp),

c 1
51 = (7,e3) = §(m1+m+m3+m4+m5+m6+m7+m8+m9+m10).

Como m;, n; > 0 para todo 7 entonces la tltima ecuacién implica que ¢; > 0. Operando
tenemos

0= (7y,e3+ es) = ng + ns + ng + ng + my + my + ms + my + mg + My
lo que implica n; = 0 para i € {2,5,8,9} y m; =0 para j € {1,4,5,7,8,10} y
O:(7,61+e4>:n1+2n3+n4+n6+n10+m2+m6

lo que implica n; = 0 para i € {1,3,4,6,10} y m; = 0 para j € {2,6}.
Por 1ltimo tenemos

0> —c; = (y,e2 +e5) = 2n7 +mz +ms +mg > 0

por lo tanto ¢; = 0, ny = 0y m; = 0 para j € {5,9}. Consecuentemente n; = m; = 0
para todo 7 y

v =0.
Como queriamos probar. [J

Si h = su(3,3) @ sly entonces [ = h N E es isomorfa a Ay @ Ay y su sistema de raices
con respecto a t es

O(1,t) ={£(e1 —ex)} U{E(e; —¢;),3<i<j<5tU{fw;, i =12}
Definamos el conjunto S de raices fuertemente ortogonales contenido en conjunto
(O, t) —P(LY)NA = {(e; —e;), 1 <i<23<j<5U{w,3 <i <6}
por

S = {ws, we, (e1 — €4), (e2 — e5)}.

Observemos que para toda raiz a € A, (wg, ) > 0.

LEMA 10. Para todo sistema de raices positivas ¥ de ®(g,t) que contiene a A,

R+, N (S) # 0.
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Demostracién: Como las raices +(es 4 e4) son no compactas, entonces tenemos dos
posibilidades, (i) e; +e4 € W,, 0 (ii) —ey — e4 € U,
(i) Si ey + €4 € W, por Lema 26

Wg = Vs + (62 + 64) S R+\Iln N <S>

(i) Si —es—ey4 € W, tenemos nuevamente dos posibilidades (a) v; € ¥, 0 (b) —v; € U,,.
(a) Si vy € ¥, entonces

w3 = v7 + (—eg — eq) € RTY, N (S).
(b) Si —v; € W, entonces
e — ey = —vr + v € RTU, N(S).
Por lo tanto
R*W, N(S) #0
para todo sistema de raices positivas U de ®(g,t) que contiene a A.

Si h =su(4,2) @ su(2) entonces [ = h N ¢ es isomorfa a A3 & A; & A y su sistema de
rafces con respecto a t es

Ol t) = {£(e; —e;), 2 <i<j<5}U{fw,tws}
Definamos el conjunto S de raices fuertemente ortogonales contenido en
(Pt t) —P(LY)NA={w;;2<i<5}U{(e1 —¢;),2<j <5}
por
S = {wsy,e1 — e5}.
Observemos que (o, ez + (€1 — e5)) > 0 para toda raiz positiva o € A.

LEMA 11. Sea ¥ = U(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
Entonces RTW,, N (S) =0 si y sélo si W =AUV, con

(27) U, ={(e;+e¢), 1 <i<j<b5}U{v, 1 <k <10}

Demosracion: Como =£(e; + e5) son raices no compactas entonces tenemos dos posi-
bilidades, (i) —e; —e5 € W o (ii)e; +e5 € V.
(i) Si —e; — e5; € U entonces
Wo = —€1] — €5 + Vg € R+\Ifn N <S>
(ii) Si ey + e5 € ¥, entonces por Lema 7, las raices e; +e; € ¥, para 2 < j < 5. Si
—v19 € VU, entonces
—V190+v4 = €1 —e5 € R+\I/n N <S>,
y si vyp € ¥, entonces v; € ¥, para ¢ = {6,7,8,9} pues
v = V1o + (€1 —e3), vr =vig+ (€2 —e€5), Vg =vig+ (€2 — €4),
vg = vip + (€2 — e3).
Por tltimo tenemos nuevamente dos opsiones (a) —eq —e5 € ¥,, 0 (b) eq +e5 € V,,.
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(a) Si —eq — e5 € U, entonces
Wy = vy + (—ey —e5) € RYY, N (S).
(b) Si ey + €5 € ¥,, por Lema 7,
U, ={(e; +¢), 1 <i<j<b5}U{v, 1 <k <10}

Probemos que RT¥, N (S) = 0. Supongamos que v € RT¥,, N (S), entonces existen
escalares tales que

v =cwy +ca(ep —es) y

10 4 5
¥ = E m;v; + E E n4(i71)7<¢_2);i_1>+j7i(€¢ + ej)
i=1

i=1 j=it1
donde m;,n; > 0 para 1 <1 < 10.

0= (7,e2+ es) = n1 + 15 + ny +my +mg +mg + mz + ms + my
entonces n; = 0 para i € {1,5,6,7} y m; =0 para j € {1,2,3,7,8,9}.

(28) 0= (7, e3 + eg) = ng + ng + ng + My + M5 + M0
entonces n; = 0 para i € {2,8,9} y m; =0 para j € {4,5,10}.

(29) 0= (y,e4+es) = nz +nig + me
entonces n; = 0 para i € {1,10} y mg = 0.

(30) 0= (y,e1+e5 =2ny

entonces ny = 0.
Las ecuaciones (28), (29) y (30) implican que

7=0
como queriamos probar. []
Caso g = €g(—14)

Sea g = eg(—14), entonces € = 50(10) @ so0(2). Los sistemas de raices de g y € con
respecto a t son

D(g,t) = {ke; £e;, 1 <i<j<5}

U {:I:(%(Z(—l)”iei —eg—er—eg)); | an par}
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Dt t) = {feite, 1 <i<j<A}U{tw,1 <i<4}U{ty,je {1,247}

respectivamente
Por lo tanto el conjunto de raices no compactas de ®(g,t) es

D, (g, t) ={te; £ e5, 1 <i <4} U{fw;, 5<j<6}U{xw, k€ {3,5,6,8,9,10}}.
Fijemos el conjunto de raices positivas de ®(¢,t) definido por

A={ejte;, 1<i<j<4}U{w;,1<i<4}U{u, ke{1,2,4,7}}.

Sih = su(b,1) ® sly, entonces [ = h N ¥ es isomorfa a Ay y su sistema de raices con
respecto a t esta dado por

Ol t) ={£(e; —e;), 1 <i<j<4}U{dw, 1 <k <4}
Sea S el conjunto de raices fuertemente ortogonales contenido en
(O, t) —P(LY))NA={(e;i+e;), 1 <i<yj<A}U{u, ke{l,2,4,7}}
definido por

S = {vi,e1 +eq}.
Observemos que para toda raiz o € A, (v, ) > 0.

LEMA 12. Sea ¥ = (g, t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A.
Entonces RTW, N (S) =0 si y sélo si =AUV, con

v, = {j:el +e5 1 <1< 4} U {w5,w6} U {Uk, k e {3, 5,6,8,9, 10}}

Es decir RT™W,N(S) = 0 si y sdlo si ¥ es el sistema de raices positivas de (g, t) holomorfo
o el antiholomorfo.

Demostraciéon: Como =+(e4 + e5) son raices no compactas, tenemos dos posibilidades,
(i) es+e5 € U, 0 (i) —ey —e5 € V.

(i) Supongamos que e4 + e5 € ¥,,, por Lema 6 ¢; + e5 € U, para 1 <i < 4.
Sie; —es € U, entonces

e1 +eg= (e —e5) + (eq+e5) € RTW, N(S),
y si (—ep +e5) € U, ¥ es el sistema holomorfo dado por ¥ = ¥,, U A donde
U, ={te; +e5 1 <i<4}U{ws, we} U{vg, k €{3,5,6,8,9,10}},
pues (—e; +e5) = —e;+es+e; —e; para2 <i <4y
vs=wi + (e2+e5) vs=wi+ (e3s+es) v =ws+ (es+e5)

vg = wy + (€3 + es) Vg = wy + (€2 +€5) v19 = ws + (€4 + €5)
ws = wy + (—e; +e5) we=1v;+ (g + e€5).

Siy e R, (v,e5)(7,es) > 0y (7,e5) = 0siysélosiy=0.Sivy e (S) entonces
(7,€5)(7,es) < 0. Por lo tanto si v € RTW, N (S) tenemos que (7,es5)(y,es) = 0. Si
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(7,e5) = 0 por lo observado anteriormente v = 0, y si (7, eg) = 0 entonces v = c(e; + ey4)
lo cual implica que (vy,e5) = 0, y que v = 0, es decir RTW¥,, N (S) = 0 como queriamos ver.

(ii) Si (—eq —e5) € ¥, entonces e; — e5 = (—eq —e5) + (e; +e4) € ¥, para 1 <7 < 3.
Si wg € ¥,, entonces
vy = we + (—eq —e5) € RYU, N (S),
y si —wg € ¥,,, ¥ es el sistema antiholomorfo dado por ¥ = ¥, U A donde
U, ={te;—e5 1 <i<4}U{—ws, —we} U{—vy, k € {3,5,6,8,9,10}},

pues
—e1 — e5 = —Wg + Uy —€9 — €5 = —Wg + V4
—e3 — e5 = —Wg + Vg —e4 — €5 = —Wg + U1
—UV3 = —Wsg + (63 -+ 64) —UV5 = —Wg + (62 -+ 64)
—Vg = —Wsg + (62 -+ 63) —Vg = —Wsg + (61 + 64)
—vg = —ws + (e1 +€3) —vip = —we + (€1 + €3)

y —ws = —we + (€1 + e3) + (e3 + e4).

Nuevamente, si v € (S) entonces (7, e5)(7,es) < 0; y si v € RTU,, entonces
(7,e5)(v,es) > 0y (y,e5) = 0siy sélo si ¥ =0. Razonando de manera andloga al caso ¥
holomorfo tenemos que R*W¥,, N (S) = 0. Como querfamos demostrar. [J

Si h = su(4,2) @ su(2) entonces [ es isomorfa a A3 & A; & A; y su sistema de raices
con respecto a t es

O(I,t) ={£(e1 —€j),2< g <4}U{E(e; +e;),2<i<j<4}
U{twy, 2 <k <4}yU{£v,, me{1,2,4}}.
Definamos el conjunto S C (®(¢,t) — ®(I,t)) N A por
S = {vy,wy, 5+ €4, 61 — e3}.
Observemos que para toda raiz o € A, (v, ) > 0.

LEMA 13. Sea ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A. Entonces
RTW,, N(S) =0 si y sélo si ¥ es el sistema holomorfo o el antiholomorfo.

Demostraciéon: Como =£(ey + e5) son raices no compactas, tenemos dos posibilidades,
(i) es+e5 € U, 0 (i) —ey —e5 € Uy,

(i) Sies +e;5 € U, por Lema 6 ¢; + e5 € U, para 1 < ¢ < 4y wg,v; € ¥, para
i €{3,5,6,8} pues

U)6:U1+(€4—|—65) U3:w1+(62+65) U5=w1+<€3+65>

U6:w1+(€2+65) U8:w2+(63+65) U9:w4+(€2+65)

v1p = w3 + (eq + e5)

Sie; —es € ¥, entonces

vy = (e; —e5) +vg € RTY, N(S).
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y si (—e; + e5) € U, entonces ¥ es el sistema holomorfo dado por ¥ = W¥,, U A donde
U, ={£e;+e5 1 <i<4A}U{ws,we}U{v, k € {3,5,6,8,9,10}},

pues (—e; +e5) = (—e;+e5)+(e1 —¢;), con2<i <4y
Wy = W1 + (—61 —I— 65).

Probemos que RTW, N (S) = 0. Si v € (S) entonces (7, e5)(7,e5) < 0; ysiy € RTY,
entonces (7, es){(7,es) > 0y (y,e5) = 0 siy sélo si v = 0. Entonces si v € RTW¥,, N (S)
tenemos que (7, e5)(7y,es) = 0, si (y,e5) = 0 entonces v = 0 y si (y,es) = 0 entonces
v = c1(er — e3) + ca(es + e4) lo que implica (7, e5) = 0, es decir que v = 0. Por lo tanto
RTW,, N (S) =0 como querfamos ver.

(i) Si —e4 —e5 € U, entonces e; —e5 € W,, con 1 < i < 3 pues e; —e5 = (—ey —e5) +
(i +e4).

Si wg € ¥,, entonces

vy = (—eq — e5) + wg € RYY, N (S),

y si —wg € ¥,, entonces el sistema de raices positivas ¥ = AU V¥, es el sistema de raices
positivas antiholomorfo donde

U, = {+e; —e5, 1 <i <AYU{—ws, —wg} U{—vy, k € {3,5,6,8,9,10}},

pues
—v3 = —we + (e3 + e1) —v5 = —we + (€2 + €4)
—Vg = —Wsg + (62 -+ 63) —VUg = —Ws¢ + (61 -+ 64)
—UVg = —Wg + (61 -+ 63) —V10 = —Wg + (61 -+ 62)
—e1 —e; = —Wwg + Uy —€g — €5 = —Wg + Uy
—63—65:—w6+v2 —64—65:—w6+1]1

€4 — €5 = Vg + (—Ug).

Probemos que R*W,,N(S) = 0. Analogamente al caso holomorfo tenemos que si~y € (S)
entonces (7, e5)(7v,es) < 0; y si v € RTWY,, entonces (7,e5)(y,es) > 0y (y,e5) = 0siy
sélo si v = 0. Entonces si v € RTW,, N (S) tenemos que (7, e5){(7y,es) = 0, si (y,e5) =0
entonces 7 = 0 y si (7,es) = 0 entonces 7 = ci(e; — e3) + ca(e2 + e4) lo que implica
(v,e5) = 0, es decir que v = 0. Por lo tanto R*W¥,, N (S) = 0, como habiamos afirmado.

Sih =s0(2,8) entonces [ es isomorfa a Dy y su sistema de raices con respecto a t es
O(I,t) ={fe; Lej, 1 <i<j<4tU{twy, 1 <k<4}U{zxv;, je{1,2,4,7}}.
Definamos el conjunto
SC (P, ) —P(LY))NA={w,1<i<4}U{v;,je{1,2,4,7}}.
de raices fuertemente ortogonales dos a dos por
S = {v,ws}
Notemos que para toda raiz o € A, (vy, ) > 0.

LEMA 14. Sea ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A. Entonces
RTW,, N(S) =0 siy sdlo si ¥ es el sistema holomorfo o el antiholomorfo.
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Demostraciéon: Como las raices 4-(e4+e5) son no compactas, tenemos dos posibilidades,
(1) (—64 — 65) evo (11) (64 + 65) ev.
(i) Supongamos que (—eq —e5) € U, si wg € U, entonces
V1 = Wg + (—64 - 65) S R+\Ijn N <S>
Si —wg € ¥ entonces W es el sistema de raices holomorfo dado por ¥ = ¥,, U A donde

U, = {#e; —e5, 1 <i <4} U{—wy, 5< k <6}U{—v;, j € {3,6,7,8,9,10}},

pues
—e1 — €5 = —Wg + Vs,
te;,—es=(—e1—e5)+(e1—€), 2<i1<4y
er —es = (—ep —e5) + (e1 —e2) + (e1 + e2).
Ademas
—UV3 = —Wg + (63 -+ 64) —UV5 = —Wg + (62 -+ 64)
—Vg = —Wg + (62 + 63) —Vg = —Wg + (61 + 64)
—Vg = —Wsg -+ (61 -+ 63) —V10 = —Weg + (61 + 62)

y —ws = —wg + (€1 + ez) + (e3 + €4).

Si v € RTW,,, entonces (vy,e5)(y,e6) > 0y es cero si y sélosiy =10.Y siy € (S)
entonces (7, e5)(7, eg) < 0, por lo tanto RT¥, N (S) = 0.

(ii) Si (e4 + €5) € ¥ entonces

eites=(estes)+(e;—e) €V, 1<i<3y
UgIIUQ+(€3+€5) e v,
Si (eq —e5) € ¥ entonces
U1 = vUg + (61 — 65) S R+\Pn N <S>,

y si (—e; + e5) € U razonando de manera andloga a Lema 12 (i) demostramos que ¥ es
el sistema antiholomorfo dado por ¥ = ¥,, U A donde

\Ijn = {j:el + es, 1 S 1 S 4} U {w5,w6} @) {’Uk;, k € {3,5,6,8,9, 10}}

R*0, N (S) = 0.

Sih = s0"(10) @ s0(2) entonces [ es isomorfa a Ay y su sistema de raices con respecto
ates

O(I,t) ={te; £ej, 1 <i<j<3tU{twy, 1 <k<3}U{zxu}.

Fijemos el sistema de raices positivas compacta dado por

A:{61i6J71§Z<]§3}
U{te; —eyq, 1 <i<3}U{wg, 1 <k <3}
U{_w4}u{via S {17274}}U{_U7}
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Definamos el conjunto
SC{feites, 1 <i<3}U{dw, ke {2,4,7}} U{xwy, k € {2,4}}
por
S ={vy,e1 — ey}
Observemos que S C A y que para toda raiz o € A, {e; — eq, ) > 0.

LEMA 15. Sea ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A. Entonces
RT™W, N{(S) =0 si y sélo si VU, es un sistema holomorfo o antiholomorfo.

Demostraciéon: Como =£(e4 — e5) son raices no compactas, tenemos dos posibilidades,
(1) eq —es €V, 0 (11) —e4 + €5 € \Ifn,

(i) Si eq — €5 € U,,, entonces
—e; —e5=(eg —e5) + (—e; —eq) € U, para 1l <i <3,
ei—es=(eg—es)+(e; —eq) €V, paral <i<3y
—eqg—e5=(eg—e5)+ (e1 —eq) + (—ep —ey) €V,

Ademss
—ws = —wy + (e4 —e5)  —ws = —v7 + (—e1 — e5)
—Vg = —W4 + (—61 — 65) —UVg = —W4 + (—62 — 65)
—vg = —vr+ (es —e5)  —vio=—wy+ (—e3 — e€5)

Si vg € V,, entonces
e1 —eq = v3 + (—vg) € RTW, N (S)
y si —v3 € U, entones
U, ={£e; —e5, 1 <i<4}U{—w;, 5<j<6}U{—vg, k€{3,5,6,89,10}}.

pues —vs = —v3 + (e2 — e3). Por lo tanto ¥ = W,, U A es el sistema holomorfo. Veamos
que en este caso RTW, N (S) = 0.

Si v € RTW,, entonces (7, es)(y,es) >0y (y,e5) =0siysolosiy=0.Ysivye(S),
tenemos que (7,e5)(y,es) < 0. Por lo tanto (7,e5)(y,es) = 0. Si (y,e5) = 0 entonces
v =0ysi(y,es) =0 entonces v = c(e; —eq) y (7,e5) = 0 lo cual implica que v = 0 como
queriamos demostrar.

(i) Si (—e4 + €5) € ¥, entones v3, v5 € V,, pues
U3 =y + (—este5)y
vs = vy + (—eq + €5).
Sie; —es € VU, entonces
e1 —eg =€, —e5+ (—eqs+e5) € RTY, N(S).

Y si —e; 4+ e5 € ¥, entonces
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eg + e5 = (—61 + 65) + (61 + 62) €3+ €5 = (—61 + 65) + (61 + 63)
e1 +e5 = (ex +e5) + (e1 — e2) —ey+e5 = (—ep +e5) + (e1 — e2)
—e3t+es = (—e1t+es)+(e1—e3) —es+es=(—er+e5)+ (€1 —eq)

Wy = W1 + (—61 + 65)
vg = U1 + (—61 -+ 65)

Vg = V2 + (—62 + 65)
Vg = V9 + (—61 + 65)

Si (—eq —e5) € U, entonces
(e1+e5) + (—eqy —e5) € RYU, N (S)
y si (eq + e5) entonces v1g = w3 + (e +e5) € ¥, y

U, = {#e;+e5, 1 <i <4} U{w;, 5< 5 <6} U{v, k € {3,5,6,8,9,10}}.

€1 — €4 =

Por lo tanto ¥ = ¥, U A es el sistema antiholomorfo. Razonando analogamente al
caso holomorfo si v € RTW,, entonces (v, e5)(v,es) > 0y (y,e5) =0siysélosiy=0.Y
si vy € (S), tenemos que (7, e5)(y,es) < 0. Por lo tanto (7, e5)(y,es) = 0. Si (y,e5) =0
entonces 7 = 0y si (7y,es) = 0 entonces v = c(e; — e4) y (7, e5) = 0 lo cual implica que
v = 0 como queriamos demostrar. [

CASO g = e7(_s)

Si g = e7(_5), entonces £ = s0(12) © su(2).
Entonces los sistemas de raices de g y € con respecto a t son

@(g,t):{ieiiej,1<i<j<6}

=2}

—€7+68

U {(—er+ e U (5 Z

6
|Zniimpar}
= i=1

Pt t)={Ltete, 1<i<y SG}U{i(—e7+eg)}

Por lo tanto el conjunto de las raices no compactas de ®(g,t) es

D, (g, t) = {£wy, 1 < k < 32},
en el cual
wy = %(614—624-634—64—1-65—66—67—|—68),
Wy = ?<€1+62+€3+64—65+66—€7+68),
w3 = ?(€1+€2+€3—€4+€5+€6—€7+68),
U)4—?<61+62—€3+64+65+66—€7+68),
ws = (€1 —ex+e3+ ey +e5+es —er+eg),
w6:%< e1+eg+ez+eq+es+es —er+esg),
wy = ?(€1+€2+€3—64—65—66—€7+68)
wg = ?(614—62—63+64—65—66—67+68),
W9 = 5(61+€2—63—€4+65—66—67—|—68),
wlo—%(61+€2—63—64—€5+€6—67+€8),
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w11 = %(61—€2+63+64—€5—€6—67+68),
wiy = 5(e1 — €2 +e3—es+e5 — e — ey + eg),
’w13:%(61—€2+€3—€4—65+€6—67+68),
Wig = ?(61—62—€3+€4+€5—€6—67+68)7
ws = 5(e1 — ey —e3+ ey —e5+ e — er + eg),
w16:%(61_62_63_64+€5+66_67+68)7
w7 = %( +62+63+€4—65—66—67+68),
wig = ?( e1+ex+e3—es+e;—es—er+es),
w9 = %( e1+ex+e3—es—e5+ e — ey + eg),
woo = 5(—€1 4+ ez —e3+eq+e5 —es —er +eg),
w21:%( e1+eg —e3+eq—es5+eg— ey +eg),
Wop = ?( e1+ ey —e3—es+es+eg—er+es),
Wag = %( e1 — ey +e3+eq+es —eg—er+ eg),
Wy = ?( €1 —eg + e3+eq4 —e5+eg — er + eg),
Wos = 5(—€1 — €2+ €3 — ey + €5 + e — €7 + ¢3),
wQGI%( 61—62—€3+€4+€5+€6—€7+€8),
War = %(61_62_63_64_65_66_67+68>7
Wog — ?( €1+€2—63—64—65—66—€7+68),
Wy = 5(—€1 — €2 +e3—es— €5 — eg — €7 + eg),
U}gozé( 61—62—€3+€4—€5—€6—€7+68),
w31:%( e1 —ey —e3—e4+e5— e — €7+ eg),
U}32:§( 61—62—63—64—654‘66—67—'—68)7

Fijemos el sistema de raices positivas de ®(¥,t) definido por

A:{el:l:ej,1§Z<]§6}U{(—67+68)}

LEMA 16. Sea W = U(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t). Si U contiene a
A, entonces contiene a las raices no compactas wy, con k € {1,2,3,4,5,7,8,9,11,12}.

Demostracion:
1) Si wsp € ¥, entonces

wy = wsg + (€1 —eg) + (e2 +e3) + (es + €5) € ¥,y
y si —w3y € ¥ entonces
w) = —wsg + (—er +eg) € V.
2)Si wy; € ¥, entonces
wy = wszy + (€1 +e2) + (e3 +e4) € Yy,
y si —ws; € ¥ entonces
wy = —ws1 + (—er + eg) € V.

3)Si wyp € ¥, entonces

W3 = Wsp + (61 — 64) -+ (62 —+ 63) -+ (65 + 66) € \I/n,



DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3

y si —wsgg € ¥ entonces
W3 = —Ws3g + (—67 + 68) € ‘Pn
4) Si wyg € V,, entonces
Wy = Wag + (1 — €3) + (€2 +€4) + (€5 + €5) € Yy,
y si —wqg € ¥ entonces
Wy = —Wag + (—67 + 68) ev,.
5) Si wyg € U, entonces
W5 = Was + (€1 — e2) + (e3 +ex) + (65 + €6) € ¥,
y si —wsyg € W entonces
Wy = —Waog + (—67 + 68) S \Ifn
6) Si wes € W,, entonces
wy = wae + (e1 — e4) + (€2 —e5) + (e3 — es) € Yy,
y si —wqg € ¥ entonces
wy = —wys + (—er + eg) € V.
7) Si wys € U, entonces
wg = was + (e1 — e3) + (e2 — eg) + (eq — e5) € Wy,
y si —wqs € ¥ entonces
wWg = —Was + (—67 + 68) S ‘Ifn
8) Si wyy € VU, entonces
W9 = Way + (61 — 63) -+ (62 — 64) + (65 — 66) ev,,
y si —wyy € ¥ entonces
W9 = —Wagy + (—67 + 68) ev,.
9) Si wye € V,, entonces
wyy = way + (€1 —ez) + (e3 — e5) + (es — e5) € Uy,
y si —wyy € W entonces
W11 = —Wag + (—67 + 68) ev,.
10) Si wy; € ¥, entonces
Wiz = Wy + (€1 — €2) + (e3 — e4) + (e5 — e6) € Yy,
y si —wq; € VU entonces
Wiy = —Wa1 + (—67 + 68) € \Ijn
Como queriamos demostrar. []

51

Sih=eg-14)® 50(2) entonces [ = €N h es isomorfa a Dj, y su sistema de raices con

respecto a t es

O(1,t) = {xe; 2 ej, 1 <i<j <5}
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Definamos el conjunto
S CBEt) — DL 1) = {des £ eq 1< i <5}U{E(—er + )}

por

S ={—er+es, e —eg,61 + €6}

observemos que para toda raiz o € A, (a,e; — eg) > 0.

LEMA 17. Para todo sistema raices positivas W = W(g,t) de ®(g,t) que contiene a A,

R*W, N(S) #£ 0.

Demostraciéon: Como +wsg son raices no compactas tenemos dos posibilidades, (i)
wig € ¥, 0 (il) —wyg € VU,,.

(i) Supongamos que wyg € V,,, si w7 € ¥, entonces

—er + eg = wig + wir € RTW, N (S),

y si —wy; € ¥, entonces

€1+ eg = —wiy +we € R+‘Ifn N <S>

(ii) Si —wy6 € U, entonces —wqy € V,, pues —woy = —wig + (67 — €3) y
e1 — € = —Way + Wy € RTW, N (S).

Por lo tanto R*W,, N (S) # 0 para todo sistema de raices positivas ¥ que contiene a
A. 0O

Sea b = eg2) @ 50(2), entonces [ = €N h es isomorfa a A5 y su sistema de raices con
respecto a t es

Definamos el conjunto
SCPlt)—D(t) ={£(e; +€5), 1 <i<j<6}U{E(—er+es)},

dado por
S = {—er+es,e1+ e, e3+ ey, 65+ €6}

LEMA 18. Para todo sistema de raices positivas W de ®(g, t) que contiene a A tenemos
R*U, N(S) #£ 0.

Demostracion: Como 4w;5; son raices no compactas entonces tenemos dos posibili-
dades, (i) wis € ¥, 0 (ii) —wy5 € V,,.
(i) Supongamos que wys € V,,. Si wig € ¥, entonces

—e7 + eg = W5 + Wi € R+\Ifn N <S>,
y si —wyg € ¥,, entonces —wyy € ¥, pues

—Woy = —wWig + (€2 —eq) + (e5 — €6) € WV,
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' e1 + ey = —wWoy + wy € RTW, N (S).
(ii) Si —wy5 € WU, entonces —wig = —wys + (€4 —e5) € U, y
e3 + eq4 = —wig + ws € RTWU, N(S).
Por lo tanto RT™W,,N(S) # 0 para todo ¥ que contiene a A como querfamos demostrar.
O

Sea h = 50%(12) @ sly, entonces [ = h N £ es isomorfa a A5 y su sistema de raices con
respecto a t es

O(lt) ={e1+¢€;,2<j<6}U{e;—e;,2<1<j<6}

Definamos el conjunto de raices fuertemente ortogonales

SCPo(t)—D(t)={es —e;,2<j<6}U{e;+¢;,2<i<j<6}U{—er+es}
dado por

S ={e; —eg,e0+ €3,64 + €5, —€7 + €3}

Observemos que para toda raiz a € A, (o, —e7 + eg) > 0.

LEMA 19. Para todo ¥V sistema de raices positivas de ®(g,t) que contenda a A,

R*W, N (S) #£ 0.
Demostracion: Como +wsy son raices no compactas entonces tenemos dos opciones,

(1) —ws3y € ¥, 0 (11) w3y € V,.
(i) Supongamos que —wsy € V,,, si wg € ¥,, entonces

s+ €3+ €4+ €5 = —Ws + Wg € R+‘Ifn N <S>,
y si —wg por Lema 16
€1 —€g = —Wg + W1 € \Ifnﬂ<5>
(ii) Si wse € W, por Lema 16
—e7 +eg = Wz + Wy € R+‘Ifn N <S>

Por lo tanto R*W,, N (S) # 0 para todo sistema de raices positivas ¥ que contiene a
A como queriamos demostrar. [

Si h = su(6,2) la subdlgebra [ = h N ¢ es isomorfa a A5 & A; y su sistema de raices
con respecto a t es

O, t) ={£(e; —€;), 1 <i<j<6}U{E(—er+es)}
Definamos el conjunto de raices fuertemente ortogonales contenido en ®(£/1) dado por
S ={e1+ege3+eqe5+ €6}

LEMA 20. Sea ¥V = AUV, un sistema de raices positivas de ®(g,t).
Entonces RTW,, N (S) =0 si y sdlo si ¥,, = {wy, 1 <k < 32}
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Demostracion: Como 4wss son raices no compactas entonces tenemos dos posibili-
dades, (1) —ws3s € ¥, 0 (11) wsg € U,,.
(i) Si —wss € ¥,, por Lema 16

€1+ e+ e3+€e4=—W32 + Wy € R+\I/nﬁ <S>

(i) Si wsy € U, entonces V,, = {wy, 1 < k < 32}, pues

W = Wszo + (62 + 63) + (64 + 65) W19 = Wso + (61 + 62)

w1z = w3z + (e + e3) wia = w3z + (e1 + eq) + (e5 — €6)

w15 = W + (e1 + eq) wig = w3z + (e1 + e5)

Wi7 = W3z + )+ (es —eg) wig = wsa + (e2 + e3)

wig = Wz + (e2 + €3) Weo = waz + (e2 + €4)

Wo1 = W32 + €9 + 64) Wo9 = W32 + €9 + 65)
) )
) )
) )
) )

( (

( ( (e5 — eq)
( (

( (

Wo3 = W32 + (63 + €4 + (65 — 66) Wo4 = W32 + (63 + €4

( (

( (

( (

+
+ (€5 — €6)

Wos = W32 + (€3 + €5 Wos = W32 + (€4 + €5
W7 = W32 + Wag = W32 +
Wag = W32 + W30 = W3z + (€4 — €6
w31 = w3z + (€5 — eg)
Claramente RTW, N (S) = 0 pues si v € RT¥,,, entonces (7, es) > 0y es cero si y s6lo
siy=0ysiye((S), (y,es) = 0. Por lo tanto v = 0. O

Sih = s0(8,2) @ su(2) entonces 1 subalgebra [ = hN¢E es isomorfa a Dy @ A; y su
sistema de raices con respecto a t es
Ol t) ={te; L)), 1 <i<j<4}U{x(es —eg)}.
Definamos el conjunto de raices fuertemente ortogonales contenido en ®(£/l) dado por
S ={e1 +es,e1 —eg,—e7 + es},

observemos que para toda raiz positiva compacta o tenemos
<Oé, 261 —e7 + €8> > 0.

LEMA 21. Sea W = AUV, un sistema de raices positivas de ®(g,t). Entonces
R*W, N(S) #£ 0.

Demostracion: Como +wg son dos raices no compactas, entonces tenemos dos op-
ciones, (i) wig € ¥, o (i) —wig € V.
(i) Supongamos que wyg € V,,, si w7 € ¥, entonces

—e7 + eg = wig + wyr € RTE, N(S)
y si —wy7 € W, entonces por Lema 16
e1 + eg = —wyr + wy € RTW, N (S).
(ii) Si —wig € ¥, entonces —wsgy € ¥, pues —wqy = —wig + (€1 — €3) y nuevamente

por Lema 16

€1 — g = —Wag + W9 € RJr\pn N <S>
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Por lo tanto RTW¥, N (S) # 0 para todo sitema de raices postivas ¥ de ®(g,t) que
contiene a A como queriamos probar. []

Caso g = e7(—25)-

Sea g = e7(_25), entonces € = e @ 50(2). Los sistemas de raices de g y £ con respecto

a t son

(I)(g,t) = {:I:ez + €;, 1 < 1< ] < 6} U {:l:(—67 + 68)}

U {i%(Z(—l)

i=1

(e, t) = {+e; £, 1<i<j<5}

6
Me; —er +es); | Z n; impar

=1

5

3

U {i%(Z(—l)miei —eg—er+eg); | Zmi par}

i=1

respectivamente.
Por lo tanto el conjunto de las raices no compactas de ®(g,t) es

D, (g,t) ={xe; L e, 1 <i <ByU{E(—er+es)} U{Ldx, 1 <k <16},

donde
0 =
0y =
(53:
04 =
05 =

jo%
[=

S o O
= O 0w
o

1 | T |

DO [0 | [0 | R [0 | 00 | —

NN TN TN TN T

S O O O
R e
B W N
T |

€1+62+63+€4—65+66—€7+68)
61+62+€3—64+65—|—€6—67+68)
€1+62—€3+€4+65+66—€7+68)
e1 —ey+es+es+es+eg—er+eg)
—61+€2+63+€4+65+66—67+68)
61+62—63—€4—65+66—€7+68)
61—€2+63—64—€5+66—67+€8)
61—62—63—|—64—65+66—67+68)
61—62—63—€4+€5+66—67+€8)
(—e1+ex+e3—eg—e5+es—er+eg)
—61+€2—€3+64—€5+€6—67+68>
—61+€2—63—€4+€5+66—67+68)
)
)
)

ML S N L Sl e ML Sl M L S e S
NN N N N N N N

—e1 — ey +e3+€e4— €5+ eg—er+ €3
—e1 —€y+e3—est+e5+eg—erteg
—€] — €z — €3+ eyt €5+ e — €7+ eg
—61—62—63—64—65+€6—€7+68)

Fijemos el sistema de raices positivas compactas

A={(es+e;),1<i<j<5}U{n, 1<k<16}

en el cual

i=1
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T = €1+62+63+€4+65—66—67+68
To =5(e1 +eyg+e3—es—e5 —eg—er+eg
T3 =561+ € —€ez3+es—e5—e5— €7+ €y

i )
i )
3( )
7'4:%(614-62—63—€4+€5—€6—€7+68>
7_5:%(61_€2+€3+64_€5_66_€7+68)
7'6:5(61—€2+€3—€4+65—€6—€7+68>
%(61—62—63+64+€5—66—67+68)
?(61—62—63—€4+€5+€6+67—68>
a( )

T7 =
T8 =

Tig = 5(€1 + €2+ e3+e4— €5+ e+ e7— ey

To = 5(61 —€2 —e3+e4—e5+es+e7—es
TlO:5(61_e2+63_€4_€5+66+€7_€8)
7_11:%(61‘1’62_63_64_€5+66+67_68)
7'12:?<€1—62—63—64—65—66—€7+€8)
7_13:%(61_62+€3+€4+65+66+67_68)
7'14:¥<€1+€2—€3+€4+€5+€6+67—68)
7_15:%(61+62+€3_e4+65+€6+67_68)
3 )

Si h = su(6,2) entonces la subélgebra [ = €N h es isomorfa a A5 @ A; y su sitema de
raices con respecto a t es

(1) = {ke; te;, 1<i<j<3yU{testestU{tn, ie{1,2,7,10,11,12,13,14}}.

Sea S el conjunto de raices fuertemente ortogonales contenido en ®(¢,t) — O(I,t)
definido por

S = {61 + €4, €9 + 65}.

Observemos que 2e; = (e; + e2) + (e1 — e2) € (S) y ademds para toda raiz a € A,
(a,2eq) > 0.

LEMA 22. Sea ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A. Entonces
RTW, N (S) =0 siy sélo si

TV, = {+e;+ e, 1 <i <5 U{—e;+es}U{d;, 1 < j <16}

Demostraciéon: Como +(e; + eg) son dos raices no compactas, entonces tenemos dos
posibilidades, (i) (e; +e) € ¥, 0 (ii) —(e1 + €5) € V.

(i) Supongamos que e; + e € ¥,,. Las raices £(e; — eg) son no compactas, entonces
tenemos nuevamente dos posibilidades,
(1) er—eg eV, 0 (2) —e1 +eg €V,

(1) Sie; — e € U, entonces

2e1 = (61 + 66) + (61 — 66) € R+\Dn N <S>
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(2) Si —e1+e6 € VU, entonces ¥ = W(g, t) es el sistema holomorfo dado por ¥ = AUV,
donde

U, ={£e; +e, 1 <i<5}U{—er+es}U{d;, 1 <7 <16}

(31) j:ei + e = (—61 + 66) + (61 + 6,’), 2 S 1 S 5,

51:7'1+(—65+€6) 52:7'1+(—€4+€6) 53:Tl+(—€3+66)
54:7'1+(—€2+66) (55 :Tl+(—€1+66) 56 2712+(62+66)
57:7'12+(€3+€6) (58:7'12+<€4+€6> (59:T1+(€5+66)
510 = T3 + (—61 -+ 66) (511 = T3 + (-61 + 66) 512 =Ty + (—61 + 66)
O13="75+ (—e1+es) Ouu=7+(—e1+es) 015 =77+ (—e1+ eg)
(516:7'12+(—61+66) —€7+68:7'1+(516

Si v € RTW,, entonces (7y,e5) > 0y es igual a cero si y sélo si v = ¢(—e7 + eg) con
¢ >0.Si~y e (S) entonces (7, es) = (7, es) = 0. Por lo tanto RTW,, N (S) = 0.

(i) Si —e; —eg € U, entonces U es el sistema de raices positivas de ®(g, t) antiholo-
morfo dado por ¥ = A UV, donde

U, ={xe; —e5, 1 <i<5}U{er —es} U{—6;, 1 <j <16}

(32) :I:ei — € = (—61 - 66) + (61 + 61‘), 2 S 7 S 5,

—0p =78+ (—e1—e5) —0y=T9g+ (—e1—e) —03 =T+ (—€1 — eg)
—04 =711+ (—e1 —es) —05 =T+ (—e5 —e5) —06 = Ti3+ (—e1 — eg)

—07=Tia+ (—e1—e5) —0g=Ti5+ (—€1 —¢€5) —0dg=Tis+ (—e1 — e5)
—010 =78 + (ea —€s)  —01 = Tg + (e3 — €5) —012 = T16 + (—€2 — €6)
—013 =Ty + (ea —€s)  —014=Tig+ (—€3—e5) —015=Tic + (—€4 — €5)

_(516 = T13 + (62 — €6> €y —eg = Ty + (—(59)

Razonando de manera analoga al caso holomorfo siy € RTW,, entonces (7, eg) < 0,y es
igual a cero siy sélo siy = c(ez—eg) con ¢ > 0. Y siy € (S) entonces (7, eg) = (7, es) = 0.
Por lo tanto RTW¥,, N (S) = 0. Como querfamos demostrar. [

Si h=s0"(12) @ su(2) entonces [ = h N £ es isomorfa a A5 y sus sistema de raices con
respecto a t es
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O(1,t) ={£(e; —€j), 1 <i<j<b}U{Em, ke {l,12,13,14,15,16}}.
Definamos el conjunto de raices fuertemente ortogonales
SCPlt)—D(t) ={E(e; +¢),1 <i<j<5b}U{£m, 2<k<11}
por
S ={e; + ez, €3+ e4,76,T10}-

Observemos que (@, e; + e5) > 0 para toda raiz a € A.

LEMA 23. Sea W un sistema de raices positivas de ®(g,t) que conitiene a A. Entonces
RTW, N(S) =0 si y sdlo si

+W, ={te; +e, 1 <i<5}U{—er+es}U{d;, 1 <j <16}
Demostraciéon: Como =+(e; + eg) son dos raices no compactas, entonces tenemos dos
opsiones, (i) (e; +eg) € ¥, o (ii) —(e1 + eg) € ¥,y
(i) Supongamos que e; + eg € ¥,,. Si ey — €5 € ¥,, entonces
e1 + ey = (e1 +¢eg)(e2 — eg) € RTW, N (S).
Y si —eq + egV,, entonces
€1+ e = (—e2+e5) + (€1 +e2) €Uy
es+eg=(—es+eg)+ (e2+e3)+ (ea—e3) €V,
te;+e5=(—ea+eg)+(eate;) €V, 3<i<5b.

Las raices +(e; — ) son no compactas, nuevamente tenemos dos posibilidades,
(1) €1 — €g € \I’n (6] (2) —e1 + e € ‘Ifn
(1) Si e; — eg € U, entonces

e1+ey = (61 — 66) + (62 + 66) € R+\I/n N <S>

(2) Si —ey + e € U, por Lema(22)(i)(2)
U = U(g,t) es el sistema holomorfo dado por ¥ = A U ¥,, donde

\I/n:{:l:ez—f—eﬁ,1§2§5}U{—67+68}U{5j,1§]§16},

y R+, N (S) = 0.
(i) Si —e; — eg € W, por Lema (22)(ii) ¥ es el sistema de raices positivas de ®(g,t)
antiholomorfo dado por ¥ = A U ¥,, donde

\I/n:{:l:€z—€6,1§Z§5}U{67—68}U{—6],1§j§16}

y RT¥, N (S) = 0. Como querfamos ver. [J
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Sea b = eg_14) @ R, entonces [=hNE es isomorfa a D5 y su sistema de raices con
respecto a t es

Dt t) = {te; £ ej, 1 <i<j<A}U{£r, 12 <k <15}
Fijemos el conjunto de raices fuertemente ortogonales
SCot)—D(t)={£(e; tes), 1 <i<4yU{xm, 1 <k <11}

definido por
S ={e1+e5e —es}
Observemos que para toda raiz a € A, (a, 2e;) > 0.

LEMA 24. Sea U un sistema de raices positivas de ®(g,t) que a A. Entonces RTW, N
(S) =0 siysélo si V=AUV, es el sistema holomorfo o antiholomorfo donde

ian:{iei—{'e& 1§i§5}u{—67+€8}U{5j, 1§j§16}

La demostracién es similar al la demostracién del Lema (22).

Para el siguiente caso fijemos otro sistema A’ de raices positiva compacta de ®(g, t)
dado por

AN ={ej+e;,1<i<j<5}U{nm, ke{l,2,3,4,56,7,12}}
U{-7, 1€ {8,9,10,11,13,14,15,16}}.

Sea h = 50(10,2) @ sly, entonces [ = h N ¢ es isomorfa a Dy y su sistema de raices con
respecto a t es

Fijemos el conjunto de raices fuertemente ortogonales
SC o t)— (L t)={£tm, 1 <k <16},

dado por
S == {7’1, 7'12}.
Observemos que («, 1 + T19) > 0 para toda raiz o € A'.

LEMA 25. Sea ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A’. Entonces
RTW, N(S) =0 siy sdlo si =AUV, es el sistema holomorfo o antiholomorfo donde

:I:\Ifn:{:i:el—i-ef;, 1§Z§5}U{—€7+€8}U{5J, 1§]§16}

Demosraciéon: Como +d;6 son raices no compactas, tenemos dos posibilidades, (i)
516 ev, o (11) _516 ev,.
(i) Supongamos que 915V, si e; — eg € V,, entonces

Ti2 = 516 + (61 — 66) € R+\Dn N <S>
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Si —e; +e¢ € ¥, entonces el sistema de raices positiva U = U(E,t) de O(g, t) es el sistema
holomorfo ¥ = A’ U V¥,, donde
U, ={fe;+es 1 <i<b}U{—er+es}U{d, 1 <k <16},
pues
e1+es=(—e1+es)+(e1+e)+ (61 —ez) €V,
te;+eg = (—e1+eg)+(e1+e) eV, 1<i<h.

01 = 016 + (e1 + €2
03 = 016 + (e1 + €2

( )+ (es +e4) 02 =016+ (e1+e€2) + (e3 + €5)
( )+ (ea+es5) 0s=1016+ (e1+e3) + (esa+e5)
55 = 516 + (62 + 63) + (64 + 65) 56 = 516 + (61 + 62)
(57 = 516 —+ (61 -+ 63) 58 = 516 -+ (61 —+ 64) 59 = 516 -+ (61 + 65)
510 = 516 + (62 + 63) (511 = 516 + (62 + 64) 512 = 616 + (62 + 65)
(513 = 516 -+ (63 —+ 64) (514 = 516 -+ (63 + 65) 515 = 616 —+ (64 -+ 65)
—e7 + eg = 016 + 01
Si v € RYW,, entonces (7, eg)(7,e5) > 0y (v,e6) = (7,es) = 0 siy sélosi v = 0. Si
v € (S) entonces (7, eq)(7,es) < 0. Sea v € RT¥,, N (S) entonces (7, eq)(7,es) = 0, lo
que implica que v = ¢(1y — T12) = c(ea + €3 + e4 + e5). Por lo tanto (y,e5) = (7,e5) =0y
RTW,, N (S).

(il) Supongamos que —d16 € ¥,,. Si —e7 + eg € U,,, entonces
T = —016 + (—67 + 68) € R+\Ifn N <S>

Si e; — eg € U,, entonces el sistema de raices positiva W = (¢, t) de ®(g,t) es el sistema
antiholomorfo ¥ = A’ U ¥,, donde

\I/n:{j:ei—eg,1§i§5}U{67—68}U{—5k,1§k‘§16},

pues

e1 —eg = —016 + Ti2 ey — e = —016 + (—T13)

€3 — g = _516 + (—7_14) €4 — € = _616 + (_T15)

es —eg = —016 + (—T16)

—O017—; = T; + (67 — 68) ev,, 1<:1<16

y

—€1 — €g — —51 + (_7—8) —€9 — € — —51 + T5

—e3 —eg = —01 + T3 —eq4 —eg = —015 + (—7'16)

—e5 —eg = —015 + (—T15)

Razonando de manera andloga al caso holomorfo demostramos
RTY, N(S)=0.0
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Caso g = eg(—24).

Sea g =eg oy Yy E=1e7® su(2), los sistema de raices de g y € con respecto a t son

8 8
1
O(g,t) ={£e;, +e;, 1 <i<j <8} U {5 Z(—l)"iei; ConZni par}

i=1 =1

@(E,t):{ieiiej, 1 SZ<]§6}U{i€7i€8}

6 6
1 , .
U {i§(§ (—1)™e; + (er —eg)); con E m; impar

i=1 i=1

respectivamente. Por lo tanto el conjunto de las raices no compactas de ®(g,t) es

DN |00 |0 [ | 0 [0 | 0 [0 | O | —

{1 (A |
DO [0 D [0 [N [0 [ 00 =D 00 |0 [0 |00 [0 [0 [0 | —

O, (g,t) = {He; £e;, 1 <i<6,7<j<8U{%d, 1 <k<32},

(61+62+€3+64+€5+€6+67+€8)
( 61—€2+63+64+€5+66+67+68)
( €1+€2—63+€4+65+66+67+68)
( 61+€2+63—64+€5+66+67+68)
( €1+€2+63+64—65+66+67+68)
(—e1 +ea+e3+ ey +e5 —eg+ er + es)
(61—62—63+e4+e5~|—66—|—67+68)
(61—€2+€3—64+€5+66+€7+68)
(61—62+63+€4—65+66+67+68)
(61—62+€3+64+€5—€6+67+68)
(€1+62—63—€4+€5+66+67+68)
(61+€2—€3+64—65+€6+67+€8)
(e1+ex—es+es+es —es+er+es)
(61+€2+63—64—€5+66+67+68)
(e1+ex+e3—es+e5 —es+er+es)
(61+€2+63+€4—65—€6+67+68)
( 61—62—63—64—65—€6+€7+68)
( 61—62—63—€4+65+66+€7+68)
(—e1 —ey—e3+e4—es5+ e+ er+eg)
( 61—62—63+€4+65—66+€7+68>
(—e1 —ea+es—es+es—es+er+eg)
( 61—€2+€3+64—65—66+67+68>
( 61+€2—63+64—€5—€6+67+68)
( 61+€2+€3—64—€5—66+€7+68>
(61—62+63—64—€5—66+67+68)
(e1+ex—e3—ey—e5—eg+er+ eg)

}

61



62

donde

wy
w2
w3
Wy
Ws
We
wr
wg
Wy
W10 =
W11
W12
w3 =
W14

W16 =
Wrr =
w1g =
Wy =
W20
Wa1
Wo2 =
Wa3
W24

W26
War
Wag =
W29 =
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(—e1 —ex+e3—eqg —e5+ e+ er + e3)
( €1+€2—€3—€4—€5+66+€7+68>
(61—62—63—64—65+66+67+68)
( 61+€2—€3—€4+€5—66+67+68>
(61—62—63—64+€5—€6+67+68)
(61—62—€3+64—65—€6+67+68)

B[00 [ =R [0 [ =D [0 | =

el conjunto de raices positivas compactas definido por
A={e,te;, 1 <i<j<6}U{fer+es}U{w, 1 <k <32},

61+62+€3+64+65—€6—67+68)
€1+ es+e3+eqs—e5+eg—er+es)
+62+€3—64+65+€6—67+68)
€1+€2—€3+€4+€5+€6—€7+68)
61—62+63+64+65+€6—67+68)
61+62+63+64+65+66—67+68)
e1+es+e3—eq4—es—eg—er+esg)
e1+e—e3+e—e5—eg—er+es)
61+62—63—€4+65—66—67+68)
61+62—63—€4—65+€6—67+68)
61—62+63+€4—65—€6—67+€8)
€1 —eg+e3—eq+e5—eg—er+eg)
61—€2+63—64—65+66—67+68)
)
)

N[00 =00 | N [0 |00 [0 |0 |00 | =
HA/-\ A/\/-\/-\ AAA

(

(

(

(

(61—62—€3+€4+65—66—67+68

(61—62—63+64—€5+66—67+68

(61—62—63—64+65+€6—67+68)
( 61+€2+63+€4—€5—66—67+68)
(—e1+ex+e3—eq+e5—eg—er+es)
( 61+€2+63—64—65+€6—67+68)
( €1+62—63+€4+65—66—67+68)
( 61+€2—€3+64—65+€6—67+68)
(—e1 +e2—e3—eqg+e5+e5 —er+es)
( 61—€2+63+64+€5—66—67+68)
(—e1 —ea+e3+eqs—e5+eg—er+es)
( 61—€2+€3—64+€5+66—67+68)
( 61—62—63+64+65—|—66—67+68)
(61—62—63—64—65—66—€7+68>

(—e1+e2—e3—eq4—e5—eg — €7+ eg)
( 61—€2+63—64—65—66—67+68)

DO [0 |00 [0 [ [0 [0 D0 T 00 TR0 [0 [0 [0 [0 |00 [ D0 [ | o |
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w30:%(—61—62—63+64—65—66—67+68)
U)31:?(—61—62—63—€4+€5—€6—€7+€8)
2

wWae = 5(€1 +e2+e3+es+e5 — e+ e7 —es)

OBSERVACION 8. Todo sistema de raices positivas W de ®(g,t) que contiene a A
contiene a la raiz no compacta 6,

Supongamos que —d; € ¥,,, como las raices compactas (e; + e3), (€3 + e4), (€5 +€g), y
(67 + 68) EACVUY

(51 = —(51 -+ (61 -+ 62) -+ (63 + 64) + (65 + €6> + (67 + 68) € \I]n
lo cual es absurdo por lo tanto 6; € ¥ para todo ¥ sistema de raices positivas que contiene

a A.

Sea ) = e;(_g5) @ sl2(R), entonces [ = h N € es isomorfa a Dy y su sistema de raices con
respecto a t es

O(I,t) = {£e; +e;, 1 <i<j<5YU{£wy, ke J},
con J = {1,7,8,9,11,12, 14,17, 18,20, 23,27, 28, 29, 30, 31}.

Fijemos S el conjunto de raices fuertemente ortogonales contenido en
O, t) — P(I,t) = {+er L es} U{Lwy, k€ I}
con I ={2,3,4,5,6,10,13,15,16, 19,21, 22,24, 25, 26, 32} definido por
S ={e; +eg,e1 — €6, 67+ €3, —€7 + €3}
Observemos que para toda raiz a € A, (o, —e7 + eg) > 0.

LEMA 26. Para todo sistema de raices positivas ¥ = U(g,t) de ®(g,t) que contiene a
A, R+, N (S) £ 0.

Demostraciéon: Como las raices £(e; +e7) son no compactas tenemos dos posibilidades,
(1) el t+er e \I/n (6] (11) —e1 —e7 € \Ifn
(i) Supongamos que (e; +e7) € ¥,,. Si e; — e7 € ¥,, entonces
2e1 = (61 + 67) + (61 — 67) < R+‘I/n N <S>
Y si —e; + e € U, entonces ey + eg € ¥, pues
(—er+es),(er1te) EAC Ty
—€q + €g — (—61 + 67) + (—67 + 68),
e +eg = (—61 + 68) + (61 + 62) + (61 - 62).
Por lo tanto
er + eg = (61 + 68) + (—61 + 67) € R+\I/n N <S>
(i) Si —ey — e7 € U, como (eg + ¢), (e7 +eg) € A C U,
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es+es=(—e;—er)+(e1+es)+ (er+es) €Wy, y
ep —er=(—e; —er)+ (e +ea) + (€1 —e2) €U,
Lo que implica
(e1 —e7) + (eg + eg) = (€1 + e6) + (—er +eg) € RYW,, N (S).

Por lo tanto R*W¥,, N (S) # 0 para todo sistema de raices positiva ¥ que contiene a A
como queriamos demostrar. [

Si b = ez(_5 @ su(2) entonces [ = h N E es isomorfa a Dg @ A; y su sistema de raices
con respecto a t es

O(l,t) ={xe; Lej, 1 <i<j<6}U{x(er —es)}
Sea S el conjunto de raices fuertemente ortogonales contenido en
Ot t) — DI, t) = {£(er +eg)} U{twy, 1 <k <32}
definido por
S = {wy, wig, Was, w31, €7 + €5}
Observemos que para toda raiz compacta a € A, (wy, ) > 0.

LEMA 27. Para todo sistema de raices positiva ¥ = W(g,t) de ®(g,t) que contiene a
A, R*W, N (S) #£0

Demostracién: Como las raices +(—eg —e7) son raices no compactas entonces tenemos
dos posibilidades, (i) —eg —e7 € U, 0 (ii) eg + 7 € V,,.
(i) Si —eg — €7 € ¥,,, por Observacion 8

wy =01 + (—eg — e7) € RTY, N (S).
(ii) Suponamos que eg + e7 € ¥, entonces d € ¥,, con k = 2,26, pues
dy = (eg + €7) + waz y
Oa6 = (€6 + e7) + (€1 — €6) + wog.

Lo que implica
er +eg = 09 + 526 € R+\I/n N <S>

Por lo tanto hemos demostrado el Lema. O

Sih =s0(4,12) entonces [ = h N ¢ es isomorfa a Dg & Ay y sus sistema de raices con
respecto a t es

O(l,t) ={xe; Le;, 1 <i<j<6}U{x(er+es)}
Sea S el conjunto de raices fuertemente ortogonales contenido en
Ot t) — P(ILt) = {Fwg, 1 <k <32} U{£(—er+es)},

definido por
S = {w1, wig, way, w31 }.
Observemos que para toda raiz compacta a € A tenemos (o, w;) > 0.
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LEMA 28. Sea ¥ un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene a A. Entonces
RTW, N (S) =0 siy sdlo si

U, = {te;+e,1<i<6,7<j<8U{5, 1<k<32}.

Demostraciéon: Como las raices £(—eg — e7) son no compactas, tenemos entonces dos
posibilidades, (i) (—eg — e7) € U, o (ii) (e + €7) € V.
(i) Si (—eg — e7) € ¥,, por Observacién 8
w1 = 51 + (—66 — 67) S R+\I/n N <S>
(ii) Si (eg + e7) € ¥, entonces ¢; +¢; € U,,, 1 <i <6y 7<j <8 yd eV, para
todo k # 17, pues
e; +er=(eg+e7)+ (e;—eg), 1 <i <5,
er+es=(es+er)+(—er+es)+(ep—eg), 1<i<5by
eg +es = (eg +e7) + (—er + es).
Ademads
52 = Wa3 + (66 -+ 67) (53 = W2 -+ (66 -+ 67) (54 = W18 -+ (66 -+ 67)
(55:U)17—|—( ) 66:w17+( ) (57:w14+(66+€7)
ds =wia+ (eg +e€7) dg=wi1 + (e +e7) d10 = wi1 + (e5 + e7)
011 = wg + ( ) S =ws+ (eg+er) 613 =ws+ (e5s+e7)
oy =wr+ (e +e7r) S5 =wr+ (e5+e7) 16 =wr+ (es4+e€7)
518 = W31 + (66 + 67) 519 = W30 + (66 + 67) 520 = W31 + (64 + 67)
da1 = wsy + ( ) 22 = wsp + ( ) a3 = wsp + ( )
624 = W29 + (62 + 67) (525 = W29 + (61 + 67) 526 = W28 + (61 + 67)
527 = W29 + (66 + 67) 528 = W28 + (66 -+ 67) 529 = Wa7 + (66 -+ 67)
930 = w31 + ( ) 031 = ws1 + ( ) 032 = wsp + ( )

Como las raices +4d;7 son no compactas, tenemos nuevamente dos posibilidades, (a)
-0y eV, 0 (b) 017 € V,,.
(a) Si —d17 € ¥,, entonces

wy = —017 + (—66 + 68) S R+\I/n N <S>
(b) Si §17 € U,, entonces
U, = {tei+e;, 1<i<6,7<j<8U{b 1<k< 32},

y RTW,, N (S) =0, pues si & € RT¥,,, entonces (o, e7) > 0y (a,es) > 0y son iguales
a ceros si y sélo si a = 0. Por otra parte si a € (S), («a, e7){a,eg) < 0. Por lo tanto si
a€ R, N(S),a=0.0

Esto concluye la verificacion de la Proposicién 7.






Restricion al factor semisimple de K

Sea G un grupo de Lie simple de tipo no compacto, conexo y con centro finito y sea
K un subgrupo compacto maximal G tal que (G, K) sea un par simétrico de igual rango.

En esta seccion estudiamos condiciones suficientes para la admisibilidad de una serie
discreta restricta a K el factor semisimple del subgrupo compacto K.

Sea t una subalgebra de Cartan de €, por la condicién sobre los rangos t también es
una subdlgebra de Cartan de g. Sean ®(g,t) y ®(,t) los sistemas de raices de g y € con

respecto a t respectivamente. Fijemos A = A(g, t) un sistema de raices positivas de ® (¥, t)
y sea 3¢ €l centro de ¢.

Por el Criterio de Kobayashi, una condiciéon suficiente para la admisibilidad de la
serie discreta es determinar todos los subconjuntos de raices no compactas ¥,, tales que
U =V(g,t) = AU W, es un sistema de raices positivas de ®(g,t) y que

(33) R*W,, Nize = 0.
Para cada uno de los pares simétricos Hermitianos (G, K') determinamos subconjuntos

de raices no compactas I e I, detallados en la Tabla 4 y demostramos

TEOREMA 9. Sea ¥ = W(g,t) es un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene
a A. Entonces

RTW, Nize # 0
siysélosil CW, ol CU,.

g ¢

I'={(er+ent+1) iy, sin =2l
I=-1I

sp(n,R) | u(n)
I = {2141} U{(ex + en k1) iy, sin=20+1
I=-1
f~ = {(ex + en—r+1) Hor, sin =21
I=-1

s0%(2n) | u(n)
IN = {((Ek + €n,k+1)}€€:1 U {€l+1 + €l+2}, sin=2l+1
I ={(—er — enr+1) ooy U{—€r — €11},

67
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I = {ei — Gy 2;:1
su(p, q) u(n) N
I = {—61' + 6bi}f:1

I'={ey,e0,e1 + €562+ €5}

es(—14) | 50(10) @ s0(2)

I=—1
I'={n,n,e1+es}
€7(—25) eg D 50(2) ~
[=—-1
Tabla 4
donde .
V=it [—“‘”,fq_p)} +p, para 1 <i <p,
i1+ i(g—p) + si i(g—p) Z,
e e N st =7 € 4,
e1=13(—e1 —es—e3 —es+ €5 — g — €7 + €3),
€2 =3(—e1 —es+ez+es+es— e —er+es),
m :%(—614—62—63—€4+€5+€6—€7+€8)
7]2:%(—61—62+€3+€4—65+66—€7+68)

La demostracién del Teorema se desarrollara en el resto de la seccion caso por caso.
CAso g = sp(n,R).

Si g = sp(n,R) entonces € = u(n), y sus sistemas de raices con respecto a t son
(g, t) = {*e;te;, 1<i<j<n}U{£2e,1<i<n},
Oe,t) = {£(e;—ej), 1<i<j<n}

Por lo tanto, el conjunto de las raices no compactas de ®(g,t) es
Do(g.t) = {F(eite;), 1<i<j<nU{£2e, 1<i<n}.

Y el centro € es

n

se=i() e

j=1
Fijemos el sistema de raices positivas de ®(¢,t) dado por

A={(e,—¢j), 1<i<j<n}
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Todos los subconjuntos de raices no compactas ¥, tales que
U = AUV, es un sistema de raices positivas de ®(g,t) se pueden representar de la
siguiente manera:

(34) U, ={(=1)" (e;+¢;), 1 <i<j<n}uU{(-1)"2e, 1 <s<n}
con a;;, b; € {0,1}.

LEMA 29. (i) Sia;; =1 entonces asy =1 para s >1,t>j, yb, =1 parar > j.
(11) St a; j =0, entonces asy =0 para s <i,t<j yb, =0 parar <i.

Demostracién: (i) Como las raices compactas (e, — ;) € A C ¥ si k < [, entonces

—(es+e;) = (e;—es) + (—e; —ej) € U, para s > i,

—(e;+e) =(ej —er) + (—e; —ej) € ¥, parat > j,

—(es+e) =(—es—ej)+(ej—e) €V, paras>iyt>j.
—2e; = (—e; —€j)+ (e, —e;) € U,

—2e, = (e; —e,) + (—e; —e.) €V, parar > j

(ii) Razonando de manera analoga a (i) tenemos que

(es +¢e;) (es —e;) + (e +e;) €V, paras <1,

(ei+e) = (er—ej)+(ei+e;) eV, parat < j,
(es+e) = (es+ej)+(er—ej) €V, paras<iy t<j,
2¢, = (e;—ej)+(e;+e;) €V, esdecir b =0,
2¢, = (e,+e¢€j)+(e,—e;) eV, . parar <i. 0O

Definamos el subconjunto I de raices no compactas dado por

I:= {(61 + en)? (62 + Gn_1>, 3 <€k + en—k+1)7 e (el + €l+1)}7
sin=2y

= {(61 + 6n), (62 + en,l), ey (ek =+ €n,k+1), . (61 + 6[+2), 26[+1},
sin=2+1.

TEOREMA 10. Si U = W(g,t), un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene
a A. Entonces RYW, Nize #0 siy sélosi I C ¥, o —1 CV,.

Demostracion:
(a) Sean es par. Si I C ¥, o —1 C ¥, entonces R*W, N3 # 0, pues si I C ¥,
tenemos
er+ext ... +e, €RTY, N3,
y si —1 C VU, tenemos
—(e1 +ex+ ... +e,) € RTE, N3
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Reciprocamente, supongamos que I ¢ ¥,, y que —I ¢ ¥,, queremos ver que
RTW, Nige = 0. Si @« € R™W,, por (34) existen escalares m; > 0 tales que

n

n—1 n
Q= Z Z (=1)* My _i64) () (ei+e;)+2 Z(—l)bi Mnn ;i
i=1 i=1

j=i+1
Ademas notemos que si @ € RTW,, N 3¢, entonces
(35) (a,e;) = N paral <j<n.

Como +(e; + ¢,) son raices no compactas entonces tenemos dos posibilidades: (7)
(e1+e,) € W, 0 (i1) (—ep —ey,) € W,

(7) Si (1 +e,) € ¥, como I ¢ ¥, existe al menos un i tal que —(e; + €,_;41) € ¥y,
con 2 <1 <. Sea k el menor i que satisface esta condicion.

Si v € RTW,, N 3¢, por (35) tenemos que

n—1
(36) N =(a,e1) =) my+2 MmO,
s=1
si2 <7 <k-—1, tenemos
n—2j+1

(37) = Oz GJ E mT n r(r+l)+ -+ E m] n (j—21)j+5

E J(J+S) Y ne1)n
+ m(] 1)n_ (€] 21)J +s + 2 m 21) +j
s=n— 2]+2
Para 1 < j < k — 3, tenemos
j+1 k—1
—1)%r(n—3)
(38) Oé €n— ] E m, r(r2+1)_j + E ( 1) r,(n—j mrn—T(T;—l)—j
r=j+2
n—j—1
- E m.._ T(r+1) . E m(n B P e 1)(n (=j=D(n=j) |
r==k
- 2m n—1)n .
B4 (nj)
parak —2<757<k—1,
n—j—1

(39) Oé En— ] E m 7‘(7‘24»1) —j - 5 mrnir(r;l) —j
r=k
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Y

A0) (en) = s (1) Ty g = D st — 2 i,

Sea
k—1
A= (a,e))
j=1
n—1 k—1 j—1 n—2j+1
e ms + { m(ril)ni 7‘(7‘2+l) JF] + E m(]*l)n*(]_Tl)Jﬁﬂs
s=1 7j=2 r=1 s=1
n—j k—1
E —1)%.G+s) o E :
+ ( 1) m(jfl)n— (1—21)3 +S} + 2 m(n_21)n+]
s=n—2j5+2 j=1

Si definimos a;j+s5) = 0 para 1 < s < n — 2j + 1 y reemplazamos el indice s por
(n — j) — s tenemos que

n—2j+1
Z M 1yn— U= 1)J+s+ E : 1) 6+ M Dn— U500 4
s=n—2j+2
n—j ni !
_ z (_1)(lj,(j+s) m(j_l)n—w—}-s = E (_1)aj,(n—3) mjn—@—s
s=1 s=0
donde Aj(n—s) = Oparaj—1<s<n—j—1.
Por lo tanto
n—k n—1 k-1 gt
A=D"me+ D omt Zm(r—l)n—@ﬂ'
s=1 s=n—k+1 j=2 r=1
k-1 n—r—1
—1)%r(n—3) —Un
+ (D)0 i g+ Y2 M
r=2 ;=0 .

donde a, (,—jy =0parar —1<j<n-—r—1
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Sea
k—2 k—1 n—1
F— _ arn o
By = E <047€n7j> = Mp—1 + E (—1) mm,w E mm,w
j=0 r=2 r=k
k—2 k—1 k—2n—j—1
E E Ar,(n—j) — g g
+ TTLTn* 'r('r;-l) 7]. mrni T(T;—l) 7]
j=1 r=1 j=1 r=k
J
—g Em(njl S S QEmml)n Fnej)
7j=1 s=1
entonces
n—=k k-1 j—1 k-1 n—r—1
O = A — Bl = mg + m(r_l)n_ 7‘(7‘;»1) +j + E E mrn_ 'r('r;l)_
s=1 j=2 r=1 r=2 j=k—1
k—1 n—1 k—2n—j—1
+ E 2 m(nle)n+] + E mrni 7‘(7‘2+1) + g E mrnf r(r;‘»l)i
j=1 r=k j=1 r=k
k-2 j k—2
+ E m n ] 1 _ (n—j— 1)(n ])+S + 2 E m(n 1)n (TL ])
]:1 s=1 ] =0
Como
k=1 n—r—1 k—1 n—k—r+1
m r(r . — m 7‘ s .
-t D M
r=2 j=k-—1 r=2 7=1
k—1 n—k—r+1
= E E m TL ('r721)7‘+s
r=2 s=1
k—1 n—k—j+1
— E m ]71 n— (j_21)j+s’
7j=2 s=1
tenemos que
n—k k-1 j—1 n—k—j+1
0= ms + { m(r—l)n—w-&-j + Z m(j—l)n—w—i-s}
s=1 j=2 r=1 s=1
k—1 k—2n—j—1
+ E 2 m(n 1 + E m r(r+1) + é E m T 'r+1)
j:1 _] 1 r=k
k—2 k—2

J
_'_ Zmn] 1 (n]lnj)+s+2 Zm(nl (n_]),

]:1 s=1 j =0
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como por hipdtesis m; > 0 para todo ¢, la ecuacién anterior implica que m; = 0 para

1)
ie{(j_l)n—%—l—&lgjgk—l, 1§s§n—k—j+1}_

En particular, sis=n—k—7j5+1

(41) m 0

=20 gy T MGy Uiy gy T

para 1 < j <k —1, es decir

0 S N = <a7€n—k‘+1>

n—=k k—1
= - E mm,w,kﬂ - E m(n,k)n,wﬂ
r=k s=1

—2m <0

(=D | (n—ket1) =
Lo cual implica que N = 0, por lo tanto

RYW, N3¢ = 0.

(77) Si —(e1 + e,) € ¥ como por hipdtesis —I ¢ ¥,,, entonces existe al menos un ¢ tal
que (e; + ep—iy1) € ¥y, con 2 < ¢ <. Sea k el menor i que satisface dicha condicién.

Sea a € RTW, N ¢, como en el caso (i) se tiene que (o, e;) = N, para 1 < j < n.
Calculando explisitamente (a, e;) obtenemos que

n—k n—2
(42) (ver) =Y met+ Y (=10 my = my g+ 2Mein
2
s=1 s=n—k+1

para 2 < j <k —3 que

j—1 n—(k+j)+1
(43) <O{,€j> = E m(’/‘-l)n—w-‘r]‘ + E m(j—l)n— <j;1>j+8
r=1 s=1
n—j
+ (=1)%G+9 m, .+ 2 M,
(—1n—U=H 4 SESLUNE
s=n—(k+j7)+2

con aj sy =1sis>n—2j+1 Yparak—-2<j5<k—1,

Jj—1 n—(k+j)+1
(44> <a7 e]) = Z m(r—l)n—w—&-j + Z m(j—l)n— (jgl)j +s
r=1 s=1

n—j
— E m(j_l)n_(j—zl)j +s + 2m (n;l)n_"_j.
s=n—27+1
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Para 1 < j < k — 2 tenemos que

k—1 n—j—1
(45) (o, en—j) = Z(—l)%“"’”mm_rwn_j - Z m,, retn
r=1 2 r=k 2

- E :m(n_j_l)n_%Jr 2Mniin ()
s=1

con a,p—jy =l para j+1<r<k—17Y que

(46) N <OC 6n — Zm r(r;—l) - 2m(n—21)n+n

Como por definicion m; > 0 para todo t, la ecuacién anterior implica que

N <0.
Como en el caso anterior definimos
k-1 k—2 j—1
PR a
A= E <Oé,€] E mg + E LO+s) —my,_1 + E { E m(r_l)n_r(r;—l)+j
j:l s=n— k+1 ]:2 r=1

n—(k+j5)+

k—2 n—j
N —1)%i,G+s) o 1V4
+ § : mg n (]_Tl)J+S} + 2 : § : (=1) M1y UDi 4

J=2 s=n—(k+j)+2
n—2(k—1)

+ E m(r D r'r+1)+(k 1) + E m(k 2yn— = 2)2('“’”-&-5

n—(k— E—1
Z m(k_Q)n_W-i-s + z :Qmw_’_]a
Jj=1

s=n—2k—1
y
k—2 k—2 k-1
B = <Oé En— ] - E E — ’(n_j)mrnir(rgl)i

7=0 7=0 r=1

k—2 n—j—1
{ an,w,j + § m(nfjfl)nf%+s}

=0 r=k s=1

k—2

- 2m n—1)n .
D 2 7 ()’
3=0

Intercambiando subindices obtenemos
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k—1 n—j
—1)%,G+s) ) .

2 (=1) Mj—1m— G504
J=1 s=n—(k+j)+2

k—1 k-2

= 3,(n—1i) NP
- 0( ]-) m(] 1) (J 21)J +n7]71
J=1 1=
k—1 k—2 k—2 k-1

I
—~
I

—_
~—
£
=
.
<
+
iz
N
I
[
I
—_
~—
iS)
3
3
.
<
<
+
-z
~

j=1 i=0 =0 r=1
k—2 k—1
= (=1)% =D m ) i
7j=0 r=1
Lo cual implica que
n—k k-1 j—1 n—(k+j)+1
0=A-B= g me + E { E m(r—l)n—w+j + E m(j—l)n—@—&—s}
s=1 j:2 r=1 s=1
k—2 n—j-—1
“I'_ E Qm(n l)n + g { E m 7’(7‘+1)_j
2
7=0 r=k

J k—2
+ E m(n_j_l)n_wﬂ} + E QWWWH)-
s=1 7=0

Como por hipoétesis los escalares m; > 0,para todo t la ecuacién anterior implica que
m; = 0 para

1
ie{rn—@—j, para kﬁrﬁn—j—l,()ﬁjﬁk—?}

en particular, si » = k tenemos
m,. k(k2+1)_j = m(k—l) (k— 1)k+n b = =0para0<j<k—2

Cambiando los indices n — k — j por s obtenemos

(47) O=m (k=1)k 1)k

(k—1)n— +n—k— ] (k:fl)nf@Jrs
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paran —2k+2 < s <n—k. Como

h1 n—2k+1
0>N={a,e) = E m(r_l)n_r(r;1)+k + E m(k_l)n_@;nk_i_s

r=1 s=1

n—k
- § m(kfl)nwa’,s + 2mw+k7
2 2
s=n—2k-+2

por (47) tenemos que

k—1 n—2k+1
0>N = <CY, €k> = § m(r—l)n—w—i—k + § m(k—l)n—@—i—s + QmW"'—k > 07
r=1 s=1

lo cual implica que N = (a, e;) = 0y por lo tanto

a=0.

(b) Si n es un numero impary I C ¥,, o —I C V¥,, entonces
R+\Ijn N 3¢ 7& Oa

puessi [ C W,
e1+ey+...+e, R, N3
ysi—ICVY,
—(e1+ex+ ... +e,) € RTU, Nz

Reciprocamente supongamos que los conjuntos I y —I no estan contenidos en W,,.
Como =£(e;+e,,) son raices no compactas entonces se tiene dos posibilidades: (i) (e;+e,) €
U, 0 (ii) (—e; —e,) € U,,.

(i) Si (e1 + e,) € ¥,, como I no esta contenido en ¥, se tiene nuevamente dos posi-
bilidades: (1) que exista al menos un i tal que —(e; + e, ;41) € ¥,,, con 2 < i <1 o (2)
que la raiz —2e;1 € U,,.

(1) Si existe al menos un i tal que —(e; +e,—;11) € ¥, sea k el menor i que satisfaga
esta condicién. Razonando y procediendo de manera andloga al caso (i) para n par
obtenemos que

R*W,, M 3¢ =0

(2) Si (e; + en—it1) € ¥, para 1 < ¢ < [ como I no esta contenido ¥, entonces
—2e;41 € ¥,,. Por Lema 29 tenemos que
ei+e; € Yyparal<i<lyi<j<n.
€ U,paral <k<I.
—e;,—e¢; € Yyparal+1<i<n—-1lyi<j<n
€ VU,paral+1<k<n.

2€k

—2€k
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Para todo a € RTV, N 3 tenemos que (a,e;) = N, para 1 < j < n. Calculando
explisitamente (o, e;) obtenemos

n—1
N ={a,e;) = E ms + 2 Mnin >0,

s=1

para 2 < j </,

j—1 n—2j+1
<a’€j> - : :m(rfl)nwarj + Z m(jfl)n7@+s
r=1 s=1
+ J,(J+S) m L 1)4 + 2 M-
(j—1)n— €] 21)J +s (n 21)”+ )
s=n— 2]—}—2
y
l
{a,ep1) = (@, e,) E My rtrit) ;= E My, 1050 —2M (n— LRI
s=1
Para 1 < j <[ — 2 tenemos
j+1 ! n—j—1
<O[7 €n7]> — E mrn, ’r(rgfl) 7] + E (_1)ar,(n—j) mrn* 7‘(7‘;1) 7]. E m T 'r+1) ]
r=1 r=j+2 r=Il+1
J
_ E M i 1yn— (n=s=n=g) |, Qm(nél)n+(n7j),
s=1
y

l

<Oé, en_(l_1)> = (a, 61+2> = E mrnir(rg—l)i(lil) — m(l+1)n7(l+1)2(l+2)7(l71)
r=1
-1

- E :m(l+1)n—W+s - 2mw+(l+2)’
s=1

y por ultimo

arn
<a €n> Mpy_1 + E ' m,rni'r(r;—l) — E m,rni'r('r;-l) -2 m(n—Ql)nJr
r=l+1

Procediendo de manera anéloga al caso (i) definamos

l -1

A= Z<a,€j> y Bi:= Z<a7€n—j>

j=1 7=0
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Tenemos entonces que

I—j+1
O - A Bl E mg + E { E ’ITL 7‘ 1 'r('r+1) 15 + E m(J 1 U= 1)]+S}
-1 n—j—1
+ E 2 m(n 1)n + E m 7‘(7‘+1) + E E mrnir(rﬁ-l)i.
2 2 J
r=Il+1 7=1 r=Ii+1
+E E M i1y (nJI)(nJ)+s+2 E M@t (-

7j=1 s=1

Como por hipédtesis los coeficientes m; > 0 para todo ¢, la ecuaciéon anterior implica
que m; = 0 para

1)
E{U_l)n—%Jﬁ% 1<y<I ylgsgn—(l+1)—j+1}
En particular sis=n—(I+1) —j+1

(48) m. 7j(j2+1)71 =m =0

in G-)n—YZ pn (14 1)—j+1

para 1 < 5 <[, entonces

0<N = <Oé,€n_l> = <a7€l+1>
l

[
- : :mrn—LT;l)—l : :mln—ilu;rl)-&-s o 2771@4—@4—1)
r=1

s=1

= — - n—1)n <
E mlniz(z;1>+s 2m n ) S 0
=1

lo cual implica que N = (a, ¢;11) = 0 y por lo tanto

a=0.

(1) Si (—e; —e,) € ¥, como —I no esta contenido en ¥,, tenemos dos posibilidades:
(1) que exista al menos un i tal que (e; + e, ;11) € ¥,, con 2 < i <[ o (2) que la raiz
2e111 € VU,

(1) Si existe al menos un ¢ tal que (e; + €,-i+1) € ¥, sea k el menor i que satisfaga
esta propiedad. Razonando y procediendo de manera andloga al caso (ii) para n par
obtenemos que

R, N3¢ =0
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(2) Si (—e; — ep—ir1) € W para 1 < i <[ como —I no esta contenido W¥,, entonces
2e;41 € V,,. Por Lema 29

ei+e; € Ypparal<i<lyi<j<n.
2e, € VY, paral <k<I.

—e;,—e; € VYyparal+1<i<n—-1lyi<j<n.
—2¢, € VY,paral+1<k<n.

Para todo @ € RTW,, N3, (a,e;) = N para 1 < j < n. Calculando explisitamente
(o, e;) tenemos que

l n—2
(o, e1) = E mg + E (—1)%0+9) my —my_q + 2 M(n- (ntn g
s=1 s=I+1
para2 <j<I[l—1,
j—1 l—j—1
o, e;) = E m . E m,. i—1)j
< ) J> (T—l)n—w-fﬂ + (j—1)n—Y 21)1 +s
r=1 s=1
n—2j
+ E (_1) (+e) (—1) €] 1)J+S
s=n—j
E m(]_l _ G-y l “I’ 2 m (n— l)n
s=n—27+1
y
-1 1+1
(o, e) = E :mmfir(ijl) Tt m(lfl)nfi(l}l)l)+l - E :m(lfl)nfL;l)lJrs + 2m7<”’21>"+l
r=1 s=2
l !
(o, e10) = (o, en) = § :m(rfl)nf@HH - § :mln—@ﬂ + Qm(”%)"ﬂﬂ'
r=1 s=1
Para 1 < 75 <[ —1 tenemos que
J n—j—1
— Ap (r—j
(o, en—j) = E (—1)re= My 20— E M, s
r=1 r:]+1

_E mnjl (ngl)(n])+ _2m(n 1)n+( )

Por ultimo

(49) N = a en Zm r(r;—l) — 2m(n_21)n+n S 0
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Definimos
-1

!
Z a,e;) y By = Z(a,en_j)

Jj=0
Y obtenemos

n—(4+1+44)+1

0=A-B= Zm8+2{2mr Dz |+ Z m(j_l)n_@Jrs}

j=2 r=1 s=1
-1 n—j5-1
+ E Qm(n l)n _|_ E { é m rn— 7'(1;!»1)_‘7
7=0 r=I+1
J -1
+ E m(n—j—l)n—(7L7j7;)(n7j)+8} + E Qm(ngl)n_"_(n_j)
s=1 7=0

Por hipétesis los coeficientes m; > 0 para todo ¢, la ecuacién anterior implica que
m; = 0 para

2

en particular si 7 = [ + 1 tenemos que

1
1 € {rn—w—j,l—klﬁfrgn—j—l,0§j§l—1}

(50) M1y 02 5 = My, 1ty |
para 0 <75 <[—1.

Cambiando los subindices en (50) n — (I + 1) — j por s tenemos que
(51) 0=
para 1 < s <[, por lo tanto

0> N ={(a,e41) = (v, eny)

l l
— E (r—1)n— r(r+1)+l+1 E m,, z(z+1 .t 2M (n— l)n+l+1

s=1
l

- § :m(rfl)nf@HH + QmeJrl >0

- = O

ml _z<z;1)+n_(l+1)_j = mln_l(l;rl)+s

r=1
lo cual implica que N = (o, ¢;.1) = 0 y por lo tanto
a=0.

Como queriamos demostrar. [
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CASO g = 50%(2n).
Si g = s0*(2n), entonces € = u(n), y sus sistemas de raices con respecto a t son
O(g,t) = {Feite;, 1 <i<j<n},
Ot t) = {£(e;—¢j), 1<i<j<n}
Por lo tanto, el conjunto de las raices no compactas de ®(g,t) es
Q,(g,t) ={£(e; +e;), 1 <i<j<n}
Y el centro de £ es
(52) de = (Z €i)R
i=1
Fijemos el sistema de raices positivas de ®(¥,t) dado por
A={(e,—¢j), 1<i<j<n}

Todos los los conjuntos de raices no compactas V,, tal que ¥ = AU WV, es un sistema
de raices positivas se pueden representar de la siguiente manera:

U, = {(=1)" (e; +¢;), 1 <i<j<n}

con a;; € {0,1}.
Definamos los siguientes subconjuntos de raices no compactas dado por

Ii={(e1+en) (e2+en1),..., (e + €nkt1), .. (&1 + €11)}
si n es par.
J = {(e1 +en), (&2 4 €n1), ., (€x + €nps1), s (€1 + €142), (€11 + €142) },
J ={(e1 +en), (e2+en1), ., (€r + €nti1), .., (€1 + e1q2), (61 + €51) },

si n es impar.

TEOREMA 11. (a) Sin es un nimero par, entonces RTW, N3¢ # 0 si y sélo si [ C W,
o—1ICV,.
(b) Sin es un nimero impar, entonces RTW, N3 # 0 siy sélo si J C ¥, 0o —J CV,.

Demostracién: (a) Sin es un nimero pary I C ¥,, o —I C ¥,, entonces RT W, N3¢ # 0,
pues

e1+ey+...+e, €RTE, N3
silCV,y
—(e1+ex+ ... +e,) € RTU, N
si—I CVY,.

Reciprocamente supongamos que I ¢ ¥, y que —1 ¢ ¥,,.
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Si a € RTW,, entonces existen escalares m; > 0 para todo t tales que

n

n—1
o = Z Z (—1)‘11',]' min_i(igl)_(n_j) (ei + 6]‘).
i=1 j

=i+1
Si o € RTW,, N 3¢, entonces
(53 N = (a,e;)

para 1 < j < n. Sirazonamos andlogamente al caso g = sp(n, R) y calculamos explicitamente
las ecuaciones de (53) obtenemos nuevamente las ecuaciones (36), (37), (38), (39) y (40)
tomando b; = 0 para 1 < ¢ < n. Siguiendo los mismos pasos de la demostracion del
Teorema 1 para n par obtenemos

RYW, N3 =0,
silgV,y—1¢V,.

(b) Si n es un numero impar y J C ¥,, entonces
(e1+en)+(e2+ep1)+ ...+ (e-1 + e13)

1
+ 5[(61 +erq2) + (er + €rq1) + (€141 + €142)]

=(e1+eg+ ... +e,) ERTT, N e
Y si —J' C ¥,, entonces

(—e1 —en) +(—e2—en1) + ..+ (—€1-1 — €143)
1
+ 5[(_61 —er2) + (—er —e1) + (—epp1 — ergo)]

=—(e;+e+...+e,) ERTY, N3

Reciprocamente supongamos que J ¢ ¥, y que —J' ¢ ¥,,. Como las raices +(e; +e,,)
son no compactas entonces tenemos dos posibilidades, (i) (e;+e,) € ¥, o (ii) (—e; —e,) €
v,.

(i) Si (e1 + e,) € U, como J ¢ W, existe al menos un i tal que (—e; — e, ;1) €
U,. Sea k el menor ¢ que satisface esta condicién. Si razonamos analogamente al caso
g = sp(n,R) para n impar y calculamos explicitamente las ecuaciones (a,e;) de (53)
obtenemos nuevamente las ecuaciones (36), (37), (38), (39) y (40) tomando b; = 0 para
1 <@ < n. Siguiendo los mismos pasos de la demostracién del Teorema 1 bajo las hipotesis
n impar e I ¢ ¥,,, obtenemos

R, N 3¢ = 0.

(ii) Si (—e; —e,) € ¥, como —J" ¢ U, existe al menos un i tal que (e;+¢e,—;41) € ¥,,.
Sea k el menor i que satisface esta condicion. Nuevamente razonando analogamente al
caso g = sp(n,R) para n impar y calculamos explicitamente las ecuaciones (o, e;) de (53)
obtenemos las ecuaciones (10), (11), (12), (13) y (14) tomando b; = 0 para 1 < i < n.
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Siguiendo los mismos pasos de la demostracién del Teorema 1 bajo las hipotesis n impar
e —1 ¢ VU, obtenemos
R, Nz =0.

CASO g = su(p, q).

Sig= su(p, q), con p < ¢, entonces £ = u(p + q), y sus sistemas de raices con respecto
a t son

p+q p+q

(g t) ={£(ei—¢;), 1<i<j<p+q}C {Zniei 3 an = 0},
i=1 1=1

DL, t) ={£(e; —¢j), 1 <i<j<p}
U{t(er—e), p+1<k<l<p+q}

Por lo tanto, el conjunto de las raices no compactas de ®(g, t) es
D,(g,t) = {£(ei —ex), 1<i<p, p+1<k<p+q}
Y el centro de € es

3e=(qler +ex+ ...+ ep) - p(6p+1 + €pt2... T+ ep+q)>

Fijemos el sistema de raices positivas de ®(¥,t) dado por

A={(e;—¢j), 1<i<j<plU{(ex—e)p+1<k<l<p+gq}

LEMA 30. (i) Si (e; —e¢;) € Uy, paral < i <p yp+1<j<p+gq, entonces
(es—e) €V paral <s<iyj<t<p+gq.
(ii) Si (—e; +€j) € Uy paral <i<p y p+1<j<p+gq, entonces (—es +¢) € ¥,
parat <s<pyp+1<t<j.

Demostracién: (i) Si (e; —e;) € U,, para 1 <i<py p+1<j <p+q, entonces

) S
i— e = (e;—e;) +(ej —e), paraj <t <p+yq,
es—ej=(e;—e;)+(es—e;), paral <s<i—1,
es—e=(es—e;)+(ej—e), pral<i<pyp+1<j<p+gq.
(ii) Si (—e;+e; € ¥,) paral <i<py p+1<j<p+q, entonces
—es+e;=(—e +ej)+(e;—e), parai+ 1<k <p,
—ei+e=(—e +e)+ (e —e€j), parap+1<t<(j—1),

—est+e = (—es+e)+(er—ej), prai<s<pyp+1<t<j O

Definamos los siguientes conjuntos

I:= {6i - 6%‘}?:1
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donde
) 71— 1)(qg —
p
y
j = {_ei +6bi}€=1
donde ' .
i+1+ 2] 4 p si 1o ¢ 7,
b; =
- i(g—p) . i(q—p)
v+, +p 32—7;—€EZ,

i(g—p)

y [75%] es la parte entera de Ha=p),

LEMA 31. (i) Si 1 <1 < p entonces

(l_l)q_(l—l-lw]p) < 0.

p
(ii) Si 1 <1< p entonces
p=Da—(+q—b+1)<0.
Demostracién: (i) Si 1 <[ < p,

oo (e [E=201),

=(l-1(g—-p+p) —Ilp— p

{(l—l);q—p)]

(I - 1)(61-29)} )

=(l—1)(q—p)—p—{ )
_ ((l—l)(q—p) B {(l—l)(q—p)} _1>p<0

p p
pues para todo a entero no negativo, [a] = a—e con 0 < e < 1, por lo tanto a— [a] — 1 < 0.

(i) (a) Si @ ¢ 7 entones b = [ + [@] +1+p,y

p—Dg—(p+q—bi+)p=pb—p—p°—Ig

:p<l+[l(q;p)} —|—1+p>—p—p2—lq

{l(q—p)

p

=P

| ~tta-»




RESTRICION AL FACTOR SEMISIMPLE DE K 85

(b) Si —l(q;p) € Z entonces by = | + —l(q;p) +p,y

p—Dg—(p+q—bi+)p=pb—p—p°—Ig

l _
—p(l+¥+p) —p—p*—lq
=pl—Ilg+1i(g—p)—p
=—llg—p)+llg—p)—p=—p<0 O

DEFINICION 9. Dado un nimero entero a, definimos [alz, como el menor entero no
negativo congruente a a modulo p. Es decir

lalz, =a mod(p) y 0<]alz, <p—1.

Por otra parte sea

Demostracion:

e )=+l

LEMA 33. (i) Si (@M) € Z entonces [(p — i + 1)k|, = p.
(i1) Si <(i_1)p#) ¢ 7 entonces

[(p— i+ 1)E],
=(p—i+1)(g—p) —plg—p)+p {W} +p.

(iii) Si (@) € Z entonces [ik], = p.
(iv) Si @ & 7 entonces
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(i=1)(g—p)
P

Demostracién: (i) Notemos que ( ) € Z siy solo si

p|(i — 1)(¢ — p), lo que implica que p|(i — 1)g. Como k = [g]z, entonces existe m € Z tal
que k=qg—mpy

(p—i+1k=pg—p*m—(i—1)g+(i—1)mp
por lo tanto p|(p — i + 1)k lo que implica que [(p — i+ 1)k]z, = 0. Entonces por definiciéon

[(p—i+ l)k]p =D

(i) Si (ifl)p# ¢ 7Z entonces

[(p—z'+1>k1p=p( : :

(p—i+ Dk {(p—i—i—l)k})
q

it D)g—p) —(p—it1p| L

[ (452 [2)

=(@—i+)(g—p) —(p—i+1p |
_p[(p—ﬂrl)(q—p)} pp—i+1) {u}

p p
(p—i+ 1)(61-1))}
p

=(p—i+1)(q—p)—p{

=(p—z'+1)(q—p)—pl(q—p)——(i_l)p(q_p)}

(-Dlg—p)

}—Fp.
p

:(p—i+1)(q—p)—p(q—p)+p[

(iii) @ € Z siy solo si pli(q — p) lo que implica que plig,
ik =i(q — mp) =iq — imp

por lo tanto p|ik, lo que implica que [ik]z, = 0. Entonces por definicién

[ik]p =D
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(iv) Si Z(qpp ¢ 7 entonces

“oory 5l

-w( { D (55!

O

TEOREMA 12. Sea U = W(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene

a A. Entonces RTWU, Nize £ 0 siy sélo si I C U, 01 C,,.

Demostracion:
Si I C ¥, por Lema (30) las raices no compactas (e; — e;) € U,, paray; < j < p+gq.
Sea
P b
a=>Y "3 cjlei—e)),
i=1 j=
con
[(p—i+ Dklp sij=m,
(54) Cij =94 P si; < J <bi,

[ik], si j =b;,
Por definicién o € RTW,,, demostremos que
o€ R+ \Ifn N Zag

Si p = q entonces

OZ_ZP ’_ep—i—z

Si1<i<pysil<j<p
<O{, €i> =p
(a, €p+j> =P

Por lo tanto
o€ R+\Ifn M 3¢

Supongamos que p < ¢. Si 1 < i < p entonces
(55) (. i) = [(p — i+ D)K], + [ik], + p(bs

Tenemos cuatro posibilidades

-7 —1).
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A (i-1)(g— P)gZy qpp ¢7 B. (i— 1)q p)EZy qPP Z7

p

C. (i— 1)qu QZY Z(Qpp) €7 D. (i=1)(g—p) 1)(q p) €Zy Z(Qpp) A

A. Si Wl)}# g7y i(qT_p) ¢ 7. entonces

p<b,-—%—1)=p({w} - {WD

y por Lema (33) la ecuacién (55) nos queda
(a,e;) = [(p— i+ Dkl + [ik], + p(bi — 7 — 1)
— (p—i —p) = pla— i=1lg-p)
=@ —i+1)(g—p)—plg p)+p[ ) }

2] (252 [2-2)

=(qg—pp—i+1—p+i)+p

B. §i (=Lu=p) 7 y i(qT_p) ¢ 7., entonces

| p(bz-—%—l)zpqi(Q—p)}_(i—l)(q—p))

p p

y por Lema (33) la ecuacién (55) nos queda
{a,e) = [(p =i+ Dk + [ik], + p(bi =7 — 1)
o i(g—p) i(g —p)
=p+ilg—p)—p [T] +p [T] (i = 1)(g —p)

=p+(¢g—p)
=gq.

C. Si (Fl)p# &7y i(qp%p) € 7, entonces

(b — i — 1) = p (i(q—p) B [(i— 1)(«1—19)] B 1)

p p
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y por Lema (33) la ecuacién (55) nos queda
(o, ei) = [(p =i+ Dk + [ik]p + p(bi =7 = 1)
(i —1)(q— p)]
p

=(p—i+1)(q—p)—p(q—p)+p{ +p

+p+i(q—p)—p[(i_1;#}—p

=p—-i+1)(g—p)—pl¢g—p)+p+ilg—p)
=(q—plp—i+1—p+i)+p

D. Si (Fl)}.ﬁ €y @ € 7 entonces

(b — i — 1) = p <i(q1:p) _(@i-Dlg-p) 1)

p

y por Lema (33) la ecuacién (55) nos queda
(@, ) = [(p =i+ Dkl + [ik]p + p(bi =7 = 1)
=2 —(ilg—p)—(i—-Dlg—p)—p)=2p+(¢—p) —p

Si 1< j < g para calcular («, e, ;) debemos analizar estas cuatro posibilidades
A. p+ 7 =r; = by para algin ¢,
B. p+ 7 = > b;_; para algun 1,
C.p+j =b; <1 para algun 1,
D. bi-1 < p+j < ; para algun .

A.Sip+j = = b, para algin ¢, entonces W ¢ 7 pues de lo contrario la
hipétesis 7; = b;_, implicaria que
(t—1)(¢—p) (1 —1)(g—p)

p p
lo cual es absurdo. Entonces (54) y el Lema 33 implican que

(@, epry) = [(p =i+ Dk, + [0 = DA,
= ((p—i+1)(q—p) —plg—p)+p [—(i_ D}Eq_pq +p>
+ ((i—l)(q—p)—p{WD

(g—p)p—it+l-—p+i-—1)+p

i+ +p=(—-1)+ +p
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(ifl)}'ﬁ € Z pues de lo contrario

[(i - 1)p(q—p)]

B. Sip+j = > b;_; para algun 7, entonces

V(g —
¢+{W]+p>(i—1)+1+ +p
lo cual es absurdo. Entonces (54) y el Lema 33 implican que

(o, epyj) = [(p — i+ 1)k], = p.

i(g—p)
p

i+ 1+ {@} tp>(i+1)+ [@} +p
lo cual es absurdo. Entonces (54) y el Lema 33 implican que

(o, epyj) = [ik], = p.

C. Sip+ 7 =0b; <741 para algin 7, entonces € Z pues de lo contrario

D. Si b1 < p+j < para algin ¢, (54) implica que

<a7 6P+j> =P

Por lo tanto hemos demostrado que
< R+\I[n N ng

como queriamos demostrar.

Si I C U, por Lema 30 las raices no compactas (—e;i +epy,) € ¥, para 1 < i < bj. Sea

P b
= Z Z ¢ij(—ei +€5),
=1 j=vi
donde ¢; ; son los coeficientes definidos en (54). Procediendo de manera andloga al caso
en que I C V¥,, obtenemos que
a € R+\I’n M 13,

como queriamos demostrar.

Reciprocamente supongamos que I ¢ ¥, e I 7 v,.
Sea av € RTW,, Ni3e entonces existen escalares N, ax € {0,1} y my, > 0 para 1 < k < pq
tales que
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p  ptq
- Z Z 1)%aG=D%G=0) g1y (j-p) (€5 — €;)
i=1 j=p+l1
p+aq
= qzez p Z 61
i=p+1

Como *(e; —e, 1) son raices no compactas, tenemos dos posibilidades, (i) (e;—ep41) €
\Ifn (6] (11) —(61 — €p+1) € \Ijn
(i) Si (e; — €p1) € ¥,y por Lema 30

(e1—¢;) €Uy parap+1<j<p+ty,

entonces

Nqg={a,e) ZmZZO
por lo tanto N > 0.

Como I ¢ U, existe al menos un j tal que

—e;+e. 1G-1)(-— >€\Pn,
< j ]+[(J 1)p(q p)]+p
sea [ el menor j que satisface esta condicion y sea
I —1)(q—
P [( )(g p)]‘
p
Si2<t<Il—1,entonces a € R"W, N i3 satisface

(t=1)(g+1)+[ == ”

gN = (o, e;) = Z (—1)* m; + Z mi.

==t i=(t=1)(q+1)+[ L= 4
Por otra parte, para cada 1 < k < § — 1, existe un entero no negativo j; tal que
o [l= e = jila -~ )|
p p

:|§k’<jk+1+|:

y a € RTW, Ni3e satisface

p
a1+1
—pN = (@, epik) E M(i-1)g+k T E M(i-1)g+k + E :m(z’—l)q+k’
1=jr+1 i=l

_pN O{ ep+§ Z MGi-1)g+k + Z mG—-1)g+k-
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Por Lema 31
-1 P
0>{(l—1)g—6p} N =(a,) ei+ Y epus)
i=1 i=1
-1 qg—9
553) SLTMEINNS 3) S
j=1 i=1 j=l i=1

pues los escalares m; > 0 para todo ¢, por lo tanto N = 0 lo que implica que
RTW, Nize =0
como queriamos demostrar.

(i) Si (—e1 + ept1) € U, por Lema 30 (—e; + e,41) € ¥, para 1 < j < p lo que
implica que

p
_pN = <Oé, €p-i-1> Zm(i—l)q+1 > 07

i=1

como los escalares m; son no negativos, la ecuacién anterior implica que N < 0.
Como I ¢ VU, existe al menos un j tal que

(ej — ebj) ev,.

Sea [ el mayor j que satisface esta condicion.
Sil+1<j <p,entonces o € R*W, N iz satisface

(G=1)+bj—p Jq
gN = (o, e) = — Z m; + Z (—1)%m;
=([-1g+1 i=(j—1)+bj—p+1

Por otra parte

l

p
=N = (@ en) = =Y mngr + D M-,

i=1 i=1+1

y para by — p < k < g existe un entero no negativo j, tal que
b, —1 <k <b,

y « satisface

l Jr—1

_pN = <CY, €p+k> Z (i—1)g+k + Z (i—1)g+k + Z MG—1)g+k-

i=l+1 1=Jk
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Por Lema 31
P p+q
j:l+1 j:bl
(3—1)g+b—p—1 ptq 1
- Z Z m; + Z Z me-1)g+G-p) | <0,
J=l+1 i=(j—1)g+1 j=b; i=1

pues los escalares m; > 0 para todo t. Por lo tanto N = 0, lo que implica que
RTW, Nize = 0.

Esto termina con la demostraciéon del Teorema [

CASO g = ey(—25).

Sea g = e7(_25), entonces £ = es @ 50(2). Los sistemas de raices de g y € con respecto a t
son

@(g,t) = {j:ez + €;, 1 < 7 < ] < 6} U {i(—e7 + 68)}
6

6
1
U{i(§(§ (=1)"e; —e7 +eg)); | E niimpar},
i=1

=1

Ok, t) = {+e; £ej, 1 <i<j <5}

U {i(%(Z(—l)miei —eg—er+eg)); | Zmi par}

i=1
respectivamente.
Por lo tanto el conjunto de las raices no compactas de ®(g, t) es

q)n(g,t) = {j:el + €g, 1 S 1 S 5} U {:i:(—67 + 88)} U {i@k, 1 S k S 16},

donde )

?( €1 — ey —e3— ey — €5+ eg— ey + eg)

?<€1+62—63—64—€5+66—67+€8)
93—5(61—€2+€3—64—65+66—€7+68)
942%(61—62—63+€4—€5+66—67+€8)
95 ?(61—62—63—€4+€5+66—€7+68)
‘96_§< €1+62+63—€4—€5+66—67+€8)
97:%( e1+ ey —e3+eq—e5+ e — er + eg)
‘98 ?< €1+€2—63—64+€5+66—67+68)
99 5( 61—62+63+64—65+66—€7+68)
‘910: ( 61—62+€3—64+65+66—67+68)

(—e1 —ex—eg+eqg+e5+e5—er+es)
(61+€2+63+€4—€5+66—67+68)

D> D

= =
[\

I
DO |00 |0 | —
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913:%(61+€2+€3—€4+€5+€6—€7+68)
‘914:5(61+€2—€3+€4+€5+€6—67+€8)
915—%(61—62+63+€4+65+€6—€7+68)
‘916—5( 61+€2+63+64+€5+66—67+68)

Y el centro de £ es
3e = <266 — é7 + 68)-
Fijemos el sistema de raices positivas compactas

en el cual

ﬂlz%(el_62_63_64_65_66_67"’68)
52:%(_61+€2_63_64_65_66_67+68)
B3 = 5(—e1 —ea+e3—e4—e5 —eg— €7+ eg)
ﬁél:%(_61_62_€3+64_65_@6_67+68)
55:?(—61—62—63—€4+€5—€6—€7+€8)
Bs = 3(e1+ea+e3—es—es—es—er+es)
ﬁ7:%(61+€2—€3+€4—€5—66—€7+68)
58:%(61+€2_63_64+€5_€6_67+68>
ﬂgz5(61—€2+€3+€4—€5—€6—€7+68)
610—%(61—62+€3—64+65—€6—€7+68>
ﬁll—%(61—62—€3+€4+65—€6—€7+€8)
512—%( e1+ex+e3t+es—es —eg—er+eg)
513—?( e1+e+e3—eg+es—eg—er+eg)
514—%( e1+es—e3t+es+es —eg—er+eg)
515—?( 61—€2+63+64+€5—66—67+68)
616——(61+€2+€3+€4+€5—66—€7+68)

LEMA 34. (i) Supongamos que 0s € V,,, entonces (—er +es) y 8, € ¥,
para j € {2,3,4,5,6,7,8,12,13,14,15,16}.
(ii) Supongamos que Oy € V,,, entonces (—e7 + eg) y O € ¥,
para k € {2,3,4,6,7,9,12,13, 14, 15, 16}.
(#i) Supongamos que ey + eg € W, entonces (—ez +eg) y 0; € U,
para i € {2,3,4,5,12,13, 14, 15}
(iv) Si —eq — e € U, entonces te; —eg € ¥, con 1 < i < 5.
(v) Si —0s € V,,, entonces —8; € V¥, para j € {1,10,11}.
(vi) Si —0y € V,,, entonces —0 € V,, para k € {1,10,11}.

Demostracién: (i) Si 6 € U,,, entonces (—er + es), 0; € ¥, para
Jj€42,3,4,5,6,7,8,12,13,14, 15,16}, pues las raices (e; £e;) CACWU¥sii<jy

Oy = Os + (e1 — e5) O3 = Os + (€1 — e2) + (€3 — e5)
94 = 98 + (61 — 62) (64 — 65) 95 = 98 + (61 — 62)
96:98+(€3—€5) (97:98+(64—€5)
(912 = 08 + (61 — 65) -+ (63 —+ 64) (913 = (98 + (61 -+ 63)
‘914 = 98 + (61 -+ 64) (915 = 98 + (61 — 62) -+ (63 —+ 64)

016 = Os + (€2 + €4) —er +eg = b5+
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(ii) Si #y € W,, entonces (—ey + eg), O € V,, para
ke {2,3,4,6,7,9,12,13,14,15,16} pues
02:09+(€1—€3)+(62—64) 03:09+(61—€4)

94:99—|—(61—63) 96:99+(62—64)
(97 = (99 -+ (62 — 63) (912 = 99 + (61 + 62)
(913 = (99 + (62 — 64) + (61 + 65) 914 = (99 + (62 — 63) + (61 + 65)
(915 = 99 + (61 + 65) 616 = 99 + (62 + 65)

—e7+eg = b6+

(iii) Sie; +es € ¥, como f; € A C ¥ para 1 < i < 16, entonces
Or = (e1 +e6) + Br € U,
para k € {2,3,4,5,12,13,14,15}, v (—e7 + eg) = Oy + (1.

(iv) Si —e; — eg € ¥,,, entonces +e; — eg € ¥, para 1 < i < 5 pues
:l:ej—€6:(—€1—€6)—|—(€1:|:€j), 2§]§5y
€1 — € — (—61 — 66) + (61 + 62) + (61 — 62).

(v) Si —0g € ¥,, entonces —0; € ¥, para i € {1,10,11} pues
—91 = —98 + (62 + 65) —910 = _98 + (62 — 63)
—b11 = —bs + (€2 — e4)

(vi) Si —fy € U,, entonces —0; € ¥,, para i € {1,10,11} pues
—91 = —99 + (63 + 64) —910 = —99 + (64 — 65)
—011 = —99 + (63 — 65) O

Sea I el subconjunto de raices no compactas definido por
I = {0s,09, €1+ es}

TEOREMA 13. Sea U = W(g,t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene
a A. Entonces RYW, Nize #0 siy sélosi I C ¥, o—1CW,.

Demostracién: Si I C V,, entonces
2e6 — 7+ eg = Og + 0y + (e1 + eg) € RTW, N 3.
Anélogamente si —I C V¥, entonces
—2e + €7 — eg = —Og + (—0y) + (—e1 — eg) € RTW,, N ize.

Reciprocamente si I ¢ V,, e —[ ¢ U,,; entonces ocurre alguno de los siguientes casos:

(A) {987 99, —e] — 66} C \Ifn (B) {987 —99, e + 66} C ‘Ifn
(C) {_087 99, e+ 66} - \I]n (D) {_987 —99, €1+ 66} C \Iln
(E) {_987997 —€e1 — 66} C \Ifn (F) {‘987 —89, —€1 — 66} C \I’n
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En cada caso clasificamos todos los subconjuntos de raices no compactas ¥,, que contienen
al subconjunto dado, tales que ¥ = A U ¥, es un sistema de raices positivas de ®(g, t).
Y demostramos que

R*W, Nize = 0, para cada uno de ellos.

(A) Supongamos que {fs, 0y, —e; — g} C ¥,,. Por Lema 34

0, eV, paral<i<lI1ly
Fe;—es €V, paral < j <5,

Existen cuatro subconjuntos de raices no compactas (¥;),, 1 < i < 4 que contienen al
subconjunto {fs, 0y, —e; — €6} tales que ¥ = AU (¥;),, es un sistema de raices positivas
de ®(g,t). Ellos son

(V1) =40, i € [} U{=0;,i € J1}U{—er+es} U{Le; —eg, 1 <i <5},
donde I, = {2,3,4,5,6,7,8,9,12,13,14, 15,16} y J, = {1,10, 11}.

(Vo) ={b;, i € L} U{—0;,i € o} U{—er +es}U{Le; —es, 1 <i <5}
donde I, = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,13,14,15,16} y J, = {1,11}.

(Us)n ={—01}U{0;, 2 <75 <16} U{—er +es} U{te; —eg, 1 <i <5}

(Uy), =10;,1 <j <16} U{—er+es}U{Fe; —es, 1 <i <5}

(a) Si a € RT(Wy), Ni3e, entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <1 <27
tales que

5 5
o = Z n;6; — Zniei + Z nigti(€i — eg) + Z No14i(—€ — €6)
1 i=1

i€l i€Jy 1=

+ n27(—e7 + 68) = N(2€6 — €7 + 68),

y satisface las siguientes ecuaciones

5 1 9 11 3 16 21 26
(1) 0= <047Z€z‘> =5 <5n1_§ni+zni> +§Zni+zni_znia

=1 1=10 =12 =17 1=22

9 11 16
1
(3) N = <Oé,€8> = 5 <—TL1 +Z7’Ll — an—f— Z’I’LZ> —|—TL27
=2

=10 =12
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De (3) tenemos que
] G
5( an—i—ZnZ):éZni—i—nw—N
=10 i=12

Combinando la ecuacién (4) con las ecuaciones (1) y (2) obtenemos que

21
O:2<n1+n27+2n,> .

i=12
Como por hipétesis los escalares n; > 0 para todo 4, la ultima ecuacion implica que
n; =0, i €{1,12,13,14,15,16, 17,18, 19, 20, 21, 27}.
Por otro lado

0= {a,e; —eg + 2eg) = anLan

1=23
lo que implica n; = 0, para i € {2,3,4,5,23,24,25,26}, y
0= <Oé,262—|-63+€4> =nNg + N7y + Ny + N1

lo que implica n; = 0, para i € {6,7,10,11}.
Por 1ltimo tenemos que

1
0= (a,er) = 5(_718 —ng) — Naa

lo que implica n; = 0, para i € {8,9,22}. Por lo tanto a =0 y
R*(Uy), Nizge =0

como queriamos demostrar.

(b) Si @ € R*(Wy), N i3 entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 < i < 27
tales que

Zm@ —i—ZnG —i—an e; — €g)

i€l i€J2 =17
26
— Z ni(—ei — 66) + n27(—67 —|— 68) = N(2€6 — €7 —f- 68),

=22
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y satisface las siguientes ecuaciones

()O—aZel—an—ir <n1 an+n11+32n,>+2m an

=1 =12 =17 =22

(2) N = (a, eg — es) Z n;

(3)N <Oé 68 nl—i-ZnZ—nu—l—Zm + nory.

De (3) obtenemos

Combinando la ecuacién (4) con las ecuaciones (1) y (2) tenemos que

21
0= (2711 +n27+zni> )

=12

como por hipétesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para
i€ {1,12,13,...,21,27}. Por otra parte

N:<a,el+eg>:n2+n3+n4+n5—n22:(a,eg—eg>:—Zni,

=22
es decir que
0= Z n; + Z n;
=23
por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25,26}. Ademés
0= (a,e; —ey) = —ng — Ny — ngy, entonces n; = 0 para i € {6,7,22},

{
= (o, e9 — e3) = —ng — nyp, entonces n; = 0 para i € {9,10},
= (o, e3 —e4) = nq1, entonces ny; =0
= (o, e1) = 2(—n8),entonces ng =0,

N = (a,es) =0
Por lo tanto a = 0 lo que implica

R*(¥y), Nizge=0

como queriamos demostrar.
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(c) Si @ € R*(W3), Ni3 entonces existen escalares N € Ry n; > 0, 1 < i < 27 tales
que

= —mb; +Zn 01 +Zn16+z e; — €p)
+ Z No1+i(—e; — €g) + nor(—er + eg) = N(2eg — e7 + e3),
—1

y satisface las siguientes ecuaciones

Combinando estas ecuaciones obtenemos

16 26 21 26
O:2n1+2n27+22n2+2m+2m—an

=12 1=17 =17 =22

21
=2 <n1+n27+2ni>,

=12

lo que implica n; = 0 para i € {1,12,13,...,20,21,27}. Ademas

5
N ={a,e; +es) = E n; — noy = (a, e — eg) E n;, es decir
=2

1=22
5 26
0= Z n; + Z n;y
=2 1=23
1

0 =<Oé, €1> = 5(—716 — N7 —Ng —Ng — N1 — nn) — N22

por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,...,10,11,22,23,...,26}, a =0y

R (W3), Ni3e = 0.
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(d) Si a € RT(¥,), N iz entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 < i < 27
tales que

16 5 5
a = Z n; + Zn16+i(ei —eg) + Z no1+i(—e; — ) + nor(—er + eg)

= N(266 —er+ 68).

Entonces tenemos que

16
1
N = (a,es) =3 E n; + ngy > 0,
i=1

26
N:<C¥,€6_€8>:_Zni—n27§0.

=17

Por lo tanto N =0y
R*(Uy), Nize = 0.

(B) Supongamos que {0, —0y, (e; + €5)} C ¥,,, por Lema 34

6, € W, para i € {2,3,4,5,6,7,8,12, 13,15, 16},

—0; € U,, paraie€ {1,10,11}.

Ademas (e; —eg) € U, para 1 <i <5y (—e; —eg) € ¥, para 3 < i <5 pues

e; —eg = —0g + P15+ (e; —e5), paral <i <4y
es — eg = —bg + P,

—e; —eg = —0g+ 31+ (e3 —e;), parad <i <5y

—e3 —eg = —b + P

Existen tres subconjuntos de raices no compactas (¥;),, 1 < i < 3 que contienen al
subconjunto {fs, —6y, e; + €6} tales que ¥ = A U (;),, es un sistema de raices positivas
de ®(g,t). Ellos son

(q/l)nz{ei,iE[g}U{—ei,iE Jg}U{—€7+€8}U{€i—€6, 1 §Z§5}
U{€i+66,1§i§2}U{—6i—€6,3§i§5},

(\Ijg)n = {91, 1 E Ig} U {—92, 1€ Jg} U {—67 + 68} U {Gi — €g, 1 S 1 S 5}
U{er +est U{—e; —eg, 2 <i <5},

(U3), = {0;, i € 5} U{—0;, i € J5} U{—er +es}
U{e; —e6, 1 <i<5U{—e; —eg, 1 <i <5},

donde I3 = {2,3,4,5,6,7,8,12,13,14,15,16} y J; = {1,9, 10, 11}.
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(a) Si a € RT(Wy), Ni3e entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <14 < 27
tales que

2
o = Zm@ — Zmﬂ + anﬁ—H €; ) + Zn21+i(ei + 66)

i€l3 i€Js =1
+ Z No1+i(—e€; — €6) + nar(—er + es) = N(2e6 — er + es),

y satisface las siguientes ecuaciones

o_azel <5n1 Zm+zm+3zm)+zn, S

=12 =17 =24

(2) N = (o, eg — eg) :n22+n23—2ni—2ni,

=17 i=24
(3) N = (a, es) nl—l—an an—l—an + Nogy.
=12

De (3) obtenemos

1 8 11 1 16
=2 1=9

=12

Combinando la ecuacién (4) con las ecuaciones (1) y (2) tenemos

16 23 26
O:2n1+n27_N+QZni+Zni_Zni

=12 =17 i—24
21 27 16
:2n1+n27—(n22—|—n23—5 ni_g ni)+2§ n;
=17 i—24 i—12
23 26 21
‘l‘g ni_g n; =2 nl—l—n27+g ni |,
i—17 i—24 i—12

como por hipdtesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, con
i€ {1,12,13,...,21,27}. Por otra parte

(56) 0= (a,e; +e3) fng—ianZ—l—an,

=22
es decir n; = 0, para ¢ € {2,9,10,11,22,23} y
N = {(a,e; +es) =nz+ng+ns >0

N = (a,e6 — €g) = —Ngg — Ngs — Nagg < 0
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por lo tanto N = 0 lo cual implica que
R (1), Nige =0

(b) Si a € RT(W,),, N i3 entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 < i < 27
tales que

a—ZnQ —Znﬂ "’anﬁ—‘m e; — €g) + noz(er + e)

i€l 1€Jy
-+ anpﬂ'(—ei — 66) —+ n27(—e7 + 68) = N(266 — €7 + 68),

y satisface las siguientes ecuaciones

O—aZeZ <5n1 ZnZ—Fan—l—Ban)—l—an Zn

=12 1=17 1=23
(2)N:<a,e6—68>:n22—2ni—2ni

=17 1=23

(B3) N = (a, es) = nl+ZnZ an+2nz+n27

1=12

Combiando estas ecuaciones de manera analoga al caso anterior obtenemos

21
0:2<n1+n27+2m>;

i=12
lo cual implica que n; =0 ¢ € {1,12,13,...,20,21,27}. Por otra parte tenemos
N: <Oé,61+€8> :n2+n3+n5+n22

26
= (04766 - €8> = Na2 — an

=23
lo que implica n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25,26} y ademés
0= (a, ea + e3) = ng + nq1, entonces ng = ny; =0,
0= (a, ez + e4) =ny + nyg, entonces ny = nyg =0,
= (@, e5 + e5) = ng + ng, entonces ng = ng = 0,
0 = (o, €1) = nga, entonces ngy = 0.

Por lo tanto N =0y
R*(W5), Nige =0

como queriamos probar.
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(c) Si a € R*(VU3),, Nize, razonando andlogamente al caso anterior, existen escalares
N eRyn; >0 para 1l <1 < 27 tales que

5
a=> nb;—> nb; +Zn16+z e —eg) + Y marpi(—e; — eg)
i=1

S i€y
+ TL27(—€7 + 68) = N(266 —er + 68),

y satisface las siguientes ecuaciones

(1)O:<Q’Z€Z> <5n1 an+2nl+32nz>+2nz an

=12 =17 1=22

(B) N = (a,es) = nl—l—ZnZ an—l—an#—nm

=12

Combiando estas ecuaciones de manera obtenemos

21
0=2<n1+n27+zni>,

i=12
lo cual implica que n; =0 ¢ € {1,12,13,...,20,21,27}. Por otra parte tenemos

N:(a,el+eg):n2+n3+n4+n5—n22

= (o, e6 — €3) an

1=22
lo que implica n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25, 26} v ademés
0 = (o, e2 + e3) = ng + nqyy, entonces ng = nyy = 0,
= (a, €9 + €4) = ny + nyg, entonces ny = nig = 0,
= <047 e + 65) = ng + ng, entonces ng = ng = 0,
0 = (@, e1) = —nge, entonces ngy = 0.

Por lo tanto N =0y
R*(U3), Nizge =0

como queriamos probar.
(D) Existe un unico subconjunto de raices no compactas W,, que contiene al subcon-

junto {—0s, 0y, (e1 + €6)} tal que ¥ = AU V¥, es un sistema de raices positivas de ®(g, t)
y esta dado por

{QZ,Z S ]4}U{—91,Z € J4}U{61:|:66}U{:|:6i—66,2 S 1 S 5}
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donde I :={2,3,4,5,6,9,12,13,15,16} y J4 := {1,8,10, 11}, pues por Lema 34 6, € ¥,
parai € Iy, —0; € ¥, parai € Jy, y (—er + eg) € ¥,, Ademés

—ez —eg = —bs + 5

ey —e;) para 3 <i < 5,
e1+ e)
)
)

ey —e;), para 3 <1 < 5.

Supongamos que « € RTW, N i3 entonces existen escalares N € R y n; > 0 para
1 <4 <27 tales que

o= Z n;0; — Zn,@ + Z Nigi(€

i€y 1€Jy
5
+ ngg(el + 66) + anlﬂ-(—ei — 66) = N(266 — €7 + 68),
1=2

y satisface las siguientes ecuaciones

5
(1)0:<04,Z i) = <5n1 an—irng—ngjLZrLZ—irZ%Zm)—ianz an
i=1 1=10 =12 =17 1=23
(Q)N:<04766—€8>:n22—zni—2ni
i=17 i=23

(3) N = (a, es) n1+2n1—n8+n9—2n1+2n1 + Noyy.

1=10 =12
De (3) obtenemos
16
—<n1 an%—ng—ng—i—Z) Z’I’LZ’—N—FTL27.
=10 20
Combinando la ecuacién (4) con las ecuaciones (1) y (2) tenemos

21
0:2<n1+n27+2ni>,

=12
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como por hipétesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para
i€ {1,12,13,...,21,27}. Ademads

N = (o, e1 + eg) = ng + ng + Ny + 15 + N
26
= (o, e6 — €3) = Mgy — g n; es decir

1=23
5 26
1=2

=23
por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25,26}. Por otra parte tenemos que
0 = (@, ez + e3) = ng + ny1, entonces ng = nyy =0,
0 = (a, e + e4) = ny + nyg, entonces ny = nyg = 0,
0 = (o, ea + e5) = ng + ng, entonces ng = ng = 0,
0 = (o, €1) = nag, entonces ng = 0.
Por lo tanto N =0y
RTW, Nize =0

como queriamos probar.

(D) Supongamos que {—6s, —09y,e; + €6} C V,,. Por Lema 34
0, € U, paraic {2,3,4,5,12,13,14,15},
—0; € V,,, parai€ {1,8,9,10,11}.
Ademsas
—ey —eg = —0s+ 5
—e; —eg = (—eg —eg) + (e2 — ¢;) para 3 <1 <5,

e1 —eg = (—ea —eg) + (e1 + e2)
ey —eg = (—ey —eg) + (ea + e3) + (ea — €3)
e;—eg = (—ex—eg) + (ea—e;), para3 <i <5y
—er +eg =0y + (5.
Existen cuatro subconjuntos de raices no compactas (V;),, 1 < i < 4 que contienen

al subconjunto {—60g, —fy, e; + e} tales que
U = AU(¥;), es un sistema de raices positivas de ®(g, t). Ellos son

(\Ill)n = {9“ 7 € [5} U {—9“ 7 € J5} U {—67 + 68} U {61 + 66}
U{:l:@i—GG, QSZSE)},
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donde 5 = {2,3,4,5,12,13,14,15} y J; = {1,6,7,8,9,10, 11, 16}.

(‘I’Q)n = {91, 1€ [6} U {—92, 1€ JG} U {—67 + 68} U {61 + 66}
U{j:ei—eg, 2§Z§5},

donde Ig = {2,3,4,5,12,13,14,15,16} v Js = {1,6,7,8,9, 10, 11}.

(\Ifg)n = {9“ 1€ [7} U {—Gi, 1€ J7} U {—67 + 68} U {61 + 66}
U{:I:ei—e(;, QSZSE)},

donde I = {2,3,4,5,6,12,13,14, 15,16} y J: = {1,7,8,9, 10, 11}.

(Va)n = {0, 1 € s} U{—=0; i € s} U{—er+es} U{er e6}
U{j:ei—e(;, QSZSE)},

donde Iy = {2,3,4,5,6,7,12,13,14,15,16} v Js = {1,8,9,10,11}.

(a) Si v € RT(Wy),, Ni3e entonces existen N € Ry n; > 0 para 1 <14 < 27 tales que

o= Z nit; — Znﬂ + Z N16+i(€s ) + noz(e1 + €s)

i€l i€Js

+ ZnQ]_J,_i(_ei — 66) + n27(—e7 + 68) = N(266 — €7 + 68),
y satisface las siguientes ecuaciones

16
(1)0={a,er) Z +n17 + Naa,

=1

lo cual implica que n; = 0 para i € {1,2,...,16,17,22}. Ademés

(2) 2N = («, eg) an an<0 y

=17 =23
(3) N = («a, eg) = ng7 > 0.

Entones (2) y (3) implican que N = 0. Por lo tanto
R*(Uy), Nizge =0

como queriamos probar.
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(b) Si v € RT(Wy),, Ni3e entonces existen N € Ry n; > 0 para 1 < i < 27 tales que
o= anﬁ — Znﬂ + angﬂ e; — eg) + naa(er + eg)
i€lg 1€J6

—|— Z n21+i(—e,~ — 66) + n27(—e7 —|— 68) = N(2€6 — €7 —f- 68),

y satisface las siguientes ecuaciones

5
:oz,Zel <5n1 an—{—Zn,%—?)Zn,)—{—an an
=1

=12 =17 =23
(2)]\7:(a,eG—eg):ngg—Zni—Zni

=17 1=23

(3) N = («, e3) n1+2nl Znﬂanl + nNogy.

=12

De (3) obtenemos

i:12

%( an—i-Z) ini—N—Fny.

Combinando la ecuacién (4) con las ecuaciones (1) y (2) tenemos
21
0=2 (nl—l—ny—l—Zni) .
=12

Como por hipédtesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para
i€ {1,12,13,...,21,27}. Ademas

Oé 61 E nz+n22

entones n; = 0 para i € {2,3,...,11,22}. Por otra parte
N = <a768> - Oa

por lo tanto

R*(W5), Nige = 0.
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(c) Si a € RT(W3),, Nize entonces existen N € Ry n; > 0 para 1 < i < 27 tales que

@:Zni ; Znﬂ +Zn16ﬂ ei — eg) + naa(er + eg)

i€lr 1€J7

-+ Z n21+i(—6i — 66) =+ n27<—€7 + 68) = N(266 — €7 + 68),

y satisface las siguientes ecuaciones

(1)02(04,‘260 <5n1 Znﬁ—an—i-?)Zm)#—Zm an

=1 =12 =17 1=23
(2)N2<Oé,€6—€8>ZHQQ—ZTLZ'—ZTLZ'
=17 =23
(3) N = («, es) nl—l—an an—i—an + nory.
=12

procediendo de manera analoga al caso anterior tenemos que

21
0:2<n1+n27+2n2> .

=12

Como por hipétesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para
i€{1,12,13,...,21,27}. Ademas

N = (a,e; + es) = ng + ng + ng + ns + nog

26
= <04,€6 —68> = N2 — an

=23
por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25,26}. Por otra parte

0= (a,ea+ e3) = ng + nqy, entonces ng =nq =0,

111

0= (a,e) an + nag, entonces n; = 0 para i € {7,...,11,22}.
=7

Por lo tanto N =0y

R*(W3), Nize = 0.
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(d) Si v € RT(Wy),, Ni3e entonces existen N € Ry n; > 0 para 1 < i < 27 tales que

o= Z nit; — Z nit; + Z N16+i(€ ) + naa(er + es)

1€l 1€Jg

-+ anlﬂ-(—ei — 66) + n27(—e7 + 68) = N(266 — €7 + 68),

y satisface las siguientes ecuaciones

5
:a,ZeZ <5n1 an+2nl+32nl>+2nz an
=1

=12 =17 =23
(Z)N:(a,66—eg):n22—2ni—2ni

1=17 1=23

(3)N <CY 68 nl—i-ZnZ an—i-an + noy.

=12

procediendo de manera andloga al caso anterior tenemos que

21
0:2<n1+n27+2m>.

1=12

Como por hipétesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para

i€{1,12,13,...,21,27}. Ademss
N = (a,e1 +es) =ng +ng + ny + 15 + na

= <Oé;€6—€8> :nQQ_Zni

=23
por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25,26}. Por otra parte

0= (a,ea + e3) = ng + nyy, entonces ng =nyy =0,
0= (a,e3+e4) =ny+nyg, entonces ny =nyg =0,

11

1
an + ngy, entonces n; = 0 para i € {7,...,11,22}.

0= (a,ep)

Por lo tanto N =0y
R (Uy), Nize =0,

como queriamos demostrar.
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(E) Supongamos que {—6g, 6y, —e; — eg} C ¥,,. Por Lema 34 y
(—er +eg) €V,
0, € U,, paraic {2,3,4,6,7,9,12,13,14,15, 16},
—0; € V,,, parai€ {1,8,10,11}.
(+e; —eg) € U, paral <i<5.

Existen dos subconjuntos de raices no compactas (V;),, 1 < i < 2 que contienen al
subconjunto {—60g, 0y, —e; — e} y tales que
U =AU (¥;), es un sistema de raices positivas de ®(g, t). Ellos son

(W), ={te; —es, 1 <i <ByU{—er+es}U{b;, i€ Lo} U{—b; i€ Jo}
donde Iy = {2,3,4,6,7,9,12,13,14,15} y Jy = {1,5,8,10,11}.

(Ua), = {Fei—es, 1 <i<5}U{—er+es}U{0;, i€ 1o} U{=0; i€ Jio}
donde Iy = {2,3,4,5,6,7,9,12,13,14,15} y Jio = {1,8,10,11}.

(a) Si @ € RY(Wy), N i3z entonces existen N € Ry n; > 0 para 1 < i < 27 tales que

o= Znﬂ — Znﬂ +Zn16+1 e; — €g)

i€l10 i€J10
+ Z n21+i(—€i — 66) + n27<—€7 + 68) = N(2€6 — €7 + 68),

y satisface las siguientes ecuaciones

= E 5n1—n2—n3—n4+n5—n6—n7

16 21 26
+n8_n9+n10+n11+3zni)+zni_Zni

=12 =17 =22

(2) N = (a, eg — es) an
=17
1
(3)N:<a,eg>:5(—n1+n2+n3—|—n4—n5—|—n6+n7—n8
16

+ng —nyjp — N1 + E n;) + nor.
12

De (3) obtenemos

1
(4) 2(”1—n2—ng—n4+n5—nﬁ—n7+n8—n9+n1o+n11 an N + ngz.
=12
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Combinando la ecuacién (4) con las ecuaciones (1) y (2) tenemos

21
0:2<n1+n27+2nz> .

=12
Como por hipétesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para
i €{1,12,13,...,21,27}. Ademss

0= (a,e; +e5) = —ngs —ng — ny — Ng — Nigg — Ng
por lo tanto n; = 0 para i € {5,6,7,9,22,26}. Y
0=2(a,e1) = ng +nz +ny +ng + nyo + N1
por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,4,8,10,11}. Lo que implica
N = {a,eg) =0,
y por lo tanto

R*(U4), N ize = 0.

(b) Si @ € RT(Wy), N ize entonces existen N € R y n; > 0 para 1 < i < 27 tales que

o= Znﬂ — Znﬂ +Zn16+1 e; — €g)

1€l i€J11
-+ E n21+i(—€i — 66) —+ n27<—€7 + 68) = N(266 — €7 + 68),
y se satisfacen las siguientes ecuaciones

1)0 = (a, E e;) 5n1—n2—n3—n4—n5—n6—n7

16 21 26
+n8—n9+n10+n11+32ni)+2ni—Zni

=12 =17 1=22

(2) N = (o, eg — es) an
1=17
1
(3)N:<a,eg>:5(—711—|—n2+n3+n4+n5+n@+n7—ng
16

+ng — Ny — N1 + E n;) + Nor.
12

Combinando estas ecuaciones de manera andloga al caso anterior, tenemos

21
0:2<n1+n27+2n1> .

=12
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Como por hipdtesis n; > 0 para todo 7, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para
i€ {1,12,13,...,21,27}. Ademas

N:(a,el—l—eg):n2+n3+n4+n5—n22

= (o, e6 — €3) an

1=22
por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25,26}. Y
1
0= {a,e5) = 5(=ng —ny —ng —ng —nig —nu1)
por lo tanto n; = 0 para i € {6,7,8,9,10,11}. Lo que implica

N = (a,es) =0,

por lo tanto
R*(Uy),, Nize = 0.

Como queriamos probar.

(F) Supongamos que {6g, —0y, —e; — eg} C ¥,,. Por Lema 34

(—er+eg) €V,
0; € U, parai € I1; :={2,3,4,5,6,7,8,12,13,14, 15, 16},
—0; € V,,, parai€ Jy;:={1,9,10,11}.
(£e; —eg) € U, para 1 <7 < 5.

Entonces el inico subconjunto de raices no compactas ¥,,, que contiene al subconjunto
{—0s,09, —€1 — eg} tal que ¥ = A U W¥n es un sistema de raices positivas de ®(g,t) es

\Iln:{:lzei—ef;, 1 §Z§5}U{—€7+€8}
U {92, 1€ ]11} U {—Qi, 1€ Jll}-

Si v € RT(Wy),, Ni3e entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <14 < 27 tales
que

&:Znil ane +Zn16+z

1€l12 1€J12
+ Z no1+i(—e€; — €g) + nar(—e7 +es) = N(2e6 — e7 + es),

y satisface las siguientes ecuaciones

5
a,z:eZ 5n1 an—i—ZnZ—%San—l—an Zn,

i=1 =12 =17 =22
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(2) N = (a, eg — eg) :—Zni

i=17
] 8 1 16
(B)N = (a,es) = =(—mi+ Y n;— » n;+ » n;)+nor.
2
i=2 =9 12

Combinando estas ecuaciones de manera andloga al caso anterior, tenemos
21
0=2(ny +nor+ E n; | .

1=12

Como por hipétesis n; > 0 para todo j, la ecuacién anterior implica que n; = 0, para
i€{1,12,13,...,21,27}. Ademas

N = (o, e + eg) = ng + ng + ng + ns — nag

26
= (o, e6 — €3) :—Zni

=22

por lo tanto n; = 0 para i € {2,3,4,5,23,24,25,26}. Y

1
0= <Oé,€2> = —(n6+n7+ng—|—n9+n10+n11)

2
es decir n; = 0 para i € {6,7,8,9,10,11}. Lo que implica
N = {a,eg) =0,

y por lo tanto
RTW, Nize = 0.

Como queriamos probar. Esto finaliza la demostracion del Teorema [

CASO g = eg(—14)-

Si g = eg(—14), entonces € = 50(10) @ s0(2), y sus sistemas de raices con respecto a t
son

O(g,t) ={£e; £e;, 1 <i<yj<5}

U {i(%(Z(—U”iei —eg—er+eg)); | Zn, par}

=1

Dt t) = {te; te;, 1 <i<j<4}U{£f,1<i<8}

respectivamente, donde
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(61—62—63—64—65—66—€7+€8),
(—e1+ex—e3—eqg—e5—eg —e7 + €3),
( 61—62+€3—64—65—66—67+68),
( 61-62-63"‘64—65—66—67—'—68)
(€1
(
(

= +ex+e3—es—es —eg—er+eg),
e1+ey—e3+eqg—es—eg—er+es),
61—€2+63+€4—€5—66—67+68)

(—e1+ex+e3+eqs—e5 —eg—er+es).

58

Por lo tanto el conjunto de raices no compactas de ®(g,t) es

D, (g,t) = {Fe; kes, 1 <i <4} U{E6;, 1< j <8},

_ 1
t
_ 1
i
_ e
t
f
2

donde
1(—e1 —ey—e3—es+es—eg—er+eg),
92—%(614—62—63—64+65—66—€7—|—68)
‘93:l(el—62+63—€4+65—66—67+68)
94 i(61—62—63—|-64—|—65—66—6374-68),
‘95—§< 61+€2+€3—€4+€5—€6—€7+€8),
96:%( e1+ e —e3+estes —eg—er+eg),
?< 61—62+63+€4+65—66—67+68)
5(61+62+63+64+€5—66—67+68)

Entones centro de € es
3¢ = (3e5 — eg — e7 + e3).

Fijemos el conjunto de raices positivas de ®(&,t) definido por

LEMA 35. (i) Si 6, € V,, entonces 0; € V,, para 1 < i < 8.
(ii) Si 07 € V,, entonces 0; € ¥, para 2 < i < 8.
(iii) Si —6; € V,, entonces —0, € V,,, (¢, —e5) € U, para 1 <i <4y (—e; —e5) € U,
para 3 <1 < 4.
(iv) Si —6, € V,, entonces (e; —e5) € ¥, para 1 < i < 4.
(v) Si (e1 + e5) € ¥, entonces 0; € V,, para i € {2,3,4,8}.
(vi) Si (es + e5) € U,, entonces (eq +es5), 0; € ¥, para i € {2,3,4,5,6,8}.
(vii) Si —eq — e5 € U, entonces (£e; —e5) € W,, para 1 <i < 4.
(viii) Si —ey —e5 € U, entonces (—e; —es) € ¥, para 2 < i < 4, y (e; —e5) € U, para
1 <7 <4,

Demostracién: (i) Si 6, € U,, entonces 0; € V,, para 1 <i < 8 pues

92:91+(61+62) 93:91+(61+63) 94:91+<61+€4)
95:91+(€2+€3) 96:91+(62+€4) 97:91+(€3+64)
98 = (61 + 62) + (63 + 64).

(ii) Si 6; € ¥, entonces 0; € ¥,, para 2 < i < 8 pues
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‘92207+(€1—63)+(62—64) 03:97+<€1—64)
04:07+(€1—€3) 95:07+(62—64)
0 = 07 + (e2 — e3) Os = 07 + (e1 + e2)

(iii) y (iv) Si —6; € W, entonces —0; € V,, (e; —e5) € ¥, paral < i < 4y
(—e; —e5) € U, para 3 < i <4, pues
—01 = —07 + (e3 + ey),
eq — €5 = —bt + B,
e —e5=(eg—e5)+ (e; —eq), para 1l <i <3,
—e3 —e5 = —O7 + (3,
—eq —e5 = —b7 + (.
(v) Si (e1 +e5) € ¥, entonces 6; € ¥, para i € {2,3,4,8}, pues

Or=(e1+e5)+ 0y O3=(er+es)+ 035 0= (e1+es)+ 5
Os = (e1 + e5) + Ds.

(vi) Si (e + e5) € U, entonces (e; +e5), 0; € VU, para i € {2,3,4,5,6,8} pues
e1+es=(estes)+ (e1—ex) 5= (ea+e5)+ s
05 = (e2 + e5) + fa.
(vii) Si —e; — e5 € ¥, entonces (te; —e5) € ¥, para 1 <i <4, pues
€1 — €5 = (—61 — 65) + (61 -+ 62) + (61 — 62)
ei—es=(—e; —e5)+ (e —€;), para 2 <1 <4,
—e; —e5=(—e; —e5) + (e1 — ), para 2 <i <4,

(viii) Si —eq —e5 € U, entonces (—e; —e5) € U, para 2 <i <4,y (e; —e5) € ¥,, para
1 < <4, pues

—e; —e5 = (—eg —e5) + (e2 —¢;), para 3 <i <4,
€9 — €5 = (—62 — 65) + (62 + 63) + (62 — 63),
ei—es = (—e2—e€5) + (e2+¢), parai#2. [

Sea I el subconjunto de raices no compactas definido por
I = {91, 67, (61 + 65), (62 —+ 65)}.
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TEOREMA 14. Sea ¥ = (g, t) un sistema de raices positivas de ®(g,t) que contiene
a A. Entonces RYW, Nize £ 0 siy sélosi I C W, o —1 CV,.

Demostracién: Si I C V,, entonces
3e5 —eg — e +eg =01 + 07+ (e1 +e5) + (ea +e5) € RTW, N iz
Anélogamene si —I C V¥,
—3es +eg+er—eg = —0 — 07 — (e1 +e5) — (ea + e5) € RTW, N iz

Reciprocamente si ¢ ¥,, e —I ¢ ¥,,, entonces ocurre alguno de los siguientes casos:
(A) {01,07,e1 +e5,—ea —e5} C Wy,

(B) {01,607, —e1 —e5,—e2 —e5} C Uy,

(C) { 917077€1+€5762+€5} - \Ijn,

(D){—01,07,e1 + €5, —ea —es5} C Wy,

(E) {=01,07, —e1 — €5, —e2 —e5} C Uy,

(F) {=01, 07,61 +es5,e0 + €5} C Wy,

(G) {01, —07,e1 + e5,—ey —e5} C W,,.

En cada caso clasificamos todos los subconjuntos de raices no compactas ¥,, que
contienen al subconjunto dado, tales que ¥ = AU WY, es un sistema de raices positivas de
®(g,t). Y demostramos que
R*W, Nize = 0, para cada uno de ellos.

(A) Supongamos que {6, 0;,e1 + e5, —e3 — e} C V,,. Por el Lema 35
U, ={0;, 1 <i<8tU{e;testU{te; —e;, 2<i<A4}

Si a € RYW, Ni3e, entonces existen escalares N € Ry n; > 0, para 1 < ¢ < 16 tales
que

4
o = E n; + ng(e; + es) g ngyi(—e; —e5) + E nigti(e
=1

i=1
:N(3€5—66—67+68)

y satisface las siguientes ecuaciones

4 12 16
(1) 0= (a,ZeZ) = —2ny + 2ng + ng — an—l—an
i=1 i=10 =13
(2) 2N = (o, e5 — eg) = ng — an

=10

(3) N = (o, eg) an
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Combinando las ecuaciones (2) y (3) tenemos que

Por otra parte

0= (a,e)
1
:5(—n1+n2—|—n3+n4—n5—n6—n7+n8)—|—n9+n13
1 8 16
:5(—711+n2—|—n3+n4—n5—n6—n7+n8)+2ni+2ni+n13
=1 =10

16

1
= §(n1+3n2—|—3n3+n4+n5+n6+n7+3n8)—i—Zni—Fnlg.
=10

Como por hipétesis n; > 0 para todo ¢ la ultima ecuacién implica que
=0, parai € {1,...,8,10, ..., 16}.
Entonces la ecuacién (3) implica que N = 0 por lo tanto

R, Nize = 0.

(B) Supongamos que {61,607, —e; — e5,—e3 — €5} C V,,. Por Lema 35

Si a € R™W, N i3, entonces existen escalares N € R y n; > 0, para 1 < i < 16 tales
que

8 4 4
o = ZTL, - Zn8+i(—6i - 65) + Zn12+i(€i - 65) = N<3€5 —eg — €7+ 68)
i=1 =1 i=1

y satisface las siguientes ecuaciones

16
O i UL

(2) N = (o, es) ZmZO

Las ecuaciones (1) y (2) implica que N = 0, por lo tanto

RYW, Nize = 0.
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(C) Supongamos que {—0y, 67,1 + e5,e5 + e5} C W,,. Por el Lema 35
0, €V, para2<i<8y
(e; —es5) € U, para 1l <i < 4.
Existen tres subconjuntos de raices no compactas (V;),, 1 < i < 3 que contienen al

subconjunto {—01,0;,e1 + e5, e + e5} tales que
U =AU (V;), es un sistema de raices positivas de ®(g, t). Ellos son

(\Ill)n:{—el}U{ei,2§’i§8}U{6iﬂ:65,1§i§2}U{i€i—65,3§Z‘§4},
(Wg)n:{—el}U{el, 2§Z§8}U{€z:|:65, 1 Sié?)}U{:l:€4—€5}7

(a) Si a € RT(¥y),, Ni3e entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <i < 16
tales que

8 2 4
o = —n191 —+ Zm@l -+ Z n8+i(ei + 65) —+ Zn8+i<_ei — 65)
=2 =1 =3

+ Z n12+i(ei — 65) = N(3€5 —eg — €7+ 68),

y satisface las siguientes ecuaciones
16

= OéaE n1+n8)+n9+n10_n11_n12+E n;
=1 =13
16

(2)2N = (a, e5 — eg) = ng + nig — Zni,

=11
(3) N = (a, eg) —ny + Z n;).

Combinando estas ecuaciones obtenemos que

16
n9+n10_n11_n12:2N+Zni—_nl+znz+znz>

=13 =13

Y que

0—nl—{—Qng—l—anLQZnz

=13
Como por hipétesis los estalares n; son no negativos, la iltima ecuacién implica que n; = 0
parai € {1,2,...,8,13,..., 16}, por lo tanto la ecuacién (3) implica que N =0y

R*(W1),, Mize = 0.
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(b) Si @ € RT(Wy), N i3 entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <i < 16
tales que

8 3
o = —7”L191 + Z n,@z + Z ngﬂ-(ei + 65) + nlz(—€4 — 65)

1=2 =1

+ Z niati(e; —e5) = N(3es — e — e7 + eg),

y satisface las siguientes ecuaciones
16

= a?Z —2n1+n8)+n9+n10+n11—7112-1—27%
=1 =13
16
(2) 2N = <Oé,€5 — €8> = Ng + N1g + N11 — Zni,
=12
(3) N = («, eg) —ng + an

Combinando estas ecuaciones de manera analoga al caso anterior obtenemos que

0—n1+2n8+2n2+22m

1=13

Como por hipotesis los estalares n; son no negativos, la iltima ecuacién implica que n; = 0
parai € {1,2,...,8,13,...,16}, por lo tanto la ecuacién (3) implica que N =0y

R* (W), Mize = 0.

(c) Si @ € R*(W3), N ize entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <7 < 16
tales que

8 4 4
a= -0+ Zn,ﬁi + Z ngyi(e; +es) + Z niati(e; —es) = N(3es — eg — e7 + eg),
— — —

y satisface las siguientes ecuaciones

(1)0 = (a,Zez) = 2(ny + ng) + an

16
(2)2N = (o, e5 — eg) = Zn,
=9

La ecuacién (1) implica que n; = 0 para i € {1,8,...,16}. Por lo tanto la ecuacién (2)

implica que N =0y
R*(W3), Nize = 0.
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(D) Supongamos que {—6;,0,e1 + e5, —ea — e} C V,,. Por Lema 35
\Iln:{—Ql}U{QZ, 2§Z§8}U{€1i65}U{i61—65, 2§Z§4}

Si a € RTW, N i3 entonces existen escalares N € R y n; > 0 para 1 < ¢ < 16 tales
que

8 4
o = —n101 + Z nﬂz —|— 7’Lg(€1 —I— 65) —f- Z n8+z~(—e,~ — 65)
=2 1=2

4
+ Z niayi(e; —e5) = N(3e5 — eg — e7 + e3),
=1

y satisface las siguientes ecuaciones

4 12 16
(1)0 = <Oz,26i> = 2(n1+n8) + ng — an—i—an
i=1 =10 =13
16
(2)2N = (o, e5 — eg) = ng — Z"Mw

(3) N = (a, es) = %(—nl +30m).

Combinando estas ecuaciones obtenemos que

16 8 16
719—”10—?111—”12:2]\]4‘2 ni:_n1+2 nri‘g Ny,
i=13 =2 =13

Y que
8 16
=2 =13

Como por hipotesis los estalares n; son no negativos, la iltima ecuacién implica que n; = 0
parai € {1,2,...,8,13,...,16}. Por lo tanto la ecuacién (3) implica que N =0y

R, Nize = 0,

como queriamos demostar.

(E) Supongamos que {—60y,07, —e; — e5, —es — e5} C ¥,,. Por Lema 35
U, ={-0}U{0;,2<i<8tU{Ee; —e5 1<i<4}.
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Si o € RTW,, N i3 entonces existen escalares N € R y n; > 0 para 1 < 7 < 16 tales
que

8 4
a=—ni0; + E n;0; + E ngti(—e; — e5) + E nia+i(e; — es)
i=2 i=1

= N(3€5 — € — €7 +€8)7
y satisface las siguientes ecuaciones

a,z = 2(ny +ng) — ZTLH—ZM
=1

=13

(2)2N = (o, €5 —€5) = — an‘,

=9
(3) N = (a, es) —ny + Z n;).

Combinando estas ecuaciones obtenemos que

—an—ZN%—an —n1+ZnZ+Zn,,

=13 =13

Y que

0—n1+2n8+2n1+22n1

=13

Como por hipédtesis los estalares n; son no negatlvos, la dltima ecuacién implica que n; = 0
parai € {1,2,...,8,13,...,16}. Por lo tanto la ecuacién (3) implica que N =0y

R, Nize = 0,

como queriamos demostar.

(F) Supongamos que {—6;, —07,e1 + e5,e5 + e5} C ¥,,. Por Lema 35
‘Ifn:{—gi,ie Jl}U{Hi,iEIl}U{eiie5, 1 §Z§2}U{i61—€5, 3§Z§4},

donde I = {2,3,4,5,6,8} y J; = {1,7}.
Sia e RTY, ﬁ 13¢ entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 < i < 16 tales
que

anﬁ —i—ZnG —l—anH e; + es) +Zn8+z €; — €5)

1€Jq i€l

—|— Z n12+i(ei — 65) = N(365 — €g — €7 —f- 68>,
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y satisface la siguiente ecuacion
(1)0 = (a,e1 + ea) = ny + 1y + ny + ng + ng + ng + Nig + N1y

Como por hipdtesis los estalares n; son no negativos, la ecuacién (1) implica que n; = 0
parai € {1,2,7,8,9,10,13,14}.
Ademas « satisface

16
2N = (a,e5 — eg) = —Zni <0,
i=11
6

1
N = {(a,eg) :§an > 0.

i=3
Lo que implica que N =0y
RTW, Nize =0,

como queriamos demostrar.

(G) Supongamos que {—6, —07, €1 + e5, —ex — e5} C V..
Por Lema 35

0; eV, parai€ {2,3,4,8},
—0; €V, paraie {1,7},
e, —e; €V, paral <i <4,
—e; —e5 €V, para 2 <1 <4,

Existen tres subconjuntos de raices no compactas (V;),, 1 < i < 3 que contienen al
subconjunto {—6,, —07,e; + e5, —ea — €5} tales que ¥ = AU (¥;),, es un sistema de raices
positivas de ®(g,t). Ellos son

(V1) ={0;, i € LY U{—0;,i € Ja} U{es £est U{Le; —e5, 2 <i <4},
donde I, ={2,3,4,5,6,8} y Jo = {1,7}.
(W), ={0;, 1 € Y U{—0;,i € Js}U{er LestU{Le; —es5, 2 <i <4},
donde I3 = {2,3,4,5,8} vy Jo = {1,6,7}.
(U3)n{0i, i € i} U{—0;,i € Ju}U{es tes} U{te; —e5 2 <i <4},

donde I, = {2,3,4,8} v J, = {1,5,6,7}.
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(a) Si a € RT(¥y), Ni3e entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <i < 16
tales que

4
o = Zm@z — Zm@l + n9(61 + 65) + anﬂ-(—ei — 65)
2

i€l 1€J2 i=
4
+ Zn12+i(ei —e5) = N(3e; — eg — €7 + e3),
i=1

y satisface las siguientes ecuaciones

(1) N = {a, e1 + eg) = ng + ng + ng + ng + n11 + ni3

16

(2)2N = (a,e5 — eg) = ng — an

i=10
Combinando estas ecuaciones obtenemos que
1 16
0:n2+n3+n4+n13+§(n9—|—§:0ni)
Como por hipétesis los estalares n; son no negativos, la iltima ecuacién implica que n; = 0
para i € {2,3,4,9,10,...16}, por lo tanto la ecuacién (2) implica que N =0y
R+(\I’1)n N Zég =0.

(b) Si @ € RT(Wy), N i3 entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <i < 16
tales que

4
o = Znﬁz — Znﬂz + n9(61 + 65) + Zn8+i(_ei — 65)
2

1€l3 i€J3 i=
4
+ Z n12+i(ei — 65) = N(3€5 —€g — e7r + 68),
=1

y satisface las siguientes ecuaciones

(1) N = (v, e + eg) = ng + n3 + ng + ng + nyy + ny3

16
(2)2N = (a,e5 — eg) = ng — an
i=10

Combinando estas ecuaciones de manera anédloga al caso anterior obtenemos que

1 16

OZN2+n3+n4+n13+§(ng+Zni)
i=10

Como por hipétesis los estalares n; son no negativos, la iltima ecuacién implica que n; = 0
para i € {2,3,4,9,10,...16}, por lo tanto la ecuacién (2) implica que N =0y

R* (W), Mize = 0.
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(c) Si @ € R*(W3), N ize entonces existen escalares N € Ry n; > 0 para 1 <i < 16
tales que

4

o= Znﬂi — anﬂi + ng(e; +e5) + Zn8+i(—ei —es5)

i€ly 1€Jy =2
4
+ Z n12+i(ei — 65) = N(3€5 — €g — €7 + 68),
=1

y satisface las siguientes ecuaciones
8

1
(1) 0= (e e1) :§Z;ni+n9+n13

1
(2)N = (a,e5) = 3
La ecuacién (1) implica que n; = 0 para i € {2,3,...,9,13}. Por lo tanto la ecuacién (2)
implica que N =0y

(—n1+n2+n3+n4—n5—n6—n7+n8).

R*(U3), Nize = 0.
Como queriamos demostrar.
Esto concluye la demostacion del Teorema [
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