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Resumen

En este trabajo se estudian modelos para un fluido de Bingham en geometria
plana y cilindrica. Un fluido de Bingham es un fluido cuyas propiedades viscosas
hacen que se formen: una zona de flujo viscoso, una zona rigida y una frontera
libre que las separa. El comportamiento de la frontera se estudia de manera tedrica
y se proponen diversos métodos numéricos para resolverla de manera préctica. Se
analizan propiedades de monotonia y de convergencia a la solucion estacionaria, y
los resultados numéricos son contrastados con los tedricos.

Abstract

In this work, models in two geometries (cylindrical and plane) for a Bingham
fluid are studied. A Bingham fluid is a fluid whose viscous properties produce: a
rigid core, a viscous zone, and a free boundary that separates these two regions. The
behaviour of the free boundary is studied theoretically and several numerical meth-
ods are proposed to solve the problem in a practical way. Properties of monotony
and convergence to the stationary solution are analized, and the numerical results
are compared with the theory.
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1 PRELIMINARES FISICOS. 1

1. Preliminares fisicos.

1.1. Masa.

La masa es una magnitud fisica que expresa la cantidad de materia que contiene un cuerpo.
Su unidad en el Sistema Internacional es el kilogramo (Kg.).

La masa es medida determinando el limite al cual una particula u objeto resiste un cambio
en su direccion o velocidad cuando una fuerza es aplicada. Issac Newton establecié: “Una masa
estacionaria permanece estacionaria, y una masa en movimiento a una velocidad constante y en
una direccién constante mantiene su estado de movimiento, a menos que se ejerza una fuerza
externa”. Para una fuerza aplicada dada, se tiene la siguiente férmula:

F =ma, (1.1)

donde F' es una fuerza aplicada en newtons, m es la masa del objeto o particula en kilogramos,
y a es la aceleracién resultante en metros por segundo al cuadrado. La masa de un objeto puede
ser calculada si la fuerza y la aceleracion son conocidas.

La masa no es lo mismo que el peso. El peso tiene sentido sélo cuando un objeto, teniendo
una masa especifica, es colocada en un campo de aceleracion, tal como el campo gravitacional
de la Tierra.

1.2. Densidad.

La densidad se define como la masa de un material dividido el volumen que ocupa. Es una
medida que nos permite comparar varios materiales. Se establece al agua pura como unidad de
medida.

1.3. Esfuerzos y deformaciones.

El esfuerzo o tension se define como la fuerza perpendicular por unidad de area aplicada
a un objeto, de tal forma que éste se comprima (esfuerzo compresivo) o se estire (esfuerzo de

estiramiento). Ver figura 1.
yl
F

a

Figura 1: Esfuerzo compresivo.
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El cambio relativo en la longitud, definido como el cambio Al dividido por la longitud
original [, es llamado la deformacion. Si no excedemos el limite elastico, el cociente entre
el esfuerzo y la deformacion es una constante llamada el médulo del material. Como la
deformacién no tiene unidades, las unidades para el modulo elastico son las mismas que para
la presion.

esfuerzo  F/A
deformacién — Al/l°

El esfuerzo de corte es similar al esfuerzo, excepto que la fuerza es aplicada de tal forma
que el material es retorcido (Ver figura 2). El bloque estd adherido a la base y una fuerza F' es
aplicada a la cara superior paralela a la base. (Notar que la base estd aplicando una fuerza —F
para que el bloque permanezca en reposo). El bloque se deforma, la parte superior se mueve
una distancia Al. Si h es la altura del bloque y A es el area de la cara superior, entonces el
modulo de esfuerzo se define como:

Modédulo eléstico = E =

(1.2)

esfuerzo de corte  F/A
deformacién ~ Al/h’

Médulo de esfuerzo = S = (1.3)

=

Figura 2: Esfuerzo de corte.

1.4. Fluidos.

Un fluido es un cuerpo cuyas moléculas tienen escasa conexion entre si y adoptan la forma
del recipiente que los contiene, por ejemplo, liquidos y gases. Tipicamente, los liquidos son
considerados incompresibles, mientras que los gases son considerados compresibles.

La principal diferencia en el comportamiento mecanico de fluidos comparado con el de
los sélidos es que cuando un esfuerzo de corte es aplicado al fluido, éste experimenta una
deformacién permanente y continua.

De esta manera, un fluido puede ser definido de manera precisa como un material que se
deforma continua y permanentemente bajo la aplicacién de un esfuerzo de corte, no importa
cuan pequeno sea.

Esta definicion no toma en cuenta el asunto de cuan rapidamente ocurre la deformacion y, co-
mo veremos mas adelante, esta velocidad depende de varios factores incluyendo las propiedades
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del propio fluido. La imposibilidad de los fluidos de resistir el esfuerzo de corte les da la habili-
dad caracteristica para cambiar su forma o fluir. Durante el flujo de fluidos reales, los esfuerzos
de corte asumen un rol muy importante, y su prediccién es una parte vital del trabajo de inge-
nieria. Sin embargo, si no hay flujo, los esfuerzos de corte no pueden existir, y el tnico esfuerzo
presente es el esfuerzo compresivo, o presion.

1.5. Presion.

Cuando se ejerce una fuerza sobre un cuerpo deformable, los efectos que provoca dependen
no sélo de su intensidad, sino también de cémo esté repartida sobre la superficie del cuerpo.
Asi, un golpe de martillo sobre un clavo bien afilado hace que penetre mas en la pared de lo que
lo haria otro clavo sin punta que recibiera el mismo impacto. Un individuo situado de puntillas
sobre una capa de nieve blanda se hunde, en tanto que otro de igual peso que calce raquetas,
al repartir la fuerza sobre una mayor superficie, puede caminar sin dificultad.

El cociente entre la intensidad F' de la fuerza aplicada perpendicularmente sobre una su-
perficie dada y el area A de dicha superficie se denomina presién. Debido a esta definicion, la
presiéon es simplemente un esfuerzo:

presién = p = E (1.4)
A

La presion representa la intensidad de la fuerza que se ejerce sobre cada unidad de area de la
superficie considerada. Cuanto mayor sea la fuerza que actia sobre una superficie dada, mayor
serd la presién, y cuanto menor sea la superficie para una fuerza dada, mayor serd entonces la
presion resultante.

El concepto de presién es muy general y por ello puede emplearse siempre que exista una
fuerza actuando sobre una superficie. Sin embargo, su empleo resulta especialmente til cuando
el cuerpo o sistema sobre el que se ejercen las fuerzas es deformable. Los fluidos no tienen forma
propia y constituyen el principal ejemplo de aquellos casos en los que es mas adecuado utilizar
el concepto de presion que el de fuerza.

Cuando un fluido estd contenido en un recipiente, ejerce una fuerza sobre sus paredes y,
por tanto, puede hablarse también de presién. Si el fluido estd en equilibrio las fuerzas sobre
las paredes son perpendiculares a cada porciéon de superficie del recipiente, ya que de no serlo
existirian componentes paralelas que provocarian el desplazamiento de la masa de fluido en
contra de la hipdtesis de equilibrio. La orientacién de la superficie determina la direccion de
la fuerza de presion, por lo que el cociente de ambas, que es precisamente la presién, resulta
independiente de la direccidn; se trata entonces de una magnitud escalar.

1.6. Ecuacion fundamental de la hidrostatica.

Todos los liquidos pesan, por ello cuando estan contenidos en un recipiente las capas supe-
riores oprimen a las inferiores, generandose una presion debida al peso. La presion en un punto
determinado del liquido debera depender entonces de la altura de la columna de liquido que
tenga por encima suyo.

Considérese un punto cualquiera del liquido que diste una altura h de la superficie libre de
dicho liquido. La fuerza del peso debido a una columna cilindrica de liquido de base A situada
sobre él puede expresarse en la forma:
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Fpeso =mg = pVg = pAhg, (1.5)
siendo V' el volumen de la columna y p la densidad del liquido. Luego, la presion debida al peso

vendra dada por:

F Ah
Ppeso = pjso =7 A g phg. (1.6)

Si sobre la superficie libre se ejerciera una presién exterior adicional pg, como la atmosférica
por ejemplo, la presién total p en el punto de altura h seria:

P = po + ppeso = po + pgh. (1.7)

Esta ecuacion puede generalizarse al caso de que se trate de calcular la diferencia de pre-
siones Ap entre dos puntos cualesquiera del interior del liquido situados a diferentes alturas,
resultando:

Ap = pgAh, (1.8)

es decir:

p2 — p1 = pg(ha — h1), (1.9)

que constituye la llamada ecuacion fundamental de la hidrostatica.

Esta ecuacién indica que para un liquido dado y para una presién exterior constante la
presion en el interior depende tinicamente de la altura. Por tanto, todos los puntos del liquido
que se encuentren al mismo nivel soportan igual presion. Ello implica que ni la forma de un
recipiente ni la cantidad de liquido que contiene influyen en la presion que se ejerce sobre su
fondo, tan solo la altura del liquido. Esto es lo que se conoce como paradoja hidrostatica, cuya
explicacion se deduce como consecuencia de la ecuacién fundamental.

1.7. La presiéon en un punto.

La definicién de la presion como cociente entre la fuerza y la superficie se refiere a una
fuerza constante que actia perpendicularmente sobre una superficie plana. En los liquidos en
equilibrio las fuerzas asociadas a la presion son en cada punto perpendiculares a la superficie
del recipiente, de ahi que la presiéon sea considerada como una magnitud escalar cociente de
dos magnitudes vectoriales de igual direcciéon: la fuerza y el vector normal a la superficie. Dicho
vector tiene por médulo el drea y por direccion la perpendicular a la superficie.

Cuando la fuerza no es constante, sino que varia de un punto a otro de la superficie A
considerada, tiene sentido hablar de la presion en un punto dado. Para definirla se considera
un elemento de superficie AA que rodea al punto; si dicho elemento reduce considerablemente
su extension, la fuerza AF que actia sobre él puede considerarse constante. En tal caso, la
presion en el punto considerado se definird en la forma matematica:

p= lim E = d—F

AA—0 AA  dA

Esta expresion, que es la derivada de F respecto de A, proporciona el valor de la presion en

un punto. Si la fuerza es variable y F' representa la resultante de todas las fuerzas que actian
sobre la superficie A la férmula:

(1.10)
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F

define, en este caso, la presién media.

1.8. El principio de Pascal.

La presién aplicada en un punto de un liquido contenido en un recipiente se transmite con
el mismo valor a cada una de las partes del mismo.

Este enunciado, obtenido a partir de observaciones y experimentos del fisico y matematico
francés Blas Pascal (1623-1662), se conoce como principio de Pascal.

El principio de Pascal puede ser interpretado como una consecuencia de la ecuacién funda-
mental de la hidrostatica (1.9) y del cardcter incompresible de los liquidos. En esta clase de
fluidos la densidad es constante, de modo que de acuerdo con la ecuacion p = py + pgh si se
aumenta la presion en la superficie libre, por ejemplo, la presién en el fondo ha de aumentar
en la misma medida, ya que pgh no varia al no hacerlo h.

La prensa hidraulica constituye la aplicaciéon fundamental del principio de Pascal y también
un dispositivo que permite entender mejor su significado. Consiste, en esencia, de dos cilindros
de diferente seccion comunicados entre si, y cuyo interior esta completamente lleno de un liquido
que puede ser agua o aceite. Dos émbolos de secciones diferentes se ajustan, respectivamente,
en cada uno de los dos cilindros, de modo que estén en contacto con el liquido. Cuando sobre
el émbolo de menor seccién s; se ejerce una fuerza F} la presion p; que se origina en el liquido
en contacto con él se transmite integramente y de forma instantanea a todo el resto del liquido;
por tanto, sera igual a la presion py que ejerce el liquido sobre el émbolo de mayor seccion so,
es decir:

P1 = D2, (1.12)

con lo que:

A_B_ p_2p (1.13)
S1 52 S1
Si la seccién ss es veinte veces mayor que la seccion sq, la fuerza F aplicada sobre el émbolo
pequeno se ve multiplicada por veinte en el émbolo grande.
La prensa hidrdulica es una méaquina simple semejante a la palanca de Arquimedes, que
permite amplificar la intensidad de las fuerzas y constituye el fundamento de elevadores, prensas,

frenos y muchos otros dispositivos hidraulicos de maquinaria industrial.

1.9. El principio de los vasos comunicantes.

Si se tienen dos recipientes comunicados y se vierte un liquido en uno de ellos, éste se
distribuira entre ambos de tal modo que, independientemente de sus capacidades, el nivel de
liquido en uno y otro recipiente sea el mismo. Este es el llamado principio de los vasos
comunicantes, que es una consecuencia de la ecuacién fundamental de la hidrostatica.

Si se toman dos puntos A y B situados en el mismo nivel, sus presiones hidrostaticas han
de ser las mismas, es decir:
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pa = po-+pgha, (1.14)
pe = po+pghs, '
luego si ps = pp necesariamente las alturas h4 y hp de las respectivas superficies libres han de
ser idénticas hy4 = hp.
Si se emplean dos liquidos de diferentes densidades y no miscibles, entonces las alturas seran
inversamente proporcionales a las respectivas densidades. En efecto, si p4 = pp, se tendra:

ha  ps
pagha = ppghp = — = —.
hp PA

Esta ecuacién permite, a partir de la medida de las alturas, la determinacién experimental

de la densidad relativa de un liquido respecto de otro y constituye, por tanto, un modo de medir

densidades de liquidos no miscibles si la de uno de ellos es conocida.

(1.15)

1.10. Ecuacion de la continuidad.

Consideremos un tubo de corriente de seccion recta variable; la masa del liquido que fluye
debe ser la misma en todas las posiciones del tubo; si la seccion recta disminuye, la velocidad
de evacuacién debe aumentar, y viceversa (ver figura 3).

dv

Figura 3: La masa debe conservarse.

Cuando el liquido se mueve una distancia ds;, con relacién a la seccién de area A, una
masa Aipids; atraviesa A; y penetra en la region comprendida entre A; y A,. Las cantidades
p1y po son las densidades en Ay y A,.

La masa que penetra por unidad de tiempo es:

ds
Alpld—tl = Alpﬂ)l. (116)

Si nada de fluido se pierde, la misma masa debe salir a través de A,.

Alplvl = AQPQ’UQ = constante. (117)

Esta es la ecuacién de la continuidad. Si la densidad del liquido es constante, se tiene
que:
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A1U1 = AQ’UQ. (118)

Las velocidades a lo largo del tubo de corriente son inversamente proporcionales a la seccion
recta del tubo.
Si definimos la funcién evacuacion o flujo de liquido como:

ds dV
=Av=A— = — 1.19
donde ¢ es el volumen que pasa por una superficie por unidad de tiempo, el teorema anterior

nos dice que para fluidos incompresibles ¢ = constante.

1.11. Ecuacién de Bernoulli.

Consideremos un fluido que se encuentra inicialmente entre dos caras transversales a y ¢
(ver figura 4). En un instante At el fluido que estaba en a se desplaza hasta b una distancia
As; = v1At, donde v; es la velocidad en la cara a. Anadlogamente, en el intervalo At, el fluido
que estaba en ¢ se desplaza hasta d, una distancia Ass = v9At donde v, es la velocidad en c.
Pensemos que A; y Ay son las dreas de las caras transversales. Por la ecuacion de continuidad,
el volumen de fluido que pasa por cualquier cara transversal es:

AV = AlAsl = AQASQ. (120)

Figura 4: La ecuacion de Bernoulli se obtiene haciendo un balance de energia.

Calcularemos el trabajo realizado sobre el fluido durante el tiempo At. La fuerza en la cara
inferior es p1 A, y en la cara superior es pyAs (opuesta a la direccién del desplazamiento). Por
lo tanto:

Trabajo =W = plAlA.Sl — pgAQASQ = (p1 — pg) AV. (121)

Al principio de este tubo, el fluido entre a y b tiene volumen A;As;, masa pA;Asy, y energia

cinética 3pA; As v, Similarmente, el fluido entre ¢y d tiene energfa cinética 3pA>Asyv3. Luego,
el cambio de energia cinética es:
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1
AK = 5pAV (v — 7). (1.22)

La energia potencial de la masa entrante en a es (Am)gy; = pAV gy, v la energia potencial
de la masa saliente en ¢ es (Am)gys = pAV gys.
Luego, el cambio en energia potencial es:
AU = pAVg(y2 — 1) (1.23)

Se sabe que el trabajo es igual a la suma de las variaciones de la energia cinética y potencial,
es decir, W = AK + AU. Reuniendo (1.21), (1.22) y (1.23), es sencillo llegar a la expresién
siguiente:

1 1
p1+ pgyr + ipvf = py + pgys + 5[)@5,

que es equivalente a:

1
D+ pgy + §pv2 = constante. (1.24)

Esta ultima formula es la ecuacion de Bernoulli.

1.12. Viscosidad.

La viscosidad puede pensarse como la friccién interna de un fluido. Supongamos que ten-
emos dos placas paralelas en cuyo interior tenemos un fluido (ver figura 5).

\%

F

d d ’
’ C /C
/ /

, ,
A% / /
, ,
/ /
, ,
, ,
/ /
- , ,
/ /
, ,
— / /
, ,
/ /
- , ,
, ,
, ,
, ,
. , ,
/ /
, ,
— / /
‘a .

Figura 5: Placas paralelas por donde circula un fluido viscoso.

La placa inferior esta fija, mientras que la superior se desplaza a una velocidad v. Se observa
experimentalmente que el fluido en contacto con cada superficie tiene la misma velocidad que
cada superficie. De esta manera, el fluido inmediatamente debajo de la placa superior tiene
velocidad v, y el fluido inmediatamente arriba de la placa inferior tiene velocidad cero. Las
velocidades de las capas intermedias de fluido crecen uniformemente de una superficie a otra.
Flujos de este tipo se llaman laminares.
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Como consecuencia de este movimiento, una porcién de liquido en el instante inicial tiene
forma abed. Instantes después, esa zona del fluido tomaré la forma abc'd , y se distorsionara con-
tinuamente a medida que el esfuerzo de corte F', contintie. De esta forma el liquido estd en un
estado creciente de deformacion.

Para mantener el movimiento, una fuerza debe ser aplicada a la placa superior hacia la
derecha. Esta fuerza se transmite indirectamente a la superficie superior del liquido. Ademas la
fuerza tiende a arrastrar a todo el fluido, inclusive la placa inferior, por lo que resulta necesario
aplicar una fuerza igual y de sentido contrario en la placa inferior, para que permanezca quieta.

Si A es el area del fluido sobre el cual estas fuerzas se aplican, el cociente F'/A es el esfuerzo
o tension de corte ejercida sobre el fluido.

En este caso, la deformacion crece indefinidamente mientras el esfuerzo se aplica, y experi-
mentalmente se comprueba que la tensién no depende de la deformaciéon sino de su velocidad
de cambio.

En la figura 5 se deduce que en el instante cuando el volumen del fluido tiene la forma abc d
la deformacién es dd /I; y la velocidad de cambio de la deformacién es 1/ veces la velocidad
de cambio del punto d', que es simplemente v. Luego la velocidad de cambio de la deformacién
es v/l

El coeficiente de viscosidad dinamica 7 se define como el cociente entre el esfuerzo de
corte y la velocidad de deformacién. Para el caso que estamos considerando se tiene que:

n=TA L pia (1.25)
v/l l

Si pensamos esta situacion puntualmente, es claro que la velocidad de deformacion del fluido
es Ov/0y, donde y es la direccién vertical.

Existen fluidos para los cuales el coeficiente de viscosidad no es constante, como por ejem-
plo, la sangre. Este comportamiento puede ser comprendido a escala microscépica, puesto que
la sangre no es un fluido homogéneo, sino que tiene particulas en suspensién. A pequenas ve-
locidades, estas particulas estan aleatoriamente orientadas, pero al incrementar la velocidad las
particulas se orientan de tal forma que facilitan la circulacion del fluido.

La viscosidad cinematica se define como el cociente entre la viscosidad dinamica y la
densidad del fluido.

1.13. Fluidos newtonianos y no newtonianos.

Simbolicemos con 7 al esfuerzo de corte y por ¢ a la velocidad de deformacion. Si se cumple
que:

T = 1o, (1.26)

se dice que el fluido es newtoniano. La viscosidad es una funcién sélo de la condicién del
fluido, particularmente de su temperatura. Los fluidos newtonianos mas comunes son: agua,
gasolina, alcohol, kerosene, benceno y glicerina.

Por otra parte, un fluido que no se comporte segin la relacién (1.26) se denomina fluido no
newtoniano.

Dentro de los fluidos no newtonianos tenemos:
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= Fluidos dependientes del tiempo: la viscosidad es dependiente del tiempo. Ejemplos de
esta clase de fluidos son: aceites crudos a bajas temperaturas, tinta de impresoras, nylon,
algunas soluciones de polimeros.

s Fluidos independientes del tiempo: la viscosidad es independiente del tiempo.
Dentro de estos ultimos se puede hacer una subclasificacion:

» Pseudoplasticos: Necesitan un gran esfuerzo de corte para que las capas de fluido se
desplacen entre si, lo que indica una alta viscosidad. A medida que la velocidad de de-
formacién aumenta, se necesita menos esfuerzo de corte para mantener el movimiento, lo
que indica una disminucién de la viscosidad. Ejemplos: plasma de la sangre y polietileno
fundido.

= Dilatantes: Para comenzar el movimiento no se necesita mucho esfuerzo de corte, pero a
medida que la velocidad de deformacién aumenta, esta situacion cambia. Ejemplo: diéxido
de titanio.

= De Bingham: Requieren un nivel significativo de esfuerzo antes de que el fluido comience a
fluir. Una vez que comienza a fluir, la viscosidad permanece constante. Ejemplos: choco-
late, salsa de tomate, mostaza, mayonesa, pasta dental, petréleo y aguas cloacales. La
relacion entre el esfuerzo de corte y la deformacion viene dada por:

T =1+ 10, (1.27)

donde 7 es la tensién o esfuerzo umbral a partir del cual las capas de fluido comienzan a
desplazarse entre si.

La diferencia entre estos tres ultimos grupos puede observarse en los graficos siguientes
(figuras 6 y 7).

1.14. Ecuaciones de Navier-Stokes.

Los fluidos obedecen las leyes generales de la mecéanica del continuo: conservacion de masa,
de la energia, y del momento lineal. Ellas pueden escribirse como ecuaciones matematicas una
vez (ue una representacion para el estado del fluido es elegida. En el contexto de la matematica,
existen dos representaciones clasicas. Una es la llamada representacion lagrangiana donde
el estado de una particula de fluido en un tiempo dado se describe con referencia a su posicién
inicial. La otra representacién es la llamada representacion euleriana, donde en cada tiempo
t y posicion x en el espacio, se describe el estado de la particula, en particular, la velocidad
u(x, t).

En la representacion euleriana del flujo, también simbolizamos la densidad p(x,t) como una
funcién de la posicion x y del tiempo t. La conservaciéon de masa es expresada mediante la
ecuacion de continuidad:

dp . _
ot + div(pu) = 0. (1.28)

La conservacion de momento es expresada en términos de la aceleracion « y el tensor de
tensiones de Cauchy 7:
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A
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Figura 6: Clasificacion de fluidos.
3
OTij _
pYi = — 4 f;, i=1,2,3. (1.29)
8xj

Aqui v = (71,72,73) ¥ T = (Tij)ij=1,23, en el caso de considerar tres dimensiones (ver figura
8). El vector f= (f1, fo, f3) representa las fuerzas aplicadas al fluido.

El vector aceleracion v = v(x, t) del fluido en la posicién x y tiempo ¢ puede ser expresado,
usando argumentos puramente cinematicos, por la llamada derivada material:

B Du Ou

- - _ = . 1.
=D T o + (u-V)u, (1.30)
0 en componentes,
aul- 5 0uz
i = T =1,2,3. 1.31

Insertando esta expresion en el lado derecho de la ecuacién (1.29) se obtiene el término
p(u-V)u, que es el tnico término no lineal en las ecuaciones de Navier-Stokes; este término es
también llamado el término inercial. Las ecuaciones de Navier-Stokes estan entre las pocas
ecuaciones de la fisica matematica para las cuales la no linealidad no surge de los atributos
fisicos del sistema, sino mas bien de los aspectos cinematicos del problema.

Es también necesario agregar hipdtesis y argumentos fisicos. La teorfa de la reologfa® rela-
ciona el esfuerzo de corte con el campo de velocidades para diferentes materiales a través de la
ley esfuerzo-deformacion y de otras ecuaciones constitutivas.

Si suponemos que el fluido es newtoniano, la relacién esfuerzo-deformacién es lineal. Mas
precisamente, para fluidos newtonianos el tensor de tensiones es expresado en términos del
campo de velocidades por la formula:

'La reologia es el estudio de los principios fisicos que regulan el movimiento de los fluidos.
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Figura 7: Derivade de la funcién viscosidad.
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Figura 8: Tensiones en un elemento de volumen.

Tij =1 {8xj + axz } + (Mdivu —p)d;;, 1,7 =1,2,3, (1.32)
donde p = p(x,t) es la presién. Aqui, d;; es el simbolo de Kronecker y 7, A son constantes. La
constante 7 es llamada el coeficiente de viscosidad, y 3\ + 27 es el coeficiente de dilatacion. Por
razones termodindmicas, n > 0y 3\ + 2n > 0. Introduciendo la ley de esfuerzo-deformacion
(1.32) en la ecuacién de momentos (1.29), obtenemos:

ou :
p{§+(u-V)u}:nAu+(n+)\)V divu— Vp+f. (1.33)
Las ecuaciones (1.28) y (1.33) gobiernan el movimiento de fluidos newtonianos compresibles
tales como el aire a altas velocidades (nimero Mach mayor que 0,5). Si asumimos que el fluido
es incompresible y homogéneo, entonces la densidad es constante en el espacio y el tiempo:
p(x,t) = po. En este caso, la ecuacién de continuidad se reduce a la condicién:
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divu = 0. (1.34)

Debido a que la densidad es constante, es posible dividir la ecuacién de momentos (1.33) por
py considerar el coeficiente de viscosidad cinematica v = n/po; también podemos reemplazar la
presion py la fuerza f por la presion cinética p/pg y la densidad de fuerzas f/pg, respectivamente.
Haciendo esto, y teniendo en cuenta la condicién de incompresibilidad (1.34), obtenemos las
ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido newtoniano, homogéneo e incompresible:

%—?—uAu—l—(u-V)u+Vp:f, (1.35)

V.u=0, (1.36)

donde, por simplicidad, representamos la divergencia de u por V -u. Para los propdsitos practi-
cos, la densidad ha sido realmente normalizada a la unidad; sin embargo, podemos reemplazar
(1.35) por (1.33), recordando que V -u =0y que p es constante.

En el caso de tener un fluido no newtoniano las ecuaciones constitutivas son diferentes, y
variaran segin la naturaleza del fluido.

1.15. Forma adimensional de las ecuaciones de Navier-Stokes.

A veces es conveniente, por discusiones fisicas y transparencia matematica, considerar una
forma adimensional de la ecuacién de conservacién de momento. Para este propdsito introduci-
mos una longitud de referencia L, y un tiempo de referencia T, para el flujo, y definimos:

L, .

x=Lx, t=T.d¢, p= P*p,, u= U*u/, f
donde P, = U? y U, = L,/T, son una presién de referencia y una velocidad de referencia,
respectivamente. Sustituyendo estas cantidades en (1.35) y (1.36) obtenemos para u’, p’, f
la misma ecuacién pero con v reemplazado por Re™!, donde Re es un nimero adimensional
llamado el niimero de Reynolds:

(1.38)

v

El valor del nimero de Reynolds depende de la eleccion de la velocidad y longitud de
referencia. Si € (el dominio ocupado por el fluido) es acotado, entonces L, puede ser tomado
como el didmetro de €2 0 como alguna otra longitud de gran escala relacionada a €2, tal como el
ancho de un canal. La eleccién de U, (y por lo tanto de T) depende del tipo de fuerzas sobre
el flujo; puede estar relacionada a las fuerzas aplicadas en la frontera de {2 o al gradiente de
presion, for ejemplo. Varias elecciones de L, y U, pueden ser apropiadas para un flujo dado,
llevando a diferentes definiciones del niimero de Reynolds, pero cuando Re es grande estamos
ante la presencia de un flujo turbulento. La forma del dominio ocupado por el fluido es uno de
los factores que determina la magnitud de este pardametro. Una vez que la forma del dominio
2 es fijada, reescalamientos en longitud (L) y velocidad (U,) y cambios en la viscosidad (v)
afectan las ecuaciones sélo a través del nimero Re.

Por lo tanto, diferentes experimentos pueden llevar a las mismas ecuaciones adimensionales.
Por ejemplo, multiplicando la velocidad por 2 y dividiendo el diametro del dominio por 2
conduce al mismo numero de Reynolds, de esta manera podemos pasar de un experimento
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a otro; ésta es la hipotesis de similaridad de Reynolds constantemente usada en ingenieria
mecanica.

Un argumento heuristico ilustrando el significado del niimero de Reynolds surge comparando
los términos inercial y de disipacién de las ecuaciones de Navier-Stokes. El término inercial
(u- V)u tiene dimension:

v
L,’
mientras que el término de disipacion tiene dimension:
I/U*
L%
El término inercial domina cuando:

LU,

14

Re = > 1. (1.39)

Poniendo Re = oo, es decir v = 0, obtenemos el caso de fluidos no viscosos. En este caso,
la condicién de incompresibilidad se mantiene, pero la ecuacién de momento cambia, dando
origen a las llamadas ecuaciones de Euler para fluidos perfectos no viscosos:

88—;1+(u~V)u+Vp:f, (1.40)

V-u=0. (1.41)

1.16. El petréleo: un ejemplo de fluido de Bingham.

Se dice que el petrdleo es el recurso energético no renovable mas importante en la historia
de la humanidad. Aporta el mayor porcentaje del total de la energia que se consume en el
mundo. Aunque se conoce de su existencia y utilizacion desde épocas milenarias, la historia del
petréleo como elemento vital y estratégico de desarrollo es relativamente reciente, de menos
de doscientos anos. En 1850 Samuel Kier, un boticario residente de Pittsburg (Pennsylvania)
lo comercializé por primera vez bajo el nombre de “aceite de roca” o “petréleo”. A partir de
entonces se puede decir que comenzé el desarrollo de la industria del petréleo y el verdadero
aprovechamiento de un recurso que indudablemente ha contribuido a la formacién del mundo
actual.

El petréleo es una sustancia aceitosa de color oscuro a la que, por sus compuestos de
hidrégeno y carbono, se le denomina hidrocarburo.

La composicion elemental del petréleo normalmente estd comprendida dentro de los sigu-
ientes intervalos:

Carbén — 84%-87T%
Hidrégeno — 11% - 14%
Azufre — 0% -2%
Nitrégeno — 0.2%
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Este hidrocarburo puede estar en estado liquido o en estado gaseoso. En el primer caso es
un aceite al que también se le dice crudo. En el segundo se le conoce como gas natural

Segtn la teoria mas aceptada, el origen del petrdleo y del gas natural es de tipo organico y
sedimentario. Esta teoria ensena que el petroleo es el resultado de un complejo proceso fisico-
quimico en el interior de la tierra, en el que, debido a la presion y las altas temperaturas, se
produce la descomposicién de enormes cantidades de materia organica que se convierten en
aceite y gas. Esa materia organica esta compuesta fundamentalmente por el fitoplancton y el
zooplancton marinos, al igual que por materia vegetal y animal, todo lo cual se deposité en el
pasado en el fondo de los grandes lagos y en el lecho de los mares.

El petroleo se encuentra ocupando los espacios de las rocas porosas, principalmente de rocas
como areniscas y calizas. Es algo asi como el agua que empapa una esponja. En ningtin caso
hay lagos de petroleo. Por consiguiente, no es cierto que cuando se extrae el petroleo quedan
enormes espacios vacios en el interior de la tierra, sino que los poros que se van desocupando son
llenados de inmediato por el mismo petréleo que no alcanza a extraerse y por agua subterranea.

Algunos de sus derivados més importantes son: gasolinas (para todo tipo de vehiculos),
kerosene, gas propano, bencina industrial, disolventes alifaticos, asfalto, bases lubricantes, ceras
parafinicas, polietileno, alquitran aromatico, benceno, tolueno, etc..

El petréleo crudo ceroso, conocido como “waxy crude oil” es petréleo mineral con alta con-
centracién de parafina (una mezcla de hidrocarburos pesados) que a baja temperatura puede
precipitar formando una fase cerosa. Este tipo de fluidos es conocido por causar dificultades en
su manejo y entubamiento, especialmente cuando son transportados a través de regiones articas
y océanos frios. A altas temperaturas se comportan como fluidos newtonianos, pero si la tem-
peratura desciende debajo de un valor critico sus propiedades de flujo se vuelven notoriamente
no newtonianas. Como se describe en [1], la parafina comienza a cristalizarse cuando se llega a
un equilibrio entre presién y temperatura (“cloud point”), mientras que a una temperatura mas
baja (“pour point”), los cristales empiezan a aglomerarse en una estructura semejante a un gel,
cambiando radicalmente los parametros reolégicos del flujo. Debajo del “cloud point” se puede
detectar la presencia de una tensiéon umbral, y por ello consideramos este tipo de petréleo como
un fluido de Bingham incompresible (aunque con pardmetros variables).

1.16.1. La parafina en el petréleo.

Los constituyentes esenciales del petréleo son los hidorcarburos junto a una cantidad mas o
menos relevante de componentes organicos conteniendo carbono, hidrégeno, azufre, oxigeno y
nitrégeno, junto a una cantidad muy pequena de compuestos que contienen diversos elementos
como niquel, hierro y cobre. No todas las clases de hidrocarburos (compuestos conteniendo
solamente carbono e hidrégeno) estan presentes en el petréleo crudo. Se han identificado en
el petroleo cuatro grupos principales de hidrocarburos: alcanos, cicloalcanos, aroméaticos y no
saturados (ver [2]). La parafina pertenece al grupo de los alcanos, los cuales, con la vieja
nomenclatura, eran llamados hidrocarburos parafinicos. Los alcanos tienen la férmula general
Cy Hy,y o (el metano, C' Hy, es el alcano més simple). Estos pueden estar subdivididos, en primera
aproximacion, en dos clases: n-alcanos e isoalcanos. Los n-alcanos estan constituidos de una
cadena lineal de atomos de carbono. Los isoalcanos en cambio contienen los mismos atomos
y en igual cantidad que los n-alcanos, pero los atomos estan ligados unos a otros de modos
diferentes. Los isoalcanos estan en efecto constituidos de una cadena ramificada de atomos de
carbono.

Como en el caso del metano la molécula de un alcano comprende solamente lazos covalentes.
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Ellos unen carbono-carbono o carbono-hidrégeno. En el primer caso son lazos no polares, en
el segundo caso los lazos estan dispuestos de modo més simétrico tal que la leve polaridad del
enlace C-H viene anulada. Por lo tanto la molécula de un alcano resulta apolar o débilmente
polar. Esto explica, entre otras cosas, la razén por la cual los alcanos son insolubles en agua o en
otros solventes fuertemente polares. En cambio, los alcanos son solubles en solventes apolares
como el benceno, el éter o el cloroformo.

La parafina, comtunmente llamada cera, consiste de alcanos a cadena larga (lineal o rami-
ficada) extendida de Cig hasta aproximadamente Clyg.

La cantidad de parafina en el petréleo crudo es extremadamente variable. Se pasa de con-
tenidos del 30-40 % (petréleo en Utah) a contenidos del 1% (South Lousiana).

El crudo con elevado contenido de parafina es llamado “waxy crude o0il” o crudo ceroso. Por
eso los problemas causados por los depdsitos de parafina, interesando todo el ciclo productivo
(extraccidn, transporte y refinacién) son extremadamente caros y onerosos. En particular el
transporte de los “waxy crudes” a través de regiones frias, como la zona &rtica o los océanos,
resulta muy dificultosa. Las técnicas para el control de la parafina toman gran importancia
debido a esta causa. Tipicamente los métodos que son utilizados proveen un tratamiento térmico
0 mecénico o bien el uso de solventes quimicos que inhiben la agregacion.

Los depésitos bituminosos pueden causar problemas similares y tal vez atun mas serios que
aquellos debidos a la parafina. Supondremos que las singulares caracteristicas reologicas de los
“waxy crudes” estan exclusivamente debidos a su presencia.

El fenémeno de solidificacién de la parafina es extremadamente complejo. Sin embargo, el
proceso se puede esquematizar en tres fases sucesivas: nucleacion, crecimiento y agregacion.

= Nucleacion: Una solucion de parafina en un solvente puede ser descripta como un medio
isotropo con interacciones entre la parafina y las moléculas del solvente. Con el decrec-
imiento de la temperatura aumenta la interaccién entre los varios tipos de moléculas que
constituyen la parafina. Cuando las fuerzas intermoleculares de atraccion llegan a un
punto en que son mayores que las interacciones solvente parafina, las moléculas de para-
fina se unen para formar un ntcleo cristalino. El fenémeno es muy complicado cuando
cristalizan también més n-alcanos. Se tiene por lo tanto la formaciéon de cristales mix-
tos. La temperatura a la cual aparecen los primeros cristales en el fluido se llama “cloud
point”, o temperatura de cristalizacion, o de enturbiamiento, y depende fuertemente de
la composicion del crudo.

s Crecimiento: Cuando las moléculas de parafina se separan de la solucion donde estaban
disueltas se acomodan en diferentes estructuras ordenadas de modo que forman capas
mono o multimoleculares en las cuales las moléculas mismas son paralelas las unas a las
otras y perpendiculares al plano de las capas. El crecimiento sucede sobre todo en los
sitios donde es mayor la interaccion entre el cristal y las moléculas libres. Esta es rapida
sobre las caras laterales donde el cristal se expande rapidamente en largo y ancho. El
crecimiento en espesor, que es mas lento, sucede esencialmente por dos causas:

e uno o mas nucleos de cristal se depositan sobre la cara plana de un cristal ya formado
y dan origen a una segunda cara extendida sobre la primera.

e se crean defectos en una capa, debidos a moléculas emergentes de la misma capa,
que constituirdn nuevos sitios donde otras moléculas pueden posarse. El cristal crece
en espesor formando espirales.
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= Agregacion: Si la temperatura es inferior al “cloud point” en pocos grados, se llega
a una situacién de equilbrio entre la parafina todavia disuelta en la solucién y la que
esta cristalizada, tal que ésta tultima es solamente una pequena fraccién de la parafina
total. Los cristales formados son relativamente pocos y teniendo pequenas dimensiones
no provocan grandes cambios de las caracteristicas reoldgicas del fluido. Por otro lado,
cuando la temperatura desciende muchos grados (tipicamente 10-20%) bajo el “cloud
point” aumenta notablemente la cantidad de parafina cristalizada. En consecuencia los
cristales tienden a crecer y a agregarse. Estamos entonces en presencia del fenémeno que
hemos llamado agregacion. En la practica se forma un entretejido de cristales que dan
origen a una estructura gelatinosa mas o menos consistente. Esto provoca un cambio
brusco y radical de las caracteristicas reoldgicas del fluido. Este deja de comportarse
como un fluido, puesto que a medida que la temperatura decrece, comienza a haber un
comportamiento cada vez mas similar a un sélido. La temperatura a la que sucede tal
transicion se llama “pour point” o punto de fluidez. El “pour point”, inferior al “cloud
point” depende fuertemente del tipo de crudo. Hay sustancias que tienden a mejorar las
caracteristicas del fluido (son llamadas “flow improvers” o “pour point depressants”). La
accién de tales productos sucede en la fase de crecimiento y agregacién de los cristales
de parafina. Tales sustancias se enlazan a los ntcleos cristalinos formados creando una
barrera de potencial de naturaleza eléctrica que impide a los microcristales el crecer y
agregarse. De esta manera, el petroleo permanece siempre fluido y puede ser transportado.

1.16.2. Caracteristicas reolégicas de los “waxy crude oils”.

La viscosidad del petrdleo crudo es quizéas la propiedad mas importante. Para la mayor
parte de estos fluidos, a temperatura suficientemente alta (superior al “cloud point”) la vis-
cosidad, fijada la temperatura, es constante, y son simplemente fluidos newtonianos. Cuando
la temperatura se reduce cerca del “cloud point”, se observa un aumento progresivo de la vis-
cosidad, sin embargo, el fluido todavia sigue siendo newtoniano. Una disminuciéon adicional de
la temperatura cerca de los valores del “pour point” provoca en cambio, una transicion en el
comportamiento del fluido: se pasa de un fluido newtoniano a un fluido no newtoniano.

A temperaturas inferiores o vecinas al punto de fluidez el fluido comienza a sufrir, por
ejemplo, un esfuerzo umbral o “yield stress”; es decir, es necesario que el esfuerzo de corte
(“shear stress”) que se ejerce entre las diferentes capas del fluido sea superior a un cierto nivel
(lamado “yield stress”) a partir del cual existe desplazamiento entre las capas de fluido.

1.17. Modelo fisico matematico del flujo de petrdleo con parafina.

Especificamos las hipotesis fisicas preliminares.

F1: Baja temperatura.

Si el campo de velocidad esta indicado con T'(Z,t), definido en un dominio V' contenido
en R?, donde se encuentra el fluido, se asume que:

T(Zt)<T,,, TV, t>0, (1.42)

donde T, es el “pour point”.
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F2: Densidad constante.

Indicando por p la densidad del medio se asume que:

p = constante. (1.43)

Si U(%,t) es el campo de velocidades del fluido, en virtud de la ecuacién de la continuidad,
la férmula (1.43) nos dice que V-0 =0en V.

F3: Movimiento laminar.

Supondremos que el movimiento del fluido es siempre laminar. Tal hipdtesis es justificada
por el hecho de que, para bajas temperaturas, el nimero de Reynolds es tal que garantiza
este tipo de movimientos.

Hemos visto que los petrdleos con elevado contenido de parafina evidencian la presencia de
un “yield stress” cuando se esta cerca del “pour point”. Resulta evidente por lo tanto que el
modelo reolégico mas simple para describir tales fluidos es un modelo a dos pardametros: “yield
stress” 7y y viscosidad 7.

1.17.1. Modelo reolégico.

Si se indica con T el esfuerzo de corte por unidad de superficie, o la velocidad de deformacién
o gradiente del campo de velocidad y con 7 la tensién umbral (teniendo las mismas dimensiones
que 7) se asume que el fluido tiene el siguiente comportamiento:

m si 7 < 79 el medio se comporta como un sélido en el cual no hay desplazamiento de las
capas entre si;

= si 7 > 7 el medio se comporta como un fluido y la relacion entre 7 y o es lineal.

El “yield stress” 7y es el umbral que debe ser superado para que el movimiento fluido tenga
lugar. Es claro que tales fluidos son de tipo Bingham.

El modelo més simple de fluido de Bingham es el que considera 75 y 7 constantes. Sin
embargo, se ha demostrado (ver [3] y [4]) que tales pardmetros pueden depender de la historia
térmica y de la historia mecanica del fluido. Se introducen por lo tanto dos nuevos parametros
a'y (3, llamados respectivamente la cantidad de parafina cristalizada y su estado de agregacion,
y se asume que son los unicos responsables de la variaciéon de n y de 7y. En la practica, esto
implicard que la reologia particular del fluido estara univocamente determinada por la dindmica
de By de a.

Definicién 1.1 Se define fracciéon de parafina cristalizada y se indica con 3, al cociente
entre la masa de parafina cristalizada presente en la unidad de volumen y la masa total de
parafina presente en todo el fluido.

En general § = 3(Z,t) y ademdas 0 < f(Z,t) < 1l paraZ €V y t > 0.

Definicién 1.2 Se define grado de agregacion de la parafina y se indica con «, al cociente
entre la masa de parafina solida agregada presente en la unidad de volumen y la masa total de
la parafina solida presente en todo el fluido.
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Como antes, a = «(Z,t) y ademads:
a(Z,t) € 10,1], sipB(Z,t) #0,
- o (1.44)
a(Z,t) =0, si B(Z,t) = 0.

La definicién de a presupone la introduccién de un didmetro de referencia (que dependera de
las dimensiones de los microcristales), de modo de especificar lo que se entiende por parafina
agregada.

Serd considerada agregada toda aquella parafina sélida organizada en estructuras cuyas
dimensiones medias son mayores que las de referencia.

1.17.2. Viscosidad.

Se asume que la viscosidad depende exclusivamente de o y de f3:

n = n(a, B), (1.45)
con 7 tal que:

V1: n:([0,1] x [0,1]) = [9m, na] donde 0 < 1, < mas < +00.
V2: n monétona creciente en o y .

V3: neC([0,1] x [0,1]).

1.17.3. Yield stress.

Se asume que el “yield stress” es una funcion de un solo parametro a.

To = To(@), (1.46)
con 7y tal que:
Y1: 75:[0,1] — [T, Tas], donde 0 < 7,,, < Ty < +00.
Y2: 1y es mondtona creciente.
Y3: 1 € CY([0,1)).

Evidentemente la forma analitica explicita de (1.45) y (1.46) vendrd determinada exper-
imentalmente. Inclusive se puede pensar, como primera aproximacion, en una dependencia
lineal.

1.17.4. Evolucién de (.

En primera aproximacion se puede suponer que 3 esta completamente determinada por la
temperatura T'(Z,t) y por el campo de presiones P(Z,t). Escribimos por lo tanto:

B =p(T(Zt), P(Zt)). (1.47)

La férmula (1.47) puede ser considerada una buena aproximacién si la parafina disuelta

en solucion se mantiene siempre uniformemente distribuida en el fluido. Si tal hipdtesis no se

verifica (debido por ejemplo a grandes gradientes térmicos) la evolucion de [ estara determinada

por una ecuaciéon de difusion acoplada a una ecuacién de evolucién para la densidad de parafina
disuelta en solucion.
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1.17.5. Evolucién de «.

En la bisqueda de determinar una correcta ecuacion de evolucién para « necesitamos tener
presente que:

= la tendencia de la parafina cristalizada a agregarse es influenciada por la historia térmica
del fluido;

= la reduccién del grado de agregacion de la parafina solida se debe a la historia mecéanica.

En la dinamica de a deben por lo tanto aparecer estos dos efectos contrastantes, pesados
con términos que tengan en cuenta la historia térmica y mecanica. Consideremos un elemento
de volumen del fluido que en el tiempo t se encuentra en el punto de coordenadas Z. Se puede
asumir que la variacion del grado de agregacion de la parafina contenida en tal volumen es dada
por:

/

a = Ki(1 —a)y|[T] — Kyady[W], (1.48)
donde:

» o es la derivada de a respecto de t.
= IV es la densidad de potencia disipada por la fuerza viscosa.

» K, K5 son dos constantes determinadas de manera experimental (K, puede eventual-
mente depender de la temperatura).

= Ji, Jo son dos funcionales dependiendo respectivamente de Ty W. Se puede suponer
que estos funcionales son lineales (la forma exacta deberd ser determinada experimental-
mente).

1.18. Modelo simplificado.
Las hipoétesis simplificativas que haremos son las siguientes:
S1: Temperatura uniforme y constante.
T(Z,t) = constante, reV, t>0. (1.49)
S2: Fraccion de parafina cristalizada uniforme y constante.
B(Z,t) = constante, reV, t>0. (1.50)
S3: Grado de agregacion de la parafina independiente de 7.
a=alt) (1.51)
La uniformidad de « se produce si en el fluido hay una mezcla en una escala de tiempo

inferior a aquel tiempo de evoluciéon de «, de modo que éste ultimo sea casi lo mismo en
todas partes. En la practica es como si en lugar de « utilizaramos el valor medio espacial.
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Obviamente tal posicién sera fisicamente posible solamente si el fluido es puesto en un
dispositivo que lo mezcle antes que se genere una significativa falta de homogeneidad
espacial en el grado de agregacién de «. En la practica esta situacién se encuentra en los
“loop” experimentales.

S4: Ecuacion de evolucion de a en los cuales no aparecen los efectos histéricos.

Q1) = il - a(t) - Kaa(t) [IF(0)]. )
a(0) = ap. '
donde:
= W(t) = % J, W(Z,t)dZ es la potencia media disipada por la fuerza viscosa que,

siendo negativa, debe ser considerada con valor absoluto.

» [, K5 son constantes a determinar experimentalmente.

S5: Modelo reoldgico tipo Bingham en los cuales:

n = constante,
T = To(a),

(1.53)

donde para 7y valen las hip6tesis (Y1), (Y2) e (Y3).

El problema resultante de estas hipdtesis simplificativas puede adaptarse también a crudos
con elevado contenido de bitumen (por bitumen se entiende el residuo de la destilacién efectuada
en la refinerfa).
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2. Planteo del problema.

En esta seccion consideraremos el planteo del problema de Bingham en geometria plana y
geometria cilindrica.

2.1. Geometria plana.

Consideremos dos placas paralelas infinitas, separadas a una distancia 2L entre si, dentro de
las cuales circula un fluido de Bingham homogéneo (con densidad constante) e incompresible

(divu = 0). Ver figura 9.
T>T L

T<T s(t)

T<T

Figura 9: Placas paralelas por donde circula un fluido de Bingham.

El movimiento se produce debido a la accion de un gradiente de presién, que supondremos
que estd so6lo en la direcciéon z, es decir, p, = p, = 0.

Ademas consideraremos que el fluido es laminar. Debido a la direccion del gradiente de
presién, el inico desplazamiento posible se da en la direccion de z, es decir, v = w = 0, donde
u = (u,v,w).

Tendremos también como hipétesis que la velocidad u dependera sélo de t y de y, es decir,
U, = u, = 0.

En el caso de fluidos de Bingham podemos pensar que el tensor de tensiones tiene la forma:

Tij =1 { I, + 8x: } + (Adivu — p)d;; + (70)45- (2.1)
Notar que los tinicos tensores no nulos son 75 y 791. Y ademas:
8u1
- p— + , 2.2
12 Uax2 (7'0)12 ( )

lo que coincide con (1.27).

Debido a las propiedades de viscosidad, se forman dos regiones en el conducto: una zona
de flujo viscoso, en contacto con las placas, donde el esfuerzo de corte es superior a la tension
umbral; y una zona rigida, donde las placas de fluido viajan todas a la misma velocidad, ya que
el esfuerzo de corte no es suficiente para separarlas (ver figura 9).

En la zona de flujo viscoso, como el fluido es unidimensional, la tinica ecuaciéon de momento
(1.29) que tenemos es la que corresponde a la primer componente:
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3
ale 87'12

P = a—+f1:—+f1- (2.3)
= ZE]‘ T

Notar que las ecuaciones constitutivas quedan igual que para un fluido newtoniano (ver
(1.29)), puesto que la derivada anula el término umbral de la tensién. Por lo tanto, si consid-
eramos que no hay fuerzas externas:

PUs = Ny — Py (2.4)

El gradiente de presién p, es sélo funcién de ¢ (es un simple ejercicio de derivacién usando
las hipdtesis). Luego:

PUL — NUyy = f(t), (2‘5)

donde f(t) representa —0p/0z.
Para la zona del nucleo rigido, usamos la segunda ley de Newton. Las fuerzas sobre la zona
rigida provienen de f(t) y la producida por el esfuerzo de corte (ver figura 10).

dx

)dZ/' e ——

p(x) 1 [ p(x+dx)

Figura 10: Balance de fuerzas.

Por lo tanto, la ecuacién del nicleo rigido se reduce a:

1 T0
s = — | F) = =2 ). 2.6

Debido al efecto producido por la viscosidad, el fluido se adhiere a las placas paralelas,
teniendo alli velocidad cero:

Ulg=sr, = 0. (2.7)

Supondremos también que el nicleo rigido no se deforma, es decir:

uy|m:is(t) = 0. (2.8)

Se imponen condiciones iniciales tanto para la velocidad, como para la posicion inicial de
la frontera que separa las dos regiones. Reuniendo todas las ecuaciones obtenemos el siguiente
sistema, donde por simetria consideraremos sélo la parte superior del conducto.
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[ pup —nuy, = f(1), t>0, s(t) <y < L,
uy(s(t),t) = 0, t>0,
1 T0
)] s = 5 (s0-75) >0 (2.9
U(L,t) = 0, t> 07
\ u(y,0) = wup(y), 5(0) =50, 0<s9<y<L.

Consideremos el siguiente cambio de variables:

i y . n o, pL P pL?
= 2 i = t H = Zuy,t ) = t
] % ek (g,t) 7 u(y,t), f(t) = (t),
(2.10)
L2 8 1 L 1
To = /)77—2707 5t) = Es(t% uo(y) = %Uo(y% So = 7 50-

Las cantidades con tilde cumplen el siguiente sistema adimensional (los tildes se han quitado
para facilitar la lectura):

U — Uy = f(2), t>0, s(t)<y<l, (2.11)
uy(s(t),t) =0, t>0, (2.12)
wls(t). ) = 1) = S5 t>0, (2.13)
u(1,t) =0, t>0, (2.14)
u(y,0) = uo(y), s(0) =59, 0<s9<y<l. (2.15)

Este es el problema (P) adimensionalizado. Las incégnitas son la velocidad w y la frontera
s(t) que separa las dos regiones. A este tipo de problemas, donde una de las incégnitas es el
dominio, se los denomina problemas de frontera libre.

Los problemas derivados nos seran de utilidad. Si w = u,, entonces se cumple el problema

(Fy):

Wy — Wy, =0, t>0, s(t)<y<l, (2.16)
w(s(t),t) =0, t>0, (2.17)
wy(s(t),t) = 30 t>0, (2.18)
wy(1,t) = —f(1), t >0, (2.19)
w(y, 0) = uy(y), 5(0) =s0. 0<sp<y<l. (2.20)

Notar que si conocemos la funcién w, entonces podemos recuperar la funcion v calculando
la integral:

u(y, 1) = —/ w(E, 1)d. (2.21)

Si z = uy, entonces (F;):
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2 — zyy = f (1), t>0, s(t)<y<l, (2.22)

2(s(t),t) = f(t) — % t>0, (2.23)
. Tosl(t)

2y (s(t),t) = S0 t >0, (2.24)

2(1,1) = 0, t>0, (2.25)

2(y,0) = uy (y) + £(0), s(0) =s9, 0<sp<y<l. (2.26)

Notar que si conocemos la funcién z, entonces podemos recuperar la funcion u calculando:
t

u(y,t) = wly) + | +(0.0)a0. (2.2
0

2.2. Geometria plana - Tensién umbral variable.

El planteo del problema en este caso es el mismo que en la seccién anterior, salvo que
debemos agregar la ecuacién (1.52) para la evolucion de a.
En nuestro caso, la potencia disipada viene dada por:

W(t) = % / . ul(y, t)dy + To(i(t))u(s(t),t). (2.28)

Por lo tanto, la ecuacién de evolucién para « es:
, K, L
a(t)=Ki(1—at) — a(t)f n ()uy(y,t)dy + 7o(a(t))u(s(t), )], (2.29)
s(t
con la condicién inicial:

Oz(O) = Q. (230)

A esta altura estamos en condiciones de plantear el sistema de ecuaciones que modela el
problema. Usando la propiedad (2.21) se tiene el problema (P®):

pur — nuy, = f(t), s(t) <y<L,t>0, (2.31)
w(L,t) = 0, t>0, (2.32)
uy(s(t),t) = 0, t>0, (2.33)
1 _ 7o(a)

u(s(t),t) = p (f(t) S0 ) , >0, (2.34)
s(0) = s, (2.35)
u(y7 0) = UO(y>7 89 < ) < L; (236)

o = —a(t)) — a(t) Ko ! w2dy — 1o ' u
1) = Ki(1-o() - 2 'n / iy —m(a () / >0,
a(0) = ap. (2.38)
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Los problemas derivados nos seran de utilidad. Si w = u,, entonces w satisface el problema
(£):

pwy —nw,, = 0, st)<y<L, t>0, (2.39)
wy(L,t) = —f()/n, t>0, (2.40)
w(s(t),t) = 0, t>0, (2.41)
wy(s(t),t) = —mla)/ns(t), t>0, (2.42)
s(0) = so, (2.43)
w(y,0) = wuly), 0<s<y<lL, (2.44)

, @(t)Kz L 2 g
a(t) = Ki(1—alt) — wdy — 1o(a wdy| , 0, (2.45
0 = a0 -0) =72 o [ wtdy—mie) [ w1500
a0) = . (2.46)

La funcién u puede recuperarse de la funcién w usando la ecuacién (2.21). Si z = u; entonces
la funcién z satisface el problema (Pf):

pr —nzy = f(), sit)<y<L, t>0, (2.47)
AL,t) = 0, t>0, (2.48)
_ 1 ~ mo(a)
z(s(t),t) = p <f(t) S0 ) , >0, (2.49)
_ no(@)s'(t)
z,(s(t),t) = RTOR t>0, (2.50)
s(0) = so, (2.51)
w0 = Zu+ B ocm<yse (2.52)
: oKy | ", !
« = Ki(1- — wdy — 1o(a wdy| , 0, (2.53
® = Ka—a() - 2P2 o [ty o) [ w150, @25
a(0) = . (2.54)

La funcién u puede recuperarse usando la ecuacién (2.27).

2.3. Geometria cilindrica.

Consideremos un conducto cilindrico como muestra la figura 11, por donde circula un fluido
de Bingham. Debido a las propiedades viscosas aparecen dos regiones: una de fluido y otra de
un nucleo rigido.

De manera similar al planteo en geometria plana, la ecuaciéon para la regién de fluido viene
dada por la segunda ley de Newton. Las condiciones de contorno son: condicién de adherencia
en las paredes del conducto, no deformacién del nicleo rigido, y velocidad inicial en ¢ = 0. Para
la parte rigida se usa también la ley de Newton. De esta manera se obtiene el problema:
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777777777777777 [ s

****************** N

Pl — Ny ur+7:f(t), s(t)<r < L,t>0,
w(L,t) = 0, > 0, t>0,
ur(s(t),t) =0, t>0,
0.0 =3 (50 2. L0,

)

)

0<syp<r<L.

Consideremos el siguiente cambio de variables:

;

8~0 =

\

r y n
— t=——t
L pL?"’
L2 ~ L
P, alr i) = Zart),
n n
1 . L
= 790, () = £ Cuo(r)
1 < pL?
750, f(t) = e (t).

De esta manera el problema adimensionalizado, que llamaremos (P¢), es:

1

Up — Upy — — Uy E:f(t), s(t) <r<1,t>0,
r
u(1,t) = 0, t>0,
ur(s(t),t) =0, t>0,
27
ws(t.0) = £ = 205, t>0,
s(0) = so,

u(r, 0) = wug(r), 0<sg<r<l.

27

(2.61)
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Los problemas derivados nos serdn de utilidad. Si w = u, obtenemos el problema (Pf):

1 1 T0

wt—ww—;wr%—ﬁw—ﬁzo, s(t) <r<1,t>0, (2.68)
wy(1,t) +w(l,t) = —(f(t) — 70), t>0, (2.69)
w(s(t),t) =0, t >0, (2.70)
wy(s(t),t) =0, t>0, (2.71)
5(0) = so, (2.72)
w(r, 0) = uy(r), 0<sg<r<l. (2.73)
Si z = u; entonces obtenemos el problema (Pf):
1 /
el @), s(t) <r<1,t>0, (2.74)
2(1,1) = 0, t>0, (2.75)
Tosl(t)
r 0 ) , 2.
2 (s(t),t) @) t>0 (2.76)
27’0
z(s(t),t) = f(t) — S0 t>0, (2.77)
s(0) = so, (2.78)
1 1 /
2(r,0) = f(0) + uy(r) + ;uo(r) - %, 0<sp<r<l. (2.79)

La funcién u puede recuperarse a partir de w mediante la relacién (2.21), y también a partir
de z usando la ecuacion (2.27).



3 RESULTADOS CONOCIDOS - GENERALIZACIONES. 29

3. Resultados conocidos - Generalizaciones.

3.1. Geometria plana.

En [5] se establece la existencia y unicidad del problema (P) y algunas propiedades de la
frontera libre en funcion de las condiciones iniciales.

Observacién 3.1 La solucion estacionaria del problema (P) adimensionalizado (2.11)-(2.15)

uel) = WDt Lol -1, yefs0.1)
(3.1)
oo = .
I

La solucion estacionaria del problema (P,) expresado en las ecuaciones (2.16)-(2.20) es:

woo(y) = _foo(y_soo)a ) S [8071]7
o a (3.2)
~ foo

A continuacién daremos algunas hipétesis sobre los datos y condiciones iniciales.

» Hipdtesis Al:
La velocidad inicial ug es una funcién continua con derivadas continuas hasta el tercer
orden en [sg, 1] y se cumple:
"

up(1) =0,  ug(y) <0,  uy(y) <0, (3.3)

de donde se deduce que ug(y) > 0.

» Hipotesis A2:
En [sg, 1] el dato inicial ug satisface:

u(y) = —fly— ),
(3.4)

1"

» Hipotesis A3:
En [so, 1] el dato inicial ug satisface:

up(y) < min {0’ ks (y N J%Oo) } ’ (3:5)

Uo(@/) < _fOO‘

» Condicién de operabilidad: El gradiente de presién debe satisfacer que f(t) > 7o Vit > 0.
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El siguiente teorema nos habla acerca de la existencia local (hasta algtin tiempo Tj), y de
la unicidad del problema (P). La demostracién puede consultarse en [5].

Teorema 3.1 Bajo las condiciones (Al), el problema (2.11)-(2.15) tiene una unica solucion
clasica (u(y,t), s(t), To).

Las siguientes dos proposiciones tratan acerca del comportamiento de la frontera libre. Sus
demostraciones pueden consultarse en [5].

Teorema 3.2 Si sy > 5o, f (1) >0, imy_oo f(t) = fao, f cumple la condicién de operabilidad,

ug satisface las hipdtesis (A1) y (A2), y uy (y) < 0, entonces el problema (2.11)-(2.15) tiene
solucion unica para todo tiempo. Ademds:

s(t) <0, t >0, (3.6)

S0 < 8(1) <1, t>0, (3.7)

0< u(y,t) <usx(y), s(t) <y <1,t>0, (3.8)

Weo(y) < w(y,t) <0, s(t) <y <1,t>0, (3.9)
f(t) = foo < wl(y,t) < f(1), s(t) <y <1,t>0, (es decir, w,(y,t) <0), (3.10)
wyy(y,t) <0, s(t) <y <1,t>0, (3.11)

tli)rgo s(t) = Seo. (3.12)

Teorema 3.3 Si sy < 5o, f (1) <0, imy_oo f(t) = fao, f cumple la condicién de operabilidad,
ug satisface las hipétesis (A1) y (A3), ug (y) > 0, y uy(y) < —7o/y, entonces el problema (2.11)-
(2.15) tiene solucidn unica para todo tiempo. Ademds:

s(t)> 0, t>0, (3.13)
Sp < s(t) < So, t>0, (3.14)
w(y,t) < min {O, —fso (y — ;—0) } , s(t) <y <1,t>0, (3.15)
th s(t) = Seo. (3.16)

A continuacién se probard un teorema que generaliza los resultados presentados, y que
servira para validar el método numérico.

Teorema 3.4 Si sy > 0, f cumple la condicion de operabilidad, f'(t) > 0, lim,_ f(t) = oo,
ug satisface las hipétesis (A1) y (A2), uy (y) < 0, entonces el problema (P,) admite nica
solucion para todo tiempo y se cumple:
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s(t) > 70/ f(1), t>0, (3.17)
u(y,t) >0, s(t) <y <1,t>0, (3.18)
w(y,t) <0, s(t) <y <1,t>0, (3.19)

s (t) > 0, t>0, (3.20)

wy(y,t) <0, s(t) <y <1,t>0, (3.21)
wyy(y,t) <0, s(t) <y<1,t>0, (3.22)
th s(t) = 0. (3.23)

Demostracién: Elijamos € positivo. Llamamos problema (P;') al sistema (P,), expresado en las
ecuaciones (2.16)-(2.20), salvo que el término f(t) es reemplazado por la funcién f,(t) definida
por:

ft), t <mn,
fn(t) = ¢ polinomio que empalme a f en forma diferenciable, n <t <n + €, (3.24)
f(n+e), n+e<t.

Como la funcién f tiene limite infinito, existe un niimero natural N tal que sin > N entonces
se cumplen las hipdtesis de existencia y unicidad del teorema 3.2, lo cual nos dice que cada
problema (P") con n > N, tiene solucion tnica para t arbitrariamente grande, cumpliéndose
también que:

. n 70 n 70
tllglos (t)—m, s (t)>m.
Llamaremos {w",s"} a la solucién del problema (P}). Sea ahora 7' un nimero positivo
arbitrario. Tomamos n tal que n > N y n > T. Con esta eleccién el problema (Py) coincide con
el problema (P;') en el intervalo [0, T'|. Luego, de acuerdo al parrafo anterior, el problema (P,)
tiene tnica solucién en el intervalo [0, 7] para todo T arbitrario. Esto nos dice que el problema
(P,) admite solucién tnica {w, s} para ¢ arbitrariamente grande.
A partir de ahora consideraremos que n > N para que se cumplan las hipotesis de existencia
y unicidad. Por unicidad de la solucién, y debido a que f,(t) = f(t) para t < n, se tiene que:

(3.25)

(t) = s(t), t <mn,
{w "y, 1) = w(y, ), sty <y<1, t<n. (3.26)
)-

Esto dice que lim, o, s™"(t) = s(t). Por un teorema de monotonia de la solucién respecto
de los datos (ver [5]) se sabe que si f, < f,i1 entonces s" > s"*1. También sabemos que
limy o s"(t) = 70/ f(n + €) para todo n.

Sea ahora €; > 0. Por hipdtesis existe N7 > N tal que si n > Ny entonces 79/ f(n +€) < €.
Luego existe M tal que si ¢ > M, entonces sV!(t) < ¢. Por monotonia s"(t) < s™(t) < ¢
paran > Ny yt > M. Dado t > M, tomo n > t, luego s"(t) = s(t), que da como resultado
s(t) < €. Esto demuestra (3.23). Notar que la funcién s(t) es positiva para todo tiempo.

La funcién v = w,, resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
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U — Vyy = 0, s(t) <y <1,t>0, (3.27)
v, (1,t) = —f (t) <0, t>0, (3.28)
v(y,0) = uy (y) <0, 0<sy<y<l, (3.29)

v(s(t),t) = 7os (t)/s(t), t>0. (3.30)

Por el lema de Hopf la solucién no tiene maximo en y = 1. Por el principio del maximo es
facil ver que v < 0, lo cual nos dice que w,, < 0. Esto da como consecuencia que w,(y,t) sea
una funcién no creciente respecto de y para cada t. Luego el maximo de w, estd en la frontera
libre. Como wy(s(t),t) = —79/s(t) < 0, entonces w, < 0. Por lo tanto, wy(s(t),t) > w,(1,t).
Reemplazando sus respectivos valores obtenemos que s(t) > 79/ f(t).

Las desigualdades (3.18) y (3.20) son una consecuencia del principio del méximo aplicado
a las funciones u, w y z respectivamente. Esto concluye la demostracién.

|

3.2. Geometria plana - Tensién umbral variable.

Pediremos las siguientes hipotesis sobre los datos.
A - Hipdétesis sobre 7y:

Al: 70:[0,1] = [T, 7], con 0 < 7, < Tap < 00.
A2: 1y € CY([0,1]).

A3: 719 es mondtona no decreciente.

A4: 7, < 1o(ag) < Tar.

Ab5: 7y es Lipschitz con constante N, es decir,

‘T()(Oél) - 7_0(052>| <N |Oél — Q| .
B - Hipdétesis sobre f:

B1: 0 < f,, < f(t) < fa para todo t > 0.
B2: Condicién de operabilidad: f,, > mp//L.

El método que se propondra mas adelante esta definido para funciones f que satisfacen
las propiedades arriba enunciadas, sin embargo, los teoremas de existencia y unicidad se
han probado solamente para funciones f constantes.

C - Hipdtesis sobre oy y sp:

Cl: s, < So < Sp7 con Sy, = Tm/fM Yy Sm = TM/fm~
C2: 0 S (%)) S 1.

D - Hipdétesis sobre ug(y):
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D1: Uo(y) S Cg([SO,L])
D2: ug(y) > 0 para so <y < L; up(L) = 0.
D3: uy(y) < 0 para s <y < L; ug(so) = 0.
u, (y) < ug(y) < uy(y) para so <y < L donde:
/ 0, 0<y<snm,
U (y) = { _me(y —5m)s Sm<y<L, (3.31)
/ 07 0< Y < SM,
up(y) = { _me(y —su), su<y<L. (3.32)

D4: uy(y) < 0 para so < y < L; ugy(s0) = —7o(cx)/S0-
Se tiene un teorema de existencia y unicidad local:

Teorema 3.5 Bajo las hipdtesis mencionadas anteriormente, se cumple que existe un tiempo
To tal que el problema (Pf) admite una unica solucion en (0,Ty).

Como en la seccién anterior, como una consecuencia del principio del méaximo y el lema de
Hopf, el campo de velocidades presenta las siguientes caracteristicas:

u(y,t) >0, s(t)y<y< L, 0<t<Ty, (3.33)
uy(y,t) <0, s(t)y<y< L, 0<t<Ty, (3.34)
Uyy(y,t) <0, s(t)y<y< L, 0<t<T,. (3.35)

donde Ty es el tiempo maximo de existencia. Ademds se pueden probar resultados sobre las
propiedades de la frontera libre y la relacién del campo de velocidades respecto de las condiciones
iniciales:

Sm < s(t) < sy < L, (3.36)
U () <y (y, 1) <y (y), (3.37)
donde:
uM(y):—JQC—Z(yQ—LQ)—i-ﬁn%(y—L), sy <y <L, (3.39)
Um(y) :—‘};—A;(y2—L2)+m%(y—L), Sm <y < L. (3.40)

Supongamos ahora que el problema (P?®) admite solucién para todo tiempo y que para
t suficientemente grande, la solucién tiende asintéticamente hacia una solucién estacionaria,
solucién que no tendra m&s una dependencia temporal. Por lo tanto se tiene el problema
estacionario (Pg):



3 RESULTADOS CONOCIDOS - GENERALIZACIONES. 34

Uno(y) = —foo/N Y € [S00, L], (3.41)
uss(L) =0, (3.42)
U (500) = 0, (3.43)
foo = T0(00) /S0 = 0, (3.44)
Ki(1—ay) — %aw '77/ w2 dy + To (oo ) Uoo (500 ) | = 0. (3.45)

Las incognitas son Ueo, Seo ¥ Qeo- De las ecuaciones (3.41)-(3.43) se puede obtener que:
_ S
2n

Usaremos las dos ecuaciones restantes para conseguir los valores de o y Soo. Operando
algebraicamente se llega a:

Uoo (Y) (L —y*) + sy — L),  se<y<L. (3.46)

Ko f2
6K177L

A partir de ahora es necesario conocer la forma de la funcién 75. Como primera aproximacién
podemos suponer que se tiene una relacion lineal:

1 —ax |1+

(L — 550)*(2L + 55) | = 0. (3.47)

To(@) = Ty + a(Tar — Tin)- (3.48)

Usando esta informacién y combinando las ecuaciones (3.44) y (3.47) se obtiene la siguiente
relacion:

Ky f2
61 1nL

(SooSfoo — Tm) [1 + (L — 55)%(2L + soo)] =Ty — Tim.- (3.49)

Definimos la funcién g(s) por:

_ K> f%, 2
9(8) = (Sfoo — Tim) [1 + 6K L (L —s)*(2L+s)] . (3.50)
Si pedimos que:
T™ V6 [nK;
7 < foo < TV ® (3.51)

entonces existe una unica solucion estacionaria S, v o, donde s, puede calcularse como la
tnica raiz de g en el intervalo [0, L] y aw se obtiene calculando:

Soofoo —Tm

Qoo = ——. (3.52)

™ — Tm

Esto es posible debido a que la funcién g satisface que g(0) < 0, g(L) > L y g'(s) > 0 para
s € [0, L].
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4. Métodos aproximados.

4.1. Método de Goodman o del balance integral.

Este método es comunmente usado para problemas de transferencia de calor, o de difusién
donde hay cambios de fase ([6]-[18]).

El método del balance integral consiste en integrar la ecuacién principal respecto de la
variable espacial, agregar las condiciones de contorno, y producir una ecuacién integral que
exprese el balance global del sistema. Los pasos son los siguientes:

1. Asumir una forma particular para la dependencia de la solucién respecto de la variable
espacial que sea consistente con las condiciones de contorno, por ejemplo, una relacion
polinémica.

2. Integrar la ecuacién diferencial con respecto a la variable espacial sobre un intervalo
apropiado y sustituir la solucién propuesta para obtener el balance integral.

3. Resolver la ecuacién integral para obtener el movimiento de la frontera donde ocurre un
cambio de fase y la dependencia temporal de la solucién.

4.1.1. Geometria plana.

Como la ecuacién de Navier-Stokes (2.16) es una ecuacién del calor, el método de Goodman
puede aplicarse sin problemas.
Asumimos que la solucion tiene la siguiente relacién polinémica en la variable espacial:

w(y,t) = ag(t) + ar(t)y + az(t)y”. (4.1)

Elegimos un polinomio de grado dos debido a la cantidad de condiciones de contorno que se
tienen, puesto que el sistema quedarda completamente determinado. Reemplazando la funcion
propuesta w en las condiciones de contorno (2.17)-(2.19), obtenemos un sistema lineal para ay,
ar 'y as.

1 s(t) s*(t) ao(t) 0
0 1 2 ar(t) | = —f(t) : (4.2)
0 1 2s(t) as(t) —70/5(t)

Resolviendo el sistema lineal obtenemos los valores de los coeficientes:

(s*(t) f(t) — 270 + To5(1))

aO(t) = = 2(1—S(t)) ) (4?))
R0 -
“ = - sm) (44)

ax(t) = — (4.5)

Integrando la ecuacién principal (2.16) y usando las condiciones de contorno se tiene que:
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1 1
/ wily, H)dy = / Wy, D)y

(®)
= wy(17t>_wy(8(t>?t)
= —f(t)+%.

Si derivamos la integral de la ecuacién principal y usamos otra vez las condiciones de con-
torno se tiene que:

(4.6)

!

d ! !
o wtnnar = /s(t)wxy,t)dy—w(s(t),t)s<t>

- / R (4.7)

Juntando (4.6) y (4.7) y reemplazando por la férmula (4.1) de w, obtenemos una ecuacién
para la frontera libre s(t), a saber:

1

i Ly v 0= =50+ (1)

s(t)’
donde, procediendo algebraicamente, puede obtenerse una expresion para s'(t):
¢y = B0 = FOs(0) + £ (320) (1~ s(1))
2r(1 = 52(8)) + 2f(1)s*()(1 — s(t))

Esta ecuacion puede ser resuelta con un método numérico, por ejemplo, el conocido método
Runge-Kutta de orden cuatro [19], usando como condicién inicial la expresada en (2.20).

(4.9)

4.1.2. Geometria plana - Tensién umbral variable.

Como en el caso anterior, el método de Goodman puede aplicarse sin problemas. Proponemos
una relacion polinémica en la variable espacial para la funcién w:

w(y, t) = ao(t) + a1 (t)y + as(t)y*. (4.10)

Nuevamente elegimos un polinomio de grado dos debido a la cantidad de condiciones de
contorno que se poseen. Reemplazando esta expresion en las condiciones de contorno (2.40)-
(2.42) se obtiene un sistema lineal para ag, a; y as:

1 s(t) s*(t) ao(t) 0
0 1 2L a(t) | = —f)/n |. (4.11)
0 1 2s(t) as(t) —70/ns(t)

Resolviendo el sistema lineal obtenemos los coeficientes:
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s2(t)f(t) — 27’0L + 705(t)

ag(t) = — , 4.12
s* () f(t) — ToL
a(t) (4.13)
' ns(t)(L — s(t)’
s(t)f(t) — 7o
t — ) 4.14
N TE O A ) -
Procediendo de manera similar a la seccién anterior se llega a que:
d L 1 To
— wy,tdy:——<ft —i——), 4.15
i L i =2 (50 + G (1.15)
Procediendo algebraicamente llegamos a una ecuacién de evolucion para la frontera libre:
, — " 2L — 2
) = 5150 = F@)s(0)) + pf (1)2(0)(L = s(1) o

2pmo(L? — 52(t)) + 2pf (1) s* () (L — (1))
donde la condicién inicial estd dada por s(0) = sg. A esta expresién le adjuntamos la evolucién
de a(t) quedando:

Oé(t)Kg

o) = Ki(1l-a() -

n/°waw+mwy+@@ff@—

(t)
ai(t) as(t)

= mfa(0) (a(L - s(0)+ w2 - ) + 200 - 20

donde la condicién inicial estd dada por a(0) = «ap. Este sistema ((4.16) y (4.17)) puede ser
resuelto de manera numérica por un método Runge-Kutta.

. (4.17)

4.1.3. Geometria cilindrica.
Proponemos una relacion polinémica para w, es decir,

w(r,t) = ao(t) + a1 (t)r + ax(t)r?. (4.18)

Reemplazando esta funcién propuesta en las condiciones de contorno (2.69)-(2.71) obten-
emos un sistema lineal para ag, a1 y as:

1 s(t) s*(t) ao(t) 0
0 1 2s(t) a(t) | = —7o/s(t) : (4.19)
1 2 3 as(t) —(f(t) = 7o)

Resolviendo el sistema lineal tenemos que:

37’0 — 27’08( ) ( ) (t) + 82(t)T0
ao(?) 3 4s(l) + 52(1) ’ (420)
—319 — s%(t)10 + 25%(t) f(¢)
R OO 20
a(t) 210 — () (1) (4.92)

(3 —4s(t) + s2(t))s(t)
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Integrando la ecuacién principal (2.68) y usando las condiciones de contorno, tenemos que:

1 1
1 1
/ U)t(y, t)dy = / <wrr + —Wp — —2UJ + T_g) d?"
s(t) s(t) r r r

_ Qm+lw_ﬁ)uy_gw+lw—@)@w>

r r r r

S (f(t) - %) | (4.23)

Si derivamos la integral de la ecuacion principal (4.23) y usamos otra vez las condiciones de
contorno obtenemos lo mismo que en (4.7), es decir,

1 1
%/m w(r,t)dr = /(t) wy(r, t)dy. (4.24)

Juntando lo hecho hasta el momento:
d 1

w(r, )dr = — ( J(t) - %) . (4.25)

y conociendo la forma de w se tiene que:

S (1) = —2s(1)(s(t) = 3) (B (1) = 370)(s(t) = 3) + s(B)f (D(s(t) = 1)2)) JAW), ~ (4.26)

A(t) = 282 (1) f (1) (s*(t) — 65(t) +5) + 2705(t)(9s*(t) — 10s(¢) — 5) + 370(5 — s*(¢)).  (4.27)

La ecuacién (4.26) junto con la condicién inicial s(0) = so puede ser resuelta con un método
Runge-Kutta.

4.2. Método cuasiestacionario.

El método cuasiestacionario consiste en eliminar la parte temporal en la ecuacién diferencial
de un sistema del tipo de la ecuacién del calor, pero no de las condiciones de contorno. Por
ejemplo, en la ecuacion del calor, al anular la parte del tiempo, quedara una relacion polinémica
para la temperatura, y la frontera libre se podréa conocer a través de las condiciones de contorno.

4.2.1. Geometria plana.

Usaremos en este caso el problema (F;). Anulando la parte temporal en la ecuacién (2.22)
obtenemos una forma cuadratica en la variable espacial:
f{t)

2y = —f () = 2(y,t) = —T?ﬁ + B(t)y + C(t). (4.28)

Para conocer los coeficientes B(t) y C(t) basta reemplazar la funcién z en las condiciones
de contorno (2.23) y (2.25). Se obtiene un sistema lineal:
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{ 0 = 2(1,1) —f(t)/2+ B(t) + C(1),
F) =mo/st) = 2(s(t),t) = —f()s*(t)/2+ B(t)s(t) + C(t).

( o 1 ) ( 4t ) B ( F)2 f)/é) —70/5(1) ) | (4:29)

Resolviendo el sistema obtenemos:

Luego:

1 f () 2 70
1—s%(t)) — t) — — 4.30
e a2 - (10 - %)) (130)
1 f(t)s(t) To
c(t) = — 1—s(t t)———||. 4.31
0 = 1o | P + (10— (431
Conociendo la forma de la funcién w, usamos la condicién de contorno (2.24) que hasta
ahora no hemos utilizado, lo cual nos proporciona una ecuaciéon para s/(t):

/ S0 s {f/(t)(1 2 L <f(t) _ i)} (432

s(t) =—
(t) To 1—s(t) | 270 To s(t)
Como en el caso del método de Goodman, esta ecuacion puede ser resuelta numéricamente

con, por ejemplo, el método Runge-Kutta de orden cuatro [19], usando como condicién inicial
la expresada en (2.26).

4.2.2. Geometria plana - Tension umbral variable.

Como en la seccién anterior, es mejor utilizar el problema (Pf) expresado en las ecuaciones
(2.47)-(2.54), puesto que de otro modo llegamos a ecuaciones triviales para la frontera libre.

Anulando la parte temporal en la ecuacién (2.47) obtenemos una forma cuadrética en la
variable espacial:

(t
z(y,t) = —f2—57>y2 + B(t)y + C(t). (4.33)

Los coeficientes B(t) y C(t) pueden ser despejados utilizando las condiciones de contorno

(2.48) y (2.49). Procediendo de manera similar a la seccién anterior, obtenemos que:

o) = 0 (f 2:>s(t)L(s(t) — L)+ %( 1) - TO(S‘E‘S»O . (4.35)

Utilizando ahora (2.50) obtenemos la relacién para la derivada de la frontera libre que
necesitdbamos:
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donde la condicién inicial estd dada por s(0) = sg. Por otro lado, la ecuacién de evolucién de
a(t) tiene en su expresién a la funcién w, que puede ser obtenida de:

u(y,t) = - / w(é, t)de.

derivando respecto de y. De esta manera, la ecuacion (4.36) queda acoplada a la ecuacién (2.45)
donde:

w(y, t) = ug(y) + /Ot (—@ + B(H)) de. (4.37)

En el procedimiento numérico las integraciones se realizan mediante el método Runge-Kutta,
y splines lineales para realizar la integracion. La condicién inicial esta dada por «(0) = .
4.2.3. Geometria cilindrica.

Utilizando el problema (Pf) eliminamos la parte temporal en la ecuacién (2.74), quedando:

—z — %Z =)= 2= —%zf'(t) +C(t)Inr + D(t). (4.38)

Para conocer los coeficientes C'(t) y D(t) basta reemplazar z en las condiciones de contorno.
De esta manera:

B 1 20 SO )
e (f WSt 1 ) (439)
p = LU (4.40)

Reemplazando ahora z en la tinica condicién de contorno que no hemos usado (2.76), obten-
emos:

S =2 (’22 ® - ln(ls(t)) <f(t) _ % . 52(t))fT(t)) | (4.41)

Esta ecuacion puede ser resuelta numéricamente mediante el método Runge-Kutta utilizan-
do la condicién inicial s(0) = so.
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5. Meétodo de diferencias finitas con paso variable.

El método de diferencias finitas consiste en reemplazar las derivadas por cocientes incre-
mentales. El tipo de esquema puede variar segin los puntos que se elijan para aproximar las
derivadas, y también segin la naturaleza de las condiciones de contorno. Estos procedimientos
tienen una extensa aplicacién y se hallan numerosas publicaciones en la literatura. Ver [20]-
[46]. Los resultados de esta seccién han sido publicados en [47].

El método consiste en discretizar la variable temporal con un paso fijo, mientras que en la
variable espacial se elige un paso variable, de modo tal que la grilla se vaya adaptando a la
frontera libre a medida que el tiempo transcurre. Se vera mas adelante que se requerird el uso
de una iteracién interna para disminuir la cantidad de operaciones.

Utilizaremos el problema (P,) para la discretizacién. Fijado un paso de tiempo At, se
construye una grilla de tal forma que la frontera libre pase por los nodos de ésta. El algoritmo
se ha construido para el caso cuando la frontera libre es decreciente. Se puede hacer un algoritmo
similar cuando la frontera libre resulta creciente. Definimos entonces At positivo, y

Yir1 = 1 - (A?ﬂ + +Ay2)7 ) Z ]-7 N = ]-7

o= (n— DAL n> 1. (5-1)

Dividimos el intervalo [sg, 1] en m—1 partes iguales, donde m es un niimero natural arbitrario
mayor o igual que tres. Definimos:

1—
Ay; = %0

1 i=lm-lL (5.2)

Con esta eleccién los puntos y1,...,y, constituyen una particiéon de [sq, 1] igualmente dis-
tribuida. Se ve claramente que y,, = so. De aqui en adelante construiremos Ay, AYmits...,
de manera tal que (Y,1+m—1,%,) sea un punto de la frontera libre, es decir, s(t,,) = ypym—1. Ver
figura 12 para visualizar la situacion.

tiempo
A
m=6
W e 517 Y
S,=Y.
2777

55= Y10

t1=0 — : b4 &> €SpPacio
WioYo Yo¥s Y7y Vs Y4 Y y2Y1:1

Figura 12: Formacion de la grilla.

Denotamos w; ,, = w(y;, t,) y fn = f(tn). Recordando las ecuaciones (2.16)-(2.20):
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Wy — wy, =0, t>0, s(t)<y<l,
w(s(t),t) =0, t>0,
70
wy(s(t)vt) = _@7 t >0,
wy(Lt) = _f<t)a > 07
w(y, 0) = uy(y), s(0) =s09. 0<sp<y<l.

realizamos aproximaciones mediante diferencias finitas. De esta manera obtenemos el problema

(Pd)Z

Wip1 — Wont1 = —AY1 frt1s n=>1, (5.3)
At At N At LA N At A
~ . Wi-1n41 — i | Win N Witin+1 = —RAYWin,
Ay 1,n+1 Avit - Ay, Y n+1 Av; +1,n+1 YiWw;,
i=2.,n+m—1 n>1 (54)
wn+m7n+1 = 0, n 2 1, (55)
win = (), i=1,..,m, (5.6)
Ayoms = ( W tm—1m+1 ) I 0> 1. (5.7)
Whn4m—1,n+1 — 70

La idea del proceso es la siguiente:

1. Elegidos y1,...,ym, se puede calcular {w;};", mediante la ecuacién (5.6). De este modo el
primer paso quedaria resuelto.

2. Hasta el momento sélo disponemos de Ayq,...,Ay,,—1. Si pudiéramos conocer el valor de
/ / m~+1
Ay, entonces conoceriamos el valor de y,,,+1, y por lo tanto, podriamos calcular {w; 2}

resolviendo el sistema lineal (5.3)-(5.5) paran = 1. Luego nos dedicaremos a calcular Ay,,.

. . . . . -1
3. Esto nos permite realizar un paso inductivo. Supongamos conocidos los valores {wm}?:lm

Y Ayr,ee s AYpim_2. Si supiéramos cuanto vale Ay,.,,_1, entonces seria posible obtener
{Wini1 313" de (5.3)-(5.5) en la etapa n + 1.

Lo tnico que nos hace falta es una forma de definir Ay, ,,,,_1 de modo que se satisfaga el sis-
tema discreto (P,). La ecuacién que nos falta usar es (5.7). La dificultad radica en que Ayy, -1
viene dado en funcién de wy4m—1,41 que también es una incégnita. Lo que proponemos es lo
siguiente:

1. Dar un valor inicial Ay&zm_l tal que 0 < Ay&zm_l < Yntm—1. La tltima desigualdad se
refiere a que el paso espacial debe ser lo suficientemente pequenio para permanecer dentro
del dominio.
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2. Calcular una iteracién interna en r determinada por la ecuacién (5.7), es decir:

(r)

r Wy m—1n+1

Aya(m-‘:rlz)—l - < ) - - ) Ynt+m—1, n =1 (5.8)
Whtm—1,n+1 — 70

donde wq(gm_lm 41 se calcula resolviendo el sistema lineal (5.3)-(5.5) usando Ayy,...,AYp4m—2

y Ayg—i)-m—l .

3. Silasucesion {Ayﬁﬁm_l} fuera convergente a un niimero positivo que llamaremos Ay, 111,

podriamos conocer {wmﬂ}?:{" resolviendo (5.3)-(5.5) usando Ayy,....AYn1m—2, AYnim-_1-
Con esto quedaria resuelto el problema para la etapa n + 1.

Observaciéon 5.1 La matriz del sistema (5.3)-(5.5) es tridiagonal, y los elementos de la diag-
onal principal y las dos adyacentes son no nulos. Luego la matriz es irreducible, es decir, el
sistema no puede desacoplarse. Como esta matriz resulta diagonalmente dominante en sentido
fuerte por filas, el seqgundo teorema de Gershgorin nos asegura que la matriz es invertible.

El sistema (5.3)-(5.5), mediante pasos algebraicos, puede ser reformulado como:

Win+1 = Won+1 — Aylfn-l—l; (5-9)
Wint1 = Qin+1 + 0iWit1nt1, 1=2,...,n+m—2, (5.10)
Wn4m—1,n+1 = Qntm—1n+1, (5-11)
Wptmnt1 = 0, (5.12)

donde los coeficientes a; ,, 41 y b; estan dados por:

—AtAYs fri1 + Ayiws,

S ’ 1

a2,n+1 At + Ay? (5.13)
AtAY; ;-1 ni1 + Ayio1 AyZw; .
w - 7 — ) = 9, ... — ]_7 14
Qi1 Ay 1 Ay2 + AtAy; (1 — bi_y) + AtAy,_, i=3,..,n+m (5.14)
At

NERNY 1

b At + Ay%’ (5 5)
AtAy;

bi = LAY i=3,..,n+m—2. (5.16)

Ay 1 Ay? + AtAy(1 — biy) + AtAy; o

Ademas se puede ver que los coeficientes son funciones de las siguientes variables:

Ain+1 = CLZ'ﬂH_l(At, Ayg,...,Ayi,an,wg,n,...,wm), 1= 2,...,n+m— ]., (517)

by = bi(At, Ay, ..., Ay;), 1=2,..n+m—2, (5.18)

0 < bi<l, i=2,..,n+m—2. (5.19)
Proposicién 5.1 Supongamos que f(t) > 0 Vt, y que At, Ay,..., AYpim—1 Son nimeros

positivos, es decir, el método estd bien definido hasta el nivel n. Asumiendo que w;, < 0,
1=1,...,n+m—1, entonces w;n41 <0,1=1,....,n+m—1.
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Demostracion: Primero determinaremos el signo de los coeficientes a; ,,11. De la ecuacién (5.13)
y de la hipdtesis se observa que ag,+1 < 0. Si suponemos que a;—1,+1 < 0, usando (5.14) y
(5.19) podemos deducir que a;,+1 <0, donde ¢ =3,...,n+m — 1.

Por la férmula (5.11) y usando lo demostrado en el parrafo anterior se ve que wy4m—1n41 < 0.
Supongamos que w;41,+1 < 0, entonces, por (5.10) resulta que w; 11 < 0. Esto concluye la
demostracion.

Observacién 5.2 Si se satisfacen las hipdtesis del teorema 3.2 0 3.4 entonces la discretizacion
{w; n} satisface las mismas propiedades de la funcion w, coincidiendo con el resultado tedrico.
(Ver (3.9) y (3.19)).

Proposicién 5.2 Supongamos que f(t) > 0 Vt, y que At, Ayi,..., AYpim—1 Son nimeros
positivos, es decir, el método esta bien definido hasta el nivel n. Asumiendo que w;, < 0,
i =1,..n+m—1, que Yprm-1 €s un nimero en el intervalo (0,1), y si comenzamos la
iteracion propuesta en (5.8) con un valor inicial Ay&zm_l que cumpla 0 < Aya(ml-l)—m—l < Yntm—1,

entonces se genera una sucesion en v bien definida.
Demostracion: Observando el resultado de la proposicion (5.1) y la ecuacién (5.8) resulta que

0< Ayy(flm_l < Yntm—1 VT
|

Observaciéon 5.3 Las hipotesis sobre y,1m—1 en la proposicion anterior hacen referencia a que
la frontera libre no desaparecié en esa instancia del cdlculo, y por lo tanto es posible realizar

una etapa mds.

Definiciéon 5.1 Definimos los siguientes nimeros:

Wi p — Wit1n

Ain = Ay i=1,...n+m—2,n>1, (5.20)
B, = % i=1,..,n+m—2n>1 (5.21)

Proposicién 5.3 Supongamos que f(t) > 0 Vt, y que At, Ayi,..., AYpim_1 Son nimeros
positivos, es decir, el método estd bien definido hasta el nivel n. Asumamos también que
Wi, <0,i=1...n4+m—1, y que Yprm—_1 €s un numero en el intervalo (0,1).

(A) Si Ay, <0,i=1,....,n+m—2, entonces A; ,11 <0,i=1,..,n+m—1.
(B) Si B, <0,i=1,...n+m—2, entonces B; ns1 <0,i=1..,n+m—1.

Demostracion:
(A) Mediante la ayuda del sistema (5.3)-(5.5) y usando la definicién (5.20), las cantidades

-1 . . . .
{A; 1 }2 " satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:

A1t = —fot1, (5.22)
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At At At At
Ay? bt ( * Ay? * AyiAyi-H) nt T+ Ay Ay et ’
i=2 ..n+m—2 (5.23)
Anmtnpt = Wntm—1n+1 (5.24)

Ayn—l—m—l .
El sistema (5.22)-(5.24) puede reescribirse de la siguiente forma:

Atpr = —far, (5.25)
Ainy1 = Qiny1 + RiAipini1, t=2,..,n+m—2, (5.26)
donde:
AtA
Ry = — y2 , (5.27)
Ays Ays + AtAys + AtAys

—AtAys Ays £, Ay2AysAs .,

Qomit = 2y2 YsSnr1 + Ayz AyzAs, ’ (5.28)
Ays; Ays + AtAys + AtAys
AtAy; .

R, = Y i=3,.,n+m—2, (5.29)

Ay? Ay + AtAy (1 — Riy) + AtAy;’
Quusr = AV Cimter £ AYAYwmdin s o (530)
’ Ay Ay + AtAy; (1 — Riq) + AtAy;

Por razones de comodidad en la enumeraciéon no hemos definido ni R; ni );. Notar que
Q2.n+1 <0y 0 < Ry < 1. Supongamos que Q;—1,41 < 0y 0 < R;_y < 1. Si observamos (5.29)
y (5.30) es facil deducir que Q;,,+1 <0y 0 < R; < 1. Luego, como estamos haciendo un paso
inductivo se comprueba que Q;,+1 <0y 0 < R; <1,parat=2,..,n+m — 2.

De (5.24) se deduce que Ay m-1n+1 < 0. Supongamos que A;11,+1 < 0. Luego, de (5.26) y
del parrafo anterior resulta que A;, 11 < 0. Luego, como estamos en un paso inductivo, tenemos
que A; i1 <0,i=2,...,n+m—2. Ademas de (5.22) se ve que A, < 0.

(B) La demostracién es andloga al item (A).

Observaciéon 5.4 Si se satisfacen las hipotesis del teorema 3.2 o 3.4, entonces las aproxima-

ciones {A; .} (aproximaciones de wy) y {B;,} (aprozimaciones de wy) satisfacen las mismas
propiedades que wy, y wy. (Ver (3.10), (3.11), (3.21) y (3.22)).

Hasta este punto la iteracion interna propuesta es muy cara computacionalmente, puesto
que cada iteracion interna involucra la resolucion de un sistema lineal de tamano considerable
a medida que el tiempo transcurre. Lo que haremos sera escribir las cosas de una manera mas
adecuada.

Supongamos que tenemos el algoritmo definido hasta el tiempo ¢,,. Sabemos que:

(r+1) w(r-i)- —1n+1
Ayn—i—m—l = (r) 7 Yn+m—1, (531)
wn—l—m—l,n—l—l — 70
(r) AtAyiQm—lan—irm—Zn-&-l + Ayn—Fm—QAy?(l:)-nz—lwn—i-m—l,n

wn+m—1,n+1 = r r . (532)
AtAY s + AtAYT) (1= by 2) + Aynm 2Dyl
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Es claro que wy4m-1,, = 0 ya que asi se requirié en el nivel anterior o bien porque las
condiciones iniciales son compatibles. Por simplicidad renombramos algunas cantidades.

a Atan+m_27n+1yn+m_l < 0, (533)
b —ToAtAyn+m_2 < 0, (534)
c = a—719(1 —bprm—2) <0, (5.35)
d = _TOAyn+m—2 < 0. (536)
Reemplazando (5.32) en (5.31) obtenemos:
(r)
A (7::-1) = alY, L ‘ (5.37)
o b + CAyﬁL)-m—l + dAyr(Qni—l
Estas ultimas férmulas nos dicen que Ay, 1,,—1 debe ser un punto fijo de la funcién:
ar
Flz)= ————. 5.38
(z) b + cx + dz? (5.38)

El denominador de F' nunca se anula, y su grafico (ver figura 13) nos muestra que tiene a lo
sumo dos puntos fijos, x = 0 y/o un punto fijo positivo. Un calculo sencillo nos muestra que la
funcién F tiene un punto fijo positivo si y sélo si b > a. Luego, el algoritmo se reformula, de tal
forma que mediante el calculo recursivo de algunos coeficientes se pueda trabajar directamente
sobre la funcion F sin tener que resolver sistemas lineales. El niimero de operaciones se reduce
notablemente. Si ese punto fijo positivo existe, es claro que satisface (5.7), con lo cual el método
queda bien definido. Hay que destacar el hecho de que en los experimentos numeéricos realizados
el punto fijo positivo siempre existe y ademés resulta contractivo.

F(x)

T punto fijo

Figura 13: Grafico esquemaético de F'.
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6. Método de lineas.

El método de lineas se distingue del método de diferencias finitas en que sélo discretizamos
una de las variables, el tiempo. Como consecuencia se obtiene un sistema de ecuaciones difer-
enciales ordinarias.

Ejemplos de la aplicacién de este método pueden encontrarse en [48]-[52]. La mayoria de los
resultados presentados en esta seccién han sido publicados en [53].

La aplicaciéon de este método no serd directa puesto que necesitaremos una ecuacion adicional
para determinar el avance o retroceso de la frontera libre.

Al igual que en el método de diferencias finitas, aplicaremos el método de lineas al problema

(Py)-

6.1. Geometria plana.

Definimos At > 0 arbitrario por el momento. Llamamos:

tn (n —1)At, n € N, (6.1)

Sn s(tn), n € N, (6.2)

fn = [ltn), n € N, (6.3)
wp(y) = w(y,ty), n €N, (6.4)
0 = = (6.5)

Con esta notacién wi (y) = uy(y) y s1 = So. Aproximamos la derivada temporal mediante el
cociente incremental:

Wy i1 (y) — wa(y)
N . (6.6)

De esta manera el sistema (P,) se transforma en el sistema (Pyq):

wt(y7 tn-l—l) ~

1"

Wy g — Pwnir = —¢ Wy, Spp1 <y <1l,meN, (6.7)
Wp1(Sng1) =0, n € N, (6.8)
W1 (Snt1) = —T0/Sni1, n €N, (6.9)

W1 (1) = = fata, neN, (6.10)
S1 = So, (6.11)
wy(y) = uy(y), 0<sy<y<l. (6.12)

Como w11 es considerada en [s,i1,1] podemos extender esta funcién a [0,1] por cero.
Debido a (6.8) w41 queda continua, pero no derivable en s, por (6.9).

A continuacion demostraremos un lema que necesitaremos para conocer la forma explicita
de las soluciones wy, en el intervalo (0, 1), valiéndonos de la informacién suministrada por (6.7)-
(6.9).
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Lema 6.1 Sea el sistema de ecuaciones:

w' —Pw = g, s <y <1,
w(s) = 0, (6.13)
w'(s) = —7/s.

donde q, s y 9 son numeros positivos, y g es una funcion continua. Entonces:

w(y) = —g sinh(g(y — s)) + /Sy % sinh(g(y — €))deé, s<y <1, (6.14)
W) =~ Zeoshlaly - ) + [ g@coshlaly— e, s<y<l (615)

Demostracion: Transformamos esta ecuacién de segundo orden en un sistema de ecuaciones
. . N . o7 /
diferenciales de primer orden, tomando una variable auxiliar v = w . De esta manera obtenemos:

(l:f,)(y)ZA(f)(y)Jr(g), s<y<l,
()= ()

donde A = 01 . La matriz A es diagonalizable. De hecho, si P = 1 entonces
¢ 0 q —q
PAP ! = ( g _Oq ) De esta manera, si V = P! ( Zj ) entonces el sistema se desacopla:

V'(y)z(g _Oq)V(y)Jr(_gg//(?g;)), s<y<l,

_( —70/(2gs)
V(s)_< YA ) (6.16)

Resolviendo este ultimo sistema de ecuaciones, obtenemos el resultado del lema.
[ |
Con la ayuda del lema 6.1 es facil deducir que las ecuaciones (6.7)-(6.9) tienen como solucién

() =~ (ol —se)) — [ aun@simh(aly ), (617)
W) = = coshlaly — i)~ [ dwa(@)cosh(aly - ). (619

Hasta ahora el valor de s,,; es desconocido, sin embargo podemos obtener su valor de
(6.10). Reemplazando en (6.18) obtenemos:

T0

—fo1 = w;+1(1) = -

cosh(g(1 — $u1)) — / P (€) cosh(g(1 — €))de.

Sn+1 Sn41

Definimos:
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Fuia(s) = et = Zeoshla(1=9) = [ (@ ool - ). (619

De esta manera s,,; debe ser una raiz de F,, ;1 en el intervalo (0, 1).

El siguiente lema suministra detalles técnicos que utilizaremos para demostrar que la funcién
F,. 11 tiene una tnica raiz en el intervalo (0, 1), condicién necesaria para la buena definicién del
método.

Lema 6.2 La funcion h(s) = 1+ sqtanh(q(1—s)) es concava y estrictamente positiva en [0, 1].

Demostracion: El resultado es una consecuencia de observar que h(0) = 1 = h(1) y del hecho
de que para todo s € [0, 1] se cumple:

hWis)= — 2¢*[1— tanh?(g(1 — s))]

— 2s¢’tanh(q(1 — s)) [1 — tanh?(g(1 — s))} < 0. (6.20)

|

Los proximos dos lemas serviran para probar que las funciones w,, y w; son no positivas.

Estas propiedades coinciden con los resultados tedricos y las propiedades fisicas, y serdn usadas
para demostrar la existencia del método de lineas.

Lema 6.3 Sea A la solucion de:

A"—q?A > 0, s<y<l,
A(s) < 0, (6.21)
A1) < o,

donde s es un nimero positivo. Entonces A <0 en [s,1].

Demostracion: La funcién A no puede tener méximos locales en el intervalo (s, 1), pues de ser
asi, existirfa yo € (s,1) tal que A(yo) > 0, A'(yo) = 0y A" (yo) < 0. Reemplazando en la
ecuacion se tiene 0 < A" (y) — ¢*A(yo) < 0 lo cual es una contradiccion.

Supongamos que existe y; € (s,1) tal que A(y1) > 0. Si A(1) < 0 entonces se tiene un
méximo local positivo en (s,1) lo cual provoca un absurdo. Luego A(1) > 0. Como A(s) < 0
entonces tiene que haber un punto y, € (s,1) tal que A(ys) > 0y A'(y2) > 0. En (y2,1) no
puede haber cambio de signo de A" porque en ese caso se tendria un méximo local en (s,1).
Luego A > 0 en (yz,1). Luego A" > 0 en (s, 1), lo que dice que A’ es creciente en (ys, 1). Esto
nos dice que A'(1) > 0, lo cual es una contradiccién.

]
Lema 6.4 Sea A la solucion de:
A"—q?A > 0, s<y<l,
A(s) < 0, (6.22)
A(l) < 0,

donde s es un nimero positivo. Entonces A <0 en s, 1].
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Demostracion: Supongamos que existe yo en (s, 1) tal que A(yg) > 0. Podemos elegir y, tal que
Alyo) >0, A'(yo) = 0y A" (o) < 0. Esto es una contradiccién puesto que A" (yo) —¢>A(y) < 0.

Esto concluye la prueba.
|

La siguiente proposiciéon nos ayudard al demostrar propiedades de monotonia de la solucién
discreta del sistema (6.7)-(6.12)

Lema 6.5 Sea A solucidn de:

A" <o, s<y<l,
A(s) > 0,
A(s) > 0, (6.23)
A1) > o,

donde s es un nimero positivo. Entonces A >0 en [s,1].

Demostracion: Supongamos que existe 3o € (s,1) tal que A(yy) < 0. Por la condicién de
contorno en s, existe un punto y; € (s,1) tal que A(y;) < 0y A'(y1) < 0. Como A es no
convexa, entonces A’ es no creciente, por lo tanto A'(1) < 0, lo cual es una contradiccién. Esto

concluye la demostracion.
|
Ahora probaremos la existencia y unicidad del método de lineas.

Teorema 6.1 Si el dato inicial ug cumple la hipdtesis (Al) y se cumple la condicion de oper-
abilidad, entonces el sistema (6.7)-(6.12) tiene una iunica solucion para todo n € N.

Demostracion: La prueba se hara por induccion. Para n = 1 tenemos solucién w; y s; prove-
nientes de (6.11) y (6.12), donde w; <0, wy; <0, w; =0 en [0,5],y 51 € (0,1).
Supongamos que tenemos w,, y s, donde s, € (0,1), w, <0, w, <0,y w, = 0 en [0, s,,).

» FEzxiste al menos una raiz de Fy,1 en (0,1).

La funcién F), 4, es claramente una aplicacién continua en el intervalo (0, 1]. Ademaés:

Foii(1) = foy1—710 >0, debido a la condicién de operabilidad,

h’m+ Foi(s) = —oo, debido a que la integral estd acotada.
s—0

Por continuidad, existe una raiz de F,,;1 en el intervalo (0, 1).
» [, tiene a lo sumo un punto critico en el intervalo (0,1).

De (6.19) obtenemos que:

/

F, .(s) = gcosh(q(l —5))+ % sinh(q(1 — s)) + ¢*w,(s) cosh(g(1 — s)). (6.24)

Si F,11 no tiene puntos criticos, el item estd probado. Por el contrario, supongamos que
. / .
existe al menos un s, tal que F),_(s.) = 0, es decir:

0 cosh(g(1 — s.)) + L sinh(g(1 — 5,)) + ¢*wn(s.) cosh(q(1 — s.)). (6.25)

Sx

*
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Claramente s, # 0 porque w, = 0 en [0, s,,]. Multiplicando por qu—s*)) en (6.25) se
tiene que s, es un cero de la funcién:

2w, (s)

h(s) + (6.26)

To
donde h es la funcién definida en el lema 6.2. Claramente la funcién de arriba tiene una
tinica rafz debido a que h es céncava y positiva, y debido a que la funcién s?q¢*w,,(s) /7o
es negativa y decreciente en (s,,1). Esto concluye la afirmacion.

» F,.1 tiene una unica raiz en (0,1).

Sabemos que F,,,; tiene al menos una raiz. Si F;, ;1 no tiene puntos criticos, entonces Fj, ;1
resulta creciente en (0, 1), lo que nos dice que F,,;; tiene una tnica raiz. Por el contrario,
si existe un unico punto critico s, éste no puede ser un minimo puesto que la funcién
F,, 1 es creciente en un entorno del cero. Las posibilidades que quedan entonces son que
el punto critico sea o un punto de inflexién o un maximo. En el caso de que sea un punto
de inflexién, la funcién F),; resulta creciente, y en caso de ser un maximo, las raices de
F, 41 estéan en (0, §) puesto que F, (1) > 0. Pero en (0, §) la funcién es creciente, por lo
tanto, existe una unica raiz de Fj, 1.

Llamamos s,41 a la tnica raiz de F,,;; en (0,1). Luego podemos resolver w,; como la
solucién de (6.7)-(6.9). Hasta aqui encontramos una solucién para el paso n+1, pero necesitamos
que w, 1 satisfaga ciertas condiciones para poder continuar con el paso inductivo.

> w,1 =0 en [0, s,41].
Extendemos w,, 11 por cero en [0, s,+1] y debido a (6.8) tal extension resulta continua, sin
embargo la derivada no existe en s,41 por (6.9).

> W, <0 en0,1].
Sabemos ya que w,1 = 0 en [0, s,.1]. Llamando a w, 1 por A y a s,y por s, es claro
que wy,4+1 satisface (6.21) usando (6.7), (6.8), (6.10) y la hipétesis inductiva. Por lema 6.3
se obtiene que wy,+1 < 0 en [s,41, 1]. Esto concluye la afirmacion.

> w,., <0 enl0,1].

En [0, s,41) es claro que w,,,, = 0. En [s,;1, 1] se satisface:

w;:lﬂ - q2w;1+1 = _q2w;17 Spp1 <y <1,
wn+1/(3n+1) = —To/Sn+1, (6.27)
wn—i—l(l) - _fn—i-l'

Llamando a w;H por Ay a s,,1 por s, se cumple que w;H satisface (6.22). Luego, por
el lema 6.4, resulta w, ; < 0 en [s,41, 1]. Esto concluye la afirmacién.

Esto completa la demostracién del teorema.

Como corolario tenemos las propiedades sobre w,, y su derivada.
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Corolario 6.1 Si el dato inicial ug satisface (A1) y se cumple la hipdtesis de operabilidad,
entonces:

» w, <0 en[0,1] para todo n € N,
= w, <0 en|0,1] para todon € N,

w w, <0 en (sp,1] para todo n € N.

Demostracion: Los primeros dos items surgen del teorema anterior. Veamos el ultimo: Como
Wy (8,) = 0y w,(s,) = —70/8n < 0, entonces w,(y) < 0 en un entorno de s,. Como w, < 0
entonces w,, es no creciente. Luego obtenemos que w,, < 0 en (s,, 1].
|
De ahora en adelante estudiaremos el comportamiento de la solucién con respecto a los
datos iniciales. Comenzaremos calculando la solucion estacionaria del problema discreto.

Proposicién 6.1 La solucion estacionaria del problema discreto (6.7)-(6.12) es:

T 0, siy €10, 5),
Soco = T Woo - .
foo (y) { _foo(y — Soo)a S1Y € [5007 1]7

donde Soo = 1My, 00 Sp, Woo(Y) = 1My, oo Wy (V) ¥ foo = limy, oo fr, Si los limiles existen.

(6.28)

Demostracion: Si tomamos lim,, ., en (6.7)-(6.12) obtenemos el sistema:

"

Woy = 0, en [Seo, 1/,
Weo(s0) = 0, (6.29)
W (S00) = —T0/S00s '
w;o(l) = — foo-
Como w,_ es constante, entonces w._(s+) = w,, (1). Esto implica que so = 70/ fso. Como
Woo €s una linea recta con pendiente —f,, y raiz Soo, tenemos que Wy (y) = —foo(y — Soo) €n

el intervalo [se, 1]. Siy € [0, 55 ), entonces existe N € N tal que y € [0, s,,] para todo n > N.
Esto dice que wy,(y) = 0 para todo n > N, que es equivalente a we(y) = 0 en [0, Seo).
|

Observacién 6.1 Notar que la solucion estacionaria del problema discreto (Pyq) coincide con
la solucion estacionaria del problema continuo (P,).

Probaremos ahora las propiedades de monotonia: si el término f correspondiente al gra-
diente de presion tiende a un valor estacionario y se satisfacen ciertas propiedades, entonces
las soluciones discretas {s,} y {w,} son mondtonas decrecientes (crecientes) si f es creciente
(decreciente).

Teorema 6.2 Asumamos que f > 0, imy oo f(t) = foo, Sco = T0/for 50 > 500, Ug Satisface
(A1), (A2) yu, <0. Entonces existe ¢ > 0 tal que para todo At < ¢ se cumple:

(A) Spi1 < Sn, para todo n € N.

(B) wyy1 < wy, para todo n € N.
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(C) Soo < Sp, para todon € N.
(D) weo < wy, para todo n € N.

() $nir > 1o/ fas1, para todo n € N.

Demostracion: La prueba se hard casi por completo por induccién. Demostramos primero el
paso inductivo n =1 de (A).
» S9 S S1.

Integrando por partes dos veces, se ve que:

Fy(s) = fotug(1) — (ug(s) + 10/s) cosh(g(1 — s)) — qug(s) sinh(g(1 — s))—
) (6.30)
= [ ) coshtatt - ).

Sabemos, por compatibilidad, que uy(1) = —f, v uy(s1) = —79/s1. Evaluando (6.30) en
51 se tiene que:

B@%#ham—wﬁﬂmmmfa»j/%@mmmu—m@za (6.31)

S1
puesto que f; < fo, uz) <0y ug' < 0. Esto nos dice que sy < s;. Notar que:

032<31<:>f2>f16u0 7é0,

"

® 5o =5 & fo=f1yu, =0, debido a que F, tiene una tunica raiz y a que, por
(631), FQ(Sl) =0.

Notar que por la hipdtesis sobre el dato inicial se tiene que s; > s4. El item a continuacion
demuestra el paso n = 2 de la induccién de (C), que es puesto aparte debido a que se usan
argumentos diferentes a los utilizados en los pasos subsiguientes.

> Sy > So.
Usando la hipétesis (A2) se tiene que:

Fy(s) < fo— %cosh(q(l —3)) —i—/ @ foo (€ — 500) cosh(q(1 —€))dE, 5 € [500,1]. (6.32)

s

Integramos por partes y obtenemos que Fj esta acotada por una funcién G:
Tq .
Fy(s) < (fg—foo)+<foo - f) cosh(q(1—8)) 4 fa (5 —500) sinh(g(1—s)) = Ga(s). (6.33)

Esta dltima desigualdad es vélida en [sy, 1]. Como G2(ss) < 0 debido a la férmula de
la solucion estacionaria y al hecho de que f es creciente, entonces el cero de Fy debe ser
mayor que S... Esto demuestra la afirmacion.

El paso n = 1 de la induccién en (B) es:
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» W Swl.

Siy € [0, so] entonces (wy —w1)(y) = 0. Siy € (59, 51] entonces (we —wy)(y) = wa(y) < 0.
Si pruebo que (wy — wy) es decreciente en [s, 1] entonces la funcién diferencia sera no
positiva en [s1, 1] y la afirmacién quedard demostrada.

Derivando e integrando por partes dos veces se tiene que:

(w2 = w0) () = i) sin(a(y — s2) — (o) + 2 ) coshlaty = s2) -
(6.34)
— [ © costlaty - )i

52

Si sy = s1 entonces los dos primeros términos se anulan y la integral es cero (ver comentario
en ftem anterior en el caso de que se de la igualdad de s3 y $1).

Si sy < s1 entonces los términos con las derivadas del dato inicial evaluado en sy se anulan
quedando:

Y

(wr — w1) (4) = —2 cosh(qy — 5)) — / uy (€) coshig(y — €))de. (6.35)

S9 5

"

Llamando M = méxecs, 11(—vo (§)) > 0, integrando y operando algebraicamente se tiene
que:

(w2 = i) () < coshlaly o) (-2 + L anblay —s2) ). (630
Usando que s, < s9 < s;1 se tiene que:
(wy —wy) (y) < cosh(q(y — s2)) <—Z—(l) + %tamh(q(l — soo))) : (6.37)

El miembro derecho de (6.37) es negativo si la suma entre paréntesis es negativa. Esto
nos determina una condicién sobre el parametro ¢. Por lo tanto, la condicién para que
wy < wy es que ¢ satisfaga:

M
~ D tanh(g(1 — s.)) < 0, (6.38)

S1 q

lo cual es posible puesto que tanh(-) es una funcién acotada. De ahora en méas pensaremos
que ¢ satisface la condicién (6.38).

Ahora quedardn demostrados los items (A) y (B):

> W1 < Wy Y Spr1 < S, para todo n € N.

Para n = 1 ya esta probado. Supongamos que w, < w,_1V S, < S,_1. Veamos qué ocurre
para n + 1.

Usando (6.19) se tiene que:

Fuga(s) = Fu(s) = (farr = fo) — / ¢*(wn(€) — wa-1(€)) cosh(g(1 = €)) 2 0, (6.39)
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lo que nos dice que s,11 < s,.

Sea W = wpy1 — wy,. Siy € [0, 8,41] entonces W(y) = 0. Si y € [sp11,S, entonces
W(y) = wp11(y) < 0. Por dltimo, si y € [s,, 1] la funcién W satisface:

W' — W = —¢*(w, — wpy1) >0, y € (sn, 1),
W(s.) < 0, (6.40)
w'(1) < o.

Por lema 6.3 resulta que W < 0 en [s,, 1]. Esto concluye la afirmacién.
La prueba de (E) es la siguiente:

» Sui1 > To/ fai1 para todo n € N.

Integrando la ecuacién (6.7) y utilizando las condiciones de contorno (6.9) y (6.10) obten-
emos que:

Sn 1
—foer + — =/ qzwn+1(§)d§+/ ¢ (Wns1 — w,)(§)d€ < 0. (6.41)

Sn+1 Sn+1 Sn

Esto concluye la afirmacién.
Las préximas afirmaciones concluyen la prueba de (C) y (D).

» So < S, para todon € N.
Ya hemos probado que s, < $1 ¥ S0 < S9. Ahora para n > 2:

To To
> = 6.42
fn+1 foo ( )

Sn+1 2

> We < w, para todon € N.

Por la hipdtesis (A2) se tiene que wy > ws. Sea n > 1, definimos W = w,, 11 — we. Si
y € [0, Sp41] entonces W(y) = 0. Si y € [sp11,1] la funcién W satisface un sistema igual
a (6.23). Entonces por lema 6.5 tenemos que W > 0 en [s,,41, 1].

Esto concluye la demostracion.
|

Corolario 6.2 El pardmetro At queda determinado en el primer paso del método y satisface:

M
—2—0 + 7 tanh(g(1 — 5)) <0, (6.43)
0

donde M = max, (s, 11(—ug (v)) y ¢ = /1/At.

Se tiene un teorema similar al anterior, donde ahora la solucion discreta crecera mondtona-
mente hacia la solucién estacionaria.

Teorema 6.3 Asumamos que f < 0, imy_o f(t) = foo, f(0) > 70/50, Soo = T0/ foo- S0 < Soo,

"

ug satisface (A1), (A3), ug >0 yuy < —70/y en [so, 1]. Entonces existe ¢ > 0 tal que para todo
At < € se cumple que:
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(A) Spi1 > Sn, para todo n € N.
(B) w,y1 > wy, para todo n € N.
(C) Soo = Sn, para todo n € N.
(D) weo > wy, para todo n € N.

(E) spi1 < 70/ foi1, para todo n € N.

Demostracion: Como en el teorema anterior, la prueba se realizara por induccién. Los primeros
tres items hacen referencia a los primeros pasos de la induccion.

> 82281.

Usando (6.31) y la hipdtesis se ve claramente que Fs(s1) < 0, lo que nos dice que sy > s.
Ademas vale la misma afirmaciéon que se hizo en el teorema 6.2: s5 = s1 si y s6lo si fo = fi
y uy =0 en [sg, 1].

> 51 < Soo Y S2 S Seo-

Por la hipétesis sobre la condicién inicial tenemos que s; < so,. Ahora, evaluamos (6.30)
en s, y usando la hipdtesis sobre ug obtenemos:

"

F(500) 2 (f2 = J1) — qug(sc0) sinh(q(1 — s0)) — / ug (§) cosh(q(l —§))dg. (6.44)

"

Definimos M = minge(s,,1)(—uy (§)) < 0. Integrando y usando que f es una funcién no
creciente se tiene:

M } | (6.45)

Fy(800) > (foo — J1) + sinh(g(1 — 500)) {—qu/o(soo) +

Como ug(y) < —7p/y entonces u, es estrictamente negativa. Debido a que ug(s;) = 0 se
tiene que u, es estrictamente negativa en (s, 1]. Como s; < s, tenemos que ugy(Ss) < 0.
Esto permite la existencia de un ¢ a partir del cual el miembro derecho de (6.45) sea
positivo. Esto concluye la afirmacion.

> wy > w; en [0,1].

Si y € [0, s1] entonces (wy — wq)(y) = 0, puesto que s; < 59y wi(y) = wa(y) = 0 en el
intervalo [0, s1]. Si y € [s1, $2] entonces (we — wy)(y) = —wi(y) > 0. Veamos qué ocurre
cuando y € [sg, 1]. Integrando por partes se tiene que:

(w2 —w1)(y) = —ﬁ sinh(q(y — 52)) — ug(s2) cosh(q(y — 52)) — /y ug (&) cosh(q(y — €))de.
h (6.46)

Definimos M = minge[sl,”(—ug) > 0. Integrando y operando algebraicamente obtenemos:

(w2 = wn)(0) > | =ui(s2) & (=24 01 ) bty = 50)] cosha(y —s2). (647
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Como u, > 0 se tiene que u, es creciente. Luego M = —uy(1). Por compatibilidad se
tiene que M = f;. Como sy > s resulta:

(2= 0)() = | ~uifoe) + 5 (=24 1) tanblaty — s0)| coshlaty — ). (6:8)

El lado derecho de la desigualdad es positivo por la hipdtesis. Esto concluye la afirmacién.
Wpi1 = Wy Y Spe1 = Sy, para todo n € N.
Snt1 < 7o/ fur1 para todo n € N.

Sp < Soo para todon € N.

vV v v Vv

Wy, < Wee para todo n € N.

Las demostraciones de estos items son similares a las esbozadas en las mismas secciones
del teorema 6.2, sélo hay que invertir los signos de las desigualdades. Esto concluye la
demostracion.

Corolario 6.3 El pardmetro At queda determinado en el primer paso del método y satisface:

(foo — f1) +sinh(g(1 — ss0)) {—qua(soo) + % > 0. (6.49)

donde M = min,e s, 1)(—ug (v)) y ¢ = \/1/At.

Teorema 6.4 Si se cumple alguna de las dos condiciones:

s >0, My oo f(E) = foor Soo = T0/ fsor 50 > Soo, Uo satisface (A1), (A2) yu, <0, con
q que satisface (6.43).

"

s <0, My oo f(E) = foo, S0 = To/ foo, Uo satisface (A1), (A3), uy >0 yuy(y) < —7o/y
en [so, 1], con q de tal modo que se satisface (6.49).

Entonces lim,, o S5, = Soo ¥ liMy, 00 Wy, = Weo.
Demostracion: Debido a los teoremas 6.2 y 6.3, en ambos casos las sucesiones {s,} -, v {w,}.—,

son convergentes, digamos, a s, y w, respectivamente.
Tomando lim,,_,, en (6.17) obtenemos:

To . Y .
waly) = ~ 22 sinblaly — 5.)) ~ [ qu.(€) sinhla(y - ) (6.50)
Calculando las derivadas de la funcion w, se tiene que:
wiy) =0, yels,ll,  wls)=-=, wls)=0, (6.51)

Por otra parte, tomando lim,,_,, en (6.18) obtenemos que:
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i )y (5) = =P eoshaly — 5.)) — [ ) coshlaly - €)s. (652)

De (6.50) y (6.52) podemos deducir que lim,, ., w, (y) = w,(y). Luego:

i

w,(1) = nirgow;m+l(1) = —nll_{rolo fos1 = —foo

Como w, es constante, resulta que w,(1) = w,(s,). Entonces:

- % w, = —;—j(y —s,). (6.53)

Luego s, = Soo ¥ Wy = Woo. Esto concluye la demostracién.

Sx

6.2. Geometria plana - Tension umbral variable.

Elegimos At > 0 y realizamos la misma discretizacién que en (6.1)-(6.6). Con esta notacién
wi(y) = uy(y), s1 = o ¥ @1 = ap. La ecuacién de evolucién es discretizada mediante el
método de Euler. De esta manera, el problema (P;') expresada en las ecuaciones (2.39)-(2.46)
se transforma en el siguiente problema (Pg):

& P )

Why1 — 5q2wn+l = —=q Wy, Spp1<y<L, neN, (6.54)
Wnpi1(Snt1) = 0, meN, (6.55)
Wiy (Sn41) = —To(Ons1)/NSns1, nEN, (6.56)

wy (L) = —faur/n, nEN, (6.57)
51 = S0, (6.58)
wi(y) = uply), so<y<L, (6.59)

1 Ky
Opi1 = an+?<Kl(1—an)—anf~

L L
77/ w?dy — To(an)/ wndyD , néeN. (6.60)
o = . (6.61)

Despejaremos la funcién w,,,; explicitamente de las primeras tres ecuaciones (6.54)-(6.56)

Lema 6.6 Sea el sistema de ecuaciones:

w' — §q2w = g, s<y<L,
w(s) = 0, (6.62)
w'(s) = —T/ns.

donde p, n, q, s, L yT son numeros positivos, y g es una funcion continua. Entonces:



6 METODO DE LINEAS. 59

wly) = —\/%quinh <\[ ) Fqsmh (\[ (y - g)) de,  (6.63)
W) = = cosh <\/gq<y - s>) + [ yg(&) cosh (\Eq@ - 5)) . (6.64)

La demostracién de este lema es similar a la del lema 6.1. Con esto deducimos que la solucién
de las ecuaciones (6.54)-(6.56) es

Wni1(y) = \;()(—asn:l)q sinh (\/gQ(y - Sn+1)) -
_ /SM \/7qwn ¢) sinh (\[ (v g)) n (6.65)
W (y) = —% cosh (\/gQ(y - Sn+1)) -

—~ /:H gq%n(i) cosh (\/gq(y - f)) dg. (6.66)

Hasta ahora falta conocer el valor de s,.1, que puede ser despejado de la ecuacién (6.57).
Reemplazando tenemos que:

L
B - ——“ﬁjﬂ"j’ cosh (\/gq@ _ >) -/ L (ot (ﬁq@ - 5)) .

Definimos:

Fraa(o) = L2 = 200) (ﬂq@ -9)- ) £ (€ cosh (\/gq@ -9) e

(6.67)
De esta manera, s,,1 debe ser una raiz de F,,;; en el intervalo (0, L). Veamos el teorema
de existencia y unicidad de la solucién discreta.

Teorema 6.5 Si se cumplen las hipdtesis expresadas en (Al)-(Ab), (B1)-(B2), (C1)-(C2),
(D1)-(D4), y ademds tenemos la siguiente condicion sobre el pardmetro de discretizacion:

K, [*, K L,
max <K1,T217/ u dy — TQTM/ umdy) < ¢, (6.68)

entonces existe solucion inica del problema (Pgy).

Demostracion: La demostracion se realizara por induccion. Para n = 1 , las cantidades a;q, sy
y w; estan definidas debido a las condiciones iniciales. Ademaés se satisface:
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0<ar <1, (6.69)
wy = 0,en [0, 1], (6.70)
wy <0, (6.71)

w; <0, (6.72)

s; € (0,L). (6.73)
u, < wy < uy, (6.74)
Sm < 51 < Sp1 (6.75)

Notar que (6.70) es satisfecha porque se puede realizar una extensién continua por cero de
la funcion ug en el intervalo [0, sg]. Supongamos que existe solucién tinica hasta el paso n con
las siguientes propiedades: 0 < a, < 1, w, = 0 en [0,s,], w, < 0, w, < 0y s, € (0,L),
u/m <w, < u/M YV Sm < S, < Spr. Veamos el paso n + 1:

> Oéan+1§1

Usando la hipdtesis inductiva se tiene que:

" K L K L
Qg1 > 3—2 {q2 — fn/ widyjt TzTo(Oén)/ wndy} ) (6.76)

Debido a las cotas de w,, y a su signo, y a las cotas de s,, obtenemos:

(67 K L ’ K L ’
Qpg1 > Z {q2 — fn g u2dy + TzTO(Oén) /Sm umdy} . (6.77)
Por las cotas de 7y y la condicién sobre ¢:
L L
(7% 2 K2 9 K2 /
Opy1 > Z {q — Tn/sm u,dy + ALl /Sm umdy] > 0. (6.78)
Por otro lado, usando los signos de w,,:
1
Opaq S ? (Oénq2 + Kl(]_ — Oén>) . (679)
Debido a la condicién sobre ¢ obtenemos:
1
api < e (ozan +¢*(1 — ozn)) =a, <1. (6.80)

Esto nos dice que 7o(ay,41) es ahora un ntmero bien definido.
» Eziste al menos una raiz de F, 1 en (0, L).
La funcién F),1; es claramente una aplicacién continua en el intervalo (0, L]. Ademés:

1
F.n(L) = E <fn+1 — TTM) > 0, debido a la condicién de operabilidad,

limg o+ Frii(s) = —oo, debido a que la integral estd acotada.
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Por continuidad, existe una raiz de F,,;1 en el intervalo (0, L).

» F,.1 tiene a lo sumo un punto critico en (0, L).
De (6.67) se obtiene:

Foa(s) = % cosh <\/gQ(L - s)) + %\/gq sinh ( %q(L - s)) +
+ §q2wn(8) cosh <\/gq(L - 8)) : (6.81)

Si F,.+1 no tiene puntos criticos el item esta probado. Por el contrario, supongamos que
existe al menos un s, tal que F,;;(s,) = 0, es decir,

0 = % cosh <\/gq(L - s*>) t %\/gqsmh ( Pa(z - s*>) "
n §q2wn(s*) cosh (\/gq(L . s*)) . (6.82)

Claramente s, # 0 porque w,, = 0 en [0, s,,]. Multiplicando (6.82) por el inverso del primer
sumando, se tiene que s, es un cero de la funcion:

pq’s*wn(s)
7o (an+1) 7

h(s) =1+ s\/gq tanh (\/gq(L - s)) . (6.84)

Como en el lema 6.2 se puede probar que h es céncava y positiva en (0, L). Claramente
la funcién expresada en (6.83) tiene una unica raiz debido a que h es céncava y positiva,
y debido a que la funcién pg?s®w,(s)/mo(an11) es negativa y decreciente en (s,,1). Esto
concluye la afirmacién.

h(s) + (6.83)

donde

» F,.1 tiene una unica raiz en (0, L).

Sabemos que F),;; tiene al menos una raiz. Si F,, 1 no tiene puntos criticos, entonces Fj, 1
resulta creciente en (0, L), lo que nos dice que F),;; tiene una unica raiz. Por el contrario,
si existe un 1unico punto critico S, éste no puede ser un minimo puesto que la funcién
F, 11 es creciente en un entorno del cero. Las posibilidades que quedan entonces son que
el punto critico sea o un punto de inflexiéon o un méaximo. En el caso de que sea un punto
de inflexién, la funcién F;,y; resulta creciente, y en caso de ser un maximo, las raices de
F,+1 estén en (0, §) puesto que F,,;1(L) > 0. Pero en (0, §) la funcién es creciente, por lo
tanto, existe una unica raiz de Fj, .

Llamamos s,41 a la unica raiz de F,, ;1 en (0, L). Luego podemos resolver w,, 11 usando (6.65)
y (6.66). Hasta aqui hemos resuelto la etapa n+ 1, pero necesitamos las propiedades sobre w1
Y Spe1 para continuar la induccién.
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> w,11 =0 en [0, S,41].
Extendemos w1 por cero en [0, s,41] y debido a (6.55) tal extensién resulta continua,
sin embargo la derivada no existe en s,.; por (6.56).

» w,41 <0 en[0,L].

Sabemos ya que w,y; = 0 en [0, s,41]. Si llamamos a w, 1 por A, a s,,; por s, y a
pq? /m por 42, es claro que w,,; satisface un sistema similar a (6.21) usando (6.54), (6.55)
y (6.57) y la hipétesis inductiva. Similarmente al lema 6.3 se obtiene que w,+1 < 0 en
[Sn+1, L]. Esto concluye la afirmacion.

> w, ., <0 enl0,L]

En [0, s,41) es claro que w,,,, = 0. En [s,;1, L] se satisface:

w;"/b/-i-l - %q2w;+l = _%q2w;m Spr1 <Y < L,
wn+1/(3n+1) = —7o(nt1)/M8n11, (6.85)
wn-l—l(L) = —for1/m.

Llamando a w,, ., por A, a s, por s y a pg?/n por 72, entonces w, ., satsface un sistema
similar a (6.22). Luego, por el lema 6.4, resulta w,_; < 0 en [s,11, L]. Esto concluye la
afirmacion.

» Sy < Spg1 < Sy

Usando que 79 > 7y, v Wy > u;% se tiene que:

Foa(sm) < 4702 o (\ﬁq@ o)) +
n TSm n

4 / m §q2f7M<g — 5m) cosh <\/gq@ - 5)) de. (6.86)

Usando integracién por partes en la integral del segundo miembro de la desigualdad (6.86)
se obtiene:

Foer(5) < % (fusr — far) < 0. (6.87)

Por lo tanto s, < s,;1. Similarmente, utilizando 79 < 77, w, < u}w e integracién por
partes se llega a que:

Fraa(sa) 2 % (Frst — fin) > 0. (6.88)

Esto ultimo nos dice que s,,+1 < sy, lo que concluye la afirmacion.

!
> wWpi1 < Uy,

Sea Byi1 = Wy — Uy Siy € [0, 8,41] entonces B, i1(y) = 0. Si y € [s,41, 5] entonces
Byi1(y) = wpi1(y) < 0. Siy € [sp, L] se satisface:

"

Byy1 = 2¢°Bon > 0, sy <y<lL,
Bii(sm) <0, (6.89)
B, (L) < 0.



6 METODO DE LINEAS. 63

Usando una adaptacién del lema 6.3 se prueba que B,.; < 0, con lo que se concluye la
afirmacién.

!
> U, < Wpy-

Es un razonamiento similar al parrafo anterior.

De esta manera se ha demostrado el paso inductivo para n+ 1 y el teorema estd finalizado.
|

Corolario 6.4 Si se satisfacen las hipotesis del teorema 6.5 entonces:
» w, <0, en [0, L], para todo n € N.
= w, <0, en[0,L], para todo n € N.
» w, <0, en (s,, L] para todo n € N.
S, < S, < Sy para todo n € N.
n u’m <w, < ulM para todo n € N.

Notar que las propiedades de la solucion discreta coinciden con las propiedades tedricas de
la solucion clasica.

Proposicién 6.2 La solucion estacionaria del problema (P;) expresado en las ecuaciones
(2.39)-(2.46) es:

() _fo, siy € [0, Sx0),
Po0 = foo ’ ww(y) B { _fOO(?/ - 500)> sty € [SOO’LL (6'9())

donde o Y Seo Satisfacen:

K2 L ) L
Ki(1 —ay) — Qoo [1] w5, dy — To(eo) Woody| = 0. (6.91)

Demostracion: Tomando el sistema (2.39)-(2.46) se observa que la solucién estacionaria satisface
el siguiente sistema:

1"

w, = 0, S0 <Y < L,
w/oo(L) = _.foo/777
Wao(5) = O, (6.92)
w;o(SOO) = _7—0(@00)/775007

acoplado a la igualdad (6.91). Claramente la solucién del sistema (6.92) es la solucién que
buscamos, y la proposicion queda demostrada.
|

Teorema 6.6 Si se satisfacen las hipotesis del teorema 6.5 y hay solamente una unica solucion
estacionaria, y ademds:

lim o, = vy, lim s, =s,, lim w, = w,, (6.93)

n—~o0 n—~o0 n—oo

entonces o, = ooy, Sx = Soo Y Wy = Weo-
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Demostracion: Tomando lim,, ., en (6.65) obtenemos:

w(y) = —% sinh (\/gQ(y - 8*)) - /y \/ng*(ﬁ) sinh (\/gQ(y - é)) d§.  (6.94)

Calculando las derivadas de la funcion w, se tiene que:

w, =0, y € [s L], wi(sy) =0, w,(8y) = — : (6.95)

Por otra parte, tomando lim,,_,, en (6.66) obtenemos que:

Jim ) = =" o (| Bty =) ) = [ Egtuyconn (| Batu—)) de. 090

De (6.94) y (6.96) podemos deducir que lim,, ., w, (y) = w,(y). Luego:

/

w*(L) = g{)low;m+1([’) - _fn-i-l/n - _foo/n'

n

Tomando limite cuando n — oo a (6.60) obtenemos (6.91).
Hemos demostrado entonces que wy, S, y «, satisfacen el sistema (6.92) acoplado a (6.91).
Esto nos dice que wy, = Ws, Sx = Soo V Qx = Q, debido a que existe sélo una solucién

estacionaria. Esto concluye la prueba.
|

6.3. Geometria cilindrica.

En la subseccién que sigue se demostraran una serie de lemas técnicos que nos serviran para
plantear el método de lineas para geometria cilindrica. Mayormente estos lemas tratan acerca
de la solucion estacionaria, funciones de Bessel y algunas de sus propiedades, y principios del
maximo para ecuaciones diferenciales ordinarias con diversas condiciones de contorno.

6.3.1. Preliminares.

Lema 6.7 Sea Z la solucion de:

7"+ 7' r— Zr* 4+ 10/r? = 0, s<r<l,
Z()+2(1) = ~(f-m)
2(5) = 0, (6.97)
Z'(s) = —m/s,
donde s, 1o y f son numeros positivos. Entonces:
2
5= ﬂ, Z(r) :To—ﬁ, en (s,1). (6.98)
f 2
Demostracion: Llamemos Y = Z' + Z/r se tiene que el sistema (6.97) puede reescribirse como:
Y' = —7/r? s<r<l,
Y1) = —(f—m) (6.99)

Y(s) = —mo/s.
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De la primera ecuacion es claro que Y = 7y/r 4 const. Utilizando las condiciones de borde
tenemos:

—70/s = Y(s) = m/s+const = const =—27y/s B
—(f-71) = Y(1) = 71y+const = const=—f = s =27/ [.

Con esto queda demostrado la primera parte del lema. Ahora:

Y=n/r—f = Z/+Z/T:T0/T—f:>
= (T’Z)IZTQ—T’f
= Z=m—1f/2 (6.100)

Esto concluye la demostracion.
|

Observacién 6.2 Notar que el lema previo determina la solucion estacionaria de (2.68)-(2.73).
Llamaremos a esta solucion S Y Woo:

2
S0 = f—TO, woo('r) =To — %7 re [8007 ]-] (6101)

El siguiente lema nos provee de las soluciones fundamentales de una ecuacién diferencial
ordinaria tipo Bessel. Estas soluciones nos seran de mucha utilidad en los teoremas que siguen.

Lema 6.8 La ecuacion diferencial ordinaria:

22y 4+ xy — (1+ 2y =0, (6.102)

tiene dos soluciones analiticas e independientes y1 y Yo, que convergen para x > 0.

yi(x) = ana™t, (6.103)
n=0
1 o0
ya(x) = = (2) In(z) + ; ezt (6.104)
donde:
ap = 17
o = 0 (6.105)
Ap—2 ’
an = ) n>2
n(n + 2)
Co = —1/27
&1 = 07
o = —1/16, (6.106)
[cn 4+ 3(n+ 1)a,)
n = 5 >1
Cnt2 n(n + 2) "

Demostracion: Ver [19].
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Lema 6.9 La ecuacion diferencial ordinaria:

22y +ay — (1+2%)y = h, (6.107)

tiene una solucion general dada por:

y(@) = an(@)+ cy(z) — () / xz(ylyzlz(x—)]gfy)?)(x)d

+ ya(z) / 7 n@h) (6.108)

Y1y — Y1y2) ()

x -+

donde y1(x) e y2(x) son las soluciones fundamentales de (6.102) mencionadas en el lema 6.8.

Demostracion: Es un hecho bien conocido que la solucién general de (6.107) es una combinacién
lineal de las soluciones fundamentales de la ecuaciéon homogénea mas una solucién particular.
Los ultimos dos términos en (6.108) corresponden a la solucién particular, que se encuentra por
el método de variacién de los parametros.

|
El lema 6.10 sera usado para encontrar explicitamente la soluciéon discreta w,, .
Lema 6.10 Sea U una funcion que satisface:
" 1 ! 1 2
U+-U-(5+¢)U = g, s <,
r r
O(s) = —mn, (6.109)
Us) = —1o/s.

donde g es una funcion, y s, q, y To son nimeros positivos. La solucidn de (6.109) es:

o) = ety el el / T Q(ylzl/z(liq;ijj))(ll@d

R A 01 0)
o Q)/s dns— vy () (6:110)

’

U'(r) = cgyy(rq) + c2qys(ra) + qys(rq) / ’” q(ylgi/lé(liq;igg))(uq)d

adtray [ y2(H)9()
il Q)/s A — o)) (6-111)

donde y1 e yo son las soluciones fundamentales de (6.102), y ademds:

o = ZT0a(50) + Toya(59)]s (6.112)
(1Y — y192)(sq)

o, — T0a(s9) — To(sq)/s (6.113)
q(Y1ys — y1y2)(sq)
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Demostracion: Haciendo un cambio de variables (x = rq) obtenemos una ecuacién semejante

ala (6.107), y esta ecuacién puede ser resuelta usando el lema 6.9. Los coeficientes ¢; y ¢2 en
(6.108) son obtenidos usando las condiciones de contorno y resolviendo un sistema lineal.

[

A continuacién se prueba un principio del maximo que sera 1util para conocer el signo del
wronskiano de las soluciones y; e y» y de otras cantidades que se definirdn mas adelante.

Lema 6.11 Sea Z una funcion que satisface:

$?7" +sZ —qgZ <0, s € (0,1),
lim, 00 Z(s) = 00, (6.114)
Z(1) > 0.

donde g es una funcion positiva en (0,1). Entonces Z > 0 en [0,1]. Ademdas, si reemplazamos
el signo < por el signo < en la inecuacion diferencial, se cumple que Z > 0 en [0, 1].

Demostracion: Supongamos que existe § € [0, 1] tal que Z(§) < 0. Entonces § # 0y § # 1.
Consecuentemente, existe 5 € (0,1) un minimo local en (0, 1), esto es, Z(5) <0, Z'(5) =0y
Z"(3) > 0. Evaluando en la ecuacién diferencial tenemos:

0>52"(5)+52 (5) — g(5)Z(5) > 0, (6.115)

que es una contradiccién. Si consideramos una desigualdad estricta en la ecuacién diferencial,
suponer que existe § € [0,1] tal que Z(§) < 0 y repetir los pasos previos. Esto concluye la

prueba.
|

Definicién 6.1 Sean y; e yo soluciones fundamentales de (6.102) y q un nidmero positivo.
Definimos,

» W(s) = (y1yy — yy2)(s). Es llamado el Wronskiano de y, and ys.
= a = qys(q) +y2(q).

s 0 =—(qu(q) +u1(0)).

= Als) = ayi(sq) + Bya(sq).

Lema 6.12 Si las funciones A y W son las mencionadas en la definicion 6.1, se cumplen las
siquientes propiedades:

(A) 5 <0.

(B) W(s) >0, Vs € [0,1].
(C) A(s) >0, Vs € [0,1].
(D) A'(s) <0, ¥s € [0,1].
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Demostracion:

(A) Es una consecuencia de (6.103) y (6.105).

(B) El teorema de Abel dice que el Wronskiano es una funcién que nunca se anula (Ver
[19]). Puede probarse que:

1
W(z) = -+ 0O(x)+O(x) Inz. (6.116)
x
Es claro que W es una funcién positiva:
(C) La funcién A satisface:

s?A" 4 sA — (1 +s%¢))A =0, 0<s<l,
lim, o+ A(s) = +00, (6.117)
A1) = qW(q) > 0.

La ecuacién diferencial es verdadera porque A es una combinacion lineal de las soluciones
fundamentales. Las ultimas dos ecuaciones son obtenidas de la definicion de A, el compor-
tamiento asintético de yy e ya, y de (6.116). Por lema 6.11 deducimos que A > 0 en [0, 1].

Supongamos ahora que existe § en [0, 1] tal que A(S) = 0. Las condiciones de contorno nos
dicen que § estd en (0,1). Deducimos que § es un minimo local, por lo tanto se cumple que
A(5) = A'(5) = 0. El punto 5 tiene que ser una raiz aislada de A. Si asf no fuera, A = 0 en un
entorno I de 5, y esto no puede suceder puesto que y; e ys son soluciones independientes. Por
lo tanto, existe n > 2 tal que:

AM(G)#£0,  AYG)=0, j=0,..,n—1. (6.118)

Derivando la primera ecuacién de (6.117) obtenemos:

n—1
+Z (coeficientes); AV (5) = 0. (6.119)
7=0

Concluimos que A™(5) = 0 y esto es una contradiccién debido a (6.118). Finalmente,
A(s) > 0 para todo s en [0, 1].
(D) La funcién B = A’ satisface:

s’B" +3sB — s*¢*?B > 0, s € (0,1),
limg o+ B(s) = —o0, (6.120)
B(1) = —¢W(q) <0.

Esta ecuacién se obtiene derivando (6.117) y analizando el comportamiento asintético de )
e y/2 cuando s tiende a 0. Por lema 6.11 aplicado a —B y usando la desigualdad estricta en el

lema, concluimos que B < 0 en [0, 1], que es equivalente a A" < 0 en [0, 1].
[ ]

Definicién 6.2 Sean A y W las funciones mencionadas en la definicion 6.1. Si q es un nimero
positivo, definimos:
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H(s) = —i((j)), (6.121)
K(s) = qﬁ/((ss)q) (6.122)
J(s) = sH(s). (6.123)

Lema 6.13 Sean A y W las funciones de la definicion 6.1, y H, K y J las funciones de la
definicion 6.2. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(A) K > 0.

(B) H > 0.

(C) K(1) =1.

(D) H(1) = 1.

(E) lim, o+ K(s)/s = .

!

(G) J(1) =

(H) limg o+ J(s) = 1.
(1) J tiene exactamente un punto critico en (0,1) y es un mdzimo local.
(J) J>1 en[0,1].
(K) lim,_o+ K(s) < 0o. Luego, K es una funcion continua en [0, 1].
Demostracion:
» (A) y (B) son una consecuencia del lema 6.12. (C) y (D) se deducen de (6.117) y (6.120).

» Analizando el comportamiento asintético de K (s)/s obtenemos:

1 B sq+ O(s°¢%)
S = o) T o ()
_ 5 1+ O(s%*¢*) 4+ O(s*¢?) In(sq) ‘ (6.124)

2sq + 0(53 3) + O(s%¢%) In(sq)
Es claro que (E) se sigue.

» Sabemos que W' + LW = 0 (Teorema de Abel). Derivemos K:

= A K- mil((j;) <_$) = K(s) (i((;) + %) : (6.125)

Diviendo por K se obtiene (F).
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» (G) se obtiene de (D) y la definicién de J.

» El comportamiento asintético de sH es:

_ 14+0(s*¢%) + O(s%¢?) In(sq)

H(s) = . 6.126
sH(s) 14+ O(s%¢3) + O(s%¢3) In(sq) ( )
Es claro que (H) se deduce tomando limite cuando s — 0%.
» De (6.117) tenemos que:
A" 1A 1, 1 1,
- _ (= =—H—(—= ) 12
A s A (s2+q) s (s2+q) (6.127)
Ahora,
1 / 2
/ A A 1 1
H=-"—+(=) =—-H+H - (=S +¢). 6.128
ot (a) e (Gre) o
Teniendo en cuenta que J = H + sH' y (6.128) tenemos que:
J?=sJ 4+ (1+5%¢%). (6.129)
Manipulando (6.129) y derivando se tiene que,
I = =T+ 2sJJ +1— 5% (6.130)

e Cada punto critico 5 € (0,1) de J satisface J"(3) < 0.
Supongamos que J (5) = 0y J (5) > 0. Usando (6.129) vemos que J2(5) = 1+ 5%¢>.
Por (6.130):

0< 52T (5)=—J%5) +1—s*%=—-25%¢* <. (6.131)

Y esto es una contradiccion. Ademas, si existe un punto critico (de hecho, existe al
menos un punto critico debido a que J(0) = J(1) = 1), entonces tiene que ser un
maximo local aislado.

e FEziste exactamente un punto critico (que es un mdzximo local).

Tomemos s; < sy dos puntos criticos consecutivos. Ambos s; y S son maximos
locales. Luego J'(s1) < 0y J"(sy) < 0. Tomemos § positivo y suficientemente
pequeiio tal que J'(s; +9) < 0y J (s, —§) > 0. Entonces, existe s3 € (s1,5)
un punto critico de J. Pero esto es una contradicciéon debido a que s; y so eran
consecutivos.

Esto demuestra (I).
» Usando (I) y la propiedad J(0) = J(1) = 1, la desigualdad (J) queda demostrada.

» (K) se obtiene haciendo un andlisis asintético como en (E).
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|
Los proximos dos lemas nos dan detalles técnicos para poder demostrar el teorema de
existencia y unicidad del método de lineas.

Lema 6.14 Sea Z una funcion que satisface:

" ]. /
4 +-7Z —gZ > 0, s<r<l,
r
Z(1) < 0, (6.132)
Z(s) < 0,

donde g es una funcion positiva y s es un nimero positivo. Entonces Z <0 en [s, 1].
Demostracion: Supongamos que existe un punto § € [s,1] tal que Z(5) > 0 (§ # sy § # 1

debido a las condiciones de contorno). Entonces existe 5 € (s, 1) un maximo local positivo, esto
es, Z(3) >0, Z'(5) =0y Z"(5) < 0. Evaluando en la ecuacién diferencial tenemos:

0<2'(5) + éz’(s) _ 4(5)2(5) < 0, (6.133)

y esto es una contradiccion.

Lema 6.15 Sea Z una funcion que satisface:

1" ]_ ’
4 +-7Z —gZ > 0, s<r<l,
r
Z(s) < 0, (6.134)
Z' () +2Z(1) < 0,

donde g es una funcion positiva y s es un nimero positivo. Entonces Z <0 en [s, 1].

Demostracion: Supongamos que existe § en [s, 1] tal que Z(5) > 0. Es claro que § # s. También
puede probarse que Z(1) > 0. Si Z(1) < 0, entonces existe § en (s,1) tal que 5 es un méaximo
positivo. Si evaluamos la ecuacién diferencial en 5 llegamos a una contradiccion. Debido a las
condiciones de contorno en s = 1 concluimos que Z '(1) < 0, y esto implica que el maximo de
Z estd en (s,1). Usando la ecuacién principal del sistema es claro que se llega a un absurdo, y
la prueba queda finalizada.

|
6.3.2. Aplicacion del método.
Discretizamos el tiempo y elegimos un paso de tiempo fijo At > 0. Definimos:
t, = (n — 1)At, n € N, (6.135)
Sp = S(tn), n € N, (6.136)
fo = f(tn), n € N, (6.137)
wy(r) = w(r ty,), neN, (6.138)
0= VAL (6.139)
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Aproximando las derivadas temporales usando el cociente incremental, el sistema (PF) se
transforma en otro sistema, llamado (P¢,;). Para todo n en N:

" 1 1 T0
wn-‘,—l + ;wn—i—l - (q2 + 7’_2) Wn+1 + ﬁ = _q2wna Sp41 < T < 1, n e N, (6140)
Wyt1(Sng1) =0, n €N, (6.141)
W1 (Sn41) = =70/ $n 1, n €N, (6.142)
W1 (1) + wn1 (1) = = fags + 70, n €N, (6.143)
81 = S0, (6.144)
wy (1) = uy(r), 0<sp<r<Ll (6.145)
Para demostrar la existencia del problema enunciado arriba, llamaremos:
U, = w, — T, n € N. (6.146)
Transformando (6.140)-(6.145), se tiene que:
1 ]_ / ].
A e R <q2 + _2) Un1 = —¢*Un, Sp1 <1 < 1,m €N, (6.147)
r r
Up+1(Snt1) = —To, n €N, (6.148)
U;L+1(3n+1) = —T0/Sn+1, n € N, (6.149)
Up1(1) 4 Unga (1) = = fay1, n € N, (6.150)
51 = So, (6151)
U (1) = ug(r) — 7o, 0<s<r<l. (6.152)

Reuniendo (6.147)-(6.149) y mediante la ayuda del lema 6.10 llegamos a las siguientes
soluciones:

/ Sn / Sn
—qya(Snt1q) + yz(siim Yy (Sn419) — y1(87+1161)
Upsr(r) = 71 nt rq) + T nt rq) —
+(r) ‘ qW (Sn+419) wlre) + 7 qW (Sn+419) 2(re)
" (pg)?Un (1) / Y2 (11q) > Un(12)
— 1a(rq du + y1(rq dpu, 6.153
2 >/sn+1 qW (uq) 1t ulrg) s AW (uq) a ( )
/ Sn !/ Sn
—qya(Snt1q) + yz(sitm Yy (Sn419) — y1(87+1161)
U..(r) = = nt (rq) + T nt L(rq) —
+1( ) 0 W(8n+1q) yl( q) 0 W(8n+1q) y2( q)
: "y (pg)PUn (1) : / Y2 (1q) > Un (1)
— yo(rq du + y,(rq du. 6.154
2( )/anrl W(qu) 2 l( ) o W(,MCD 12 ( )
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Teorema 6.7 Si el dato inicial uy satisface:

ué)(,r) < 70, en [807 1]7
{ uy +up/r < T0/T, en [so, 1] (6.155)

y también se cumple la condicion de operabilidad:

ft)>2m, Vit>0, (6.156)

entonces:

1. El sistema (6.147)-(6.152) admite una unica solucion para todo n en N.

2. U, <0, en|0,1], para todo n en N.
1
3. U, +-U, <0, en [sp, 1], para todo n en N.
r

Demostracion: Probaremos (1), (2) y (3) al mismo tiempo por induccién sobre n. Extendemos
ug por cero en el intervalo [0, s;]. De esta forma U es continua en el intervalo [0, 1] debido a que
o(50) = 0 (compatibilidad del dato inicial). Ahora, (2) y (3) se cumplen debido a la hipétesis
(6.155). Luego, el paso n = 1 de la induccién estd completado.

Supongamos ahora que tenemos s, y U, tal que s, € (0,1), y que U, satisface (2) y (3).
También suponemos que U, se extiende por la constante —7y en [0, s,] (que equivale a decir
que w,, se extiende por cero en [0, s,]).

Las ecuaciones (6.147)-(6.149) tienen solucién U, y es expresada en (6.153), dado que
Spi1 es conocido. Introducimos esta expresion en (6.150) para obtener una ecuacién para Sy 1.
Haciendo operaciones algebraicas, y usando las definiciones previas, tenemos que:

T0

(14 (50 ) K (5011) — / PU () K (1) dp. (6.157)

Sn+l Sn+1

Ozfn-‘rl_

Por lo tanto s, tiene que ser una raiz de una funcién F,,,; definida por:

Fut(s) = fusr = 21+ TV ()~ [ UK () (6.158)

» Eziste al menos una raiz de F, 1 en (0,1).

Es claro que F, ;1 es continua en (0,1). Ademads, F,,11(1) = f,i1 — 279 > 0, debido a la
condicién de operabilidad. Por lema 6.13 y la continuidad de K en [0, 1] deducimos que
lim, .o+ F41(s) = —oo. Por lo tanto, existe una raiz en (0, 1).

» [, tiene a lo sumo un punto critico en (0,1).
Puede probarse que:

, 2U,(s)

2
F, (s) = —gK(s) 1+ 522 + J(s) + L2 (6.159)

To

Definimos:
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B(s) = 1+s*¢+J(s), (6.160)
2.2

Un
Culs) = T2 (S), (6.161)

70
Gn(s) = Bu(s)+ Cu(s). (6.162)

La funciéon B satisface:

B(0) = 1+ J(0)=1,  por la definicién de .J, (6.163)
B(1) = 1+¢+J(1)=2+¢*  porlema 6.13. (6.164)

Usando la ecuacién (6.129) se tiene que:

sB'(s) = J*(s) — 1 + s°¢* > s*¢* > 0, (6.165)

debido a (J) del lema 6.13. Esto nos dice que B es una funcién creciente en (0, 1). Por
otra parte C), es una funcién negativa y decreciente, puesto que:

C(s) = 20 (U,;(s) + éUn(s)) L s <o, (6.166)

T0 T0

Si F_,(s) # 0 para todo s € (0, 1), entonces F,;; no tiene puntos criticos. Supongamos
ahora que existe un punto 3 rafz de F, . Usando (A) del lema 6.13, deducimos que 3
es una raiz de GG,,. Los puntos criticos de Fj,; son raices de G,. Pero por lo anterior,
la funciéon B es creciente, y el hecho de que C, sea una funcién negativa y decreciente
implica que G, tiene a lo sumo una tnica raiz. Por lo tanto, existe a lo sumo un punto
critico de Fj, 1.

» [,.1 tiene una unica raiz en (0,1).

Sabemos que F,,,; tiene al menos una raiz. Si F}, ;1 no tiene puntos criticos, entonces Fj, ;1
resulta creciente en (0, 1), lo que nos dice que F),;; tiene una tnica raiz. Por el contrario,
si existe un unico punto critico s, éste no puede ser un minimo puesto que la funcién
F, 11 es creciente en un entorno del cero. Las posibilidades que quedan entonces son que
el punto critico sea o un punto de inflexiéon o un méaximo. En el caso de que sea un punto
de inflexién, la funcién F;,; resulta creciente, y en caso de ser un maximo, las raices de
F,+1 estdn en (0, 5) puesto que F,,;1(1) > 0. Pero en (0, §) la funcién es creciente, por lo
tanto, existe una unica raiz de Fj, .

Ahora, definimos s,,,; como la unica raiz de F, 1, ¥ spy1 € (0,1).

> Un+1 S 0 en [O, 1]

Extendemos continuamente U, por la constante —7y en [0, s,.1] (equivale a extender
Wy41 por cero). La funcién U, satisface (6.147)-(6.150), y usando el lema 6.15 probamos
que U, 41 es una funcién no positiva en el intervalo [0, 1].
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/ 1
> U, .+ ;Unﬂ <0 en [spy1,1].
Definimos 7,1 = U,;Jrl + %Un+1- Con la ayuda de (6.147) deducimos que:

!/

Zpir = = (Un = Uppa). (6.167)
Derivando (6.147) y usando (6.167) y la hipétesis inductiva, es claro que:

1

1.
Zpir + ;ZM1 —¢*Zp1 = —¢*Z, > 0. (6.168)

n

Finalmente, 7, satisface el siguiente sistema:
" 1 / 2
Zn+l + ;Zn+1 — 4" Zp 0, re (Sn+1, 1),
Zni1(1) < 0, (6.169)
Zng1(Sn41) < —270/Snt1.

v

Por lema 6.14 se ve que Z, 1 < 0 en [s,41, 1]

Este ultimo paso completa la etapa inductiva, y la prueba estd completada.
|
Una vez demostrada la existencia y unicidad del problema (P¢)), el algoritmo esté perfec-
tamente definido.

Teorema 6.8 Supongamos que el dato inicial satisface (6.155) y que se cumple la condicion
de operabilidad. St 1im,, o S, = Sy Y 1M, oo Wy, = Wy, NLONCES Sy = Sop Y Wy = Weo.

Demostracion: Tomando limite en (6.153) cuando n tiende a infinito tenemos que:

—qya(s.q) + yQ(SS*q) qy1(s.q) — yl(j*q)
U*(ff’) = 170 qW(S*q) * yl(’l“q) —|—7'0 qW(S*q) * y2(7’q) _
— 42(rg) /T%dwyl(rq) /T%du. (6.170)
Derivando (6.170) obtenemos:
, _qy/z(s*q) + yQ(SS*q) , qy'l (s*q) o yl(ss*q) /
Ufr) = 7 Vg |nro+m W |00~
— s(rq) /T%du—l-y;(m) /T%du. (6.171)

Derivando una vez mads, se puede probar que U, + %U; — T%U* = (. También es obvio que
U.(s.) = =70 v que U,(s,) = —70/5..



6 METODO DE LINEAS. 76

Tomando limite en (6.154) cuando n tiende a infinito obtenemos (6.171). Por lo tanto,
lfm,, oo U, /

"1 = U.. Ahora, U, (1) + U.(1) = lim,oo(U, 1 (1) + Upy1(1)) = im0 — fry1 =
— fs. De esta manera, reuniendo todas las ecuaciones se tiene que:

" 1 ! 1
U, +-U,—5U. = 0, r € (S 1),
T T
Uds.) = =, (6.172)
U,8:) = —T0/S,
U()+ U (1) = —fs.

Reescribimos el sistema (6.172) escribiendo w, = U, + 79. Entonces obtenemos un sistema
similar a (6.97). Por lema 6.7 el sistema tiene tnica solucién:

Se = 270/ foo = Sx = Soo, (6.173)
wi(r) = 70— rfT” = weo(r), V7T € [500,1]. (6.174)

Esto concluye la demostracion.

Observacién 6.3 El método funciona aiun para funciones f que mo sean necesariamente con-
stantes. Ademds, el comportamiento esperado se manifiesta en los experimentos numéricos, a
saber, que el comportamiento asintético de la frontera libre es 270/ f(t).
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7. Resultados numéricos.

En esta seccién presentaremos los resultados numéricos de los algoritmos presentados ante-
riormente. Los programas fueron hechos en el lenguaje Fortran.

7.1. Método de Goodman.

7.1.1. Geometria plana.

0.7 0.55

0.5

N \ 045
| i

0.7 0.7

A\ 1A
°f A / 1\

0 0.4

Figura 14: Método de Goodman - Geometria plana

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

" Sy = 07, f(t) =2
" Sy = 03, f(t) =2
" Sg = 07, f(t) =241t

w50 =0.7, f(t) = 2+ sin(¢) /4.

El método se comporta bien para tiempos grandes, respetando el comportamiento asintotico
de la solucién tedrica. En los primeros dos casos la solucién converge a 0,5, en el tercero la
solucién converge a 0, y en el dltimo caso la frontera libre queda oscilando. Los resultados son
similares en los siguientes dos casos.
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7.1.2. Geometria plana - Tensién umbral variable.

0.7 0.35

0.65

03

0.6

\ 0.15 /
0.35

0.3 0.1

07 07
0.65
06
06
05 0.55
\ 05
04 \
\ 0.45 \
03 04 \
\\ 035
02 \ e e /\
\
— 03
\\
\\

0.1 0.25

Figura 15: Método de Goodman - Geometria plana - 7y variable.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

B Syg = 07, Qp = 025, f t

4 + 0.25t.

(
" Sy = 01, p = 025, f(t
" Sg = 07, Qp = 025, f(t
(

)
)
)
)

w50 =0.7, ap = 0.25, f(t) =4 +sin(t)/4.
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7.1.3. Geometria cilindrica.

0.7 0.55
0.68
0.66 05
0.64 \
0.62

N \ 045
| i

05
0.48 03
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2
07 07
06
0.65
05
\ 06
04
03
0.55
\\ 05
T —
0.1 —
0 045
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 16: Método de Goodman - Geometria cilindrica.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

. sy = 0.7, f(t) =
. so=0.3, f(t) =
. sy = 0.7, f(t) =
w 5o = 0.7, f(t) =4 +sin(t) /4.
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7.2. Método cuasiestacionario.

7.2.1. Geometria plana.

0.68 0.5

0.48 0.3

]
A
n 1/ /\

Figura 17: Método cuasiestacionario - Geometria plana.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

. 5o = 0.7, f(t) = 2.
. 5o =03, f(t) = 2.

.o =07, f(t) =2+t

e so= 0.7, f(t) =2 +sin(t)/4

Al igual que en el método de Goodman, la solucién numérica converge a la solucion esta-
cionaria. Mas adelante se hara una comparacion de todos los resultados.
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7.2.2. Geometria plana - Tensién umbral variable.

0.7 0.4

0.65
B
b /\ /I
0.3
0.55 /
0.5 0.25
\ 0.2
0.4 /
\ 0.15
0.35 [E————— |
—
—

0.3 0.1

0.7 0.7

0.6

0.6

0.5

0.55
04 05
\ 045
03
04
0.2 \
035

— ] =

0.1 0.3

Figura 18: Método cuasiestacionario - Geometria plana - 7y variable.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

S0 = 07, Qp = 025, f t ( ) = —4(y — 07)
ug(y) = —A(y —0.1).

44 0.25t, uy(y) = —4(y — 0.7).

t

So = 01, p = 025, f

(t)

(t)
S0 = 07, Qp = 025, f(t)
s0=0.7, ap = 0.25, f(t) = 4 +sin(t)/4, uy(y) = —4(y — 0.7).

Notar que hay ciertas irregularidades en la solucién, por ejemplo, una tendencia leve a crecer
por encima del valor estacionario en el primer caso, o la pérdida de monotonia en el segundo
caso, o el aumento de la amplitud de la oscilacién en el ultimo caso. Este efecto no deseable
puede deberse a errores numéricos de aproximacion.
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7.2.3. Geometria cilindrica.

0.5

N \ 045
| i

0.7 0.7

0.6

0.5
\ 0.6
0.4

0.3
0.55

0.5
—
0.1 .

0 0.45

Figura 19: Método cuasiestacionario - Geometria cilindrica.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

. sy = 0.7, f(t) =
. so=0.3, f(t) =
. sy = 0.7, f(t) =
w 5o = 0.7, f(t) =4 +sin(t) /4.

En este método volvemos nuevamente a recuperar el comportamiento esperado.

20

82
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7.3. Meétodo de diferencias finitas.

0.7

0.65 \
0.6
0.55
\\
0.5
0.45
0 5 10 15 20 25 30
0.7
0.6 \
0.5 \
0.4 \
0.3
0.2
0.1
\
e ————
0

Figura 20: Método de diferencias finitas.

De arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:
w50 =0.7, f(t) = 4.
" Sg = 07, f(t) =441

Se puede apreciar que la solucién converge mas lentamente al valor estacionario que en los
casos anteriores (ver por ejemplo el primero cuadro de la figura 14). Esta diferencia quedard de
manifiesto en la siguiente seccion.
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7.4. Meétodo de lineas.

7.4.1. Geometria plana.

0.7 0.55

0.65 0.5
0.6 \ 0.45 /
0.55 0.4

0.5 0.35

i
-\ i
os AN ARYA

Figura 21: Método de lineas - Geometria plana.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

. sy = 0.7, f(t) =2, uh(y) = —2(y — 0.7).
. so= 0.3, f(t) =2, up(y) = —2(y — 0.3).

sy = 0.7, f(t) =2+, uh(y) = —2(y — 0.7).

s 5o =0.7, f(t) =2+ sin(t)/4, uy(y) = —2(y — 0.7).

Se nota el mismo comportamiento que en los algoritmos anteriores. Es de destacar que este
algoritmo es el mas confiable de todos puesto que se ha demostrado convergencia y ademas
contempla todos los aspectos de la ecuacién sin discretizar.
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7.4.2. Geometria plana - Tensiéon umbral variable.

0.7 0.35

0.65

03

0.6

0.7 0.7

0.6

0.5 0.55

0.5

0.4

0.45 \
0.3 0.4 \
0.35

\ 03

0.1 0.25

0.2

Figura 22: Método de lineas - Geometria plana - 7y variable.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:

S0 = 07, Qp = 025, f t ( ) = —4(y — 07)
ug(y) = —A(y —0.1).

44 0.25t, uy(y) = —4(y — 0.7).

S0 = 07, Qp = 025, f t

(t)
So = 01, Qo = 025, f(t)
(t)
50 =0.7, ap = 0.25, f(t) = 4+ sin(t) /4, uy(y) = —4(y — 0.7).

El mismo comentario para el caso del método de lineas en geometria plana vale en este caso.
Este algoritmo es el mas completo puesto que hace intervenir la parte temporal de la ecuacion.



7 RESULTADOS NUMERICOS. 86

7.4.3. Geometria cilindrica.

0.7 0.5
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0 0.45

Figura 23: Método de lineas - Geometria cilindrica.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo se tienen los siguientes datos:
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A pesar de la complejidad de este algoritmo, puesto que intervienen soluciones de Bessel en
serie, es posible ver que el método responde bien ante diferentes tipos de gradientes de presion
f, v ademds satisface las propiedades de convergencia a la solucién estacionaria.
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8. Comparacion de resultados.

En esta seccién compararemos los resultados numéricos para las distintas geometrias, uti-
lizando los ejemplos presentados en la seccién anterior.

8.1. Geometria plana.

07

’goodman‘-plana-m P ' ’goodman‘-plana-OZ’ rrrrr
‘cuasiestacionario-plana-01" —— ‘cuasiestacionario-plana-02’
"diferencias-finitas-01" «-«-«--- ‘lineas-plana-02'  +
‘lineas-plana-01"
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‘cuasiestacionario-plana-03' —— ‘cuasiestacionario-plana-04' ———
'diferencias-finitas-02' ------- ‘lineas-plana-04’ «------
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06
\ 0.65
05
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\\ 055 /N /N /N
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0.1

Figura 24: Comparacion de resultados - Geometria plana.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, se tienen los siguientes casos:
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Como habiamos notado anteriormente, hay una similitud entre el método de Goodman,
el método cuasiestacionario y el método de lineas, sin embargo hay una discrepancia con el
método de diferencias finitas.
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8.2. Geometria plana - Tensién umbral variable.
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Figura 25: Comparacion de resultados - Geometria plana - 7y variable.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, se tienen los siguientes casos:

» 50 =0.7, ap = 0.25, f(t) = 4.

w50 =0.1, ap = 0.25, f(t) = 4.

. o= 0.7, ap = 0.25, f(t) = 4+ 0.25t.
w50 =0.7, a9 = 0.25, f(t) =4 +sin(t)/4.

Aqui la discrepancia la presenta el método cuasiestacionario. Esto puede deberse a que las
aproximaciones numeéricas afectan las propiedades intrinsecas del problema; sin embargo, notar
que las diferencias entre todos los métodos no son significativas.
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8.3. Geometria cilindrica.

0.7 T T 0.55 . .
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Figura 26: Comparacion de resultados - Geometria cilindrica.

De izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, se tienen los siguientes casos:

n sy =0.7, f(t) =4

s 5o =03, f(t) =4.

s sy =07, f(t) =4+t

5o = 0.7, f(t) =4+ sin(t) /4.

Se presentan leves diferencias entre el método de lineas y los métodos de Goodman y cuasi-
estacionario. Esto es algo que debiamos esperar, puesto que los métodos de Goodman y cuasi-
estacionario no resuelven de manera directa la ecuacion diferencial.
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