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Resumen

En este trabajo estudiamos la continuación meromorfa del núcleo de la resol-
vente del Laplaciano en varias situaciones. En primer lugar se considera el caso
de los espacios simétricos de curvatura negativa G/K y el Laplaciano actuando
en funciones en C∞(G), biinvariantes por K. En este caso, se prueba que esta
continuación tiene polos simples localizados en un subconjunto de − 1

2N, en una
parametrización adecuada. El operador residuo asociado a cada uno de estos polos
tiene como imagen un GC-módulo irreducible de dimensión finita cuya dimensión
es determinada por medio de la fórmula de Weyl.

En segundo término, como generalización, se estudia el caso de los espacios de
Damek-Ricci. En este caso, el grupo de isometŕıas no es semisimple por lo cual no
es posible usar la teoŕıa de representaciones de G. Sin embargo, por un estudio
expĺıcito del residuo, se prueba que la imagen es un operador de rango finito.

Consideramos luego el caso del Laplaciano actuando en fibrados lineales sobre
el espacio hiperbólico complejo CHn ∼= SU(n, 1)/S(U(n)×U(1)). En este caso, los
polos de la continuación meromorfa del núcleo de la resolvente también son simples,
pero las imágenes de los residuos incluyen no sólo G-módulos de dimensión finita,
sino también series discretas holomorfas y ĺımites de series discretas.
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Introducción

El principal objetivo de esta tesis es el estudio de la continuación meromorfa del
núcleo de la resolvente del Laplaciano en espacios simétricos de curvatura negativa.

En toda variedad pseudoriemanniana, M , se tiene un operador diferencial L :
C∞(M) 7→ C∞(M) de particular interés llamado el operador de Laplace Beltrami,
o simplemente Laplaciano. Una de las formas de definirlo es Lf = div(grad(f)),
f ∈ C∞(G), donde div(Y ) es la divergencia del campo Y . L resulta ser un ope-
rador simétrico con respecto al producto interno en C∞c (M) naturalmente asociado
a la medida riemanniana de M y esencialmente autoadjunto, esto es, su clausura,
densamente definida en H = L2(M), es autoadjunta. Identificaremos en adelante a
L con su clausura autoadjunta.

Una de las formas más usadas para obtener información espectral es a través
de la resolvente, que definiremos a continuación. Sea

ρ(L) = {z ∈ C : (L− zI)−1es un operador acotado}.

Llamamos a ρ(L) el conjunto resolvente de L, y al operador R(z) = (L− zI)−1

para z ∈ ρ(L), la resolvente de L.
El estudio de la resolvente de un operador es útil para considerar funciones del

operador, por ejemplo, por medio del llamado cálculo funcional. Con frecuencia
la resolvente R(z) aparece definida inicialmente en un semiplano y admite contin-
uación anaĺıtica a un dominio mayor. Motivados entonces por algunos ejemplos,
para estudiar esta continuación meromorfa resulta conveniente achicar el espacio de
salida de R(z), por ejemplo considerándolo como operador en Hc, o mejor aún en
C∞c (M). En los ejemplos que se han estudiado, como operador en Hc, R(z) resulta
tener una continuación meromorfa de algún semiplano de C a todo C y los polos
de esta continuación meromorfa son llamados resonancias (de L). Si se permiten
perturbaciones, sumando a L una función de soporte compacto, los polos que se
obtienen dan información sobre la vibración de la cuerda del correspondiente mo-
delo. En algunos casos, la parte real de un polo corresponde al rango de oscilación,
y la parte imaginaria al decaimiento de dicha oscilación (ver [Z]).

Este problema ha sido considerado por varios autores, por ejemplo Melrose
[M], ha estudiado los polos de la resolvente para una perturbación de L en el
caso de Rn para n impar. También interesa dar cotas para la cantidad N(r) de
resonancias (contando su multiplicidad, o sea el rango del residuo) en una bola de
radio r cuando r 7→ ∞. Guillopé-Zworski en [GZ2] tratan este problema en el
caso de superficies de Riemann y en [GZ1], en el caso del espacio hiperbólico real,
encuentran las resonancias de L probando que son de multiplicidad finita. También
podemos mencionar [MM], en el que se estudia la continuación meromorfa de la
resolvente en espacios completos con curvatura negativa asintóticamente constante.
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8 INTRODUCCIÓN

En este trabajo estudiaremos la continuación meromorfa de la resolvente de L
en varios casos. En primer lugar, en el Caṕıtulo 2, consideraremos el caso en que
M es un espacio simétrico de curvatura negativa, es decir, M = G/K donde G es
un grupo de Lie semisimple no compacto de rango real uno y K es un subgrupo
compacto maximal de G. La resolvente de L ha sido estudiada en este caso por
varios autores como por ejemplo en [MW] y [A], y en particular en [MW] se
prueba que la resolvente es un operador a núcleo. Más precisamente, se sabe que la
acción de L en funciones C∞ invariantes a derecha por K en M , se corresponde a
la acción del elemento Casimir del álgebra universal de g, C, en funciones C∞(G)
biinvariantes por K (denotado por C∞(G//K)). Se traslada aśı todo el análisis
a G, en donde gracias a la llamada descomposición polar, G = K Cl(A+)K, se
pueden caracterizar las funciones biinvariantes por K por su restricción a A ' R.
Una función f bi-invariante por K se dice esférica, si f(e) = 1 y si además es una
autofunción de C. Estas funciones están completamente clasificadas, y en particular
se sabe que para cada ν ∈ C, existe una función esférica ϕν cuya restricción a A es
la solución de cierta ecuación diferencial ordinaria, que depende de ν (ver (2.6)).
Esta ecuación corresponde a lo que se llama la parte radial de C, y la solución
que es continua en t = 0 es la que da origen a la función esférica ϕν . Si en lugar
de mirar en t = 0, buscamos funciones con buen comportamiento en el infinito, se
obtienen dos soluciones, genéricamente linealmente independientes que llamaremos
Q±ν (para 2ν /∈ ∓N). Además Qν ∈ L1(G), para Re(ν) > ρ y si λ(ν) = ν2 − ρ2 y
c(ν) denota la función c de Harish Chandra, se tiene

∫

G

(C − λ(ν)Id)f(y)Qν(x−1y)dy = −2νc(ν)f(x) (0.1)

para f ∈ C∞c (G/K).
Como Cϕν = λ(ν)ϕν , resulta conveniente trabajar con el operador R(λ(ν)).

Notemos ahora que la fórmula (0.1) muestra que − Q̌ν

2νc(ν) es una solución funda-
mental de (C − λ(ν)Id), es decir que como distribuciones, se tiene que −(C −
λ(ν)Id) Q̌ν

2νc(ν) = δ.

Si denotamos por R̃(λ(ν)) el operador con núcleo Kν(x, y) = Qν

2νc(ν) (x
−1y),

para ν /∈ − 1
2N –actuando en C∞c (G/K)– observamos que dicho operador coincide

con la resolvente R(λ(ν)) para Re(ν) > ρ. Análogamente, si se considera R̃(λ(−ν)),
se obtiene una expresión de R(λ(ν)) para Re(ν) < −ρ.

En el Caṕıtulo 2 de este trabajo se estudia la continuación meromorfa del núcleo
Kν(x, y) = Qν

2νc(ν) (x
−1y) y se prueba el siguiente resultado:

Teorema 0.1. Sea M = G/K un espacio simétrico de tipo no compacto de
rango real uno, y sea νk = −ρ− k con k ∈ N ∪ {0}.

(a) Kν(x, y) tiene polos simples en ν = νk.
(b) Resν=νk

R̃(λ(ν))(f) = (2πνk)−1 p(νk) f∗ϕ̌ν , es un operador de rango finito
para cada valor de k.

(c) Si α̃ es la ráız real de G, la imagen de Resν=νk
R̃(λ(ν)) es un gc-módulo

irreducible de peso máximo kα̃.
(d) Si p y q denotan las multiplicidades de las ráıces restringidas 1

2α y α
respectivamente, se tiene que
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dim Im(Resν=νk
R̃(λ(ν))) =

(
k + p

2 + q − 1
k

)(
k + p+q−1

2

k

)
2k + p

2 + q
p
2 + q

q+1
2 −1∏

j=1

j

k + j
.

Esto generaliza el resultado de Guillopé y Zworski en el caso del espacio hiper-
bólico antes mencionado ([GZ1]). Cabe señalar que las imágenes de estos residuos
son isomorfas a (g,K)-submódulos de dimensión finita de la serie principal esférica,
e incluyen a la totalidad de las representaciones esféricas de dimensión finita de G,
por un teorema de Helgason.

En el Caṕıtulo 3 se considera la resolvente para los llamados espacios de Damek-
Ricci. Una variedad riemanniana completa, M , se dice armónica si para cada
punto p ∈ M , la acción de L preserva el espacio de las funciones radiales en p (es
decir aquellas funciones que dependen sólo de la distancia a p)(ver [R]). En 1944,
Lichnerowicz conjeturó que todo espacio armónico es localmente isométrico a un
espacio dos puntos homogéneo, que en el caso no compacto, es equivalente a decir
que los únicos espacio armónicos (simplemente conexos) son los espacios simétricos
de rango uno. Muchos autores estudiaron el tema, en particular Z. Szabo probó
que la conjetura es cierta en el caso compacto. En contraste, en 1991 E. Damek y
F. Ricci mostraron que ciertas extensiones solubles de los llamado grupos de tipo
H—que generalizan a los espacios simétricos de rango uno— son espacios armónicos
(ver [DR]), dando contraejemplos a la famosa conjetura en el caso no compacto.

Como generalización del caso anterior, en el Caṕıtulo 3, estudiamos la resolvente
de L en M = S un espacio de Damek-Ricci. En este caso, existe una realización
de este espacio como un disco n-dimensional, por lo cual las ideas de radialidad
del caso anterior (biinvariancia por K) aparecen aqúı naturalmente. Esto hace
posible la generalización de los resultados anteriores en cuanto permiten encontrar la
resolvente como operador a núcleo, describir sus polos y correspondientes residuos.
El problema de describir las imágenes es bastante diferente, porque no se cuenta
con la teoŕıa de representaciones del caso simétrico, aunque por cálculos bastante
expĺıcitos igualmente se pudo probar que éstos son espacios de dimensión finita.

En el Caṕıtulo 4 se da otra generalización, tomándose, en lugar de funciones
biinvariantes por K, funciones que transforman de acuerdo a una representación de
K. Esto lleva a considerar, para τ ∈ K̂, las llamadas funciones τ -esféricas (ver Cap.
I, Sec. 3). En este contexto, consideramos el caso de L actuando en secciones C∞

de un fibrado homogéneo sobre G/K asociado a una representación unidimensional
τ de K. Es fácil ver que este espacio se identifica con

{f : G 7→ Vτ : f(gk) = τ(k)−1f(g)}.
En este caso, N. Shimeno [Sh] desarrolló la teoŕıa de las funciones esféricas, en-
contrando expresiones expĺıcitas similares a las del caso del K-tipo trivial. Con
esto fue posible encontrar la resolvente como operador a núcleo, inicialmente en un
semiplano, de un modo análogo al anterior.

Notemos que el hecho de que K tenga representaciones de dimensión uno, en
el caso de espacios simétricos de rango uno, nos restringe al espacio hiperbólico
complejo. En este espacio, siguiendo las ideas de los caṕıtulos anteriores obtuvimos
los siguientes resultados:
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Teorema 0.2. (a) Para cada l ∈ Z, ν ∈ C, ν /∈ −N, existe una auto-
función de C, Qν,l ∈ C∞−l(G − K), de autovalor λ(ν, l) = ν2 − (n − l)2.
Se tiene que Qν,l ∈ L1

loc(G), y si Re ν > ρ, Qν,l ∈ L1(G). Además, para
f ∈ C∞c (G/K, τl) y ν /∈ −N se cumple que∫

G

Qν,l(x−1y)(C − λ(ν, l)Id)f(y)dy = −2ν c(ν, l)f(x).

(b) El operador a núcleo R̃(λ(ν, l)), asociado al núcleo −Qν,l(x
−1y)

2ν c(ν,l) , que co-
incide con R(λ(ν, l) para Re ν > ρ, tiene polos simples en ν = ν±k,l con
ν−k,l = −|l| − n − 2k, para k ∈ N0, y ν+

k,l = |l| − n − 2k, para k ∈ N0 que
satisface: |l| − n− 2k ≥ 0.

(c) Para cada polo, ν, Resz=ν R̃(λ(z, l))(f) = p(ν) f ∗ Φ̌ν,−l.
(d) El conjunto de vectores K-finitos en la imagen del residuo asociado a un

polo µ, V (µ, l)K , es un (g,K)-módulo. Estos módulos son de dimensión
finita sólo en el caso de que µ = ν−k,l para k ∈ N0. Los módulos corre-
spondientes a µ = ν+

k,l y µ = 0 son equivalentes como (g, K)-módulos,
a representaciones de serie discreta holomorfa, y ĺımite de serie discreta
respectivamente.

(e) Se tiene que

dim V (ν−k,l, l) =
∏

1≤i<j≤n+1

〈Λk,l + ρ, εi − εj〉
〈ρ, εi − εj〉

=
∏

1<j≤n

|l|−l
2 + k + j − 1

j − 1
.

∏

1<i≤n

|l|+l
2 + k + n + 1− i

n + 1− i

. 1
n

(
|l|+l

2 + |l|−l
2 + 2k + n

)

Cabe señalar que no hemos observado, aún en otros contextos, situaciones
en que los residuos de la resolvente sean operadores de rango infinito. Además
podŕıamos decir que en nuestro caso, la aparición de las series discretas es justifica-
ble por razones espectrales. Sin embargo la aparición de ĺımites de series discreta
resulta mucho más inesperada.
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CAPITULO 1

Preliminares

1. Grupos de Lie semisimples

Comenzaremos introduciendo algunos elementos básicos de la teoŕıa de Lie que
utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Sea g una álgebra de Lie semisimple sobre C, y g0 una forma real. Si X, Y ∈ g0,
la función X + iY 7→ X− iY define un automorfismo de g como álgebra de Lie real,
llamado la conjugación de g con respecto a g0.

Definición 1.1. Sea g un álgebra de Lie semisimple real. Una involución de
Cartan de g, θ, es un automorfismo involutivo de g tal que si

p = {X ∈ g : θX = −X} y k = {X ∈ g : θX = X}
y si B(x, y) = tr ad(x) ad(y) es la forma de Killing de g, se tiene que B|k×k es
definida negativa, y B|p×p es definida positiva.

En este caso, la descomposición g = k+p es llamada descomposición de Cartan.

Se sabe que toda álgebra de Lie semisimple real admite una involución de
Cartan ([W] 3.7.9). Más aún, si G es un grupo conexo semisimple y lineal, se
puede tomar la involución θ(X) = X−1

t
. Además se tiene que si K es el subgrupo

de G con álgebra de Lie k correspondiente a la descomposición de Cartan asociada
a θ, K es un subgrupo compacto maximal de G (ver [K] 1.1).

Para dar una rećıproca, necesitamos la siguiente definición.

Definición 1.2. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G. Se dice
que un par G,H, es reductivo si existe un subespacio, m de g, el álgebra de Lie de
G, que es AdG(H)-invariante y tal que g = m ⊕ h, donde h denota el álgebra de
Lie de H.

Notemos que si H es compacto entonces G/H es reductivo.
En este caso, se tiene que si G es un grupo de Lie real, lineal y reductivo, para

todo subgrupo compacto maximal de G, K, existe un automorfismo involutivo, θ,
cuyo conjunto de puntos fijos es exactamente K (ver [GV] Cap. 2, sec. 2.1).

En gc podemos definir el producto interno hermı́tico 〈X, Y 〉 = −Bgc(X, τ(Y )),
que llamaremos canónico, donde τ es la conjugación de gc relativa a la forma real
compacta gu = t + ip. Notemos que τ|g = θ, con lo cual se tiene que 〈, 〉|p coincide
con B.

Es fácil ver que con este producto interno, ad(X) es una transformación anti-
hermı́tica (resp. hermı́tica) para todo X ∈ k (resp. X ∈ p) (ver [W] 7.2.3).

Fijemos un subespacio abeliano maximal a de p; si X ∈ a, por la observación
anterior tenemos que ad(X) es un operador diagonalizable con autovalores reales.
Luego, los elementos de ad(a) son simultaneamente diagonalizables. Para cada

11



12 1. PRELIMINARES

λ ∈ a∗ no nula, definimos el espacio ráız asociado a λ:

gλ = {X ∈ g : ad(H)X = λ(H)X ; ∀ H ∈ a}.
Sea

Σ = {λ ∈ a∗, λ 6= 0 : gλ 6= 0},
el conjunto de ráıces restringidas del par (g, a), y sea m el centralizador de a en k
es decir, m = {X ∈ k : [X,H] = 0 ∀ H ∈ a}.

Como todo espacio de dimensión finita, a puede ser identificado a su dual v́ıa el
producto interno. Tomemos entonces para λ ∈ Σ, Hλ ∈ a tal que B(H, Hλ) = λ(H)
para todo H ∈ a; es decir, tenemos la identificación λ ↔ Hλ.

Sea W el grupo de Weyl del par (g, a), esto es, el grupo finito generado por
{sλ : λ ∈ Σ}, donde sλ es la reflexión ortogonal en a con respecto al núcleo de λ.
Por la identificación de arriba también podemos pensar a W actuando en a.

Por otro lado, se definen las cámaras de Weyl como las componentes conexas
de

a′ = {µ ∈ a : 〈α, µ〉 6= 0 para todo α ∈ Σ}.
Para cada cámara C (hay sólo una cantidad finita de ellas) se puede ver que CL(C)
es un dominio fundamental para la acción de W en a. Si A+ = exp(C) se tiene
G = KCL(A+)K la llamada descomposición polar. Esta descomposición es única
en el sentido de que si kak′ = a′, entonces a = a′ y k′ = k−1 (Ver [GV] Lema 2.2.3
pág.65).

Tomemos el orden en Σ definido por C y denotemos con Σ+ el conjunto de
ráıces positivas. Es claro que −Σ+ es el conjunto de ráıces negativas.

Si n =
∑

α∈Σ+

gα, entonces n = θ(n) =
∑

α∈Σ+

g−α, puesto que θ(H) = −H, ∀H ∈
a.

Es fácil ver que g = a + m +
∑

α∈Σ

gα, o equivalentemente que g = a + m + n + n.

A partir de esto se prueba que g = k+a+n, llamada la descomposición de Iwasawa
de g (Ver [W] 7.3).

A nivel de grupos, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.3. [W, 7.4.3] Sea G es un grupo de Lie semisimple con álgebra
de Lie g, y g = k + a + n, la descomposición de Iwasawa de g. Si K, A, N son los
respectivos grupos de Lie, entonces

• exp : a 7→ A es un isomorfismo.
• exp : n 7→ N es un difeomorfismo.
• La función (k, a, n) 7→ kan de K ×A×N −→ G es un difeomorfismo.

Esta es llamada la descomposición de Iwasawa de G, donde en realidad es
equivalente tomar G = KAN , o G = NAK. En adelante denotaremos con
g = κ(g) exp H(g)n(g) la correspondiente descomposición de g ∈ G, donde κ(g) ∈
K, exp H(g) ∈ A, y n(g) ∈ N .

Sea h− una subálgebra abeliana maximal de m. Entonces h, la complexificación
de a + h− es una subálgebra de Cartan de gc ([W] 7.5.8). Podemos ordenar com-
patiblemente el sistema de ráıces ∆ de (gc, h) con las de (g, a), de tal modo que los
elementos de ∆+ restrinjan a Σ+ en a.
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Definición 1.4. Dado un grupo de Lie conexo G y un subgrupo cerrado K, dec-
imos que (G,K) es un par simétrico si existe un automorfismo involutivo anaĺıtico
de G, σ, tal que (Kσ)0 ⊂ K ⊂ Kσ, donde Kσ es el conjunto de puntos fijos de
σ, y (Kσ)0 denota su componente conexa. Si Ad(K) es compacto, entonces el par
(G,K) es llamado riemanniano simétrico.

Si (G,K) es un par riemanniano simétrico, la variedad riemanniana G/K es
un espacio simétrico (ver [H2] Prop. 3.4 pág. 174). Notemos que si G es como
anteriormente, G/K es un espacio simétrico.

Rećıprocamente, si M es una variedad riemanniana simétrica, y p0 es un punto
de M , sea G = I0(M) la componente conexa del grupo de isométŕıas de M y K el
subgrupo de G que fija p0. Entonces K es un subgrupo conexo y compacto de G,
y M ' G/K (ver [H2] teor. 3.3 pág. 208).

Se define el rango geométrico de M como la máxima dimensión de una subvar-
iedad totalmente geodésicas y plana de M .

Sea (G,K) un par simétrico, y sea g = k + p la descomposición de g en autoes-
pacios de σ.

Si g es compacta y semisimple, decimos que (G,K) es un par simétrico de tipo
compacto.

Si g no es compacta y es semisimple, decimos que (G,K) es un par simétrico
de tipo no compacto, y en este caso, g = k + p es una descomposición de Cartan.

Por último, si p es un ideal abeliano en g, decimos que (G,K) es un par simétrico
de tipo euclideo.

Si (G,K) es un par simétrico de tipo no compacto, podemos identificar natu-
ralmente el espacio tangente a M = G/K en e con p, y se tiene que s0 ⊂ p es
tal que S0 = exp(s0) es una subvariedad totalmente geodésica y plana de M , si
y sólo si s0 es abeliana. Si G es semisimple y conexo, se define el rango real de
G como la dimensión de a. El rango real no depende de la elección de a ni de la
descomposición de Cartan de g. Además, el rango real de G coincide con el rango
gemétrico de G/K como espacio simétrico.

Por otro lado, si G es localmente compacto, y K es un subgrupo compacto
de G, decimos que (G,K) es un par de Gelfand si L1(G//K), el espacio de las
funciones integrables biinvariantes por K, con el producto de convolución, es un
espacio conmutativo.

Es un hecho conocido que todo par simétrico (G,K) de tipo no compacto es
un par de Gelfand (Ver [GV] 1.5.6).

2. Representaciones

Sea H un subgrupo cerrado de G. Dada (π, Vπ), una representación irreducible
de H, definimos el siguiente espacio

Hπ = {f : G 7→ Vπ : f(gp) = δH(p)π(p)−1f(g), a.e. f|K ∈ L2(K)}
donde δH es la función modular de H, y la acción de G es la regular a izquierda,
es decir que g.f(x) = f(g−1x). Se define en Hπ el siguiente producto interno:

〈f, g〉 =
∫

k

< f(k), g(k) > dk.

Esta es la llamada representación inducida de H a G por π, y se denota con IndG
H(π).
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Un caso particular importante de estas representaciones es aquél en que se
considera la representación de P definida por

π(man) = σ(m)e(ν+ρ)log(a),

donde σ es una representación irreducible de M , y ν ∈ a∗. Estas es la llamada
serie principal de representaciones de G, de parámetros (σ, ν) y que se denotará
(πσ,ν ,Hσ,ν).

Nota 1.5. Si G = NAK (con lo cual P = NAM) la definición de arriba
cambia, y se consideran funciones tales que f(namg) = e(ν+ρ)log(a)σ(m)f(g) y la
acción de G es a derecha g.f(x) = f(xg). Se verifica que ambas realizaciones son
equivalentes.

La restricción a K induce un isomorfismo isométrico de Hσ,ν) en el espacio
L2(K, M, σ), de funciones de cuadrado integrable en K, de tipo σ, es decir, tales
que f(km) = σ(m)−1f(k). Notemos que πσ,ν |K ' IndK

M (σ).

Otras representaciones fundamentales de G son las llamadas de serie discreta.
Recapitularemos algunos hechos importantes acerca de estas representaciones. Si π
es una representación de G en el espacio de Hilbert (Hπ, 〈, 〉), una entrada matricial
de π es una función de G de la forma g 7→ 〈π(g)v, w〉, donde v w ∈ Hπ. Cuando π
es irreducible, las siguientes condiciones son equivalentes:

• Existe una entrada matricial de G (no nula) perteneciente al L2(G).
• Todas las entradas matriciales están en L2(G).
• π aparece en la descomposición de la representación regular (a derecha o

izquierda) de G en el L2(G).
En este caso, π es llamada representación de serie discreta o representación de
cuadrado integrable.

Es bien sabido que si G es semisimple, conexo, con centro finito y contiene un
subgrupo compacto maximal K del mismo rango, entonces G tiene serie discreta;
este hecho se corresponde con la existencia de un subgrupo de Cartan compacto en
G; esta es una condición necesaria y suficiente para la existencia de serie discreta.

3. Operadores Diferenciales

Sea D(G) el anillo de operadores diferenciales de G invariantes a izquierda.
Notemos que con la composición, ésta es un ágebra asociativa con identidad, y
se puede ver que es isomorfa al álgebra universal de g, U(g). Para X ∈ g la
identificación está dada por

Xf(g) =
d

dt |t=0
f(g exp(tX)).

Bajo esta correspondencia, el centro de U(g), Z, se corresponde con los operadores
biinvariantes, es decir con los operadores invariantes a derecha y a izquierda.

Si H es un subgrupo de G, sea

DH(G) = {D ∈ D(G) : DRh = D para todo h ∈ H}.
Si G es reductivo, se tiene la siguiente caracterización de D(G/K) (ver [H] Teor.
4.6 pág. 285).
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Proposición 1.6. Sea µ : DK(G) 7→ D(G/K) definida por

˜(µ(u)f) = uf̃ f ∈ C(G/K)

donde π : G 7→ G/K es la proyección canónica, y f̃ = f · π. Entonces µ es un
homomorfismo sobre, con núcleo DK(G) ∩D(G)K .

Sea {X1, X2, . . . , Xn} una base de g y tomemos {Y1, Y2, . . . , Yn} tal que B(Xi, Yj) =
δi,j . Definimos entonces C ∈ U(gc), el elemento de Casimir de g, como

C =
n∑

j=1

XiYi.

Es fácil ver que C es independiente de la base elegida, y entonces

C =
n∑

j=1

Ad(g)Xi Ad(g)Yi = Ad(g)C,

por lo cual obtenemos que C ∈ Z, el centro del álgebra universal de g.
Sea σ una representación de M unitaria e irreducible y ν ∈ C; entonces, si

(πσ,ν ,Hσ,ν) es la serie principal de G asociada, πσ,ν(C) actúa por un escalar, dado
por

λ(σ, ν) = 〈ν, ν〉 − 〈ρ, ρ〉 − 〈µσ, µσ + δM 〉 (1.1)
donde µσ es el peso máximo de σ y δM es la semisuma de las ráıces positivas de M
(ver [K] Prop. 8.22).

Introduciremos ahora el operador de Laplace-Beltrami. Si (M, g) es una va-
riedad reimanniana definimos, para f ∈ C∞(M) el gradiente de f , denotado por
grad(f), como el campo en χ(M) tal que 〈grad(f), X〉 = Xf . En coordenadas,
tenemos que grad(f) =

∑
gi,j∂if

∂
∂xj

. Para X ∈ χ(M), sea la divergencia de X,
denotada con div(X), la función de M que en cada entorno coordenado U está dada
por div(X) = 1√

g

∑
∂i(
√

gXi), donde si [gi,j ] es la matriz asociada a g, denotamos
con g su determinante, y [gi,j ] es la inversa.

Definimos entonces el operador de Laplace Beltrami, L, como el operador
diferencial en M dado por Lf = div(grad(f)) (se suele tomar también Lf =
−div(grad(f)) si se quiere que sea positivo). Es un operador simétrico con res-
pecto al producto interno 〈f1, f2〉 =

∫
M

f1(m)f2(m)ω, y en coordenadas locales se
tiene que (ver [H] pág. 31)

Lf =
1√
g

∑

k

∂k

(∑
gi,k

√
g∂if

)

Se puede ver que las acciones de C y L en D(G/K) coinciden, es decir que en
términos de la Proposición 1.6, µ(C) = L.

Se sigue de la descomposición polar de G, G = K Cl(A+)K, que una función
continua biinvariante por K, queda determinada por su restricción a A+. Por
ello, para cada operador diferencial esférico ( invariante a derecha e izquierda por
elementos de K), se puede definir un nuevo operador diferencial en A+ ∆(D),
llamado la componente radial de D, que esta dado por

(Df)− = ∆(D)f−, (1.2)

donde f− denota la restricción de f a A+ (ver [GV] 4.1).
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En general, si D es un operador diferencial en una variedad V , se puede definir
una ’proyección’ de D sobre cualquier subvariedad S de V . Si la subvariedad cumple
ciertas condiciones, esta ’proyección’ se llama radial. En nuestro caso, estamos
considerando V = G/K y S = A+.0 (ver [H] cap. II sec. 3).

4. Funciones esféricas

Sea G un grupo unimodular localmente compacto, K un subgrupo compacto y
τ una representación irreducible de K. Una función F : G 7→ End(Hτ ) se dice de
tipo τ si f(gk) = τ(k)−1f(g), y se dice τ -radial si además se tiene que para todo
x ∈ G, k1, k2 ∈ K, se cumple que

F (k1xk2) = τ(k2)−1F (x)τ(k1)−1.

Denotemos con C∞(G,K, τ) el espacio de funciones τ -radiales infinitamente
diferenciables, y con C∞(G, K, τ) el espacio de las de tipo τ . Sea D(G,K, τ) la
subálgebra de operadores diferenciales en G que preservan C∞c (G/K, τ).

Equipemos a C∞(G,K, τ) con el siguiente producto de convolución:

(F ∗H)(x) =
∫

G

F (y−1x)H(y)dy =
∫

G

F (y)H(xy−1)

Diremos que el triple (G,K, τ) es un triple de Gelfand si esta álgebra de con-
volución es conmutativa. Esta es la generalización natural de la noción de par de
Gelfand, que corresponde al caso particular en que τ es la representación trivial de
K.

En caso de que G sea semisimple, conexo, no compacto con centro finito, se
tiene la siguiente caracterización, dada por Deitmar (ver [Dt] Teorema 3, Cor. 1 y
Prop. 3).

Proposición 1.7. Sea G un grupo de Lie semisimple, conexo, no compacto con
centro finito, y sea K un subgrupo maximal compacto se G. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

• El K-tipo τ aparece con multiplicidad menor o igual a 1 en la descom-
posición de cualquier representación irreducible y unitaria de G.

• τ|M es libre de multiplicidad
• C∞c (G, K, τ) con el producto de convolución definido arriba es un álgebra

conmutativa
• D(G, k, τ) es un álgebra conmutativa.

Más aún, U(g)K es conmutativa si y sólo si g = o(n, 1) o su(n, 1), y en estos casos
las condiciones anteriores son satisfechas por cualquier τ ∈ K̂.

Definición 1.8. Diremos que Φ ∈ C(G,K, τ) es una función τ -esférica en G
si es no nula y si la función

χΦ : F 7→ 1
dim τ

∫

G

tr{F (x)Φ(x−1}dx

define un carácter de Cc(G,K, τ, τ).
Denotaremos con Σ(G,K, τ) el espacio de las funciones τ -esféricas de G.

Estas funciones han sido estudiadas por muchos autores principalmente en el
caso clásico, o sea el que τ ≡ 1. Entre ellos podemos mencionar [H], [K], [GV] en el
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caso clásico, y en el caso general a [Gd], [Wr] y [GV]. A continuación, recordamos
algunos hechos sobre funciones esféricas, extráıdos de [Wr], [W], y [O] (ver también
[P]), para el caso de un triple Gelfand, que es el que en particular nos interesa.

Asumamos desde ahora que (G,K, τ) es un triple de Gelfand. En este caso se
tiene la siguiente caracterización.

Proposición 1.9. Sea Φ ∈ C∞(G,K, τ) tal que Φ(e) = 1. Entonces Φ es una
función τ -esférica en G si y sólo si es una autofunción del álgebra D(G,K, τ), en el
sentido de que existe un carácter χΦ de D(G,K, τ) tal que para todo D ∈ D(G,K, τ)
existe algún ζ ∈ Hτ , ζ 6= 0, tal que

DΦ(·)ζ = χΦ(D)Φ(·)ζ (1.3)

Más precisamente, el autovalor está dado por χΦ(D) = 1
dim τ tr{DΦ}(e).

Si además G es un grupo de Lie semisimple, conexo, con centro finito podemos
describir más precisamente Σ(G,K, τ).

Sea σ una representación unitaria e irreducible de M , ν ∈ C, y (πσ,ν ,Hσ,ν)
la serie principal de G de parámetros (σ, ν). Sea M̂τ el subconjunto de repre-
sentaciones unitarias e irreducibles de M que aparecen en la descomposición de
τ como representación de M . Observemos que por el criterio de Deitmar, cada
σ ∈ M̂ sólo puede aparecer en τ|M con multiplicidad ≤ 1. Entonces, para σ ∈ M̂τ ,
HomM (Hσ,ν ,Hτ ) ' HomK(Hτ , L2(K, M, σ)) es unidimensional, y tiene como ge-
nerador a

ζ 7→ Jτ
σ ζ =

√
dim τ

dim σ
Pσ ◦ τ(·)−1ζ

donde Pσ denota la proyección en Hτ sobre la componente isot́ıpica de σ.
Análogamente, P τ

σ = (Jτ
σ )∗ es un generador del espacio unidimensional

HomK(Hσ,ν ,Hτ ), y está dado por

P τ
σ (f) =

√
dim τ

dim σ

∫

K

τ(k)f(k)dk.

Para cada σ ∈ M̂τ , y ν ∈ a∗C, sea

Φτ
σ(λ, ·) : G 7→ End(Hτ )

Φτ
σ(ν, x) = P τ

σ ◦ πσ,ν(x−1) ◦ Jτ
σ .

Entonces Φτ
σ(λ, ·) es una función τ -esférica, y admite la siguiente representación

como integral de Eisenstein.

Φτ
σ(λ, x) =

∫

G

e−(iν+ρ)(H(xk))τ(k) ◦ Pσ ◦ τ(κ(xk)−1)dk (1.4)

Proposición 1.10. Σ(G,K, τ) = {Φτ
σ(λ, ·) : σ ∈ M̂τ , ν ∈ a∗C}.

Este resultado es consecuencia de un resultado más general de [O].
Como ya observamos, si G es lineal, semisimple y conexo, gracias a la descom-

posición polar de G, una función τ -radial queda determinada por su restricción a
A+. Fue idea de Harish Chandra, estudiar las funciones esféricas a través de la
ecuación diferencial que define (1.3). Más aún estas ecuaciones, teniendo en cuenta
(1.2) pueden ser vistas como ecuaciones en A, aunque para esto, hace falta saber
algo de la componente radial de D.
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5. Ecuaciones Diferenciales

Daremos ahora algunos elementos básicos del análisis de Jacobi, siguiendo [K].
Consideremos para cada α, β ∈ C el peso

Jα,β(t) = (2 sinh t)2α+1(2 cosh t)2β+1

y el operador diferencial de segundo orden (llamado el Laplaciano de Jacobi) dado
por

Lα,β = d2

dt2 + J′α,β

Jα,β

d
dt

= d2

dt2 + {(2α + 1) coth t + (2β + 1) tanh t} d
dt

Para λ, α, y β ∈ C, se llama ecuación de Jacobi a la ecuación

(Lα,β + λ2 + γ2)f = 0 (1.5)

donde γ = α + β + 1.
Es fácil ver que tomando z = − sinh2 t, esta ecuación se transforma en una

ecuación hipergeométrica de parámetros a, b, c, donde α = c − 1, β = a + b − c y
(ver [GV]); es decir que si definimos u(z) = f(− sinh2 t), entonces u es solución de

z(z − 1)u′′ + (c− (a + b + 1)zu′ − abu(z) = 0. (1.6)

La única solución acotada en un entorno de z = 0, y tal que en z = 0 vale 1 está
dada para |z| < 1 por

u(z) =2 F1(a, b, c, z) =
∑

j

(a)j(d)j

cj
zj

que es la llamada función hipergeométrica de Gauss, y donde para cualquier número
complejo a, denotamos con (a)0 = 1, y (a)k = a(a + 1)...(a + k − 1).

Por lo tanto, las soluciones de 1.5 que en cero valen 1, llamadas funciones de
Jacobi son de la forma

φ
(α,β)
λ (t) =2 F1

(
γ − iλ

2
,

γ + iλ
2

, α + 1, − sinh(t)2
)

. (1.7)

El estudio de estas funciones fue desarrollado, entre otros, por Koornwinder en
[Kr], y en particular alĺı se muestra que para λ 6= −i,−2i, ...., otra solución l.i. con
φ

(α,β)
λ está dada por

Q̃
(α,β)
λ (t) = (2 cosh t)iλ−γ

2F1

(
γ−iλ

2 , α−β+1−iλ
2 , 1− iλ, (cosh t)−2

)

= (2 sinh t)iλ−γ
2F1

(
γ−iλ

2 , −α+β+1−iλ
2 , 1− iλ, −(sinh t)−2

)
.

(1.8)

Se tiene que el comportamiento asintótico está dado por

Q̃
(α,β)
λ (t) ∼ e(iλ−γ)t cuando t 7→ ∞. (1.9)

Para λ /∈ Z, es fácil ver que Q̃
(α,β)
λ y Q̃

(α,β)
−λ son linealmente independientes, con lo

cual φ
(α,β)
λ se escribe como combinación de las dos:

φ
(α,β)
λ (t) = c(−λ)Q̃−λ(t) + c(λ)Q̃λ(t) (1.10)
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donde

c(λ) = c(λ)(α, β) =
2γ−iλ Γ(iλ) Γ(α + 1)
Γ( iλ+γ

2 )Γ( iλ+α−β+1
2 )

, (1.11)

y si además Imλ < 0, también podemos decir que el comportamiento asintótico de
φ

(α,β)
λ cuando t →∞, esta dado por:

φ
(α,β)
λ (t) ∼ c(ν) et(iλ−γ). (1.12)





CAPITULO 2

Espacios simétricos de rango uno

1. Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos la resolvente del operador de Laplace L actuando
en funciones C∞ de un espacio simétrico de curvatura estrictamente negativa.

Sea entonces M = G/K, donde G es un grupo de Lie semisimple de rango
real uno, no compacto y K un subgrupo compacto maximal de G. Cabe señalar
que según la clasificación (ver [H2] pág. 518), hay sólo cuatro tipos de estos espa-
cios, que son los llamados espacios hiperbólicos; a saber, el espacio hiperbólico n
dimensional, RHn, correspondiente al par (SO(n, 1), SO(n)), el espacio hiperbólico
complejo, CHn, correspondiente al par (SU(n, 1), S(U(n)×U(1)), el hiperbólico cu-
aterniónico, HHn, correspondiente al par (Sp(n, 1), Sp(n)) y el hiperbólico Cayley,
OH(n) correspondiente al único grupo de Lie semisimple con álgebra de Lie f4.

Sean g, k las correspondientes álgebras de Lie de G y K respectivamente. Tome-
mos g = k + p una descomposición de Cartan, a una subálgebra abeliana maximal
de p y G = KAN la correspondiente descomposición de Iwasawa. Extendemos de
la manera usual a a una subálgebra de Cartan hc = ac + h−c de g, donde h− es una
subálgebra abeliana maximal de mc, el centralizador de a en k, e introducimos un
orden compatible en el espacio dual de a y a+ ih−. Sea Σ+(∆+) el correspondiente
conjunto de ráıces positivas del par (g, a) (respectivamente (gc, hc)). En este caso,
como la dimensión de a es uno, existe un elemento α ∈ Σ+ tal que Σ+ = {α} en el
caso hiperbólico real, y Σ+ = {α, 1

2α} en los otros casos. Más aún,

g k dimgα/2 dimgα

so(n, 1) so(n) 0 n− 1
su(n, 1) s(U(n)×U(1)) 1 2(n-1)
sp(n, 1) sp(n) 3 4(n-1)
f4(−20) so(9) 7 8

Normalizaciones: Sea p = dim gα
2
, q = dim gα. Sea H0 ∈ a tal que α(H0) = 1,

y denotemos con at = exp(tH0), como el rango de G es uno, se tiene que todo
elemento de A es de la forma at para algún t ∈ R. Para facilitar la notación, fijemos
un producto interno 〈, 〉 múltiplo de la forma de Killing, tal que 〈H0,H0〉 = 1.
Identificaremos también a∗ con C, v́ıa ν = zα 7→ z, o lo que es lo mismo, ν 7→ ν(Ho).
En particular, ρ = p+2q

4 .
Usaremos en G, la medida de Haar normalizada de tal forma que

∫

G

f(g)dg =
∫

KA+K

f(k1atk2)δ(t)dk1 dt dk2

donde δ(t) = 2p(sinh t/2)p(sinh t)q.

21
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2. Funciones esféricas y la resolvente

Si τ es la representación trivial de K en C, entonces tenemos que una función
de tipo τ es una función invariante a derecha por K, y análogamente se puede ver
que C(G,K, τ) ' C(G//K). Es claro también que M̂τ = {σ}, donde σ = Id es la
representación trivial de M .

Sea P = MAN un subgrupo parabólico minimal de G, llamaremos en este caso
a la serie principal inducida por P , de parámetros (σ, ν), la serie principal esférica,
y la denotaremos simplemente con (πν ,Hν).

Si bien se conoce la clasificación de las funciones esféricas para el caso de los
espacios simétricos, este caso sirve de modelo para los siguientes, y es por eso que
daremos algunos detalles de las demostraciones.

Comencemos notando que estos espacios simétricos son dos puntos homogéneos,
esto es que dados dos pares de puntos equidistantes, existe una isometŕıa que lleva
un par en el otro. Más aún estos son todos los espacios dos puntos homogéneos no
compactos (ver [H] pág. 177), por lo cual, por un resultado de Helgason, L genera
D(G/K) (ver [H] Prop. 4.11 pág. 288). Luego, para encontrar funciones esféricas
basta con buscar autofunciones de C.

Como motivación, observemos que si cv,w(x) = 〈π(x)v, w〉 es una entrada ma-
tricial de π, entonces para X ∈ g es fácil ver que

Xcv,w(g) = 〈π(g)π(X)v, w〉 = cπ(X)v,w(g)

y también vale para X ∈ U(g). Si por otro lado tenemos que π(C) = λI, es claro
entonces que π(C)cv,w = λcv,w. Más aún es fácil ver que si v es un vector fijo por
K, cv,w ∈ C(G/K) y análogamente con w. Entonces para encontrar autofunciones
K-biinvariantes, basta tomar entradas matriciales correpondientes a elementos de
V K .

Por ejemplo, en el caso de la serie principal esférica, se tiene que (Hν)K = C1ν ,
donde 1ν(nak) = a(ν+ρ)α, n ∈ N, a ∈ A, k ∈ K (ver [GV] pág. 103), y la acción
del Casimir, según (1.1) está dada por πν(C) = (ν2−ρ2)Id. Luego, tendŕıamos que
para cada ν ∈ C, φν = 〈π(g)1ν , 1ν〉, o equivalentemente

φν(g) =
∫

K

e−(ν+ρ)(H(g−1k) dk (2.1)

es una autofunción de C biinvariante por K, que además satisface φν(e) = 1, es decir
que es una función esférica. Notemos que la fórmula (2.1) es lo que obtenemos en
(1.4) poniendo τ = 1. En adelante simplificaremos también la notación , denotando
λ(ν) = (ν2 − ρ2).

Este hecho es, para algunos valores de ν, un caso particular del siguiente teo-
rema, el cual esta probado en [H] IV, Teor. 1.5 y 3.4.

Teorema 2.1. Asumamos que C(G//K) es conmutativo. Sea F 6≡ 0 una
función esférica, definida positiva en G, entonces existe una representación (π, V )
unitaria , irreducible de G, que es K-esférica, es decir, que contiene elemen-
tos fijos por todo π(K), y tal que F (x) = 〈e, π(x)e〉 para cierto vector e ∈ V .
Rećıprocamente, si π es una representación de G unitaria, irreducible y K-esférica,
y e es un vector fijo por π(K), entonces la función F (x) = 〈e, π(x)e〉 es una función
esférica, definida positiva en G.
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Recordemos que una función F : G 7→ C continua se dice definida positiva si
dados subconjuntos {x1, . . . xn} ⊂ G, {α1, . . . αn} ⊂ C, se tiene que

n∑

i,j=1

F (x−1
i xj)αiαj > 0.

Estudiaremos ahora el aspecto análitico, para lo cual comenzamos dando al-
gunos hechos sobre la componente radial de C. En lo que sigue, daremos un pro-
cedimiento usual para calcular la componente radial de un operador, introducido
por Harish-Chandra (ver [Wr], K VIII §4).

Sean X1, . . . , Xp, Xp+1, . . . , Xp+q una base de n tal que Xj ∈ gα/2 si 1 ≤ j ≤ p
y Xj ∈ gα para p < j ≤ p + q, y tal que 〈Xi, θ(Xj)〉 = δi,j , y sea Ui una base
ortonormal de m. Tomemos entonces

Zi =
Xi + θ(Xi)

2
y Yi =

Xi − θ(Xi)
2

. (2.2)

Notemos que Zi ∈ k ∩ m⊥ e Yi ∈ p ∩ a⊥ y además es fácil ver que, 〈Zi, Zj〉 =
〈Yi, Yj〉 = δi,j , con lo cual obtenemos que

C = H2
0 − Cm +

p∑

j=0

Y 2
j −

p+q∑

j=p+1

Z2
j .

Fijemos por un momento H ∈ a y sea at = exp(tH), tenemos entonces que

Ad(a−t)Zj = cosh
(
tα

2 (H)
)

Zj − sinh
(
tα

2 (H)
)

Yj si j ≤ p,

Ad(a−t)Zj = cosh (tα(H)) Zj − sinh (tα(H)) Yj si j > p,

o lo que es equivalente,

Yj = coth
(
tα

2 (H)
)

Zj − sinh
(
tα

2 α(H)
)−1 Ad(a−t)Zj si j ≤ p,

Yj = coth (tα(H)) Zj − sinh (tα(H))−1 Ad(a−t)Zj si j > p.

(2.3)

Como esto es independiente de la elección de H, tomemos H = H0. Por otro
lado, para f ∈ C∞(G//K) es fácil ver, que para todo j, Zjf(at) = 0, y más aún,
como

Ad(a−t)Zjf(at) =
d

dt |t=0
f(exp(tZj)at), (2.4)

se tiene que Ad(a−t)Zjf(at) = 0. Tenemos entonces que

Cf(at) =
{

d2

dt2
+

1
2
(p coth(t/2) + 2q coth(t))

d

dt

}
f(at) (2.5)

Nota 2.2. Es importante notar que (2.3) es independiente de la elección del
múltiplo de (Xi± θ(Xi)) que se toma en (2.2) y esta elección se hace de acuerdo al
〈, 〉 elegido.

Nota 2.3. La diferencia entre (2.5) y la fórmula de la componente radial de C
en [GV] o [MW] se debe a que nuestra parametrización de a∗ es diferente.

Esto nos lleva a que podemos ver las funciones esféricas como soluciones de la
siguiente ecuación diferencial:{

d2

dt2
+

1
2
(p coth(t/2) + 2q coth(t))

d

dt
− λ(ν)

}
fν(at) = 0. (2.6)
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Como 2 coth 2t = coth t + tanh t, esta es una ecuación de Jacobi, de parámetros
λ = 2iν, α = p+q−1

2 y β = q−1
2 (con lo cual γ = p+2q

2 = 2ρ). Es decir que si ϕν

es una función esférica en G, entonces ϕν(at) = φ
p+q−1

2 , q−1
2

2iν (t/2). Es decir que por
(1.7) tenemos que

ϕν(at) =2 F1

(
ρ + ν, ρ− ν, n/2, − sinh(t/2)2

)
. (2.7)

De la misma forma obtenemos que el comportamiento asintótico de ϕν(at),
para Re(ν) > 0 cuando t →∞, está dado por

ϕν(at) ∼ c(ν) et(ν−ρ), donde c(ν) = 2−2(ν+ρ)Γ(n/2)Γ(2ν)

Γ(ν+ρ)Γ(ν+ p+2
4 )

. (2.8)

Notemos que según la notación del caṕıtulo 2, sec. (5) estamos tomando c(−ν).
En este caso c(ν) coincide con la c-función de Harish-Chandra, y µ(z) =

(c(z)c(−z))−1 es la medida de Plancherel.
Mostraremos ahora la relación entre las funciones esféricas y la resolvente. Para

ello, comencemos introduciendo alguna notación.
Dados b ∈ R y θ > 0, sea Sb,θ = {ν : Re ν > b, |ν + j| > θ ∀j ∈ −N : b ≤ j}.

Esto es, Sb,θ = { ν : Re ν > b}, si b ≥ 0, y si b < 0 Sb,θ es un semiplano al que le
faltan los discos de radio θ centrados en −1,−2, ...,−b.

Teorema 2.4. Si ν ∈ C, 2ν /∈ −N, existe una función Qν ∈ C∞(G−K//K)
con las siguientes propiedades

(a) (C − λ(ν))Qν = 0. Si ν /∈ − 1
2N, Qν es una función holomorfa, y si ν ∈

1
2N, Qν tiene a lo sumo un polo simple. Más aún, dados b ∈ R, θ, to > 0,
existe K = K(b, θ, to) tal que |Qν(at)| ≤ K para todo t ≥ to, ν ∈ Sb,θ.

(b) ϕν(at) = c(ν)Q−ν(at) + c(−ν)Qν(at)
(c) Cuando t 7→ 0, Qν(at) ∼ d(ν)t−p−q+1| log t|δp+q,1 , con d(ν) una función

meromorfa en C, que es holomorfa si 2ν /∈ −N. Más aún, si ν ∈ C \ −N,
entonces Qν(g) está en L1

loc(G), y si Re ν > ρ, Qν,l(g) ∈ L1(G).

(d) lim
t 7→0+

δ(t)
d

dt
Qν(t) = −2νc(ν).

(e) Si f ∈ C∞c (G/K) y 2ν /∈ −N entonces
∫

G

Qν(x−1y)(C − λ(ν)I)f(y)dy = −2νc(ν)f(x). (2.9)

Prueba. Buscamos una solución de (2.6) de la forma

Qν(at) =
∞∑

j=0

aj(ν)e−(ν+ρ+j)t.

Al sustituir en (2.6) usando que coth(r) = 1+e−2r

1−e−2r , se obtiene que
∑

j≥0

(2ρ + j)(2ν + 2ρ + j)aj(ν)e−jt + p
∑

j≥1

(ν + ρ + j + 1)aj+1(ν)e−jt −

+
∑

j≥2

(j + 2)(2ν + j + 2)aj+2(ν)e−jt = 0.

Entonces los coeficientes aj(ν), deberán satisfacer la siguiente relación de recurren-
cia:
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a1(ν) = a0(ν)f−1(ν),

aj+2(ν) = aj+1(ν)fj(ν) + aj(ν)gj(ν)
(2.10)

donde fj(ν) = p ν+ρ+j+1
(j+2)(2ν+j+2) y gj(ν) = (2ρ+j)(2ν+2ρ+j)

(j+2)(2ν+j+2) , para j ≥ 0.

Tomemos entonces, para 2ν /∈ −N

Qν(at) = e−(ν+ρ)t
∞∑

j=0

aj(ν)e−jt,

donde a0 = 1 y aj(ν) están dadas por (2.10).
Estudiaremos ahora la convergencia de esta serie. Si b ∈ R θ > 0 y ν ∈ Sb,θ,

tenemos que:

|fj(ν)| ≤ p

2j + 4

(
1 +

2ρ + j

|2ν + j + 2|
)
≤ p

2j + 4

(
1 +

2ρ + j

(j + 2− 2k)

)

|gj(ν)| ≤ 2ρ + j

2 + j

(
1 +

|2ρ− 2|
|2ν + j + 2|

)
≤ 2ρ + j

j + 2

(
1 +

|2ρ− 2|
(j + 2− 2k)

)

para j + 2 > 2|k|, donde k es el primer entero tal que k ≤ b. Estas estimaciones
implican claramente que dado ε > 0 existe j0 y M = M(ε) tal que |fj(ν)| ≤
ε, |gj(ν)| ≤ 1 + ε, if j ≥ j0, |fj(ν)| ≤ M, |gj(ν)| ≤ M, if j < j0, uniformemente
para ν ∈ Sb,θ. Usando esta estimaciones y (2.10) podemos ver que para ν ∈ Sb,θ, si
M ′ = M ′(ε) = j0M

j0 , entonces

|aj(ν)| ≤
{

jM j j ≤ j0
M ′(1 + 2ε)j−j0+1 j ≥ j0

(2.11)

Notemos ahora que esto implica que

|Qν(r)| ≤ e−(Re ν+ρ)tM ′


j0 +

∑

l≥0

(1 + 2ε)l+1e−(l+j0)t


 ,

y entonces la serie que define Qν converge absoluta y uniformemente para ν ∈ Sb,θ

y t > to, para cada to > 0. Puesto que to es arbitrario, Qν define una función
uniformemente acotada para ν, t en esta región. Con un argumento similar se
puede probar la convergencia uniforme de la serie de las derivadas, en cada región
Sb,θ, t > to, y por lo tanto Qν es una función suave.

Por el comportamiento asintótico cuando t 7→ +∞, se sigue que si 2ν /∈
Z, Qν(at), Q−ν(at), forman un sistema fundamental de soluciones de (2.6). Escri-
biendo ϕν en término de Qν y Q−ν , se puede ver la ecuación funcional (b) como
en [MW] (ver [MW], pág. 671).

Para probar (c), observemos que la ecuación (2.6) tiene un punto singular re-
gular en t = 0 y la correspondiente ecuación indicial es s(s − 1) + (p + q)s = 0,
con ráıces s = 0 y s = 1 − p − q. La solución asociada a s = 0 (y por lo tanto
continua en t = 0) es ϕν(at). Si p+q > 1, como Qν y ϕν son soluciones linealmente
independientes (si 2ν /∈ −N), se sabe que existe una función ψν(t) holomorfa en
t = 0 tal que

Qν(at) = at1−p−qψ(t) + b log(t)ϕν(at) + c log(t)ϕν(at). (2.12)
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Tenemos entonces que lim
t 7→0+

Qν(at)rp+q−1 := d(ν) existe. Más aún, como Qν es

una función meromorfa, también lo es d(ν). Análogamente, si p + q = 1, Qν(at) ∼
d(ν) log t cuando t 7→ 0+. Entonces, se sigue (c).

Observemos ahora que el ĺımite del lado izquierdo de (d) existe para cada ν para
el cual Qν este definida (ver (2.12)), y define por lo tanto una función meromorfa
de ν.

Con la idea de dar el valor expĺıcito de esta función, comencemos notando que
en G−K se tiene que

(Cϕν) Qν − ϕν (CQν) .

Por lo tanto

0 = δ1/2(t) (Cϕν(at)) δ1/2(t)Qν(at)− δ1/2(t)ϕν(at)δ1/2(t)CQν(at).

Por otro lado, se puede ver que para h ∈ C∞(G//K)

δ(t)1/2Ch(at) =
d2

dt2
δ1/2(t)h(at) + δ(t)1/2η(t)h(at) (2.13)

Donde η = (δ′)2−2δ′′δ
4δ2 (ver [MW] pág. 673). Entonces, tenemos que

0 =
d

dt

(
d

dt

(
δ(t)1/2ϕ(at)

)
δ(t)1/2Qν(at)− δ(t)1/2ϕ(at)

d

dt

(
δ(t)1/2Qν(at)

))

con lo cual, la función

r(ν, t) =
d

dt

(
δ(t)1/2ϕ(at)

)
δ(t)1/2Qν(at)− δ(t)1/2ϕ(at).

d

dt

(
δ(t)1/2Qν(at)

)

es constante como función de t. Usando (c), se puede ver que

lim
t 7→0

r(ν, t) = lim
t7→0

δ(t)
d

dt
(Qν(at)) .

Podemos obtener este valor entonces (como función de ν), calculando el ĺımite de
r(ν, t) cuando t tiende a ∞. Para ello notemos que si Re ν > 0

δ1/2(t)Qν(at) ∼ e−νt, t 7→ ∞

δ1/2(t)ϕν(at) ∼ c(ν)eνt, t 7→ ∞
(2.14)

y entonces
lim

t 7→∞
r(ν, t) = −2νc(ν),

con lo cual hemos probado (d).
Para ver (e) asumamos que x = e. Tenemos que si f ∈ C∞c (G/K)

∫

G

Qν(y)(C − λ(ν)I)f(y) dµ(y)

=
∫

KA+K

Qν(k1atk2)(C − λ(ν)I)f(k1atk2)δ(t)dt dk1 dk2

=
∫ ∞

0

Qν(at)δ(t)(C − λ(ν))f(at) dt,
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donde f(at) =
∫

K
f(kat)dk. Entonces, usando (2.13), tenemos que el lado derecho

de lo de arriba es igual a
∫ ∞

0

d2

dr2

(
δ(t)1/2f(at)

)
δ(t)1/2Qν(at)− δ(t)1/2f(at)

d2

dt2

(
δ(t)1/2Qν(at)

)
dt

=
∫ ∞

0

d

dt

[
d

dt

(
δ(t)1/2f(at)

)
δ(t)1/2Qν(at)− δ(t)1/2f(at)

d

dt

(
δ(t)1/2Qν(at)

)]
dt

= 2νc(ν)f(e),

usando (c) y (d), como queŕıamos demostrar. ¤

Nota 2.5. La función Qν(at) se puede expresar en términos de una función
hipergeométrica. En efecto, si λ = i2ν /∈ −i,−2i, ...., o equivalentemente si 2ν /∈
−N, tenemos que (1.8) define una solución de (2.6), Q̃ν , linealmente independiente
de ϕν , dada por

Q̃ν(t) = (2 cosh t/2)−(ν+ρ)
2F1

(
ρ + ν,

p + 2
4

+ ν, 1 + ν, (cosh t/2)−2

)
.

Más aún, por (1.9), el comportamiento asintótico de Q̃ν está dado por

Q̃ν(t) ∼ e−(ν+ρ)t cuando t 7→ ∞,

y por lo tanto, tenemos que Q̃ν(t) = Qν(at). De esta forma, la afirmación (b) es
un caso particular de (1.10).

Nota 2.6. Los coeficientes pueden darse expĺıcitamente en el caso del espacio
hiperbólico real, gracias a que en ese caso p = 0. De hecho, a partir de (2.10) es
fácil ver que si p = 0, a2j+1 = 0 ∀j. Si definimos entonces cj = a2j , para j ≥ 0, y
c0 := 1, se tiene que para j ≥ 1:

cj(ν) =
(ρ)j

j!
(ν + ρ)j

(ν + 1)j
. (2.15)

3. Residuos del núcleo

Sea R̃(λ(ν)) el operador a núcleo con núcleo Kν(x, y) := −Qν(x−1y)
2νc(ν) y sea

R(λ(ν)) la resolvente de C actuando en L2(G/K). La condición (e) del Teorema
2.4 dice que − Q̌ν

2νc(ν) es una solución fundamental del operador (C − λ(ν)Id), para

2ν /∈ −N. Notar que podŕıamos haber considerado Q̌−ν

2νc(−ν) , para 2ν /∈ N, que
es también una solución fundamental. Esto no es una contradicción, porque la
diferencia es igual a ϕνµ(ν)

2ν , que como distribución se anula en (C − λ(ν)Id)f, con
f ∈ C∞c (G/K).

Si se mira la resolvente hay que considerar funciones en L2(G/K), y en este
caso sólo se tiene que R(λ(ν)) coinciden con R̃(λ(ν)) para Re ν > ρ, pues para esos
valores de ν, Qν ∈ L1(G) (ver Teor. 2.4 (c)). Análogamente R(λ(ν)) coinciden con
R̃(λ(−ν)) sólo para Re ν < −ρ.

En el siguiente teorema, daremos una descripción de las singularidades de
R̃(λ(ν)).
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Teorema 2.7. Si p y q son ambos pares, (̃R)(λ(ν)) es un función entera.
En cualquier otro caso, tiene polos simples, que se encuentran en ν = νk, donde
νk = −ρ− k para k ∈ N0.

Prueba. Los posibles polos de Kν(x, y) están en − 1
2N o en un cero de c(ν).

Usando la fórmula (2.8) se puede ver que c(ν) no tiene ceros en C, si p y q son ambos
pares. En los otros casos, q es impar y c(ν) tiene ceros simples en νk = −ρ − k,
para todo k ∈ N ∪ {0}, y posiblemente polos simples en ν ∈ − 1

2N.
Como ν = 0 es un polo simple de c(ν), y ν 7→ Qν es holomorfa en 0, Qν

2νc(ν) es
holomorfa en ν = 0.

Por otro lado, c(−ν) y Q−ν son holomorfas y no nulas en R<0 y ϕν es una
función entera que a demás cumple ϕν(1) = 1. Luego, la parte (b) del Teorema
(2.4) implica que un polo de Qν debe ser compensado con un polo de c(ν) y que
un cero de c(ν) no puede ser un cero de Qν .

Por lo tanto, Qν

2νc(ν) tiene un polo en ν si y sólo si ν es un cero de c(ν), es

decir, ν = νk = −ρ − k, k ∈ N ∪ {0}. También sabemos que Q−ν

2νc(−ν) es anaĺıtica
en ν = νk, y entonces, si f ∈ C∞c (G/K) usando la parte (b) del Teorema 2.4,
− Qν

2νc(ν) = Q−ν

2νc(−ν) − µ(ν)ϕν

2ν . Tenemos aśı que

Tνk
(f) = Resν=νk

R̃(λ(ν))(f) = −p(νk)
2πνk

f ∗ ϕ̌νk
. (2.16)

Aqúı, p(ν) denota la parte polinomial de la medida de Plancherel (ver Cap. IV, sec
II).

¤

Con respecto a los residuos, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Sea M = G/K un espacio simétrico de tipo no compacto de
rango real uno, y sea νk = −ρ − k con k ∈ N ∪ {0}. Entonces si α̃ es la ráız real
de G, Im (Tνk

) es un gc-módulo irreducible de peso máximo kα̃.

Prueba. Por un resultado de Helgason (ver [H], Ch. V, Teorema 4.1), las
representaciones K-esféricas de dimensión finita de G pueden ser caracterizadas
como las representaciones de gc de peso máximo Λ ∈ h∗c tal que : Λ|h− = 0 y
〈Λ, λ〉/〈λ, λ〉 ∈ Z≥0, para cualquier λ ∈ Σ+. Como en nuestro caso Σ+ = {α, α/2}
or {α}, esto equivale a que Λ|a = kα̃, donde k ∈ Z≥0, y α̃ es la ráız real. Denotare-
mos con Vkα̃ el gc-módulo de peso máximo kα̃.

Probaremos que 1νk
genera un (g,K)-submódulo de Hνk de dimensión finita,

Vνk
, isomorfo a Vkα̃.
Sea P el álgebra de Lie de P , entonces en la notación del Lemma 3.8.2 en [W2],

tenemos que
Homg,K(Vkα̃,Hνk) ' HomP,M (Vkα̃/nVkα̃,Cνk

) (2.17)

donde Cνk
denota el MAN -módulo C, con MN actuando trivialmente, y a ∈ A

actuando por multiplicación por a(νk+ρ)α. Para probar esto basta con mostrar que
existe un (P,M)-morfismo no trivial f : Vkα̃/nVkα̃ → Cνk

. Denotemos con Λo el
peso mı́nimo de Vkα y por vo al correspondiente vector de peso mı́nimo. Entonces
Λo = soΛ, so el elemento largo del grupo de Weyl de (gc, hc). Como Λ′ = −soΛ
es el peso máximo de la representación dual de Vkα̃, que también K-esférica, Λ′

satisface la condiciones del teorema de Helgason. Esto implica que soΛ|h− = 0 y
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soΛ|a = −kα. Argumentando como en la prueba del Theorem 4.1, Ch.V en [H], se
puede ver que πΛ(M)vo = vo.

Como soΛ|h− = 0, se sigue que V = Cvo⊕ (n⊕m)V . Ahora podemos definir el
(P,M)-morfismo f : V/nV → Cν tal que f : [vo] 7→ 1 donde [vo] está en la clase de
vo y f = 0 en mV . Por lo tanto por (2.17), existe un G-morfismo no nulo de Vkα̃

sobre un subespacio Vνk
de Hνk , que debe contener a 1νk

.
Por otro lado, si f ∈ C∞c (G/K) y x ∈ G, por (2.16), se tiene que:

Tνk
(f)(x) = pk f ∗ ϕ̌νk

(x) = pk 〈π(x−1)π(f)1νk
, 1νk

〉

donde pk = −p(νk)
πνk

6= 0, para todo k.
Por la irreducibilidad, cuando f vaŕıa, π(f)1νk

llena Vνk
' Vkα. Luego, la

imagen de Tνk
coincide con la la imagen del G-morfismo Tk : Vνk

7→ C∞(G/K)
dado por Tk(v)(x) = 〈πνk

(x−1) v, 1ν〉, para v ∈ Vνk
. ¤

Proposición 2.9. La dimensión de la imagen del residuo de R(λ(ν)) en ν = νk

está dada por

dim Resν=νk
=

(
k + p

2 + q − 1
k

)
.

(
k + p+q−1

2

k

)
.
2k + p

2 + q
p
2 + q

.

q+1
2 −1∏

j=1

j

k + j

Prueba. En cada caso usaremos la fórmula de la dimensión de Weyl para
calcular la dimensión del gc-módulo Vkα̃. Las ráıces reales α̃ pueden leerse del
diagrama de Satake de g. Están dadas, para cada grupo de rango real uno en [Mt].
Usaremos para lo que sigue la notación de [Mt].

(i) g = so(n, 1), (n par). En este caso, la ráız real es α̃ = ε1, el primer peso
fundamental. El correspondiente gc-módulo Vkα̃ es isomorfo a la representación de
G en Hk, el espacio de los polinomios homogéneos armónicos de grado k en n + 1
variables, que tiene dimensión (k+n−2)!(2k+n−1)

k!(n−1)! .

(ii) g = su(n, 1). Aqúı, la ráız real es α̃ = ε1 − εn+1, donde λj = ε1 + . . . +
εj , 1 ≤ j ≤ n son los pesos fundamentales. Las ráıces positivas son εi − εj , i < j y

2ρ =
n+1∑

j=1

(n− 2j + 2)εj . Luego,

dim(Vkα̃) =
∏

1≤i<j≤n+1

< k(ε1 − εn+1) + ρ, εi − εj〉
< ρ, εi − εj〉

=
∏

2≤j≤n

k + j − 1
j − 1

∏

2≤i≤n

k + n + 1− i

n + 1− i

2k + n

n
=

(
k + n− 1

k

)2 2k + n

n
.

(iii) g = sp(n, 1). En este caso, α̃ = ε1 + ε2. Las ráıces positivas son εi ± εj , 1 ≤

i < j ≤ n + 1, y 2εi, 1 ≤ i ≤ n + 1. También, ρ =
n+1∑

j=1

(n + 2− j)εj . Entonces, por
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la fórmula de Weyl

dim(Vkα̃) =




2∏

i=1

n+1∏

j=3

2n + 4− j − i + k

2n + 4− j − i
.
j − i + k

j − i


 2n+1+2k

2n+1 .n+k
n .n+k+1

n+1

=
(
2n+k−1

k

)2 2n+k
(2n+1)(2n) .

2n+2k+1
k+1

(iv) g = f4. La ráız real es α̃ = λ4 (= ε1), el cuarto peso fundamental. Las ráıces
positivas son εi, εi±εj , 1 ≤ i < j ≤ 4, 1

2 (ε1±ε2±ε3±ε4) y 2ρ = 11ε1+5ε2+3ε3+ε4.
Usando la fórmula, obtenemos en este caso:

dim(Vkα̃) =
2k + 11

11

j=10∏

j=1

k + j

j
.

j=7∏

j=4

k + j

j
.

¤



CAPITULO 3

Espacios de Damek-Ricci

1. Introducción

En este caṕıtulo, estudiamos el caso de los espacios de Damek-Ricci, que si bien
son una generalización de los espacios simétricos de rango uno, el tratamiento debe
ser diferente. Los resultados de este caṕıtulo se pueden encontrar en [MWl].

Sea n un álgebra de Lie dos pasos nilpotente munida de un producto interno
〈 , 〉, y consideremos la descomposición ortogonal n = z⊕v, donde z es el centro de n.
Si n es abeliano usaremos la convención de que v = 0 y n = z. Sea J : z → End(v)
definido por

〈JZX, Y 〉 = 〈Z, [X, Y ]〉, x, y ∈ v, Z ∈ z (3.1)

(notemos que una tal Jz es anti-simétrica). Decimos que n es un álgebra de tipo H
si para todo Z1, Z2 ∈ z

JZ1JZ2 + JZ2JZ1 = −2〈Z1, Z2〉 (3.2)

El correspondiente grupo de tipo H es el grupo de Lie simplemente conexo N
con álgebra de Lie n, munido de la métrica invariante a izquierda inducida por el
producto interno 〈 , 〉 fijado en n.

Consideramos la extensión soluble, S = AN , o sea, el producto semidirecto
de A = R+ y N , donde cada t ∈ A actúa en N por la siguiente regla: t.(x, z) →
(t

1
2 x, tz). Si s y a son las álgebras de Lie de S y A respectivamente, entonces

s = a ⊕ n, y a = RH, donde ad H es la derivación de n tal que ad H|v = 1
2I

y ad H|z = I. En s tomamos el producto interno que extiende al de n y tal que
‖H‖ = 1, y 〈H, n〉 = 0, el cual nos define en S una métrica riemanniana. Sea
q = dim z, p = dim v, entonces si n = dim s, n = p + q + 1. Definimos ahora Q, la
dimensión homogénea de S como Q = 1

2 (p + 2q).
Usando las coordenadas de v ⊕ z⊕R+, el producto en S puede ser expresado

como

(X, Z, a)(X ′, Z ′, a′) = (X + a
1
2 X ′, Z + aZ ′ +

1
2
a

1
2 [X,X ′], aa′)

El elemento de volumen de la métrica inducida en S es la medida de Haar

dm = a−Q−1dXdZda.

Sea G un grupo de Lie semisimple, no compacto, de rango real uno y K un
subgrupo compacto maximal. Sea G = KAN la descomposición de Iwasawa, en-
tonces N es un grupo de tipo H y S = NA ≈ G/K es un grupo de Lie soluble de
la clase introducida arriba. De hecho, como n = gα/2 ⊕ gα, tenemos que gα = z,
gα/2 = v, y a =RHo. Si en S = NA usamos la métrica G-invariante inducida por
2(p+4q)−1B (B la forma de Killing de g) entonces S es isométrico a un espacio de
Damek-Ricci. Notemos que, debido a nuestra convención, si n es abeliano, p = 0,
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32 3. ESPACIOS DE DAMEK-RICCI

y q = dim n. En este caso se tiene que Q = 2ρ. Como en el caso simétrico, estos
espacios tienen una realización en el disco unidad en s :

B(s) = {(X,Z, u) : |X|2 + |Z|2 + u2 < 1}
Concretamente, v́ıa la función H(X, Z, a) 7→ (X,Z, a+ 1

4 |X|2), podemos identificar
S con

D = {(X, Z, t) ∈ s : t >
1
4
|X|2}.

Notemos que D es un dominio de Siegel en el caso simétrico hermı́tico. Se tiene la
transformanda de Cayley generalizada C : B(s) 7→ D (ver [DR] pág. 229), definida
por

C(X, Z, t) =
1

(1− t2) + |Z|2
(
2(1− t + JZ)X, 2Z, 1− t2 − |Z|2) .

Su inversa está dada por

C−1(X ′, Z ′, t′) =
1

(1 + t′2) + |Z ′|2
(
(1 + t− JZ′)X ′, 2Z ′,−1 + t′2 − |z|2

)

Es claro que C̃ = C−1H lleva e = (0, 0, 1) al centro de B(s), y por lo tanto induce
alĺı una estructura riemanniana. Por otra parte, a cada elemento de S, (X, Z, a)
le asignamos el subgrupo S0 de S generado por X, JZX y a. Esta resulta ser una
subvariedad totalmente geodésica de S y la restricción de C−1 a H(S0) coincide
con la transformada de Cayley usual de CH2 (ver [DR], Sección 4). Luego, las
geodésicas de B(s) que pasan por el origen son los radios y la distancia (geodésica)
de un punto p̃ = (X, Z, u) al origen es una función del radio ρ, dada por r =
d(p̃, 0) = log 1+|p̃|

1−|p̃| , donde habŕıa que notar que r2 = |X|2 + |Z|2 + u2. De esto se

desprende que ρ = |p̃| = tanh(r/2), donde p̃ = C̃(p), si p ∈ S. Además, como

|C̃(X,Z, a)|2 = 1− 4a

(1 + a + 1
4 |X|2)2 + |Z|2

tenemos que

cosh
(r

2

)−2

=
4a

(1 + a + 1
4 |X|2)2 + |Z|2 . (3.3)

En cuanto a la imagen de la medida de Haar en S via C̃−1, se tiene que

dV = 2n(1− ρ2)−Q−1ρn−1dρdσ = J(r)drdσ

donde y J(r) = 2p sinh(r/2)p sinh(r)q. Notemos que si S es simétrico, J = δ.

2. Funciones esféricas y la resolvente

Los espacios de Damek-Ricci son muy similares a los espacios simétricos de cur-
vatura negativa, en particular, son espacios armónicos. En S tenemos el operador
de radialización π que corresponde al operador de radialización canónico en el disco
unidad en s (ver [DR] pág. 230). Si f ∈ C∞c (S), p ∈ S y p̃ = C̃(p) entonces

πf(p) :=
∫

Sp+q

f̃(‖p̃‖s))ds

donde f̃ := f ◦ C̃−1. En el caso simétrico, si f ∈ C∞(NA), entonces πf(x) =∫
K

f̄(kx)dk, donde f̄ denota la extensión por K-invariancia de f a G.
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Si {Zi}, {Vj} son bases ortonormales de z y v respectivamente, el operador de
Laplace-Beltrami está dado por (ver [D] Teor. 2.1)

L =
∑

i

Z2
i +

∑

j

V 2
j + H2 −QH

Como L es autoadjunto y S es una variedad armónica, L conmuta con π. De hecho,
se puede ver que L genera el álgebra de los operadores diferenciales en S invariantes
a izquierda que conmutan con π (ver [DR], Teor. 5.2, [R] §6).

Si f es una función radial en S − {e}, denotaremos f(r) = f(x), si r = d(x, e).
La acción de L en funciones radiales está dada por

Lf(r) =
d2

dr2
f(r) +

1
2
(p coth(r/2) + 2q coth(r))

d

dr
f(r). (3.4)

En este caso, una función esférica está definida como:

Definición 3.1. Una función esférica ψ en S es una autofunción radial de L
tal que ψ(e) = 1.

Esto generaliza la noción que se tiene en el caso simétrico, y se tiene la siguiente
caracterización ([DR]).

Proposición 3.2. Para cada ν ∈ C, la función φν = π(aν+Q/2) es una función
esférica de autovalor λ(ν) = ν2 −Q2/4. Más aún, toda función esférica en S es de
esta forma. Además, φν = φ−ν , para cada ν ∈ C.

Notemos por otro lado que de acuerdo a lo anterior, podemos también caracteri-
zar a las funciones esféricas como las soluciones de la siguiente ecuación diferencial:

d2

dr2
f(r) +

1
2
(p coth(r/2) + 2q coth(r))

d

dr
f(r)− λ(ν)f(r) = 0, (3.5)

que es la misma ecuación que teńıamos en el caso simétrico, y por lo tanto tenemos
que

φν(r) =2 F1

(
Q/2 + ν, Q/2− ν,

n

2
, − sinh(r/2)2

)
. (3.6)

En este caso el comportamiento asintótico para Re(ν) > 0 cuando t →∞, esta
dado por

φν(r) ∼ c(ν) er(ν−Q
2 ), donde c(ν) = 2−2(ν+ Q

2 )Γ(n/2)Γ(2ν)

Γ(ν+ Q
2 )Γ(ν+ p+2

4 )
.

La medida de Plancherel, µ(ν) = (c(ν)c(−ν))−1, se puede expresar como

µ(ν) = cop(ν)D(ν),

donde co es una constante y p(ν) es el polinomio dado por:
p
4−1∏

j=0

(−ν2 +
(
2j + 1)2/4

))
Q
2 −1∏

j=0

(−ν2 +
(
j2/4

))
, q, p

2 par.

−
p/4∏

j=1

(−ν2 + j2)2ν3, q = 1, p
2 impar.

−
p
4−1∏

j=0

(−ν2 +
(
(2j + 1)2/4

))
Q
2 −1∏

j=0

(−ν2 +
(
2j + 1)2/4

))
ν, q impar, p

2 par.

y D(ν) es igual a 1, cot(πν), y tan(πν) respectivamente (ver [ADY]).
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Nota 3.3. Notemos que p es siempre par, dado que v es un Cl(z)-módulo, donde
Cl(z) es el módulo de Clifford asociado a z. Si p = 0, X ≈ Hq+1, G ' SO(q + 1, 1)
y en este caso D(ν) es igual a 1 o tan(πν) dependiendo si q es par o impar.

Con todo esto, el Teorema 2.4 se generaliza naturalmente:

Teorema 3.4. Si ν ∈ C, 2ν /∈ −N, entonces existe una función radial Qν ∈
C∞(S − {e}) con las siguientes propiedades

(a) (L − λ(ν))Qν = 0. Para cada s ∈ S, Qν(s) es una función holomorfa si
ν /∈ − 1

2N y si ν ∈ 1
2N, Qν(s) tiene a lo sumo un polo simple.

(b) φν = c(ν)Q−ν + c(−ν)Qν

(c) Cuando r 7→ 0, Qν(r) ∼ d(ν)r−p−q+1| log r|δp+q,1 , para alguna función
meromorfa d(ν) en C que es holomorfa si 2ν /∈ −N.

(d) lim
r 7→0+

J(r)
d

dt
Qν(r) = −2νc(ν).

(e) Si f ∈ C∞c (S) y 2ν /∈ −N entonces
∫

S

Qν(x−1y)(L− λ(ν)I)f(y)dy = −2νc(ν)f(x). (3.7)

Prueba. Dado que las funciones esféricas en este caso están en correspondencia
con las soluciones de la misma ecuación diferencial que en el caso simétrico, es claro
que todas las pruebas que se basan en el estudio de soluciones de esa ecuación, se
generalizan en forma natural. Sólo daremos entonces, la prueba de (e), que es la
más espećıfica.

De la misma manera que en el caso anterior, podemos asumir que x = e, y
tenemos entonces que para cada f ∈ C∞c (S)

∫

S

Qν(y)(L− λ(ν)I)f(y) dµ(y) =
∫

∂B

∫ ∞

0

Q̃ν(rσ)(L− λ(ν)I)f̃(rσ)J(r)drdσ

=
∫ ∞

0

Qν(r)J(r)(L− λ(ν))πf(r) dr

Notemos ahora, que si h es una función radial en S,

J(r)1/2Lh(r) =
d2

dr2
J1/2(r)h(r) + J(r)1/2η(r)h(r),

donde η = (J ′)2−2J′′J
4J2 . Entonces el lado derecho de lo de arriba es igual a

∫ ∞

0

d2

dr2

(
J(r)1/2πf(r)

)
J(r)1/2Qν(r)− J(r)1/2πf(r)

d2

dr2

(
J(r)1/2Qν(r)

)
dr

=
∫ ∞

0

d

dr

[
d

dr
(J(r)1/2πf(r))J(r)1/2Qν(r)− J(r)1/2πf(r)

d

dr
(J(r)1/2Qν(r))

]
dr

= −2νc(ν)f(e)

donde hemos usado (c) y (d). ¤
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3. Residuos del núcleo

Como en el caso anterior, tomamos R̃(λ(ν)) el operador a núcleo de núcleo
Kν(x, y) = −Qν(x−1y)

2νc(ν) . Por el Teorema 3.4, si Re ν > Q/2, entonces R̃(λ(ν)) =
R(λ(ν)).

Teorema 3.5. Si p, q son ambos pares, entonces R̃(λ(ν)) es una función en-
tera. En cualquier otro caso, R(λ(ν) tiene polos simples en νk = −Q/2 − k

con k ∈ N ∪ {0}. Si ν = νk, sea Tνk
(f) := Resν=νk

R̃(λ(ν))(f). Entonces
Tνk

(f) = (2πνk)−1 p(νk) f ∗ φ̌ν y Tνk
es un operador de rango finito para cada

valor de k.

Prueba. Usando el mismo argumento que para el caso simétrico, podemos ver
que Qν

2νc(ν) tiene un polo en ν si y sólo si ν es un cero de c(ν), es decir, ν = νk =
−Q/2− k, k ∈ N ∪ {0}. Análogamente, por la parte (b) del Teorema 3.4 se tiene
que

Tνk
(f) = Resν=νk

R̃(λ(ν))(f) =
p(νk)
2πνk

f ∗ φ̌νk
. (3.8)

El cálculo de la dimensión es bastante más claro en este caso, puesto que de la
ecuación (3.6) y de la fórmula para cosh( r

2 ) dada en 3.3, obtenemos que

φν(X, Z, a) =
∑

i≥0

(Q/2− ν)i(Q/2 + ν)i

i! (n/2)i

[
(a + 1

4 |X|2)2 + |Z|2
4a

]i

(3.9)

donde (u)i =
i−1∏

l=0

u + l, u ∈ C. Por lo cual, para νk = −Q/2 − k los coeficientes

de la expansión (3.9) son cero para i ≥ k + 1, . Fijemos {Vi} y {Wj}, una base

ortonormal de v y z respectivamente, y escribamos X =
p∑

i=1

xiVi y Z =
q∑

j=1

zjWj .

Si I = (i1, . . . , ip), J = (j1, . . . , jq), sea XI = Πx
ij

j , ZJ = Πzjl

l , |I| =
p∑
1

ij y

similarmente para |J |. Sea Fk el espacio generado por las funciones de la forma

aiX2IZJ : i ∈ Z, |i| ≤ k, |I|, |J | ≤ 2k.

Es claro que φνk
∈ Fk. Si t = (Y,U, b) y s = (X, Z, a) ∈ S, entonces

t−1s =
(

b−
1
2 (X − Y ), b−1(Z − U +

1
2
[X, Y ]), b−1a

)

=


b−

1
2

∑
(xi − yi)Vi, b

−1
∑

(zj − uj)Wj +
1
2

∑

l

∑

i,j

xiyja
l
i,jWl, b

−1a




donde [X, Y ] =
∑

l

∑

i,j

xiyja
l
i,jWl. De donde, por (3.9) se desprende que φνk

(t−1s)

es una combinación lineal de funciones de la forma

aj1bj2X2I1Y 2I2ZJ1UJ2 (3.10)

con ji ∈ Z, |ji| ≤ k, i = 1, 2 y |Ii|, |Ji| ≤ 2k para i = 1, 2.
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Por lo tanto, si f ∈ C∞c (S) se sigue que f ∗ φ̌νk
(t) =

∫
S

f(s)φνk
(t−1s)ds es una

combinación lineal de expresiones de la forma

t 7→ bj2Y 2I2UJ2

∫

z

∫

v

∫

A

f(X,Z, a)aj1X2I1ZJ1 a−Q−1da dX dZ.

de donde resulta que f ∗ φ̌νk
pertenece a Fk, que es un espacio de dimensión finita,

como queŕıamos ver. ¤



CAPITULO 4

Espacio Hiperbólico Complejo: K-tipos de
dimensión uno

En este caṕıtulo, estudiaremos el caso del Laplaciano actuando en funciones
que transforman de acuerdo a un K-tipo de dimensión uno. Esto puede verse
como generalización de lo anterior en el sentido de que una función en G/K mirada
como función en G seŕıa una función que transforma de acuerdo al K-tipo trivial.
Notemos que si K tiene una representación unidimensional, entonces K tiene centro,
lo cual en el caso de rango real de G uno, nos restringe al par G = SU(n, 1), K =
S(U(n)×U(1)).

Consideremos entonces G = SU(n, 1) con n > 1 (el caso de G = SU(1, 1) será
tratado por separado). El álgebras de Lie de G esta dada por g = {X ∈ sl(n+1,C) :
XJ + JX

t
= 0}, donde J =

[
0 0 1
0 Id 0
1 0 0

]
.

Sea g = k + p la descomposición de Cartan de g asociada a la involución de
Cartan θ(X) = X

t
. Entonces

k =
{[

a 0
0 y

]
: a ∈ u(n), tr(a) + y = 0

}
y p =

{[
0 b

b
t

0

]
: b ∈ Cn

}
.

Si tomamos H0 =
[

0 0 1
0 0 0
1 0 0

]
, es fácil ver que a = RH0 es una subálgebra abeliana

maximal de p y que z = R
[

i
n I 0

0 −i

]
es el centro de k. Se tiene también que k = ks +z,

donde ks = [k, k] es la parte semisimple de k. Sea M el centralizador de A en K, o
sea que para n > 1 tenemos que

M =








eis 0 0
0 U 0
0 0 eis


 : U ∈ U(n− 1), det(U)e2is = 1



 .

Si t es el conjunto de matrices diagonales de k, entonces t es una subálgebra de
Cartan de k y también de g. El correspondiente sistema de ráıces es

∆ = {γi,j = εi − εj : 1 ≤ i 6= j ≤ n + 1}
donde εi(Diag(h1, . . . , hn+1)) = hi. Elegimos un orden en el espacio dual de it tal
que las ráıces positivas sean ∆+ = {γi,j : i > j}. Denotemos con ∆c y ∆n

respectivamente, al subconjunto de ráıces compactas y no compactas de ∆. Sea B
un múltiplo de la forma de Killing tal que B(H0,H0) = 1, y para γ ∈ t∗c tomemos
Hγ ∈ t de forma tal que γ(H) = B(H, Hγ) para cualquier H ∈ t. Sea

t− = RHγ1,n+1 , y t+ = {H ∈ t : γ1,n+1(H) = 0}
Como {γ1,n+1} es una base de ∆n, se tiene que t = t−⊕ t+, y se sabe que existe un
automorfismo de gc que lleva it− biyectivamente en a fijando t+ (ver [S] pág. 281).
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Por lo tanto, h = t+ + a es otra subálgebra de Cartan de g, pero que contiene a a.
Expĺıcitamente, se tiene que

h =





H =




iu1 0 0 t

0
. . . 0 0

0 0 iun 0
t 0 0 iu1


 :

n∑
2

uj + 2u1 = 0

t, uj ∈ R





.

Sea εj la funcional en a∗c definida por

ε1(H) = iu1 + t, εn+1(H) = iu1 − t, y εj(H) = iuj (1 < j ≤ n).

Luego, con el orden natural, el correspondiente conjunto de ráıces positivas es

R+ = {αi,j = (εi − εj+1) : 1 ≤ i ≤ j ≤ n}.
Denotaremos con Σ al conjunto de ráıces restringidas del par (g, a), ordenadas
compatiblemente. Es decir que para n > 1, obtenemos Σ+ = {α, 1

2α}, donde α es
la restricción de α1,n+1. Los espacios ráıces asociados vienen dados por

gα/2 =
{[

0 tx 0
−x 0 x
0 tx 0

]
;x ∈ Cn−1

}
y gα = R

[−i 0 i
0 0 0
−i 0 i

]
.

de lo cual se desprende que mα = dim gα = 1 y mα/2 = dim gα/2 = 2(n− 1).
En lo que sigue, identificaremos a∗c con C via la correspondencia ν = z 1

2α 7→ z.
En otras palabras, puesto que α(H0) = 2, estamos identificando ν con ν(H0).

Como es usual, sea ρ ∈ a∗ dada por ρ(H) = 1
2

∑

α∈R+

mαα(H). Luego, ρ es igual

a n. Recordemos que se tiene la descomposición G = K Cl(A+)K, donde como
siempre, podemos parametrizar A+ = {at = exp(tH0) : t > 0 }.

Denotaremos con K̂ y M̂ el conjunto de representaciones unitarias e irreducibles
de K y M , respectivamente. Para l ∈ Z sea τl la representación unidimensional de
K asociada al carácter χl

([
a 0
0 y

])
= yl. Notemos que toda representación unidimen-

sional de K es de esta forma. Denotemos con σl = τl|M . Para cada l ∈ Z, definimos
mα(l) = 1− 2l, mα/2(l) = 2(n− 1) + 2l y ρ(l) = 1

2

∑

α∈R+

mα(l)α. Entonces, por la

identificación de arriba ρ(l) = n− l.
Si τ es una representación de K, sea Eτ el fibrado vectorial sobre G/K asociado

a τ . Identificaremos, como es usual el espacio de las secciones C∞ de Eτ con el
espacio C∞(G/K; τ) de las funciones C∞ en G tal que f(xk) = τ(k)−1f(x) para
toda x ∈ G, k ∈ K. Denotemos con Dl = Dl(G/K), el espacio de los operadores
diferenciales invariantes a izquierda en G que dejan invariante C∞(G/K; τl). Note-
mos que para l = 0, τl es la representación trivial de K, y D0 = D(G/K). En este
caso ya vimos que

D(G/K) ' U(g)K/U(g)K ∩ U(k).

Este resultado fue generalizado ([Dt] pág. 99) y se tiene que

D(G,K, τ) ' U(g)K/U(g)K ∩ U(I(τ))

donde I(τ) es el núcleo de τ como representación de U(k).
Para el caso de dim τ = 1, es fácil ver que U(I(τ)) = {X + τ(X)I : X ∈ z},

con lo cual se tiene el siguiente isomorfismo (ver [Sh]):
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Dl ' U(g)K/U(g)K ∩ U(g)kl.

Notemos que como el centro de U(g), Z, está contenido en U(g)K , el Casimir
es siempre un elemento de D(G, K, τ).

1. Funciones esféricas y la resolvente

Una función compleja f en G se dice τl-radial si

f(k1xk2) = τl(k1)−1f(x)τl(k2)−1 para todo g ∈ G, k1, k2 ∈ K.

Denotaremos con C∞l (G) al espacio de las funciones C∞ τl-radiales en G.
Sea f− la restricción a A+ de una función f ∈ C∞l (G). Notemos que gracias a la

descomposición polar G = K Cl(A+)K, se sigue que f ∈ C∞l (G) está uńıvocamente
determinada por f−. Para D ∈ U(g), denotaremos con ∆l(D) la componente τl-
radial, es decir, ∆l(D) esta definido como el operador diferencial en A+ que satisface
la siguiente relación:

(Df)− = ∆l(D)(f−) ∀ f ∈ C∞l (G).

Aplicando las técnicas que ya hemos introducido en los otros casos, daremos ahora
una fórmula para la componente radial de C en este caso. Sea X1, . . . , X2(n−1)

y X0 una base de gα/2 y gα respectivamente, tal que −B(Xi, θ(Xj)) = δi,j . Sea
{U1, . . . , Ur}una base ortonormal de m con respecto a −B|m.

Proposición 4.1. Si f ∈ C∞l (G/K) y Cm denota el elemento Casimir de m
con respecto a −B|m, entonces

∆l(C)f(at) =
(

d2

dt2
− τl(Cm) + ((2n− 1) coth t + 2 coth 2t)

d

dt
− l2

(cosh t)2

)
f(at).

Prueba. Como es usual en este contexto, definimos para j = 0, . . . , 2(n− 1)

Zj = 2−
1
2 (Xj + θ(Xj)), Yj = 2−

1
2 (Xj − θ(Xj))

Es fácil ver que

C = H2
0 − Cm +

2(n−1)∑

j=0

Y 2
j −

2(n−1)∑

j=0

Z2
j
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Usando (2.3), podemos ver que para f ∈ C∞l (G/K)

Cf(at) = d2

dt2 f(at)− τl(Cm)f(at) + (2(n− 1) coth t + 2 coth 2t) d
dtf(at)

+(sinh t)−2

2(n−1)∑

j=1

τl(Z2
j )f(at) + (sinh 2t)−2τl(Z2

0 )f(at)

+(coth t)2
2(n−1)∑

j=1

f(at)τl(Z2
j ) + (coth 2t)2f(at)τl(Z2

0 )

−2(sinh t)−1(coth t)
2(n−1)∑

j=1

τl(Zj)f(at)τl(Zj)

−2(sinh 2t)−1(coth 2t) τl(Z0)f(at)τl(Z0)−
2(n−1)∑

j=0

τl(Z2
j )f(at).

Aqúı, hemos usado que α(H0) = 2, y aśı α(log(at)) = 2t.

Por otro lado, tenemos que si X =
[

0 tx 0
−x 0 x
0 tx 0

]
∈ gα/2, entonces

(X + θ(X)) =
[

0 2tx 0
−2x 0 0

0 0 0

]
.

Por lo tanto, de la definición de τl, se deduce que τl(Zj) = 0 para j = 1, . . . , 2(n−1).

También podemos ver que Z0 = i
[−1 0 0

0 0 0
0 0 1

]
, y entonces τl(Z0) = il. Aśı, la ecuación

de arriba se transforma en

Cf(at) = d2

dt2 f(at)− τl(Cm)f(at) + (2(n− 1) coth t + 2 coth 2t) d
dtf(at)

−l2
(
(sinh 2t)−2 + (coth 2t)2 − 2(sinh 2t)−1 coth 2t− 1

)
f(at).

Notemos que el último término de esta ecuación es igual a −l2

(cosh t)2 , con lo cual
obtenemos lo que queŕıamos demostrar. ¤

Nota 4.2. En el caso de l = 0, una función τ0-radial corresponde a una función
K-biinvariante en G, y entonces, la Proposición 4.1 generaliza la fórmula para la
acción de ∆(C) en este caso (ver [MW] pág. 667).

Definición 4.3. Si l ∈ Z y φ es una función compleja en G continua y τl-radial,
entonces decimos que φ es una función τl-esférica si φ(e) = 1 y Dφ = χ(D)φ para
cada D ∈ Dl, con χ(D) ∈ C.

Se tiene la siguiente caracterización de una función τl-esférica, dada por Shi-
meno.

Proposición 4.4. [Sh, Prop. 3.3] Para l ∈ Z, g ∈ G y ν ∈ a∗, definimos

Φν,l(g) =
∫

k

e−(ν+ρ)(H(g−1k))τl(k−1κ(g−1k))dk.
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La función Φν,l es una función τl-esférica en G y toda función τl-esférica es de esta
forma, para algún ν ∈ a∗c . Más aún, Φν,l = Φµ,l si y sólo si existe s en el grupo de
Weyl de G, W , tal que µ = sν, y ν → Φν,l(g) es holomorfa para cada g ∈ G, fijo.

Para dar otra caracterización de una función τl-esférica, recurrimos a la serie
principal de G. Para ello, tomemos P = MAN un subgrupo parabólico minimal de
G, ν ∈ a∗c y l ∈ Z. Debido a que nos será necesario distinguir cual es el subgrupo
parabólico que estamos considerando, recargaremos un poco la notación, denotando
con (πl,ν ,H l,ν

P ) a la serie principal de G inducida por P , de parámetros (σ, ν), como
la definimos en el Caṕıtulo 2. Dado que [τl : σl] = 1, por la reciprocidad de

Frobenius, τl aparece en la descomposición sobre K de H l,ν
P . Entonces, tenemos

que
〈πν,l(g)1ν,l, 1ν,l〉 =

∫
K

1ν,l(g−1k)1ν,l(k)dk

=
∫

K
e−(ν+ρ)H(g−1k)τ−l(k−1κ(g−1k)dk

Es decir que Φν,−l(g) = 〈πν,l(g)1ν,l, 1ν,l〉, y entonces podemos mostrar que la re-
stricción Φ−ν,l de Φν,l a A+ satisface la siguiente ecuación diferencial:

∆l(C)Φ−ν,l = χ(ν, l)Φ−ν,l

donde χ(ν, l) = ν2 − ρ2 + τ−l(Cm) ((1.1) y [K] Prop. 8.22).
Como en el caso de la representación trivial de K, estas funciones estan rela-

cionadas con funciones hipergeométricas, como veremos a continuación.

Proposición 4.5. [Sh, Prop. 2.6] Si u(t) = 2 cosh(t), tenemos que

u(t)l · (∆l(C) + ρ2 − τl(Cm)) · u(t)−l = L(l) + ρ(l)2

donde L(l) = d2

dt2 + ((2n− 1) coth t + (1− 2l) tanh t) d
dt .

Usando esta proposición, se puede ver que la función ψ(t) = ul(t)Φ−ν,l(exp(tH0))
es una función suave, par, ψ(0) = 1, y tal que

L(l)ψ = λ(ν, l)ψ, (4.1)

donde λ(ν, l) = ν2 − ρ(l)2. Tenemos entonces que como L(l) − λ(ν, l) es una
ecuación de Jacobi de parámetros α = n− 1, β = −l y λ = iν,

ψ(t) = φ
(n−1,−l)
iν =2 F1

(
n− l + ν

2
,
n− l − ν

2
, n,−(sinh t)2

)

es la única solución de esta ecuación que satisface estas condiciones (ver Cap. I,
sec. IV). Luego, tenemos que

Φν,l(exp tH0) = (2 cosh t)−lφ
(n−1,−l)
iν (t).

También se puede ver de 1.8, que para ν /∈ −N una segunda solución de (4.1)
en (0, +∞) está dada por

Q̃ν,l(t) = (2 cosh t)−(ν+ρ(l))
2F1

(
n− l + ν

2
,

n + l + ν

2
, 1 + ν, (cosh t)−2

)
. (4.2)

Como función de ν, Q̃ν,l es holomorfa en C \ N, y para ν /∈ Z, Q̃ν,l y Q̃−ν,l son
linealmente independientes, y podemos escribir

(2 cosh t)lΦν,l(exp(tH0)) = c(ν, l)Q̃−ν,l(t) + c(−ν, l)Q̃ν,l(t), (4.3)
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donde

c(ν, l) =
2n−l−ν(n− 1)! Γ(ν)
Γ(ν+n+l

2 )Γ( ν+n−l
2 )

. (4.4)

Además, se tiene que el comportamiento asintótico de Φν,l para Re ν > 0 cuando
t →∞, esta dado por:

Φν,l(exp(tH0)) ∼ c(ν, l) et(ν−ρ(l)) (4.5)

También necesitaremos el siguiente hecho (ver [HO] Prop. 2.2),

δ1/2·(∆l(C) + ρ2) · δ−1/2 = d2

dt2 + τ−l(Cm)

+
∑

α∈R+

1
4
mα

2
(l)(2−mα

2
(l)− 2mα(l))4 sinh (2t)−2

(4.6)

Con todos estos elementos, podemos adaptar muchos de los argumentos antes
usados para obtener extensiones de los Teoremas 2.4 y 2.7.

Teorema 4.6. Si ν ∈ C , ν /∈ −N, entonces existe una función Qν,l ∈ C∞−l(G−
K) con las siguientes propiedades:

(a) ∆l(C)Qν,l = χ(ν, l)Qν,l. Qν,l(x) es holomorfa para ν /∈ −N y si ν ∈ −N,
Qν,l(x) tiene a lo sumo a polo simple.

(b) φ−ν,l = c(−ν, l)Q−ν,l + c(ν, l)Q−−ν,l.

(c) Cuando t 7→ 0, Qν,l(exp(tH0)) ∼ d(ν)t−2(n−1)| log t|δn,1 , para cierta función
meromorfa d(ν) en C, holomorfa si ν /∈ −N. Más aún, si ν ∈ C \ −N,
entonces Qν,l(g) esta en L1

loc(G), y si Re ν > ρ, Qν,l(g) ∈ L1(G).
(d) limt 7→0+ δ(t) d

dtQν,l(exp(tH0)) = −2νc(ν, l).
(e) Si f ∈ C∞c (G/K, τl) y ν /∈ −N entonces

∫

G

Qν,l(x−1y)(C − λ(ν, l)Id)f(y)dy = −2ν c(ν, l)f(x). (4.7)

Prueba. Sea Qν,l(katk
′) = τl(k)u(t)−lQ̃ν,l(t)τl(k′). Como notamos antes,

como Q̃ν,l es una solución de L(l)g(t) = λ(ν, l)g(t), Qν,l es una solución de ∆l(C)f− =
χ(ν, l)f−. Es claro de la definición que Qν,l ∈ C∞−l(G − K), y de la observación
de arriba, que satisface (a). También se desprende de la definición, que (b) es
equivalente a (4.3).

La prueba de (c), es similar a la del caso de l = 0 (ver Torema 2.4), por lo cual
la omitiremos.

Por otra parte, notemos que (4.2) implica que Q̃ν,l(t) ∼ e−(ν+ρ(l))t cuando
t 7→ ∞, y entonces Qν,l(exp(tH0)) ∼ e−(ν+ρ)t cuando t 7→ ∞. Con esto podemos
probar (d) como en el caso de l = 0.

Para ver (e), notemos primero que si f ∈ C∞c (G/K, τl), también lo hace Lx−1f ,
por lo cual es suficiente ver que∫

G

Qν,l(y)(C − λ(ν, l))f(y)dy = −2νc(ν, l)f(e)

El lado izquierdo de esta igualdad es igual a
∫ ∞

0

Qν,l(at)(C − λ(ν, l))
∫

K

τl(k)f(kat)dk δ(t) dt.
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Si f ∈ C∞c (G/K, τl), entonces f l(at) =
∫

K
τl(k)f(kat)dk) es una función τl-radial

en G. Entonces podemos reemplazar C por su parte radial, y obtener

=
∫ ∞

0

δ
1
2 (t)Qν,l(at)δ

1
2 (t)∆l(C)f l(at)− δ

1
2 (t)∆l(C)Qν,l(at)δ

1
2 (t)f l(at) dt

Usando ahora la radialización (4.6) y argumentando como en el caso de l = 0,
podemos ver que lo de arriba es igual a

∫ ∞

0

d

dt

(
δ(t)Qν,l(exp(tH0))

d

dt
f l(at)− δ(t)

d

dt
Qν,l(exp(tH0))f l(at)

)
dt

Por lo tanto, si miramos el comportamiento asintótico cuando t 7→ 0, y cuando t 7→
∞, obtenemos que la integral de arriba es igual a lim

t 7→0+
δ(t)

d

dt
Qν,l(exp(tH0))f l(e).

Luego, usando (d) obtenemos lo que queŕıamos demostrar. ¤

2. Residuos del núcleo

Sea R̃(λ(ν, l)) el operador a núcleo asociado al núcleo Kν,l = −Qν,l(x
−1y)

2νc(ν) . Se

tiene que R̃(λ(ν, l)) coincide con la resolvente de C en λ(ν, l) actuando en funciones
C∞C (G/K, τl), pero este operador es la resolvente sólo para Re ν > ρ. En este caso
para las singularidades del núcleo se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.7. R̃(λ(ν, l)) tiene polos simples en ν = ν±k,l con ν−k,l = −|l|−n−2k,
k ∈ N0, y ν+

k,l = |l| − n− 2k, para k ∈ N0 tal que |l| − n− 2k ≥ 0. Si ν es un polo
y tomamos Tν(f) := Resz=ν R̃(λ(z, l))(f), entonces Tν(f) = p(ν) f ∗ Φ̌ν,−l.

Prueba. Sabemos que Φν,l(g) es una función entera como función de ν. Luego,
usando (a) y (b) del Teorema 4.6, se obtiene que, como en los casos anteriores, los
polos de Kν,l son precisamente los ceros de c(ν, l).

Es fácil deducir de la fórmula (4.4) que los ceros de c(ν, l) están en ν = ν±k,l. Por

otro lado, si |l| > n se tiene que |ν+
k,l| < |ν−0,l|, y por lo tanto, Q−ν,l

2νc(−ν,l) es anaĺıtica
en ν±k,l. Luego, para f ∈ C∞c (G/K, τl), usando el Teorema 4.6 parte (b), obtenemos
que si ν es un polo, entonces

Resz=ν R̃(λ(z))(f) = p(ν) f ∗ Φ̌ν,−l,

donde p(ν) = Resz=ν(c(ν, l)c(−ν, l)−1). ¤

Ahora estudiaremos las imágenes de estos operadores, y para ello, comenzare-
mos introduciendo algunas representaciones de K, para n > 1.

Para p, q ∈ N0, sea Vp,q, al conjunto de polinomios armónicos en z ∈ Cn de
bigrado (p, q), y consideremos la siguiente acción de K en este espacio:

τl,p,q

([
a 0
0 y

])
f(z) = yq−p+lf(tza).

Proposición 4.8. [EK, § 2] Sea τ un K-tipo que contiene al M -tipo σl. En-
tonces existe p, q ∈ N0 tal que τ es equivalente a Vp,q.

De hecho, si tomamos Fp,q(z) = zp
1zq

1 2F1(−p,−q, n−1,−(|z2|2+...+|zn|2)/|z1|2)
entonces Fp,q ∈ Vp,q, y es fácil ver que τl,p,q(X)Fp,q = σl(X)Fp,q para X ∈ M .
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Sea P la función lineal de Vp,q en C definida por P (f) = f(1, 0, ..., 0). Como
P ∈ HomM (Vp,q,Hl), entonces para ν ∈ a∗c y f ∈ Vp,q, podemos definir (como en
[W] 8.11.4)

L(p, f, ν)(g) = e−(ν+ρ)H(g)P (τl,p,q(κ(g)−1)f).

Es claro que L(p, f, ν) ∈ H l,ν
P , y más aún, dado que [τl,p,q : σl] = 1, tenemos que f 7→

L(P, f, ν) es un operador de entrelazamiento para la acción de K de Vp,q a H l,ν
P . Sea

Ṽp,q ⊂ H l,ν
P la imagen de Vp,q por este homomorfismo. Sea A(w, l, ν) : Hν,l

P 7→ H−ν,l
P

el operador de entrelazamiento estándar, donde w = Diag(−1,−1, 1, ..., 1) ∈ K es
un representante del elemento no trivial de W . En particular, de [EK] § 3, tenemos
que

A(w, l, ν)L(P, Fp,q, ν) = (−1)p+qcτl,p,q
(σl, ν)L(P, Fp,q,−ν)

donde cτl,p,q
(σl, ν) está dado por

cτl,p,q
(σl, ν) =

kΓ(ν)
∏p−1

j=0(ν − n + l − 2j)
∏q−1

j=0(ν − n− l − 2j)

Γ(ν+n−l+2p
2 )Γ(ν+n+l+2q

2 )

Si ν 6= 0, sea Dl
ν = {(p, q) ∈ N2

0 : cτl,p,q
(σl, ν) = 0}. Si (p, q) ∈ Dl

ν , es
claro que L(P, Fp,q, ν) ∈ Ker A(w, l, ν) el cual es un G-módulo, y entonces Ṽp,q ⊂
KerA(w, l, ν), y más aún, por la reciprocidad de Frobenius y por la Prop. 4.8
tenemos que

KerA((w, l, ν) =
∑

(p,q)∈Dl
ν

Ṽp,q.

Se puede ver que

Dl
ν−k

=
{

(p, q) ∈ N2
0 : p ≤ k + l+|l|

2 , q ≤ k + |l|−l
2

}
,

y de esto se desprende que Ker A(w, l, ν−k,l) =
∑

(p,q)∈Dl

ν
−
k

Ṽp,q es un (g,K)-módulo de

dimensión finita, cuya restricción contiene a τl = τl,0,0.
Para ν = 0, como sabemos que c(ν, l) tiene un polo, podemos considerar el

operador de entrelazamiento normalizado

B(w, l, ν) = Γ(ν)−1
A(w, l, ν);

como además Γ(ν)−1
cτl,p,q

(σl, ν) es holomorfa en ν = 0, también tenemos que
KerB((w, l, 0) =

∑

(p,q)∈Dl
0

Ṽp,q, donde

Dl
0 =

{
(p, q) ∈ N2

0 : Γ(ν)−1
cτl,p,q

(σl, ν)|ν=0 = 0
}

.

Notemos que cuando ν = 0 es un polo, entonces |l| − n = 2k, con k ∈ N y se
puede ver que

Dl
0 =

{
(p, q) ∈ N2

0 : p ≤ k = l−n
2 ,

}
, si l > 0,

Dl
0 =

{
(p, q) ∈ N2

0 : q ≤ k = −l−n
2 ,

}
, si l < 0.

Es bien sabido que H l,ν
P es equivalente a H l,−ν

P
y que el operador de entrelaza-

miento es R(w), donde R es la representación regular a derecha de G. También
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se sabe que si A(P , P, σl, ν) denota al entrelazamiento estandar de H l,ν
P to H l,ν

P
,

entonces A(w, l, ν) = R(w)A(P , P, σl, ν) (ver [K] Cap. VII §4).

Sea V (µ, l) la imagen del residuo de R̃(λ(ν, l)) en ν = µ, y V (µ, l)K el espacio
de vectores K-finitos en V (µ, l). Ahora, usando una generalización del teorema de
Helgason, podemos describir expĺıcitamente V (µ, l)K .

Teorema 4.9. Si µ es un polo de R̃(λ(ν, l)), entonces V (µ, l)K es un (g,K)-
módulo. Estos módulos son de dimensión finita sólo en el caso de que µ = ν−k,l

para k ∈ N0. Los módulos correspondientes a µ = ν+
k,l son equivalentes, como

(g,K)-módulos, a representaciones de serie discreta holomorfa. Más aún, en el
caso de que µ = ν−k,l y µ = 0 estos (g,K)-módulos son isomorfos a KerA(w, l, ν−k,l)
y KerB(w, l, 0) respectivamente.

Prueba. Si f ∈ C∞c (G/K, l) y x ∈ G, por el Teorema (4.7) tenemos que:

Tν±k,l
(f)(x) = p(ν±k,l) f ∗ Φ̌ν±k,l,−l(x) = p(ν±k,l) 〈πν±k,l

(x−1)πν±k,l,l
(f)1ν±k,l,l

, 1ν±k,l,l
〉

Por lo tanto, para ν = ν±k,l, V (ν, l)K es isomorfo al (g,K)-módulo generado por
1ν,l, los cuales describiremos a continuación.

Primero, daremos una condición en ν, para que 1l,ν genere un submódulo de
dimensión finita de H l,ν

P .
Para λ ∈ h∗c definimos

m0 = λ(iX) y m1 = 2〈λ,α〉
〈α,α〉

donde, como en [S] 4.4, X =
[−1

2
n−1 Id

−1

]
.

Si λ|t+∩k1 = 0, entonces por [S] Prop. 7.1, λ es dominante integral si y sólo si
m0 y m1 son enteros tal que |m0| ≤ m1 y (−1)m0 = (−1)m1 .

Si λ = a1α +
∑n

i=2 aiεi, entonces podemos ver que λ|t+∩k1 = 0 si y sólo si
a2 = a3 = · · · = an Entonces, si β =

∑n
i=2 εi, y λ = a1α + a0β, tenemos que

m0 = −2a0 y m1 = 2a1.
Por otro lado, por [S] Thm. 7.2, λ = a1α + a0β, es peso máximo de una

representación irreducible de G de dimensión finita, cuya restricción contiene el
K-tipo de dimensión uno χm0 con multiplicidad uno.

Además, de la prueba del teorema, se desprende que estas representaciones
son equivalentes a Im A(P , P, σl, µ), que es un subrepresentación de H l,ν

P
, donde

µ = λ|a + ρ. Por lo tanto, 1l,ν genera un G-submódulo de H l,ν
P de dimensión finita

(con peso máximo λ) si y sólo si ν = −λ|a − ρ, donde λ = l
2β + (|l|+ 2k)α

2 .
Notemos que por nuestra identificación, ν = νk,l, como queŕıamos demostrar.

Por otro lado, hemos probado que Ker A(w, l, ν−k,l) es un submódulo de H
l,ν−k,l

P de

dimensión finita que contiene a 1l,ν−k,l
, y también sabemos que H

l,ν−k,l

P es equivalente

a H
l,−ν−k,l

P
, que tiene un único submódulo irreducible ([K] pág. 273). Entonces, es

claro que el (g,K)-submódulo de H
l,ν−k,l

P generado por 1l,ν−k,l
es Ker A(w, , ν−k,l).

Estudiaremos ahora el caso de ν = ν+
k,l, y para esto empezaremos observando

que para para el caso de rango real uno, [Sh] Teor. 5.1 asegura que si λ ∈ a∗c , λ =
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ν.α
2 , con ν ≥ 0, entonces Φλ,l pertenece a L2(G/K, τl) si y sólo si

〈−λ− ρ(|l|), α〉
〈α, α〉 ∈ N (4.8)

En particular, existe λ ∈ a∗c tal que Φλ,l ∈ L2(G/K, τl) si y sólo si |l| > n. Notemos
que (4.8) dice que −ν − (n− |l|) = 2k con k ∈ N, o equivalentemente, ν = ν+

k,l para
algún k. Luego, el (g,K)-módulo generado por 1l,ν en H l,ν

P es infinitesimalmente
equivalente a una representación de serie dicreta si y sólo si ν = ν+

k,l

Además, en [Sh] Teor. 5.10 se prueba que en realidad son infinitesimalmente
equivalentes a representaciones de serie discreta holomorfa.

Para ν = 0, es bien sabido que si H l,0
p es reducible, entonces es una suma

de dos representaciones irreducibles no equivalentes. Estas representaciones son
llamadas ĺımites de serie discreta. Dado que son no equivalentes, y B(w, l, 0) es un
entrelazamiento, se tiene que KerB(w, l, 0) es el (g,K)-submódulo de H l,0

P generado
por 1l,0. Esto concluye nuestra prueba. ¤

Nota 4.10. Notemos que toda representación de G (irreducible) de dimensión
finita, o de serie discreta, o ĺımite de serie discreta, que contenga a un K-tipo
de dimensión uno, puede ser visto como un residuo del núcleo de la resolvente.
Esto es, si (π, Hπ) es de dimensión finita y contien al K-tipo unidimensional τm,
entonces existe un fibrado lineal sobre G/K tal que esta representación es isomorfa
al residuo de la continuación meromorfa del núcleo de la resolvente del operador
Casimir actuando en ese fibrado, en algún polo. De hecho, si λ es el peso máximo
de π, entonces por [S] Thm 7.2, se tiene que λ = aα + bβ, donde a = |b| + k.
Luego, por la observación de arriba, Hπ es isomorfa a Vk,2b, la imagen del residuo
de R̃(λ(ν, 2b)) en ν = ν−k,2b.

En el caso en que (π,Hπ) es una serie discreta, esto implica que Φλ,m ∈
L2(G/K, τm), y entonces por [Sh] Teor. 5.1 λ = ν+

k,m. Luego, Hπ es isomorfo
a V (ν+

k,m,m).
Finalmente, si (π, Hπ) es un ĺımite de serie discreta que contiene el K-tipo

unidimensional τm, esto dice que Hm,0
P es reducible, y entonces m ≡ n (2) y

|m| > n ([K] pág. 621). Entonces, Hπ es isomorfo a la imagen de el residuo de
R̃(λ(ν, m)) en ν = ν+

|m|−n
2 ,m

.

Nota 4.11. También queremos observar que ν = 0 no es un polo del núcleo de
R̃l(λ(ν, l)), para el caso en τl es la representación trivial de K (ver Cap. 2).

Ahora calcularemos la dimensión de la representación V (ν−k,l), usando la fórmula
de la dimensón de Weyl.

Los pesos fundamentales de gc son Λj = ε1 + . . . + εj , 1 ≤ j ≤ n, entonces
α = Λ1 + Λn y β = Λn − Λ1. Estamos interesados entonces en la dimensión de los
gc-módulos asociados a Λk,l = l

2β +
(
|l|+2k

2

)
α =

(
|l|−l

2 + k
)

Λ1 +
(
|l|+l

2 + k
)

Λn.
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Entonces se cumple que

dim(Vk,l, l) =
∏

1≤i<j≤n+1

〈Λk,l + ρ, εi − εj〉
〈ρ, εi − εj〉

=
∏

1<j≤n

|l|−l
2 + k + j − 1

j − 1
.

∏

1<i≤n

|l|+l
2 + k + n + 1− i

n + 1− i
.

1
n

(
|l|+l

2 + |l|−l
2 + 2k + n

)

y aśı

dim(Vk,l, l) =
( |l|−l

2 + k + n− 1
|l|−l

2 + k

)
.

( |l|+l
2 + k + n− 1

|l|+l
2 + k

)
.
|l|+ 2k + n

n
.

3. Caso particular: G = SU(1, 1)

Consideraremos ahora en particular el caso en que G = SU(1, 1). Veremos
que los resultados son enteramente análogos a los de los de SU(n, 1), n > 1, pero
la notación y algunas de las definiciones son esencialmente diferentes, por lo cual
trataremos este caso en forma independiente.

La involución de Cartan viene dada por θ(X) = X
t

y g = k + p, donde

k =
{[

it 0
0 −it

]
: t ∈ R

}
y p =

{[
0 b

b 0

]
: b ∈ C

}
.

Si H0 =
[

0 1
1 0

]
, y a = RH0, entonces M = {±I} y en este caso, K̂ = {τl : l ∈ Z}

y M̂ = {1, ε}, donde ε denota el carácter no trivial de M . De esto obtenemos que,
para cada ν ∈ C se tienen dos series principales, Hν,+ y Hν,− correspondientes a 1
y ε, respectivamente. Es claro entonces que τl|m = I si y sólo si l ≡ 0 (2), y de lo
contrario τl|m = ε. Ahora bien, notemos que la Proposición 4.1 puede ser enunciada
entonces, de la siguiente forma:

∆l(C) =
d2

dt2
+ 2 coth t

d

dt
+ l2cosh t−2. (4.9)

Además, la Prop. 4.5 es en este caso

u(t)l ◦ (∆l(C) + ρ2) ◦ u(t)−l =
d2

dt2
+ (coth t + (1− 2l) tanh t)

d

dt
+ ρ(l)2,

donde u(t) = 2 cosh t.
Definimos ahora el operador diferencial en R+, de acuerdo con la Proposición

4.5:

L(l) =
d2

dt2
+ (coth(t) + (1− 2l) tanh(t))

d

dt
.

Como en el caso en que n > 1, se pueden relacionar las funciones esféricas Φν,l con
las soluciones de L(l)f = (ν2 − ρ(l)2)f , que vienen dadas por

Φν,l(exp(tH0)) = (2 cosh t)−lφ
(0,−l)
iν (t).
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De la misma manera, podemos ver que si tomamos la solución que aparece en (4.2)
para n = 1 y ν /∈ −N, obtenemos la siguiene autofunción de ∆l(C) en A+:

Qν,l(exp tH0) = (2 cosh(t))−(ν+ρ(l))
2F1

(
1− l + ν

2
,
1 + l + ν

2
, 1 + ν, cosh(t)−2

)
,

que además satisface

(2 cosh t)lΦν,l(exp(tH0)) = c(ν, l)Q−ν,l(at) + c(−ν, l)Qν,l(at)

donde

c(ν, l) =
21−l−νΓ(ν)

Γ( ν+1+l
2 )Γ( ν+1−l

2 )
.

Con todos estos elementos, podemos ahora probar el análogo al Teorema 4.6 en
nuestro caso, obteniendo aśı la continuación meromorfa del núcleo de la resolvente
Kν,l(x, y) = −Qν,l(x

−1y)
2νc(ν,l) . Tenemos entonces el siguiente teorema.

Teorema 4.12. R̃(λ(ν, l)) tiene polos simples en ν = ν±k,l, donde ν−k,l = −|l| −
1− 2k, con k ∈ N0, y ν+

k,l = |l| − 1− 2k, con k ∈ N tal que |l| − 1− 2k ≥ 0. Si ν es
un polo, como en los otros casos, Resz=ν R̃(λ(z))(f) = p(ν) f ∗ Φ̌ν,−l.

Además, el rango de los residuos de R̃(λ(ν)) en ν = ν−k,l es un (g,K)-módulo de
dimensión finita. Los módulos correspondientes a ν = ν+

k,l son infinitesimalmente
equivalentes a representaciones de G de serie discreta holomorfa.

Prueba. Como la prueba puede ser hecha como en el caso general, sólo pro-
baremos las afirmaciones de teoŕıa de representaciones.

Como Φν,−l(g) = 〈πν,l1l,ν , 1l,ν〉, donde 1l,ν(kan) = a−(ν+ρ)τl(k)−1 está en Hν,+

si l es par, y en Hν,− si l es impar.
Si denotamos con k(θ) =

[
eiθ 0
0 e−iθ

]
, entonces τl(k(θ)) = e−ilθ, y luego

1ν,l(k(θ)an) = a−(ν+ρ)eilθ.

Por otro lado, como g es isomorfo a g̃ = sl(2,R), para cada ν ∈ C, 1ν,l pede ser
identificada a la función de SL(2,R) definida por

φ−l(
[

e−it 0
0 e−it

] [
e2it e2itx
0 1

] [
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
) = e(ν+1)te−ilθ.

Esta función esta en

H(ν) = {f : Sl(2,R) 7→ C : f(ank) = aν+1f(k), f|K ∈ L2(K)}

(ver [L] pág 116) y el (g,K)-módulo de Hν,± generado por 1ν,l es isomorfo al
(g̃,K)-submódulo de H(ν) generado por φ−l.

Notemos que la diferencia en el signo se debe a las distintas elecciones en la
descomposición de Iwasawa.
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Entonces tenemos que Vν−k,l,l
'
|l|−1+2k∑

j=1

〈φ−(|l|+2(k−j)〉, y de ah́ı Vν−k,l,l
tiene di-

mensión finita. Si ν+
k,l 6= 0, entonces obtenemos una serie discreta:

Vν+
k,l,l

'





∑

j≡l (2)
j≤−l+2k

〈φj〉 l > 0

∑

j≡l (2)
j≥−l−2k

〈φj〉 l < 0

Finalmente, podemos ver que si ν = 0 es un polo, entonces l es impar, con lo
cual también obtenemos un ĺımite de serie discreta:

V0,l '





∑

j≡l (2)
j≤−1

〈φj〉 l > 0

∑

j≡l (2)
j≥1

〈φj〉 l < 0

concluyendo aśı la prueba. ¤
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