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RESUMEN

En este trabajo estudiamos la continuacién meromorfa del nicleo de la resol-
vente del Laplaciano en varias situaciones. En primer lugar se considera el caso
de los espacios simétricos de curvatura negativa G/K y el Laplaciano actuando
en funciones en C*°(G), biinvariantes por K. En este caso, se prueba que esta
continuacion tiene polos simples localizados en un subconjunto de —%N , en una
parametrizacion adecuada. El operador residuo asociado a cada uno de estos polos
tiene como imagen un G¢-moédulo irreducible de dimension finita cuya dimensién
es determinada por medio de la férmula de Weyl.

En segundo término, como generalizacion, se estudia el caso de los espacios de
Damek-Ricci. En este caso, el grupo de isometrias no es semisimple por lo cual no
es posible usar la teoria de representaciones de G. Sin embargo, por un estudio
explicito del residuo, se prueba que la imagen es un operador de rango finito.

Consideramos luego el caso del Laplaciano actuando en fibrados lineales sobre
el espacio hiperbélico complejo CH™ = SU(n,1)/S(U(n) x U(1)). En este caso, los
polos de la continuacién meromorfa del niicleo de la resolvente también son simples,
pero las imagenes de los residuos incluyen no sélo G-moédulos de dimensién finita,
sino también series discretas holomorfas y limites de series discretas.
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Introduccién

El principal objetivo de esta tesis es el estudio de la continuacién meromorfa del
ntcleo de la resolvente del Laplaciano en espacios simétricos de curvatura negativa.

En toda variedad pseudoriemanniana, M, se tiene un operador diferencial L :
C>®(M) +— C°°(M) de particular interés llamado el operador de Laplace Beltrami,
o simplemente Laplaciano. Una de las formas de definirlo es Lf = div(grad(f)),
f € C*(@G), donde div(Y) es la divergencia del campo Y. L resulta ser un ope-
rador simétrico con respecto al producto interno en C2°(M) naturalmente asociado
a la medida riemanniana de M y esencialmente autoadjunto, esto es, su clausura,
densamente definida en H = L?(M), es autoadjunta. Identificaremos en adelante a
L con su clausura autoadjunta.

Una de las formas mas usadas para obtener informacién espectral es a través
de la resolvente, que definiremos a continuacién. Sea

p(L) ={z € C: (L — 2I)"'es un operador acotado}.

Llamamos a p(L) el conjunto resolvente de L, y al operador R(z) = (L — 2I)~1
para z € p(L), la resolvente de L.

El estudio de la resolvente de un operador es 1til para considerar funciones del
operador, por ejemplo, por medio del llamado cédlculo funcional. Con frecuencia
la resolvente R(z) aparece definida inicialmente en un semiplano y admite contin-
uacién analitica a un dominio mayor. Motivados entonces por algunos ejemplos,
para estudiar esta continuacién meromorfa resulta conveniente achicar el espacio de
salida de R(z), por ejemplo considerandolo como operador en H., o mejor ain en
C2°(M). En los ejemplos que se han estudiado, como operador en H.., R(z) resulta
tener una continuaciéon meromorfa de algin semiplano de C a todo C y los polos
de esta continuacién meromorfa son llamados resonancias (de L). Si se permiten
perturbaciones, sumando a L una funciéon de soporte compacto, los polos que se
obtienen dan informacién sobre la vibracién de la cuerda del correspondiente mo-
delo. En algunos casos, la parte real de un polo corresponde al rango de oscilacién,
y la parte imaginaria al decaimiento de dicha oscilacién (ver [Z]).

Este problema ha sido considerado por varios autores, por ejemplo Melrose
[M], ha estudiado los polos de la resolvente para una perturbacién de L en el
caso de R™ para n impar. También interesa dar cotas para la cantidad N(r) de
resonancias (contando su multiplicidad, o sea el rango del residuo) en una bola de
radio r cuando r — oco. Guillopé-Zworski en [GZ2] tratan este problema en el
caso de superficies de Riemann y en [GZ1], en el caso del espacio hiperbélico real,
encuentran las resonancias de L probando que son de multiplicidad finita. También
podemos mencionar [MM], en el que se estudia la continuacién meromorfa de la
resolvente en espacios completos con curvatura negativa asintéticamente constante.
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8 INTRODUCCION

En este trabajo estudiaremos la continuacién meromorfa de la resolvente de L
en varios casos. En primer lugar, en el Capitulo 2, consideraremos el caso en que
M es un espacio simétrico de curvatura negativa, es decir, M = G/K donde G es
un grupo de Lie semisimple no compacto de rango real uno y K es un subgrupo
compacto maximal de G. La resolvente de L ha sido estudiada en este caso por
varios autores como por ejemplo en [MW] y [A], v en particular en [MW] se
prueba que la resolvente es un operador a nticleo. Més precisamente, se sabe que la
accion de L en funciones C'*° invariantes a derecha por K en M, se corresponde a
la accién del elemento Casimir del dlgebra universal de g, C, en funciones C*(G)
biinvariantes por K (denotado por C*°(G//K)). Se traslada asi todo el andlisis
a G, en donde gracias a la llamada descomposicién polar, G = K CI(AT)K, se
pueden caracterizar las funciones biinvariantes por K por su restriccién a A ~ R.
Una funcién f bi-invariante por K se dice esférica, si f(e) =1 y si ademds es una
autofuncion de C. Estas funciones estdan completamente clasificadas, y en particular
se sabe que para cada v € C, existe una funcion esférica ¢, cuya restriccién a A es
la solucién de cierta ecuacién diferencial ordinaria, que depende de v (ver (2.6)).
Esta ecuacion corresponde a lo que se llama la parte radial de C, y la solucién
que es continua en ¢t = 0 es la que da origen a la funcién esférica ¢,. Si en lugar
de mirar en ¢t = 0, buscamos funciones con buen comportamiento en el infinito, se
obtienen dos soluciones, genéricamente linealmente independientes que llamaremos
Q=+, (para 2v ¢ FN). Ademss Q, € LY(G), para Re(v) > pysi A(v) =v2 —p?y
¢(v) denota la funcién ¢ de Harish Chandra, se tiene

/G (C = AW)I) f () Qu (a y)dy = —2ve(v)  (x) (0.1)

para f € C*(G/K).
Como Cy, = A(v)gy, resulta conveniente trabajar con el operador R(A(v)).

Notemos ahora que la férmula (0.1) muestra que —QVQC’(’U) es una solucién funda-

mental de (C — A(v)Id), es decir que como distribuciones, se tiene que —(C —

A)Id) 52 = 4.

2vc(v) .
Si denotamos por R(A(v)) el operador con nicleo K, (z,y) = 52(z"1y),

2ve(v)
para v ¢ —iN —actuando en C2°(G/K)- observamos que dicho operador coincide

con la resolvente R(A(v)) para Re(v) > p. Analogamente, si se considera R(\(—v)),
se obtiene una expresién de R(A(v)) para Re(v) < —p.
En el Capitulo 2 de este trabajo se estudia la continuacién meromorfa del nicleo

K, (z,y) = 2,2(”) (x~'y) y se prueba el siguiente resultado:

TEOREMA 0.1. Sea M = G/K wun espacio simétrico de tipo no compacto de
rango real uno, y sea vy, = —p — k con k € NU {0}.

(a) K,(x,y) tiene polos simples en v = vy.

(b) Res,—y, ROAW))(f) = (2mvi) " p(vr) fy, es un operador de rango finito
para cada valor de k.

(c) Si @ es la raiz real de G, la imagen de Res,—,, R(\(v)) es un g.-mdédulo
irreducible de peso mdximo ka.

(d) Sip y q denotan las multiplicidades de las raices restringidas %a Y
respectivamente, se tiene que
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| ) k+24g—1\(k+ BNk +2+q I j
dim Im(Res,—,, R()\(V))):( k k ﬁ H k45’

Esto generaliza el resultado de Guillopé y Zworski en el caso del espacio hiper-
bélico antes mencionado ([GZ1]). Cabe sefialar que las imdgenes de estos residuos
son isomorfas a (g, K)-submdédulos de dimensién finita de la serie principal esférica,
e incluyen a la totalidad de las representaciones esféricas de dimension finita de G,
por un teorema de Helgason.

En el Capitulo 3 se considera la resolvente para los llamados espacios de Damek-
Ricci. Una variedad riemanniana completa, M, se dice armdnica si para cada
punto p € M, la accién de L preserva el espacio de las funciones radiales en p (es
decir aquellas funciones que dependen sélo de la distancia a p)(ver [R]). En 1944,
Lichnerowicz conjeturé que todo espacio arménico es localmente isométrico a un
espacio dos puntos homogéneo, que en el caso no compacto, es equivalente a decir
que los tnicos espacio arménicos (simplemente conexos) son los espacios simétricos
de rango uno. Muchos autores estudiaron el tema, en particular Z. Szabo probd
que la conjetura es cierta en el caso compacto. En contraste, en 1991 E. Damek y
F. Ricci mostraron que ciertas extensiones solubles de los llamado grupos de tipo
H—que generalizan a los espacios simétricos de rango uno— son espacios arménicos
(ver [DR]), dando contraejemplos a la famosa conjetura en el caso no compacto.

Como generalizacién del caso anterior, en el Capitulo 3, estudiamos la resolvente
de L en M = S un espacio de Damek-Ricci. En este caso, existe una realizacién
de este espacio como un disco n-dimensional, por lo cual las ideas de radialidad
del caso anterior (biinvariancia por K) aparecen aqui naturalmente. Esto hace
posible la generalizacion de los resultados anteriores en cuanto permiten encontrar la
resolvente como operador a nicleo, describir sus polos y correspondientes residuos.
El problema de describir las imagenes es bastante diferente, porque no se cuenta
con la teoria de representaciones del caso simétrico, aunque por calculos bastante
explicitos igualmente se pudo probar que éstos son espacios de dimension finita.

En el Capitulo 4 se da otra generalizacién, toméndose, en lugar de funciones
biinvariantes por K, funciones que transforman de acuerdo a una representacién de
K. Esto lleva a considerar, para 7 € K , las llamadas funciones 7-esféricas (ver Cap.
I, Sec. 3). En este contexto, consideramos el caso de L actuando en secciones C'*°
de un fibrado homogéneo sobre G/K asociado a una representacién unidimensional
7 de K. Es facil ver que este espacio se identifica con

{f:G = Vor flgh) =1(k)"" f(9)}-

En este caso, N. Shimeno [Sh] desarrollé la teoria de las funciones esféricas, en-
contrando expresiones explicitas similares a las del caso del K-tipo trivial. Con
esto fue posible encontrar la resolvente como operador a ntcleo, inicialmente en un
semiplano, de un modo analogo al anterior.

Notemos que el hecho de que K tenga representaciones de dimensién uno, en
el caso de espacios simétricos de rango uno, nos restringe al espacio hiperbdlico
complejo. En este espacio, siguiendo las ideas de los capitulos anteriores obtuvimos
los siguientes resultados:
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TEOREMA 0.2. (a) Para cadal € Z, v € C, v ¢ —N, existe una auto-
funcion de C, Q,; € C%(G — K), de autovalor A\(v,1) = v* — (n — )%
Se tiene que Q,; € L} (G), y si Rev > p, Q,; € L*(G). Ademds, para

loc
[ eCE(G/K,n) yv & —N se cumple que

/G Quala™9)(C — A, DIA)f (y)dy = —20 c(v, 1) f(2).
Qualz'y)

2v c(v,l)
incide con R(A(v,l) para Rev > p, tiene polos simples en v = V]:ctl con

(b) El operador a nicleo R(A(v,1)), asociado al nicleo — , que co-

vy = —|l| = n — 2k, para k € No, yl/,il = |l| = n — 2k, para k € Ny que
satisface: |l —n — 2k > 0.

(¢) Para cada polo, v, Res.—, RI\(2,1))(f) = p(v) f &, ;.

(d) El conjunto de vectores K-finitos en la imagen del residuo asociado a un
polo p, V(u, D, es un (g, K)-mddulo. Estos mddulos son de dimensidn
finita solo en el caso de que p = Vi bara k € Ng. Los mddulos corre-
spondientes a |1 = I/,j:l y u = 0 son equivalentes como (g, K)-mddulos,
a representaciones de serie discreta holomorfa, y limite de serie discreta

respectivamente.
(e) Se tiene que
A € — €5
dim V(v ;1) = H (At +pi€i —€j)
I<idyeni1  (PETE)
oI Motk j—1 1 Py kb1
1<j<n j—1 1<i<n ntl—i

1 [l+ =

n

Cabe senalar que no hemos observado, ain en otros contextos, situaciones
en que los residuos de la resolvente sean operadores de rango infinito. Ademds
podriamos decir que en nuestro caso, la aparicién de las series discretas es justifica-
ble por razones espectrales. Sin embargo la aparicién de limites de series discreta
resulta mucho mas inesperada.

Agradecimientos Deseo agradecer en primer lugar a Roberto por su paciencia y
su constante apoyo, no sélo en lo matematico sino también en lo profesional. Estoy
muy agradecida también con los Profesores J. Vargas y T. Godoy, por fructiferas
charlas.

También quisiera aprovechar esta oportunidad para agradecer a mis padres por
su incondicional apoyo en todo aspecto. Por tltimo quisiera agradecerle a mi esposo
por todo, en especial por su constante aliento.

A todos, muchas gracias.



CAPITULO 1

Preliminares

1. Grupos de Lie semisimples

Comenzaremos introduciendo algunos elementos basicos de la teoria de Lie que
utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Sea g una algebra de Lie semisimple sobre C, y go una forma real. Si X,Y € go,
la funcién X +1iY — X —1iY define un automorfismo de g como &dlgebra de Lie real,
llamado la conjugacion de g con respecto a go.

DEFINICION 1.1. Sea g un dlgebra de Lie semisimple real. Una involucidon de
Cartan de g, 6, es un automorfismo involutivo de g tal que si

p={Xe€g:0X=-X} y t={Xeg:0X =X}

y si B(z,y) = trad(z)ad(y) es la forma de Killing de g, se tiene que Bjgx¢ es
definida negativa, y Bjpx, es definida positiva.
En este caso, la descomposicion g = €+p es llamada descomposicion de Cartan.

Se sabe que toda algebra de Lie semisimple real admite una involucién de
Cartan ([W] 3.7.9). Mads ain, si G es un grupo conexo semisimple y lineal, se

puede tomar la involucién 6(X) = X—T'. Ademés se tiene que si K es el subgrupo
de G con &lgebra de Lie ¢ correspondiente a la descomposiciéon de Cartan asociada
a 0, K es un subgrupo compacto maximal de G (ver [K] 1.1).

Para dar una reciproca, necesitamos la siguiente definicion.

DEFINICION 1.2. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G. Se dice
que un par G, H, es reductivo si existe un subespacio, m de g, el dlgebra de Lie de
G, que es Adg(H)-invariante y tal que g = m & b, donde h denota el dlgebra de
Lie de H.

Notemos que si H es compacto entonces G/H es reductivo.

En este caso, se tiene que si G es un grupo de Lie real, lineal y reductivo, para
todo subgrupo compacto maximal de G, K, existe un automorfismo involutivo, 6,
cuyo conjunto de puntos fijos es exactamente K (ver [GV] Cap. 2, sec. 2.1).

En g. podemos definir el producto interno hermitico (X,Y) = —By (X, 7(Y)),
que llamaremos candnico, donde 7 es la conjugacion de g. relativa a la forma real
compacta g, = t+ip. Notemos que 7|4 = 6, con lo cual se tiene que (, )|, coincide
con B.

Es fécil ver que con este producto interno, ad(X) es una transformacién anti-
hermitica (resp. hermitica) para todo X € £ (resp. X € p) (ver [W] 7.2.3).

Fijemos un subespacio abeliano maximal a de p; si X € a, por la observacién
anterior tenemos que ad(X) es un operador diagonalizable con autovalores reales.
Luego, los elementos de ad(a) son simultaneamente diagonalizables. Para cada

11



12 1. PRELIMINARES

A € a* no nula, definimos el espacio raiz asociado a A:
gn={Xeg:ad(H) X =XH)X ; VH€a}.

Sea
S={ €ea",N#0:g\#0},
el conjunto de raices restringidas del par (g,a), y sea m el centralizador de a en ¢
esdecir, m={X €t:[X,H|=0V H € a}.

Como todo espacio de dimensién finita, a puede ser identificado a su dual via el
producto interno. Tomemos entonces para A € X, Hy € a tal que B(H, Hy) = A(H)
para todo H € a; es decir, tenemos la identificacién \ «— Hy.

Sea W el grupo de Weyl del par (g,a), esto es, el grupo finito generado por
{sx : A € ¥}, donde s, es la reflexién ortogonal en a con respecto al nicleo de A.
Por la identificacién de arriba también podemos pensar a W actuando en a.

Por otro lado, se definen las cdmaras de Weyl como las componentes conexas
de

o« ={u€a: (apu)#0 para todo a € X}.

Para cada camara C (hay sélo una cantidad finita de ellas) se puede ver que CL(C)
es un dominio fundamental para la accién de W en a. Si AT = exp(C) se tiene
G = KCL(A")K la llamada descomposicién polar. Esta descomposicién es tinica
en el sentido de que si kak’ = a’, entonces a = ' y k' = k=1 (Ver [GV] Lema 2.2.3
pag.65).

Tomemos el orden en ¥ definido por C y denotemos con X7 el conjunto de
raices positivas. Es claro que —X7 es el conjunto de raices negativas.

Sin= Z 0o, entonces n = O(n) = Z 9—a, puesto que §(H) = —H, VH €

aext aext

Es facil ver que g=a+m+ Z ga, O equivalentemente que g =a+m-+n+n.

acX
A partir de esto se prueba que g = £+ a+n, llamada la descomposicion de Twasawa

de g (Ver [W] 7.3).
A nivel de grupos, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 1.3. [W, 7.4.3] Sea G es un grupo de Lie semisimple con dlgebra
de Lie g, y g = ¢+ a+n, la descomposicion de Iwasawa de g. Si K, A, N son los
respectivos grupos de Lie, entonces

e exp:a— A es un isomorfismo.
e exp : n— N es un difeomorfismo.
e La funcion (k,a,n) — kan de K x Ax N — G es un difeomorfismo.

Esta es llamada la descomposicion de Iwasawa de G, donde en realidad es
equivalente tomar G = KAN, o G = NAK. En adelante denotaremos con
g = k(g) exp H(g)n(g) la correspondiente descomposicién de g € G, donde «(g) €
K, expH(g) € A, y n(g) € N.

Sea h~ una subalgebra abeliana maximal de m. Entonces b, la complexificacion
de a+ b~ es una subdlgebra de Cartan de g. ([W] 7.5.8). Podemos ordenar com-
patiblemente el sistema de raices A de (g., h) con las de (g, a), de tal modo que los
elementos de AT restrinjan a X7 en a.
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DEFINICION 1.4. Dado un grupo de Lie conexo G y un subgrupo cerrado K, dec-
imos que (G, K) es un par simétrico si existe un automorfismo involutivo analitico
de G, o, tal que (K,)o C K C K,, donde K, es el conjunto de puntos fijos de
o,y (K)o denota su componente conexa. Si Ad(K) es compacto, entonces el par
(G, K) es llamado riemanniano simétrico.

Si (G, K) es un par riemanniano simétrico, la variedad riemanniana G/K es
un espacio simétrico (ver [H2] Prop. 3.4 pdg. 174). Notemos que si G es como
anteriormente, G/K es un espacio simétrico.

Reciprocamente, si M es una variedad riemanniana simétrica, y pg es un punto
de M, sea G = Iy(M) la componente conexa del grupo de isométrias de M y K el
subgrupo de G que fija py. Entonces K es un subgrupo conexo y compacto de G,
y M ~ G/K (ver [H2] teor. 3.3 pag. 208).

Se define el rango geométrico de M como la méxima dimensién de una subvar-
iedad totalmente geodésicas y plana de M.

Sea (G, K) un par simétrico, y sea g = £+ p la descomposicién de g en autoes-
pacios de o.

Si g es compacta y semisimple, decimos que (G, K) es un par simétrico de tipo
compacto.

Si g no es compacta y es semisimple, decimos que (G, K) es un par simétrico
de tipo mo compacto, y en este caso, g = €+ p es una descomposiciéon de Cartan.

Por ultimo, si p es un ideal abeliano en g, decimos que (G, K') es un par simétrico
de tipo euclideo.

Si (G, K) es un par simétrico de tipo no compacto, podemos identificar natu-
ralmente el espacio tangente a M = G/K en € con p, y se tiene que s9 C p es
tal que Sy = exp(sp) es una subvariedad totalmente geodésica y plana de M, si
y sblo si sg es abeliana. Si G es semisimple y conexo, se define el rango real de
G como la dimension de a. El rango real no depende de la eleccion de a ni de la
descomposicion de Cartan de g. Ademsds, el rango real de G coincide con el rango
gemétrico de G/K como espacio simétrico.

Por otro lado, si G es localmente compacto, y K es un subgrupo compacto
de G, decimos que (G, K) es un par de Gelfand si L'(G//K), el espacio de las
funciones integrables biinvariantes por K, con el producto de convolucién, es un
espacio conmutativo.

Es un hecho conocido que todo par simétrico (G, K) de tipo no compacto es
un par de Gelfand (Ver [GV] 1.5.6).

2. Representaciones

Sea H un subgrupo cerrado de G. Dada (7, V), una representacién irreducible
de H, definimos el siguiente espacio

He={f: G Va: flgp) =u(p)n(p) "' fl9), ae. fix € L*(K)}

donde g es la funcién modular de H, y la accién de G es la regular a izquierda,
es decir que g.f(x) = f(g~'x). Se define en H, el siguiente producto interno:

(f.9) Z/k<f(k:),g(k:) > dk.

Esta es la llamada representacion inducida de H a G por 7, y se denota con Indf[(w).
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Un caso particular importante de estas representaciones es aquél en que se
considera la representacion de P definida por

w(man) = o(m)er+riosla)

donde o es una representacién irreducible de M, y v € a*. Estas es la llamada
serie principal de representaciones de G, de pardmetros (o,v) y que se denotard
(77.0,1/’ HO’,V)'

Nota 1.5. Si G = NAK (con lo cual P = NAM) la definicién de arriba
cambia, y se consideran funciones tales que f(namg) = e +tP9(@g(m)f(g) y la
accién de G es a derecha g.f(x) = f(zg). Se verifica que ambas realizaciones son
equivalentes.

La restriccién a K induce un isomorfismo isométrico de H,,) en el espacio
L?*(K, M, o), de funciones de cuadrado integrable en K, de tipo o, es decir, tales
que f(km) = o(m)~'f(k). Notemos que Tow|k Ind%, (o).

Otras representaciones fundamentales de GG son las llamadas de serie discreta.
Recapitularemos algunos hechos importantes acerca de estas representaciones. Si 7
es una representacién de G en el espacio de Hilbert (Hy, (,)), una entrada matricial
de 7 es una funcién de G de la forma g — (7(g)v,w), donde vw € H,. Cuando 7
es irreducible, las siguientes condiciones son equivalentes:

e Existe una entrada matricial de G (no nula) perteneciente al L?(G).
e Todas las entradas matriciales estdn en L?(G).
e 7 aparece en la descomposicién de la representacién regular (a derecha o
izquierda) de G en el L(G).
En este caso, m es llamada representacion de serie discreta o representacion de
cuadrado integrable.

Es bien sabido que si G es semisimple, conexo, con centro finito y contiene un
subgrupo compacto maximal K del mismo rango, entonces G tiene serie discreta;
este hecho se corresponde con la existencia de un subgrupo de Cartan compacto en
G’ esta es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de serie discreta.

3. Operadores Diferenciales

Sea D(G) el anillo de operadores diferenciales de G invariantes a izquierda.
Notemos que con la composicidn, ésta es un agebra asociativa con identidad, y
se puede ver que es isomorfa al dlgebra universal de g, U(g). Para X € g la
identificacion estd dada por

Xfl9)= 5 _ Jlgexp(tx).

Bajo esta correspondencia, el centro de U(g), 3, se corresponde con los operadores
biinvariantes, es decir con los operadores invariantes a derecha y a izquierda.
Si H es un subgrupo de G, sea

Dy (G) ={D € D(G) : Df* = Dpara todo h € H}.

Si G es reductivo, se tiene la siguiente caracterizacién de D(G/K) (ver [H] Teor.
4.6 pag. 285).
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PROPOSICION 1.6. Sea u: Dk (G) — D(G/K) definida por
(n(w)f) =uf eC(G/K)

donde m : G — G/K es la proyeccidn candnica, y f = f-n. Entonces [ es un
homomorfismo sobre, con nicleo D (G) N D(G)¥.

Sea {X1,X2,..., X, } unabase de g y tomemos {¥1,Y5,...,Y,} tal que B(X;,Y;) =
d; ;. Definimos entonces C' € U(g.), el elemento de Casimir de g, como

C= i X,Y;.
j=1

Es facil ver que C' es independiente de la base elegida, y entonces

C=Y" Ad(g)X; Ad(9)Y; = Ad(g)C,
j=1
por lo cual obtenemos que C' € 3, el centro del dlgebra universal de g.

Sea ¢ una representacién de M unitaria e irreducible y v € C; entonces, si
(Tows Ho,) s la serie principal de G asociada, 7, (C) actia por un escalar, dado
por

Mo,v) = (v,v) = {p,p) = (tto, o + Onr) (1.1)
donde pi, es el peso maximo de o y 7 es la semisuma de las raices positivas de M
(ver [K] Prop. 8.22).

Introduciremos ahora el operador de Laplace-Beltrami. Si (M, g) es una va-
riedad reimanniana definimos, para f € C*(M) el gradiente de f, denotado por
grad(f), como el campo en x(M) tal que {grad(f),X) = X f. En coordenadas,
tenemos que grad(f) = Zgi’jﬁifa%j. Para X € x(M), sea la divergencia de X,
denotada con div(X), la funcién de M que en cada entorno coordenado U estd dada
por div(X) = % > 0i(v/9X;), donde si [g; ;] es la matriz asociada a g, denotamos
con g su determinante, y [¢"7] es la inversa.

Definimos entonces el operador de Laplace Beltrami, L, como el operador
diferencial en M dado por Lf = div(grad(f)) (se suele tomar también Lf =
—div(grad(f)) si se quiere que sea positivo). Es un operador simétrico con res-
pecto al producto interno (f1, f2) = fM fi(m) fa(m)w, y en coordenadas locales se
tiene que (ver [H] pag. 31)

Lf=— >0 (g Vi)

Se puede ver que las acciones de C'y L en D(G/K) coinciden, es decir que en
términos de la Proposicién 1.6, u(C) = L.

Se sigue de la descomposicién polar de G, G = K CI(AT)K, que una funcién
continua biinvariante por K, queda determinada por su restriccién a AT. Por
ello, para cada operador diferencial esférico ( invariante a derecha e izquierda por
elementos de K), se puede definir un nuevo operador diferencial en At A(D),
llamado la componente radial de D, que esta dado por

(Df)” =AD)f7, (1.2)
donde f~ denota la restriccién de f a AT (ver [GV] 4.1).
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En general, si D es un operador diferencial en una variedad V', se puede definir
una 'proyeccién’ de D sobre cualquier subvariedad S de V. Si la subvariedad cumple

ciertas condiciones, esta 'proyeccién’ se llama radial. En nuestro caso, estamos
considerando V = G/K y S = AT.0 (ver [H] cap. II sec. 3).

4. Funciones esféricas

Sea G un grupo unimodular localmente compacto, K un subgrupo compacto y
T una representacién irreducible de K. Una funcién F' : G — End(H,) se dice de
tipo T si f(gk) = 7(k)"1f(g), y se dice T-radial si ademés se tiene que para todo
x € G, k1, ke € K, se cumple que

F(kixky) = (ko) " F(z)7 (k1) "t

Denotemos con C*(G, K, ) el espacio de funciones 7-radiales infinitamente
diferenciables, y con C*°(G, K, 7) el espacio de las de tipo 7. Sea D(G, K, 1) la
subdlgebra de operadores diferenciales en G que preservan C°(G/K, 7).

Equipemos a C*°(G, K, 7) con el siguiente producto de convolucién:

(F*H)(w)Z/F(y‘lm)H(y)dy=/ F(y)H(zy™")

G G

Diremos que el triple (G, K, 7) es un triple de Gelfand si esta élgebra de con-
volucién es conmutativa. Esta es la generalizaciéon natural de la nocién de par de
Gelfand, que corresponde al caso particular en que 7 es la representacion trivial de
K.

En caso de que G sea semisimple, conexo, no compacto con centro finito, se
tiene la siguiente caracterizacién, dada por Deitmar (ver [Dt] Teorema 3, Cor. 1y
Prop. 3).

PROPOSICION 1.7. Sea G un grupo de Lie semisimple, conexo, no compacto con
centro finito, y sea K un subgrupo mazimal compacto se G. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

e FEl K-tipo T aparece con multiplicidad menor o igual a 1 en la descom-
posicion de cualquier representacion irreducible y unitaria de G.
o 75 es libre de multiplicidad
e OX(G,K,T) con el producto de convolucion definido arriba es un dlgebra
conmutativa
e D(G,k,T) es un dlgebra conmutativa.
Mds aiin, U(g)" es conmutativa si y sélo si g = o(n,1) o su(n, 1), y en estos casos
las condiciones anteriores son satisfechas por cualquier T € K.

DEFINICION 1.8. Diremos que ® € C(G, K, T) es una funcién 7-esférica en G
si es no nula y si la funcién

Xo : F— /Gtr{F(m)<I>(m71}dx

dim 7
define un caracter de C.(G, K, T, T).
Denotaremos con %(G, K, 7) el espacio de las funciones 7-esféricas de G.

Estas funciones han sido estudiadas por muchos autores principalmente en el
caso clésico, o sea el que 7 = 1. Entre ellos podemos mencionar [H], [K], [GV] en el
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caso cldsico, y en el caso general a [Gd], [Wr] y [GV]. A continuacién, recordamos
algunos hechos sobre funciones esféricas, extraidos de [Wr|, [W], y [O] (ver también
[P]), para el caso de un triple Gelfand, que es el que en particular nos interesa.

Asumamos desde ahora que (G, K, 7) es un triple de Gelfand. En este caso se
tiene la siguiente caracterizacién.

PROPOSICION 1.9. Sea ® € C*°(G, K, 7) tal que ®(e) = 1. Entonces ® es una
funcion T-esférica en G si y sdlo si es una autofuncidn del dlgebra D(G, K, 1), en el
sentido de que existe un cardcter xo de D(G, K, T) tal que para todo D € D(G, K, T)
existe algun ¢ € H-, ( # 0, tal que

D(-)¢ = xa(D)2(-)¢ (1.3)

Mas precisamente, el autovalor estd dado por xo(D) = tr{D®}(e).

dlm T

Si ademas G es un grupo de Lie semisimple, conexo, con centro finito podemos
describir méds precisamente (G, K, 7).

Sea ¢ una representacién unitaria e irreducible de M, v € C, y (75, Ho,v)
la serie principal de G de pardmetros (o,v). Sea M, el subconjunto de repre-
sentaciones unitarias e irreducibles de M que aparecen en la descomposiciéon de
T como representacién de M. Observemos que por el criterio de Deitmar, cada
o € M sélo puede aparecer en 7)5; con multiplicidad < 1. Entonces, para o € MT7
Homy (Hey ., Hr) ~ Hompg (H,, L?(K, M, 0)) es unidimensional, y tiene como ge-
nerador a
dim 7
dim
donde P, denota la proyeccion en H.- bobre la componente isotipica de o.

Anélogamente, PT = (J7)* es un generador del espacio unidimensional
Hompg (Hy., Hr), y estd dado por

_ [dim 7

Para cada o € M, y v € ag, sea
DT (A, ) : G — End(H;)

(= J5C= POT()1C

o7 (v,z) =Pl o 7rl77u(:1771) oJI.

Entonces ®7(A,-) es una funcién 7-esférica, y admite la siguiente representacién
como integral de Eisenstein.

T (N z) = / e~ WHIHER) (k) o P, o 7(k(xk) 1) dk (1.4)
G

PROPOSICION 1.10. (G, K,7) = {®7(\,-): 0 € M., v € a%}.

Este resultado es consecuencia de un resultado més general de [O)].

Como ya observamos, si GG es lineal, semisimple y conexo, gracias a la descom-
posicién polar de GG, una funcién 7-radial queda determinada por su restriccién a
AT. Fue idea de Harish Chandra, estudiar las funciones esféricas a través de la
ecuacién diferencial que define (1.3). Mds atin estas ecuaciones, teniendo en cuenta
(1.2) pueden ser vistas como ecuaciones en A, aunque para esto, hace falta saber
algo de la componente radial de D.



18 1. PRELIMINARES

5. Ecuaciones Diferenciales

Daremos ahora algunos elementos bdsicos del andlisis de Jacobi, siguiendo [K].
Consideremos para cada «, 3 € C el peso

Jap(t) = (2sinh £)29T1 (2 cosh ¢)20+1

y el operador diferencial de segundo orden (llamado el Laplaciano de Jacobi) dado
por

I _ & Jasa
aB = @z T g, dt

= & 4 {(2a+1)coth ¢ + (28 + 1) tanh ¢} L

Para A\, , y 8 € C, se llama ecuacion de Jacobi a la ecuacion

(Lag + A +7°)f=0 (1.5)

donde vy =a+ 0+ 1.
Es facil ver que tomando z = —sinh? ¢, esta ecuacién se transforma en una
ecuacion hipergeométrica de parametros a,b,c, donde a =c—1,8=a+b—cy
(ver [GV]); es decir que si definimos u(z) = f(—sinh? t), entonces u es solucién de

2(z—1)u" + (c— (a+ b+ 1)zu’ — abu(z) = 0. (1.6)

La tnica solucién acotada en un entorno de z = 0, y tal que en z = 0 vale 1 esté
dada para |z| < 1 por
(a);(d);
u(z) =9 Fi(a,b,c,z) = et )
( ) 2 1( s Uy &y ) Z ¢
J
que es la llamada funcién hipergeométrica de Gauss, y donde para cualquier niimero
complejo a, denotamos con (a)g =1,y (a)y = ala+1)...(a+ k —1).
Por lo tanto, las soluciones de 1.5 que en cero valen 1, llamadas funciones de
Jacobi son de la forma

—iA y+iX .
g\a’ﬁ)(t) = (7 5 2 5@ +1, —smh(t)2> . (1.7)
El estudio de estas funciones fue desarrollado, entre otros, por Koornwinder en
[Kr], y en particular alli se muestra que para A # —i, —2i, ...., otra solucién Li. con

(Z)g\a’ﬁ) estd dada por

Q) = (2eosh N7 oFy (152, @=L 1 i (cosh 1) %)

(1.8)
= (2sinh )P R (7—2“, —atBE1oiA ) ) (sinh t)*2> .
Se tiene que el comportamiento asintético estd dado por
Qg\a’ﬁ)(t) ~ A=t cuando t — oo. (1.9)

Para \ ¢ Z, es facil ver que Q&“’ﬁ) y Q(,a)iﬁ) son linealmente independientes, con lo

«, . . sz
cual ¢E\ # e escribe como combinacién de las dos:

(1) = (=N QA (t) + c(N)Q(1) (1.10)
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donde .
27 PEN) Do+ 1)

c(A) = c(A)a,B) = F(i)\;'y)l—\(i)\Jra;ﬁJrl)’ (1.11)

y si ademds ImA < 0, también podemos decir que el comportamiento asintético de
QSE\O"B) cuando t — oo, esta dado por:

(1) ~ e(w) A=, (1.12)






CAPITULO 2

Espacios simétricos de rango uno

1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos la resolvente del operador de Laplace L actuando
en funciones C'*° de un espacio simétrico de curvatura estrictamente negativa.

Sea entonces M = G/K, donde G es un grupo de Lie semisimple de rango
real uno, no compacto y K un subgrupo compacto maximal de G. Cabe senalar
que segun la clasificacién (ver [H2] pdg. 518), hay sélo cuatro tipos de estos espa-
cios, que son los llamados espacios hiperbdlicos; a saber, el espacio hiperbdlico n
dimensional, RH", correspondiente al par (SO(n,1),SO(n)), el espacio hiperbédlico
complejo, CH™, correspondiente al par (SU(n,1),S(U(n) x U(1)), el hiperbdlico cu-
aterniénico, HH™, correspondiente al par (Sp(n,1),Sp(n)) y el hiperbdlico Cayley,
OH (n) correspondiente al tinico grupo de Lie semisimple con algebra de Lie f4.

Sean g, £ las correspondientes algebras de Lie de G y K respectivamente. Tome-
mos g = £+ p una descomposicién de Cartan, a una subdlgebra abeliana maximal
de py G = KAN la correspondiente descomposicion de Iwasawa. Extendemos de
la manera usual a a una subalgebra de Cartan h. = a. + b, de g, donde h~ es una
subdlgebra abeliana maximal de m,, el centralizador de a en ¥, e introducimos un
orden compatible en el espacio dual de a y a+ih~. Sea X+ (A™T) el correspondiente
conjunto de raices positivas del par (g,a) (respectivamente (g.,h.)). En este caso,
como la dimensién de a es uno, existe un elemento o € X1 tal que X7 = {a} en el
caso hiperbdlico real, y ¥+ = {a, %a} en los otros casos. Mas atun,

g ¢ dimg, /o | dimgs
s0(n, 1) s0(n) 0 n—1
su(n,1) | s(U(n) x U(1)) 1 2(n-1)
sp(n,1) sp(n) 3 4(n-1)
fa(—20) 50(9) 7 8

Normalizaciones: Sea p = dimgg, ¢ = dimg,. Sea Hy € a tal que a(Hp) = 1,
y denotemos con a; = exp(tHp), como el rango de G es uno, se tiene que todo
elemento de A es de la forma a; para algtin ¢t € R. Para facilitar la notacién, fijemos
un producto interno (,) multiplo de la forma de Killing, tal que (Ho, Hy) = 1.
Identificaremos también a* con C, via v = za — 2, 0 lo que es lo mismo, v — v(H,).
En particular, p = %2‘1.

Usaremos en G, la medida de Haar normalizada de tal forma que

/ f(g)dg = / f(kvaks)d(t)dky dt dks
G KAtK

donde §(t) = 2P(sinh t/2)P(sinh t).

21
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2. Funciones esféricas y la resolvente

Si 7 es la representacién trivial de K en C, entonces tenemos que una funcién
de tipo 7 es una funcién invariante a derecha por K, y andlogamente se puede ver
que C(G, K,7) ~ C(G//K). Es claro también que M, = {c}, donde o = Id es la
representacion trivial de M.

Sea P = M AN un subgrupo parabélico minimal de GG, llamaremos en este caso
a la serie principal inducida por P, de pardmetros (o,v), la serie principal esférica,
y la denotaremos simplemente con (m,,H,).

Si bien se conoce la clasificacién de las funciones esféricas para el caso de los
espacios simétricos, este caso sirve de modelo para los siguientes, y es por eso que
daremos algunos detalles de las demostraciones.

Comencemos notando que estos espacios simétricos son dos puntos homogéneos,
esto es que dados dos pares de puntos equidistantes, existe una isometria que lleva
un par en el otro. Mas ain estos son todos los espacios dos puntos homogéneos no
compactos (ver [H] pdg. 177), por lo cual, por un resultado de Helgason, L genera
D(G/K) (ver [H] Prop. 4.11 pag. 288). Luego, para encontrar funciones esféricas
basta con buscar autofunciones de C'.

Como motivacién, observemos que si ¢, () = (7(z)v, w) es una entrada ma-
tricial de 7, entonces para X € g es facil ver que

Xcv,w(g) = <W(9)7T(X)an> = CW(X)W,UJ(Q)

y también vale para X € U(g). Si por otro lado tenemos que 7(C) = A, es claro
entonces que 7(C)cy . = Acyw. Més atin es fécil ver que si v es un vector fijo por
K, ¢y € C(G/K) y andlogamente con w. Entonces para encontrar autofunciones
K-biinvariantes, basta tomar entradas matriciales correpondientes a elementos de
VE,

Por ejemplo, en el caso de la serie principal esférica, se tiene que (H*)X = C1,,
donde 1,(nak) = a7 n € N,a € Ak € K (ver [GV] pag. 103), y la accién
del Casimir, segiin (1.1) estd dada por 7,(C) = (12 — p?)Id. Luego, tendriamos que
para cada v € C, ¢, = (w(g)1,,1,), o equivalentemente

¢y(g) = /I( 67(V+p)(H(gilk) dk (2.1)

es una autofuncién de C' biinvariante por K, que ademds satisface ¢, (e) = 1, es decir
que es una funcién esférica. Notemos que la férmula (2.1) es lo que obtenemos en
(1.4) poniendo 7 = 1. En adelante simplificaremos también la notacién , denotando
W) = (v - ).

Este hecho es, para algunos valores de v, un caso particular del siguiente teo-
rema, el cual esta probado en [H] IV, Teor. 1.5 y 3.4.

TEOREMA 2.1. Asumamos que C(G//K) es conmutativo. Sea F # 0 una
funcidn esférica, definida positiva en G, entonces existe una representacion (mw, V')
unitaria , irreducible de G, que es K-esférica, es decir, que contiene elemen-
tos fijos por todo m(K), y tal que F(x) = (e,m(x)e) para cierto vector e € V.
Reciprocamente, si m es una representacion de G unitaria, irreducible y K-esférica,
y e es un vector fijo por w(K), entonces la funcidn F(z) = (e, w(x)e) es una funcion
esférica, definida positiva en G.
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Recordemos que una funcién F' : G +— C continua se dice definida positiva si
dados subconjuntos {z1,...z,} C G, {aq,...a,} C C, se tiene que
n
Z F(z;'2j)as@; > 0.
i,5=1
Estudiaremos ahora el aspecto analitico, para lo cual comenzamos dando al-
gunos hechos sobre la componente radial de C. En lo que sigue, daremos un pro-
cedimiento usual para calcular la componente radial de un operador, introducido
por Harish-Chandra (ver [Wr|, K VIII §4).
Sean X1,..., X}, Xpy1,..., Xptq una base de n tal que X € go28i1<j<p
y Xj € ga parap < j < p+gq,y tal que (X;,0(X;)) = 8, y sea U; una base
ortonormal de m. Tomemos entonces
X; +0(X;) . X; —0(X;)

Y=
2 2

Notemos que Z; € ENmt e V; € pnat y ademds es facil ver que, (Z;,Z;) =
(Y;,Y;) = 0, , con lo cual obtenemos que

Z; = (2.2)

P p+q
C—H - Cot VP S 22
j=0 Jj=p+1

Fijemos por un momento H € a y sea a; = exp(tH ), tenemos entonces que
Ad(a_4)Z; = cosh (t%(H)) Z; —sinh (t$(H)) Y; sij<p,
Ad(a_;)Z; = cosh (ta(H)) Z; —sinh (ta(H)) Y;  sij > p,

o lo que es equivalente,

Y; = coth (t3(H)) Z; —sinh (tSa(H)) " Ad(a_1)Z; sij<p,
(2.3)
Y; = coth (ta(H)) Z; — sinh (ta(H)) ™" Ad(a_;)Z; sij > p.
Como esto es independiente de la eleccién de H, tomemos H = Hy. Por otro
lado, para f € C*>°(G//K) es facil ver, que para todo j, Z; f(a;) = 0, y més aln,
como

Ad(a—¢)Z;f(ar) = %lt:of(exp(th)at), (2.4)

se tiene que Ad(a—_;)Z; f(a;) = 0. Tenemos entonces que
2

Cflar) = {;;2 + %(p coth(¢/2) + 2¢ coth(t))jt} faz) (2.5)

Nota 2.2. Es importante notar que (2.3) es independiente de la eleccién del
multiplo de (X; £ 6(X;)) que se toma en (2.2) y esta eleccién se hace de acuerdo al
(,) elegido.

Nota 2.3. La diferencia entre (2.5) y la férmula de la componente radial de C
en [GV] o [MW] se debe a que nuestra parametrizacién de a* es diferente.

Esto nos lleva a que podemos ver las funciones esféricas como soluciones de la
siguiente ecuacién diferencial:

2
{5+ ploeom2) + 20cotm0) § 20N e =0 20
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Como 2coth 2t = coth ¢ + tanh ¢, esta es una ecuacién de Jacobi, de pardmetros

A =2iv, a = L;_l vy 3= ‘15—1 (con lo cual v = %2‘1 = 2p). Es decir que si ¢,

ptg—1 g—1
es una funcioén esférica en G, entonces ¢, (a;) = ¢5;,,> > (t/2). Es decir que por
(1.7) tenemos que

pu(ar) =2 F1 (p+ v, p— v, n/2, —sinh(t/2)?). (2.7)
De la misma forma obtenemos que el comportamiento asintético de ¢, (ay),
para Re(v) > 0 cuando t — oo, estd dado por

- t(v—p) _ 27200 (n/2)r(2v)
wu(a) ~c(v)e , donde c¢(v) T ATt ) (2.8)

Notemos que segtin la notacién del capitulo 2, sec. (5) estamos tomando ¢(—v).

En este caso ¢(v) coincide con la c-funcién de Harish-Chandra, y u(z) =
(c(z)e(—2)) " es la medida de Plancherel.

Mostraremos ahora la relacién entre las funciones esféricas y la resolvente. Para
ello, comencemos introduciendo alguna notacién.

Dados be Ry 0 > 0,sea Spp={v:Rev>0b,[v+j]>0 Vje-N:b<j}
Esto es, Sp9 = {v : Rev > b},sib >0, ysi b <0 Spp es un semiplano al que le
faltan los discos de radio 6 centrados en —1, —2, ..., —b.

TEOREMA 2.4. Siv € C, 2v ¢ —N, eziste una funcion Q, € C*(G — K//K)
con las siguientes propiedades

(a) (C—=A¥)Q, =0. Sivé¢ —iIN, Q, es una funcién holomorfa, y si v €
%N, Q. tiene a lo sumo un polo simple. Mds aun, dadosb € R, 6, t, >0,
existe K = K(b,0,t,) tal que |Q,(a)| < K para todo t > t,, v € Spg.

(b) @ular) = c(v)Q-v(ar) + c(—v)Qu(ar)

(c) Cuando t — 0, Q,(a;) ~ d(v)t~P~9% | logt|%+a1  con d(v) una funcién
meromorfa en C, que es holomorfa si 2v ¢ —N. Mds ain, si v € C\ =N,
entonces Q,(g) estd en L%OC(G), y si Rev > p, Q,1(9) € LY(G).

(@) T 5(1) £ Qu(1) = ~2e().
(e) Si f e CX(G/K) y2v ¢ —N entonces

LLQAf%MC—A@ﬂﬁ@My=—%dWﬂ@- (2.9

PRUEBA. Buscamos una solucién de (2.6) de la forma
e .
Q. (a;) = Zaj(y)e*(l/JrﬁJrJ)t.
3=0

. 1+€—2r

Al sustituir en (2.6) usando que coth(r) = {=5—, se obtiene que

D o+ 2v 420+ jlaw)e I + pY (v+p+j+ Dajpa(v)e -

720 jz1
+) G+ 2@+ +2)aj2(v)e 7t = 0.
j=2

Entonces los coeficientes a;(v), deberdn satisfacer la siguiente relacién de recurren-
cia:
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a1(v) = ao(v) f-1(v),
(2.10)
aji2(v) = aj1(v) f;(v) + a;(v)g; (v)

_ vtptjtl _ (2p+5)(2v+2p+7)
donde f;(v) —pm y 9;(v) = W7

Tomemos entonces, para 2v ¢ —N

para j > 0.

Qular) = e TN " a;(v)e ",
§=0

donde ag =1y a;(v) estdn dadas por (2.10).
Estudiaremos ahora la convergencia de esta serie. Sib € R 8 >0y v € Spy,

tenemos que:
p 20+ j p 2p+37
(V)] < — 14+ - < — 1+ ——
|5 )|—2j+4< |21/—|—j+2|> 2]+4( (J+2—2k)>

2 ] 20— 2 2 ] 20— 2
19;(0)] < p+‘7<1+ 120 — 2| )g .p+*7(1+.|p)
24 |20 + j + 2| Jj+2 (J+2-2k)

para j + 2 > 2|k|, donde k es el primer entero tal que k < b. Estas estimaciones
implican claramente que dado ¢ > 0 existe jo y M = M(e) tal que |f;(v)] <
&lgi(w)] < 1+e, ifj > jo,|f;(v)] < M,lg;(v)| < M, if j < jo, uniformemente
para v € Sp 9. Usando esta estimaciones y (2.10) podemos ver que para v € Sp g, si
M' = M'(g) = joM7°, entonces

M7 J <Jo
. < .
‘aj(l/” = { ]‘{/(1 + 2€)J—Jo+1 ] > jO

Notemos ahora que esto implica que

(2.11)

|QU(7’)| < e*(Re V+p)tMl jO + Z(l + 2€)l+16*(l+j0)t
1>0

y entonces la serie que define ), converge absoluta y uniformemente para v € Sp ¢
y t > t,, para cada t, > 0. Puesto que t, es arbitrario, @, define una funcién
uniformemente acotada para v, t en esta regién. Con un argumento similar se
puede probar la convergencia uniforme de la serie de las derivadas, en cada regién
Sp, t > t,, y por lo tanto ), es una funcién suave.

Por el comportamiento asintético cuando ¢ +— 400, se sigue que si 2v ¢
Z, Q.(a),Q—,(ay), forman un sistema fundamental de soluciones de (2.6). Escri-
biendo ¢, en término de @, y Q_,, se puede ver la ecuacién funcional (b) como
en [MW] (ver [IMW], pag. 671).

Para probar (c), observemos que la ecuacién (2.6) tiene un punto singular re-
gular en t = 0 y la correspondiente ecuacién indicial es s(s — 1) + (p + q)s = 0,
con rafces s =0y s =1 —p—q. La solucién asociada a s = 0 (y por lo tanto
continua en t = 0) es ¢, (a;). Si p+q > 1, como @, y ¢, son soluciones linealmente
independientes (si 2v ¢ —N), se sabe que existe una funcién v, (t) holomorfa en
t =0 tal que

Qu(ar) = at' P 9(t) + blog(t) gy (ar) + clog(t)py (ar). (2.12)
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Tenemos entonces que tlir&@,,(at)rp*q*l := d(v) existe. M4ds ain, como @, es
una funcién meromorfa, también lo es d(v). Anédlogamente, si p+q =1, Q. (at) ~
d(v)logt cuando t — 0F. Entonces, se sigue (c).

Observemos ahora que el limite del lado izquierdo de (d) existe para cada v para
el cual @, este definida (ver (2.12)), y define por lo tanto una funcién meromorfa
de v.

Con la idea de dar el valor explicito de esta funcién, comencemos notando que
en G — K se tiene que

(Cpu) Qv — 90 (CQy) .
Por lo tanto
0 =6"2(t) (Cou(ar) 82 ()Qu (ar) = 6" (8) 2 (ar) 82 () CQu (ar).-
Por otro lado, se puede ver que para h € C*°(G//K)

5(t)'/*Chlas) = %5“2%(%) +6(t)?n(t)h(ar) (2.13)

Donde n = W)i%‘”é (ver [MW] pég. 673). Entonces, tenemos que

0= g1 (5 (60120100 5021 00) = 801 ot (30 2Qular) )
con lo cual, la funcién
& (56 0(00)) 6(0)7Qu ar) — 5(0) 2 plan)- 5 (5(0)72Qu (a0))

es constante como funcién de ¢. Usando (c), se puede ver que

r(v,t) =

d
lion (v, 1) = Jim 5(¢) % (Qu(a)

Podemos obtener este valor entonces (como funcién de v), calculando el limite de
r(v,t) cuando t tiende a co. Para ello notemos que si Rev > 0

61/2(t)Q,,(at) ~ e—ut) i 00
(2.14)
51/2(t)<py(at) ~ c(v)e?, t — 0o
y entonces

lim r(v,t) = —2ve(v),

t—o00

con lo cual hemos probado (d).
Para ver (e) asumamos que x = e. Tenemos que si f € C(G/K)

/G Qu(1)(C — X)) () duly)
= / Qu(klath)(O — )\(V)I)f(klatkg)§(t)dt dkq dko
KA+TK

_ / " Qua)8()(C — ) F(ar) dt,
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donde f(a;) = [, f 5 f(kai)dk. Entonces, usando (2.13), tenemos que el lado derecho
de lo de arriba es igual a
ooﬁ S(OY2F 5(4)1/2 1/2F
5 (0(0) 77 F(ar) ) 6(8) " 7Qu(ar) = 6(t) /" f(ar)
0 dr

2

12

SY

(5(t)1/2QV(at)) dt

&

_ / w% th (560/2F(a)) 510/ Quar) - 6@)1/2?(%)% (6<t>1/2Qu<at>)] dt

= 2we(v)f(e),

usando (¢) y (d), como querfamos demostrar. O

Nota 2.5. La funcién @, (a;) se puede expresar en términos de una funcién
hipergeométrica. En efecto, si A = i2v ¢ —i, —2i, ...., o equivalentemente si 2v ¢
—N, tenemos que (1.8) define una solucién de (2.6), Q,, linealmente independiente
de ¢, dada por

~ 2
Q. (t) = (2cosh t/2)~(+r) ,7y (p + v, % +v,1+ v, (cosh t/2)_2) .

M4s aun, por (1.9), el comportamiento asintético de Q,, estd dado por
Qu(t) ~ e~ (rHr)t cuando t +— 00,

y por lo tanto, tenemos que Q,(t) = Q,(a;). De esta forma, la afirmacién (b) es
un caso particular de (1.10).

Nota 2.6. Los coeficientes pueden darse explicitamente en el caso del espacio
hiperbdlico real, gracias a que en ese caso p = 0. De hecho, a partir de (2.10) es
facil ver que si p = 0, ag;j41 = 0 V5. Si definimos entonces c¢; = ag;, para j > 0, y
co := 1, se tiene que para j > 1:

_ ()i vtp);
ci(v) = ITROESI (2.15)

3. Residuos del nucleo

Sea R(A(v)) el operador a ntcleo con nicleo K, (z,y) = QQI(/f(V)y) y sea

R(A\(v)) la resolvente de C' actuando en L*(G/K). La condicién (e) del Teorema

2.4 dice que es una solucién fundamental del opcrador (C — A(v)Id), para

~2we()
Ty bara 2v ¢ N, que
es también una solucién fundamental. Esto no es una contradiccién, porque la
diferencia es igual a %V(”), que como distribucién se anula en (C' — A(v)Id)f, con
f € CZ(G/K).

Si se mira la resolvente hay que considerar funciones en L?(G/K), y en este
caso s6lo se tiene que R(A(v)) coinciden con R(A(v)) para Rev > p, pues para esos
valores de v, Q, € L1(G) (ver Teor. 2.4 (c)). Andlogamente R(A\(v)) coinciden con
R(A\(—v)) sélo para Rev < —p.

En el siguiente teorema, daremos una descripciéon de las singularidades de

R(A(v)).

2v ¢ —N. Notar que podriamos haber considerado
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TEOREMA 2.7. Si p y q son ambos pares, (R)(A(v)) es un funcién entera.
En cualquier otro caso, tiene polos simples, que se encuentran en v = vy, donde
v = —p—k para k € Ny.

PRUEBA. Los posibles polos de K, (z,y) estdn en —3N o en un cero de c(v).
Usando la férmula (2.8) se puede ver que ¢(v) no tiene ceros en C, si p y ¢ son ambos
pares. En los otros casos, g es impar y ¢(v) tiene ceros simples en vy = —p — k,
para todo k € NU {0}, y posiblemente polos simples en v € f%N.

Como v = 0 es un polo simple de ¢(v), y v — @, es holomorfa en 0, % es
holomorfa en v = 0.

Por otro lado, ¢(—v) y @Q_, son holomorfas y no nulas en R<% y ¢, es una
funcién entera que a demds cumple ¢, (1) = 1. Luego, la parte (b) del Teorema
(2.4) implica que un polo de @, debe ser compensado con un polo de ¢(v) y que
un cero de ¢(v) no puede ser un cero de @,.

Por lo tanto, —9v _ tiene un polo en v si y sélo si v es un cero de ¢(v), es

2ve(v)
decir, v = vy = —p — k, k € NU {0}. También sabemos que QVQC(:”V) es analitica
en v = v, y entonces, si f € CX°(G/K) usando la parte (b) del Teorema 2.4,
7252(”) = 2£(*_”V) — ”(;)f”. Tenemos asi que
7 P\Vg .
T, (f) = Res,—, RAW() = -2 515, (216)

2Ty

Aqui, p(v) denota la parte polinomial de la medida de Plancherel (ver Cap. IV, sec
10).
O

Con respecto a los residuos, tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.8. Sea M = G/K un espacio simélrico de tipo no compacto de
rango real uno, y sea vy = —p — k con k € NU {0}. FEntonces si & es la raiz real
de G, Im(T,,) es un g.-mddulo irreducible de peso mdzimo ké.

PRUEBA. Por un resultado de Helgason (ver [H], Ch. V, Teorema 4.1), las
representaciones K-esféricas de dimension finita de G pueden ser caracterizadas
como las representaciones de g. de peso méximo A € b tal que : Ay~ =0y
(A, M) /(X N) € Z20, para cualquier A € . Como en nuestro caso %+ = {a, a/2}
or {a}, esto equivale a que A, = kd, donde k € Z>°, y & es la raiz real. Denotare-
mos con Vig el g.-moédulo de peso maximo ka.

Probaremos que 1,, genera un (g, K)-submoédulo de H”* de dimensién finita,
V., isomorfo a Vig.

Sea P el dlgebra de Lie de P, entonces en la notacién del Lemma 3.8.2 en [W2],
tenemos que

Homg’K(Vk&,H”’“) ~ Homp’M(Vk&/nd&,Cyk) (217)

donde C,, denota el M AN-médulo C, con M N actuando trivialmente, y a € A
actuando por multiplicacién por a(*++P)® Para probar esto basta con mostrar que
existe un (P, M)-morfismo no trivial f : Vis/nVis — C,,. Denotemos con A, el
peso minimo de Vi, y por v, al correspondiente vector de peso minimo. Entonces
A, = S0/, s, el elemento largo del grupo de Weyl de (g, ). Como A’ = —s,A
es el peso mdximo de la representacion dual de Vig, que también K-esférica, A’
satisface la condiciones del teorema de Helgason. Esto implica que s,Ajp- =0y
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SoAja = —ka. Argumentando como en la prueba del Theorem 4.1, Ch.V en [H], se
puede ver que wa(M)v, = v,.

Como s,A |y~ = 0, se sigue que V = Cv, ® (n@®@m)V. Ahora podemos definir el
(P, M)-morfismo f: V/nV — C, tal que f : [v,] — 1 donde [v,] estd en la clase de
v,y f =0en mV. Por lo tanto por (2.17), existe un G-morfismo no nulo de Vj4
sobre un subespacio V,,, de H"*, que debe contener a 1,,.

Por otro lado, si f € C°(G/K) y x € G, por (2.16), se tiene que:

T, (f)(l’) =pi [ * Pu,, (3?) = Dk <7T(.’17_1) ﬂ.(f)ll’k’ 1Vk>

donde py, = —1;(—';’3 # 0, para todo k.
Por la irreducibilidad, cuando f varfa, w(f)1,, lena V,, =~ Vi,. Luego, la
imagen de T,, coincide con la la imagen del G-morfismo Ty : V,, — C*(G/K)

dado por Ty (v)(x) = (7, (™) v, 1,), parav € V,,, . O

PROPOSICION 2.9. La dimensién de la imagen del residuo de R(A(v)) en v = vy,
estd dada por

k+2+4+q—1\ (k+22=1\ 2k +2 o j
dijesV_Vk—( +2+q >< + 2 >_’_2—|_q H J

k k B+q

PRUEBA. En cada caso usaremos la féormula de la dimensién de Weyl para
calcular la dimensién del g.-mdédulo Vig. Las raices reales & pueden leerse del
diagrama de Satake de g. Estén dadas, para cada grupo de rango real uno en [Mt].
Usaremos para lo que sigue la notacién de [Mt].

(i) g = so(n,1), (n par). En este caso, la raiz real es @ = €1, el primer peso
fundamental. El correspondiente g.-médulo Vi5 es isomorfo a la representacion de
G en Hy, el espacio de los polinomios homogéneos armonicos de grado k en n + 1

i i H sz —2)1(2 -1
variables, que tiene dimensién (ktn—2)!2k+n—1)
’ El(n—1)!

(ii) g = su(n,1). Aqui, la raiz real es & = €, — €41, donde A} = €1 + ... +
€, 1 < j < n son los pesos fundamentales. Las raices positivas son ¢; —¢;, 1 < jy
n+1

2p = Z(n —2j 4 2)¢;. Luego,

Jj=1

. < k(eg —e€ + p, € —€;
dim(Via) =[] (1<n+€1.)_f> i)
1<i<j<n+1 P, € J
I k+j—1 11 k+n+1l—i2k+n  (k+n—-1\>2k+n
j—1 n+1—1 n k n

2<j<n 2<i<n

(ili) g = sp(n,1). En este caso, & = € + €. Las raices positivas son €; + €;, 1 <
n+1

1<j<n4+1,y2¢, 1<i<n-+1. También, p= Z(n + 2 — j)e;. Entonces, por

j=1
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la férmula de Weyl

2 n+l . . . .
HH2TL+4_]_Z+I€J—Z+/€ 2n+1+42k n+k n+k+1

dim(de) 2n—|—4—j—i : j—i 2n+1 " n " ntl

i=1j=3

(2n+k—1)2 on+k  2n+2k+1
k (2n+1)(2n) " k+1

(iv) g = f4. La raiz real es @ = \y (= €1), el cuarto peso fundamental. Las raices
positivas son €;, e;%e;, 1 <i<j <4, %(61:&62:|:€3:|:64) y 2p = 11e1+5ea+3€3+€4.
Usando la férmula, obtenemos en este caso:

i=10 . j=T .
. 2% + 117 k+ k+j
dim(Vig) = H H S H L

j=1 J j=4 J



CAPITULO 3

Espacios de Damek-Ricci

1. Introduccion

En este capitulo, estudiamos el caso de los espacios de Damek-Ricci, que si bien
son una generalizacién de los espacios simétricos de rango uno, el tratamiento debe
ser diferente. Los resultados de este capitulo se pueden encontrar en [MW]].

Sea n un &lgebra de Lie dos pasos nilpotente munida de un producto interno
(, ), y consideremos la descomposicién ortogonal n = 3®v, donde 3 es el centro de n.
Si n es abeliano usaremos la convencién de que v =0y n = 3. Sea J : 3 — End(v)
definido por

(J,X,Y)=(Z,[X,Y]), a,ye€v,Z€c}; (3.1)

(notemos que una tal J, es anti-simétrica). Decimos que n es un algebra de tipo H
si para todo Zy,Zs € 3

Iz Iz + Jzy 0z, = —2( 21, Zs) (3.2)

El correspondiente grupo de tipo H es el grupo de Lie simplemente conexo N
con algebra de Lie n, munido de la métrica invariante a izquierda inducida por el
producto interno (, ) fijado en n.

Consideramos la extensién soluble, S = AN, o sea, el producto semidirecto
de A=R*T y N, donde cada t € A actia en N por la siguiente regla: ¢.(z,2) —
(t%x,tz). Si sy a son las dlgebras de Lie de S y A respectivamente, entonces
s =a@®n, ya=RH, donde ad H es la derivacién de n tal que ad H|, = %I
y ad H|; = I. En s tomamos el producto interno que extiende al de n y tal que
|H|| = 1, y (H,n) = 0, el cual nos define en S una métrica riemanniana. Sea
q = dim 3, p = dimv, entonces si n = dims, n = p+ g + 1. Definimos ahora @, la
dimensién homogénea de S como Q) = %(p + 2¢q).

Usando las coordenadas de v @ 3 ® R™T, el producto en S puede ser expresado
como

1
(X, Z,a)(X',Z',d)= (X +a* X', Z+aZ + §a% (X, X'],ad)
El elemento de volumen de la métrica inducida en S es la medida de Haar
dm = a~ 9 YdXdZda.

Sea GG un grupo de Lie semisimple, no compacto, de rango real uno y K un
subgrupo compacto maximal. Sea G = K AN la descomposicién de Iwasawa, en-
tonces N es un grupo de tipo H y S = NA ~ G/K es un grupo de Lie soluble de
la clase introducida arriba. De hecho, como n = g,/2 ® ga, tenemos que g, = 3,
gaj2 =0,y a =RH,. Sien S = NA usamos la métrica G-invariante inducida por
2(p+4q)~'B (B la forma de Killing de g) entonces S es isométrico a un espacio de
Damek-Ricci. Notemos que, debido a nuestra convencién, si n es abeliano, p = 0,

31
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y ¢ = dimn. En este caso se tiene que ) = 2p. Como en el caso simétrico, estos
espacios tienen una realizacién en el disco unidad en s :

B(s) = {(X, Z,u) : | X* +|Z]* +u® < 1}

Concretamente, via la funcién H(X, Z,a) — (X, Z,a+ 1| X|?), podemos identificar
S con

1
D={(X,Z,t)€s : t> Z|X\2}.

Notemos que D es un dominio de Siegel en el caso simétrico hermitico. Se tiene la
transformanda de Cayley generalizada C : B(s) — D (ver [DR] pag. 229), definida
por

C(X,Z,t) = (21 —t+Jz)X,22,1-¢*—|Z]*).

1
1—)112P
Su inversa estd dada por

1/~ 7l gt 1 / / 12 2
CHXZ) = T ((1+t I X', 22", —1+ % — |z] )
Es claro que C' = C~'H lleva e = (0,0,1) al centro de B(s), y por lo tanto induce
allf una estructura riemanniana. Por otra parte, a cada elemento de S, (X, Z,a)
le asignamos el subgrupo Sy de S generado por X, JzX y a. Esta resulta ser una
subvariedad totalmente geodésica de S y la restriccién de C~1 a H(Sp) coincide
con la transformada de Cayley usual de CH? (ver [DR], Seccién 4). Luego, las
geodésicas de B(s) que pasan por el origen son los radios y la distancia (geodésica)
de un punto p = (X, Z,u) al origen es una funcién del radio p, dada por r =

d(p,0) = logij?‘, donde habria que notar que 72 = | X|? + |Z|?> + u%. De esto se
desprende que p = |p| = tanh(r/2), donde p = C(p), si p € S. Ademds, como
4a

(T+a+ JXPP +12P

C(X, Z,a)? =1 -

tenemos que

r\ 2 4a
cosh (7> = . 3.3
2 (I+a+ X122+ |22 (3.3)

En cuanto a la imagen de la medida de Haar en S via C1, se tiene que
dV =2"(1 — p?)~ 9 " dpdo = J(r)drdo
donde y J(r) = 2P sinh(r/2)P sinh(r)?. Notemos que si S es simétrico, J = 4.

2. Funciones esféricas y la resolvente

Los espacios de Damek-Ricci son muy similares a los espacios simétricos de cur-
vatura negativa, en particular, son espacios arménicos. En S tenemos el operador
de radializacién 7 que corresponde al operador de radializacién canénico en el disco
unidad en s (ver [DR] pag. 230). Si f € C°(S), p€ Sy p = C(p) entonces

o) = [ Fllale)as

donde f:=7fo 0717 En el caso simétrico, si f € C°(NA), entonces 7 f(zx) =
fK f(kx)dk, donde f denota la extensién por K-invariancia de f a G.
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Si {Z;}, {V;} son bases ortonormales de 3 y v respectivamente, el operador de
Laplace-Beltrami estd dado por (ver [D] Teor. 2.1)

L=Y Z;+Y Vi+H - QH
@ J

Como L es autoadjunto y S es una variedad armoénica, L conmuta con 7. De hecho,
se puede ver que L genera el dlgebra de los operadores diferenciales en S invariantes
a izquierda que conmutan con 7 (ver [DR], Teor. 5.2, [R] §6).

Si f es una funcién radial en S — {e}, denotaremos f(r) = f(z), si r = d(x,e).
La accion de L en funciones radiales estd dada por

d? 1 d
L = — - h(r/2) + 2 h(r))— . 4
J(r) = 2 (1) + 5 (peoth(r/2) + 2g coth(r) - f (r) (3.49)
En este caso, una funcion esférica estd definida como:

DEFINICION 3.1. Una funcién esférica 1) en S es una autofuncién radial de L
tal que ¢(e) =1

Esto generaliza la nocién que se tiene en el caso simétrico, y se tiene la siguiente
caracterizacién ([DR]).

PROPOSICION 3.2. Para cadav € C, la funcién ¢, = m(a*+t2/2) es una funcién
esférica de autovalor \(v) = v? — Q?/4. Mds atin, toda funcion esférica en S es de
esta forma. Ademds, ¢, = ¢_,, para cada v € C.

Notemos por otro lado que de acuerdo a lo anterior, podemos también caracteri-
zar a las funciones esféricas como las soluciones de la siguiente ecuacién diferencial:

d? 1 d
Wf(r) + i(p coth(r/2) + 2q coth(r))%f(r) —Av)f(r) =0, (3.5)
que es la misma ecuacién que teniamos en el caso simétrico, y por lo tanto tenemos
que
ou(r) =2 F} (Q/2 +v,Q/2—v, g, —sinh(r/2)2) . (3.6)
En este caso el comportamiento asintético para Re(v) > 0 cuando t — oo, esta
dado por

r(v—% 272+ 3)1(n/2)0 (2v
6, (r) ~ c(v) "= %), donde c(v) = r(wé)r(@i%) ).

La medida de Plancherel, u(v) = (¢(v)c(—v))~1, se puede expresar como
p(v) = cop(v)D(v),
donde ¢, es una constante y p(v) es el polinomio dado por:

i1 $-1
IT 2+ @i+ 02/4) T (-7 + (5°/4)) q. % par.
j=0 3=0
p/4
(= + %)% q=1,% impar.
=1
b
- (f ((2] +1) /4 H 2+ 2] + 1) /4)) v, qimpar, § par.

=0 7=0

j=
D(v) es igual a 1, cot(nv), y tan(wv) respectivamente (ver [ADY]).
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Nota 3.3. Notemos que p es siempre par, dado que v es un Cl(3)-médulo, donde
Cl(3) es el médulo de Clifford asociado a 3. Sip=0, X ~ HIT!, G ~SO(q+1,1)
y en este caso D(v) es igual a 1 o tan(nv) dependiendo si ¢ es par o impar.

Con todo esto, el Teorema 2.4 se generaliza naturalmente:

TEOREMA 3.4. Siv € C, 2v ¢ —N, entonces existe una funcion radial Q, €
C>(S — {e}) con las siguientes propiedades

(a) (L—A(v))Qy, =0. Para cada s € S, Q,(s) es una funcion holomorfa si
v¢ —%N ysive %N, Q. (s) tiene a lo sumo un polo simple.

(b) ¢v =c(v)Q-p + c(—1)Qy

(¢) Cuando r +— 0, Q,(r) ~ d(v)r P~ logr|®+a1 para alguna funcion
meromorfa d(v) en C que es holomorfa si 2v ¢ —N.

(@) lim J(r) 500 () = ~2ve(v).
(e) Si feCx(9) y2v¢ —N entonces

/SQV(x_ly)(L — AN f(y)dy = —2ve(v)f (). (3.7)

PRUEBA. Dado que las funciones esféricas en este caso estdn en correspondencia
con las soluciones de la misma ecuacion diferencial que en el caso simétrico, es claro
que todas las pruebas que se basan en el estudio de soluciones de esa ecuacién, se
generalizan en forma natural. Sélo daremos entonces, la prueba de (e), que es la
mas especifica.

De la misma manera que en el caso anterior, podemos asumir que x = e, y
tenemos entonces que para cada f € C°(5)

[emE-rwnswa [ | Qo) (L — X)) f(r0) T (r)drdo
S o0BJO

— /OOCQ,,(T)J(T)(L — AW))f(r)dr

Notemos ahora, que si h es una funcién radial en S,

d2
J(r)2Lh(r) = 25 T2 (r)h(r) + T (r) ! 2(r)h(r),
r
. (J/)Z—QJ”J ) .
donde n = 75— . Entonces el lado derecho de lo de arriba es igual a

/Ooo;i (J) 221 (1)) T)2Qu(r) - J(r)l/wa(r)j—; (70)2Qu(r) ) dr

_ / o4 LZ(J(r)l/wa(r))J(r)l/ZQu(r) - J(r>1/2wf<r>jr(J(r)lﬂcm))} dr

= “2wev)f(e)

donde hemos usado (c) y (d). O
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3. Residuos del nucleo

Como en el caso anterior, tomamos R(A(v)) el operador a niicleo de niicleo
-1 ~
K,(z,y) = —%(V)y). Por el Teorema 3.4, si Rev > Q/2, entonces R(A(v)) =
R(A(v)).

TEOREMA 3.5. Si p, q¢ son ambos pares, entonces R(A(v)) es una funcidn en-
tera. En cualquier otro caso, R(A(v) tiene polos simples en v, = —Q/2 — k
con k € NU {0}. Siv = v, sea T, (f) := Res,—,, R(A())(f). Entonces
T,.(f) = ) ' p(ve) f * b, y Ty, es un operador de rango finito para cada
valor de k.

PRUEBA. Usando el mismo argumento que para el caso simétrico, podemos ver
que 526 tiene un polo en v si y sélo si v es un cero de ¢(v), es decir, v = v, =

—Q/2 -k, k e NU {0}. Andlogamente, por la parte (b) del Teorema 3.4 se tiene
que
p(vk)

Tou (f) = Resyms RAW)(S) = 502 * dun (3.8)

El céalculo de la dimensién es bastante mas claro en este caso, puesto que de la
ecuacion (3.6) y de la férmula para cosh(f) dada en 3.3, obtenemos que

(@/2=v)(Q/2-+ v}y [(a+ HIXPY 4 |2
6u(X,Z,a) = (3.9)
= il (n/2); 4a
i—1
donde ( Hu +1, u € C. Por lo cual, para v, = —Q/2 — k los coeficientes
1=0

de la expansién (3.9) son cero para i > k + 1, . Fijemos {V;} y {W;}, una base
P q

ortonormal de v y 3 respectivamente, y escribamos X = inVi y 4 = szW
i=1 j=1

Si I = (ir,...,ip), J = (j1,.-1Jg), sea XT =T, 27 = &', [I| = i y

similarmente para |J|. Sea F} el espacio generado por las funciones de la forma
' X'z e Z,)i| <k, |I|,|J] < 2k.
Es claro que ¢, € Fy. Sit= (Y,U,b) y s = (X, Z,a) € S, entonces

tls = (b—%(X—Y)b (Z-U+ = [XY])b )

S ) SEEII D S ERHIEE ) By SEI R
[

donde [X,Y] = Zinyja W,. De donde, por (3.9) se desprende que ¢,, (t™!s)
es una comb1nac10n hneal de funciones de la forma

al bz X2y e gy T2 (3.10)
conj; € Z, 5| <k, i=1,2y |L|, || <2kparai=1,2.
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Por lo tanto, si f € C>°(S) se sigue que f * ¢, (t) = Js F(8)bu, (t1s)ds es una
combinacién lineal de expresiones de la forma
t - bRy 2y /// f(X,Z,a)a* X*1 7271 = dadX dZ.
3JoJA

de donde resulta que f * ¢,, pertenece a Fj, que es un espacio de dimensién finita,
como queriamos ver. ([



CAPITULO 4

Espacio Hiperbdlico Complejo: K-tipos de
dimensiéon uno

En este capitulo, estudiaremos el caso del Laplaciano actuando en funciones
que transforman de acuerdo a un K-tipo de dimensién uno. Esto puede verse
como generalizacién de lo anterior en el sentido de que una funcién en G/K mirada
como funcién en G seria una funcién que transforma de acuerdo al K-tipo trivial.
Notemos que si K tiene una representacién unidimensional, entonces K tiene centro,
lo cual en el caso de rango real de G uno, nos restringe al par G = SU(n, 1), K =
S(U(n) x U(1)).

Consideremos entonces G = SU(n,1) con n > 1 (el caso de G = SU(1,1) serd
tratado por separado). El dlgebras de Lie de G esta dada por g = {X € sl(n+1,C) :
XJ+JX' =0}, donde J = [§ Igd é}

Sea g = €+ p la descomposicién de Cartan de g asociada a la involucién de
Cartan 6(X) = X'. Entonces

E{{g 2]:a€u(n),tr(a)+y0} v p{[l?t g]:beC"}.

. 001 . . . .
Si tomamos Hy = [? 0 8} , es facil ver que a = RH( es una subalgebra abeliana

maximal de p y que 3 =R [ %OI fi} es el centro de £. Se tiene también que & = €, +3,

donde £; = [€, €] es la parte semisimple de €. Sea M el centralizador de A en K, o
sea que para n > 1 tenemos que

e 0 0 )
M = 0 U 0 |:UecUmn-1),det(U)e* =1
0 0 e

Si t es el conjunto de matrices diagonales de ¥, entonces t es una subalgebra de
Cartan de £ y también de g. El correspondiente sistema de raices es

A={y,;=€—¢ 1 1<i#j<n+1}

donde ¢;(Diag(h1, ..., nt1)) = h;. Elegimos un orden en el espacio dual de it tal
que las raices positivas sean AT = {,; : i > j}. Denotemos con A,y A,
respectivamente, al subconjunto de raices compactas y no compactas de A. Sea B
un miltiplo de la forma de Killing tal que B(Hy, Hyp) = 1, y para vy € t} tomemos
H, € t de forma tal que v(H) = B(H, Hy) para cualquier H € t. Sea

= RH71,7L+1’ y th = {H et 71,n+1(H) = O}

Como {71 n+1} es una base de A,,, se tiene que t =t~ & tT, y se sabe que existe un
automorfismo de g. que lleva it~ biyectivamente en a fijando t* (ver [S] pdg. 281).

37
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Por lo tanto, h = t™ + a es otra subalgebra de Cartan de g, pero que contiene a a.
Explicitamente, se tiene que

iup 0 0 t n
Zuj + 2U1 = O
: 2

h=< H= 0 -0 0
0 0 iu, O
t 0 0 iw t,u; €R

Sea ¢; la funcional en a} definida por
e1(H) =iuy +t, enpi(H)=iu —t, y ¢;(H) =iu; (1<j<n).
Luego, con el orden natural, el correspondiente conjunto de raices positivas es
R+:{041'7j :(61'763'4_1) 01 SZS]Sn}
Denotaremos con ¥ al conjunto de raices restringidas del par (g, a), ordenadas
compatiblemente. Es decir que para n > 1, obtenemos % = {q, %a}, donde « es
la restriccién de aq p41. Los espacios raices asociados vienen dados por
0 t— 0 ~io0i
ga/2={[—w Oww} ;xGC”‘l} y ga=R{0105}-
0

0 tz —io0i

de lo cual se desprende que mq = dimg, =1y mgy 2 = dimg, /e = 2(n — 1).
En lo que sigue, identificaremos a} con C via la correspondencia v = z%a — 2.
En otras palabras, puesto que a(Hp) = 2, estamos identificando v con v(Hy).
Como es usual, sea p € a* dada por p(H) = 1 Z maqa(H). Luego, p es igual
aERT
a n. Recordemos que se tiene la descomposicion G = K Cl(AT)K, donde como
siempre, podemos parametrizar AT = {a; = exp(tHp) : t > 0}.

Denotaremos con K y M el conjunto de representaciones unitarias e irreducibles
de K y M, respectivamente. Para | € Z sea 71; la representacién unidimensional de
K asociada al carécter y; ([8 2]) = y'. Notemos que toda representacién unidimen-
sional de K es de esta forma. Denotemos con o; = 7y|ps. Para cada l € Z, definimos

ma(l) =1=21, myp(l)=2(n—1)+20y p(l) =3 Z mq (). Entonces, por la
aERT

identificacién de arriba p(l) = n —I.

Si 7 es una representacién de K, sea F. el fibrado vectorial sobre G/K asociado
a 7. Identificaremos, como es usual el espacio de las secciones C*° de FE. con el
espacio C°°(G/K;7) de las funciones C* en G tal que f(zk) = 7(k)~!f(z) para
toda z € G, k € K. Denotemos con D; = D;(G/K), el espacio de los operadores
diferenciales invariantes a izquierda en G que dejan invariante C*°(G/K; 7). Note-
mos que para [ = 0, 7; es la representacién trivial de K,y Dy = D(G/K). En este
caso ya vimos que

D(G/K) ~U(g)" /U(g)" nU(¥).

Este resultado fue generalizado ([Dt] pdg. 99) y se tiene que

D(G,K,7) ~U(g)* /U(g)* nU(Z(r))

donde Z(7) es el niicleo de 7 como representacién de U (#).
Para el caso de dimT = 1, es facil ver que U(Z(7)) = {X + 7(X)I : X € 3},
con lo cual se tiene el siguiente isomorfismo (ver [Sh]):
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Dy~ U(g)* u(g)™ nU(g)t:.

Notemos que como el centro de U(g), 3, esta contenido en U(g)¥, el Casimir
es siempre un elemento de D(G, K, 7).

1. Funciones esféricas y la resolvente

Una funcién compleja f en G se dice 7j-radial si
f(k1xks) = 7(ky) "  f(2)7(k2) ™t para todo g € G, ki, ks € K.

Denotaremos con C/°(G) al espacio de las funciones C* 7-radiales en G.

Sea f~ larestriccién a AT de una funcién f € CP°(G). Notemos que gracias a la
descomposicién polar G = K Cl(A1) K, se sigue que f € C/°(G) estd univocamente
determinada por f~. Para D € U(g), denotaremos con A;(D) la componente 7;-
radial, es decir, A;(D) esta definido como el operador diferencial en AT que satisface
la siguiente relacion:

(Df)” =2u(D)(f7) Vel (@).

Aplicando las técnicas que ya hemos introducido en los otros casos, daremos ahora

una férmula para la componente radial de C' en este caso. Sea Xi,...,Xo(,—1)
y Xo una base de go/2 ¥ ga Tespectivamente, tal que —B(X;,0(X;)) = d;;. Sea
{U1,...,U,}una base ortonormal de m con respecto a —Bjm.

PROPOSICION 4.1. Si f € CP°(G/K) y Cw denota el elemento Casimir de m
con respecto a —B‘m, entonces

d2 d 12
e 71(Cw) + ((2n — 1) coth ¢ + 2 coth 2t)$ — (cosht)2> flay).

MO (e = (
PRUEBA. Como es usual en este contexto, definimos para j =0,...,2(n — 1)

Z;=273(X; +0(X;)), Y;=2"3(X; —0(X;))

Es facil ver que

2(n—1) 2(n—1)
— g2 2 2
C=H—Cut 3 V2= Y 2
Jj=0 Jj=0
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Usando (2.3), podemos ver que para f € C°(G/K)
Cflar) = gz flar) = (Cuw)f(ar) + (2(n — 1) coth ¢ +2coth 2t) 5 f(ar)

2(n—1)

+(sinh )~2 Z 7(Z7) f(ar) + (sinh 26)>7(Z3) f (ar)
j=1

2(n—1)
+(coth £)2 > fla)n(Z7) + (coth 2t)* f(ar)7(Z3)
j=1

2(n—1)

—2(sinh t) 7 (coth ¢) Y 7(Z;) fa)T(Z;)

Jj=1

2(n—1)
—2(sinh 2t)~Y(coth 2t) 7(Zo) f(a¢)1(Zo) — Z Tl(ZJZ)f(at).

§=0
Aqui, hemos usado que a(Hy) = 2, y asi a(log(a)) = 2t.
Por otro lado, tenemos que si X = {Ox tOE (z)] € ga/2, entonces
0 'zo0
X +60(X) = [701”0] .
(X +6(X)) 207000

Por lo tanto, de la definicién de 7;, se deduce que 7;(Z;) =0 paraj =1,...,2(n—1).
-100
También podemos ver que Zy =i [ 990 (1)}, y entonces 7;(Zp) = il. Asi, la ecuacién

de arriba se transforma en

Cf(ar) = & flar) — 1i(Cw) flar) + (2(n — 1) coth ¢ + 2 coth 2t) L f(ay)
—1? ((sinh 2¢)72 4 (coth 2t)® — 2(sinh 2¢) ! coth 2t — 1) f(ay).

’ . 7’ . .7 . p— 2
Notemos que el ultimo término de esta ecuacién es igual a m, con lo cual
obtenemos lo que queriamos demostrar. ([

NoTA 4.2. En el caso de [ = 0, una funcién 7y-radial corresponde a una funcién
K-biinvariante en G, y entonces, la Proposicién 4.1 generaliza la férmula para la
accién de A(C) en este caso (ver [MW] pag. 667).

DEFINICION 4.3. Sil € Z 'y ¢ es una funcién compleja en G continua y 7;-radial,
entonces decimos que ¢ es una funcién 7-esférica si ¢p(e) = 1y D¢ = x(D)¢ para
cada D € Dy, con x(D) € C.

Se tiene la siguiente caracterizacion de una funcién 7j-esférica, dada por Shi-
meno.

PROPOSICION 4.4. [Sh, Prop. 3.3] Paral € Z, g € G y v € a*, definimos

B,.1(g) = / e~ A0 1 (kg k) )k
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La funcion ®,; es una funcion m-esférica en G y toda funcion Tj-esférica es de esta
forma, para algin v € a}. Mds ain, ®,; = ®,,; si y solo si existe s en el grupo de
Weyl de G, W, tal que = sv, y v — ®,,(g) es holomorfa para cada g € G, fijo.
Para dar otra caracterizacién de una funcién 7j-esférica, recurrimos a la serie
principal de G. Para ello, tomemos P = M AN un subgrupo parabdlico minimal de
G, v € al yl e Z. Debido a que nos serd necesario distinguir cual es el subgrupo
parabdlico que estamos considerando, recargaremos un poco la notacion, denotando
con (7, Hf{,l') a la serie principal de G inducida por P, de pardmetros (o, v), como
la definimos en el Capitulo 2. Dado que [r; : o;] = 1, por la reciprocidad de

. . 1
Frobenius, 7, aparece en la descomposicién sobre K de Hp”. Entonces, tenemos
que

<7Tl/,l(g)1lj,l7]~l/,l> = fK 1V,l(g_1k)1u,l(k)dk

= [y eI (k= (g ) dk
Es decir que @, _;(g) = (m,1(9)1,4,1,,), y entonces podemos mostrar que la re-
striccién @;l de ®,; a AT satisface la siguiente ecuacién diferencial:

A(O)2,, = x(v, )P,

donde x(v,1) = 2 — p? + 7_1(C) ((1.1) y [K] Prop. 8.22).
Como en el caso de la representacion trivial de K, estas funciones estan rela-
cionadas con funciones hipergeométricas, como veremos a continuacion.

PROPOSICION 4.5. [Sh, Prop. 2.6] Si u(t) = 2cosh(t), tenemos que
u(t)' - (A(C) + p? = 7u(Cm)) - u(t) " = L) + p(1)?
donde L(l) = 4 + ((2n — 1) coth ¢ + (1 — 21) tanh #)-%.

Usando esta proposicién, se puede ver que la funcién 9 (t) = ul(t)q); ,(exp(tHy))
es una funcién suave, par, ¥(0) = 1, y tal que

L)Y = My, D)y, (4.1)
donde \(v,1) = v? — p(I)%. Tenemos entonces que como L(I) — A(v,1) es una
ecuacion de Jacobi de pardmetros a=n—1, = —-ly A =iv,

1 -
n 2—}—1/711 5 V7n,—(sinht)2>

es la unica solucién de esta ecuacién que satisface estas condiciones (ver Cap. I,
sec. IV). Luego, tenemos que
®,, ;(exp tHy) = (2cosh t)_l@('silﬁl)(t).

También se puede ver de 1.8, que para v ¢ —N una segunda solucién de (4.1)
en (0, +00) estd dada por

Y(t) = cﬁEZ’l”” = I (

n—Il+v n+l+v
2 ’ 2

Qui(t) = (2cosh ¢)~ D), py < .1+, (cosh t)2> . (4.2)

Como funcién de v, Q,,J es holomorfa en C\ N, y para v ¢ Z, QVJ y Q_VJ son
linealmente independientes, y podemos escribir

(2cosh t)!®,, ;(exp(tHo)) = (v, 1)Q_p1(t) + c(—v,1)Qu (1), (4.3)
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donde

2n=l=v(n — DIT(v)

r(%ﬂﬂ)r( %ﬂ*l)

Ademas, se tiene que el comportamiento asintético de ®,; para Rev > 0 cuando
t — 00, esta dado por:

(v, l) = (4.4)

@, i (exp(tHyp)) ~ c(v,1) etv=r1) (4.5)

También necesitaremos el siguiente hecho (ver [HO] Prop. 2.2),
512 (A(C) +p?) 7% = iz 4+ 71(Con)

1 . . (4.6)
+ > 13 (D2 = mg (1) — 2mq(1)4 sinh (2t)

a€RT

Con todos estos elementos, podemos adaptar muchos de los argumentos antes
usados para obtener extensiones de los Teoremas 2.4 y 2.7.

TEOREMA 4.6. Siv e C, v ¢ —N, entonces existe una funcion @, € C>(G—
K) con las siguientes propiedades:

(a) A(C)Quy = x(W, D)Qui- Qui(x) es holomorfa para v ¢ —N y si v € =N,
Q.1 () tiene a lo sumo a polo simple.

(b) ¢;l = C(_V’ Z)Q;’l =+ C(”? l)Q:l,’l-

(c) Cuandot — 0, Q, (exp(tHy)) ~ d(v)t=2("=V|logt|%1, para cierta funcién
meromorfa d(v) en C, holomorfa si v ¢ —N. Mds ain, si v € C\ —N,
entonces Q,.1(g) esta en L}OC(G’), y si Rev > p, Qui(9) € L'(G).

(d) limg o+ 6(2) %le(exp(tHo)) = —2vc(v, ).

(e) Si feCxr(G/K, 1) yv ¢ —N entonces

/GQu,z(x’ly)(C = A, DIDf(y)dy = —2vc(v,1) f (). (4.7)

PRUEBA. Sea Q,(kaik’) = m(k)u(t)"'Q,.(t)n(k'). Como notamos antes,
como @Q,,; es una solucién de L(1)g(t) = A(v,1)g(t), Q,; es una solucién de A, (C) f~ =
x(v,1)f~. Es claro de la definicién que Q,,; € C>(G — K), y de la observacién
de arriba, que satisface (a). También se desprende de la definicién, que (b) es
equivalente a (4.3).

La prueba de (c¢), es similar a la del caso de I = 0 (ver Torema 2.4), por lo cual
la omitiremos.

Por otra parte, notemos que (4.2) implica que Q,,,l(t) ~ e~ WteMt cuando
t — o0, y entonces Q,;(exp(tHy)) ~ e~ TPt cuando ¢ + oco. Con esto podemos
probar (d) como en el caso de | = 0.

Para ver (e), notemos primero que si f € C°(G/K, 1), también lo hace L -1 f,
por lo cual es suficiente ver que

/G Qui)(C — M, 1) F(y)dy = —2ve(w, 1) f(e)

El lado izquierdo de esta igualdad es igual a

/0 " Qualan) (€ — A 1)) / (k) f (kar)dk 5() dr.

K
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Si f € C(G/K,m), entonces f'(ar) = [, mi(k)f(kay)dk) es una funcién -radial
en GG. Entonces podemos reemplazar C por su parte radial, y obtener

N /ooo 8% (£)Qu(ar)8% ()AL(C) f(ar) — 5% () AU(C)Qua(ar)8% (£) f' (ar) dt

Usando ahora la radializacién (4.6) y argumentando como en el caso de | = 0,
podemos ver que lo de arriba es igual a

5 (60@uatenple) 5 (a0 - 50 G Quatexple ) 'an) )

Por lo tanto, si miramos el comportamiento asintético cuando t +— 0, y cuando ¢ +—
d
00, obtenemos que la integral de arriba es igual a lim+5(t) an,yl(exp(tHo))fl(e).
t—0

Luego, usando (d) obtenemos lo que querfamos demostrar. ([

2. Residuos del nucleo

Qui(z"'y)
- QLC(V)J - Se

tiene que R(A(v,1)) coincide con la resolvente de C' en A(v, ) actuando en funciones
C¥(G/K, ), pero este operador es la resolvente sélo para Rev > p. En este caso
para las singularidades del nicleo se tiene el siguiente resultado.

Sea R(A(1,1)) el operador a nicleo asociado al nicleo K, ; =

TEOREMA 4.7. R(A(v,1)) tiene polos simples en v = 1/2:71 convy, = —|l|-n—2k,
k € No, yz/,j’l = |l| = n — 2k, para k € Ny tal que |l|] —n —2k > 0. Si v es un polo
y tomamos T, (f) := Res.—, R(\(2,1))(f), entonces T,,(f) = p(v) f + ®, ;.

PRUEBA. Sabemos que @, ;(g) es una funcién entera como funcién de v. Luego,
usando (a) y (b) del Teorema 4.6, se obtiene que, como en los casos anteriores, los
polos de K,,; son precisamente los ceros de ¢(v,1).

Es facil deducir de la férmula (4.4) que los ceros de ¢(v, 1) estén en v = z/ff,l. Por

—v,l

? 2ue(—w,l)
en vi5,. Luego, para f € C°(G/K,n), usando el Teorema 4.6 parte (b), obtenemos
que si v es un polo, entonces

otro lado, si || > n se tiene que |}, < |vy,|, ¥ por lo tanto es analftica

Res,—y R(A(2))(f) =p) f Dy 4,
donde p(v) = Res.—, (c(v,)c(—v,1)71). O

Ahora estudiaremos las imagenes de estos operadores, y para ello, comenzare-
mos introduciendo algunas representaciones de K, para n > 1.

Para p,q € Ny, sea V4, al conjunto de polinomios armdnicos en z € C" de
bigrado (p, ¢), y consideremos la siguiente accién de K en este espacio:

a 0 _
moa (| 60 ]) 56 =tz
Y
PRropPOSICION 4.8. [EK, § 2] Sea 7 un K-tipo que contiene al M-tipo o;. En-
tonces existe p,q € Ny tal que 7 es equivalente a V, 4.

De hecho, si tomamos F), ;(2) = 2Vz1 oF1 (—p, —q, n—1, —(|22|?+...+|2n[?)/|21]?)
entonces Fy, 4 € V, 4, v es fécil ver que 7y o(X)Fp g = 01(X)F, 4 para X € M.
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Sea P la funcién lineal de V), ; en C definida por P(f) = f(1,0,...,0). Como
P € Homp; (Vp,q, Hi), entonces para v € a} y f € V, 4, podemos definir (como en
[W] 8.11.4)

L(p, f7 I/)(g) = e_(y+p)H(g)P(Tl’p’q(K(g)_l)f)'
Es claro que L(p, f,v) € Hﬁ;l’, y mas atn, dado que |7, 4 : ;] = 1, tenemos que f —
L(P, f,v) es un operador de entrelazamiento para la accién de K de V, 4 a H};”. Sea
Vg C Hﬁ;" la imagen de V}, ; por este homomorfismo. Sea A(w,l,v) : H}’;l — H;"’l
el operador de entrelazamiento estdndar, donde w = Diag(—1,—1,1,...,1) € K es
un representante del elemento no trivial de W. En particular, de [EK] § 3, tenemos
que
A(w,l,v)L(P, F, 4,v) = (fl)erqcnyp,q (o1,V)L(P, Fp 4, —V)

donde ¢, ,  (0,v) estd dado por

KT [ (v —n+ 1= 2)) [T (v —n — 1 — 2j)
Cripg (Ulﬂ/ = F(U+ngl+2p)r(lj+n-"2—l+2q)

Siv # 0, sea D), = {(p,q) € N} : ¢, (0o,v) = 0} Si(p,q) € D, es
claro que L(P, Fp 4,v) € Ker A(w,l,v) el cual es un G-mdédulo, y entonces ‘712721 C
Ker A(w,l,v), y méas adn, por la reciprocidad de Frobenius y por la Prop. 4.8
tenemos que

Ker A((w,l,v) = Z Vg
(p,a)eD},
Se puede ver que

Dl—:{(p’Q)ENg : p§k+”7“',q§k+”'%}7

Vi

y de esto se desprende que Ker A(w,l,v, ;) = g Vp.q es un (g, K)-médulo de
(p.q)eD! _
. .7 . . .7 . Vk
dimensién finita, cuya restriccién contiene a 7, = T1,0,0-

Para v = 0, como sabemos que ¢(v,1) tiene un polo, podemos considerar el
operador de entrelazamiento normalizado

B(w,l,v) =T(v) " A(w,1,v);
como ademads F(V)_lcnyp,q (01,v) es holomorfa en v = 0, también tenemos que

Ker B((w,1,0) = Z V.4, donde
(p.a)€D§

Dhy={0) €N : T0) er,,, (01,)),0 =0 |-

Notemos que cuando v = 0 es un polo, entonces |l| — n = 2k, con k € N y se
puede ver que

Dé:{(p,q)ENg:pgk:l_T”,}, sil>0,

Df):{(p,q)GN% : qgk:*l;", }, sil<0.

Es bien sabido que H é;” es equivalente a H%_" y que el operador de entrelaza-
miento es R(w), donde R es la representacién regular a derecha de G. También
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se sabe que si A(P, P,o;,v) denota al entrelazamiento estandar de Hfg,” to H%’”,
entonces A(w,l,v) = R(w)A(P, P,o;,v) (ver [K] Cap. VII §4).

Sea V(u,1) la imagen del residuo de R(A(v,1)) en v = p, v V(, 1)k €l espacio
de vectores K-finitos en V(u,1). Ahora, usando una generalizacién del teorema de
Helgason, podemos describir explicitamente V (u,1) k.

TEOREMA 4.9. Si ju es un polo de R(\(v,1)), entonces V (u,1)x es un (g, K)-
modulo. Estos modulos son de dimension finita solo en el caso de que p = Vil
para k € Ng. Los modulos correspondientes a = 1/;:71 son equivalentes, como
(g, K)-mddulos, a representaciones de serie discreta holomorfa. Mds ain, en el
caso de que j1 = vy y i =0 estos (g, K)-mddulos son isomorfos a Ker A(w,l, v )
y Ker B(w, 1,0) respectivamente.

PRUEBA. Si f € C*(G/K,l)y € G, por el Teorema (4.7) tenemos que:
_ + T _ + -1
T (@) = plvc) [+ @e (2) = plygy) (me (277) e (O, 01 )

Por lo tanto, para v = I/,:::,l, V(v,1)k es isomorfo al (g, K)-médulo generado por
1,1, los cuales describiremos a continuacién.

Primero, daremos una condicién en v, para que 1;, genere un submdédulo de
dimensién finita de Hﬁ;’.”.

Para A € b definimos

mo = AiX) y my =322
1
donde, como en [S] 4.4, X = [ —2-1d ]
1

Si Al¢+ne, = 0, entonces por [S] Prop. 7.1, A es dominante integral si y sélo si
mo y mq son enteros tal que |mo| < my y (—1)™0 = (=1)™1.

Si A = a1 + Y1, a;e;, entonces podemos ver que A|g+pqe, = 0 siy sélo si
as = az = -+ = a, Entonces, si § = > ,&, y A = aja + apf3, tenemos que
mo = —2a9 y m1 = 2a;.

Por otro lado, por [S] Thm. 7.2, A = aja + apf, es peso maximo de una
representacién irreducible de G de dimensién finita, cuya restricciéon contiene el
K-tipo de dimensién uno X, con multiplicidad uno.

Ademas, de la prueba del teorema, se desprende que estas representaciones
son equivalentes a Im A(P, P, 0, 1), que es un subrepresentacion de H%”, donde

p = Ajq + p. Por lo tanto, 1;, genera un G-submédulo de Hﬁ;y de dimensién finita
(con peso maximo A) si y sélo si v = —\, — p, donde A = L3+ (|I| + 2k) <.
Notemos que por nuestra identificacién, v = vy ;, como querfamos demostrar.

Por otro lado, hemos probado que Ker A(w, I, Vg, ;) es un submédulo de H;V’:’l de
dimension finita que contiene a 1 Ly Y también sabemos que H;V’:’l es equivalente
a H%ﬁyk_’l, que tiene un tnico submdédulo irreducible ([K] pag. 273). Entonces, es
claro que el (g, K)-submddulo de H;V'zl generado por 11%;Z es Ker A(w,, v ).

Estudiaremos ahora el caso de v = V]j_l, y para esto empezaremos observando
que para para el caso de rango real uno, [Sh] Teor. 5.1 asegura que si A € af, \ =
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v.%, con v > 0, entonces ® ; pertenece a L*(G/K,7;) si y sélo si

2

(=A = p(1]), @)

o, a) eN (4.8)

En particular, existe A € a} tal que ®) ; € L?(G/K, ) si y sélo si |I| > n. Notemos
que (4.8) dice que —v — (n—|l|) = 2k con k € N, o equivalentemente, v = Z/I:FJ para
algin k. Luego, el (g, K)-médulo generado por 1;, en Hﬁ;” es infinitesimalmente
equivalente a una representacion de serie dicreta si y sélo si v = 1/,: !

Ademds, en [Sh] Teor. 5.10 se prueba que en realidad son infinitesimalmente
equivalentes a representaciones de serie discreta holomorfa.

Para v = 0, es bien sabido que si H};O es reducible, entonces es una suma
de dos representaciones irreducibles no equivalentes. Estas representaciones son
llamadas limites de serie discreta. Dado que son no equivalentes, y B(w,[,0) es un
entrelazamiento, se tiene que Ker B(w,(,0) es el (g, K)-submédulo de Hﬁ;o generado
por 1;0. Esto concluye nuestra prueba. ([

NoTA 4.10. Notemos que toda representacién de G (irreducible) de dimensién
finita, o de serie discreta, o limite de serie discreta, que contenga a un K-tipo
de dimensiéon uno, puede ser visto como un residuo del nticleo de la resolvente.
Esto es, si (7, H;) es de dimensién finita y contien al K-tipo unidimensional 7,,,
entonces existe un fibrado lineal sobre G/K tal que esta representacién es isomorfa
al residuo de la continuacién meromorfa del nicleo de la resolvente del operador
Casimir actuando en ese fibrado, en algiin polo. De hecho, si A es el peso méximo
de , entonces por [S] Thm 7.2, se tiene que A = aa + bf3, donde a = |b| + k.
Luego, por la observacién de arriba, H, es isomorfa a Vj, 2, la imagen del residuo
de R(\(v,2b)) en v = Vi 2b-

En el caso en que (m,H;) es una serie discreta, esto implica que @ ,, €
L*(G/K,T»), y entonces por [Sh] Teor. 5.1 A\ = I/Z:m. Luego, H, es isomorfo
a V(V;:m, m).

Finalmente, si (7, H;) es un limite de serie discreta que contiene el K-tipo
unidimensional 7,,,, esto dice que H}?’O es reducible, y entonces m = n (2) y
|m| > n ([K] padg. 621). Entonces, H, es isomorfo a la imagen de el residuo de
R(A\(v,m)) en v = Vi, .

2

3

_ Nota 4.11. También queremos observar que v = 0 no es un polo del nicleo de
R;(A(v,1)), para el caso en 7; es la representacion trivial de K (ver Cap. 2).

Ahora calcularemos la dimensién de la representacién V(l/]; ,), usando la férmula
de la dimensén de Weyl.

Los pesos fundamentales de g. son A; = € + ... +¢;, 1 < j < n, entonces
a=A+A,yB8=A,— A Estamos interesados entonces en la dimensién de los

g.-médulos asociados a Ay = éﬁ + (”HT%> a = (MT_Z + k) A+ (“'TH + k) A,
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Entonces se cumple que

. Ap g+ p, € —¢€;
dmv = J] Betrosol
1<i<j<n+1 P, € J

I otk j—1 B Ik tn+1—14

j—1 n+1—1

1<j<n 1<i<n

1 (\l|+l+ 1= l+2k+n)
y asi

Pty g gn - 1) <l|+l+k+n > | + 2k +n

dim(Vi,1) = ( |l\ l+k [1]+1 Tk n

3. Caso particular: G = SU(1,1)

Consideraremos ahora en particular el caso en que G = SU(1,1). Veremos
que los resultados son enteramente andlogos a los de los de SU(n,1),n > 1, pero
la notacién y algunas de las definiciones son esencialmente diferentes, por lo cual
trataremos este caso en forma independiente.

v g =€+ p, donde
b
O].be(c}.

] ,v & = RHy, entonces M = {£I} y en este caso, K = {r; : | € Z}

La involucién de Cartan viene dada por (X)) = X'
0
b

SR IRE R

0 1
1 0

y M= {1, €}, donde € denota el cardcter no trivial de M. De esto obtenemos que,
para cada v € C se tienen dos series principales, H*'* y H"~ correspondientes a 1
y €, respectivamente. Es claro entonces que 7y, = I si y sélosil =0 (2), y delo
contrario 7;|, = €. Ahora bien, notemos que la Proposicién 4.1 puede ser enunciada
entonces, de la siguiente forma:

SiH = |

2

A(C) = 52 + 2coth t% +1%cosh ¢~ (4.9)

Ademas, la Prop. 4.5 es en este caso
2

=2 + (coth ¢ + (1 — 2[) tanh ¢)— d

2
n +p(1)7,

u(t)' o (A1(C) + p*) oult) ™! =

donde u(t) = 2cosh t.
Definimos ahora el operador diferencial en R, de acuerdo con la Proposicién
4.5:

2 d
prs) + (coth(t) + (1 —21) tanh(t))%.
Como en el caso en que n > 1, se pueden relacionar las funciones esféricas ®,; con
las soluciones de L(I)f = (v®> — p(1)®) f, que vienen dadas por

L) =

B, (exp(tHo)) = (2cosh 1)o@V (1),
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De la misma manera, podemos ver que si tomamos la solucién que aparece en (4.2)
paran =1y v ¢ —N, obtenemos la siguiene autofuncién de A;(C) en At:

1—l+v 1+1+v
2 72

v, I €XP 0) — a P 21 ) v, - 5
Qu.(exp tHy) = (2cosh(t))~+r0) ,p ( 1 4 v, cosh(t) 2)

que ademas satisface

(2 cosh t)lq)l,J(exp(tHo)) =c(r,)Q_v(ar) + c(—v,1)Qu i (ar)

donde

21—l—I/F(V)

c(v,l) =

Con todos estos elementos, podemos ahora probar el analogo al Teorema 4.6 en
nuestro caso, obteniendo asi la continuacién meromorfa del niicleo de la resolvente

—1
K, (z,y) = —%}jl)”’) Tenemos entonces el siguiente teorema.
TEOREMA 4.12. R(\(v,1)) tiene polos simples en v = V,fl, donde vy, = —|I| =

1—2k, con k € Ny, yu,j’l =|l|-1—2k, conk € N tal que |l|] —1—2k>0. Siv es
un polo, como en los otros casos, Res.—, R(A(2))(f) = p(v) f * ®, .
Ademds, el rango de los residuos de R(A\(v)) env = v, es un (g, K)-mddulo de

dimension finita. Los maodulos correspondientes a v = V,jl son infinitesimalmente
;
equivalentes a representaciones de G de serie discreta holomorfa.

PrUEBA. Como la prueba puede ser hecha como en el caso general, sélo pro-
baremos las afirmaciones de teoria de representaciones.

Como ®, _;(g) = (7,111, 11,,), donde 1, (kan) = a~ P 7y (k) =" estd en H**
silespar,y en H”™ sil es impar.

Si denotamos con k(6) = [Ege

e_ow ]’ entonces 7,(k(0)) = e, y luego
1,(k(B)an) = a=+P)eld,

Por otro lado, como g es isomorfo a g = sl(2,R), para cada v € C, 1,; pede ser
identificada a la funcién de SL(2,R) definida por

B-u([ 7" o] [ent v [ oy ing]) = eV

Esta funcion esta en

H(v) ={f:Sl(2,R)— C : f(ank) =a" "' f(k), fix € L*(K)}
(ver [L] pag 116) y el (g, K)-médulo de H"'* generado por 1, es isomorfo al
(g, K)-submédulo de H(v) generado por ¢_;.

Notemos que la diferencia en el signo se debe a las distintas elecciones en la
descomposicién de Iwasawa.
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[l —14+2k

Entonces tenemos que Vu,jl,l ~ E (D—(li|+20k—j))> y de ahi Vuk_,l’l tiene di-
Jj=1
mensién finita. Si V,j , 7 0, entonces obtenemos una serie discreta:

> ¢y 1>0

0
Vv ~ I=C
et > o) 1<0
J=1(2)
i>—1-2k

Finalmente, podemos ver que si ¥ = 0 es un polo, entonces [ es impar, con lo
cual también obtenemos un limite de serie discreta:

> (b)) 1>0

i=l(2)
j<-1

\%Z ~
0 3 (¢) 1<0
)

J=l(2
1

< |

concluyendo asi la prueba. O
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