EXTRAPOLACION PARA CLASES DE PESOS LATERALES

MARIA SILVINA RIVEROS

INTRODUCCION
En 1930 G. Hardy y J. Littlewood [Hd-L] introdujeron el siguiente operador

1
xr) = sup — d
M () %Wmé“@'”

donde @ es cualquier cubo en IR™ que contiene a x. Se conoce a M f como el
operador o la funcién maximal de Hardy—Littlewood. Su importancia reside en
que controla numerosas expresiones que aparecen en diversas ramas del analisis en
virtud de la desigualdad

(0.0) |Mfll, < Cllf|l, paratodol <p<oo.

Otro operador fundamental en andlisis es la transformada de Hilbert definida
como

Hf(z) =lim /) dy

0 jz—y|>e T Y

M. Riesz prob6 en 1927 [R] una desigualdad similar a (0.0) para la transformada
de Hilbert

NHfll, < Cl|fll, paratodol <p<oo.

Por otra parte, en 1972, R. Muckenhoupt [Mu] estudié problemas de este tipo con
pesos. Mas precisamente demostré que dado un par de funciones u, v no negativas
y 1 < p < oo, entonces

1
(0.1) [ usog fur
(IMfI>A} AP

se cumple si y sélo si (u, v) pertenece a la llamada clase A,. Decimos que (u,v) € 4,
si se satisface que



W Gl Gl s

para todo cubo ), con C independiente de @), cuando 1 < p < oo,y

(0.3) Mu(z) < Cwo(z),

para casi todo x en IR", en el caso de que p = 1.

La desigualdad (0.1) expresa el tipo débil (p, p) del operador M f con pesos (u, v).
En el mismo trabajo Muckenhoupt también prueba que la acotacién fuerte con un
solo peso w,

o= (Jursre) <o ([ifrw) =l 1<p<o.

vale si y sélo si (w,w) € A, . En este caso simplemente diremos que w € A, .

(0.4)  ||Mf]

Siguiendo con esta linea de investigacién, en un trabajo de 1973, [Hu-Mu-Wh],
R. Hunt, B. Muckenhoupt y R. Wheeden demuestran que

[imsrws<c [

vale si y sélo siw € A, con 1 < p < 0.

El valioso aporte de José Luis Rubio de Francia, con sus notables resultados sobre
las propiedades de extrapolacién de las clases A,, constituye un importante cambio
de punto de vista, ya que resulta suficiente verificar la acotacién del operador para
pesos pertenecientes a una clase A,, con un p determinado. Explicitamente en el
articulo [RF] de 1984 se obtiene

Teorema de Extrapolacion de Rubio de Francia. Sea T' un operador sublin-
eal. Supongamos que eziste un py , 1 < pg < oo tal que para toda f € LP°(w), y
todo w € Ay, se verifica que

[rmmrwsc [ipm,

entonces para todo p con 1 <p < oo yw € Ay, vale que

[imrwsc [ire.

En trabajos posteriores de R. Coifman, P. Jones, J.L. Rubio de Francia, [C-
J-RF], y J. Garcia Cuerva, [GC], aparecen demostraciones mas simples de este
teorema.

Otro avance en este sentido fue conseguido por E. Harboure, R. Macias y C.
Segovia en el articulo [H-M-Se 1] de 1988, donde se muestra que es posible aplicar
extrapolacién desde el extremo p = cc.
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Teorema de Extrapolaciéon desde co. Sea T sublineal definido en C3°(IR™) tal
que

1 1
00— - — <C 00 5
ol ‘QLAJTf@) |Q‘K¥Tﬂdy< 1fwl]

para todo Q y peso w tal que w—' € A;. Entonces, para todo w € Ap, conl<p<

00, se cumple que
[wsre<c [,

En el mismo trabajo se encara el estudio de las propiedades de extrapolacién
de las clases A(p,q) definidas como las formadas por los pares de pesos (u,v) que
satisfacen

1

03 (@ fy) G fy)” <.

para todo cubo @), con C independiente de @), cuando 1 < p,q < 00, ¥y

X N
(0.6) memQ@LQW) <0,

para todo cubo @, con C independiente de ), en el casode queg =00y 1 < p < 0.

Se obtienen resultados que permiten extrapolar desigualdades fuertes tanto desde
indices finitos como desde los extremos. Ademas en [H-M-Se 2| se consiguen resul-
tados de extrapolacién para clases A(p, q) considerando acotaciones débiles.

Estos teoremas proporcionan demostraciones méas simples de la continuidad de
operadores, como la transformada de Hilbert y las integrales fraccionarias, en espa-
cios LP con pesos, ya que en general la continuidad para los extremos es facilmente
verificable.

Los trabajos de E. Sawyer, [S] 1986, F. Martin-Reyes, P. Ortega y A. de la
Torre, [MR-O-T] 1990 y [MR] 1993, muestran que el operador maximal admite una
version lateral, para la cual las clases de pesos adecuadas son mayores que las 4,
de Muckenhoupt. Estas maximales laterales se definen

7 Mt f(z) = sup — . M f(z) =sup— .
0.7 f@) =swpy [ 17 fla)=swpz [ 1A

h>0 h h>0 h

En [S] se caracterizan los pares de pesos (u,v) € A;[ para los que el operador M ™
verifica las desigualdades (0.1) y (0.4), como aquellos para los que existe un nimero

A tal que
1 [" 1o\
supsup | — U — v P-1 =A,
z h>0 (h /x—h > h /m
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cuando 1 < p < 00, 6, si p =1,

M~ u(z) < Av(z) para casi todo x .

El operador maximal a izquierda M~ tiene propiedades andlogas. Martin—Reyes
d4 en [MR] una prueba muy simplificada de estos resultados.

Mas ain H. Aimar, L. Forzani y F. Martin—Reyes en [A-F-MR] muestran que
es posible encontrar versiones laterales para los operadores integrales singulares y
estudian los pesos para los cuales estos estan acotados de LP(v) en LP(v), (ver
Capitulo III).

En [MR-O-T] se prueba la versién lateral del Teorema de Rubio de Francia.

En el presente trabajo se consideran las clases de pesos laterales AT (p,q) y
A~ (p,q), y se estudian las propiedades de extrapolacién para acotaciones débiles y
fuertes con un peso, generalizando [H-M-Se 1]. y acotaciones débiles para clases de
pares de pesos laterales, que extienden los resultados de [H-M-Se 2.

Ma4s explicitamente, en el Capitulo I se definen las clases AT (p,q) y A~ (p,q)
, v se introducen versiones laterales con peso de los espacios de oscilacién media
acotada, BMO™(v) y BMO™(v). También se enuncian y se prueban resultados
que nos seran utiles para probar los Teoremas de Extrapolacién de los Capitulos 11

.y IV.

En el Capitulo II se prueban tres Teoremas de extrapolacién, uno para las clases
AT (p,q) desde (po,qo), otro para las mismas clases desde (pg,o0) y el tercero para
las clases A;’ desde el extremo co. En los tres casos se obtienen resultados para un
peso y acotaciones de tipo fuerte, (p,q) en los dos primeros y (p,p) en el ultimo.
Como aplicacion consideramos el operador

Tf(x)z[if(x):/ooﬂdy 0<a<l

y se prueba que si v € AT (p,q), 1/p — 1/q = a, entonces

[1zsir < [isrer

Esto proporciona una demostracién simplificada del resultado obtenido en [MR-T].

En el Capitulo III se prueba que los operadores integrales singulares laterales,
definidos en [A-F-MR], estdn acotados de L*>°(v) en BMO™(v). Este resultado
permite la aplicacién de los Teoremas de Extrapolacién del Capitulo II, obteniendo
una demostracién simplificada de la acotacién fuerte de estos operadores en LP(v),
para v € Af, con 1 < p < oo,

En el Capitulo IV se prueba un Teorema de extrapolaciéon débil para las clases
At (p/r,q/r) con un peso, desde (po/r,qo/r). Asimismo, se muestra como estos

resultados implican acotaciones de tipo fuerte (p, q).
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Por otra parte, se estudian las propiedades de extrapolacién de las clases de
pares de pesos AT (p/r,q/r) desde el extremo A (pg/r, 00), obteniendo acotaciones
de tipo débil (p, q). Este ultimo resultado nos permite demostrar que los operadores
maximales fraccionarios

z+h %
MQ’*f(w):sup<h11_a / 1f<y>rdy> ,

h>0

con 0 < a <1 < r < oo, son de tipo débil (p,q) con pesos (u?,vP), supuesto
que (u",v") € AT (p/r,q/r), % — % = «. En el caso r = 1 nos proporciona una
demostracion mas sencilla de este tipo de acotacién para el operador maximal

fraccionario lateral, M} que la que se muestra en [G-K].



CAPITULO 1
RESULTADOS PRELIMINARES Y DEFINICIONES.

SECCION 1. CLASES DE PESOS LATERALES.

Llamaremos peso a toda funcién w localmente integrable y no negativa. Dado
p € IR, p’ es el indice conjugado de p, es decir 1/p + 1/p" = 1. Como es usual
cuando se trabaja con acotaciones con pesos adoptaremos la convenciéon 0.o0o = 0.
Ademas, dado un conjunto medible £ C IR, denotaremos

U(E):/EU, v(a,b):/abv v yE|:/de.

Se dice que un par de pesos (u,v) pertenece a la clase A;, 1 < p < o0, si existe
una constante C' tal que

(1.1) (% /:hu) (% /:+hvp11)p1 <C,

para todo h > 0y € IR, cuando p > 1; y tal que

M~ u(x) < Cou(x) ,

para casi todo x € IR, cuando p = 1. Anélogamente se definen las clases A .
Recordamos que los operadores M+ y M~ fueron definidos en (0.7).

Para el caso de un solo peso, decimos que v € A;j, 1 <p<oo,si(v,v) € A;. En
[MR-O-T] se considera también la clase AL, definida como formada por los pesos
v para los cuales existen niimeros positivos K y ¢ tales que para todos a < b < cy
todo conjunto medible E C (b, ¢), se tiene

6
Bl _ . (2B
c—a ~ v(a,b)
La mayoria de los resultados son enunciados y probados en la version “+” pero
cabe destacar que, como es facil verificar, continuan validos en su versién “—”.

Enunciaremos a continuacién ( 1.2 a 1.5) algunas de las propiedades bésicas de
las clases A;,L, con p finito, contenidas en [S].

Typeset by AMS-TEX



1.2 Teorema de Factorizacién. Un peso w estd en A;j, conl <p<oo, siy
P

sdlo si existen wo € A} ywy € A7 tales que wowi_ =w.

La demostracion del Teorema anterior se basa en la caracterizacion de las clases
A} en términos de M, dada por Sawyer, y el argumento desarrollado por Coifman,
Jones y Rubio de Francia en [C-J-RF].

Por otra parte es facil verificar que A:IF C A; si ¢ < p; en realidad vale

1.3 Teorema. Siw € AF

5, con 1l <p<oo, eriste € > 0 tal quewGA;'_E y por lo
tanto A; = Ug<p A(‘;.

1.4 Teorema. w € A} siy sdlo si wl=* e A

1.5 Teorema. Siw € Af entonces eviste § > 0 tal que w'*? € AT .

Para el caso p = oo son validos los Teoremas 1.6 y 1.7, cuyas demostraciones
pueden ser encontradas en [MR-O-T].

1.6 Teorema. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i. we AL.

i1. Existen constantes positivas K y d tales que para todo a < b < ¢ y E medible
contenido en (a,b)

;U(@)) =8 (£|b)5 |

11. Existe p con 1 < p < oo tal que w € A;’.
. Existenn, 0 <n<1/2 y K >0 tales que

w(a,b) 1 d 1
_— log(—) | <K
b—a eXP(d—c/c Og(w))_ ’

para todo a < b <c<d tales queb—a=d—c=n(d—a).

1.7 Teorema. Si 1 < p < oo, son equivalentes:
. =1 _
i we Al ywrT e A
i. we Af.

Consideraremos ademés clases AT (p,q) y A~ (p, q), formadas por pares de pesos.
Dados 1 < p< ooy 1<q< oo, decimos que (u,v) € AT (p,q) si

1 e Va (1 poth /v’
(1.8) (E/ uq) E/ v P < C paratodo h >0, z € IR ;
z—h T

(u,v) € AT (p,00) si

1 $+h l/p/
(1.9) X[z —h,2)U o0 (ﬁ/ v_pl> < C paratodo h >0, z € IR ;
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(u,v) € A=(p,q), 1 <p<ooyl<g<oo,si

z+h
(1.10) (%/ uq)

y (u,v) € A7 (p, 00) si

1/q 1 z 1/p
<E/ vp/> < C vparatodo h>0, z € IR ;
x—h

x 1/p
1 /
(1.11) | X (2,241 | 0o <E/ v P ) < C paratodo h >0, x € IR .
x—h

Diremos simplemente que v € A" (p,q), AT (p,00), A~ (p,q), A~ (p,o0), si el par
(v,v) estd en dicha clase.

1.12 Lema. Sea 1 <p<oo,yl<qg< 0.
i. (u,v) € AT (p,q) sii (u?,v?) € At conr=1+q/p.
i. (u,v) € AT(p,q) sii (v, uP) € A- conr=1+p'/q.
iii. (u,v) € At (p,00) sii (v, u"?) € A].
. (u,v) € A= (p,q) sii (ul,v?) € A conr=1+q/p.
v. (u,v) € A= (p,q) sii (v P, uP) € At conr=1+7p/q.
vi. (u,v) € A= (p,00) sii (v ,u"P) e Af.
vii. (u,v) € A% (p,p) sii (uP,vP) € A},

Demostracion. Probaremos sélo una de las implicaciones de i, ii, y vii, y en forma
completa el inciso iii ya que el resto se demuestra de manera similar.

i. Supongamos que (u,v) € AT (p,q), y r =1+ q/p’; luego

r—1 q/p’
1 (" 1ot . I 1ot /
- q - 9\~ =1 S el q - a\1/q/p
G L) G o) =G (e
x x+h q/p/
(L) e
x—h x

por lo tanto (u?,v?) € Af.

ii. Sean (u,v) € AT (p,q) y r =1+ p'/q, entonces

1/x+h o (1/”«‘ _,1>T‘1 1/1‘+h o (1/1‘ )P'/q ,
+ v P - w P )T S v P - u? < CP,
<h T ) h :I?—h( ) h x h x—h

Por lo tanto (v 2, u"?) € A7



iii. Dado el par (u,v) € AT (p, 00),

1 (E+h 1/p/
||X[:E—h,:t]u||oo <E/ v P ) < C

se cumple para todo = € IR y para todo h > 0; entonces para casi todo x y para
todo h > 0 tenemos que

Por lo tanto para casi todo x es
uw P ()M (v < C
luego (v_p/,u_p/) € A] . Reciprocamente, si (v_p/,u_p/) € A7, vale

u(@) (M (v™)) ¥ (z) < ©

para casi todo x € IR. Sean x € IR y h > 0 fijos. Si |[X[z—h,2]U||cc < 00, entonces
existe t € [z — h, ] tal que ||X[z—p,zUlloo < 2u(t). Luego

1/p’
1 z+h / T4+ h—t 1 x+h ,
ol (2 —p < 2u(t o
1 x+h 1/p/
< Cu(t) | ———— x4

< Cult)(M*(0™) P (1)
<C.

1/p’

Si ||X[z—h,2)%||cc = 00, entonces para todo n € IN existe x,, en [z — h, z] tal que

1
u?’ (x,) > n. Por lo tanto tenemos que

nM*t () (z,) < C .

Resulta

para todo n, luego

0<

S1Q

z+h ,
T

Y asi tenemos que ||X[I_h,x]u||oo%(ff+h PP = .
9
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vii. Sea (u,v) € AT (p,p)

El Lema 1.13 se prueba en [MR-T], incluimos su demostracién para facilitar la
lectura y dado que es utilizado en varias oportunidades.

1.13 Lema. Siv € A; con 1 < p < oo, entonces para todo N > 0

[ <o,

<_on |z|P

Demostracion. Primero notemos que si v € Ag’ entonces

Cc —

v(a,b) < K (C_ Z)pv(b, )

para todo a < b < ¢. También sabemos por el Teorema 1.3 que existe s < p tal que
v e A, Luego

SECCION 2. BMO™(v), Y ACOTACIONES PARA f7

En el trabajo [MR-T], Martin—Reyes y de la Torre definen la versién lateral
de los espacios de oscilacién media acotada y de la funcién f#. En esta seccién
introduciremos una versién con pesos de BMOT y BMO~.
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Recordemos primero algunos conceptos. Si f es localmente integrable, denota-

mos por
1 [oth | [rt2h +
T (2) =Supﬁ/ (f(y) - E/ f(z) d2> dy ,
h>0 T z+h

.
“ B 1 T _l r—h
P =swr [ (f(y) ; /x_%f(zmz) dy.

donde 21 = max(z,0).
Decimos que f € BMO* (f € BMO™) siy 5610 si || f#]]oo < 00 (|7 ||eo < 00).
Notar que si f es creciente entonces ff = 0 y por lo tanto f € BMO™, de igual

forma si f es decreciente ff& = 0y por lo tanto f € BMO~. También vemos que
si f € BMO™ entonces —f € BMO™. Los conjuntos BMOT y BMO™ no son
espacios vectoriales pues, por ejemplo, no son cerrados para la multiplicacién por
escalar.

Dados f localmente integrable y v un peso, definimos

171 = supsup [0xe o | 5 [ <f<y>—ﬁ / f(z)dz) dy

z h>0 h +h

y decimos que f € BMO™(v) si |||f]|lo.4 < oo. De forma andloga se define
BMO™(v).

1.14 Lema.
Sea v > 0 una funcion localmente integrable; entonces

lofFlloo < WAllos < ClloM* flos -

Demostracién. Sea x un punto de Lebesgue de v con v(z) > 0; asi, para todo h > 0,
es 0 <v(x) < [[vX[z—h,2]llcc- De esta manera

z+h z+2h +
o) |5/ (f(y)—% /. f(Z)dz> y

< loxge-nalle | 5 [ <f<y>—ﬁ / f<z>dz) dy | <11l -

h +h

luego U(:L‘)ff () < ||| f|llv,+ para casi todo z, y asi obtenemos

oS T llse < WA 1los -
11



Podemos suponer ||vX[z—pa]lloc < 00. Por lo tanto existe ¢ € [z — h,x] tal que
|UX[z—h,a)llec < 20(t). Luego

] lloo T — - d
oxte-nall, | (f(y) il f) y

<22 [ 1]

r4+2h—t 1 vt2h
< 4
< dlt)—, :1:+2h—t/t 7
< 4ou(t) - 3MTf(t)
< OlloMT flloo . O

El Teorema que sigue, probado en [MR-T], es de fundamental importancia y por
esta razén incluimos su demostracion.

1.15 Teorema. Sea v € AL y supongamos f > 0 tal que [(M™T f)Pov < co para
algun po, 1 < pg < 00. Entonces para todo py < p < oo se tiene
[o.¢] o0
| argresc [ utre.

— 00 —

Demostracion. Sea X > 0. Sean (a;,b;) las componentes conexas de
{x: MTf(z) > \}.

Primero notemos que por lo supuesto para f y v, tenemos que b; < co. Como
M f € LPo(v), entonces f;’ v < 0o. Ahora, si b; = 0o, tomemos b < ¢ arbitrarios
tales que b > a;. Por Teorema 1.6 sabemos que existen K y ¢ > 0 tales que

v(aib) < K (b - C;i)év(ai,c) .

C —

Haciendo tender ¢ a oo tenemos que v(a;, b) = 0, pues v(a;,00) < oo, lo que es una
contradiccion.
Como (a;,b;) son las componentes conexas de {x : M T f(xz) > A} tenemos que

1 bi
A<
_bi_x/m 7

para todo x € (a;, b;). Fijemos (a;,b;) = (a,b). Queremos probar que para algin
0 >0, y para todo v, 0 < v < 1, existe un K tal que

(1.16) v({x € (a,b) : MT f(z) > 2\, fF(z) <A\}) < K~y%0(a,b) .

Como los intervalos (a,b) son disjuntos, se sigue la desigualdad de los buenos \’s,

es decir
12



(1.17) v({z: MTf(z) > 2\, ff(aj) <A\ < Ky%u({z: MTf(z) > \}) .

Por lo que supusimos sobre M ™ f tenemos que para todo A < co

/A N o({z: MTf(z) > A})d\ < o0 .

Luego
A
(1.18) /0 N hy({x s M f(x) > A}) dA

A
< 2p/0 N Ly(fa s MY f(z) > 20, fF(2) < 7A}) dA

+ 2P /OO N Yo({z: fF(x) > A} dX .

o

Ahora, usando (1.17), obtenemos que

A
(1.18) < czw/ N Lo({z : M f(x) > A} d+ Cll |,
0

Por lo tanto

A
(1= 02y [ tu(le: MY fa) > A< (15

p7v ?
0

lo que implica el Teorema.

Para probar (1.16), sean {(c;j,d;)} las componentes conexas de {x : Mt f(z) >
2\} incluidas en (a, b) y consideremos la sucesién zg = a, x,+1 = (2, +b)/2, donde
a es tal que a < a < b. Afirmamos que:

(L19) [ € (@n,@s1) s MTf(x) > 2, [T (2) S9A}H < Ky(@nse —2on) -

Supongamos que existe x € (T, Tp41) tal que M7T f(x) > 2\ y ff () < ~A. Sino,
no hay nada que probar. Sea « el infimo de tales . Luego a pertenece a algin
(¢j,d;). Digamos que « € (c1,dy). Luego, si

En = {2 € (xn, zny1) : MTf(z) > 2), fT(2) <A}
tenemos
En C UCj>Cl (Cjadj) U (Oé,dl) *

Sea h =b— . Como a € (c1,d1) y MTf(b) <),
13



1 dy 1 b+h + 1 d1 1 b+h
(1.20) dl—a/a (f(y)_ﬁfb f) dyzdl—a/a f_ﬁ/b /

Por otra parte, si ¢c; > ¢;

1 d 1 oot \ T 1 d 1 [b+h
_ - d _ -
(1.21)  dj—¢ /cj (ﬂy) h /b f) G /cj T /b d

>2 =X\

Sumando las desigualdades (1.20) y (1.21) obtenemos,

b bth \ T
NE < [ (f(y)—%/b f) dy

Notando que ff(a) < 4\, resulta

|En’ S '7(b - CL) S /7(b - xn) = 47(3771—1—2 - xn—i—l) )

lo que prueba (1.19). Aplicando la condicién AZ al conjunto E,, y a los intervalos
(Zns Tnt1) ¥ (Tn+1, Tnt2), obtenemos

)
V(T Trg2) Tnt2 — Tntl

Finalmente, si multiplicamos esta desigualdad por v(x,,Z,+1), y si sumamos en n,
deducimos (1.16) con @ en lugar de a. Haciendo tender @ a a resulta (1.16) . O

1.22 Corolario.
Siv € A;O y 0 < f € LP(v) para algin 1 < py < p, entonces existe C
independiente de po y f tal que

£ llpw < ClFF o

Demostracién. Para ver esto, s6lo basta notar que f(x) < M™ f(z) para casi todo
z,ysif e LPw)yv e Al entonces [(MTf)Pov < [|f[Pov < oo, luego por el
Teorema 1.15

1fllpo < 1M fllpw < Clf Y llpw - O
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SECCION 3. LEMAS BASICOS.

Los Lemas 1.23 y 1.24 son mencionados en [MR-O-T], pero probados aparecen
en la Tesis de P.Ortega. La versién bilatera de los mismos fue obtenida por Garcia
Cuerva en [GC] y Rubio de Francia [RF].

1.23 Lema. Sean v € A; yl < pog < p < 0. Entonces para toda h > 0 en
L®/P0) (v) existe H > h tal que

0. H}{H(p/poy,v < (jHiLH(p/po)UU
i. (hv, Hv) € A}

Demostracién. Existe un tnico t € (0, 1] tal que pg = p —tp/p’. Dada h, definimos
H = (v='M~(h"*v))t. Es evidente que H > h para casi todo z. Para probar
i, debemos tener en cuenta que (p/pg)’ = p’/t. Si usamos la definicién de H, asi
como el hecho de que v * € A,y que en este caso M~ es de tipo fuerte (', p),
obtenemos:

||H||£,ﬁ’v = /IR vP (Mf(hl/tv))P v = /IR(M(hl/tv))p ol-P

< c/ (WM tp)P =7 = C’/ hP' /ty
IR IR

_ P/t
- C||h| |p//t’1_) :
La prueba de la propiedad ii para pg = 1 ( es decir para t = 1) es directa, ya que
por definicién de H se tiene M~ (hv) = Hv. Por lo tanto, (hv, Hv) € A7 .
Supongamos py > 1 (es decir, 0 <t < 1). Sean z € IRy r > 0 fijos. Si usamos la
desigualdad de Holder, la definicién de M~ y el hecho de que v € A; , obtenemos:

x x+r
(/ hv) (/ H—l/(Po—l)v—l/(Po—l))

po—1

x 1-t r+r (1-t)(p—1)
(o () oo

x 1-t¢ T+Tr (S . (I o ’I“) tp'/(1=t)p ) 1-t)(p—1)
L (1 ] e

T 1-t T —t 47 (1-t)(p—1)
(L () () ()

< Oplitr(=t) — cppo

1.24 Lema.
i. Siv € A; y1l < pyg < p < oo, entonces para toda h > 0 en L(p/po)/(v) existe
H > h tal que Hv € Af y

1H p/p0) 0 < ClIRll(p/po) v
15



i. Siv € A;r y 1 < p < po, entonces para toda h > 0 en LP/(Po=P)(v) existe
H > h tal que H v € A;;O y

HHHp/(po—p)w < CHh”p/(po—p)w

wi. Siv € Ay yl < pp <p < oo, entonces para toda h > 0 en L(p/pO)/(v)
eriste H > h tal que Hv € A;O Y

1 | p/p0) 0 < CllRlw/po),

w. Siv € Ay y1 < p<po, entonces para toda h > 0 en LP/Po=P) (v) existe
H > h tal que H v € ALy

“HHp/(po—p),v < OHth/(po—p),v .

Demostracion. Sélo veremos i y ii, la prueba de los otros dos items es similar.
Comencemos con
i. Sea hg = h. Por el Lema anterior, existe h1 > hg tal que [|h1]|p/pe),0 <

Cllholl(p/poy v ¥ (hov, hiv) € Al lo cual implica

L/m hov <
{M+f>A}

Procediendo por induccién, dada h; obtenemos h;,; con

pohlv.

||hj+1|’(p/po)’7v < C(||h‘7"|(10/100)’,v <0< Cj—'_thOH(p/po)’,v

(1.24) / <o [ 1h.
{M+f>A} =

Sea H =Y (C+1)7h;. Como (C + 1) 7|l p/poy.w < (557 )11l /o) .0 PaTA
§=0

todo j, H estd bien definida y pertenece a L(p/pf’)/(v). Ademas es claro que H >

h. Por tltimo, sumando sobre j en (1.24) después de multiplicar por (C' + 1)~7

obtenemos:

{M+f>2} APo IR

Por lo tanto Hv € A;O.
16



ii. Sil<p< Po, entonces 1 < p, < p’. Por iii, para cada funcién h no negativa
en LP/(Po=p) (y1=P") existe H > h tal que Hv'™P € A, y

||_H||(p//p6)/vvl—p’ S OHh||(p//p6)/’U1—p/ .

Dada h € LP/(o=P) (), existe h € L®'/P0) (v1=P) tal que

P

h o= hro—ly ST
Sea H la funcién asociada a h (segtn iii.) y sea H = Hro—1y . Entonces,
H = ﬁl—PofU(l—P/)(l—Po)

. . e, i . — .
verifica la condicion A;;O, ya que Hvl™P € Ap, . Finalmente
0

|| ”P/(po p) || H(p /Po ;< CHBH(p /Po) < HhHP/(Po—P) 0

p/(po—p)v — (p'/pp) =P (' /pp) wi=? p/(Po—p),v *

Nota : La constante C que aparece en las diferentes desigualdades de estos dos
Lemas, sdlo depende de la constante de acotacién fuerte (p,p) de las M+ y M~y
no depende de H, ni de h.

17



CAPITULO 1II
TEOREMAS DE EXTRAPOLACION FUERTES
PARA LAS CLASES A*(p,q)

En este Capitulo se prueban tres Teoremas de extrapolacién, uno para las clases
AT (p,q) desde (pg,qo), otro para las mismas clases desde (pg,o0) y el tercero para
las clases A;’ desde el extremo co. En los tres casos se obtienen resultados para un
peso y acotaciones de tipo fuerte, (p,q) en los dos primeros y (p,p) en el ultimo.
Como aplicacion del segundo teorema consideramos el operador

Tf(x)zfgf(m):/oo(y W 4 0<a<t

_ l.)l—a

y probamos que si v € A" (p,q), 1/p — 1/q = a, entonces

[1zsir < [isrer

Esto proporciona una demostracién simplificada del resultado obtenido en [MR-T].
Estos teoremas generalizan la version de los resultados del trabajo “Extrapola-
tion Results for Classes of Weights” de Harboure, Macias y Segovia (ver [H-M-Se

1]).

2.1 Teorema 1.
Sea T un operador sublineal definido en C§°(IR). Si la desigualdad

(/ rTf\%q)l/q <cw \f|pvp)1/p

vale para algin par (po,qo), 1 < po < qo < 00, y para todo peso v perteneciente a
la clase AT (po,qo), entonces también vale para todo par (p,q), 1 <p < ¢ < oo, tal
que

y todo peso v € At (p,q).

Typeset by ApMS-TEX
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Demostracién. Sea v € AT (p,q), y tomemos primero p > py, esto implica g > qo

y podemos escribir
1/q 1/qo0
([irsme) = ([irsmen) .

con g > 0y |l9ll(q/q0),ve = 1. Por Lema 1.12., v? € A conr =1+ ¢q/p'. Sea
ro=1+qo/py, h =gy w=v% Como r/ro = q/qo, por Lema 1.23.i , existe H > g
con |Hll(g/qoy e < Cy Hv? € Af. Esto implica HY/®vp9/% € A¥*(py,qo),

entonces
1/q 1/CIO
(/]Tf\qvq) < (/‘Tf’CIO(Hl/QOUQ/QO)QO)
1/P0
C (/ ’f|po(H1/qovq/qo)po)
1/po
- C (/ |f|p0Hpo/CI0vqpo/QO)

1 1/po
- C (/ \f]pOUPOHPO/q%q(WW)) _

Notar que po q¢/qo = po + q (1 — po/p), y por Holder

1
1/q ﬁf o g () 7;%?47 o
</|Tf|qvq) [</|f|p0p01)p0> < qu(po q(ppo)’(po))( /Po) ]
= 1_»p
=C (/Iflpvp)p (/H%)’vq)”‘“’

< C||f

IN

p,'up .

Sea ahora py > p, entonces gy > q y se tiene

(/) f,pvp)é = ([ () o)

Entonces (ver [Hd-L-P], Teorema 210) existe g > 0 tal que

/gp—ppov_p/ de =1,
1 a1
( / |f|”v”> "= ( / |fo? [Po g ) "

Sea h =g Po/Po =9y P p=1 +9p'/qy ro =14+ py/qo. Observando que

(r/ro)' (—p6/po) = p/(p — Do), resulta fh(%) w =1. Por Lema 1.12.ii, v™? € A7

con r =1+ p'/q. Como py > p, tenemos que r > rg, y entonces por Lema 1.24.iii
19
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existe H > h tal que fH(%)/v_p/ < Cy Hv? ¢ Ar_m luego [HU—P’]—l/pé c
AT (po, qo). De esta manera resulta

</|f|pvp); _ (/’fvp"pogv—p’)pl _ </|f|p0h povp "(po— 1))1)1
S I o)

Teniendo en cuenta que If—,/qo =qo—p'(1— q/ﬁ), usando Hélder para exponente
0
menor que 1 (ver [Hd-L-P] Teorema 189 ), obtenemos

1 a—ag

(/'f') . C(/Tf) (fo i)™
> C</|Tf|%q)" O

Aplicando el Teorema I para el caso pg = qo, se deduce la version lateral del
Teorema de extrapolacion para indices finitos de Rubio de Francia. Como se ve,
este Teorema I contiene el resultado probado en [MR-O-T].

2.2 Teorema de Extrapolacion para las clases A;;, desde un indice finito.
Sea T un operador sublineal definido en C§°(IR), y supongamos que para todo
peso v € A;O con 1 < py < o0 se tiene que

[z <c [isme.

Entonces, siv € A; con 1 < p < oo, se satisface

[raro<c [ieo.

., .o . _l’_ +
Demostracion. Por el Lema 1.12.vii, si u € A (po, po) entonces uP® € Al por lo

tanto
/le‘Poupo < C/‘f‘poupo .

Luego el Teorema I implica que si u € AT (p, p)

[rrpw <c [ipe.

Sive A;;, por Lema 1.12.vii sabemos que u = vr € AF (p,p), y del comentario

anterior resulta
[wsre<e [ire. o



2.3 Teorema II.
Sea 1 < < o0y sea T un operador sublineal definido en C5°(IR) que satisface

z+h z+2h + 1/8
foxie-nalle | 5 [ <|Tf|(y)—% /. |Tf|> i) < o ([10e)

para todo h > 0, v € IR yv € AT (B,00). Entonces para todo 1 < p < f3,
I/p—1/g=1/B yv € A*(p,q), vale que

(/ ITfquq)l/q <cw ([ If!”v”>1/p ,

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Demostracion. Seav € AT (p,q) con 1/p—1/q=1/B8y f € C§°(IR); puesto que
1
B

(fiee) = ([ (rer) o)

existe g > 0, fg(%)/v_p/ =1, tal que

B =
S @

1

</ |f|pvp)p - ( / |fvpllﬁgvp’>é |

Sea h = gfﬁl/ﬁ; entonces h1/8 = g~ 1/8 = g(p/ﬁ)’7 luego

1 :/g(g)/v_p/ :/hfg’v_p/ :

Sear =1+4+p'/qy ro = 1; tenemos que (r/rq) = (1 +p'/q) = q/F'. Entonces
por el Lema 1.12.ii resulta que vP € A,y aplicando Lema 1.24.iii sabemos que
existe H > h con

Hv™? ¢ AT y /Hﬁq’vp, <C.

Usando las equivalencias del Lema 1.12.iii podemos ver que H-YF '/
AT (,00). De esta manera,

» , N NN
(frome)" = ([1rPa) - ( [ (i) )
A 5
> ( Jure (#7307 ) ) > CINITS| s s

> Ol F itz o [ 1o F gt )

q

—o( [t

Como ¢ > 1y [|Tf|%7 < oo, por Corolario 1.22

( / \TW)q < c( / \f|pvp)” O
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2.4 Teorema III de Extrapolacién desde el infinito.
Sea T un operador sublineal definido en C3°(IR) que satisface

+h

1 [oth | [rt2h +
JoXe-nalle | 5 [ (ITf|(y)—E / |Tf|> ay | < Ol

para todoh >0, x € IR yv tal quev™' € Ay . Entonces, sil <p <ooyv € A;r,

se cumple que
1/p 1/p
(fizsre) ™ < cor(fim)

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Previo al Teorema III, enunciamos y probamos algunos resultados que nos seran de
utilidad.

2.5 Lema.
Si® € L' y [|®] =1, entonces existe h tal que [|h] < 2 y ||Ph~ s = 1.

Demostracion. Sea
W) { d(z) si ®(z) #0
x) = 5
e~ s ®(z) =0

Jw=[ e[ e
{z | ®(z)70} {z | ®(z)=0}

vy [®h =1 O

entonces

2.6 Corolario. )
Si f € LP(v) y [|f|Pv # 0, entonces existe 0 < g € LP(v™ »-1) tal que

1 1 1
JgPv™ 7T <2y ([|flPv)r = forTg -

Demostracion. Sea

|[f[Po
P = .
J1fPo

luego [|®| =1, y existe h que satisface Lema 2.5. Sea g > 0 definida como
» { vTh  siv #0
g =

| 2 ;

e~z siv=020

entonces fgpv_ﬁ =[h <2y

, 1 »
L= 19 oo = | 0770 7o O

22



Demostracion del Teorema III. Sea v € Al y f € LP(v). Por el Corolario 2.6,

existe g que satisface ([ |f[Pv)/P = 1 fo7 T g oo. Sea w =v 7T, r=p', 1o =1
yh=g > 0. Entonces w € A,y [hPw = [ /)y < 2 con (r/re) = p.
Aplicando el Lema 1.24.iii existe H > g tal que

1

Hw:HU*ﬁeAI y (/Hpvvil)pg(}'.
De este modo

1 o 1
(/|f|pv)” = [[fo7 g oo > [Ifo7TH oo

Como Hy 71 € A7, por hipétesis del Teorema y por Lema 1.14, obtenemos
o S
T 7T H oo < ||| ITS] s o, S CllforTH Hloo -

Entonces,

([irroas)" = clizntorts i ([ ars)

> C (/|Tf|ﬁ%p’”1ﬂ—pﬂpv—fl)

_¢ (/ |Tf|ﬁ%)
Aplicando el Corolario 1.22,

(/ITf!”v); sc(/yf\pv); D
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APLICACION DEL TEOREMA [1.2.3

Sea 0 < o < 1 y consideremos

[ fly)
= [ A

x)l—a
Queremos demostrar el resultado ya conocido

2.6 Teorema. Dados 1/g=1/p—«a, 1 <p<1l/a, yv? e A conr =1+ q/p,
entonces

||I;rf||v‘1,q < C||f||vp,p :

Para lograr esto probaremos

2.7 Teorema.
. 1 1 .
Si f pertenece a L= (va), conv € AT (L, 00), entonces se tiene

1 x+h 1 r+2h + 1 «
28) [0Xo-nall; | (\Iotf(y)—ﬁ /. uotf|> wec([ir)

para todo x € IR, h > 0.

Aplicando el Teorema 2.7 y el Teorema II 2.3 obtenemos una prueba mas simple
del Teorema 2.6 que ya fue realizada en el articulo [MR-T].

Prueba del Teorema (2.7). Dado x € IR y h > 0, pongamos f = f; + f2, con
f1 = [X[z,5+2n) entonces

IJf=I1{fi+I]f.

Veremos que se verifica (2.8) para f1 y fa. Consideremos

x+h 1 z+2h +
VO (nwi-g [ mnea)
x h x+h
1 z+2h 1 z+2h z+2h f(t)
< = It dy = — —— Lt
<if mnwia=g [

1 (2n)> [*H2h
<55 [ el

dy
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Entonces

z+h x+2h +

ol | (uxfl(y)—% /. u;f1<z>|dz) y

x+2h
< Sloxenalle )™ [ 0 at

z+2h @ r+2h L l—a
< Clloxeonalloo (21)° (/ (1F(t)0)* ) (/ (v—1>a—1dt>

x+2h o

gc(/ (£ ()0)* )

donde la ultima desigualdad se debe a que v € A+($, o0); por lo tanto resulta

loXonalleg [ (IERWI= [ ERGI )y

o)

Consideremos ahora la expresién

x+h z+2h +
(2.10) 5 (IIifz(y)—% / IIif2(2)|d2> y

+h

(2.9)

Eso vale

T+h ) f(t) 1 x+2h ) f(t) +
oy =g L atjdz | d
/x <| /1‘+Qh (t—y)i=e T /m+h | eqon (E—2)17° fld Y
l z+h 1 z+2h 00 L B o L :| +
- h/fr (h /x+h [| /:r—|—2h (t—y)t~- dt| | wpon (t—2)1—@ dt|| dz | dy

1 x+h x+2h 00 f ¢ e f t
L. <'/x+2h | o ) defd

=
Usando el Teorema del valor medio y el hecho de que (t — §)*2 < (t — y)*—2
resulta

x+h x+2h
(2.10) < —/ / / (a — 1)2h(t — y)* 2| dt dz dy
z+2h

x+h
<ol / POt - y|* 2 dedy
z+2h

:17—|—h
<c [ [ - — a2 dray
x x+2h

oo «@ %) 11—«
<Ch (/ F()[ v dt) </ t— 2 — bRy dt) .
x+2h o5 z+2h

S| =

)



Acotemos

0o Ly L l-«
||UX[x—h,x}||ooh (/ |t_1'—h|m’l)_m dt) ,
z+2h

esto es

o2k,

l-«o
a—=2 _ 1
— T — —a —a
It h|i=a v Tw dt

ClloX{o—nalloch /
H " ’ <Z z+2%kh
< loxge- hx||oohz</

o o2kt 11—«
<O ox okl (25 0) 20 ( / v e dt>

z42ktn

-
(2F-1p)i=ay = dt)
+2kh

o0

z+2Ft1p l-a
_ k—17\a—2/0k+1l7\1—a [0X [2—28+1h,0] |00 1
=C)» (2" "h)*“(2"""h) " %h QIR0 v T-a dt
k=1 T

00 k+1 1-a
1 HUX[:;;—Qth,x]Hoo TR 1
< CZ ok (2k+1h>1—a /x v dt
1

Asi se tiene

1 x+h 1 x+2h +
loXenalloy [ (1801 -5 [ RG] dy

+h
<C </\fv|i)a

Uniendo (2.9) y (2.11), resulta (2.8). O

(2.11)

Demostracion del Teorema 2.6. Después de haber probado el Teorema 2.7, para
poder aplicar el Teorema II 2.3 deberiamos ver que

IFfeli(v)si feCE(IR), 1<p<l/a,1/g=1/p—ayve At (pq).
Sea f con soporte contenido en (—N, N). Si x € (—2N, N) entonces
1o f(2)] < KN?||flloc -

Si z < —2N se tiene

1

I f(2)| < KHfHoom .
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Siz>N

1o f(x)] =0

Por lo tanto I} f € Li(v7) si y sélo si

vi(z)
d .
/xSQN (=N —z)(1=)a v

Por Lema 1.12.i (notar que 1+¢/p" = ¢(1—a)) y Lema 1.13 resulta que I} f € LI(v?)
obteniendo asf lo deseado. [J
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CAPITULO III
ACOTACION DE OPERADORES
INTEGRALES SINGULARES LATERALES

En este Capitulo probaremos cémo los operadores integrales singulares laterales
son acotados de L (v) en BMO™(v). A partir de esta acotacién y aplicando el
Teorema III 2.4, de extrapolacion desde infinito, veremos que estos operadores son
de tipo fuerte (p,p) con peso v si v € A;.

La nocién clasica de un ntcleo de Calderén-Zygmund es una funcion K &
L;,.(IR — 0) que satisface las siguientes condiciones:

(3.1) existe una constante finita B; tal que

/ K(z)dx
e<|z|<N

para todo € y todo N, con 0 < € < N; mas ain, existe

<B

lim K(x)dx ;

e—0 e<|z|<1
(3.2) existe una constante finita By tal que
B
|K(z)] < ‘—2| para todo x # 0 ;
x

(3.3) existe una constante finita Bs tal que

|y

Bs—== para todo z e y con |z| > 2|y| .

K@ =) = K(@)| < By g

Es conocido que estas condiciones son suficientes para la acotacion fuerte LP,
1 < p < o0,y de tipo débil (1,1) del operador integral singular

y del operador maximal

(3.4) T f(x) = sup [Tc f(z)]

con

Typeset by ApMS-TEX
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35 i@ = [ K.

Los operadores integrales singulares laterales fueron recientemente definidos por
Aimar, Forzani y Martin—Reyes, en [A-F-MR]; alli se caracterizan los pesos para
los cuales estos operadores son acotados de LP(v) en LP(v), también se proporciona
como ejemplo de niicleo de Calderén—Zygmund con soporte en la recta real negativa
el siguiente

_ 1 sen(log Az)

KA(.'E) = log(Ax) -X(—oo,O)(x)v

donde

Ky(z) = K (\z) .

Claramente si K es un ntucleo de Calderén—Zygmund, K también lo es y con las
mismas constantes By, By, Bs, de K.
Por completitud, enunciamos como Teoremas A y B, algunos de sus resultados.

Teorema A. Sea K un nicleo soportado en la recta real negativa que satisface
(8.1), (3.2) y (3.3); entonces se tiene:

(A.1) dado un peso v € A} existe una costante C' que depende sélo de By, Ba,
Bs, p y de la constante de la condicién AT, tal que

T f(x)[Pv(x)de < C | |MTf]Pv(z)dr 1 <p< oo
IR IR

sup WPo({T* f(z) > A\}) < Csup NPo({MTf(x) > A\}), 1 <p<oo;
A>0 A>0

(A.2) dado un peso v € A;)", con 1 < p < oo, existe una constante C' dependiente
solo de By, By, B3, p y de la constante de A; tal que

|1t s@ire@ an<c [ (apoa)de
IR IR

(A.3) dado un peso v € AT, existe una constante que sélo depende de By, By, Bs,
p v de la constante de Af tal que

. C
(T f@) > W) < 5 [ @ de

Observemos que este Teorema nos dice que los operadores maximales T estdn
uniformemente acotados en LP(v) , 1 < p < oo, si v € Af y en L'(v)-débil si
v € Af. El Teorema que sigue es una especie de reciproca.
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Teorema B. Sea K un nicleo integral singular soportado, en la recta real negativa
que satisface (3.1), (3.2), (3.3), y K(x) # 0. Sea T} el operador mazimal asociado
al nicleo K, .

Si v es un peso y todos los operadores T con A > 0 son de tipo débil (p,p),
1 < p < oo, con respecto a la medida v y con constante C' independiente de A,
entonces v € A;’;.

Como ya destacamos al comienzo de este Capitulo, probaremos que los oper-
adores T* y T inducidos por un nucleo en la recta real negativa, son acotados
de L*°(v) en BMO™(v) para f’s tales que ||fv|| < oo. Una vez obtenida esta
acotacion, nuestros resultados de extrapolacién (ver Teorema III 2.4) nos permiten
obtener el tipo fuerte (p,p) con v € A;;. Observemos ademas que en la prueba dada
en [A-F-MR] es necesario demostrar una desigualdad de “buenos A’s” para T*. En
nuestro caso, sélo nos hace falta la ya conocida desigualdad de “buenos \’s” (ver
Teorema 1.15).

3.6 Teorema I.
Sea K un nicleo, con soporte en la recta real negativa, que satisface (3.1), (3.2),
(3.3). Sea T* como en (3.4) y v~ € AT. Entonces

T 1]

v+ < Cl[f0]loo

para toda f tal que ||fv|eo < 00.

Demostracion. Ante todo notemos que
i@ = [ Ke-piwdr= [ K.
T—Y|>€ T+€

Seav™! € A7, f tal que || fv]|0 < o0, d > 0 tal que (v™1)**° € A] (ver Teorema
1.5),x € IR,y h > 0.
Pongamos f = fi1 + f2 con f1 = fX[s.+8n)- Cabe destacar que bajo estas hipétesis
f1 € L'*9(dx). Acotamos

z+h z+2h + z+2h
7 (Tﬁ@—%/ wﬁ@dﬁ <y [ T hdy

+h
1 x+2h s ﬁ
cly [ mawrdy
1 146 B I 146
C - |F1 ()| dy =C z |f(y)] "% dy
IR x

gc(E/ uwwww”wlwww>

< C||fv]lso (ﬁ/ (U—l)1+6 dy> .

Como (v~1)*9 € A7, usando el Lema 1.12.iii tenemos que
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o xsnallly [ 0T,
x

lo cual implica

1

loXe-nallg | [ @70)  <c

y obtenemos

x+h z+2h +
VX [z—h,z]|lco % 1 %
37y PXie=halloe rhw - [ e as) dy < Cllfolle .
X h xT

h +h

Ahora consideramos

s (e [ RG]
h x h x+h
esto es

:c—l—hl x+2h
<1 / / T foly) — T fol(2)| d2 dy

1 :r—|—2h o
< %/ 7 sup | K(y—t)fz(t) dt| — sup | K(z —t)f2(t)dt| | dzdy
z+h e>0 y+e e>0 z+€
< 1 "L ( - K t) fo(t)dt| — | - K(z—1t)f (t)dt|> |dzd
= — — — z — z
—h / h \/:L‘+h, | iglg | y+e (y ? z+e€ ? Y
x+2h [e’s) o
< %/ %/m sup | y+€K<y—t)f2(t)dt\ — |L+€K(z—t)f2(t)dt| dzdy
x+2h ') e’
< / %/ ' | [ K- 000) it- [ K- om0 dt' dz dy
Analicemos
=|[ " Ku-onod- [ kG050 dt' |
y+e z+€
Si e < 6h, es
L=| [T kKy-opmda- [T KE-opo dt\
z+8h z+8h
<[ K- - K- 0)5) di
x+8h
— 1.
Si € > 6h,
z+e€ oo
= | [ RG-op@d [ (K- - K- 0)n0 dt\
y+e z4€
z+e [e%e)
A Kw-nR dt' [ G -0 - K- )0 d
y+e z+8h
=L +1 .
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Como t — z > 2(z — y), usando la propiedad 3.3 del nicleo tenemos que

x+2+h |

I g/ | F(0)]dt < 2h / dt
' x+8h( ) Z 2425k —z)?

1 l‘+2k+1h oo 1 1 m+2k+lh 1
SChZW/ |f(t)\dt§0||fv\|w22—km/ vt
k=3 k=3 r

z+2kh

Notemos que | — €| > 2|e — (t — y)|, luego por la propiedad 3.3

z+e z+e
hes|[ -0 - Koo @] +| [ K-on
y+e y+e
z+e_€+t_ Z+€B2
<[ e tnwas [ R pel

C z+e C z+e B
<2 [ in@la<plS [ o
€ Jy+e € Jyte

C xr+2€ B
<ol [ o7t

Por lo tanto, usando el Lema 1.12.iii,

Itenalley [ (TR~ [ TR )

33+h1 x+2h
<||vxxm||oo/ / sup(1.) dz dy

e>0
< CllvXe—n,alllool [ fol] 00

o0 1 1 $+2k+1h 1 x+2€
-1 -1
X — dt - dt
2. g / v / ’

21 [oX w2k +1h,g) oo =+2"+h -1
< Ol folloo (Z T / vt
k=2 x
r+2€
+ sup [[0Xfa—2e01l o / vt dt)
e>0 26 xT
<Ol fvlfoo
es decir
(3.8)
1 x+h 1 x+2h +
Ienalley [ (TR0 = [T RNz ) g <l

Uniendo (3.7) y (3.8) obtenemos
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loxe-nall [ <\T*f<y>—ﬁ /. \T*f(z)|dz> dy < Cllfollo

para todo x € IR y para todo h > 0, resultando asi el Teorema. [

Si consideramos T' como en (3.5) en lugar de 7% en el Teorema anterior, proce-
diendo de manera similar obtenemos

3.9 Teorema II.
Sea K un nicleo soportado en la recta real negativa que satisface (3.1), (3.2),
(3.3). Sea T como en (3.5) yv~' € A]. Entonces

T fHIo,+ < Cllfvll

para toda f tal que ||fv|eo < 00.

APLICACION DEL TEOREMA I111.2.4

Consideremos a T* como en el Teorema I 3.6; queremos probar

3.10 Teorema. Siv € A, entonces ||[T*f|

pw < Cl|f|lp,v para toda f € LP(v).

Demostracion. Para ver esta afirmacion aplicaremos el Teorema III 2.4 de extrap-
olacién desde infinito. Por lo probado en el Teorema I 3.6 sélo debemos corroborar
que

sive Al y f € Cg°(IR) entonces T*f € LP(IR), 1 < p < 0.
Sea f € C§°(IR), con soporte de f C [-N, NJ; consideramos tres casos.
Siz > N,es T*f(x) = 0.
Si 2N <z <N,

T* f(x) = sup
0<e

/ K(x —y)f(y)dy
xr+e

N
< |1£loc sup / K(z —y)dy
0<e T+e€

<lfllesup| [ Kt
0<e |Je<|t|<N—z

< Bil[fl]eo -

Si x < —2N, entonces 2|y — x| > |z|, y se tiene
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= sup
0<e

/ K(zx—y)f(y)dy

< ||f|\oosup/ Bar

Por lo tanto, si x < —2N, es

N
T () < Ol fllse 7 -

Aplicando el Lema 1.13 obtenemos que

T fllpo <00 si veAr. O

Cabe destacar que lo mismo se verifica para T'.
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CAPITULO 1V
TEOREMAS DE EXTRAPOLACION DEBIL
PARA CLASES A*(2,7) DE PARES DE PESOS.

En este Capitulo se prueba un Teorema de extrapolacién de las clases A1 (2, 1)
para acotaciones de tipo débil (p,q) con un peso, extrapolando desde la clase
At (B2 D) (ver Teorema I). Asimismo, se muestra cémo estos resultados implican
acotaciones de tipo fuerte (p,q) con un peso (ver Teoremas II y III).

También se demuestran en el Teorema IV propiedades de extrapolacién de las
clases de pares de pesos A" (p/r,q/r) desde el extremo AT (py/r,00), obteniendo
acotaciones de tipo débil (p,q). Este Teorema generaliza el resultado obtenido

n [H-M-Se 2]. Ademads ilustramos cémo este resultado se aplica para obtener
acotaciones de operadores (ver Teoremas 4.8 y 4.10).

4.1 Teorema I.
Sea T un operador sublineal definido en C§°(IR), sea 1 < r < py < gy < 00 ¥
supongamos que para todo v tal que v" € AT (22 1% tenemos que

1

oo 5] > E <0 (5 [lrme)”

Entonces para todo p, q con ]% —

satisface

Q=

11
=+—-1, r<p<qg<ooyv’ €A(E 1) se

<c(5 1)’

Demostracién. Sea v tal que v" € At(p/r,q/r), y primero supongamos que p >
po > 1, luego ¢ > qo. Sea f € C5°(IR) y sea Ey = {x : |[T'f(z)| > A\}. Consideremos
I, = (n,n+1], con n € IN. Recordemos que por el Lema 1.12.i v" € A*(p/r,q/r)
si y sélo si v? € A1+q/r/(p/r),, luego

(/ XE*“n”q)q - ( / (X%“mm/%v‘I)

1

q0 @
([t
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donde g, > 0y ||gnll(g/q0)rws = 1. Notar que esta g, existe pues x% ~; €

La/%(y9). Tomando s = 1+ (¢/r)/(p/r), so = 1+ (qo/r)/(po/r)’, notamos que
s/so = q/qo; por lo tanto, por el Lema 1.24.i, existe H, > g, con H,v? € Af
Y 1Hnll(q/q0)ve < C. Recordemos, por la Nota del Capitulo I, que esta C' no

depende de H,,. Esto implica que (Hi/qovqmo)r € AT (po/r,q0/7), y entonces

1/qo0
(/XEmI (Hl/qovq/qo) )
1/q0
< C (/X%) (Hl/QO,UQ/QO)QO)
< N

1/ / 1/p0
p q0,,9/9
< 0 (5 [y )

Como po q/q0 = po + q (1 — po/p), se tiene

Q=
IN

(v¥{x | Tf(x)| > A} N1,)

1

1
1 ro q(—=7) \ o
(vH(ExNI,))s < C (E/’f‘pOUPOHﬁJo Uq (%) ) 0 ;

ademds, como (£2)(L)" = (L)', por la desigualdad de Holder es

L a p/Po(P—po)
(vH(ExNI,))s < C% (/‘ﬂpvz)) (/H( )’ )

1
< O flpor -
Sumando sobre n resulta

1

e s Tf) > ) <0 (5 [ |f|pvp)

Ahora supongamos que 1 < p < pg ( lo que implica que 1 < ¢ < qg); igual que antes
vemos que v? € A} con s =1+ (¢/r)/(p/r) y notamos que p = q — pq/po + pq/qo;

luego,
([oee)" = ([1smFeiona)”
= ( [y

Entonces existe g > 0 con f(gfl)(%)lvq = [ gP/(Po=P)yd =1 y tal que

(4.2) — (/(’f‘vpg—i—q%)pog—lvq) Po _ (/|f‘povzgzg—1) i) ‘

Sea h = g_qo/po. Observar que ||h||q/(q0_q),vq =1y s/(so—35) = q/(q — q)
con so = 1+ (qo/s)/(po/s)’; por lo tanto, por el Lema 1.24.ii existe H > h con
36
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H||q/(qo—q)we < Cy H 09 € Al | es decir que (H=1/2093/9)" ¢ A (pg /7, q0/7);
luego

Q=

(v [Tf(x)] > A})

El Teorema que se prueba a continuacion, muestra como con la sola hipdtesis de
que el operador esté débilmente acotado (po, qo), para todo peso
v" € AT(po/r,q0/r), se obtienen acotaciones fuertes (p,q) para todo peso v" €
ATt (p/r,q/r). En la prueba se usa el Teorema I 4.1 y técnicas utilizadas en [Mu-
Wh].

4.3 Teorema II.
Sea T un operador sublineal definido en C§°(IR), sea 1 <1 < pyg < gy < 00 ¥y
supongamos que para todo v tal que v" € AT (po/T,q0/7) se satisface

g (11 > 2)E < (5 [1ame)”

1

Entonces para todo par (p,q) conr < p < q < oo tal que T qio, Y para

1
q Po
toda v" € AT (p/r,q/r), tenemos que

(/ ITf(x)qu‘I)é <c(f |f|pvp)‘l7

Demostracion. Por hipétesis, y por el Teorema I 4.1, tenemos que si
v" € AT (p/r,q/r) entonces

Qb—‘

e s Tf@) > ) <0 (55 [ \fl”v”>

Notar que v? € A} con s =1+ (q/r)/(p/r)’, y por el Teorema 1.3 existe € > 0 tal
que v? € AT .. Ademds existen pi, q; con p; < py q1 < q tales que
q/r 1 1 1 1

y _— — =
(pl/r)’?)? P11 Q1 Po Qo

s—e=s51=1+



Sea v = pio — qio, y si pa, g2, son tales que po > p, qa >qy vy = p% — q%, entonces
vl e AL, con sy =1+ (];122//:),. Recordemos que sy < sy implica A} C Af .

Consideremos el operador Lg(z) = T'(gw?)(z) donde w = v?, y notemos que
w e A, A;FI,AJr ; entonces

S27

/ w :/ (wﬁ>q1 < C( 1 /gplwpwwpl/m)pl
{a:|Lg(x)|> 7} {w:| T (guw) ()| >} AP

Como p1(1/po — 1/q0) +p1/q1 = 1, se tiene

a1 a1
(e o) G )

Y de igual manera se ve que

1 a2
p2
/ w:/ wgC(pz/gmw) :
(| Lg(x)|> 7} (| T(guw)(x)| > A} A

Luego, por el Teorema de Interpolaciéon de Marcinkiewicz, obtenemos

(fra)” se(f )

para todo p =tps + (1 —t)p1 y g =tqa + (1 —t)q1, con 0 < ¢ < 1.
Sig= fw™7, entonces Lg =T f y por lo tanto

1/ % )
(/WWW)qgc(/umﬂmﬂ):dxm%%p'm

El Teorema IIT que sigue es una version lateral del Teorema de Extrapolacién
de Rubio de Francia. Se prueba que teniendo como hipdtesis que el operador sea
de tipo débil (pg,pg) para la clase A;FO I contenida en la A;O, obtenemos el fuerte

(p,p) para la clase A:/T contenida en la A;.

4.4 Teorema III.
Sea T un operador sublineal definido en C3°(IR) y supongamos que para todo

v E A;O/T, con 1 < po/r < oo, tenemos que

(4.5) (ofz: |Tf(z)| > \D)76 < C (A}g /|f|P0rU)”10 .

Entonces para todo v € A;/r y1l<p<oo tenemos

[iwse<c [

Demostracidn. Sea v" € AT (po/r,po/T), entonces vP° € A;O/T, luego por hipétesis
38



1

(vPd{z . |Tf(z)] > )\})% <C (};0 /|f|povp0> P0 7

y asi por el Teorema I 4.1, para toda v" € AT (p/r,p/r) y para todo r < p < co se
satisface

s rf@) = k< (5 |f|pv”)

Siv e A+/ ,existe r < p; < ptal quev € AT, C A;/T. Por lo tanto

pi/r
(vﬁ)r € AT (p1/r,p1/r) ( Lema 1.12.vii ) y vale (4.5) con p; en lugar de po.

Notamos también que v € A;z =) A;/r para todo ps > p y de igual manera vemos

que (4.5) se cumple con ps en lugar de py. Aplicando el Teorema de Interpolacién
de Marcinkiewcz, tenemos que, si v € A;’ ,» entonces

[rrp < [l o

En el Teorema IV 4.6 usaremos las normas L(p, ¢, ) de los Espacios de Lorentz.
Recordemos, que si f es medible en un espacio de medida, un reordenamiento
no-decreciente f* de f se define como

fr(@t) = nf{s: p({z : [f(2)] > s}) <t} ,

para t > 0.
Una funcién f se dice que pertenece al espacio de Lorentz L(p, q, pt) si

b= (2 [ 0r %) <o

conl <p<ooyl<g<oo,y
Lo
Hf“p,OO,M =suptr f*(t) ,
>0
con 1 <p<ooyq=oc. Para méas detalles ver [St-W].
4.6 Teorema IV.

Sea T un operador definido en C3°(IR), con valores en el espacio de las funciones
medibles. Supongamos que T satisface:

LATNI =TIy 1T +9)l < T+ 1T (9)]
2. Dador y B, 1 <r < f < oo, para todo par (a,b) de funciones tal que
(a",b") € A+ (£, 00) wale

|aT'(f)lloo < Cl[f0l5

con C dependiendo sélo de la constante de AT (g, oo) del par (a”,b").
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") e At (— g), entonces existe C' que depende

Sir<p<p, %:%—% y (u",v
T (2,4) del par (u”,v") tal que

de £, 4, y de la constante A™ (&,

Y

IQ\'

w ({21 |TH(z)] > \}) < C (A—p/ F[Po? da:)z VA 0.

Demostracién. Sea f € C°(R), 0 < m = [|f[PoPdz |y (u",0") € AT (2,9).
Definimos

15 () fma s |f(z)] >0

e" v v(x) si |[f(x)=0.

Esta b satisface

i [follp = [1f0lls

ii. /b‘qvq dr <2

Probemos estas dos afirmaciones:
Sea (3 < 00
1
’ 2_1)g p 8
(/ \frﬁbﬁ> ([ s
{z:f#0}

(/ f|) (/ Iflpvp)é
~([irer)’

Wl

11.

_ 1 p_1 2\ ¢ _ﬂ—ﬁ -1
b~ wldr =m <|f|ﬁ vﬁ) vl + e " aw v?
{a:f#0} {w:f=0}

:m—l |f|%w+qv%+q +/ 6—7‘r|:c|2
{w:f#0} {w:f=0}

<2.

El caso = oo es mas simple , puesto que p coincide con ¢ y las afirmaciones son
inmediatas.

Definamos

r(2) N\ r By
a(z) = (M+b € (a;)) o
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LE+h N (é)/
Notemos que (ar7br> € A+(g7 OO), pues: HarX[a:fh,m]HOO %/ b_r(?)
xT

1

x+h By
l/ 2y )

[ee) h’ T
_ 1 z+h By
<2<M+br(g)/(t)) 2y 2 / pr(2) o

_ 1
<4 (M-&-br(:)/(t)) 2y <M—|—br(§)/(t>> 2y
=4,

donde t € [x — h,z|. Sea Ex = {z : |Tf(z)| > A}; luego

Wi(Ey) = /E K
_ / i, (@) (@)a(z)ul (z) dz

< ||XE>\||(1+1/q,1,auq)||a_1||(q+1,oo,au‘1) .

1

_ H () o

e~

-

Para estimar el segundo factor observamos que

(4.7) Aot / aut <\ / ) o
fa(@) 1>} {o:M b7 (@) > A7)

Ya que (u”,v") € AY (2, 4), por Lema 1.12.i, (u?,07) = (u"*,0"7) € A}, con

s=1+(q/r)/(p/r), y se sigue que (ver [S], [MR-O-T], [MR]) M* es de tipo débil
L3 (v?) — L5 (u9).
Entonces

A4 /

(4.7) < —5— /(b—Nf) ) ul = /b—qvq <20 .
()

Calculamos la reordenada de a~! respecto de la medida au?, esto es

(@) (t) = nf{y : au'({z: [a™!| > y}) <t}

< inf{y: <

yQ+1 - t}
o o
-(5)"

lla™ ] (g41,00,aus) = SUP t#(a_l)*(t) <C.
>0

luego, se tiene

Un reordenamiento no decreciente de xg, es x[o,r) con R = au?, por lo tanto
Ex
R R
dt 1 q
— _4q et 9 S N
||XE>\H(1+%,1,au‘1) — g+1 /0 ta+t 7 = —q+ 1 ; t a1l dt = Ra+1,
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Por otro lado

R:/ aquk_l/ |T flau?
E)\ EA
<A ol [ u

E\

<ol [ ur.

Ey

Por esto
——a_ 1= _aq_
sl ey < XFNRBIET ([ umyete

E\

Teniendo presente las propiedades de b y que / u? < oo pues f € Cg°(IR), se

Ey
sigue
wl(Ex) <|lxmslla+1/g.1.aun)l10™H ] (g41,00,au0)
9
< 20N || fol [T (ud(Ey)) T
Es decir

(W(By)) 7T < 207 || fol|7T

En conclusién tenemos que

u(fx s [Tf(x)] > A}) < C(s; / fromyE . O
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APLICACIONES:

Primera aplicacién.

Para 0 < a <1y 1l<r < oo definimos

3=

z+h
My f() = sup (hf_a / |f<y>|7“dy>

h>0

Cuandor =1, M} = M} .

4.8 Teorema.
Sea (u",v") € AY(B, 1), Entonces existe C tal que

w? ({z: [MI7"f(z)] > A}) SC()\_p/|f|pvpdx) VYA >0,

@
T

con =+ —-yr<p< ..

=)
D=

Demostracion. Sea T = MDT; veamos que T satisface las hip6tesis del Teorema
IV 4.6. Sea 3= ~, h>0, z fijoy (a",b") € A*(é,oo).

/ )| dy = / P

hl—a hl—a

« 11—«
1 z+h 1. z+h o
([ ()

Notar que a es localmente finita, por lo tanto finita ppx, y sea x tal que
ar<x) < HCLTX[m—h,m]HOO; luego

1 $+h r
o) | im [ IF) dy
1 1 x+h o o xz+h L -«
§||a7‘X[w_h,m]Hc§0 hl—_a / |f(y)]7°5b5 / =

< C(a", b")|[fbl]p -
Por lo tanto a(x)T'f(xz) < C||fbl|, es decir

aT flloe < C|fbl]5 -

Con esto, aplicando el Teorema IV 4.6 resulta lo enunciado. [
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Con r = 1 tenemos el resultado ya conocido (| G-K])

4.9 Teorema. Sea (u,v) € AT (p,q). Entonces existe C tal que

wt (o przr@) > <€ (3 [irea)” oo,

1_1_ 1
con o= ayl<p<s.

Segunda Aplicacién.

4.10 Teorema.
Sea Tf(x) = (IX|f|())%. Si (u,v) € A*(p,q), con

— % = «, entonces

D=

wI({z : (L fl(2)# > A} < C (A—p/ |f[Po? dx) T WA>0.

Demostracion. Ante todo, se sabe que
(4.11) (IE 1) < CoaM f(z) .

Por completitud, incluimos la prueba de (4.11) publicada en [M.R-T].
Supongamos f > 0,y f = f1 + f2, con f1 = fX[z,z42n]-

x+h z+2h
T pant =sowp [ arr -5 [ aEntay

h>0 +h
1 m+h 1 $+2h
SSUPE/ (Iifl(y)_ﬁ/ IF f1) " dy
h>0 T x+h

1 x—i—h 1 $+2h
+SUPE/ (I;rfz(y)—ﬁ/ IF f2) " dy .

h>0 +h
Acotemos el primer sumando.

sz [ Uthe -5 [ rntar<swr [y

h>0 h hJoin h>0

x+2h x+2h
= sup — / / —————dzdy
h>0 h e

(L‘-i—2h 1
< su z ———dydz
_h>13h/m A )/m (z —y)t~@ Y
1 [oteh |x — z|*
< —
_suph/x fle) 5 —~d=

h>0

ha—l x+2h
< sup / f(z)dz

h>0 2 — «
< OM} f(x) .
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El segundo término es 0 pues lo encerrado entre paréntesis es < 0, ya que

1 r+2h ') f(t) r+2h f(t)
+ _ + _ I\ _ I\
L 2(9) h/ laf2= /w—|—2h (t—y)l-= at / /m—|—2h (t—2)1-

m+2h 1 1
/ / f(t) [ — T 1 dtdz =0,
v+2h t—y)t=e  (t—2)=

pues y < z < x + 2h <t y esto implica que t—z <t —y.
Como para M vale que

M lloe < CIIb] 2

dt dz

para todo (a,b) € A% (L1, c0) (ver Teorema 4.8 para r=1), teniendo en cuenta (4.11)

se obtiene

la(ZZ 17D lse < Call £

para todo (a,b) € A*(é, 00). Luego, si (u,v) € AT (p,q) con % - % = «, aplicando

el Teorema IV 4.6, resulta

uq({:z;:(I;“\f](:z:))f>)\})§C’()\_p/\f]pvpd:1:>p VA>0. O
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