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Las notas que siguen surgen del curso de Andlsis Complejo dictado en el segundo
cuatrimestre de 1998 en FAMAF como parte de la materia Andlisis IV de las Licen-
ciaturas en Fisica y Astronomia y como materia Elementos de Funciones Complejas del
Profesorado en Matematica.

Es tradiciéon basar el curso en el libro de Churchill & Brown ( Variable Compleja y
Aplicaciones, McGraw-Hill, 1992; traduccién de la quinta edicion de “Complex Variables
and Applications” de los mismos autores en la misma editorial) pero he usado constan-
temente la presentacion ofrecida en el libro de Saff & Snider (Fundamentals of Complex
Analysis for Mathematics, Science and Engineering, Prentice-Hall, 1993) que considero
excelente y, por supuesto, el magnifico libro de Ahlfors (Complex Analysis. An intro-
duction to the theory of analytic functions of one complex variable, Mc-Graw-Hill, 1966,
segunda edicién) del cual aprendi estos asuntos hace ya mucho. También he consultado
con mucho beneficio los libros méas avanzados de J.B. Conway Functions of one complex
variable (Springer-Verlag, New York 1973) y de W. Rudin Real and Complex Analysis
(Tata McGraw-Hill Publ. Co. Ltd., New Delhi 1980). La sucesién tematica de las notas
tiene poco que ver con el curso dictado. Los motivos de este desfasaje son dos: la funcion
exponencial, y el Teorema de Cauchy-Goursat.

En el curso, la funciéon exponencial fué introducida “a mano” apelando a la buena
voluntad y a los conocimientos previos de los alumnos. Aqui anteponemos la discusion
de las series de potencia que permite una introduccién limpida de exp. Y ya que estamos
demostramos que las series de potencias y sus derivadas son analiticas.

En cualquier curso elemental la discusién del Teorema de Cauchy-Goursat presenta
un problema serio. Este resultado crucial no puede demostrarse sin usar compacidad. Es
notable que los alumnos del curso no tenian ninguna familiaridad con este concepto. En
la demostracion ofrecida por Churchill & Brown, la compacidad no se menciona explicita-
mente pero estd escondida (y relegada a un ejercicio) en la construccién de un reticulo de
cuadrados que cubre apropiadamente la regién de la accion. En el curso he optado por
ser mas explicito y menos general. Introducimos compacidad y demostramos el Teorema
de Cauchy-Goursat sélo para un disco siguiendo la presentacion de Ahlfors.

En el curso, los fenémenos asociados con caminos cerrados no simples se mencionaron
muy sucintamente o para nada. Aqui agregamos un apéndice con una discusién de “wind-
ing numbers” y presentamos la demostracion del Teorema de Cauchy dada por Dixon.

El lector encontard aqui solo algunas pocas “aplicaciones” y ninguna concreta a la
fisica. Algunas de estas cosas se hicieron en los préacticos. Como solia decir el Profesor Res
Jost: “Verallgemeinerungen und Anwendungen folgen automatisch” (Generalizaciones y

aplicaciones siguen autométicamente).
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Capitulo 1

Numeros complejos

1.1  ;Qué son?
En general un polinomio en una variable real x
P(x) = ap + a17 + aga® + - - - + a,a”

no tiene porque tener raices reales, i.e. soluciones de la ecuacién P(x) = 0. Si 21 es una raiz
entonces P(x) = (z —z1)Q(z) donde @ es un polinomio de grado menor. La existencia de
raices permite entonces factorizar polinomios cosa que simplifica su anélisis. El polinomio

mas simple que no admite raices reales es
41, (1.1)

ya que el cuadrado de un ntimero real es siempre un ntimero no-negativo.

A partir de estas y otras consideraciones surge la idea (la necesidad, el capricho, ...) de
extender los ntimeros reales a un conjunto mas rico y poderoso. La extensiéon mas pequena
(en un sentido matematicamente preciso) resulta ser el conjunto de los niimeros complejos
C. Al fisico a quien no le convencen estas elucubraciones le diria que tenga muy en cuenta
que la mecanica cudntica es una teoria genuinamente compleja. Y no es atrevido conjeturar
que no hubiese sido descubierta sin los complejos. También le recordaria, a otro nivel, la
enorme simplificacion y economia que se produce al introducir los niimeros complejos en
el andlisis de fenémenos oscilatorios, o la impedancia compleja en el analisis de circuitos
de corriente.

La extensién que se busca deberda —si se quiere por ejemplo atacar el problema de
la factorizacion de polinomios— permitir una suma y una multiplicacién que tengan las
mismas propiedades que estas operaciones para los reales.

Considere un nuimero imaginario ¢, llamado unidad imaginaria , que multiplicado

por si mismo dé —1: ii = 2 = —1. i es entonces, por decreto, una rafz del polinomio
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(1.1). Si queremos, como dijimos, preservar las reglas de célculo usuales, obtenemos in-
mediatamente otra raiz —i ya que (—i)(—:) = (—)(—)i* = —1. Si multiplicamos a ¢ por un
nimero real b, ib = bi, hemos obtenido una raiz del polinomio z? + b2. El conjunto de los
numeros tb con b real arbitrario forma el conjunto de los niimeros imaginarios. La suma
de dos imaginarios es (iby) + (ibs) = i(by + b2). Al multiplicar dos imaginarios, sin innovar
y usando solamente la propiedad definitoria de i, obtenemos (iby)(iby) = i%b1by = —by1by
0 sea un numero real. Si ahora sumamos un nimero real ¢ y un nimero imaginario b

obtenemos a + ib que denominamos nimero complejo. La parte real
Re(a +ib) = a,

de a + b es el nimero real a, y su parte imaginaria
Im(a+ib) =b,

es el numero real b. Conservando siempre el principio de no innovar, la suma de dos

complejos serd
(Cll + ib1) + (CLQ + ibQ) =ay + as + iby + by = (Ch + CEQ) + i(b1 + b2) .

En cuanto a la multiplicacién de complejos, podemos proceder cautelosamente. Primero,

conservando distributividad,
a(ay + iby) = aay +iab; , para a real
(ib)(ay + ib1) = iba; + i°bb; = —bby + iba; , para ib imaginario .

Combinando estas reglas y siempre queriendo distributividad tendremos
(a1 + ibl)(ag —+ Zbg) = a10a9 + ibla,g —+ ialbg + i2b1b2 = (a1a2 — blbg) —+ i(a1b2 + a,gbl) .

El conjunto C formado por a + ib donde a y b son reales con la suma y multiplicacién

recien establecidas conforman los niimeros complejos.

Ejercicio 1 Verifique que la suma y multiplicacion de C tiene todas las propiedades
usuales de estas operaciones en los reales (Conmutatividad, Asociatividad, Distributividad,
Verifique que el conjunto {(z,y) : x,y € R} de pares ordenados de nimeros reales

con:
(w1, 91) + (02, 42) = (21 + 22,41 + 1)
($1a y1) : ($2,?/2) = ($19€2 — N1Y2, T1Y2 + 962?/1)

puede identificarse con C y sus operaciones via la identificacion (z,y) = x + iy. Observe
que (0,1) = 1.
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Anotaremos los niimeros complejos con letras latinas en mintscula (z, w, - - - ) y cuando
escribimos z = x + 1y sobreentendemos que x e y son reales.
El hecho que un complejo z = x + iy este determinado por un par ordenado (z,y) de

nimeros reales nos permite identificar a C con el plano real. Esta identificacién es una

Figura 1.1: Representacién de un complejo en el plano R?

rica fuente que debe tenerse muy presente. Asi, por ejemplo, la suma de los complejos
21 =1 +1y1 ¥ 22 = Tg + 1Yo se transforma en el plano en la suma de los vectores (1, ;)
y (z2,y2) (ver figura 1.2).

Veremos luego que la multiplicacién también tiene un correlato geométrico.

El inverso de un ntimero complejo z = = + iy no nulo (i.e., Re(z) y Im(z) no son

ambos nulos) es el nimero complejo anotado z=% o 1/z dado por
z7z2=1;
con z =x+1iyy 2~ " = a+ b obtenemos (a + ib)(x + iy) = (ax — by) + i(ay + xb) =1 o
sea que a = z/(z* + y?), y b = —y/(2* + y?), con lo que
1 1 _ T — 1y ::c—iy
r+iy  (r+ay)(z—iy) 224y

Esto nos permite dividir nimeros complejos cuando el denominador no se anula

1
z

21 1
21/2222—:2122 , 22 #0;
2

ry+iyr (v iyn)(ze —iye) (2122 + y1y2) +i(Tays — T1Y2)
= 2 2 = 2 2 ) (x27y2) 7é (070) :
T + 1Yo T35 + Y3 T3 + Y3
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1
(21 + 22, y1 + Y2)

T2

X

Y2

Figura 1.2: La suma de complejos

1.2 Complejo conjugado y mdédulo

Conviene introducir el complejo conjugado Z del complejo z = = + iy por
Z=x — 1y = Re(z) —ilm(z)

que se obtiene cambidndole el signo a la parte imaginaria de z (o sea, reflejando en el eje

real). Las siguientes relaciones son inmediatas
Re(2) =(2+72)/2, Im(z) =(2—2)/(20)) =i(Z— 2)/2.

Es inmediato que 2Z = Re(2)? + Im(z)? es el cuadrado de la distancia del punto (z,y)

al origen. Se llama mdédulo del nimero complejo z = x + 4y al niimero no-negativo

2| = Va2 +y? = ViZ,

o sea la distancia al origen en el plano complejo. Observese que |z| = 0 si y sélo si z = 0.
Tanto el médulo como el conjugado son sumamente ttiles para realizar operaciones
algebraicas con complejos. Por ejemplo, se tiene

z

:W7 2%07

271

21/22 = 2’12_2/|22|2 , 29 7& 0.
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1.3 Desigualdades basicas para el mdédulo

Lema 1.1 Para todo complejo z se tiene
—lzl < Re(z) < |z , —|z| < Im(2) < |z], (1.2)
2| = |2] - (1.3)
Para todo par de complejos z y w se tiene

|zw| = |z] |w] . (1.4)

Demostracién: De |z]* = Re(2)? +1Im(2)? > max{Re(z)?, Im(z)?} se obtienen las desigual-
dades (1.2). Como Im(zZ) = —Im(z) se sigue (1.3). Por tltimo

|zw|* = Re(zw)? + Im(zw)? = (Re(2)Re(w) — Im(z)Im(w})2
+ (Re(2)Im(w) + Im(2)Re(w))?
= Re(2)*Re(w)? + Im(2)*Im(w)? + Re(2)*Im(w)? + Re(w)?*Im(2)? = |z)? |w|* . O

Las siguientes desigualdades son basicas y se usaran constantemente en el curso:
Lema 1.2 Para todo par de complejos z1, z3, se tiene:
[|z1] = [22]] < [21 £ 20| < [21| + [22] 5

en particular
|2 < |Re(z)] + [Im(z)] -

Demostracion:
it n)=(1t0)EER) = |al’+ (0% +212) + |2)* = 2] + |22)* £ 2Re(21%) .
Con (1.2), (1.3), y (1.4), £Re(z123) < |z123| = |21] |22/, luego
21 £ 2| = [21” + |22]* £ 2Re(2172) < |21]* + [22]” + 2|21 [22] = (|2a] + |22])*

y la desigualdad de la derecha se obtiene tomando la raiz cuadrada.

Con las mismas relaciones, £Re(2172) > —|z122| = —|21] |22, luego
21 £ 22]” = [21* + [22]* £ 2Re(213) 2 |21|* + |22 — 2]z 22| = (|2] = |22])?

y la desigualdad de la izquierda se obtiene tomando la raiz cuadrada.
Luego, |z[ < [Re(z)[ + |ilm(2)| = [Re(2)| + |i| [Im(2)| = [Re(2)| + [Im(z)]. O

Ejercicio 2 Interprete geométricamente la desigualdad |z1 + zo| < |z1| + |22| que se de-

nomina desigualdad del triangulo.
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1.4 Representacion polar; el argumento de un nime-
ro complejo

El hecho que un ntimero complejo es un punto en el plano R? sugiere que se lo puede
caracterizar por medio de la distancia al origen y un dngulo apropiado; se obtiene asi la
representacion polar. Si z = x+iy, la distancia la origen es como vimos |z| = \/m
Cualquier angulo o que cumpla con

x = Re(z) = |z|cos(a) , y=1Im(z) = |z|sen(«) (1.5)
se llama argumento de z !.

Im(z)

||

Figura 1.3: El argumento

Siempre hay infinitos argumentos: si z = 0 las ecuaciones no imponen ninguna condi-
cién sobre o si z # 0 entonces hay al menos un argumento? «, de z y entonces, ya que
tanto cos como sen son funciones periddicas de periodo 27, también «, + 2k7 es un argu-
mento de z para todo nimero entero k = 0, 1, +2, 43, - - -. Ademas, estos son todos los
argumentos, i.e. dos argumentos de un complejo z no-nulo se diferencian por un multiplo

entero de 27. En efecto, si a; y as son dos argumentos de z # 0, entonces

cos(a) = cos(ay) , sen(ay) = sen(ay)

IEs frecuente la afirmacién de que « estd determinado por la ecuacién tan(a) = y/z; esto no es
enteramente correcto. La tangente es de periodo 7 con lo que la condicién admite dos soluciones en
todo intervalo de largo 27. Si « es una solucién también lo es o + 7 y como cos(a + 7) = — cos(a),
sen(a + m) = —sen(a) s6lo uno de estos dos ntimeros satisface (1.5).

2x/|z| y y/|#| son ntimeros reales de médulo menor o igual a 1 y sus cuadrados se suman a 1.
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y esto implica que a; — ap = 2k7 para algun entero k.

Se anotard arg(z) al conjunto (infinito) de argumentos de z. jAtencién: arg no es una
funcidn! Observe que arg(0) = R. La representacion polar suele ser muy util, por ejemplo
para multiplicar: si oy € arg(z1) y ao € arg(zy), entonces usando los teoremas de adicién

de las funciones trigonométricas,
Re(z122) = Re(z1)Re(z2) — Im(z1)Im(29)

= |z1| |22 (cos(ay ) cos(az) — sen(aq) sen(az)) = | 21| |22] cos(ag + ) ;
Im(2122) = Im(21)Re(z2) + Im(z2)Re(22)
= |21] | 22| (sen(aq ) cos(an) + sen(az) cos(aq)) = |z1| | 22| sen(ay + an).

Luego, o + ay € arg(z129). El producto se obtiene entonces multiplicando los médulos y
sumando los argumentos.

La construccién geométrica del producto es la de la Figura 4. Observe que los triangulos
de vértices 0, 21,1 y 0, 29, 2120 son similares; el producto se puede construir con regla y

compas.

Figura 1.4: El producto de complejos
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Se tiene entonces la relacién

arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) (1.6)

entendida como “la suma de cualquiera de los argumentos de los factores es un argumento
del producto”.

Ejercicio 3 En el mismo sentido, se tiene

arg(z) = —arg(z) ,y arg(l/z) = —arg(z) para z # 0.

Es inmediato ver (verifiquelo) que en cada intervalo de la forma (a,a + 27|, donde
a es un numero real arbitrario, hay un tnico argumento de un complejo no-nulo; este
nimero se anota arg,(z). Esto define una funcién 0 # z — arg,(z) que, como veremos
mas adelante, resulta ser continua salvo sobre la semi-recta que nace en 0 y forma el
angulo a con el semi-eje real positivo. Esto resulta del hecho que un punto sobre esta
recta tiene a a + 27 como argumento mientras que hay puntos muy cercanos que tienen
argumentos a + € con € > 0 tan chico como se quiera.

El argumento principal es el tinico argumento en el intervalo (—m, 7] y se ano-

tard Arg(z) = arg__(2).

Aunque atn no disponemos de la funcién exponencial para los complejos, adelantamos

y definimos, para cualquier niimero complejo z = = + 1y,
exp(z) = exp(x + iy) = e“(cos(y) +isen(y)) . (1.7)

Observamos que si z = x es real entonces se recupera la funciéon exponencial conocida.

Ademas, si 212 = 212 + Y12 entonces
exp(z1) exp(z2) = e"*(cos(y1) + isen(y))e*?(cos(y2) + isen(ys))

= "2 f[cos(y1) cos(ya) — sen(yy) sen(ys)] + i [cos(y1) sen(ys) + cos(yo) sen(y1)]}

que por las formulas de adicién de las funciones trigonométricas es igual a

r1t+x2 (

e cos(y1 + y2) +isen(y; + o)) ;

por lo tanto,

exp(z1) exp(zqe) = exp(z1 + 22) (1.8)
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y se recupera la relacion conocida de la exponencial real. En particular, para cualquier
real «, se tiene

exp(ic) = cos(a) + isen(a) .

Faltara ver, lo que se hard mas adelante, que exp(z) = e* donde e es el ntimero real

conocido y €* es “e elevado a la 2”.

Esto permite escribir la representacion polar de un complejo no-nulo z como

z = |z|lexp(ia) , a € arg(z) (1.9)

esta relacién junto con la relacién (1.8) facilita enormemente los célculos algebraicos en la
representacion polar. Se tiene 2320 = |21 |22| exp(i(a1+a2)) v 21/20 = (|21]/]22]) exp(i(a;—

as)) con o o € arg(z12).

1.5 Potencias enteras y racionales

Si p es un numero entero no nulo (p = £1,£2,-- ) la definicién de z? es inequivoca:
p veces
» 2202 , sip>0
2P = 1 - _ .
gl sip<0yz#£0
p veces

La definicién de la ¢-ésima raiz 2'/¢ de un nimero complejo es menos directa. Dado ¢ € N

con ¢ > 2y z € C buscamos un nimero complejo w (la g-ésima raiz de z) tal que
wl=z.
Debemos tener que el médulo de w? sea igual al médulo de z o sea,
[wf| = |w|* =[],

esto determina univocamente al médulo de w como la g-ésima raiz positiva del ntimero

|z|. Si a € arg(w) obtenemos con (1.6)

a+a+t---4acarg(z) .
q veces

Si 8 € arg(z) debemos tener

g = [+ 2mm , con m entero arbitrario .
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Luego,
2mm
a=b 2
q q
Cuando m recorre los enteros jcuantos argumentos distintos obtenemos? Los ntimeros
2mm
o, =B m
4q q
param =0,1,---,¢g — 1 toman los valores
B B+ 2n B+2n(qg—1)
a0:_7 alzia .-.aq_lZ—
q q q

que ademas de ser todos distintos tienen la propiedad de que la diferencia de cualquier par
de ellos no es un miltiplo entero de 27 (pues g > 2). Por lo tanto estos ¢ niimeros conducen

a ¢ argumentos distintos. Veamos ahora que para cualquier otro entero m distinto de

0,1,---, y ¢ — 1 se tiene que o, — o; es un multiplo entero de 27 para algin j €
{0,1,2,--- ,q — 1}. En efecto, cualquier entero m ¢ {0,1,---,q — 1} puede escribirse
como m = nq + j donde n es un entero y j € {0,1,2,---,q — 1}, luego
9 .
q q

Estos m no conducen a nuevos argumentos. Esto demuestra el siguiente resultado

Lema 1.3 Para todo complejo z no-nulo y todo natural ¢ mayor o igual a 1 existen

exactamente q numeros complejos wy, distintos (k =0,1,2,--- q—1) tales que
wil =z;
estos nimeros son

\wi| = /2|, arg(wy) =

La unica q-ésitma raiz de 0 es 0.

arg(z) + 2km
q

) k:O71727"'7q_1'

Hemos conseguido encontrar todas las g-ésimas raices de z. Nuevamente, z'/¢ no es una
funcién sino un conjunto de ¢ nimeros complejos distintos.

Es obvio cémo definir las raices negativas: 271/ = (1/2)/ para z # 0. También
conviene convenir que z° = 1. Con esto, definimos las potencias racionales como (p es un

entero arbitario, y ¢ es un entero arbitrario no nulo):

SPla — (Zp)l/q

donde se supone que z # 0 si g < 0.

P14 P2
. “« o P o1, b2
Ejercicio 4 Convénzase que valen la reglas usuales: 2P/ 2P2/%2 = a1 ey g (pP1/00)p2/22 =

op1p2/(q192)
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1.6 Conjuntos de niimeros complejos

1.6.1 Entornos

Dado un ntmero complejo z, y » > 0 llamamos:

1. disco abierto de radio r alrededor de z, al conjunto

D(zp;r) ={2€C: |z —2]| <r};

2. disco cerrado de radio r alrededor de z, al conjunto

D(zp;r)={2€C: |z— 2| <r};

3. disco abierto pinchado de radio r alrededor de z, al conjunto

Dy(zg;7) ={2€C: 0<|z—2,| <r}.

Se llama entorno de un punto z € C a cualquier disco abierto alrededor de z. Cuando
se quiere especificar el radio del disco se habla de r-entorno.

Dado un conjunto de ntimeros complejos S C C, decimos que z € S es un punto
interior de S si existe algiin entorno de z contenido en S. Un punto z € C se denomina
punto de frontera de S si todo entorno de z contiene (a lo menos) un punto de S'y (a
lo menos) un punto que no pertenece a S. El borde o frontera de S es el conjunto de

sus puntos de frontera.

Ejercicio 5 Determine los puntos interiores y de frontera de un disco abierto, de un disco
cerrado, de un disco abierto pinchado y de los conjuntos discretos {1/n: n=1,2,3,---}
y{l/n: n=1,23,---} U{0}.

¢ Cudl es la frontera de C?

1.6.2 Puntos de acumulacion; Teorema de Bolzano-Weierstrafl

z € C es un punto de acumulacion del conjunto S C C si todo entorno de z contiene
infinitos puntos de S; equivalentemente, si todo disco abierto pinchado alrededor de z

contiene (a lo menos) un punto de S.

Ejercicio 6 ;Cudles son los puntos de acumulacion de {z € C: Re(z) > 0}U{i}U{-2}?
¢ Cudles son los puntos de acumulacion de los conjuntos del ejercicio anterior?

Verifique que S C C es cerrado si contiene sus puntos de acumulacion.
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Uno de los resultados fundamentales del andlisis real es el siguiente

Teorema 1.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrafs) Todo conjunto infinito de nimeros re-

ales acotados tiene un punto de acumulacion real.

Ejercicio 7 Demuestre que todo conjunto infinito de nimeros complejos acotados tiene

un punto de acumulacion complejo.

1.6.3 Conjuntos abiertos y cerrados

El conjunto S se dice abierto si todos sus puntos son interiores. El conjunto S es cerrado
si contiene a su frontera (equivalentemente, si C\ S es abierto). El cierre de S es la unién

de Sy su frontera.

Ejercicio 8 Convénzase que ) y C son conjuntos abiertos y cerrados a la vez.

Verifique que si un conjunto no tiene puntos de frontera entonces es abierto.

1.6.4 Conjuntos conexos

Dados dos complejos distintos z; y 23 llamamos [z, 2] al segmento de recta que une a
estos puntos: [z, ze] = {tz1 + (1 — )20 : 0 <t < 1}.

Un conjunto S C C se dice conexo si dado cualquier par de puntos distintos zj, 2o
en S existen finitos puntos z; = wg, wy, Wy, - -w, = 2o (n = 1,2,3,---) tales que los n
segmentos de recta [wy, wyy1] (K =0,1,--- ,n — 1) pertenecen a S. O sea, cualquier par

de puntos de S puede unirse por medio de una poligonal que no sale de S.

Ejercicio 9 Demuestre que S C C es conexo si y solo si no existen dos subconjuntos
abiertos no vacios S, Sy de C tales que Sy NSy =0 y S =5,US,.

Un dominio es cualquier conjunto abierto y conexo.

1.6.5 Conjuntos acotados

Un conjunto S C C se dice acotado si esta contenido en algin disco; equivalentemente, si
existe R > 0 tal que |z| < R para todo z € S.
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1.7 Limites

Decimos que una sucesién {z, : n € N} de nimeros complejos z, converge a z € C si

lim |z —2,]=0. (1.10)

n—oo

En tal caso, z es el limite de la sucesion y decimos que la sucesién es convergente;
también escribimos z, — z.
Recuerde que lim,, ., |z — z,| = 0 significa precisamente que dado € > 0 existe n, tal

que |z — z,| < € para n > n,. Luego

Lema 1.4 Si{z,: n € N} es una sucesion de complejos entonces las condiciones
1. z, — 2;
2. Para todo entorno E de z existe n, € N tal que z, € E cuando n > n,;

son equivalentes.

Una aplicacién de las relaciones (1.2)-(1.4) y del Lema 1.2 produce inmediatamente el

siguiente resultado:

Lema 1.5 z, — z si y sdlo siz, — Z si y solo si Re(z,) — Re(z) y Im(z,) — Im(z).
Ejercicio 10 Demuestre

Lema 1.6 Si z, — z entonces |z,| — |z]|.

y convénzase que |z,| — |z| no implica que z, — z.
Decimos que una sucesién {z, : n € N} de complejos es una sucesiéon de Cauchy
si dado € > 0 existe n, € N tal que |z, — z,,| < € para n,m > n,. Como en el caso de los

reales (propiedad de “completitud”),

Proposicién 1.1 Una sucesion de complejos converge si y solo si es una sucesion de
Cauchy.

Demostracion: Reducimos la demostraciéon a la del caso real que no repetimos aqui.

{z, : n € N} converge si y sélo si existe z € C con z, — z, siy sélo si Re(z,) — Re(z)
y Im(z,) — Im(2), si y sélo si {Re(z,) : n € N} y {Im(2,) : n € N} son de Cauchy.
Basta entonces ver que {z,} es de Cauchy si y sélo si {Re(z,)} vy {Im(z,)} son ambas de

Cauchy; pero esto se sigue del Lema 1.2. [J
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El punto z € C se llama punto limite de la sucesién {z, : n € N} si para todo
entorno F de z existen infinitos £ € N tal que 2, € E. Hay que distinguir bien la nocion
de punto limite de una sucesion con la nocién de punto de acumulaciéon de un conjunto.
Considere la sucesién {z, = (=1)" : n € N}. Entonces tanto 1 como —1 son puntos
limites, sin embargo el conjunto {—1, 1} formado por los valores de z, no tiene puntos de

acumulacion.

Lema 1.7 Si z es un punto limite de la sucesion {z, : n € N} entonces z pertenece al

cierre del conjunto {z, : n € N},

Demostracion: Sea K el conjunto de los valores que asume z,, n € N. Si 2 € K entonces
z esta a fortiori en el cierre de K. Si z ¢ K entonces todo entorno E de z contiene a z
(que no pertenece a K) y a infinitos z, que pertenecen a K (pueden ser todos iguales);

luego z pertenece a la frontera de K. [

Si{z,: n € N} esunasucesion y {n(k) : k € N} es una sucesién de ntimeros naturales
n(k) € N tal que n(k 4 1) > n(k) para todo k € N, entonces la sucesién {z,x) : k € N}

es una subsucesién de la sucesion original.

Ejercicio 11 Demuestre que una sucesion es convergente a z si y solo si toda subsucesion

también lo es.

Usaremos la siguiente notacion: lim,, .., x,, = 0o para una sucesién de nimeros reales

x, significa que dado R > 0 existe n, € N tal que x,, > R para todo n > n,.

1.8 Conjuntos compactos

Teorema 1.2 Sea S C C no vacio. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. S es cerrado y acotado;
2. Toda sucesion {z, : n € N} de puntos de S admite un punto limite en S;

3. Toda sucesion {z, : n € N} de puntos de S admite una subsucesion {z,a) : k € N}
convergente cuyo limite pertenece a S.

Demostracion: (1) = (2): Sea K el conjunto de valores que toma la sucesion. Los conjuntos
Re(K) e Im(K) son acotados por la desigualdad (1.2).
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Si tanto Re(K') como Im(K) son finitos, entonces K es finito y existird w € K tal que
2, = w para infinitos n € N con lo que w es un punto de acumulacién de la sucesién.

En caso contrario, uno de los dos conjuntos es infinito, por ejemplo, Re(K). Por el
Teorema de Bolzano-Weierstrafl, hay un a € R tal que a es punto de acumulacion de
Re(K): para todo € > 0 existen infinitos puntos © € Re(K) con |z — a| < €/2. Luego
existen infinitos n € N con |Re(z,) — a| < €/2; sea M = {n € N : |Re(z,) — a|] < €}.
SiY = {Im(z,) : n € M} es finito hay un y € Y tal que Im(z,) = y para infinitos
n € M. Entonces a + 7y es un punto de acumulaciéon de la sucesién. Si en cambio Y es
infinito entonces admite un punto de acumulaciéon b € R, y hay infinitos n € M tal que

[Im(z,) — b|] < €/2. Entonces para estos n se tiene
|zn — (a +1ib)| = |Re(2,) — a +i(Im(z,) — b)| < |Re(z,) — a| + [Im(z,) — b <e€.

Esto demuestra que la sucesién tiene un punto limite p. Como S es cerrado se tiene
peES.

(2) = (3): Sea z € S un punto limite de la sucesién. Para todo k = 1,2,--- el
conjunto My, = {n € N: |z — z,| < (1/k)} es infinito. Sea n(0) = 0. Suponga que ha
elegido n(k) para k = 1,2,---m de tal manera que 0 < n(l) < n(2) < --- < n(m) y
n(k) € My. El conjunto M, es infinito y se puede por ende elegir n(m + 1) € M,,,; tal
que n(m + 1) > n(m). Entonces la sucesion {z,x) : k = 1,2,-- -} es una subsucesién que
converge a z. Pues dado € > 0 sea k, € N tal que (1/k,) < € entonces |z — z,()| < 1/k <€
para todo k > k,.

(3) = (1): Se prueba la negacién.

Si S no es acotado existe una sucesiéon {z, : n € N} con lim, ., |z,| = oco. Suponga
que {znmk) : k € N} es una subsucesion convergente a z. Entonces, limj_.oc |Znk)| = |2|
por un lado y lfmy_« [2nk)| = 00 por el otro. La subsucesién no puede ser convergente.

Si S no es cerrado y su frontera es vacia entonces Sy C\ S son abiertos. Como C es
conexo debemos tener S = C y volvemos al caso no acotado. En caso contrario sea z un
punto de frontera de S que no pertenece a S. Como todo entorno de z contiene a lo menos
un punto de S (por ende distinto de z) se puede construir una sucesién {z, : n € N} de

puntos de S que converge a z. Toda subsucesién converge tanbién a z, pero z ¢ S. [

Un conjunto no vacio de nimeros complejos se dice compacto si satisface las condi-

ciones equivalentes del teorema.

Lema 1.8 Si {K, : n € N} es una sucesion de conjuntos cerrados no vacios de C tal
que K11 C K, paran € N y K, es acotado, entonces existe z € C tal que z € K,, para
todo n € N.
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Demostracién: Para cada n € N seleccione algun punto z,, € K,,. La sucesién {z, : n € N}
pertenece a K, que es compacto. Existe entonces un punto limite z € K,. Pero z es punto
limite de toda subsucesién {z : k € N, k > n} que pertenece a K,,. Luego z estd en el

cierre de cada K,,. Como K, es cerrado, z € K,,. [

Lema 1.9 Si K es un subconjunto compacto de un abierto A C C ewxiste r > 0 tal que
D(z,7) C A para todo z € K, yU,cxD(z,1) es compacto.

Demostracion: Supongamos que la afirmacién sobre r es falsa; vale decir que para todo
r > 0 hay z € K tal que m contiene puntos que no estan en A. Paran =1,2,---
sea z, € K tal que D(z,,1/n) tiene puntos que no pertenecen a A. Por la compacidad de
K la sucesién {z, : n > 1} tiene un punto limite z € K. Ya que K C A y A es abierto,

existe € > 0 tal que D(z,€) C A. Ya que z es punto limite de la sucesién, existen infinitos

zn € D(z,€¢/2). Tome k € N tal que 1/k < €/2 y zx € D(z,¢/2). Si w € D(z,1/k)
entonces | z —w |<| z— 2z | + | 2z —w |< (¢/2) + (1/k) < € 0 sea que w € D(z,¢) C Alo
que contradice la construccion de z;. Por lo tanto hay » > 0 con la propiedad requerida.
Sea L = U,cxD(z,7). Siz€ Lhayw € K con | z—w |[<ryporende |z |<|w|+r, con
lo cual L es acotado pues K lo es. Suponga que la sucesién {z,} C L converge a z. Dado
e > 0 hay un n, tal que z, € D(z,€¢/2) para n > n,. Hay w, € K tal que z, € m

Entonces hay una subsucesion {wy;) : j > 0} que converge a w € K. Ahora,

|z —w <[z =20 | + | 2y —wng) | + [0 — Wiy [S T+ | 2= 20) | + | w —wag |,

y tomando el limite j — oo obtenemos z € D(w,r). O



Capitulo 2

Funciones

2.1 Funciones sobre los complejos

Hablaremos de funcién compleja cuando la funcién definida en algiin subconjunto de
C toma valores en C. Si f es una funcién compleja anotamos | f| para la funcién compleja
definida para los z donde esté definida f por |f(z)| (| f| toma valores no negativos). Las
funciones complejas Re(f) y Im(f) se definen andlogamente ambas toman valores reales).

La notaciéon f = u + v indica que estamos viendo la funcién compleja f(z) como

funcién de dos variables reales (z = Re(z),y = Im(z)) y que Re(f) = u, Im(f) = v.

2.2 Continuidad y consecuencias

Si f es una funcién compleja definida en un entorno de z € C decimos que f es continua
en z si para todo entorno G de f(z) existe un entorno H de z tal que f(H) C G.

Ejercicio 12 Demuestre

Lema 2.1 La funcion compleja f definida en un entorno E de z es continua si y solo si

para toda sucesion {z, : n € N} C E que converge a z se tiene lim,, ., f(z,) = f(2).

Lema 2.2 La funcién compleja f = u + v definida en un entorno de (x,,y,) € R? es

continua si y solo si u(x,y) y v(x,y) son ambas continuas en (T,,Y,)-

2.2.1 Ejemplos

El argumento. Ya hemos adelantado alguna informacion sobre el argumento de un com-
plejo en el Capitulo 1. Llamamos argumento de un complejo z no nulo a cualquier niimero
real a tal que z =| z | exp(ic). arg(z) es entonces el conjunto de los argumentos de z. En

17
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el Teorema 4.1 demostramos que exp(it) = 1 para un real ¢ si y s6lo si t es un multiplo
entero de 2w (7 también se define en el Teorema citado). Tomando esto como dato, es
inmediato verificar que si «, € arg(z) entonces aw = 3 + 2n7 para algtiin entero n. Dado
cualquier a € R y cualquier complejo z # 0, sea « € arg(z). Considere el menor nimero
entero n tal que a — o < 2n7; entonces a < a + 2nw y ya que a — a > 2(n — 1)7, se tiene
a+2nm < a+2r. Como « € arg(z) hemos demostrado que para todo z # 0 hay un tnico

argumento en el intervalo (a, a + 27| para cualquier a € R. Esto define la funcién arg,(z)

en C\ {0}.

Fijemos a y veamos qué propiedades de continuidad tiene la funcién arg,. Sea L,
la semirecta infinita definida por los puntos z con arg,(z) = a + 27. Sea z # 0 con
a < arg,(z) < a+ 2w, y sea 6 > 0 tal que m no tiene puntos de L,. Entonces es
inmediato ver (haga la figura) que | arg, (w) — arg, () |< arcsin(5/+/82+ | z [2) para todo
w e m La continuidad del arcsin implica que arg, es continua en z para todo z # 0
con a < arg,(z) < a + 2m. Si en cambio z € L, con z # 0 tenemos arg,(z) = a + 2.
Cualquiera sea 6 > 0, tal que el disco cerrado m no toque ni el eje real ni el imaginario,

la semirecta L, parte a este disco por la mitad y se tiene

arg. (w) = a+ arcsin(6/4/0%+ | z |?) ., siarg,(w) € (a,a+ 7/2]
S D P arcsin(6/+/0%+ | z |2) , siarg,(w) € [a+ 37/2,a + 27]

para todo w € D(z;6). Por lo tanto si w — z con arg,(w) € (a,a + m/2] se tiene
lim,, ., arg,(w) = a # arg,(z). La funcién arg, es discontinua en todo punto no nulo de

L, y no esta definida z = 0.

La raiz cuadrada

Hemos visto que dado cualquier complejo z no-nulo hay dos complejos wq(z) v ws(2)
(wo(z) = —w1(2) aunque esto no viene al caso ahora) distintos tales que w;(2)? = wq(2)? =
z. Para armar la funcién “raiz cuadrada”, llamemosla f, tal que f(2)? = z, debemos elegir

para cada z alguno de los dos nimeros w1 (z), wy(z). Por ejemplo:

| wi(z) , siRe(z)Im(z) es racional
f(z) = { w(2)

, sino

Esta es una funcién definida sobre todo C, aunque sea bastante inttil y dificil de calcular.

Las dos ramas wi(z) y ws(z) de la raiz estan dadas por
[wi(2)] = [wa(2)| = VIz[ , arg(wi(2)) = (1/2) arg(2) ,

arg(wy(z)) = (1/2) arg(z) + (7/2) .
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Tomando el argumento principal para especificar el angulo,

fe(2) = £v/TEl(cos(Arg(2)/2) + i sin(Arg(2)/2))

define dos funciones sobre C cuyo cuadrado es z. Ambas funciones son continuas fuera de
{z € C: Im(z) =0, Re(z) <0} que no es otra cosa que los niimeros reales negativos.
Observe que si < 0, entonces fi(r) = +i\/|z]. Si {2, : n € N} es una sucesién con
/2 < Arg(z,) < m, y lim, .« 2z, = x entonces lim,, o f+(2,) = f+(x). Mientras que si
la sucesién {z, : n € N} satisface —m < Arg(z,) < —7/2, y lim, o 2, = = entonces

lmy, oo fo(2n) = f+(2).

Cuando z no es un real negativo y {z, : n € N} es una sucesién que converge a z
entonces puedo suponer que hay un n, lo suficientemente grande tal que todos los z, con
n > n, estan en un disco abierto D(z,r) alrededor de z, con r lo suficientemente chico
como para que el disco no intersecte a los reales no positivos. Los argumentos principales
de estos z, estaran en un intervalo de la forma (a,b) que no contiene a 7. La continuidad
de la raiz cuadrada positiva de un real positivo y la continuidad del argumento principal

fuera de los reales no positivos, me permiten demostrar la continuidad de f4 en el punto z.

Ejercicio 13 Demuestre el siguiente resultado. La demostracion es una simple transcrip-

cion del correspondiente resultado para funciones reales.

Proposicién 2.1 Si las funciones f y g son continuas en z € C entonces las funciones
fH+ag (a € C), fgy también f/g cuando g(z) # 0 son continuas en z.
St la funcion compleja [ es continua en z € C y la funcion compleja g estda definida

en algin entorno de f(z) y es continua alli, entonces g(f(z)) es continua en z.

Teorema 2.1 Sea f una funcion compleja continua definida sobre un compacto K C C.
Entonces f(K) es compacto y existen puntos zyr y zm en K tales que |f(zp)| > |f(2)] >
|f(2m)| para todo z € K.

Demostracién: Usamos la caracterizacién 3. de compacidad del Teorema 1.2. Sea {w,, :
n € N} una sucesién en f(K). Existen z, € K tales que w, = f(z,). Por la compacidad
de K existe una subsucesién {z,) : k € N} tal que limy_.c 2,y = 2y 2 € K. Por la
continuidad de f, limy o Wney = Mmy—oo f(2nk)) = f(2) ¥ f(2) € f(K). Luego f(K) es
compacto.

Sea s = sup,cx | f(2)|. Existe una sucesién {z, : n € N} en K con s = lim,,_. | f(2n)].

Tomando una subsucesién {z,u) : k € N} con limite zp; y por la continuidad de z +—
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|f(2)], tenemos s = limy o0 | f(2nx))| = |f(2ar)|. Similarmente se procede para encontrar

a Zy,. U

2.3 Convergencias de sucesiones de funciones

Decimos que la sucesién {f, : n € N} de funciones complejas definidas en X C C
converge a la funcién f definida sobre X si

lim f.(2) = f(2), z€ X . (2.1)

n—oo

En otras palabras, dado € > 0y z € X existe n, € N (que puede depender de z) tal que
|f(2) = fu(2)] < €. Anotamos f,(z) — f(z) o bien f,, — f. Es inmediato que si f,, — f
Y gn — g entonces (fu + agn) — f 4+ ag, fugn — fgy también fu(2)/gn(2) — f(2)/9(2)
para g(z) # 0.

Ejercicio 14 Demuestre que si f, — f entonces |f,| — |f| pero lo inverso no es cierto.

Considere las funciones f,(z) = 2" (n € N) sobre C. Son continuas en tanto que

productos de la funcién continua z — 2. Ya que

|[fa(2)] = |2]"*!

tenemos que f,, — 0 en el disco abierto D(0,1), pues lim,, ., 2" = 0 para = € R con
0 < 2 < 1. La misma identidad indica que fuera del disco, i.e., {z € C: |z| > 1}, la
sucesién de funciones no converge pues la sucesién |f,| no lo hace. Sobre la frontera del
disco, z = cos(a) +isin(a) para algin a € arg(z) vy fn(z) = cos(a(n+1))+isin(a(n+1))
que no converge salvo para valores muy especiales de «.

Si f, — f decimos que la convergencia es uniforme si el limite (2.1) es uniforme en

Z, 0 sea

dado € > 0 existe n, € N tal que |f(z) — f.(2)| < € para todo z € X y todon > n, .
(2.2)

"1 Hemos visto que f,, — 0 en

Reconsideremos las funciones f,, dadas por f,(z) = =
el disco abierto D(0;1). Veamos que la convergencia es uniforme en todo disco D(0,r)

con r < 1. Ya que
|fal2) = 0] = [2]"*F <ot
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dado € > 0, basta tomar n, € N tal que "™ < ¢ — lo que es posible pues lim,,_,o 7" = 0
para garantizar que | f,,(2)| < esin > n,. Por otro lado, en el disco D(0; 1), la convergencia

no es uniforme. Si lo fuera, se tendria, tomando € = 1/7, un m € N con
|[fm(2)] = [2["T < 1/7

para todo z con |z| < 1. Tomando cualquier sucesién {z, : n € N} en D(0;1) con

lim,, o 2, = 1 (por ejemplo z, = 1 —n~!) se obtendria que 1/7 > lim,, . |2,/ = 1.

Otro ejemplo de convergencia no uniforme. Considere las funciones continuas f,(z) =
exp(|z|/(n+ 1)), paran € Ny z € C. Sea f(z) = 1 para z € C. Se tiene f,, — f pero
no uniformemente. En efecto, si la convergencia fuere uniforme, dado € > 0 tendriamos
n, € N tal que para z # 0 arbitrario

exp(|z]/(n+1)) =1 =[1 —exp(|z[/(n+ 1)] <€

para todo n > n,. Y tomando el limite |z| — oo obtendriamos una contradiccién.

Una pregunta natural es la siguiente: ; Si f,, — f y las f,, son continuas, se puede
decir algo sobre la continuidad de f? En los ejemplos recién vistos la funcion limite, f,
resultaba ser continua. Veamos que esto no es el caso general. Consideremos f,(0) =0y
fu(2) = |2|™ exp(iArg(z)/n) que no es otra cosa que la rama principal de la raiz n-ésima.

Claramente, lim,, ., f,,(0) = 0. Para z # 0, tenemos
[ful2) =112 = [z +1 — 2Re(fu(2))
— 22" 41— 2]/ cos(Arg(2) /n) = (|2 — 1) 4 2]2["/"(1 — cos(Arg(2)/n)) -
Ya que el coseno es continuo y cos(0) = 1; y ya que
lm r'/" =1, r>0;

n—oo

deducimos que
lim | f,(2) — 1> = { lim (|2]"™ — 1)}* + 2{ lim |2[*"}(1 — lim cos(Arg(z)/n)) = 0.
Hemos verificado entonces que f, — f donde
0, 2=0
f(Z) _ { 1 , Z ?é 0
Esta funcién es discontinua en z = 0. Sin embargo f,, es continua fuera de los reales

negativos.

La hipotesis adicional que garantiza la continuidad de la funcién limite es la uniformi-

dad de la convergencia:
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Teorema 2.2 Si {f,: n € N} es una sucesion de funciones f, continuas en un abierto

A que convergen uniformemente a f entonces f es continua en A.

Demostracion: Sea z € A y € > 0. Tenemos
[f(2) = f(w)| <1f(2) = fu(2)| + [f(w) = fa(w)] + [fa(2) = fu(w)] .

Seleccione n € N tal que |f(¢) — fu(¢)] < €/3 para todo ( € A por la convergencia
uniforme. Como f,, es continua, existe § > 0 tal que |f,(2) — fn(w)| < €/3 para todo
w € A con |z —w| < 4. Para tales w se tiene |f(z) — f(w)| < 3(¢/3) = € lo que completa

la demostracién. O

2.4 La derivada

Si f estd definida en un entorno de z € C, y el limite

o JETw) = )

w—0 w

(2.3)

existe, entonces define la derivada de f en z, denotada por f’(z). A primera vista, la
definiciéon parece inofensiva. Sin embargo, hay que tener en cuenta qué es lo que significa
“lim,,—”: Para toda sucesién {w,, € C: n € N} con w, — 0, el limite (2.3) existe y es
independiente de la sucesién. En otras palabras, dado un entorno E de f’(z) existe un
entorno F' de 0 tal que W ebsiwekF.

Ejercicio 15 Demuestre que si f es diferenciable(o sea eziste la derivada) en z en-

tonces [ es continua en z.

El lector recordard que las reglas obtenidas en el calculo real para derivar: la suma de
dos funciones, el producto de dos funciones, el cociente de dos funciones, las potencias,
etc. fueron todas obtenidas por métodos algebraicos basados en las propiedades de la
suma y la multiplicaciéon. Las mismas demostraciones pueden aplicarse para demostrar

los siguientes tres resultados basicos.
Proposicién 2.2 §i las funciones f y g son diferenciables en z entonces:
1. (f+a9)(z)=f'(2) +agd'(z), a€C;

2. (f-9)(2) = ['(2)g(2) + [(2)g'(2) ;
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3. (f/9)(2) = (f'(2)g(2) = f(2)g'(2))/9°(2) sig(z) #0;

Proposicién 2.3 (Regla de la Cadena) Si f : C D A— B CCyg: B —C, fes
diferenciable en z € A, g es diferenciable en f(z) € B, entonces g o f es diferenciable en

2y (gof)(z) =g (f(2) [ ().

1

Proposiciéon 2.4 Para un nimero entero n la derivada de z — 2™ es z +— nz""" con la

provision de que z # 0 si n es negativo.

Como hemos visto las raices de un ntimero complejo son multi-valuadas. Si se elige

alguna rama se obtiene una funcién diferenciable

Ejercicio 16 Demuestre

Proposicién 2.5 Si f(z) = zY/™, con m entero no nulo, es una rama de la m-ésima raiz
entonces f'(z) = (1/m)f(z)d—m/m,

Veamos ahora algunas funciones que no son diferenciables:

Sea f(z) = Z. Entonces

fetw)—[flz) w@

w w

es un numero de médulo 1. Si w € R, el cociente es 1; cuando w es puramente imaginario
el cociente es igual a —1. Por lo tanto h’mwﬂog no existe.
Sea g(z) = |z|. Entonces

g(z+w) —g(z) _ |z tul— |2

’

w w

el numerador es un nimero real mientras que el denominador es complejo. Cuando z = 0
el cociente es e con « € arg(w); un argumento como en el ejemplo anterior demuestra
que el limite no puede existir. Cuando z # 0 y w es tal que |z + w| = |z| lo que sucede
cuando nos acercamos a z por el circulo de radio |z|, entonces el cociente se anula. Si en
cambio arg(w) = arg(z), o sea nos acercamos a z por el rayo que pasa por 0 y z, entonces

|z +w| = |z| + |w]| y el cociente es nuevamente |w|/w; el limite no puede existir.

2.5 Analiticidad; ecuaciones de Cauchy-Riemann

Decimos que f es analitica en un abierto A C C si la derivada existe en todo punto del

)

abierto A; en general se omite “en un abierto...” ya que se sobreentiende usualmente que

el conjunto A donde esta definida f es abierto. Una funcién analitica en C se denomina
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entera.

Supongamos que f = u + v es diferenciable en z = x + iy. Entonces tomando w real

en (2.3), tenemos

u(r + w,y) +iv(r +w,y) —u(x,y) —iv(z,y)

f1z) = {m, w
i (u(erw,g{u)J— o) | ey - m,y)) _ %) (o) 1 (g_x) (,9)

pues el limite existe (siy) sélo si existen los limites de la parte real e imaginaria. Tomando

ahora w puramente imaginario, w = ih en (2.3) tenemos

U({L‘,y + h) + i?)(l’,y + h) — u(x,y) — iv(x,y)

['(2) = Jimo, ih
~im ((_i)u(:c,y + h})L —u(wy) | v(wy h})l - v(x,y)) . (g_z) @.9)

(e

Combinando ambas expresiones para f'(z) y considerando la parte real e imaginaria,

obtenemos las famosas ecuaciones de Cauchy-Riemann:

(5) = (5) e
(50) @ =-(5) @

Proposicién 2.6 Si f = u + 1w es diferenciable en z = x + 1y entonces las derivadas

(2.4)

parciales de u y v existen en (x,y), se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (2.4)

Yy
o= (5 )@ +i(g) en=-i(5)ens (5 en. e

Estas ecuaciones son necesarias para la diferenciabilidad compleja. Suplementadas con

una condicién de continuidad, también son suficientes:

Proposicién 2.7 Sean u y v funciones definidas en un abierto A C R? tales que las
derivadas parciales existen y son continuas en A. Si se satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en (x,y) € A entonces f = u + iv es diferenciable en z = = + iy,
y se tiene (2.5).
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Demostracién: Sea (z,y) € Ay z = z + 1y. Con w = £ + in, y suponiendo que tanto &
como 7 son tales que (x + &,y + 1) € A, tenemos

w E+1in E+in

La hipotesis de existencia y continuidad de las derivadas parciales implica que

0 0
e+ &y n) = ulo) =€ (52) o+ (51 ) () + VEF Falo o).

o+ €yt n) = o) =€ (52 ) )+ (5o ) (0 + VET PR,

donde las funciones g y h tienen la propiedad

f—})l,ng—%)g(x’ Y 57 n) B 5%%)1},%—%) h(x’ Y 57 n) =0

Insertando esto en (2.6) obtenemos

fz+w) — f(2) 5(%)($ay)+n(§—§)(x,y)+ & +n’g(z,y,&n)

w §+n
L@ @+ (3) @)+ VO PRy gn)
1
§+n

“en (@) 00 (5) e0) i (<G 1o - (5) 1)

/§2 + 772
F— rY,q, + h z,Y,q, .
. (9(2,y,&m) + h(z,y,€m))
Ahora usamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann y obtenemos

f(Z—i—’LU) —f(Z) — (%) (x,y)—l—l (av) (x7y)+ﬂ(g(:c,y,é,n)-i-h(%yafﬂ?)) :

w o §+in

El factor ~ ﬁﬂQ = —=L es de médulo igual a 1y por ende tomando el limite £ — 0
m \/§2+n2
y n — 0 obtenemos la existencia de la derivada en z y la relacién f'(z) = (%) (z,y) +

) (%) (z,y). O

Veremos mas adelante que si f = u + v es analitica entonces las derivadas parciales

de v y v son continuas. Con esto quedara demostrado el siguiente resultado fundamental:
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Teorema 2.3 La funcion f = u—+iv es analitica en un abierto A si y solo si las funciones
u y v tienen derivadas parciales continuas y se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann en A.

El siguiente resultado resulta de una aplicacién de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 2.4 Si f es analitica en un dominio D cualquiera de las siguientes propiedades

implica que f es constante:
1. f'(2) =0 para todo z € D;
2. 2+ Re(f(z)) es constante en D;
3.z Im(f(2)) es constante en D;

4. z+—|f(2)| es constante en D.

Ejercicio 17 Demuestre el teorema y convenzase de que el resultado es falso si D es

abierto pero no conezo.

2.6 Funciones armodnicas

Considere una funcién f = u + v que es analitica en un dominio D y suponga que las

derivadas parciales de segundo orden tanto de u como de v existen. Entonces, ya que

Pu [ Pu [ Pv\ [ v
ox0y ) \oyox) ' \Oxdy) \oyox)’

obtenemos de las ecuaciones de Cauchy-Riemann la relacién

Ou | (Fu\_ 0 (u) | 0 (o) _ 0 () 0 (00)
0x? oy?2)  Ox \Ox oy \ Oy ) 0x \ 0y oy \ o0z )

o sea u satisface la ecuacién de Laplace:

Au=0. (2.7)

Una funcién definida en un dominio de R? con derivadas parciales de segundo orden
continuas que satisface la ecuaciéon de Laplace se llama arménica. Un calculo analogo
demuestra que v también es armonica.

Veremos més adelante que el hecho de que f = u+iv es analitica garantiza que tanto
u como v admiten derivadas parciales de segundo orden continuas; esto completara la

demostracion del siguiente resultado
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Teorema 2.5 Si f = u—+iv es analitica en un dominio D C C entonces u y v son ambas

armdénicas sobre D (visto como dominio de R?).

Para un par (u,v) de funciones armonicas sobre el mismo dominio D la analiticidad
de f = u+iv en D es equivalente a las ecuaciones de Cauchy-Riemann en D. En tal caso
estas funciones se llaman armoénicas conjugadas.

Dada un funcién arménica u: jes posible encontrar una armoénica conjugada? La res-
puesta es: no siempre —como se vera en un ejercicio. Para encontrar la armoénica conjugada
es preciso resolver las ecuaciones de Cauchy-Riemann vistas como ecuaciones diferenciales

parciales para la funcién incognita v:

Un ejemplo: Sea u(x,y) = x* — 3zy* + y sobre R%. Se calcula

ou o2 9 ou B ‘
<%) (z,y) =3z = 3y~ , <8y)(9€,y)—1 6y ;

(%) (@) =6z, (%) (z,y) = —6x .

u es armoénica en R?. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann dan

(%) (=:9) = (%) (2,y) = 3(«* —y*) .

Integrando la segunda ecuacién (respecto de y) se obtiene
v(z,y) = 32 — ¥’ + a(2)

donde @ es una funcién arbitraria de x. Integrando la primera ecuacién (respecto de x) se
obtiene
v(z,y) = 32%y — z + b(y)

donde b es funcién de y. Igualando, obtenemos a(z) = —x + ¢, b(y) = —y* + ¢, donde ¢
es una constante real arbitraria, y v(z,y) = 32%y — y® — x + ¢. Por su construccién v es
armonicaen R?y f(z) = u(z, y)+iv(x, y) es entera. Es facil verificar que f(z) = 23—i(2+c)

y esta funcién es manifiestamente entera.



Capitulo 3

Series de potencias

3.1 Series

Una serie >~ 2, es una expresion formal donde los sumandos son nimeros complejos.
La N-ésima (N € {0,1,2,---} =: N) suma parcial de la serie es

N
SN ::Zzn220+zl+zz+«-«+zN.
n=0
La serie es convergente si la sucesion de sumas parciales {Sy : N € N} es convergente:
o sea si existe un nimero complejo S (la suma de la serie) tal que para todo € > 0 existe
N, € N tal que
|S—Sy| < e, paratodo NeNcon N> N, .

En tal caso se escribe ">z, = S. Si la serie no es convergente, se dice divergente.
La serie se llama absolutamente convergente si la serie " |2,| (formada por los
modulos |z, | de los sumandos z, de la serie) es convergente.

Si una dada serie )~ z, es convergente, entonces
20| =[S0 — Suct] <|S = Sal +15 = Sui]

y por ende lim,, ., 2z, = 0, lo que provee un criterio necesario simple para la convergencia.
Pero esto no alcanza como es conocido del analisis real'. Un criterio necesario y suficiente
para la convergencia de una serie es el llamado Criterio de Cauchy cuya demostracion

es idéntica que en el caso real:

Proposicién 3.1 (Criterio de Cauchy)La serie Yz, es convergente si y solo si

para todo € > 0 existe N, € N tal que para todo par de nimeros naturales N y M con

LConsidere, por ejemplo, la serie con zg = 0y 2, = 1/n paran > 1.

28
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M > N > N, se tiene
M

|Zzn|<e.

n=N+1
La convergencia absoluta es mas fuerte que la convergencia:

Proposicién 3.2 Si la serie Y~ z, es absolutamente convergente entonces es conver-

gente.

Demostracion: De la convergencia absoluta se desprende que para todo € > 0 existe un
N, € N tal que

e}

>zl <.

j:No+1

Si M > N > N, entonces, por la desigualdad del triangulo,

M N M M
D 5= al=1 ) Hl< D Iyl <«
=0 k=0 j=N+1 J=N+1

con lo que la serie es convergente por el criterio de Cauchy. [J

En lo que sigue queremos estudiar series donde los sumandos z, son funciones de una

variable compleja, o sea series de la forma

> falz)

donde f,, es una funcion a valores complejos de una variable compleja en algtin subconjunto
de C. Sera crucial la nociéon de convergencia uniforme:

Una sucesion { f,, : n € N} de funciones f,, a valores complejos definidas en un conjunto
G C C converge uniformemente a la funcién f si para todo ¢ > 0 existe n, € N tal

que para n € N con n > n,,
1f(2) = ful2)] < e

para todo z € G.

Concordantemente, la serie Y >° , f,(z) donde f, son funciones definidas en G C C
con valores complejos converge uniformemente si la sucesion {Fy(z) := E;V:O fa(2) :
N € N} converge uniformemente sobre G.

El siguiente criterio (M-test) es utilisimo para establecer convergencia uniforme
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Proposicién 3.3 (M-test) Sea Y -, t, una serie convergente de nimeros reales no nega-
tivos (o0 sea: t, > 0). Si para todo z € G se tiene |f,(2)| < t,, para todon € N con n mayor
a algin niumero natural, entonces la serie Z;‘io fj(z) converge absoluta y uniformemente

en G.

Demostracién: Para algin n, € N, se tiene |f,(z)| < t, para todon € N con n > n,. Ya
que la serie Y >° ¢, es convergente, para dado e > 0 existe n; € N tal que >~ g tn < €
por el criterio de Cauchy. Luego, para k > méax{n,, ni} se tiene >~ [ fn(2)| < D07, t, <
€, v la convergencia uniforme y absoluta de la serie es consecuencia del criterio de Cauchy.

n

Entre las series mas ttiles esta la serie geométrica cuyos términos se obtienen multipli-
cando sucesivamente un nimero complejo por si mismo, i.e., z, = 2". La serie geométrica
de razon z es entonces .

Zz":1+z+22+-~- 2. (3.1)
n=0
Observemos que se tiene la identidad

N
I=2)(lt+z+2"++2N)=(1-2)) 2"=1-2""
n=0

para todo N € N y todo z € C. Si z # 1, obtenemos la N-ésima suma parcial de la serie

geométrica como
N+1

N 1—=2
n . 3.2
D A= (3.2)

n=0

Si |z| < 1, entonces imy .o 2V = limy oo |2|Y exp(iNArg(2)) = 0, y de (3.2) deducimos

iozzn—L |z| <1
1z '

n=0

que

Ya que reemplazando z por |z| en (3.2) la identidad se mantiene, la convergencia es

absoluta para |z| < 1.

Proposicién 3.4 La serie geométrica (3.1) es:

-1

1. absolutamente convergente a (1 —z)~' en el disco abierto de radio 1 alrededor de 0;

2. divergente fuera del disco cerrado de radio 1 alrededor de 0;

2Aqui se usa la convencién z° = 1.
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3. absoluta y uniformemente convergente a (1 — z)~! en todo disco cerrado alrededor

de 0 de radio inferior a 1.

Demostracion: Ya hemos verificado la afirmacién 1.
Considere el disco cerrado alrededor de 0 de radio r < 1. Entonces para z en este disco
N N+1 N+1 N+1 N+1
1 T A 1R <7 + T +
| -y = | = < < ,
l—z l—z 1=z " 1—|z] " 1=r

donde hemos usado la desigualdad |1 — z| > 1 — |z|. Dado € > 0, basta elegir N lo

suficientemente grande como para que rV1/(1 —7) < € — lo que se puede hacer ya
que r < 1 — para que el miembro izquierdo sea menor que € para todo z en el disco. El
mismo argumento se puede repetir para demostrar que la convergencia es absoluta. Esto
completa la demostracion de la afirmacion 3.

Si |z| > 1, entonces limy o, 2V no existe — el médulo de 2V aumenta sin limite — y la

férmula (3.2) indica que la serie es divergente, demostrando la afirmacién 3. [

El resultado anterior pide a gritos la respuesta a la pregunta: ;Qué pasa con la conver-
gencia sobre el circulo de radio 17 Es bastante inmediato verificar que la serie geométrica
diverge para todo z con |z| = 1.

El siguiente resultado se conoce por el nombre de criterio del cociente.

Proposicién 3.5 (Criterio del Cociente) Suponga que C' = lim,, .o |2n41/2n| existe
y es finito o bien oo; entonces la serie Y~ z, converge absolutamente cuando C' < 1y
diverge cuando C' > 1.

Demostracion: Si C' < 1 existe A con C' < A < 1y, por la existencia del limite, hay un
n, € N tal que |z,41/2,] < A para todo n € N con n > n,. Entonces, para tales n,

Zn Zn—1 Zno—i—l

|2n| =

|2n,| < |2, [A™T (3.3)

Zn—1 Zn—2

No

ya que cada cociente es de médulo menor que A y hay n — n, de ellos. La convergencia
absoluta se desprende del M-test ya que Zzozno A" es una serie geométrica convergente
pues A < 1.

SiC'> 1, existe Becon 1 < B<C,yn, €N con |z,11/2,] > B para todo n € N con
n > n,. La misma factorizacién que en (3.3) muestra que |z,| > |z, |B" " para estos n.
Pero entonces lim,, ., 2, no existe (en particular no es nulo) ya que lim,,_,, B" "™ = o0

al ser B > 1. La serie es por ende divergente. [
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3.2 Series de potencias

Una serie de potencias es una serie de la forma

Z an(z —2,)"; (3.4)

donde los coeficientes a, son nimeros complejos, z es una variable compleja, v z, € C
es el centro de la serie. La pregunta respecto a la convergencia de estas series tiene la

siguiente respuesta:

Teorema 3.1 Dada la serie de potencias (5.4), sea

1
R := (h’m,HOO (sup{keN:an}} {“/\aﬁ))

que es un numero no negativo o bien +0o. Entonces,

1. la serie converge absolutamente en D(z,; R);
2. la serie converge absoluta y uniformemente en todo D(z,; p) con p < R;
3. la serie diverge en C\ D(z,; R).

Antes de pasar a la demostracion de este resultado conviene hacer algunas observa-

clones:

e R se denomina el radio de convergencia de la serie y el disco abierto alrededor
de z, de radio R, D(z,; R), se llama el disco de convergencia de la serie. N6tese

que este disco es vacio si R =0y todo C si R = oo.

e Seentiende por {/|a,| la raiz n-ésima positiva del médulo |a,,| del n-ésimo coeficiente

de la serie.

e El limite en la definicion de R se llama el limite superior. Esta definido para
cualquier sucesién de numeros reales. En nuestro caso, la sucesion es { {/|a,|: n €
N} y estos nimeros son positivos. Para n € N considere

cni= sup  /|ax| = sup{ V|an|7 ”+\1/\an+1\a RRVATATI R

{keN: k>n}

Tenemos R = 1/c donde ¢ := lim,,_,, ¢,. Distingamos dos casos:

1) Si la sucesién {{/|a,| : n € N} es acotada, o sea existe un nimero K > 0 con

lan| < K para todo n € N, entonces ¢, es la menor de las cotas superiores de
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los nimeros W para k > n, y por ende ¢, es no negativo y menor o igual que
K. Tenemos ¢, > ¢,.1 para todo n € N ya que el conjunto de niimeros sobre los
cuales se toma el supremo para n contiene a aquellos sobre los cuales se toma el
supremo para n+ 1. La sucesion {c, : n € N} es en este caso no creciente y acotada
por debajo por 0 ya que los ¢, son no negativos. Esto garantiza que ¢ = lim,, . ¢,

existe, es finito, mayor o igual a 0 y ¢ < ¢, para todon € N. Cuando ¢ =0, R = oo.

2) En caso contrario, o sea cuando la sucesiéon {{/|a,| : n € N} no es acotada, se

tiene ¢, = 400 para todon € Ny por ende ¢ = 400y R = 0.

e El lector podré ejercitarse demostrando que si lim,, .., ¥/|a,| existe, entonces es

igual a c.

e Supongamos que c¢ es finito (Caso 1)). Tenemos las siguientes propiedades carac-

teristicas que se usaran en la demostracién del Teorema:

— Si e > 0 existe n, € N tal que ¢, < ¢+ € para todo n € N con n > n,. Luego,
ya que {/|ax| < ¢, para todo k € N con k > n, tenemos {/|ay| < ¢ + € para
todo k € N con k > n,.

— Sic>0ydesreal con 0 < d < ¢ entonces se tiene W > d para un conjunto
infinito de ntimeros naturales n. En efecto, si esto no es el caso, W > d
para un numero finito de n y ’(/m < d para un numero infinito de n. Pero
entonces podemos elegir N lo suficientemente grande para que ¢y < d con lo

que ¢ < d contradiciendo la hipdtesis d < c.

Demostracion del Teorema: Haremos referencia a las observaciones previas. Demostramos

primeramente las afirmaciones sobre convergencia:

a) Si ¢ = +ooy R =0, las afirmaciones 1. y 2. del Teorema son banales ya que para
z = z, la serie converge a 0.

Sea ¢ >0y R > 0o0bien R = +o00. Dado p < R, elegimos un nimero real ¢ tal que
¢ < { < 1/p. Existe entonces, por la iltima observacién previa a esta prueba, un n, € N
tal que W < { para todo n > n,. Entonces,

an(z = 20)"| = lan] |2 = 2" = (¥/Tan]) " 12 = 2" < ()"

para todo z en el disco cerrado de radio p alrededor de z,. Ya que £p < 1 la serie geométrica
> 1~o(fp)’ es convergente y aplicando el M — test, la serie de potencias (3.4) es absoluta-
y uniformemente convergente. Esto demuestra la afirmacion 2.

b) Siempre con la suposicién ¢ > 0y R > 0 o bien R = 400, si |z — 2,| < R existe p

con |z — z,| < p < R. La afirmacién 1. se desprende entonces de la afirmacién 2.
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Veamos ahora la afirmaciéon 3. Si ¢ = 0 y R = 400 no hay nada que demostrar.
Suponemos entonces que ¢ > 0, o sea que R es finito. Para z € C con |z — z,| > R,
B

elegimos p real con |z — 2,| 7" < p < ¢. Por la ltima observacién previa a la prueba, hay

un numero infinito de a,, con {/|a,| > p. Para estos tltimos, se tiene

an(z = 20)" = (¥/Taa]) " 12 = 2" > (blz = 2)"

con lo que lim,, ., a,(z—2,)" no existe — ya que lim,, o (p|z—2,|)" = oo pues p|z—z,| > 1
— vy la serie es divergente. L[]

El calculo del radio de convergencia a partir de la definicién suele ser complicado. El

siguiente resultado derivado del criterio del cociente es 1til en la practica:

Qn

Proposicién 3.6 Dada una serie de potencias (3.4), si lim,_ .

existe y es finito

o bien 0o, entonces es iqual al radio de convergencia de la serie.

Demostracién: Sea p = lim,_ . |ay/a,11|. Aplicamos el criterio del cociente a la serie.
Tenemos lim,, oo [@n11(2— 2,)" " /(an (2 — 2,)™)| = |2 — 2,|/p, entendiendo que |z —z,|/0 =
00. Si |z — z,| < p el limite es menor que 1 y la serie es convergente. Si |z — z,| > p el
limite es mayor que 1 y la serie divergente. Por el Teorema anterior, p es el radio de

convergencia. []

3.3 Analiticidad de la suma de una serie de potencias

Teorema 3.2 Si f(z) es la suma de la serie de potencias ) - an(z — 2,)" dentro de su
disco de convergencia D(z,, R) (R > 0), entonces f y todas sus derivadas f™, n > 1,

son analiticas en D(z,, R). Se tiene

a, = f(”)(zg)/n! , neN,

Y
0 fn-i—k‘) > n+k~) Onak
_OZE——O, D(z,R), keN.
ngo i (z — 2 2 oy (z—2,)", z€ D(2,R) €

Para demostrar el Teorema usaremos el siguiente resultado que ilustra bien cémo a
veces el Teorema fundamental de las series de potencias resulta til en el calculo de limites

numéricos.
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Lema 3.1 Sic, >0 para n € N entonces

lim sup /¢, = lim sup /cp+x
n—oo n—oo

para todo k € N,

Demostracion: Sea k un entero distinto de 0 y defina ¢,,, = 0 si m < —1. Considere las

[e.9] o0
n n
E 2", g Cnak?" .

1

1= 7
lim sup,,_, o, cn

series de potencias

La primera tiene a

y la segunda a
1

Ry =
lim sup,,_, o &/Cntk

como radios de convergencia. Sean fx(z) y gn(z) las respectivas N-ésimas sumas parciales

de estas series y f y ¢ las sumas en sus respectivos discos de convergencia. Tenemos las
identidades

k-1

Fon(2) = fugn(z) — chzj , k>1, (3.5)
j=0

gv(2) = My (2), k< -1 (3.6)

Sea k > 1. Si |z| < Ry entonces fy(z) — f(2) y la identidad (3.5) implica que
2Fgn(z) converge (a f(z) — Ef;é ¢;j27) y por ende gn(z) converge con lo cual |z| < Rs.
Si |z] < Ry entonces gy(z) — g(2) y la identidad (3.5) implica que fx(z) converge (a
Fg(z) + Ef;é ¢;z7); por lo tanto |z] < Ry. Esto prueba que D(0, Ry) = D(0, Ry) o sea
Ry = R,.

Para k < —1 se usa la identidad (3.6) del mismo modo. [

Demostracion del Teorema: Las N-ésima suma fy(z) = Zg:o an(z — z,)" es entera y su
derivada es f(2) = SN (0 + Dans(z — 20)™

n=0

Primera parte: Queremos probar que la serie infinita

o0

Z(n + Dayi1(z — 2)" (3.7)

n=0
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tiene el mismo radio de convergencia. Veamos que lim,, .., /n+ 1 = 1. Sea z,, = (n +

n

1)Y/" —1 que es mayor que 0 paran > 1. Se tiene n+1 = 1+z,)" > n 22 = (n(n—
q yor q p 9

1)/2)22 por el Teorema Binomial. Luego z,, < 1/2(n + 1)/(n(n — 1)) de donde z,, — 0.

Ya que {/(n+ 1)|ans1| = vV/n+ 13/|ans1|, basta con verificar que limsup,, ., V/|ani1| =

lim sup,, ., v/|an| lo que se sigue del Lema.

Segunda parte: Sea g(z) la suma de la serie de potencias (3.7) en D(z,, R). Probamos que
g=[f.Seae>0,z€ D(z,R),0<r<R—|z— 2|y 2#we D(zr). Se tiene

|lw—2zo| < |w—z|+]2—2| <r+]z—2|<R.

Para N € N
AZTE gy = (PZDMD ) 4 (o) - gt + D=
donde -
vw) = D an(w—2)", we D(z,R).
n=N-+1

Existe N; tal que |fy(2) — g(2)| <€/3 si N > Ny. Tenemos

v(w) = n(z) _ 5~ (W= z)" = (2= 2)"
w—z n%l (w—Zo)—(Z—Zo)

Usando la férmula ©=" = Z;.:é a’b" =17 vilida para todo par de complejos a, b distintos,

obtenemos
—1 n—1
)(w—zo) (Z_Zo _Zo Z_Z)nlj <Z|w—z|j|z—z|"1]
(w—2z) — (2 — 20) — =

—

n— n—1
<Yt lz= 2ol Y= 2| <Y (r ezl (2= 2T = 4|2 z)"
: g

<
Il
=)

Luego,
(v (w) — G (2)

w—z

Y alanl(r+ 1z =z =Y (0 Dlann|(r + [z — z)"

n=N-+1 n=N

De la convergencia absoluta de la serie (3.7) en D(z,, R) y del hecho que 7+ |z — 2,| < R,
deducimos que existe Ny € N tal que

CNz (w) - CNQ (Z)

w—z

'§6/3
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para todo N > Ns.

Sea N3 = max{Ny, Na}. Como fy, () es la derivada de fy, en z, existe d; > 0 tal que

fN3 (w) B fNa(z)

DIt g )

<€/3

para todo w € D(z, ;). Si tomamos 6 = min{d;, r} obtenemos

() — o)+ |l = ()

para todo w € D(z,0) con w # 0. Esto prueba que g = f.
Observe que f(z) = ao ¥ g(z0) = f'(20) = as.

IA
)

Tercera parte: Aplicamos ahora el mismo procedimiento a la serie que define a g = f' para
obtener

f'(2)=4¢'(z) =Y (n+2)(n+ Dansa(z = 2)"

y f"(z,) = 2as. Repitiendo esto k veces obtenemos la demostracién. [



Capitulo 4

La funcion exponencial y sus amigas

4.1 La exponencial; funciones ‘“trigonomeétricas”

e “hiperbdlicas” complejas

Teorema 4.1 La serie

o0 n

Z% . (4.1)

n=0

tiene radio de convergencia oo y define una funcion entera exp llamada exponencial que

es su propia derivada y satisface

exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22) , 21,22 € C. (4.2)
Ademas,

1. exp(Z) = exp(z).

2. Para todo z € C exp(z) # 0. exp(0) =1

3. La restriccion de exp a R es una funcion positiva y estrictamente creciente con
lim, o exp(x) /2™ = 0o y lim,_, o exp(x) | z |"= 0 para todo n € N.

4. Existe un nimero real m € (2,4) tal que exp(in/2) =i y tal que exp(z) =1 si y sdlo
si z =1i2nm para algin n € {0,£1,4+2,---}.

5. exp es periodica con periodo i27.

6. R >t exp(it) es suryectiva al circulo unitario de centro 0 y cos(t) = Re(exp(it)),
sin(t) = Im(exp(it)).

7. exp es suryectiva a C\ {0}.

38
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Demostracién: Para el médulo del cociente entre el n-ésimo y el (n + 1)-ésimo coeficiente

tenemos,
(n+1)!

o =n+1

y esto tiende a oo para n — oo. Luego la serie es absolutamente convergente para todo
z € C (por el criterio del cociente (3.6)) y por ende uniformemente convergente en todo

subconjunto cerrado y acotado de C. Tenemos entonces

(i%T)(Z ) Zzeln_ Zn'Z( ) M:i(z%u)n_

Esto demuestra (4.2). Derivando la serie término a término y usando la convergencia

uniforme,
[e.e] o0
nzn—l on
exp'(z) = g = E = exp(z) .
n=0 ’ n=0 "

1. Se desprende de (4.1).

2. De (4.1), exp(0) = 1. Luego 1 = exp(0) = exp(z) exp(—=z) para todo z € C lo que
demuestra que exp(z) # 0.

3. Si0 <z € R, entonces (4.1) muestra que exp(z) > 1+ > 1. Si < 0 entonces
exp(z) = 1/exp(—z) € (0,1). Si z,y € R con « > y entonces por (4.2) y lo visto.

exp() — exp(y) = exp(y)(exp(r —y) =1) > 0.
—_—— ———
>0 >1
Siz > 0 tenemos de (4.1) que exp(z) > "™ /(n+1)! con lo cual exp(z)/z" > x/(n+
1)! y por ende lim, . exp(x)/z" = oo. Pero entonces lim, , o | = |* exp(z) =

lim, oo | 2 |* /exp(z) = 0.

4. Para t € R tenemos, por lo ya visto, que 1 = exp(it) exp(—it) =| exp(it) |>. Sea
f(t) = Re(exp(it)) y g(t) = Im(exp(it)); entonces f(t)* + g(¢)> = 1. De (4.1)
obtenemos

F(t) = 1= (2/2) + (/1) = (°/6) +--- = _(=1)"¢™"/(2n)! ;
g(t) =t — (/30 + (/) — (T /7)) + - = _(=1)"*" ' /(2n + 1)

De exp(it) = f(t) +ig(t) o de las series obtenemos que f'(t) = —g(t) y ¢'(t) = f(1).
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Observando que para t = 1 la serie para f es alternante y los términos son de médulo

decreciente, tenemos por el Criterio de Leibniz
f()y>1—-(1/2)=1/2.
Observando que
22 /(2n)! > 22"tD) /(9(n 4-1))!, paran > 1,
y que la serie es alternante,
f(2) <1—(2%/2) + (2*/4!) = —1/3 .

Por el Teorema del Valor Intermedio para la funcién continua f, hay £ € (1,2)
minimal con f(§) = 0. Sea m = 2¢.

Con el mismo argumento,

g(1) > 1 - (1/3) = 5/6 .

y como ¢'(t) = f(t) > 0 en el intervalo (0,&), tenemos g(¢) > 0 y de g(£)? =
1 — f(&)? = 1 deducimos que g(§) = g(n/2) = 1. Luego, exp(im/2) = i. De
aqui obtenemos sucesivamente con (4.2) exp(ir) = —1, exp(i27) = 1. Por lo tan-
to, exp(i2nm) = 1 para todo entero n. Luego, para todo z € C, exp(z + i2n7) =

exp(z) exp(i2nm) = exp(z) lo que demuestra 5.

Siz=x+1yyl=exp(z) =exp(zr)exp(iy), entonces exp(z) =| exp(z) |= 1y por
lo visto en 3., z = 0. Para demostrar que y/(27) es un entero, basta ver usando 5.
que si 0 < y < 27 entonces exp(iy) # 1. Tenemos que exp(iy/4) = f(y/4) +ig(y/4)
y como 0 < y/4 < 7/2 sabemos que f(y/4) >0y g(y/4) > 0. Luego,

exp(iy) = (f(y/4) +ig(y/4))*

= fy/0)" = 6f(/9*9(y/4)* + g(y/4)" +idf (y/Dg(y/D(f (y/4)* = 9(y/4)*)
y esto es real si y s6losi f(y/4)? = g(y/4)? lo que sucede solamente cuando f(y/4)* =
g(y/4)> =1/2. Y en este caso tenemos exp(iy) = —1.

5. Ya se vio.

6. Ya demostramos en 4. que t — exp(it) aplica R en el circulo de radio 1 y centro 0

del plano complejo. Ademés exp(it) = f(t) + ig(t) implica que f = cos y g = sin
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donde definimos las funciones trigonométricas con el usual método de la geometria
analitica. Sea w un punto del circulo en cuestion y sea w = x + iy con lo cual
[z ] ly|<lya®+y* =1

Six >0y y >0 entonces por la definicion de 7, sabemos que cos es decreciente en
el intervalo [0, 7/2] con cos(0) = 1 y cos(7/2) = 0 mientras que sin es creciente en
dicho intervalo con sin(0) = 0 y sin(w/2) = 1. Luego hay un tnico ¢ € [0,7/2] tal
que cos(t) = x y sin(t) = y; y por ende exp(it) = w.

Siz < 0yy > 0 entonces las condiciones del parrafo anterior se cumplen para
—tw con lo cual hay t € [0,7/2] tal que exp(it) = —iw = —exp(in/2)w =
exp(im) exp(im/2)w; luego exp(i(t — 37/2)) = w.

Si y < 0 los dos parrafos anteriores muestran que hay ¢ con exp(t) = —w y por lo

tanto exp(i(t —m)) = w.

7. Siw € Cno es cero, entonces w =| w | (w/ | w |). Por 3. hay 2 € R con exp(z) =| w |
y por 6. hay ¢ € R con exp(it) = w/ | w |. Luego, exp(z +it) = w. O

En analogia con las funciones trigonométricas se definen
cos(z) = (exp(iz) + exp(—iz))/2, sin(z) = (exp(iz) — exp(—iz))/(21), z€ C.

Estas funciones son enteras, el coseno es “par” cos(—z) = cos(z), el seno es “impar”

sin(—z) = —sin(z), y
cos'(z) = —sin(z) , sin’(z) = cos(z) .
Se cumplen ademas todas las relaciones conocidas para las funciones trigonométricas:
sin(z)? + cos(2)® =1 ;
También se definen las analogas de las funciones hiperbdlicas
cosh(z) = (exp(z) + exp(—=z))/2; sinh(z) = (exp(z) — exp(—=z))/2 .

Obviamente

cosh(iz) = cos(z) ; sinh(iz) = isin(z) .
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4.2 La inversa de la exponencial: el logaritmo

Observamos que exp(z) = exp(Re(z)) exp(ilm(z)) no es nulo para todo z € C. Dado un
complejo no-nulo w tenemos w = |w|exp(ia)) para cualquier o € arg(w). Buscamos z € C

tal que exp(z) = w. Obtenemos
exp(Re(z)) exp(ilm(z)) = |w| exp(ia) ,
de donde
Re(z) =In(Jw|) , Im(z) =a+2n7, n un entero arbitrario .

Proposicién 4.1 Para todo 0 # w € C existen infinitos complejos z tales que exp(z) =
w. Se tiene Re(z) = In(Jw|) y Im(z) € arg(w).

Podemos definir una funcién “logaritmo” si fijamos el argumento. Asi, por ejemplo,
0 # z +— In(|z|) + targ,(z), para cualquier real o es una funcién definida en C\ {0};
veremos enseguida que esta funcién es discontinua.
Llamamos rama del logaritmo a cualquier funciéon continua f definida sobre un
abierto conexo G C C tal que
exp(f(2)) = = (4.3)
El siguiente resultado parece indicar que todo sucede como en el analisis real: si una
funcién es invertible y diferenciable su inversa es diferenciable. Pero mas adelante, 9.5.3,
demostraremos el teorema general de la funcién inversa para funciones analiticas que es

mucho mas poderoso.

Teorema 4.2 Sean G y F abiertos en C, f: FF — C y g : G — C funciones continuas
con f(F) C Gy (go f)(2) =z para todo z € F. Entonces si g es diferenciable en f(z,)

con g (f(z,)) # 0, f es diferenciable en z, y f'(z,) = 1/9'(f(20)).

Demostracion: Sea 0 # h € C tal que 2, +h € F; tenemos ¢(f(2,)) = 20, ¥ 9(f(2o+h)) =
zo + h con lo cual f(z,) # f(z, + h) y también

L= Iz 1) = 9(f(2)) _ 9(f(z0 +h)) = g(f(20)) f(zo+ D)= f(20)

h f(zo+h) = f(z) h

Luego

f@ouw—ﬂ%>:<ﬂﬂ%+h»—mﬂ%»)4
h f(zo +h) = f(2) '
Pero, por continuidad de f, y diferenciabilidad de g en z, tenemos
9(f(zo+h) —g(f(z) _
T ey TN A 2
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Proposicién 4.2 Si f es una rama del logaritmo definida en el abierto G entonces f es
analitica y f'(z) =1/z.

Demostracién: Use el teorema con g = exp para obtener f'(2) = 1/exp(f(z)) =271 O

Dado un ntmero real « arbitrario, sea G, = C\ {z € C: « € arg(z)}, o sea el plano
complejo sin la semi-recta (cerrada e infinita) formada por los puntos que tienen a o como
argumento, o sea el rayo que parte de 0 y forma el angulo v con el semi-eje real positivo.

G, es abierto y la funcion

f(z) = In(|z]) + iarg, o, (2)

satisface

exp(f(2)) = exp(In(|z])) (cos(arg,_oq(2)) + isin(arg, o.(2))) = 2

Yy, ya que el argumento argg es continuo salvo en la semi-recta que forma angulo 3 con
el semi-eje positivo, es por ende una rama del logaritmo. Si z # 0 es tal que « € arg(z)
entonces podemos acercarnos a z por uno y otro lado de la semi-recta que define a G,,.
Si nos acercamos a z por medio de puntos de GG, con argumentos inferiores y cercanos a
a;osea {z,: n=12---} es una sucesién en G, tal que z, = |z,|exp(i(a — €,)) con

€n >0, lim, o0 €, = 0y lim,,_ |2,| = |2|, entonces
lim (In(|zn]) +i(a — €,)) = In(|z]) + 1o ;

si, en cambio, nos acercamos a z por puntos de GG, con argumentos superiores y cercanos
aa;osea{z,: n=1,2,---} con z, = |z,|exp(i(a + €,)) con ¢, > 0, lim,, €, =0y
lim,, . |2,| = |2|, entonces
lim (In(|z,]) +i(a + €, — 27)) = In(|z]) + ia — 27 .
La rama no se puede extender a una funcién continua sobre C \ {0}.
La rama principal del logaritmo es la funcién Log(z) = In(|z|) 4+ ¢Arg(z) definida
en el abierto C\ {z € C: Re(z) <0, Im(z) =0} = G, que se obtiene de C quitando el

semi-eje real no positivo.

4.3 Potencias arbitrarias

Dado un complejo w, definimos la w-ésima potencia de 0 # z € C como cualquier niimero
complejo ( tal que
¢ =exp(wp), con p tal que exp(p) =z .
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Sabemos que g no es unico, sino que p = In(|z|) + ia donde o € arg(z) es arbitrario. Por

lo tanto las w-ésimas potencias de z # 0 son
¢ =exp(wln(|z|) +iwa) , o€ arg(z) .
Observe que “2°”= 1. En conformidad con una convencién anterior, ponemos 0% = 0.

Ejercicio 18 Verifique que esta definicion es consistente con la definicion anterior cuan-

do w es un numero racional.

Si llamamos e al valor de la exponencial en 1, e = exp(1), entonces como e es positivo,
y arg(e) = {2nm: n=0,£1,42,---}, se tiene

e® = exp(zIn(e) + iz2nm) = exp(z) exp(iz2nm) .

Sin embargo es usual y comodo convenir que uno usa el argumento principal de e al
escribir

e® =exp(z) .



Capitulo 5

Transformaciones de Mobius

Estudiamos las transformaciones de Mobius
b
T (z) _az+

Ccz+d
donde a,b,c y d son constantes complejas arbitrarias, salvo que (a,b) # (0,0) y (¢, d) #

(5.1)

(0,0). Observamos primeramente que:

1. Si se reemplazan las constantes por un multiplo fijo de ellas obtenemos la misma

transformacion.
2. Si ¢ =0 la transformacién es lineal y esta definida en todo C.
3. Si ¢ # 0 entonces T esté definida en todo C salvo en el punto —d/c. Se tiene

lim T'(z) =a/c.

2| =00

ad—bc
(cz+d)?"

4. En el dominio donde T esté definida es analitica y 7'(z) =

Cuando ad = be, T' es constante y suponemos de ahora en més que ad # bet. En tal caso,
T es analitica en todo el plano complejo salvo en el polo —d/c cuando ¢ # 0; y su derivada
no se anula.

A los fines de un tratamiento mas fluido, conviene introducir un punto “ideal” anotado
00 y convenir que

T(oo):{a/c , sic7 0 , T(—d/c) =00 cuando ¢ # 0 .

oo , sic=0

En el fondo el escenario adecuado para la discusion de las transformaciones de Mobius es

la esfera de Riemann. Pero no lo haremos aqui. Escribimos C,, para C U {oc}.

!Esta condicién implica que ni a ni d son nulos cuando ¢ = 0

45
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Con la transformacion de Mébius (5.1) especificada por a, b, ¢, d conviene asociar a la

~ a , b
T_<C7d).

Si las transformaciones de Mobius 7'y S tienen asociadas las matrices T y S entonces

matriz

la aplicacién compuesta (T o S)(z) = T'(S(z)) también es una transformacion de Mobius

y la matriz asociada es el producto de las matrices de T y de S: ToS=T8
Ejercicio 19 Verifique esto.

En particular, ya que det(f) =ad —be # 0, T es invertible

f\lz(ad—bc)—l( d | —b)

—c , a

y tiene asociada la transformaciéon de Mobius inversa a T: (ToT1)(2) = (T 1oT)(z
T'(2) = (dz—b)/(—cz+a). Observe quesi ¢ # 0, el polode T~ ' es a/cy limy, oo T71(2) =

—d/c como debe ser.

Z.

Lema 5.1 1. Una transformacion de Mdébius T' distinta a la identidad (T'(z) # z para
algin z € C) tiene a lo mdzimo dos puntos zi1,zy fijos distintos (T'(z1) = z1 ¥y
T(z2) = 23) en C.

2. Una transformacion de Mébius T distinta a la identidad estd determinada por las

imdgenes de cualquier trio (21, z2, z3) de puntos distintos de Cy,.

Demostracion: 1): Sea T dada por (5.1). Si ¢ = 0 (recuerde que ad # 0), entonces oo es
punto fijo y ya que T'(z) = (a/d)z + (b/d), el otro punto fijo es b/(a — d) si a # d y en
caso contrario, no hay otro punto fijo pues 7' no es la identidad.

Cuando ¢ # 0 el punto co no es fijo y si z € C es un punto fijo, az + b = z(cz + d)
o sea cz? 4+ (d — a)z — b = 0; esta ecuacién tiene a lo sumo dos soluciones distintas (solo
una si ¢ = 0).

2): Si Ty S son transformaciones de Mdébius tal que T'(z;) = S(z;) para j = 1,2,3
donde 21,2 v 23 son distintos en C,, entonces la transformacén de Mobius 77! o S
satisface z; = T"' o T(z;) = T~ 0 S(z;) y tiene tres puntos fijos distintos. Luego 7" o S
es la identidad y S=7T. U

Este simple resultado hace mucho a la utilidad de las transformaciones de Mobius
para la construccion de transformaciones que transformen un dado conjunto en otro dado

conjunto (ver ejercicios).
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Si 21, 29, 23 son puntos arbitrarios pero distintos en C la transformacion

 m -2 -2 ~ =z, z1(z3— 29)
Tormaa(2) = 29— 21 Z—23 | UEET < 2—2n , 23(z — 22) ) '

satisface T}, 4, 24(21) =0, Ty 2 25(22) = 1y T}y 4,y 25 (23) = 00.
Si w1, we, w3 son puntos arbitrarios pero distintos en C la transformacion 7% %23 que

satisface T0%23(0) = wy, TWW2%3(1) = wy y T3 (00) = ws €s

ws(wy — wy)z + w1 (wy — ws)

Tw1,w2,ws (Z) —

Y

(w1 — we)z + wy — ws
fm,wmws — w3(w1 - U)Q) , Wi (w2 — w3)
W1 — W2 ) Wy — W3 ’

Luego, la transformacién T***"3 o T,, ., .. transforma el trio (21, 22,23) de complejos
distintos en el trio (wy, we, w3) de complejos distintos.

Considere las siguientes transformaciones de Mobius especiales
Co(2) =2+b(beC), Ry(z)=€e“2(a€R), D.(2)=rz(r>0), I(2)=1/z,

asociadas a las matrices

~ 1,0 Y A ~ (r ;0 ~ (0,1
a-(ot) m=( o h) o p=(n ) 1= (0 )

C} es una translaciéon. R, es una rotacién pura por « ya que |R,(2)| = |z| y arg(Ra(2)) =
arg(z) + a. S, es una “dilatacion” por r pues |S,(2)| = r|z| y arg(S,(z)) = arg(z). Por
ultimo [ es la inversion. Combinando estas transformaciones simples, podemos obtener
todas las transformaciones de Mobius. Para esto observamos primeramente que cualquier

transformacién del tipo

Lyz)=az, 0#a€C

es de la forma
Ly = DygoR,, conacarg(a).

Entonces,
Ejercicio 20 Demuestre

Proposicién 5.1 Si T es la transformacion de Mébius dada por (5.1) entonces

T_ Laji o Cyq , stc=0
CYa/c © L(bc—ad)c*2 olo C(d/c , sic 7é 0
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Encaramos ahora la demostracién del siguiente hecho que redondea el estudio de las
propiedades de las transformaciones de Mobius y termina de confirmar que son decidida-

mente hermosas:

Teorema 5.1 Una transformacion de Mobius transforma circulos y rectas en circulos o
rectas.

Demostracion: Basta ver que las cuatro transformaciones especiales transforman circulos y
rectas en circulos o rectas. Es geométricamente bastante evidente que las transformaciones
especiales Cy, R, y D, transforman circulos en circulos y rectas en rectas. Para verificarlo
explicitamente, observe que todo circulo o recta en el plano esta determinado por las raices
de una ecuacion

tlz P +twz+wz+s5=0, (5.2)

donde t,s € Ry w € C con | w |*> ts. En efecto, (5.2) es
t(x* +y?) + 2Re(w)r — 2Im(w)y +s5 =10 .

Si t = 0 obtenemos cualquier recta eligiendo convenientemente a w y a s (la condicién

restrictiva es w # 0). Si ¢ # 0, obtenemos

(oo - -

el circulo de centro (—Re(w)/t, Im(w)/t) y radio (| w |* —st)/t?. Veamos que se obtienen

todos los circulos posibles. Si la ecuacién del circulo es (z — a)? + (y — b)? = r? con
a,b,r € R, tomese w = t(—a +ib), y s = t(a® + b* — r?).

Suponga que se tiene (5.2) y se aplica:
e R,; entonces
t] Ro(2) > +R_a(W)Ra(2) + R_o(w)Ro(2) +s=1t| 2 > +wz+wz +5=0;

v | R_o(w) |? —ts =| w |*> —ts > 0. O sea que R, transforma rectas en rectas y

circulos en circulos.

e [,; entonces

tr=* | D,(2) |* +D1/p(w)Dy(2) + Dyjp(w)Dyp(2) + s =t | 2 P fwz+ Wz + 5 =0;

V| Dyjp(w) > —=(tr=2s) =12 |w |* —r~%ts = r (| w |* —ts) > 0. O sea que D,

transforma rectas en rectas y circulos en circulos.
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e [; entonces
t+wl(z) +wl(z)+s|I1z) )= 2|2tz twz+wz +35)=0;

y la condicién es invariante. Por lo tanto I transforma circulos y rectas en circulos

o rectas (se puede analizar exactamente lo que sucede; hagalo).

e (,; entonces
t] Co(2) > +C_g(w)Cy(2) + C_g(w)Cy(2) + s —wb —wb+t | b |?

—t]z+b > +(w—th)(z+Db)+ (W —tb)(Z+b) +5—wb—wb+1t|b|?

=t|z|Ptwz+wz+s=0;

| Cp(w) PP —t(s —wb—wh+1|b[?)
=|w —th|* —ts + twb + twb —t* | b |*=| w |* —ts >0 .

O sea que Cj, transforma rectas en rectas y circulos en circulos. [J

Para terminar demostramos dos resultados muy ttiles cuando se trata de analizar la

imagen bajo una transformaciéon de Mobius de regiones de C.

Lema 5.2 Si (21, 29, 23) es un trio de puntos distintos de C y M es una transformacion

de Mobius entonces
T 20,25(2) = Thi(zy),M(20),M(25) (M (2)) ,  para todo z € Cog

Demostracién: Sea W =T, ., ., o M~*. Se tiene W (M (21)) = (Tyy s 0 Mo M) (21) =
T, 2.2(21) = 0, y similarmente W(M(z2)) = 1 y W(M(z3)) = oo. Por el punto 2.
del Lema anterior W' = Tvi(a1),m(z2),M(za) L1080 Tha(an) m(ea) () (M (2)) = W(M(2)) =
T 202s(2). O

Lema 5.3 Si (21, 22, 23) es un trio de puntos distintos de C entonces T, ., .,(2) es real
para z € C si y solo si los cuatro puntos z, 21,29 y 23 estan sobre una recta o sobre un

circulo.
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Demostracién: La condicién T, ., .,(2) = Tk, ., ..(2) es equivalente a
a(|z] — 217 — Bz + 21%3) = a(|z]* — 71z — 237 + Z123)
donde o = (23 — 23)(Z2 — Z1) # 0. Tenemos entonces
Im(a)|z|? + Im((az; — az3)z) + Im(az73) =0, (5.3)

como ecuacién determinante para los puntos z tales que T3, ., ., (2) = 1%, 5.2 (2).

Si Im(a)) = 0, entonces (5.3) se reduce a
Im((@z1 — az3)2) + Im(az1z3) = Im(az; —az3)Re(2) + Re(azr —az3)Im(2) + Im(az1Z3) = 0

y determina una recta.
En caso contrario, definimos
i |a]
= — —_ s R = —
D) 58~ 4%) ATm(a)]

y después de un espeluznante calculo algebraico tenemos

¢

|21_Z3 )

Im(a)|z|* + Im((@z1 — aZ3)z) + Im(az173) = Im(a) (|2 — (> — R?)

con lo que (5.3) es equivalente a
2= (]2 = R

la ecuacién de un circulo de radio R alrededor de (. U

Los dos Lemas proveen una demostracién del Teorema que es simple y elegante. Sea
M una transformacién de Mobius y I' un circulo o una recta. Considere tres puntos dis-
tintos 21, 22, 23 de I' y sean w; = M (z;) sus imdgenes en C, que son distintas en virtud
de la existencia de la inversa de M. Si alguna de las iméagenes es oo entonces, wi, wsy, ws
determinan aquella recta generada por las dos imégenes finitas. Si los tres puntos imagen
son finitos, determinan o bien una recta o bien un circulo. Llamemos A a la recta o circulo
determinados por wy, wa, ws. Por el primer Lema, T, ., -, (2) = Threay) M), M) (M (2)).
Si z € I entonces T, ., .,(2) es real por el segundo Lema. Luego Tas(zy), 0 (z0),M () (M (2))
es real y, nuevamente con el segundo Lema, (M (z), M(z1), M(22), M(z3)) estan sobre un

circulo o sobre una recta; por lo tanto M(z) € A o sea M(I") = A.

Las transformaciones de Mobius tienen multiples aplicaciones.

Ejercicio 21 Determine una transformacion que transforma el semiplano {z € C :

Re(z) > 0} en D(0,1).



Capitulo 6

Integracion de funciones complejas

6.1 Integracién de funciones a valores complejos so-
bre los reales
Dada una funcién f de una variable real ¢ € [a,b] con valores complejos f(¢) tal que

t — f(t) es continua, la integral de f sobre el intervalo [a, b] es —ya que tanto t — Re(f(t))

como t +— Im(f(¢)) son continuas— el nimero complejo

/ab Re(f(t))dt + i (/ablm(f(t))dt) .

Valen las reglas usuales de la integracién real, e.g. la integral de una suma es la suma de

las integrales. Ademas,

Lema 6.1 Si[a,b] 5t~ f(t) € C es continua

/ bf(t)dt] < [,

Demostracion: Si ff f(t)dt = 0 no hay nada que demostrar. En caso contrario, sea a €

arg (ff f(t)dt); se tiene

/abf(t)dt’ =e @ /abf(t)dt:/abemf(t)dt

~ Re </abei°‘f(t)dt> :/abRe (7@ f (1)) dtg/ab}emf(t)ydt:/abu(mdz.

La desigualdad es consecuencia del siguiente resultado elemental del calculo real que

recordamos. [

ol
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Lema 6.2 Si[a,b] >t +— g(t) € R es continua y g(t) > 0 para todo t € [a,b] entonces

/a ’ g(t)dt > 0

con igualdad si y sélo si g(t) = 0 para todo t € [a,b].

Demostracion: Recordando la definicién de la integral (de Riemann) de una funcién con-
tinua, es evidente que si el integrando es no-negativo también lo sera la integral que es
limite de suméas de Riemann. También es evidente que la integral se anula cuando se anula
g. Supongamos que existe t, € [a, b] tal que g(t,) > 0. Entonces, por la continuidad, dado
e > 0 con ¢(t,) > €, hay un sub-intervalo [c, d] de [a, b] tal que g(t) > g(t,) —e > 0. Luego,

™

Figura 6.1:
/ g(t)dt > / g(t)dt > (g(t,) —e)(d—¢)>0.0

6.2 Caminos

Para poder integrar una funcion a valores complejos sobre los complejos debemos movernos
sobre una “curva” (objeto uni-dimensional) en el “plano complejo”. Un camino suave

es una funcién z : [a,b] 3t — z(t) € C cuya derivada

(1) = lim 2D =20

lim . , t€(a,b)

es continua y tal que los limites

lim 2'(¢) , lUm 2'(t)

t—a™t t—b—

existan y sean finitos. Observe que si z(t) es constante el camino es un punto.
El camino suave z(t) = (1+a—t)z1 +(t—a)ze = 21+ (t—a)(z2 — 21), t € [a,a+1] con

a € R, describe el segmento de recta que parte del punto z; y une a este al punto z5. Se
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tiene 2/(t) = z3 — 21 que es constante y a fortiori continua y que satisface las condiciones
impuestas en el borde del intervalo [0, 1]. Este camino suave se llamard camino rectilineo
con punto inicial z; y punto final 2.

El camino suave z(t) = a + re' con a € C fijo, 7 > 0 fijo y t € [, @+ ] (a0, B € R,
B > 0) describe el arco del circulo de radio r alrededor de a que parte desde a + re'®
y une a este punto con a + re’®*#)_ Se tiene 2/(t) = ire que satisface las condiciones
impuestas. Notese que nuestra convenciéon 3 > 0 indica que siempre se da vueltas en el
sentido anti-horario. Este camino se llamara porcién de camino circular (de radio
r), y cuando se da la vuelta completa (3 = a, + 27) camino circular (de radio 7).

En ambos ejemplos es importante notar que el camino es mas que la curva que se
describe y esta distincion debera tenerse muy en cuenta. El camino es la funcién que
no soélo parametriza la curva que se obtiene como imagen del camino sino que indica en
qué “direccion” y a qué “velocidad” se camina a lo largo de la curva.

También es importante observar que la curva [y| “trazada” por un camino suave
v =A{[a,b] 5t — z(t)}, o sea el conjunto [y] = {z(t) : t € [a,b]}, es cerrado y acotado.
En efecto, por continuidad, ¢ — |z(t)| toma su valor méximo para algin ¢, € [a,b] y
|2(t)] < |z(t,)| para todo t € [a, b].

Considere el camino suave z(t) = ¢(t)z1+(1—¢(t))z2 con ¢(t) = cos(nt/2)—0,1 sin(4nt)
parat € [0,1]. Yaque ¢(0) =1, ¢(1) =0y 0 < ¢(t) < 1, este camino describe el segmento
de recta que une z; con zy pero no hay un movimiento siempre de z; a zy sino que va
hacia zy y vuelve hacia z; etc. Llamamos camino a una sucesién de caminos suaves que
se empalman. Concretamente, dados n intervalos [a;,b;] C R y n caminos suaves y; =
{la;,b;] >t — z;(t)}, j =1,2,--- ,n, tales que z;(b;) = zj41(aj41), 7 = 1,2,--- ,n— 1.
Escribimos entonces que v = 1 +72+- - - +7,. Y decimos que 7 tiene a z(a;) como punto
inicial y a z,(b,) como punto final.

Como la curva trazada por un camino es la unién de las curvas trazadas por los caminos

suaves que componen el camino, tenemos
Teorema 6.1 Si~y es un camino entonces [y] es acotada y cerrada.
Un camino y se llama:

e simple si no pasa dos veces por el mismo punto: para todo j,k € {1,2,--- ,n} se
tiene z;(t) = z,(s) con t € [aj, b;] v s € [ax,bx] s6losi j=kyt=s.

e cerrado si sus puntos incial y final coinciden, zi(ay) = 2z,(b,);

e cerrado simple si es cerrado y simple cuando se desconsideran los puntos inicial y

final (que coinciden)
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Siy={[a,b] >t z(t)} es un camino suave, el camino inverso es —y es {[—b, —a| >
t — z(—t)}, o sea el camino recorrido en sentido inverso. v = 3 + 72 + -+ + 7, es un
camino su inverso —v es el camino (—y1) + (—7v2) + -+ -+ (—=7Vn)-

Para los caminos cerrados simples vale el Teorema de Jordan: La curva [y] trazada
por un camino cerrado simple divide al plano complejo C en dos dominios de los cuales

[v] es la frontera. Uno de ellos es acotado y el otro no.

[]

Figura 6.2: Teorema de Jordan.

Si bien el resultado es geométricamente evidente, su demostracién no lo es. Aqui usa-
remos el Teorema de Jordan para fundamentar el siguiente lenguaje: Si v es un camino
cerrado simple, llamamos dominio encerrado por v al dominio acotado. También con-
venimos en que la frase “analitica dentro y sobre " significara “analitica en un abierto

que contiene al dominio encerrado por v y a [y]”.

6.3 Integracién compleja

Dado un camino suave v = {[a,b] > t — 2(¢)}, y una funcién f a valores complejos

definida y continua sobre [y], definimos la integral de f sobre este camino como

[ dz—/f

Es importante notar que esta integral depende del camino suave elegido, y que la definicién
se ha reducido a la de una integral de una funcién continua [a,b] 3 t — f(z(t))2'(t). Si el
camino se reduce a un punto (i.e., z(t) es constante) entonces la integral es 0.

Por el resultado anterior se tiene

Proposicién 6.1 Para un camino suave vy

/f )z /\f NI (@)t
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La integral a la derecha se abreviard como

/y e

y nuevamente es importante destacar que depende del camino suave elegido.

Proposicién 6.2 Sean v = {[a,b] >t — z1(t)} y v = {[c,d] > t — 2(t)} dos caminos
suaves. Si existe una funcion ¢ : [a,b] 5t — @(t) € [c,d] continuamente diferenciable y
biyectiva tal que p(a) = ¢, p(b) =d, y z1(t) = 22(p(t)) para todo t € [a,b], entonces

/% F(2)dz = /y F(2)dz

para cualquier funcion f continua sobre [y1] (2] )-

Demostracion: Esto es consecuencia de la ley de substitucién de integrales reales aplicada
a la definicién; con s = ¢(t)

d b b
/ f(Zz(S))Zé(S)dSZ/ f(Zz(so(t)))22(90(t))90'(t)dt=/ f(a(t))z(t)dt . O

Siy =7+ 47, es un camino formado por los caminos suaves i, - , Vp,

/yf(z)dz:/yl f(z)dz+/y2f(z)dz+---+/%f(z)dz

es la integral de una funcién a valores complejos definida sobre la curva [y] trazada por
el camino v y continua sobre esta curva. Del resultado anterior para caminos suaves se

desprende con la desigualdad del triangulo el siguiente resultado fundamental

Teorema 6.2 Para un camino y

/V F(2)dz
/,Yf(z)dz:—/vf(z)dz.

Ejercicio 23 Demuestre que siy es un camino, f y g son funciones complejas definidas

< / ()]

Ejercicio 22 Verifique que

y continuas sobre la curva trazada por v y a € C, entonces

/(f(z)+ozg(z))dz:[{f(z)dz+a/yg(z)dz.

o



CAPITULO 6. INTEGRACION DE FUNCIONES COMPLEJAS 56

El largo /() del camino v es

) = [ 1021 - Z [ e

De los dos resultados anteriores obtenemos

/yf(z)dz

Aqui usamos la notacién méx, para el maximo sobre todos los puntos que pertenecen a

< max{|f(z)[} €(v)

la curva trazada por el camino 7.

6.4 Primitivas

Sea f una funcion definida sobre un abierto A C C. Decimos que f admite una primitiva
en A si existe una funcién F' analitica en A tal que F' = f. Esta funcién F se llama
primitiva de f en A. Lo que sigue es consecuencia inmediata de que una funcién analitica

en un dominio cuya derivada se anula debe ser constante.

Proposicién 6.3 Si f admite dos primitivas Fy y Fy en un dominio A entonces Fy — F,

es constante.

Teorema 6.3 Si v es un camino con punto inicial z, y punto final zo y f admite una

primitiva F' en un abierto que contiene a [y] entonces
/f(z)dz = F(z) — F(z) .
v

Demostracion: Esto es simplemente el Teorema Fundamental del Célculo aplicado a la
definicion de la integral sobre un camino. Es inmediato ver que basta demostrar la afir-
macién para un camino suave. Sea entonces v = {[a,b] > t — z(¢)} un camino suave;

entonces
b b
/ f(z)dz = / F(=(8)2 ()dt = / F'(x(t))dt = F((b)) — F(x(a))

pues la derivada de la funcién ¢t — F(z(t)) es t — F'(z(t))2'(t) por la regla de la cadena.
U
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Teorema 6.4 Sea A C C abierto y tal que existen dominios A; C A, j =1,2,--- tales
que AjN A =0 paraj#kyA=U2 A5 Sif esuna funcion compleja continua sobre

A entonces las siguientes condiciones son equivalentes

1. f f(z)dz = [, f(2)dz para cualquier par de caminos y y T tales que [y] y [T] estdn
en A y que sus puntos iniciales y finales coinciden;

2. f f(2)dz = 0 para todo camino cerrado ~y tal que [y C A;

3. Existe una primitiva de f en A.

Demostracion: (1) = (2): Si 7y es cerrado , hay dos caminos 7, y 7 tales que v = v; + 7o
Y 71y —72 tienen los mismos puntos iniciales y finales. Luego

/Vf(z)dz:/71 f(z)dz+/72 f(z)dz:[y1 F(2)dz — ,wf(z)dzz

(2) = (1): v+ (-T') es cerrado luego

0—/f m+/f M—/f m—/f

(3) = (1): Esto es consecuencia del Teorema anterior.
(1) = (3): Si z € A existe un dominio no vacio A; que contiene a z. Sea z, € A; con

2, # z (recuerde que hay un entorno de z contenido en Aj;; tome z, en ese entorno) y

defina F(z,) =0y
- [ ez

donde 7 es algtin camino con punto inicial z, y punto final z (recuerde que A; es conexo
y existe una poligonal en A; que une a z, con z). El nimero Fj(z) no depende del camino
elegido. Dado 0 # h € C tal que z+h € A;, consideremos el camino rectilineo 7, que une
z con z + h. Entonces [y,] C A; v

Bt =BE) 1 ( [ s | =) = (1/n IRCE

= (1/h) /Olf(z+th)hdt:/01f(z+th)dt.

Ahora, X
f(2) = £(2) / dt
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con lo que
Fj(z+h})L—Fj(2) — f(z2) :/0 (f(z+th) — f(2))dt;

pero
/O(f(erth)—f(z))dt‘g/O f(z +th) — f(2)|dt .

Por la continuidad de f, dado € > 0 existe un d-entorno E de z tal que |f(w) — f(2)] <€
para todo w € E. Eligiendo h tal que |h| < 0 deducimos de |z +th — z| =t |h| < |h| que
z+th € E y por ende

/j (o (= b)) — F(2)ldt < e

Luego, F; es analitica en A; y su derivada es f.

Ya que todo z € A estd en algin A; y estos dominios son disjuntos dos-a-dos:
F(z) = Fy(z) , =€ 4

es analitica en A y su derivada es f. [

La hipdtesis sobre A es menos terrible de lo que parece: Es un resultado general que
no demostraremos aqui que todo abierto A puede escribirse como uniéon denumerable de
dominios disjuntos dos-a-dos. Tenga en cuenta que los A; pueden ser vacios (no todos

claro).

Zn+1
n+1
para n < —2; su derivada es z — 2". Del resultado anterior obtenemos inmediatamente:

Las funcién z — para un entero n # —1 es entera para n > 0 y analitica en C\ {0}

/z"dz:O, n>0,

o

para todo camino cerrado 7;

1
/—dz:O, n>2,
'an

para todo camino cerrado 7 tal que 0 ¢ [].
La funcién z +— 1/z es especial; sabemos que es la derivada de cualquier rama del

logaritmo. Si G C C es un abierto donde se puede definir una rama del logaritmo, entonces

1
/—dz:()
v 2

para cualquier camino cerrado v tal que [y] C G.
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Calculemos la integral de 1/z sobre el camino circular C'(0, r; a, a + 27):

1 a+2m 1 ) a+2m
/ —dz = / m iretdt = 2/ dt = 2mi .
C(0,r;a,a42m) z « re a

Esta simple formula sera la base de muchos desarrollos posteriores del andlisis complejo.

Tenemos inmediatamente

Proposicién 6.4 Si una rama del logaritmo estd definida en el abierto G C C entonces

G no contiene ningun circulo centrado en 0.

Teorema 6.5 Sea v un camino y {f, : n € N} una sucesion de funciones f, definidas y
continuas sobre [y]. Si la sucesidn converge uniformemente a la funcion f, entonces

Lﬂ@@:gg(Ln@m%.

Demostracién: f es continua sobre [y] como limite uniforme de funciones continuas. Te-

/y f(2)dz - / ful2)dz

Dado € > 0 existe n, € N tal que |f(z) — f.(2)| < €/(~) para todo z € [y] cuando n > n,,.
Luego,

nemos

/ (F(2)dz — ful2))d=

< / F(2)dz — ful2)ldz

/ o)z — fu()ldz < ¢

y esto completa la demostracion. [

Corolario 6.1 Sea f(z) la suma de la serie de potencias > - an(z — 2,)" dentro del

disco de convergencia D(z,, R) de esta serie. Entonces

Af@ﬂz:o

para todo camino cerrado 7y tal que [y] C D(z,, R). La serie
(e 9] an
Z pas!
—n+ 1

tiene el mismo radio de convergencia R y su suma F es una primitiva de f.
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Demostraciéon: Ya que f,y z" = 0 para todo n > 0, la primera afirmacion es conse-
cuencia del Teorema anterior. Ya que lim, .., /n+1 = 1, y limsup,,_ . /|an_1| =
lim sup,,_, ¥/|an| por el Lema 3.1, la serie que define a F tiene el mismo radio de con-

vergencia y su derivada se obtiene diferenciando término a término. [J

Los resultados obtenidos indican que: para una gran clase de funciones analiticas f
se tiene fy f(2)dz = 0 para caminos cerrados y f admite una primitiva. El Teorema de

Cauchy-Goursat permite generalizar esto a todas las funciones analiticas.



Capitulo 7

Teoremas de Cauchy-Goursat

Dado un camino cerrado simple v y el dominio D encerrado por él, imaginemos que
recorremos el camino. Al hacerlo, D quedard siempre a nuestra izquierda o siempre a
nuestra derecha. En el primer caso el camino se dice orientado positivamente; en el
segundo orientado negativamente.

Nuestra convenciéon indica que un camino circular estd orientado positivamente.

En este capitulo usaremos la notacién

/: f(z)dz

para la integral de f sobre el camino rectilineo que une a z; con zy: {[0,1] 3 ¢t — 23 +

t(z2 — z1)}. Con esta notacién se tiene

/ F(2)dz = — / F(2)d (7.1)

y si 21, 22 ¥ 23 son colineales

/:f(z)dz=/:f(z)dz - /Z:Bf(z)dz. (7.2)

7.1 Teorema de Cauchy-Goursat (para un disco)

En lo que sigue demostraremos el Teorema de Cauchy-Goursat, no en su version mas

general valida para dominios simplemente conexos sino aquella para discos.

Teorema 7.1 (Teorema de Cauchy-Goursat (para un disco)) Si f es analitica en un disco

/vf(z)dz =0

para todo camino cerrado tal que [y] pertenece al disco.

abierto entonces

61
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La demostracién de este resultado que damos aqui se basa en el siguiente resultado

clasico debido a Goursat:

Teorema 7.2 Sea R un rectingulo cerrado en C y sea OR el camino formado por los
cuatro caminos rectilineos sucesivos que unen los vértices de R. Si f es analitica en un

abierto que contiene a R entonces

f(z)dz=0.
OR

Demostracién: Sea R un rectangulo genérico en el plano (no necesariamente el dado). Sea
L(R) el largo del perimetro de R y d(R) el largo de sus diagonales. Si z1, 29, 23, 24 son
vértices consecutivos de R, considere los cinco puntos: z12 = (21 +22)/2, 2235 = (224 23)/2,
234 = (23+24)/2, 21 = (21+24) /2y 213 = (21+23)/2. Es inmediato verificar que los cuatro
cuartetos de puntos (z1, 212, 213, 214), (212, 22, 223, 213), (213, 223, 23, 234) Y (214, 213, 234, 24)
son los vértices de sendos cuatro rectangulos iguales Ry,Rs, R3 y R4 que son congruentes

con R. El perimetro de cada uno de ellos es L(R)/2 y el largo de las diagonales respectivas

es d(R)/2.

24 234 V4
= — —
14 » 213 » 23
21 Z12 z9
Figura 7.1:

Supongamos que f es analitica en un dominio que contiene a R y por ende a los
rectangulos Ry, - -+, R4. Sea OR el camino cerrado simple que se obtiene concatenando los

cuatro caminos rectilineos que unen los pares de vértices consecutivos. Tenemos

o ([ [ [ Yo
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y expresiones andlogas para I(R;) := [,, f(2)dz, donde se ha de respetar la concate-
J

naciéon de vértices sucesivos que produzcan la misma orientaciéon de OR; que la de OR.

Usando las propiedades (7.1) y (7.2) junto con las relaciones (geométricamente evidentes)

213 = (22 + 24)/2 = (234 + 212)/2, entre otras, se obtiene
I(R) = I(Ry) + I(Rs) + I(R3) + I(Ry) .
Pero, con la desigualdad del triangulo,
[L(R)| < [L(B1)| + [ (R2)| + [[(Rs)] + [I(Ra)| < 4méx{[I(R1)|, [[(Ra)], [I(Rs)], I (Ra)]} -

El maximo en el miembro derecho de la desigualdad se asume para alguno de los cuatro
rectangulos. Si hay més de un rectangulo con esta propiedad, témese el mas préximo al
vértice zp, si sigue habiendo mas de un rectangulo “maximal” téomese el mas proximo al
vértice z9. Esto elige univocamente a uno de los cuatro subrectangulos que llamaremos
RW tal que:

RY c R, L(RY)=L(R)/2, dRY)=d(R)/2, 4I(RV) > [I(R)|.

Podemos repetir este procedimiento de cuatriseccién con R para obtener un sub-
rectangulo R de RM con

R® c RY . L(R?) = L(RY)/2, d(RP)=d(RYV)/2, 4I(R?)| = |I(RV)] .
Repitiendo este proceso n veces, obtenemos un subrectangulo R™ tal que
R™ c RV L(R™)=2""L(R), d(R™)=2"d(R), 4" I(R™)| > |I(R)|.

Por el Lema 1.8, existe z € R tal que z € R™ para todo n € N. Ya que el tamafio
de R™ tiende a 0, dado cualquier entorno £ C R de z, hay un n, € N tal que R"™ C E
para n > n,.

Sea € > 0 dado. Elegimos un entorno F' C R de z y un n € N tales que

‘f(w):f(Z)

w z

RWcCF,y — f'(2)| < (¢/(d(R)L(R)) para todo z # w € R™ .

Observando como lo hicimos luego del Teorema 6.4 que

/ dw = / wdw =0,
OR(™) OR(™)

HRD) = [ ()= )= (0 =) ) dw

tenemos
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Pero entonces

€

[1(R™)] < /aR(n) [f(w) = f(2) = (w = 2) f'(2)] |dw] < /aRw d(R)L(R)

Ahora, para w € IR™ se tiene |w — z| < d(R™) = 27"d(R), con lo que

|w — z||dw| .

I(R™)| < 27— / dw| =2"L(R™)e = 4 "¢ .
LR <27 gy [ ldul (R)

Luego,
[I(R)| < 4™I(R™)| < e

y esto completa la prueba. [J

Demostracion del Teorema de Cauchy-Goursat para un disco: La demostracion procede

construyendo una primitiva de f y aplicando el Teorema 6.4. Sea D el disco abierto

y 2, € D algtin punto que permanecera fijo. Para z € D considere el nimero

zoJrRe(zfzo) z
F(2) :/ f(z)dz—i—/ f(z)d=

ot Re(z—20)

que se obtiene integrando f a lo largo de, primero el segmento de recta paralelo al eje
real desde z, hasta z, + Re(z — 2,) = Re(z) + iIm(z,) y, luego, por el segmento de recta
paralelo al eje imaginario desde z,+Re(z—z,) hasta z. El disco tiene la propiedad que para
cualquier par de puntos en él estos caminos pertenecen al disco (una elipse, un recténgulo,
... gozan de la misma propiedad).

Verificamos que f es la derivada de F' con lo que el Teorema 6.4 completa la de-
mostracién. Sea € > 0 y £ un entorno de z tal que £ C Dy |f(w) — f(z)] < €/2 para
todo w € E. Considere cualquier w € E con w # z y, ademas de los puntos z, y z los

puntos (ver figura):
21 =2,+Re(z—2,), z2=2+Re(w—2,), 2z3=2 +ilm(w — z,) = Re(z) + ilm(w) .
Se tiene
zg—2z1=Re(w—2), w—2z=ilm(w—2,), 23— w=Re(z—w)=—(20—21),
21 — 23 = ilm(z, —w) = —(w — 29) ,

por lo cual z1, z9,w y z3 son vértices sucesivos de un rectangulo (de lados |Re(w — 2)| y

|Im(w — 2,)|) comprendido en D. Por el Teorema anterior,

/:f(é)du/: f(C)d<+[UZ3f(g)dg+/Z:1 F(Q)d¢=0. (7.3)
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Figura 7.2:

Los puntos de los dos trios (z,, 21, 22) v (21, 23, 2) son colineales; luego, con (7.2)

szf M+/f )¢ = /f %+/f’%+/f

ﬂdzLf@%+Lf@%=Lf@%+Lf@%+Lf@%

Luego,

:/ f(()d§+/jf(0d§+/: F(¢)d¢
- [ rodc= [ [ o
([ o [ 08)- [ e [ 1o

y con (7.3) para los sumandos entre paréntesis y (7.1),

=(iLf©M—LJKM)ﬁLf©%+Lf@M

=Ljf@mc+l%fxmc

Con la parametrizacién explicita de los caminos rectilineos

Fw)—F(z) = (w— 23)/0 flzg 4+ t(w — 23))dt + (23 — z)/o fz4+1t(z3 —2))dt

65
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= Re(w — 2) /0 f(zs + t(w — z3))dt +ilm(w — 2) /0 flz+1t(z3 — 2))dt .

J/

-~ -~

Iy Iy

Usando la identidad

obtenemos w ot = F(w) — F(,;) :iw —2)f(2)
_ Re(w —2)1y +ilm(w — 2)I + (w = 2)f (2) [ dt
=B [, g [
B vt - s
pilnte=2) | e+t — ) — F( e

Por la construccion, o bien explicitamente de z — z3 = iIm(z — w), z3 — w = Re(z — w),
se tiene

|z —w]* = |z — z]* + |w — 23)°
y esto implica que los segmentos de recta trazados por los dos caminos {[0,1] > ¢ +—
z3+t(w—23)} vy {[0,1] >t — f(z+1t(z3 — 2))} estan comprendidos dentro de E. Por lo

tanto

|Re

|w—Z|

|/\f23+t C ) — f(2)| dt

|Im (w

|
+f2‘/ |f Z+t23—2)) (Z)|dt

\Re ]/ (e/2)dt + \Im \/ (¢/2)dt = (/2)|Re( z)\—i—]lm(w—zﬂ'

|w—z\ lw — 2|

Pero las desigualdades |Re(w — z)| < |w — 2|y [Im(w — 2)| < |w — z| implican que

<e.

- f(2)

w—z

‘F(w)—F(Z)
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Proposicién 7.1 Sean 1 y 2 dos caminos cerrados simples de la misma orientacion
tales que: [y1] y [y2] estdn ambos en algin disco; [y2] estd en el dominio Dy encerrado por

[71]. Sea A el abierto contenido en Dy cuya frontera es [y1] U [y2]. Si f es analitica sobre

/% f(2)dz = [y F(2)dz .

Demostracién: Si [y2] es un punto, el enunciado se reduce al Teorema de Cauchy. Sino

A y su frontera entonces

sean z1, 2y € [7s] dos puntos distintos. Elegimos dos puntos distintos z3,z4 € [7y1] tales
que: hay un camino simple « con punto inicial z; y punto final z3 tal que [@] C A; hay un
camino simple [ con punto inicial z4 y punto final 25 tal que [5] C Ay [a] N [B] = (. Sea
Y34 (respectivamente 7y,_.3) la porcién del camino v;, incluyendo su orientacién, cuyo
punto incial es z3 (resp. z4) y cuyo punto final es z4 (resp. z3). Tenemos v; = Y34 + Y4—3-
Procedamos analogamente con 7, para obtener v = 1.9 + Y2.1. Sea ['y = v3 4 + 0 —

Y12 + « que es cerrado y simple. Por el Teorema de Cauchy
/ fdz= [ f2)dz+ / fde— [ f(2)de + / F(2)dz = 0.
I Y34 B -2 a
Sea 'y = v4 .3 — a — v2.1 — [ que es cerrado y simple. Por el Teorema de Cauchy
/ f(z)dz = f(z)dz — / f(z)dz — f(z)dz — / f(z)dz=0.
I'2 Y4—3 « Y2—1 B

Sumando ambas identidades, se obtiene el resultado. []

7.1.1 La representacion integral de Cauchy

Teorema 7.3 (Fdrmula de Cauchy) Si [ es analitica en un disco abierto A y vy es un
camino cerrado simple orientado positivamente con [y] C A, entonces para todo z en el

dominio encerrado por [7]

w—z

f(z) = QLM / S gy (7.4)

Demostracién: Sea D el dominio encerrado por [y]; para todo z € D la funcién w +—
f(w)/(w — z) es analitica en D \ {2} ya que w — (w — 2)2(f"(w)(w — 2z) — f(w)) es su
derivada. Existe r, > 0 tal que el camino circular C, de radio r centrado en z estd dentro
de D para todo 0 < r <r,, i.e. [C;] C D. Por la Proposicién 7.1, tenemos

[ L0 [ L)y,

CTU}—Z
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Dado € > 0 existe un entorno E de z contenido en D tal que

[f(w) = f(2)] < ¢/(27)

para todo w € E por la continuidad de f. Luego existe 0 < p tal que [C,] C E. Como

1
/ dw = 2w,
C, w —z
tenemos

L%dw—gwif(z)z ﬂdw—f(z)/ de:/% J0) = 1G4,

c, W— 2% c, W— % w—z

Luego

de —2mif(z)

WU}—Z

|f(w) — f(2)] 1 _
g/c W) = 1&g, < /Cp<e/27r)\dw|_e.m

P

El siguiente resultado técnico es fundamental para lo que sigue; se puede ver como
inversion de la férmula de Cauchy: si una funcion admite una representacién integral

como (7.4) con f continua entonces es analitica .

Proposicién 7.2 Sea vy un camino y g una funcion compleja continua sobre [y|. La fun-

cion
G(z) = /de , 2€C\ ] (7.5)
LW =2
es analitica y tiene deriwadas de todo orden analiticas dadas por
(n)(.\ _ g(w)
G <Z)_n!/77(w—z)”“dw neN. (7.6)

Demostracién: Si |Az| es lo suficientemente chico como para que z + Az ¢ [v],

A (s ) e [

Luego,

L[ e [y )

A, 9(s) .
=a L(s—z—Az)(s—z)Zd'
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Sea M := max.c[y |g(s)|, d := ming}, [s — z|. Entonces, si Az < d/2, |s — 2z — Az| >
|s — z| — |Az| > d/2. Por lo tanto,

9(s)
(s —z— Az)(s — 2)?

<2M/d*

para todo s € [7], y con esto

'G(2+A2)—G(z) _/(g(s) > ds

< 2Md3A :
A, il = d™AzU(y)

el miembro derecho de esta desigualdad tiende a 0 cuando Az — 0. [

Teorema 7.4 Si f es analitica en un disco abierto D entonces todas las derivadas de f

existen y son analiticas en ese disco. Se tiene

F™(z) = o / &dw neN, (7.7)

C2mi ) (w— )t

para cualquier z € D y todo camino cerrado simple v orientado positivamente tal que

[v] € D y z pertenezca al dominio encerrado por []

Demostracion: Sea v un camino cerrado simple que satisface la hipétesis. Por la férmula

f(z) = %/ f(w)zdw

de Cauchy,

w —

para todo z en el dominio encerrado por 7y; por la Proposicién anterior

es su n-ésima derivada que es analitica . [

El siguiente resultado es un corolario inmediato

Teorema 7.5 Si f es analitica en un abierto todas sus derivadas existen y son analiticas

en el abierto.

Demostracion: Si z estd en el abierto A donde f es analitica , hay un entorno F de z

comprendido en A y el Teorema anterior aplicado a E nos da el resultado. [

El siguiente corolario completa la demostracién del Teorema 2.3.
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Corolario 7.1 Si f = u + v es analitica en un abierto todas las derivadas parciales de

u y de v existen y son continuas.

Corolario 7.2 (Cotas de Cauchy) Si f es analitica dentro y sobre un camino cerrado

circular C(z, R) de radio R > 0 alrededor de z entonces

|
™)) <X ms eN. 7.8
|f™M(2)| < Rwer[g%;jm]\f(w)\, n (7.8)

Ejercicio 24 Demuestre el Corolario anterior.
Teorema 7.6 Sea G C C abierto y K C G compacto. Existe t > 0 y un conjunto

compacto L C G con K C L tal que para toda funcion analitica f en G se tiene |f'(2)]| <
t méxyer, | f(w)|, para todo z € K.

Demostracién: Por el lema 1.9 existe r > 0 tal que para todo z € K se tiene D(z,7) C G
y L = U,exD(z,7) es compacto. Sea t = 1/r, por el corolario anterior, para todo z € K
se tiene | f'(2)] < tmaxyecey) | f(w)] < tméxyer | f(w)]. O

7.1.2 Teorema de Liouville

Teorema 7.7 Si f es entera y acotada entonces es constante.

Ejercicio 25 Usando la cota de Cauchy para f' (Corolario 7.2) y el Teorema 2.4, de-

muestre el Teorema de Liouville.

7.1.3 Aplicaciéon: Teorema Fundamental del Algebra

Teorema 7.8 Todo polinomio P(z) = 2"+ Qp_1 2"V a1z 4a, con coeficientes com-

plejos y de grado n > 1 (a, # 0) tiene n raices {z1, 29, -+ , 2} contando multiplicidades

Y
Pz)=an(z—21)(z—22) - (2 — zn) .

Demostracién: Podemos escribir

Ap—1 _ an-2 _ a1 (n— Ao _n
P(Z)Ianz”(lJr—lz1+—2z2+~-+—1z( D=2 )
Qn Qn Qn 7

Ya que
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< |an—1| |Cln—2|2 R |a1| - |ao|
lanl 2] an] 2| |an [2]" |an] [2]"

y el miembro derecho de la desigualdad tiende a 0 para |z| — oo, deducimos que
lfm|z|ﬂoo ‘P(Z)‘ = OQ.
Suponga que P no tiene raices, entonces f(z) = 1/P(z) es entera. Elejimos C; > 0
y por lo antedicho existe R > 0 tal que |P(z)| > C, para todo z con z > R. Luego
|f(2)] < (1/Cy) para todo z fuera del disco cerrado D(0, R). Pero este disco es acotado y
cerrado con lo que el Teorema 2.1 indica que f es acotada sobre él, i.e. existe Cy > 0 tal

que |f(z)| < Cy para todo z € D(0, R). Por lo tanto |f(z)| < méx{Cy,1/C1} es acotada.

Por el Teorema de Liouville f, luego P, son constantes lo que contradice la hipdtesis

a, # 0. Por lo tanto existe una raiz z;. Entonces,
P(z) = a,(z — z21)Pi(2)

donde el polinomio P; tiene grado n — 1 y el correspondiente coeficiente es 1. Aplicando

el argumento a P; obtenemos una raiz zo de P; y
P(z) =an(z — 21)(z — 22) Pa(2) ,

donde P; tiene grado n — 2 con correspondiente coeficiente igual a 1.
Repitiendo este procedimiento llegamos a una (n — 1)-ésima raiz z,_; donde el poli-

nomio “restante” P, ; es de grado 1: P,_1(z) = z — z,; esto completa le demostracién.
O

7.1.4 Teorema de Morera

Teorema 7.9 (Teorema de Morera) Si f es continua en un dominio D y fv f(z)dz=0

para todo camino cerrado 7y con [y] C D entonces f es analitica en D.

Demostracion: Por el Teorema 6.4 f admite una primitiva en D y es entonces

analitica como derivada de una funcién analitica por el Teorema 7.5. [J

7.2 Teorema de Cauchy-Goursat para un dominio
simplemente conexo

Un conjunto conexo se llama simplemente conexo si no tiene agujeros. Veamos una

manera de precisar esto. Como ya se hizo al discutir las transformaciones de Mcébius, se le
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agrega el punto ideal co a C para formar C,,. K C C es simplemente conexo si es conexo
y su complemento en C, es conexo. El ejemplo K = C\ {a} con a € C es ilustrativo. K
tiene un agujero en a; su complemento en C es {a} que es conexo; pero su complemento
en Cy es {a} U{oo} que no es conexo. Si el complemento de A C C en C,, es conexo,
contiene una curva que se escapa hacia oo, i.e., el médulo de los puntos de la curva se
hace tan grande como uno quiera.
Otra manera de definir que es un conjunto simplemente conexo es decir que es un conjun-
to conexo donde todo camino cerrado simple se puede deformar (continuamente) hasta
coincidir con un punto.

El siguiente es una versién general del Teorema de Cauchy-Goursat. Su demostracién
se da en el Apéndice A como caso especial de un resultado atin més general.

Teorema 7.10 (Teorema de Cauchy-Goursat) Si f es analitica en un dominio simple-

mente conexo D entonces:

1. Para todo camino cerrado tal que [y] C D,

Lf(z)dz =0.

2. Para todo camino cerrado simple 7 orientado positivamente con [y] C A, y para

todo z en el dominio encerrado por [7]
1
F(2) = — / de ‘
2 ), w—z

La hip6tesis de conectividad simple del dominio es crucial. Piense en la funcién z — 1/z

en el dominio C \ {0} que no es simplemente conexo; tenemos

/ 27 Yz = 27
c

para cualquier camino circular cerrado C' orientado positivamente.

7.3 Ramas del logaritmo y de las potencias

Proposicién 7.3 Sea A un dominio simplemente conexo que no contiene a 0, z, € A y
w, € C tal que exp(w,) = 2,. Para cualquier camino v que une z, con z € A y tal que

[v] € A el nimero

dw
onywo<z) :w0+ —
’\/ w
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no depende de v y define una rama f,, ., del logaritmo sobre A.

Para todo nimero complejo u € C la funcion

Cu(2) = exp(pfepw,(2)) , z2€ A

es una rama de la p-ésima potencia de z.

Demostracién: La analiticidad de f(z) = 1/z en A y el Teorema de Cauchy-Goursat
indican que f;, ., es independiente del camino que une z, a z. El Teorema 6.4 indica
que f tiene una primitiva F' en A. Luego f., ., (2) = w, + F(z) — F(2,). Sea g(z) =
2 exXp(—f,w,(2)); entonces ¢'(z) = exp(—fz,,w,(2)) — 2 exp(—fzyw,(2))27" = 0, de donde
9(2) = zexp(—f.,w,(2)) = c paratodo z € A. ¢ no puede ser 0 ya que 0 ¢ Ay exp(w) # 0;
luego exp(fa,w,(2)) = z/c. Pero z,/c = exp(f., w,(20)) = exp(w,) = 2, y por ende ¢ = 1.
La afirmacién sobre la potencia es inmediata. [



Capitulo 8

Series de potencias 11

8.1 Serie de Taylor para funciones analiticas

Recordemos que un entorno de un punto es un disco abierto centrado en el punto. El si-
guiente resultado establece que las funciones analiticas admiten un desarrollo convergente

en serie de potencias.

Teorema 8.1 §i f es analitica en un entorno E de z, € C entonces la serie de Taylor

alrededor de z,

f”<2z0> (2—20)2+M(Z—Zo)3+' - (8.1)

n 6

© £,
S oy = Fe) 4 P+

converge para z € E y uniformemente en todo disco cerrado alrededor de z, contenido en
E.

Demostracion: Como en la demostracién del Teorema anterior sobre convergencia de series
de potencia, la convergencia en E se desprende de la convergencia uniforme en todo disco
cerrado contenido en FE.

Sea p el radio del entorno, E = D(z,;r), y 0 < r < p. Sea C el circulo de radio

(r 4+ p)/2 alrededor de z, orientado positivamente. Por la férmula de Cauchy,
f(z) = (2m’)_1/0%dw

para todo z en el disco cerrado encerrado por C. Usando la identidad (3.2) se obtiene la

identidad

n+1

(2—20)

1 1 zZ— 2, 2= 2,)? z— 2,)" Wz )T
_ L+ L4 )2+_._+( )" 1 ST

w—2z W-— 2 w—2z, (w—2z) (w— z,)" 1——w_z‘;

74
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valida para todon € Ny todo w € C. Insertando esto en la formula de Cauchy obtenemos
1 f(w)
_ k
F2)=> (z—z)f-— /C T =Tt T Ru(2). (8:2)

donde el “resto” esta dado por

Bo(z) = G2 /C = f(w) dw .

271 J(w — zp) !

Por la férmula de Cauchy, la suma en (8.2) coincide con la suma parcial de los primeros
n + 1 términos de la serie de Taylor (8.1). Para completar la demostracién, basta ver
que el resto R, puede hacerse tan chico como se quiera independientemente de z con
|z — 2| < r. Paraw e C tenemos |w — z,| = (r+p)/2y |lw—2z| =|w—2,— (2 — 2,)| >

W — 2| — |2 = 25| = 5L — |2 — 20| > B2 — r = 22 Por lo tanto,
|Z—Zo|"“/ (w)|
R, < d
[ 2) |w—z\|w—z|”+1w

mix ()l ) x5 = 257 (i ] ) (% ) .

7,,nJrl
< n+1 <
o (e7) () \vee ' o

El miembro derecho de esta desigualdad es independiente de z y puede hacerse tan chico

como se quiera ya que (p +r)/2 > r, vale decir 2r/(p+r) < 1. O

Corolario 8.1 Si f es analitica en un entorno de z,, las series de Taylor alrededor de
z, de las derivadas de f en el entorno se obtienen derivando sucesivamente la serie de

Taylor de f término a término.

Corolario 8.2 Si f y g son analiticas en un entorno de z, las series de Taylor alrededor
de z, de las funciones f 4+ g y f.g se obtienen sumando y multiplicando respectivamente

aquellas de f y de g.

Teorema 8.2 Si la serie de potencias Y - an(z — 2,)" alrededor de z, tiene radio de
convergencia no nulo y f(z) es su suma, entonces la serie coincide con la serie de Taylor
de f alrededor de z, en el disco de convergencia de la serie.

Demostracion: Sea C' un circulo centrado en z, orientado positivamente y contenido en el
disco abierto de convergencia de la serie. Por el Teorema 3.2, f es analitica en el dominio

simplemente conexo encerrado por C. Luego,

YR f(w)
f( )(zo)_%/cmdw.
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Por el corolario del Teorema 6.5, la serie se puede integrar término a término dentro de

su disco de convergencia. Pero,

/ (w — z,)¥ 2, sik=mn

———dw = . ,

o (w—z,)mt! 0 , sik#n

por la férmula de Cauchy aplicada a la funcién z — (z — z,)* que tiene primitiva analitica

sobre C para k # —1. El tnico término de la serie cuya integral no se anula es el n-ésimo

y la integral es nla,. [

8.2 Series de Laurent

Si R es el radio de convergencia de una serie de potencias con coeficientes a,,, la serie

a a
1 2
a, + + E
z2—2, (22— 2)2 e (z—2,)"

n

converge fuera de D(z,;1/R), y lo hace uniformemente en y fuera de cualquier circulo de
radio mayor a 1/R, en virtud del Teorema fundamental sobre convergencia de series de

potencias. Podemos entonces considerar series de potencias positivas y negativas

ianz—zo Za (z—20)" Zanz—zo , (8.3)

n=—oo

con coeficientes complejos a, (£n € N) centrada en z, € C. Una serie de este tipo
se llama serie de Laurent. La serie formada por los coeficientes de indice negativo es
convergente fuera de un circulo de radio R; igual al reciproco del radio de convergencia de
la serie de potencias >~ a_,(z—2,)". La serie formada por los coeficientes positivos es
convergente dentro de un disco abierto de radio Ry. Si Ry < Ry, la serie (8.3) converge en el
anillo abierto de radio interior R; y de radio exterior Ry alrededor de z, (llamado anillo de
convergencia): {z € C: R; < |z—2z,| < Ra}, y la convergencia es uniforme en cualquier
anillo cerrado contenido en el anillo de convergencia. En su anillo de convergencia la serie
define una funcién analitica, cuyas derivadas se obtienen derivando término a término.
Obsérvese que si el radio interior del anillo es 0 éste es simplemente un disco abierto con

radio igual al radio exterior Ry pero pinchado en z,. i.e., D,(z,; R2).

Teorema 8.3 Si f es analitica en un anillo abierto A centrado en z,, entonces f admite

un desarrollo unico en serie de Laurent alrededor de z, (8.3) convergente en el anillo y
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uniformemente convergente en todo anillo cerrado contenido en A; con coeficientes

1 w
=t [Ty inen, (8.4)
211 Jo (w — z,)"t1
donde C' es cualquier camino cerrado simple orientado positivamente contenido en A que

enclerre a z,.

Demostracion: Sean r y R el radio interior y exterior respectivamente del anillo abierto A
(r < R). Considere cualquier anillo cerrado B := {z € C: p; < |z — z,| < pa} contenido
en el anillo abierto A, con r < p; < py < R. Considere los circulos C; := {z € A :
|z — 2| = (r + p1)/2} orientado negativamente y Cy := {z € A: |z — z,| = (R + p2)/2}
orientado positivamente, ambos contenidos en A. Sea z € B entonces z esta fuera de C
y dentro de (5. Considere dos distintos segmentos de recta o y 3 que unen C4 con Cy y
no pasan por z. El camino I" se obtiene yendo de C a Cy por « luego por Cs (respetando
la orientacién) hasta encontrarse con (3, de alli por # hasta Cy y por C; (respetando la
orientacion) hasta encontrarse con « (el punto inicial y final de I'). El camino 7 se obtiene
yendo de Cy a Cy por —a luego por C; (respetando la orientacién) hasta encontrarse con
B, de alli por —( hasta Cy y por Cy (respetando la orientacién) hasta encontrarse con «
(el punto inicial y final de 7). Entonces z queda encerrado o por [I'] o por [y]; digamos

por [I']. Ya que I' C Ay z queda dentro de I, la férmula de Cauchy produce

f(z) = QLm /F u]j(iu)zdw :

Ya que v C A, z queda fuera de v y por ende w — f(w)/(w — z) es analitica dentro y

sobre 7, el Teorema de Cauchy garantiza que

/ u]j(iu)zdw =0.

) = [ L,

20 Jpy, W — 2

Luego,

pero en esta integral la contribucion de los dos segmentos rectos comunes a I' y a v se

anula ya que estos son recorridos dos veces en direcciones opuestas. Por lo tanto,

F(z) = —— ) gy + L (w)

21 Jo, w — 2 27 Jo, W — 2

dw , ze€B.

Ya que z queda dentro de Cs, procediendo de la misma manera que en la demostracién

del teorema sobre el desarrollo en serie de Taylor, obtenemos

fa(z) = =S (w) dw = Zan(z —z)"

271 wW— 2
& n=0
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con coeficientes
1 f(w)

" 2mi o, (W — z,)"*t

dw (8.5)

G,

y donde la serie es uniformemente convergente para z € A con |z — z,| < po. Pasamos a

la otra integral sobre C;. Usando la identidad (3.2), tenemos

w—z, )kt
1 1 w—2z, (w—2,) (w — 2,)* 7((%%))’@“

= - 1+ + RSN I
w—z Z— 2 z2—2, (2= 2) (z — 2,) 1— 2=z

para todo w € C; y cualquier natural k. Insertando esta identidad en la integral sobre

C1, obtenemos

R =g [ o =3 (5 [ S =) (=) A

k41
= Za,n(z — 2o) "+ Ri(2)
n=1
con coeficientes
1
a_p = / f(w) dw , n=1,2---, (8.6)
210 J_o, (w — z,) ™" F1

y donde el “resto” es

Ri(z) = — /C (f(w)(w—zo)+ dw

T 2mi w—z2)(z— z)kt
Ya que |z —z,| > p1, ¥ |w—2,| = (r+p1)/2 para w € C, se tiene |w—z| = |w—2, — (2 —
20)| 2|2 — 20| — | — 20| = p1 — (r+p1)/2 = (p1 — r)/2. Luego, como en la demostracién
del desarrollo de Taylor,

e < 22 (st ) (%50)

r \weCy 2p1

que converge a 0 para k — oo pues (p; +7)/(2p1) < 1. Luego, la serie obtenida para f;
es uniformemente convergente para todo z € A con |z — z,| > py.

Para completar la demostracién, observamos que las expresiones (8.5) y (8.6) para
los coeficientes son independientes del camino cerrado simple de integracién siempre que
esté contenido en A, encierre a z, y esté orientado positivamente (como lo estan —C y
(). La unicidad de la serie, o sea de los coeficientes se verifica simplemente igual que en
el Teorema 8.2. [

Una variante del Teorema recién demostrado es:
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Teorema 8.4 Sean Y - an(2—20)" y > oo a_n(2—2,)"" dos series con las propiedades
siguientes: 1) la primera serie converge en un disco abierto de radio R alrededor de z,; 2)
la sequnda serie converge fuera del disco cerrado de radio r alrededor de z,; y 3) r < R.

Entonces, existe una funcion f analitica en el anillo abierto de radio interior r y radio

[e.9]
n=—oo

exterior R cuyo desarrollo de Laurent coincide con an(z — zo)".

Este resultado garantiza que una serie de tipo (8.3) es la serie de Laurent de su suma en

su anillo de convergencia.



Capitulo 9

Algunos Resultados Fundamentales

9.1 Analiticidad de limites uniformes
Los siguientes resultados clasicos y fundamentales se deben a Weiertraf.

Teorema 9.1 Sea {f, : n € N} una sucesion de funciones analiticas en un abierto
que convergen uniformemente a f en todo subconjunto compacto de ). Entonces f es
analitica en Q0 y para k = 1,2,---, la sucesion {f,(lk) . n € N} de k-ésimas derivadas

converge uniformemente en todo subconjunto compacto de Q a f*.

Demostracion: Sea z € 2 y E un entorno de z contenido en 2. Para todo camino cerrado
v con [y] C E, se tiene, usando el Teorema 6.5, fﬁ{ f(z) = lim, fﬁ{ fn(2)dz = 0. Por el
Teorema de Morera, f es analitica en F, luego analitica en €.

Para demostrar la afirmacién sobre las derivadas basta hacerlo para f’. Sea K C ()
compacto; por el teorema 7.6 existe L C ) compacto con K C L y t > 0 tal que para
z € K se tiene |¢'(2)| < t maxyer |g(w)| para cualquier funcién analitica en Q. Ya que L
es compacto, dado € > 0 existe n, € N tal que |f(w) — f,(w)| < ¢/t para todo w € Ly
todo n > n,. Luego, |f'(z) — f)(2)| < € para todo z € K y todo n > n,. O

Aplicando este resultado a las sumas parciales de una serie obtenemos

Teorema 9.2 Sea {f, : n € N} una sucesion de funciones analiticas en un abierto Q.
St la serie Y, oo fn converge uniformemente a f en todo subconjunto compacto de S,
entonces f es analitica en Q y para k =1,2,---, la serie Y -, f,&’“) de k-ésimas derivadas

converge uniformemente en todo subconjunto compacto de 2 a f(k).

80
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Teorema 9.3 Sea {f,: n € N} una sucesion de funciones analiticas en un disco abierto
D alrededor de a € C. Si la serie de Taylor de f,

fa(2) =Y al (2 — a)F

n>0

converge en D para todo n € N, y la serie Y -, f, converge uniformemente a f en todo

subconjunto compacto de D, entonces f es analitica en D y su serie de Taylor

1) = a(z - a)f

k>0
es convergente en D. Se tiene
ap = Z aén) .
n>0
Vale decir
103 (L) - X (T«
n>0 \k>0 k>0 \n>0

Demostracién: Por el teorema anterior f es analitica y la series ) ., j}(L ) convergen a

% uniformemente en todo compacto en D. Luego la serie de Taylor

F(z) =Y _(fW(a)/kh)="

k>0

converge en D. Pero f¥)(a) = > i0 f](k)(a) = k!> 50 ag). O

2n+1

Ejercicio 26 Demuestre que la serie Y. -, 2% /(z — 1), |z| # 1 es uniformemente

convergente en todo subconjunto compacto de D(0,1) y de C\ D(0,1). Obtenga la suma

de la serie en ambos dominios.

9.2 El Principio del Mdédulo Maximo

Lema 9.1 Si f es analitica en un entorno E de z, y |f(2)| < |f(z)| para todo z € E

entonces f es constante en E.

Demostracién: Considere el camino circular C(z,,r) donde 7 es lo suficientemente chico

como para que [C(z,,7)] C E. Se tiene

o= miyt [ T em [ rear
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luego

)| < (@2n) / 1z + re)dt < (20) £ (20) / dt = ()]
Oseaque )
F(z0)| = (2m) / 1 2o + e d
0

o lo que es lo mismo

0= @0 [ (7l = It ety e

En esta tltima integral el integrando es no negativo y una funcién continua de ¢ € [0, 27},
luego por el Lema 6.2, | f(2,)| = | f(z,+7€e"| para todo ¢ € [0, 27]. Como r > 0 es arbitrario
sujeto a que [C(z,,r)] € E, deducimos que z — |f(z)| es constante en E. Luego, por el

Teorema 2.4 f es constante. [

Teorema 9.4 (Principio del Mddulo Mdzimo)

1. Si f es analitica en un dominio D y no es constante entonces D > z — |f(2)| no

admite un mdzimo: no existe z, € D tal que |f(2)| < |f(2,)| para todo z € D;

2. Si f es analitica en un abierto acotado G C C y continua sobre la frontera de G
entonces el valor mdzimo de | f| sobre el cierre de G se asume en la frontera 0G de
G:

sup | f(2)] = méx |f(2)] = méx |f(z)] > f(w), para todow € G .
2e@ 2€G 2€0G

Demostracion:

1. El conjunto A = {z € D : |f(2)| = |f(2,)|} no es vacio. La continuidad de f
implica que B ={z € D : |f(2)| < |f(20)|} es abierto y desde luego ANB =0y
AUB = D. Si logramos demostrar que A es abierto, entonces el hecho de que D es

conexo implica que B = () y luego, por el Teorema 2.4 f es constante.

Siw € Ay E es un entorno de w contenido en D entonces, para todo z € F, se
tiene | f(2)| < [f(z0)| = | f(w)| y, por el lema, E C A con lo que A es abierto. Esto
completa la demostracién.



CAPITULO 9. ALGUNOS RESULTADOS FUNDAMENTALES 83

2. La afirmacién es inmediata si G es un dominio. Como hemos observado luego del

Teorema 6.4, todo abierto es union denumerable de dominios disjuntos dos-a-dos.

0

Ejercicio 27 Demuestre el Lema de Schwarz: Si f es analitica en D(0;1) con f(0) =0y
| f(2) |< 1 entonces | f/(0) |< 1y f(2) |<| z|. Idea: considere la funcion g(z) = f(z)/z
para z # 0 y g(0) = f'(0).

9.3 Ceros

Un cero de una funcién analitica es un punto z, donde f es analitica y donde f(z,) = 0.
Si E es un entorno del cero donde f es analitica, tenemos el desarrollo de Taylor alrededor

de z,

> fn)
o=y e,

y si f no se anula idénticamente en F, se tiene f(™(z,) # 0 para un m € N con m > 1
que es el menor nuimero natural con esta propiedad. Entonces,
0 f(m-}—’fZ) (Zo)
2)=(z—z,)™ 2 (z—2)", z€EFE,
)= (=2 e =)

donde la serie converge en E y converge uniformemente en todo disco cerrado centrado
en z, contenido en E. Si g(z) denota su suma, g es analitica en E por el Teorema 6.4.
Ademss, g(z,) = f(m)(zo)/m! # 0. Luego,

f(2) =(z2=2)"g(2) , z€FE,

con ¢ analitica y ¢g(z,) # 0. El nimero m (m > 1) se llama el orden del cero. Esto

demuestra la mitad no trivial del siguiente resultado:

Teorema 9.5 Si f es analitica en un entorno de z, donde no se anula idénticamente,
entonces z, es un cero de f siy sdlo si f(z) = (2 — 2,)™g(2) para un m € N con m > 1,

y una funcién g analitica en el entorno con g(z,) # 0.

El siguiente resultado indica que los ceros de una funcién analitica no constante son

aislados:

Corolario 9.1 Si f es analitica en un entorno de z, donde f no se anula idénticamente,

Y z, €s un cero de f, entonces f no tiene otros ceros que z, en un algun entorno de z,.
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Demostracién: Sea m el orden del cero y f(z) = (2 — 2z,)™¢g(z) con g analitica 'y g(z,) # 0.
Como g es analitica y por ende continua en el entorno, existe algin entorno E contenido
en el entorno original tal que g(z) # 0 para z € E'. Luego f(2) = (2 — 2,)™g(z) sélo se
anula en z =z, en K. [J

Teorema 9.6 Si f es analitica en un dominio ) entonces Cy :={z € Q: f(z) =0} es

todo 2 0 no tiene puntos de acumulacion en Q (y es discreto y denumerable).

Demostracion: Si z, € Cf los resultados anteriores implican que para cualquier entorno
E de z, contenido en ) hay dos alternativas: 1) f se anula en E; 2) existe un entorno E’
contenido en F tal que z, es el tnico cero de f en E'.

Sea A el conjunto de puntos de acumulacién de Cy. Recordamos que w € A quiere
decir que en todo entorno de w contenido en €2 hay infinitos puntos de Cy. A fortiori,
w € Cy pues la continuidad de f indica que dado € > 0 hay 6 > 0 con |f(w) — f(2)]| <€
para todo z con |z — w| < §; tomando z como uno de los (infinitos) ceros de f en el
entorno de radio 0 de w, vemos que |f(w)| < €, y por ende f(w) = 0.

Entonces, si w € A, w € C} y la alternativa 2) no se puede dar ya que en todo entorno
de w hay ceros de f distintos de w. Luego, f se anula en todo entorno F de w contenido
en 2 o sea que ' C Cy y por ende E C Ay esto significa que A es abierto.

Por otro lado, A es cerrado ya que para cualquier sucesién {w, : n € N} en A que
converge a w € ) se tiene que todo entorno F' de w contenido en {2 contiene también
infinitos ceros de f - pues F' contiene un entorno de un w,, que es un punto de acumulacién—
o sea w € A. Por lo tanto €2\ A es abierto.

Luego, @ = AU (2 \ A) y ambos conjuntos son abiertos y no se intersectan. Ya que
un dominio es conexo, tenemos A = Q o bien A = ().

Cuando A es vacio, Cy es discreto y denumerable; esta es una propiedad general que

no demostraremos aqui. [J

Corolario 9.2 Si f y g son analiticas en un dominio 2 y f = g en un subconjunto €1,

de Q2 que tiene un punto de acumulacion en ) entonces f = g en €.

Es notable que el orden de un cero de una funcién analitica es un ntimero natural. La

1/2 tiene un cero en 0 pero como esta funcién no es analitica en 0, el orden

funcién z — 2z
no esta definido.

El siguiente es un resultado andlogo a la regla de L’Hospital.

'Explicitamente: Por la continuidad de g, existe § > 0 tal que |z — z,| < § implica que |g(2) — g(z,)| <
19(26)/2|- Entonces, |g(2)| = [9(2) = 9(20) + 9(20)| = [l9(20)| = 19(2) = 9(20)[| = |9(20)[ — l9(2) = 9(20)| >
9(20)/2 >0
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Proposicién 9.1 Si f y g son analiticas en un entorno de a y se tiene f*)(a) = g (a) =
0 para k=0,1,---,n y g™V (a) # 0 entonces lim,_, f(2)/g(z) = f™+(a)/g" ) (a).

Demostracién: En un entorno E de a se tiene f(2) = (z—a)" "¢ (2) y g(2) = (z—a)"9(2)
con ¢, analiticas en E. Ya que f™*Y(a) = (n+1)!¢(a), y g™V (a) = (n+ 1)(a) # 0,
P (z—a)"'(z) _ é(a) _ fU"*D(a)

im*>~—~=% = 1lim =
—a

i) G o) d@) g @)

z

9.4 Singularidades de funciones analiticas

Una singularidad aislada de una funcién f es un punto z, tal que f es analitica en
todos los puntos de algiin entorno de z, salvo en z,. En tal caso f admite un desarrollo

en serie de Laurent
o0

f(z) = Z an(z = 20)"

n=—o0
en un disco pinchado {z € C: 0 < |z — z,| < p}. Se dice que la singularidad aislada z, es:
removible si a, = 0 para todo n < 0; un polo de orden m si a_,, # 0 pero ax = 0
para todo k < —m; una singularidad esencial si a, # 0 para un nimero infinito de
valores negativos de n.

Analizamos los tres tipos de singularidades aisladas.

1. Si la singularidad z, es removible, se tiene

1) = au(z = z0)"

en el entorno salvo para z = z,. La serie infinita del miembro derecho de la igualdad
converge uniformemente en todo el entorno y define una funcién analitica g(z) tal
que g(z) = f(2) para todo z en el entorno exceptuando z,. De aqui el nombre de
removible, ya que reemplazando f por g tenemos una funcion analitica idéntica salvo

en z,.

Proposicién 9.2 Si la funcion f es analitica en {z € C: 0 < |z — z,| < p}, 2, es

una singularidad removible si y solo silim,_., f(z) eziste.

Demostracién: La necesidad es evidente. Por otro lado, si lim,_., f(z) =: a existe,
entonces |f(z)| es acotada en un entorno de z,. En efecto, dado € > 0 existe § > 0

tal que |a — f(2)| < € para todo z en el disco pinchado con |z — z,| < J, y entonces
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|f(2)]—|a| < |a—f(z)| implica que |f(z)| < |a|+€. Tomando un circulo C,. orientado

positivamente alrededor de z, de radio r inferior a § tenemos por (8.4)

1 1
== —z)" =1,2,---.
a 2 o f(2)(z = 2) n
Luego,
1
jan| < 5=(lal + )r" 7 (277) = (la] + )",
y tomando el limite » — 0, obtenemos a_, =0 paran =1,2,---. [

2. Pasemos ahora a los polos.

Proposicién 9.3 Si f es analitica en D :={z € C: 0 < |z — z,| < p}, entonces
lim, ., |f(2)] = oo siy sdlo si existe un nimero natural m no nulo y una funcion
analitica g en el disco abierto de radio p alrededor de z, tal que g(z,) # 0 y f(z) =
(z — 2,)"™g(2) para todo z € D.

Demostracién: Si f admite la representacién indicada, se tiene lim,_, |f(2)| = oco.
Veamos la suficiencia de esta representacion. Existe p’ > 0 tal que f no tiene ceros
en B :={z€C: 0<|z— 2| <p'}. Lafuncién h(z) := 1/f(2) es analitica en B’
y lim,_,. h(z) = 0 con lo cual z, es una singularidad removible de A y la funcién
h(z) = h(z), z € B, h(z,) = 0, es analitica en C' 1= {z € C: |z — 2| < p'}.
Luego existe m € N con m > 1, y una funcién ¢ analitica en C' con ¢(z,) # 0
tal que h(z) = (z — 2,)™q(2), para todo z € C. Entonces, para z € B’ se tiene
f(z) = 1/h(z) = 1/h(z) = (z — 2,)"™(1/q(2)). La funcién g definida como 1/q en
B', y por (z — z,)™f(2) en B\ B’ cumple con los requisitos. O

Si f tiene un polo de orden m la parte de la serie de Laurent con coeficientes
negativos a_,, (2 — 2o) ™+ a_mi1(z — 2o) ™ + -+ a_1(2 — 2,) 7! se denomina la
parte singular de f en z,.

3. Pasamos a considerar un ejemplo de una singularidad esencial. Considere la funcién
z — exp(1/z), para z # 0. Se tiene e!/* = 3™ (1/nl)z™" y ésta es la serie de
Laurent (en virtud de la unicidad). z = 0 es por ende una singularidad esencial. Sea
¢ un numero complejo no nulo arbitario y € > 0. Considerando log(c) = log|c| +
iArg(c) 4+ i2km podemos elegir al entero k tal que el valor w de log(c) asociado
satisfaga |w| > 1/e. Poniendo z, = 1/w, tenemos |z,| < € y e/* = c. {En todo

1/z

entorno de 0, la funcién e"/* toma el valor ¢ donde ¢ no nulo es arbitrario! Este

hecho notable no es particular a la funciéon considerada sino que es caracteristico
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para una singularidad esencial. El Teorema de Picard dice que en cualquier entorno
de una singularidad esencial la funcién asume todos los niimeros complejos con la

posible excepcién de uno sélo. Una versién mas débil es la siguiente

Teorema 9.7 (Casorati-Weierstral) Si f es analitica en E = {z € C: 0 <
|2 —2,| < p} entonces z, es una singularidad esencial de f, siy sdlo si dados ¢ € C,
€e>0,y0<0<p, eristeze{z€C: 0<|z—2] <6} con|f(z) —c| <e.

Demostracién: Si se cumple la condicién estd claro que lim, .., | f(2) | no existe ni
es oo con lo cual la singularidad no es ni removible ni un polo. Supongamos que la
condicién es falsa. O sea hay un ntmero complejo ¢, un € > 0, y 0 < § < p tales
que |f(z) —¢| > € para todo z con 0 < |z — z,| < 6. Entonces lim,_, [(f(z) —
¢)/(z — z,)| = o0, por lo cual la funcién z — (f(z) — ¢)/(z — z,) tiene un polo en
2,. Entonces hay una funcién analitica g en un entorno de z, con g(z,) # 0 tal que
(f(z) —c)/(z — 2z0) = g(2)/(z — z,)™ donde m > 1 es el orden del polo. Luego,
f(z) =c+g(2)/(z — 2,)™ ! en el entorno y por ende z, es removible (m = 1) o un
polo (m > 2). O

Los resultados obtenidos o por lo menos mencionados se resumen en el siguiente:

Teorema 9.8 §i f tiene una singularidad aislada en z, entonces se tienen la siguientes

equivalencias:

1. z, es removible <= lim,_,, f(z) existe <= hay una funcion g analitica en z, que

coincide con f fuera de z,;

2. z, es un polo <= lim,_,. |f(2)] = 00 <= f(2) = g(2)/(z — 2,)™ param > 0 y una

funcion g analitica en z, con g(z,) # 0;

3. z, es una singularidad esencial <= |f(z)| no es acotado cerca de z, ni converge a
o0 cuando z — z, <= los valores de f(z) son todos los nimeros complejos con la

posible excepcion de uno.

9.5 El Principio del Argumento

Una funcién a valores complejos definida en un dominio D C C se dice meromorfa si
para todo z € D f es analitica en z o bien tiene alli un polo. Recordamos que un polo

es una singularidad aislada y esto implica que una funcién meromorfa tiene un ntmero
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finito de polos en cualquier subsconjunto compacto de su dominio de definicién. Esto se
desprende del Teorema de Bolzano-Weierstraf}. Si A C D es compacto y contiene infinitos
polos {z,} de f, hay una subsucesién {z,) : k¥ =1,2,---} convergente a z € A. f no es

analitica en z pues hay polos en todo entorno de z; y z no es una singularidad aislada.

Teorema 9.9 (Principio del Argumento) Si v es un camino cerrado simple y f es

analitica y no se anula en [y, y f es meromorfa en el dominio D encerrado por [7],

R NG
2mi )., f(2)

donde N.(f) y N,(f) son respectivamente la cantidad de ceros contando su orden y la

entonces

dz:Nc(f)_Np(f)a

cantidad de polos contando su orden que hay en D.

m

Demostracién: Si a € D es un cero de f de orden m entonces f(z) = (z —a)™g(z) con g

analitica y no nula en un entorno de a. Para z en ese entorno

+ 22 (9.1)

Si b€ D es un polo de f de orden m entonces f(z) = (2 — b)"™g(2) con g analitica y no

nula en un entorno de b; y alli se tiene

f(z) _ —m  ¢'(2)

= + . (9.2)

f(z) 2—=b g(2)
Sean aj, as, - - - , a, los distintos ceros de f en Dy my (k=1,2,---,n) sus érdenes res-
pectivos. Sean by, by, - - - , b, los distintos polos de fen Dy ny (k=1,2,---,p) sus érdenes

respectivos. Aplicando sucesivamente (9.1) y (9.2) obtenemos una funcién g analitica y

sin ceros en D U [y] tal que

f(z) 1 2T Ok

O +i —u, 9(2)

—
Il
N
|
-
E
Q
—~
N
~—

Por el Teorema de Cauchy-Goursat y la formula de Cauchy,
/ n 1 p 1 !
/f(z)dz:ka/ dz—an/ dz—i—/g(z)dz
v f(Z) k=1 'yz_ak 1 ,yZ—bk 0% g(Z)
n p
= QWi(ka — an) O
k=1 k=1
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9.5.1 Teorema de Rouché

Teorema 9.10 Si f y g son analiticas en un abierto D y I" es un camino cerrado simple
con [T C D yl|f(2)|+|g9(2)] > |f(z) — g(2)| para todo z € [T], entonces f y g no tienen
ceros en [I'] y tienen la misma cantidad de ceros (contando multiplicidad) dentro de T'.

Demostracién: La desigualdad estricta implica que f y ¢ no tienen ceros en [I']. Sean C
y Cy el numero de ceros de f y de g dentro de I' respectivamente. Tenemos, ya que ni f

ni g tienen polos,

/ /
(1/2m'>/F J}((;) dz=Cy ., (1/2m) /F gg((;) dz=C,.
Sea h(z) = f(z)/g(z) que no tiene polos ni ceros en [[']. Para un z, € [I'] dado, sea
w = h(z,) entonces f(z,) = wg(z,) v por ende (] + 1) - |g(z0)| = |f(z0)] + lg(z0)] >
1f(20) —9(20)] = |[w—1]-|g(2,)|. Como ¢(z,) # 0, concluimos que |w|+1 > |w—1] o, lo que
es lo mismo, —Re(w) < |w|. Esto implica que w no es un nimero real menor o igual que 0.
La imagen de [I'] bajo h esta contenida en el dominio de analiticidad de la rama principal

/ /
del logaritmo. Por lo tanto, con z +— ¢(z) := Log(h(z)), se tiene £'(z) = % - %

para z € [I']. Luego,

Cf—C’g:(1/27ri)/r‘§/(<zz>)dz—(1/2m’)/r%dz
— (1/9mi ') 9@ b 1o (Nds —
= i) [ (5 = 557 ) 4= = sz [ ¢z =0,

La desiguladad estricta no se puede relajar a |f(z)| + [g(2)| > |f(2) — g(z)| como se
ve tomando g = 0.

El Teorema de Rouché clésico estd formulado con la hipétesis |f(z)| > |f(z) — g(2)]
que es mas fuerte ya que ella implica que |g(z)| # 0 y por ende |f(2)| + |g(2)| > |f(2)]*
En muchisimas aplicaciones, basta esta hipétesis clasica.

Ejercicio 28 Demuestre que las raices de la ecuacion 2% — 522410 = 0 estdn en el anillo
{z: 1<|z]|<2}.

Aplicacion 1: jSoluciones de f(z) = z (puntos fijos)?

2La versién de la hipétesis del Teorema de Rouché fué descubierta por T.Esterman (1962) y 1. Glicks-
berg (1976).
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1. Sea f analitica en D(0; R) y suponga que |f(z)| > R sobre la frontera o sea el
circulo. Poniendo ¢(z) = f(2) — z, tenemos |f(z)] > R = |g(z) — f(z)| sobre el
circulo y por lo tanto hay tantos puntos fijos f(z) = z en D(0; R) como ceros tiene

allf f.

2. Sea f analitica en D(0; R) y suponga que |f(z)| < R sobre la frontera de D(0; R),
o sea sobre el circulo. Entonces con h(z) = —z y g(2) = f(z2) + h(z) tenemos
|h(2)] = R > |f(2)| = |g(2) — h(2)| sobre el circulo y luego ¢ tiene tantos ceros como
h en D(0; R). Pero 0 es el tnico cero de h en este disco. Por lo tanto f(z) = z tiene

una unica solucién en este disco.

Aplicacion 2: ;Ceros de f 7

Suponga que f es analitica dentro y sobre un camino cerrado simple I', que z,
estd dentro del dominio cuya frontera es [I'] y que para z € [['], |f(2)| > |f(2,)|, entonces
con g(z) = f(z) — f(z,) se tiene |f(2)| > |g(z) — f(2)| sobre [['] con lo cual f tiene a lo
menos un cero en el dominio encerrado por I' ya que g(z,) = 0.

Aplicacion 3: Teorema fundamental del Algebra. Considere un polinomio de grado n > 1
con coeficientes complejos p(z) = a,2™ + ap_12" L+ -+ +a, con a, # 0. Sea g(z2) = a,2"
que tiene a 0 como raiz de multiplicidad n. Para z # 0,

p(Z) QAp—1 Qo

— =1+ + .+
g(2) anz A 2"

y limy; oo p(2)/9(2) = 1. Existe entonces R > 0 tal que | (p(2)/g(z)) —1 [< 1 o sea
| p(2) — g(2) |<]| g(2) | para todo z con | z |> R. En particular p no puede anularse en z
con | z |> R. Se satisface la hip6tesis del Teorema de Rouché en el circulo de radio R con

centro en el origen, y por ende p tiene n ceros en el correspondiente disco abierto.

9.5.2 Teorema del Mapa Abierto

Teorema 9.11 Si f es analitica y no constante en un dominio D entonces f(D) = {w €
C: w= f(2) para algin z € D} es abierto.

Demostracién: Demostramos que para todo w € f(D) hay 6 > 0 tal que D(w;d) C f(D).
Sea z, € D con f(z,) = w; como D es abierto hay un entorno E de z, contenido en D.
Sea ¢(z) = f(z) — f(2,); si f no es constante z, es un cero aislado de ¢ por el Corolario
9.1. Existe entonces r > 0 tal que z, es el tnico cero de ¢ en D(z,;7). Sea 0 < 1 < 71
y 0 = min{| ¢(2) |: | 2 — 2, |= 1 }. Entonces 6 > 0 pues § = ¢(z;) para algin z; con
| 21 — 2o |=7r1. Sea w’ € D(w,d) y defina g(z) = ¢(z) — (v’ — w); entonces para todo z
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con | z — z, |= 1 se tiene | ¢(2) |> § >=| w —w' |=| ¢(z) — g(2) |. Por el Teorema de
Rouché ¢ y g tienen la misma cantidad de ceros en D(z,;71), por lo cual hay z € D(z,;71)
con g(z) =0 o sea ¢(z) = w' —w. Entonces w' — w = f(2) — f(z,) = f(2) —w o sea que

f(z) =w € D(w;?¢). Esto completa la demostracién. [

9.5.3 Teorema de la funcién inversa

El siguiente es el resultado general sobre la funcién inversa a una funcién analitica .
Nuevamente la analiticidad trae consigo consecuencias mas fuertes que la diferenciabilidad

3

real. La funcién real f(x) = z” es invertible pero su inversa no es diferenciable en 0 ya

que f’(0) = 0; esto no pasa con funciones analiticas.

Teorema 9.12 Si f es analitica e inyectiva en un abierto Q entonces f' no tiene ceros
y la funcion inversa g de f es analitica en el abierto f(£2) con ¢'(z) = 1/f'(9(2)).

Demostracion: Aplicamos el teorema 4.2 para lo cual debemos verificar dos cosas: que g

es continua y que f’ no tiene ceros.

Suponga que f'(a) = 0 para a € €. Ya que f es inyectiva y por ende no constante,
f’ no puede ser nula en un entorno de a. Existe entonces r > 0 tal que D(a;r) C Qy
desarrollando a f segin Taylor, el término (z —a) no aparece, por lo cual para z € D(a;r)

tenemos
f(z)=a+p(z—a)™ + h(z)

donde f(a) = a,0 # g € C, m € Ncon m > 2y la funcién analitica h en D(a,r) es
tal que h(z)/(z —a)™"! es analitica . Por compacidad del disco cerrado, existe entonces
K > 0 tal que

[h(z) [/ |2 —al"< K

para todo z € D(a;r). Definimos g(z) = a+ B(z — a)™ y elegimos p > 0 tal que p <
min{r,| 8 | /(2K)}. Sea 7 el circulo de radio p alrededor de a. Sea w = a + ¢ con
0#Ce€Cy|(|<p™/2. Entonces para z € «y tenemos, por un lado,

| (f(2) —w) = (9(2) —w) [=] f(2) = g(2) |=| h(2) |S K | z —a |""'= Kp™*

y por otro lado, ya que | 5| /2 > Kp,

[ 9(2) —w = Bz =a)" = BC = Bl (z —a)" =C 2 (I z=al™ = ]C])



CAPITULO 9. ALGUNOS RESULTADOS FUNDAMENTALES 92

=81 ("= 1C) > B]pm/2> Kp™

Se satisfacen las hip6tesis del Teorema de Rouché, con lo cual g(z) —w y f(z) —w tienen
la misma cantidad de ceros en D(0, p). Ahora, g(z) —w = 0 es equivalente a (z —a)™ = ¢
osea z = a+mn conn™ = (; pero como m > 2 hay por lo menos dos m-ésimas raices

U/m< p/2 con lo cual

de ( distintas 7 y 1o. Para ambas se tiene | n; |=| 7o |=| |
z12 =a+m2 € D(a;p). Entonces f(z) = w también tiene a lo menos dos soluciones en

D(a; p) lo que contradice la inyectividad de f. Por lo tanto f’ no se anula en Q.

Veamos la continuidad de la funcién inversa g definida en f(2). Sea w € f(Q2) y e >0
tal que D(g(w); €) C Q. Tenemos F(D(g(w):€) = {C € F(Q) < | g(C) — g(w) | < e}. Ya que
w € f(D(g(w);e)), el Teorema del Mapa Abierto aplicado al abierto D(g(w);€) indica
la existencia de § > 0 tal que D(w,d) C f(D(g(w);e)), vale decir que si | w' —w |< §
entonces | g(w') — g(w) |< e.

El resto de las afirmaciones es consecuencia del Teorema 4.2. OJ

Ejercicio 29 D¢ un ejemplo de una funcion analitica no inyectiva cuya derivada no tenga

CETO0S.



Capitulo 10

Residuos

Considere una funcién f con una singularidad aislada en z,, > - a,(z — 2,)™ su serie

n=—oo

de Laurent alrededor de z,, y I' un camino cerrado simple que encierra a la singularidad.

La serie de Laurent se puede integrar término a término en virtud de su convergencia

/Ff(z)dz = i an/r(z— 20)"dz .

n=—oo

uniforme con lo cual

La tnica integral que no se anula corresponde a n = —1 (su valor es 27i) ya que las demés
se anulan en virtud de que (z — z,)" tiene una primitiva fuera de z, paran # 1y I es

/F £(2) = 2mia_, .

Si f tiene una singularidad aislada en z, se llama residuo de f en z,, anotado Res(f; z,)

cerrado. Luego,

al coeficiente a_; del desarrollo de Laurent de f alrededor de z,. Si la singularidad aislada
es removible, su residuo se anula. Si z, es un polo de orden m, entonces f(z) = (z —
2,)™g(2) con g analitica en un entorno de z,. En tal caso es inmediato verificar que el

residuo es igual a (1/(m — 1)!)g™ =V (z,), o sea: si 2, es un polo de orden m de f

Res(f; ) = tim.o, gy (s [ = 2] |. (10.1)

Si, por ejemplo, f es analitica en z, y g tiene un cero de orden 1 en z, entonces f/g tiene

un polo de orden 1 en z, y

Res(f/g;20) = f(20)/4'(20)

Esto se desprende de la aplicacion de la férmula (10.1) con m = 1, y del hecho que
9(2) = ¢'(20) (2 = 25) + h(2) con h(z) = 3207, g™ (20) (2 = 20)"y ¢'(20) # O:

e /() L /) _ J(z)
Res(f/9; 2o) Zl_)zo( 0)g’(zo)(z —2)) + h(z) ZLZO 7(zo) + [0(2)/(z — 20)]  ¢(z0)

93
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De manera analoga se obtiene, en el caso en que g tiene un cero de orden 2 en z, la férmula

(se tiene entonces ¢”(z,) # 0):

) _2f"(20)  2£(20)9" (20)
Res(f/g; z,) = 9" () 3(9//(20))2

Ejercicio 30 Determine los residuos de las siguientes funciones en sus respectivas sin-

gularidades:
tanh(z) , e1? | (Log(2))"/(z24+1) , €%/(1+€*) con a,b reales .
El siguiente resultado es sumamente 1til para calcular integrales reales como veremos
Teorema 10.1 (Teorema de los residuos) Si I' es un camino cerrado simple orientado

positivamente y f es analitica dentro y sobre I' excepto en finitos puntos z1, 29, -+ , 2 que

se encuentran dentro del dominio encerrado por T,

/f(z)dz = 27rz'zn:Res(f; 2;) .

Demostracion: Sean hy las partes singulares de f en 2z, & = 1,2,---,n. La funciéon
g=f—hy—hy— --- — h,, tiene singularidades removibles en cada uno de los n puntos
21,22, 5 Zn. {Por qué? En un entorno pinchado de z; lo suficientemente pequeno se
tiene:

o f(2)=hi(2)+>2, aslk)(z — z;,)" donde la serie es la parte no singular de la serie
de Laurent de f alrededor de z; que es convergente en el entorno completo (i.e.,

inclusive en z = z;). Luego lim, .., (f(2) — he(2)) = a(()k).

e Para todo £ € {1,2,--- ,n} con £ # k, hy(z) = 372, ay)(z — 7)™ donde la serie
converge uniformemente en el entorno completo y es analitica en él. Esto se debe
a que la parte singular h, de la serie de Laurent de f alrededor de z, converge

uniformemente fuera de cualquier disco de radio no nulo alrededor de z,.

Por lo tanto, lim,_,,, g(z) = a(()k) + E?:L#k h;(z). Ya que las singularidades de ¢ en

21,29, , Z, son removibles y no estan sobre I'; se tiene

O:/Fg(z)dz: /Ff(z) —kzn;/rhk(z)dz.
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Pero, [.hi(z)dz = 2miRes(hy;z;) = 2miRes(f;2;) para todo k = 1,2,--- ,n y esto

completa la demostracion. []

Otra variante: Sea D el dominio encerrado por I'. Construya n circulos Cy, k =1,2,--- ,n,
de modo que: cada C} esté orientado negativamente, centrado en z; y los n circulos no
se tocan entre si y estan dentro de D. Una I' al circulo C; por medio de una poligonal
~v1 en D que no toca ninguno de los demas circulos; luego una C a C5 por medio de una
poligonal 75 en D que no toque a ninguno de los demas circulos; etc., etc., por fin una
C, a I' por medio de un segmento de recta 7, en D que no toque a ninguno de los demas
circulos. Convénzase de que esta construccién es posible de tal manera que I' = T'y + I’y
donde I'; y I's son caminos cerrados simples orientados positivamente armados a partir
de T, los circulos C}, y las poligonales 7, de tal modo que ni I'; ni I'y encierran algin z.

Luego, verifique que

OZ/n f(z)dz+/r2f(z)dz:/Ff(z)derkzn; [ e

Por 1ltimo, observe que ka f(z)dz = —2miRes(f; zx).

10.1 Integrales de funciones trigonométricas sobre
[0, 27]
Considere la integral

/0 " F(cos(d), sin(@))ds

donde F es una funcién racional de dos variables (reales en el intervalo [—1, 1]). Definiendo

2z = €', tenemos
cos(¢) = (z+271)/2 . sin(¢) = (2 —27")/(20)
con lo que la integral se transforma en
27
/ F(cos(9), sin(¢))de — —i / F(2)dz
0 {z€C: |z|=1}

donde

_ -1 ., _ -1
F(Z)::Z_1F<Z+Z S )

2 72
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La funcién F' es racional y si tiene singularidades, éstas son aisladas y removibles o bien

polos. Por el teorema de los residuos,

/0 ' F(cos(¢),sin(¢)) = 2 Z Res(F; zy)

donde la suma es sobre los polos z, de F' dentro del circulo de radio 1.

10.2 Integrales impropias de funciones sobre la recta
real

Si f es una funcién continua definida para una variable real x las integrales impropias se

/amf(x)dle%glgo/aRf(x)dx
/_;f(:c x—gg&/ It

/C:f(x)dx:égr;o i f(x)dx + hm/ flx

R—o00

definen, por ejemplo, via:

En el ultimo caso, si ambos limites existen se tendra

/_Z f(z)dx = }%gl;o /_Zf(x)dq:

aunque en general este tltimo limite puede existir sin que existan los dos limites anteriores

(e.g., para una funcién impar). Se define el valor principal (segtin Cauchy) como

o R
p.v. /oo f(z)dx = }%glgo /R f(x)dx . (10.2)

Del mismo modo, si f tiene una singularidad en z, en el intervalo [a,b], el valor

principal de la integral de f sobre [a, b] se define como:

b To—€ b
U./a f(x)dx = OEEIEO (/a flz)dz + mOJref(x)dx) , (10.3)

cuando el limite, que puede ser oo, existe. Notese que el limite se toma simétricamente

alrededor de la singularidad. Aqui, nuevamente, si ambas integrales impropias

/ Yt @)de = i [ fla)de

0<e—0 a
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b b
/xo f(z)dx = oggo /gco+e f(z)dz

existen y son finitas, entonces

p.v./abf(x)d:v:/:Of(x)d:v+/mjf(x)dx.

Pero, no es cierto de que de la finitud del valor principal, se pueda deducir que las integrales
indefinidas existen y son finitas.
Las integrales impropias en general — con singularidades y fronteras infinitas — se

obtienen combinando ambos casos y con ellas se asocia un valor principal; por ejemplo

0o dx —1-6 1—e R dr
. = lim + + .
p /—'oo 1 — 22 R—o0, e—0,6—0 (/—‘R /_‘1_,_5 [+e) 1 — 22

Supongamos que queremos calcular el valor principal (10.2) para una funcién f.

Supongamos que encontramos una funcién F' analitica en el semiplano superior ce-
rrado {z € C : Im(z) > 0} salvo en un ndmero finito de singularidades aisladas
21,22, , 2, en el semiplano superior abierto. Supongamos también que F(z) = f(x)
para x € R. Para un R > 0, considere el camino cerrado simple I'p formado por:
vr = {2(z) = x: —R < x < R} (el segmento de la recta real entre los puntos —R
y R)y Cf = {z(t) = Re" : 0 <t < 7} (el semicirculo superior de radio R). Podemos
elegir R lo suficientemente grande tal que las n singularidades en el plano superior abierto

estén contenidas en el dominio encerrado por I'g. Luego,
/ F(2)dz = / F(z(z))dx + iR/ F(Re™edt = 2mi Z Res(F'; z) .
I'r TR 0 j=1
Entonces,
R n s ] )
/ f(x)dx = / F(z(z))dx = 2mi Z Res(F; z) — iR/ F(Re™)e'dt .
—R YR ]:1 0

Si logramos demostrar que

lim R / F(Re™)edt =0, (10.4)
0

R—o0

obtenemos la férmula

/_ i f(x)dx = 2mi Z Res(F; z) . (10.5)

Un caso préctico es el siguiente
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Lema 10.1 Si f(z) = P(2)/Q(2) es cociente de dos polinomios tal que el grado de Q) es
mayor o igual al grado de P mds 2, entonces (10.4) se cumple y por ende (10.5) es vdlida.

Demostracion: La relacién entre los grados de los polinomios implica que para R lo sufi-

cientemente grande, |f(Re)| < M R~? para una constante positiva M. Luego,
’R/ F(Re“)eitdt’ < MR ',
0

y (10.4) se satisface. [

10.3 Integrales impropias de funciones trigonométri-
cas — Lema de Jordan

Considere las integrales impropias [ f(x)cos(cz)dz o [ f(x)sin(cx)dz, que serdn
parte real e imaginaria respectivamente de la integral ffooo f(z)e**dx que es la transfor-
mada de Fourier de f. Si f satisface las condiciones del Lema anterior, es inmediato
verificar que se cumple (10.4) y por ende (10.5). El siguiente resultado permite ganar una

potencia en el numerador

Lema 10.2 (Lema de Jordan) Si a > 0 entonces

/ e m@dp < 7/a .
0

Demostracién: la funcién [0, 7] 3 ¢ — sin(¢) es céncava (ver figura 1)

Esto se ve, por ejemplo, observando que la segunda derivada es — sin(¢) y que esto toma
valores no positivos en el intervalo. La concavidad indica que el segmento de recta que
une dos puntos cualesquiera del gréfico {(¢,sin(¢) : 0 < ¢ < 7} estd siempre por debajo
de la curva. Tomando el segmento de recta que une (0,0) con (7/2,1) — determinado por
la ecuacién y(¢) = %/QQZ) — tenemos sin(¢) > 2¢/m en el intervalo [0,7/2]. Al ser a > 0y
exp una funcién mondtona creciente, tenemos exp(—asin(¢)) < exp(—2a¢/m). Luego,

T ) w/2 ) w/2 .
/ efasm(d))d(b — 2/ efasm(d))d(b < / 672a¢/7rd¢ —9 (e—a . 1) < 7T/a 7
0 0 0 2a

yaque 1 —e @ < 1.
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sin(0)

Figura 10.1:

Lema 10.3 Si P/Q es el cociente entre dos polinomios tal que el grado de Q) es mayor o

tqual al de P mds 1 entonces

, P(:)
A e Q)

icz

=0

para todo ¢ > 0.

Demostracion: Tenemos

‘ ™ P @)
/ ewzp(z) = iR/ exp (icRe"b) (Le.)ewd(b )
cf: 0 Q (Re’

Q(z)
La condicién sobre los grados indica que

P (Rei‘b)

-1
Q)| =M

para R lo suficientemente grande y una constante positiva M. Ya que

‘exp (icRei¢)‘ = exp(—cRsin(9)) ,

L

y una aplicacion del lema de Jordan conduce al resultado. [J

obtenemos

S M/ 6—6Rsin(¢)d¢
0
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Observe que si uno trabaja en el semiplano inferior entonces, para a < 0,

/ e‘“sm(‘b)dgb‘ < 7/lal .
0

10.4 Integraciéon alrededor de una singularidad real

Esta técnica nos permitira el calculo de integrales reales impropias de funciones reales que

son continuas salvo en un numero finito de puntos. Como en el caso ya visto donde no

hay discontinuidades, el método de los residuos nos permite calcular el valor principal.
Sea f una funcién de una variable real continua salvo en un punto z,. El valor principal

de la integral de f es

p.v./:f(x)dx: lim (/_%Ef(x)da:—i— ’ f(x)d:c>

R—oo, e—01 R Tote

cuando el limite existe. Muchas veces algiin argumento permite deducir la existencia de

/: f(z)dzx | /_Z f(z)dx

y, en tal caso, la suma de estas integrales es el valor principal de la integral de f.

la integrales impropias

Considere entonces una funcién f analitica en el semiplano superior cerrado {z €
C : Im(z) > 0} salvo en un polo simple z, que es real y en un numero finito de
singularidades aisladas dentro del semiplano superior abierto {z € C : Im(z) > 0}. Para
0 < e < R, considere el camino cerrado simple I'g . orientado positivamente formado por:
el semicirculo superior C; de radio R alrededor de z,, el segmento del eje real comprendido
entre —R y x, — €, el semicirculo superior C de radio € alrededor de x, y el segmento
del eje real comprendido entre z, + ¢ y R. Entonces

-R

To—€ R
/ f(z)dz + f(x)dx = / f(z)dz — / f(z)dz — f(z)dz
Tote€ FR,e Cg C€+
= 2mi ( suma de los residuos de f dentro del dominio encerrado por I'g )

— f(z)dz — f(2)dz .
ch ot

Cuando R es lo suficientemente grande y e lo suficientemente chico I'g . encierra todos las
singularidades de f en el semiplano superior abierto. Ya hemos establecido técnicas para
garantizar que la integral sobre C; se anula cuando R — co. Nos falta estimar la integral

sobre C para € chico. El siguiente resultado permite hacer justamente esto
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Lema 10.4 Si z, es un polo simple de f; sir >0y A, = {2(t) = z,+re’ : 0; <t <0y}
es el arco del circulo de radio r alrededor de z, comprendido entre los dngulos 61 y 05,

entonces

lim [ f(2)dz =i(02 — 61)Res(f; z) -
Ar

r—0

Demostracién: El desarrollo de Laurent de f alrededor de z, es f(2) = a_1(z — 2,)"! +
Y oo g an(2—2,)" en algln entorno pinchado de z,. Eligiendo r > 0 tal que el arco A, caiga

dentro del entorno, podemos integrar término a término por la convergencia uniforme de

/Arf(z)dz =a_; /AT Z_lzodz—l—/Arg(z)dz,

donde g es la suma de la serie de potencias >~ a,(z — 2,)" que es analitica en todo el

la serie. Entonces

entorno de z,. La funciéon g es de médulo acotado en A, ya que es analitica en todo el

/A T g(2)dz

y el miembro derecho de la desigualdad tiende a 0 para » — 0. Por otro lado,

1 O2 ;.. it 02
de= | “Sat=i | dt=i6,—0). O
it
A, Z — Zo 01 re 01

Aplicando este resultado a la integral sobre el semicirculo superior C, obtenemos

(91:7'(', ‘92:O>

entorno. Luego

< M. (largo del arco A, ) = Mr(0, — 6,) ,

lim f(2)dz = —imRes(f; 2,) .

e—0 C+
€

Un ejemplo concreto: p.v. [ % = ? Aqui f(z) = €¥/z es analitica en C\ {0} y 0 es
un polo simple. Tomando el camino I'. (que no encierra ninguna singularidad de f), la
integral sobre C't da

—inRes(f;0) = —im lir% e* = —im
en el limite ¢ — 0. El Lema 3 indica que (use P(z) = 1, Q(z) = 2) la integral sobre C'};
se anula en el limite R — oo. Por lo tanto,
o el ‘ .
p.v./ —dr = —(—im) =im.
e T
Tomando las partes real e imaginaria, obtenemos p.v. [ cos(a)

puesto que el integrando es impar '; y p.v. [* sin()

sin(zx) 2
—oo =z

dx = 0 lo que no sorprende

dr = .

LObsérvese que COST(”C) ~ (1/x) para z ~ 0 y por ende la integral impropia [~ COST(I)CZ:U no existe.

20bsérvese que lim, o smmﬂ = 1y que el integrando es par; luego podemos deducir que fooo Smmﬂdx =
2f°o Sin@) g0 — 9p.w foo @) g0 = /2

o D.v. .

— 00 x
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dx

-5 =7. La férmula elemental de integracién (indefinida)
dz 1+z
=(1/2)1
[t = a1

permite verificar inmediatamente que

/1 dx /°° dx J
0 1—1‘2 ’ 1 1—1‘2

Sin embargo veremos que el valor principal se anula. Tenemos

/°° dx y /1—6 dx N /R dx
.U. = 1m .
b o 1—1a% 0<e—0,0<R—c0 \ Jy 1 —a? 1pe 1 — 22

Considerando la funcién f(z) = 1/(1 — 2%) que es analitica en todo C salvo en z = +1

Otro ejemplo: p.v. [

donde tiene sendos polos simples y el camino v(e, R) = v1(€, R) + 72(R) + (—73(R)) +
v4(€) + v5(€) con

—
/ 2
/ 73
/ V5
P
s "1 R
\\

(e, R) ={zn{t)=t: 1+e<t<R}, 7(R)={2n(t)=Re": 0<t<n/2},
v3(R) ={z3(t) =it: 0 <t < R}, yle)={zu(t)=1t: 0<t<1—¢},
vs(e) = {z(t) =1+ e : 7>t >0},

donde 0 < € < 1 < R, se tiene:

R 1—e
/ (= [ flo)de, f@mz/ f(z)de
7(e,R) v4(€) 0

1+4e€
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R
d

/ f(z)dz:z'/ %

73(R) o 1tz

La ultima integral puede calcularse con la formula de integracién indefinida

/ d = arctan(x)

14 22

para obtener

/ f(2)dz =iarctan(R) .
v3(R)

Luego,

lim f(z)dz =in/2.
R—oo v3(R)

Usando el Lema 10.4, se tiene

lim f(z)dz =i(0 — m)Res(f; 1) .

e—0 5 (6)

Ademas,
Res(f;1)=—1/2.

Entonces, observando que f es analitica dentro y sobre ~, obtenemos

O:/vf(z)dz

para todo €, R que satisfagan las condiciones impuestas; y por lo tanto

p.v./ f(x)de = lim </ +/ )f(z)dz
0 o0, =0 NIner) (o)

- Rﬂ(li’r?eﬂo (/Y Aelde = [/2(3) fed [/3(3) fed= [/5(6) f(Z)dZ)

= lim f(2)dz + lim f(2)dz — h’m/ f(z)d=
) ¥s(€)

R—o00 v2(R) R—o00 v3(R e—0

=0+ (ir/2) — (ir/2) = 0.
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10.5 Integracién a lo largo de un corte de ramifi-
cacién

Estudiamos un ejemplo particular que ilustra las ideas basicas. Considere f(z) = z%g(z)
donde « es un nimero real no entero, y g es (por ejemplo) una funcién racional (i.e.,
analitica salvo en polos) sin singularidades en el eje real no negativo. Queremos calcular

la integral impropia

e—0tT, R—oo

00 R
/ z%g(r)dr =  lim / x%g(z)dz .
0 €
Para definir 2* debemos elegir un rama analitica, por ejemplo
2% = exp(alog(|z]) +iad) , 2=z, 0< 0 <27,

con corte de ramificacién en el eje real no negativo. Tomemos los caminos v© = {z =z :
e<x<R}yy~v ={z=z: R>uz>¢€}. Definamos,
frz) =a%g(z) , z=2€7";
[7(2) = dmatgla) , z—weq

Esto corresponde a tomar el limite de f(z) para z — x (> 0) con parte imaginaria positiva
( 0 sea desde el semiplano superior) o bien con parte imaginaria negativa ( o sea desde el

semiplano inferior):

)= lm f(z)

z—x , £Im(z)>0

[ s | "ty
R

A_ F(2)dz = —em%/e 2 g(x)dz .

Para poder usar el método de los residuos queremos un camino cerrado I' formado a

Notese que

partir de los caminos cerrados ¥*. Sea Cf el circulo de radio R alrededor de 0 orientado
positivamente, y C, el circulo de radio € orientado negativamente. Entonces I' = Cr+~~ +
C. +~T forma un camino cerrado (que no es simple ya que ¥* son los mismos caminos
recorridos en sentido inverso).

Definimos la “integral de f sobre I'” por:

Jra= ([, [[) s [ s [ e
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~
~t
N
N — R
~
/
_,/
Figura 10.2:

y obtenemos la siguiente férmula para la integral real que nos interesa:

(l—ei“%)/ER:cag(:c)dx:/Ff(z)dz - </CR+/C) F(2)d= .

Por ahora no podemos decir nada sobre las integrales | Cr(Co) f(2)dz salvo que estan bien
definidas pues en estos circulos la funcién f es continua salvo en z = R y en z = ¢
respectivamente pero los limites de f en estos puntos tomados por los circulos desde
arriba o abajo existen (aunque son distintos).

Elijamos ahora un segmento de recta v que une ambos circulos dado por v = {re® :
e <r < R} conf, tal que 7/2 < 0, < . Consideremos el camino cerrado simple orientado
positivamente I'; definido asi: de z = R por C hasta el punto Re', luego por — hasta
el punto ee®; de alli por el semicirculo superior de C, hasta ¢ y luego por v* hasta
R. Sea fi(z) = g(z)exp(aLog(z)) = g(z)exp(alog(|z|) + iaArg(z) definida usando la
rama principal del logaritmo que tiene al eje real no positivo como corte de ramificacién.

Tenemos,
e f(z) = fi(z) para todo z en el dominio encerrado por I'y;
o f(2) = f1(2) sobre I'' \v" y f1(2) = f*(2) sobre 7

e f; es analitica en el dominio encerrado por I'y y sobre I'y salvo en un ntimero finito
de puntos (singularidades de g) que eligiendo a R lo suficientemente grande, a € lo

suficientemente chico, y a 6, convenientemente no caen sobre I';.
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Por lo tanto,

fi1(z) = 2mi ( suma de los residuos de f dentro del dominio encerrado por I'y) .
I'1

(10.6)
Consideremos ahora el camino cerrado simple orientado positivamente I'y definido asi: de
2z = R por v~ hasta z = ¢, de allf por el semicirculo inferior de C, hasta z = ee’°, luego
por 7y hasta z = Re'® y de allf por Cg hasta z = R. Sea fy(2) = g(z) exp(alog(|z]) +iad)
donde z = |z|e® con 7/2 < ¢ < 57/2. El corte de ramificacién es el semieje imaginario

superior. Nuevamente,

e f(z) = fo(2) para todo z en el dominio encerrado por I's;

o f(2) = fa(2) sobre Iy \ vy fa(z) = f7(2) sobre y7;

e f5 es analitica en el dominio encerrado por I's y sobre I'y salvo en un niimero finito
de puntos (singularidades de g) que eligiendo a R lo suficientemente grande, a € lo

suficientemente chico, y a 6, convenientemente no caen sobre I's.

Por lo tanto,

f2(2) = 2mi ( suma de los residuos de f dentro del dominio encerrado por I's) .
I'>

(10.7)
Eligiendo ahora R, €y 0, de tal manera que las férmulas (10.6) y (10.7) sean correctas,

tenemos

/ fi(z)dz + / fa(2)dz = 2mi ( suma de los residuos de f dentro de los dominios
I Iy

encerrados por I'; y T's) .

Pero por construcciéon la suma de las integrales en el miembro izquierdo de esta igualdad

son precisamente la integral de f sobre I' ya que fi1(z) = f2(z) sobre v y —v. Por lo tanto,

(1 —eiO‘QW)/ERxO‘g(x)dx = - (/CR+/) F(2)dz

+27i ( suma de los residuos de f dentro del dominio encerrado por I') .

Si podemos demostrar que las integrales a la derecha de esta igualdad se anulan para

R — 00 y € — 0 hemos obtenido una férmula para la integral buscada.

Veamos la aplicaciéon a un ejemplo concreto: fooo ﬁdw =7, para a > 0. En este

z(r+a
caso f(z) = z72g(z) con g(z) = 1/(z + a) que tiene un polo simple en z = —a. Todo lo
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dicho y considerado es aplicable asi que debemos estimar las integrales sobre C'r y C.. Se

tiene, para R > ay 0 < € < a,

( Z\/_/ e ’ < o7 VR

Re”+a R—a;
Zt/2 \/E
th/ - ’g% ;
ee +a a—€

de donde se deduce que las integrales se anulan en los limites R — oo y € — 0. El residuo en

—a es Res(f; —a) = 1lim,_,(z+a)f(2) = (—a)""? = exp((—1/2) log(a) —in/2) = —i/+/a,

con lo que

| Ferat=v

|
S
V
o

10.6 Sumas de series infinitas

Ya que el seno tiene ceros simples en nw, n € 7Z, la funcién z — cot(nz) = cos(mz)/sen(nz)
es analitica salvo en los puntos n € Z donde tiene polos simples. Para calcular los corres-

pondientes residuos partimos del desarrollo de Taylor de sen(wz) alrededor de n

sen(mz) Z w2 (=1)* cos(nm) (2 — n)?* ™ = 7 cos(nm)(z — n) Z o (—1)F(z —n)* |
k>0 k>0

que se obtiene inmediatamente calculando las derivadas sucesivas de sen(7z). Por lo tanto,
Res(cot(mz);n)=1/m, neZ,

y si f es analitica en n
Res(mf(z)cot(mz);n) = f(n) .

El Teorema de los residuos nos dard una relacién entre la integral de 7 f(z) cot(z) sobre
un camino cerrado simple y la suma » | f(n) que se extiende sobre los enteros encerrados

por el camino.

Lema 10.5 Sea Qy, 1 < N € N, el perimetro del rectdngulo de vertices (N + $)(1 + i),
(N+3)(=1+41), (N+3)(=1=1), y (N+2)(=1+41) recorridos en ese orden que lo orienta
positivamente. Entonces

| meot(mz) |< w/(tanh(7w/2)) ,

para todo z € [Qn].
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Demostracion: Usaremos las formulas de adicién de las funciones trigonométricas com-
plejas cos(z1 + 22) = cos(z1) cos(ze) — sen(zy) sen(zy), y sen(z; + z2) = cos(z1) sen(zy) +
sen(z1) cos(zz); ademds cos(iz) = cosh(z) y sen(iz) = isinh(z). Ponemos k = N +1/2y
recordamos que cos(7k) = 0 y sen(vk) = (—1)".

Para los lados verticales de Qy, [k(1 —4),k(1 +4)] v [k(—1 + i),k(—1 — i)] tenemos
z=mk(lFit) con 1 >t > —1y entonces

cos(mk F ikt) = cos(mk) cosh(nkt) + i sen(rk) sinh(wkt) = +i(—1)" sinh(nkt) ,

sen(mk F ikt) = sen(nk) cosh(nkt) F i cos(mk) sinh(mwkt) = (—1)" cosh(nkt) ,
luego
| cot(mk(1 Fit)) |=| tanh(wkt) |< 1.

Para los lados horizontales [k(1+1), k(—141)] y [k(—1—1), k(—1+1i)] tenemos z = +ik+kt
con 1 >t > —1. Luego

1 , , 1
| cos(timk + kmt) |= 5 | eFrkibmt | gmhFikat | < §(| eT™ | + | ™ |) = cosh(nk) ,

1 , : 1
sen(Fimk + krt) |= = | eTTRERTE _ gEmhFiknt s ) oFTR) ) o TR ) — ginh(7k) .
2 2

Por lo tanto,
| cot(£mk(t +14)) |<| 1/ tanh(7k) |< 1/ tanh(7/2) ,

pues la tangente hiperbélica es creciente. Ya que tanh(r/2) = (e™?—e™/2)(e™/? +e7™/?) <

1, hemos demostrado la cota. [

Escribimos ¢(z) = 7 cot(nz), z ¢ Z.

Lema 10.6 Suponga que f es analitica en C salvo en un numero finito de polos y que
im0 2f(2) = 0. Eziste entonces 1 < N, € N tal que [Qn] no contiene ningiin polo de

f y se tiene

lim f(2)q(z)dz =0

N=co Jon
Demostracién: Estd claro que si z € [Qn] entonces | z |< (N + 1/2); con lo cual basta
tomar NN, mayor que el médulo maximo de los polos de f. Por hipétesis, dado ¢ > 0
existe R > 0 tal que para todo z con | z |> R se tiene | zf(z) |< (etanh(w/2)/87).
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Entonces, para todo N > max(N, + %, R) se tiene observando que el perimetro de @y es
(Qn) =8(N +1/2),

[ @)z < /Q La(2)f(2) || dz |

QN

T e tanh(m/2) 1 € 1
< e 1 .
S anh(7/2) S /QN [z dz < g N1/ UQn) =€. 0O

Teorema 10.2 Sea f analitica en C salvo en un nimero finito de polos P, y suponga
que lim|.| o 2f(2) = 0. Entonces

> f(n) == Res(fg=).

n€Z\P zeP

Demostracién: Tomese N lo suficientemente grande como para que [@y] encierre todos

los polos P de f. Entonces, por el Teorema de los Residuos,

f(2)q(z)dz =2mi | Y Res(fg:2)+ Y.  Res(fgin)

QN zeP In|<N n¢P

—omi | S Res(f)+ Y f) |

zeP [n|<N ,n¢P

de donde se desprende la afirmacién tomando el limite N — oo. [J

Como primera aplicacién demostramos la famosa férmula de Euler

1 1 1 1 1
1+l 4 4. =72/6.
Zn2 titot st ™/

n>1
Con f(z) = 1/z* que tiene un polo doble en 0 y que satisface lim,|_. 2f(z) = 0,
tenemos un polo triple de fq en 0. Para calcular el residuo, conviene trabajar con los

desarrollos en potencias. Si consideramos la serie de Laurent alrededor de 0

o0

2z 2 cot(mz) = Z a,z" |

n=—3

entonces mutiplicando ambos miembros por z? sen(mz) y usando los desarrollos de Taylor

del seno y del coseno alrededor de 0, obtenemos

m(1— (72)%/2) + O(2%)) = ( > WW) (mz — (72)% /3l + O(z"))

n=-3
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=ma_3+a_omz —a_ 372 /3 + ma_122 + O(2%)

de donde a_3 = 1y a_y = —m*/3. El Teorema nos entrega >, 1/n* =23 ., 1/n* =
/3.

Damos otra aplicacién. Sea f(z) = (22 —1)"! que tiene polos simples en 1. Entonces
fq tiene polos dobles en +1. Para calcular los residuos correspondientes se puede usar la

formula
Ly 2K(z)  2h(z)K"(2,)
Resth/kizo) = 3505 ~ St

valida cuando z, es un cero doble de la funciéon k y h es analitica en z,. En nuestro caso

h(z) = meos(mz) y k(z) = (2 — 1)(z + 1) sen(7z) y obtenemos
Res(fq; 1) = —1/4.
Luego, por el Teorema,

/2= Y 1/@m*-1)=-14+2) 1/(n’-1),

neZ n#+1 n>2

y por lo tanto

Zl_l+1+1+1+1_3
n2—1 1-3 24 3.5 4.6 5-7  4°

n>2

Ejercicio 31 Proceda del mismo modo para demostrar que si f es analitica en n € Z

entonces
Res(rf(2)/ sen(rz);n) = (—1)"f(n) .

Luego demuestre sucesivamente

Lema 10.7 Sea Qn, 1 < N € N, el perimetro del rectingulo de vertices (N + %)(1 +1),
(N+32)(=1+41), (N+2)(=1=1), y (N+2)(=1414) recorridos en ese orden que lo orienta
positivamente. Entonces

| 7/sen(mz) |< 7,

para todo z € [Qn].

Lema 10.8 Suponga que f es analitica en C salvo en un nimero finito de polos y que
im0 2f(2) = 0. Eziste entonces 1 < N, € N tal que [Qn] no contiene ningiin polo de

f v se tiene

lim /QN f(2)/(sen(mz))dz =0 .

N—oo
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Teorema 10.3 Sea f analitica en C salvo en un nimero finito de polos P, y suponga

que limy| o 2f(2) = 0. Entonces

> (=1)"f(n) ==Y Res(fq;2) .

n€eZ\P zeP

Use esto para demostrar que

> (=1 e =7%/12.

n>1



Capitulo 11

Aplicaciones a las funciones
armonicas

En 2.6 introdujimos las funciones armoénicas como funciones definidas en un abierto
A C R? con derivadas parciales de segundo orden continuas que satisfacen la ecuacién de
Laplace en A. Vimos que si f = u + v es analitica en un abierto entonces tanto u como
v son armonicas alli. Dada una funcién armoénica ¢ definida en un abierto no siempre hay
(ejercicio) una funcién analitica g tal que u = Re(g). Esto no sucede en un dominio sim-
plemente conexo; la siguiente demostracién reposa sobre el Teorema de Cauchy-Goursat

para dominios simplemente conexos.

Teorema 11.1 Siu es armdnica en un dominio simplemente conexo G entonces hay una

funcion analitica f en G tal que Re(f) =u y Im(f) es la armdnica conjugada de u en G.

Demostracién: Sean U(z,y) = (OQu/0z)(x,y) y V = —(0u/y)(z,y), (z,y) € G. Sea
h(z) = U(Re(z),Im(2)) + iV (Re(2),Im(z)) para z € G visto como dominio complejo.
Entonces,

(0U/0zx) = (0°u/02”) = —(8*u/dy®) = —(8V/dy) ,
(0U/0y) = (0*u/0ydz) = (0*u/0xdy) = (0V/0x) ;

i.e., se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann para h con lo cual h es analitica en

G y por el Teorema 6.4 admite una primitiva H en G. Ya que H' = h, tenemos
(ORe(H)/0x) —iORe(H)/0y = U + iV = (Ou/0x) — idu/dy) ,

de donde hay una constante ¢ tal que u = Re(H) + ¢. Entonces, f = H + ¢ cumple con lo

requerido y Im(f) es arménica. [J
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Si, en el contexto del Teorema, u es armonica podemos aplicar inmediatamente el Prin-
cipio del Médulo Méximo a la funciones z — exp(£f(z)) observando que | exp(£f(z)) |=
exp(£u(z)) y que la exponencial real es estrictamente creciente. Obtenemos asi el Principio
del Maximo y el Minimo para funciones armonicas definidas en un dominio simplemente

conexo.

Teorema 11.2 St u es armdnica y no constante en un dominio simplemente conexo
entonces no tiene ni mdzimo ni minimo. Si el dominio es acotado y u es continua hasta

la frontera del dominio entonces u asume su valor mdximo y minimo en la frontera.

Una consecuencia inmediata de esto es que una funcién armoénica estd determinada

por sus valores en el borde de su dominio de definicién; més precisamente:

Teorema 11.3 Si G es un dominio simplemente conexo acotado y u,v son armonicas en

G y continuas sobre la frontera de G donde u = v, entonces u =v en G

Demostracion: ¢ = u — v es armonica y se anula en la frontera de G donde toma su valor

maximo y minimo. [J

Esto sugiere expresar los valores de u en GG en términos de aquellos sobre la frontera

de G. La Formula de Cauchy hace precisamente esto para una funciéon analitica .

Teorema 11.4 Si u es armonica en un dominio que contiene un disco cerrado de centro
(%0, Yo) y Tadio R > 0 entonces para todo 0 < r < R y todo 6 € [0,27] se tiene

R2_T2

21 t in(t
U(IL'O +r COS(0>7 Yo +r Sln((g)) = / U(xO i RCOS( )7 Yo i RSln( ))
0

R? + 72 —2rRcos(t — 0)

dt . (111
5 (11.1)

Demostracion: Sea C'g el circulo de radio R y centro z, = x,+1y,. Hay entonces una funcién
f analitica en el disco abierto D(z,; R) que es continua sobre [Cg] tal que u = Re(f). Si
z € D(z,; R) tenemos por la Férmula de Cauchy

1
f(z)—%/%cjdc.

No podemos simplemente tomar la parte real de esta férmula pues esto introduce la parte
imaginaria de f que es la armdnica conjugada de u en D(z,; R). El siguiente truco salva

el dia. Considere la funcion

f(OE-%)
= (- 2)(z-%)

, C€D(zs;R) .
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Ya que R? = ({ — 2,)(Z — Z,) es equivalente a R*=|( — 2, || 2 — 2, |= R |z — 2, | R?, el
denominador no se anula en D(z,; R) y por ende la funcién es analitica . Luego

QOE-%)
/CR R

Si sumamos esto a la Férmula de Cauchy obtenemos

1 1 Z-7%

10 =g [ 10 ()«
1 R*— |z — 2z, |?

~ 2mi /(;Rf@ (C—2)(R? = (C—2)(Z— 7))

Ahora, con ¢ = z, + Re' y z = 2z, + re® con 0 < r < R obtenemos

dc .

1 /o ) R? _ 2 )
= — ! A A . — Rie"dt
1(z) 211 /0 f(zo + Re )(Re“ —re')(R? — Re”re—’e)Rle
B R2 _ 7,2 /27r f(20~|>R6it) 5t — R2 —T2 /27r f(ZO+R6it) i@t
2 )y (Reit —re®)(Re~it —re=if) " 2w Jo | Reit —reif |2

Tomando la parte real con u = Re(f) obtenemos la férmula. [J

La férmula (11.1) se debe a Poissson y sugiere el siguiente procedimiento. Supéngase
que se conoce una funcién (continua) s sobre el borde de un disco de radio R > 0. Entonces
el miembro derecho de (11.1) estd definido y define una funcién u con

RQ—’T’Z

u(z, + 1 cos(d), yo + rsin(h)) = 5 /
T 0

" 5(20 + Rcos(t),y, + Rsin(t))

R?+ 12 —2rRcos(t — 0) dt.

Se puede demostrar que u es armonica y por ende una solucién del problema de Dirichlet
para el disco: encontrar una solucién de la ecuacion de Laplace en el disco que tenga
valores prescriptos en el borde de ese disco. Esto mas el Teorema del Mapeo de Riemann
permiten obtener la soluciéon del problema de Dirichlet para todo dominio simplemente

conexo acotado. La demostracion de todo esto excede las limitaciones de este curso.



Apéndice A

El contador de vueltas

Reconsidere la féormula de Cauchy

/%dw = (2mi) f(2)

para un camino cerrado simple 7 tal que f es analitica dentro y sobre el dominio D
encerrado por [y] v z € D. La funcién w +— g,(w) = % tiene un polo simple en
z y estamos integrando una vez alrededor de esta singularidad aislada. ;Qué sucede si
integramos n veces alrededor de la singularidad?

Consideremos un camino cerrado arbitrario I" tal que f se analitica en algin gran disco

abierto que contiene a [I'] y z tal que z ¢ [[']. La funcién g, tiene un desarrollo de Laurent

g.(w) = /() + Zan(w —2)"

(w = 2)

n=0

alrededor de z y éste converge uniformemente en algin anillo que contiene a [I']. Luego,

integrando término a término

/Fi(ﬁ))zdw:/rgz<w>dw=f<2)/rwl_zdw.

Teorema A.1 SiT es un camino cerrado y z ¢ [I'],

1 1

21 Jrw — 2

dw =: n(T'; 2) (A.1)

es un entero. La funcion z — n(T, 2) es analitica en C\[I'], constante en cada subconjunto

conezo G C C\ [I'], y se anula si G no es acotado.

Llamamos al entero n(I', z) el indice de z respecto de I' o mds prosaicamente el
contador de vueltas de I' con respecto a z.

115
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Demostracién: Suponemos primeramente que I' es suave, I' = {[0, 1] 3 ¢ — z(¢)}. Entonces

p(t):/otzé;<t_>zdt, 0<t<1.

Tenemos p(0) =0, p(1) = 2min(l, 2) y

Entonces

d

71 SP(=p(0))(2(1) = 2) = exp(=p(1)) (=p'()(=(t) —2) + (1)) = 0.

Luego, aexp(p(t)) = z(t)—z para una constante compleja a. Ya que p(0) =0, o = z(0)—=z
y entonces
(2(1) — 2) exp(2min(T, 2)) = 2(0) — =z .

Pero I' es cerrado y z(1) = 2(0). Luego, exp(2min(I', z)) = 1 con lo que n(T', z) es entero.
En el caso general, I' = v, +- - - +7,, hay n funciones p; y el mismo manipuleo produce

1
(z(j—l)—z)exp(Qm’/ dw>:z(j)—z, j=12,--+.n
W= 2

J

donde z(7) es el punto final del j-ésimo camino suave que coincide con el punto inicial
del (j — 1)-ésimo camino suave para j = 2,--- ,ny z(0) = z(n) es el punto inicial de ;.
Observando que z # z(j) para todo j = 0,1,---,n pues z ¢ [I'] y multiplicando las n
identidades, se tiene

exp(2mi /F(w —2) ldw) = ﬁ exp(zm'/ (w — 2)"tdw)

j=1 Vi

) —r TGO -2
sz—l—Z_Hyzl(z(j—l)—z)_l'

J=1

La conclusién es la misma.

La proposicién 7.2, i.e., la férmula (7.5) para g(z) = 1, indica que n(I',-) es analitica .
Si G C C\ [I'] es conexo y z,w son dos puntos distintos arbitrarios de G hay un camino
poligonal « con [a] C G tal que z es el punto inicial de o y w su punto final. Tomando
una parametrizaciéon continua de « sobre el intervalo [0, 1], obtenemos que [0,1] > ¢

n(I", a(t)) es continua. Como su valor es un entero, se deduce que esta funcién es constante
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o sea que n(I', z) = n(I", «(0)) = n(T', a(1)) = n(T', w).
Ya que [I'] es acotado, sea R > 0 tal que | z |< R para todo z € [I']; entonces dado € > 0,
si G no es acotado, existe a € G tal que | a |> R+ ¢(I")/(27e), con lo cual

[dw| _ _«T)

| n(T,a) < (1/27) rlw—al = 2n(la| —R)

<E€;

o sea que n(I',a) =0y por ende n(I',-) =0en G. O

El lector podra verificar tomando algunos ejemplos concretos (caminos circulares, ...)
que n(I', z) hace realmente lo que su nombre dice: cuenta las vueltas que da el camino
alrededor de z tomando como positiva la vuelta en sentido anti-horario coincidentemente
con nuestra convencién de orientacién positiva de un camino cerrado simple (de hecho

este es el origen de la convencion).

Corolario A.1 Si D es un dominio simplemente conexo y vy es un camino cerrado con
[v] € D entonces n(vy,z) =0 para todo z ¢ D.

Demostracion: El complemento de D es conexo y no acotado. [J

Tenemos el siguiente Teorema de Cauchy-Goursat general

Teorema A.2 Si A C C es abierto, f es analitica en A y v es un camino cerrado con
[v] € A tal que n(~,z) =0 para todo z ¢ A entonces:

/fWMwZO,
17 fw)

271 Sy W —2Z

dw = f(z)n(y,2), z€ A\ [1] .

Demostracién: Si es valida la férmula de Cauchy generalizada, entonces tome un a € A\ [7]

y considere z — F(z) = (z — a)f(z) en A que es analitica con lo cual

w—a

/7 Fw)dw = L A 2miF(a)n(y,a) =0 .

La demostracién de la férmula de Cauchy generalizada que sigue se debe a Dixon.
Para todo (w, z) € A x A definimos

f(w)—f(2) ;
, siz#w
g(w,2) = { w—z 7

f'(z) , siz=w
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Ya que lim, ., (f(w) — f(2))/(w — 2z) = f'(2), la funcién z — g(w, z) es analitica en A
para todo w € A.

Veamos que g es continua. Si z # w hay entornos E de z y F' de w que son disjuntos. Para
(e Ey¢el, g(£ () es cociente de funciones continuas en cada una de las variables y
por ende continua en F x F'.

Suponga que z = w y € > 0. Ya que f’ es analitica , existe » > 0 tal que para todo
(,& € D(z;r) se tiene | f'(¢) — f'(€) |< e. Entonces para (,& € D(z;r) tenemos: (1)
Si ¢ = & entonces | g(¢, &) — f'(2) [=| [/(Q) = f'(2) |< &y (2) si ¢ # &, entonces con
a(t) =t&+ (1 —t)¢ € D(z;r) para todo t € [0,1], &/(t) =& —-Cy fol fa(t)d (t)dt =
(€ = Q&) = f(C)); luego

19(¢,€) = f'(2) I=] (¢ —5)1/0 fla())a’(t)dt = f'(2) |

| / (Falt)) — F/(2)dt |< / | o) — £(2) | dt <.
Definimos la funciéon h en A por

h(z) = % /g(w,z)dw :

Veamos que h es primeramente, continua y luego analitica . Para z € A considérese un
disco D(z;r) tal que D(z;7) C A. Ya que g es continua, g es uniformemente continua en
[v] x D(z;r), y esto implica (como en el Anélisis real) que h es continua. Para cualquier

camino cerrado (3 con [3] C D(z;r) tenemos

/5 h(Q)C = ﬁ ( / g(w,odw) i = - / ( /ﬁ g(w,Odc) dw =0

por la analiticidad de ¢ — g(w, () y el Teorema de Cauchy-Goursat para un disco. Luego,

por el Teorema de Morera, h es analitica en z.

Sea B ={z¢€ C\[y]: n(y,2) = 0}. Ya que [y] es compacto, hay R > 0 tal que
[v] € D(0; R); este R queda fijo y se usard en lo que sigue. Ya que el complemento de este
disco es conexo y no acotado, {z € C: | z |> R} C B. Ademas la hipétesis indica que B

contiene el complemento de A', lo que garantiza que A U B = C. Definamos

k(z):%/%dw, 2z € B,

L0jo. Si A = C esto no dice nada.



APENDICE A. EL CONTADOR DE VUELTAS 119

que es analitica en virtud de la proposicion 7.2. Si z € AN B se tiene

h(z) = = /g(w,z)dw = = f(w) dw — f(z)n(vy, z) = 2%”/

271 271 Ly W —2Z

t‘i(i(})zdw =k(z) .

Por lo tanto la funcion
h(z) , sizeA
alz) = { k(z) , siz€eB
estd bien definida en todo C y es entera. Demostramos ahora que ¢ es acotada. Hay M > 0
con | f(w) |< M para todo w € [y] por la compacidad de [y] y la continuidad de f. Dado
€ > 0 y recordando el R que introdujimos, si

(y)M
21> R4 LM
2me
entonces para todo w € [y] tenemos,
(y)M (y)M
(w2 |> 2| = w> Rt M _p_ LO)M
2me 2me
Y como z € B,
L[ fw)]
la(2) [=1 #(2) |< o~ | dw [<e. (A2)

T2 ), w— 2|

Si|z|< R+ g(;ziw, entonces la analiticidad de ¢ garantiza que | ¢ | es acotada (se alcanza
el méximo para algin z con | z |= R + %) Pero ¢ siendo entera y acotada debe ser
constante por el Teorema de Liouville. Pero, como € era arbitrario > 0, (A.2) muestra que

q = 0. Y esto implica la formula de Cauchy. [J

Podemos ahora repetir la demostracion de la proposicién 7.1 para generalizarla. Luego
para un camino cerrado simple orientado positivamente v y un z encerrado por [y| pode-

1 1
n(y, z) / dw =1
c

mos ver que

21t Jow — 2
donde C' es un circulo de radio lo suficientemente pequeno. Esto nos da la versién de la

formula de Cauchy del Capitulo 7.
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