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1. Motivacion

La ecuacion diferencial (lineal y de segundo orden)

(1) () + 77 () + Ba(t) = f(1)

19

20

21

donde 7 # 0, 8 son constantes y f es una funcién conocida surge en diversos problemas

fisicos:
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= En un circuito eléctrico en serie formado por una resistencia R, una capacidad
C' y una inductancia L sometido a un fuerza electromotriz variable v(t), se tiene
la ecuacién (1) para la carga en el capacitor z(t) con 7 = L/R, § = 1/LC y

f{t) =w(t)/L.

= En un circuito eléctrico formado por los mismos elementos en paralelo alimentado
por una corriente variable I(t), se tiene (1) para la diferencia de potencial z(t) con

T=RC,B=1/CLy f(t)=1(t)/C.

» Un sistema mecdnico unidimensional en un potencial cuadratico y con una fuerza
dispersiva proporcional a su velocidad. Por ejemplo, para un péndulo de masa m
forzado por una fuerza F(t) en un medio viscoso se cumple (1) con 7 = m/ky,

B =kyfmy f(t) = F(t)/m.

Suponemos en lo que sigue que ni 7 ni # se anulan.
El caso donde la “perturbacién” f es sinusoidal, i.e.

f(t) = ysen(wt + )

es muy facil de resolver.
Es inmediato ver que

(2) y(t) = acos(wt + ¢) + bsen(wt + ¢)
e R
@ B R o L R e
es una solucién de (1). Podemos re-escribir
= J sen(w :
A s E o

tan(y) = 2 —5)

poniendo de manifiesto que y oscila con la misma frecuencia de la perturbacién pero hay
un corrimiento de fase (dado por ¢). Ya que tenemos una solucién (i.e. y) y — como
veremos mas adelante — la solucién general de (1) se obtiene sumandole a y la solucién
general de la ecuacién homogenea asociada a (1), debemos discutir la solucién general de

(4) i+7 0+ Bu=0.

La solucién de esta ecuacién no presenta mayores problemas; como veremos més adelante
(verifique diferenciando y reemplazando en (4)) la solucién general es:

u(t) = Aef+! + Bet-t si 1 #4672
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donde k4 son las dos raices (distintas !) de la ecuacién k* +771k + 3 = 0; respectivamente
u(t) = Ae/C7) 4 Btet/(7) sil=4p72%.

En ambos casos A, B son constantes cuyo valor queda determinado por la condiciéon inicial
(e.g., u(0) y u(0) dados). Observese que cuando 7 > 0 — lo que es usualmente el caso en
problemas fisicos ya que 7 es el coeficiente de “friccion” en dimensiones apropiadas — se
tiene que la parte real de k. es estrictamente negativa con lo que, en ambos casos,

lim u(t) =0.

t—o0

La solucién general de (1) en el caso f(t) = ysen(wt + ¢) es entonces:

2(t) = u(t) +y(t) ,

donde las constantes libres A, B de u se determinan a traves de las condiciones iniciales
(e.g., u(0) = z(0)—y(0), y ©(0) = £(0)—y(0)). Si 7 > 0 entonces obtenemos que z(t) =< y(t)
para t muy grande, o m&s precisamente lim; . (z(t) — y(¢)) = 0. En este contexto se
conoce a y(t) como el comportamiento estacionario de z(¢); este no depende de la
condicién inicial.

Consideremos ahora el caso de funciones f més complicadas pero tales que se puedan
expresar como suma (finita o quizas infinita) de funciones sinusoidales,

(5) f(t) = Z cp sen(wpt + ¢p,) .

Denotando, por y,(t) la solucién de (1) para el caso f(t) = a,sen(w,t + ¢,) dada por
(2,3), la linealidad de la ecuacién diferencial (1) implica que la solucién general es

2(t) = ult) + ) yalt)

y que el comportamiento estacionario es ) 1y, (t).
Tomemos el caso particular del desarrollo (5) donde todas las frecuencias w,, son mul-
tiplos enteros de una frecuencia bésica w,

Wp=nw , n=0,+1,4+2---,

y todas las fases son triviales ¢, = 0 0 ¢, = m/2. En ese caso, (5) se escribe

(6) f(t) = Z ay, cos(nwt) + by, sen(nwt) .

n

Es obvio que en este caso f es periédica de periodo 27 /w: f(t+(27/w)) = f(t) para todo t.
Fué Fourier que en el marco de sus investigaciones sobre el transporte de calor realizadas
a fines del siglo XVIII y principios del XIX descubrié! que toda funcién periédica

1Su memoria al respecto presentada a la Academia de Ciencias de Paris es de 1807.



de periodo T' (i.e., f(t+T) = f(t) para todo t) admite el desarrollo (6) con frecuencia
w=2m/T.
Por lo tanto, la teoria de Fourier que analizaremos a continuacién, nos permitira por
ejemplo, resolver la ecuacién diferencial (1) para cualquier funcién periddica f(t)2.
Supongamos que la funcién f definida sobre los reales a valores complejos o reales es
periddica, vale decir hay algin real T # 0 tal que

fE+T)=f(t), VteR.

Entonces f(t —T) = f(t =T +T) = f(t) con lo que podemos suponer que 7" > 0 y en
tal caso llamamos a T' el periodo (luego se ve que f(t + kT') = f(t) para todo entero
ke{0,+1,42,--1 =7 )

Si f es periddica de periodo T', entonces

g(t)=f<Tt) , teR,

2

es periddica de periodo 27 ya que

ot +2m) = £ (T2 = (51) =t

Y, inversamente, dada una funcién g peridédica de periodo 27 obtenemos via f(t) =
g(27t/T) una funcién periédica de periodo T para todo T' > 0. Por lo tanto, si nos
interesan las funciones periddicas, no nos restringimos en nada si estudiamos aquellas de
periodo 2.

2. Series de Fourier

2.1. Polinomios trigonométricos

Para todo entero k, la funcién
ex(t) =e* | teR

es periédica de periodo* 2. Ademads se cumple la importantisima relacién

(7) (2m) ! / " e Bem(t) =

—T

que llamaremos relacién de ortogonalidad.

2Esto es ya de alguna relevancia electrotecnica.

3Si f es periddica de perfodo T puede haber un perfodo 7" més chico que 7. Por ejemplo: ¢ +— sen(2t)
es periddica de periodo 27 o 7. Sin embargo para funciones continuas es ficil ver que si la funcién es
periddica pero no constante, entonces dos periodos distintos son multiplos enteros el uno del otro.

4M4s exactamente es constante para k = 0, y periédica de periodo 27 /|k| para k # 0
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Un polinomio trigonométrico P es una combinacién lineal finita de funciones ey
con coeficientes complejos

N
(8) P= Z CLEL 5
k=—N

Un polinomio trigonométrico tiene cuatro propiedades generales basicas: primero es pe-
riédico de periodo 27; segundo — como consecuencia de la relacién de ortogonalidad —

(9) (2m)! / " PPt = Z eul?

tercero, por el mismo motivo,

4 7 [ & , paratodok €Zcon |k| <N
(10) (2m) / ex(t)P(t) = { 0 , sikeZylk|>N

—Tr

y por ultimo
N
(11) IPOI< Y el -
k=—N

2.2. Coeficientes de Fourier - Series de Fourier

Dada una funcion periédica de periodo 27 definimos sus coeficientes de Fourier por

(12) fln) = @m) " [T e @) f(t)dt = (2m) " [T e f(t)dt , n€L

Si f no es 2m-periddica pero esté definida en el intervalo [—m, 7] se definen los coeficientes
de Fourier por la misma férmula. Como en el caso de funciones peridédicas, donde elegimos
reducir el andlisis al caso 2m-periddico, aqui también la eleccién del intervalo [—m, 7]
es arbitraria sino convencional. Si ¢ es una funcién a valores complejos definida en un
intervalo finito cerrado [a,b] (a < b) entonces la transformacion

. 21 m_a—i—b
b—a 2

transforma el intervalo [a,b] de manera monétonamente creciente en el intervalo [—m, 7]
y a la funcién ¢ en la funcién

f(t) —¢<b_a +b+“) o n<t<nm.

2

5Notese que cualquier combinacién lineal finita de e;’s puede escribirse de esta manera ya que los
coeficientes pueden anularse.



Las dos preguntas naturales e importantes son: Primeramente, ;que propiedades de
la funcién f se reflejan (y como) en propiedades de la funcién f de la variable discreta
n € Z?7 Y, segundo, jse puede reconstruir f a partir de f? , 0 bien jes cierto —y en que
sentido— que

ft) =Y F(n)en(t) ?
nez

~

Esté claro que para que f(n) sea un nimero finito (i.e. este definido) para todo n €
Z la funciéon f debe cumplir ciertas condiciones. No podemos ni queremos discutir las
condiciones m4s generales y menos restrictivas sobre f que garantizan esto®. Supondremos
a continuacion que las funciones f a las cuales les calculamos sus coeficientes de Fourier,
son tales que cumplen con

(13) / £(8)| dt es finito .
-7
Esto se cumple si f es continua y veremos luego otras condiciones que garantizan esta

condicién de integrabilidad.

Si (13) se cumple definimos

| £ = 2n) / ") de

y obtenemos inmediatamente

™

Fn)] = \(2@1/ e f)dt [ <[ Il -

—T

En general tenemos

™

flemy = n)t [ emstyar= ot [ e =T

o0 sea:
(14) f(n)=f(-n), ncZ|.
2.2.1. El caso de funciones reales
Si f toma valores reales, i.e., f = f, entonces A(—n) = f(n) y

Re(f(n)) = (1/2)(f(n) + f(n)) = (27)"" / " () cos(nt) dt

—T

6Esto conducirfa a la teorfa de integracién de Lebesgue.



~ /\

m(F(n)) = (1/20) (F(n) — F(n)) = (27)" / £(t) sen(—nt) di

En tal caso, se llama usualmente a 2Re( f (n)) =: a, paran € N el enésimo coeficiente del
coseno y a 2Im(f(—n)) =: b, para 0 < n € N el enésimo coeficiente del seno. Se tiene

a, — b -~ a, + b,

(15) fn) === flen) = ==,

5 n € NJ.

La serie de Fourier es entonces

% + % a, cos(nt) + b, sin(nt) .

Observese que debido a la paridad del coseno y del seno, para n € N

(16) / f(t) cos(nt) dt = / SO+ /=) +f cos(nt) dt|;

(17) b, = L f(t)sen(nt) d / JO) = f=t) sen(nt) dt|.

™

Por lo tanto, si f es par (f(—t) = f(t)) se tiene b, = 0 para todo n > 0; mientras que si
f es impar (f(—t) = —f(t)) son los a, (n € N) los que se anulan.

Ejemplo 2.1: f(t) :=t en [—m, 7|. La funcién es impar de modo que a,, = 0 para n > 0
y integrando por partes, para n > 1,

2 s
b, = —/ tsen(nt) dt
0

™

2 a 2(—1 n+1
= — (—7T7”L_1 cos(nm) + n_l/ cos(nt) dt) = 2= _
& 0

n

La serie de Fourier es

—2 Z sin(nt)

n>1

En t = £, esto no converge a f(+m) = +7. <

Ejemplo 2.2: f(t) : |t| en [—7, 7| que es continua y diferenciable salvo en ¢ = 0. Como f
es par, se tiene b, = 0 paran > 1y paran >0

2 ™
a, == —/ t cos(nt)dt .
0

™
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N=3 (oscuro)
N=7 (rojo)

Entonces a, = my paran > 1,

an=3<mr%mmnyﬂfiﬂlmmwm>:-iwmamo_1y:ii«_nn_n.

T n2mw
La serie de Fourier es

g — cos((2n+ 1)t)) .

= (2n +1)2

Por el llamado M-test, la serie es absoluta y uniformemente convergente en [—m, 7]. Es
de notar que f(mw) = f(—mn). La serie obtenida derivando término a término le asigna el
valor 0 a t = 0 pero f no es diferenciable en ¢t = 0. Ver el ejemplo que sigue. <«

Ejemplo 2.3: f(t) = sgn(t) en [—m, 7]; vale decir f(t) =1sit >0y f(t)=—1sit <O.
Esta es la derivada de la funcién |¢| fuera de t = 0. La funcién es continua y diferenciable
salvo en t = 0 (donde no esta definida). Como f es impar, a,, = 0 paran > 0. Paran > 1

b, = z /07r sin(nt) dt = _—2 (cos(nm) — 1) = __2

™ ™ nm

(=" =1).

La serie de Fourier es

4 1
;§:2n+1ﬁm@n+1ﬁy
neN

Esta es la serie que se obtiene derivando término a término la serie del ejemplo anterior. «



3 f()=ltl /|

N=3 (oscuro)
N=7 (rojo)

2.2.2. Propiedades basicas

Dada una funcién (27-periddica o simplemente definida en [—7, 7]) y sus coeficientes
. . % N iy .
de Fourier, consideremos la funcién fx =), _ 5 f(n)e,, ie.,

(18) fu(t) ==Y Flk)en(®)

k=—N

o sea el polinomio trigonométrico (de orden N) que se obtiene usando los coeficientes de
Fourier f(n) con |n| < N. Debido a (9) sabemos que

en) [ U= Z fn
Calculemos los coeficientes de Fourier de

gy = f—fn.
Tenemos

gr(n) = (2m)"! / ") — f() de

-7
, siln| <N
, si|n| >N

9

= i - o ={ G

donde en el tltimo paso usamos (10).
Supongamos que

(19) I COR TR "

9



I I
f(t)=sgn(t)

N=3 (oscuro)
N=7 (rojo)

es finito lo que es el caso si f es continua en [—, 7]; entonces’

™

I F13=Il g + fn 3= (2@-1/ lgn (t) + ()| dt

= (27T)_1/7T <|9N(t)|2 dt + | fn (0 + gn (1) fu(2) +gN(t)fN—(t>> dt

™
—~

w3+ 111 1+ 3 o [ (@@ + (0 Fme ) a

n=—N -

—~

N
w3+ 1 v I3+ 3 (@7 + g Fm) =l aw I3+ 1 £ 1 -
n=—N

Esto demuestra la parte esencial del siguiente resultado:

Teorema 1 Si f tiene media cuadrdtica (19) finita entonces

™

200 (20 / 50— xR+ S |Fm)? = @n) ! / OIS

—Tr — —Tr

y vale la desigualdad de Bessel

N
(21) Yol rI3
n=—N
"Es facil ver que || - ||2 satisface la desigualdad del triangulo:

If+gl<l fllz+1gll2;

esto garantiza que || g [J2< oo.

10



con igualdad si y solo si f = fn.

Como consecuencia se obtiene inmediatamente lo que se conoce como Lema de Rie-
mann-Lebesgue:

~

(22) lim f(n) =0],

[n]—o0

siempre recordando que la demostracién que hemos dado es vélida si (19) se cumple.

~

Los coeficientes de Fourier f(n) de una funcién f definida sobre [—m, 7] surgen también
como solucién de encontrar el polinomio trigonométrico que mejor aproxima a f en media
cuadratica. En efecto:

Teorema 2 Si f tiene media cuadrdtica (19) finita entonces para todo polinomio trigo-
nométrico P = ZL-N Ccpen Se tiene

If =P 2l f = fn 2

con iqualdad si y solo si P = fy.

Demostracién: Para ver esto, calculamos

™

If=PIs=lf 12+ 1 PII3 —(27T)1/

—T

(FOP® + 6 P@) at

N s

I FEHIP =Y o [ (et + f@een) d
=[£I+ 1 PIE= Y cafn) +afin).

N
Iy =P 3= Y 1F(n) —cil?
n=—N

= Y @)+ leaf® ~ & (n) — euf(n)

S B+ 1P =Y @fn) +cufln) .

n=—N

8El resultado persiste cuando se asume la condicién de integrabilidad (13) que es méas débil que (19).
De (21) inferimos que la sucesién {sy = Zg:_N |f(n)]? : N =1,2,---} es convergente pues es acotada

y creciente. Por 1o tanto imy e Sx — Sy—1 = Um0 | (V)2 + [ F(=N)|2 = 0.

11



Restando ambas identidades tenemos:

1f =PIz = lfx = Pllz = 1112 = 1A~ 112 5

y recordando que por (20), || f— fx I3 + || /v 3= f ||, obtenemos

If=Ple=lIf=fvlz+ 11 =Pzl f = f I3

con igualdad si y solo si || fy — P ||a= 0; pero esto tltimo es equivalente a fy = P. B

Muchas de las relaciones que hemos obtenido surgen del hecho de que
(f,9)=@m)~" [ F(B)g(t) dt

definido para funciones f y g ambas a valores complejos sobre [—7, 7] tiene las propieda-
des de un producto escalar o interno. Vistas desde este punto de vista, muchas relaciones
que hemos estado considerando son anélogas a relaciones de la geometria euclidea. Expli-
citamos esto mas adelante.

2.2.3. Relacion entre fy ]/C\’

Si f es diferenciable y la derivada f’ es tal que admite coeficientes de Fourier, entonces
una integracion por partes da

f'(n) = )7 (f(x) = f(=m)) +inf(n) .

En particular, R
F1(0) = 2m) " (f(m) = f(=m)) .
Si f(—m) = f(m) (lo que se satisface si f definida sobre R es 27 periddica), entonces

~

f(n): ’-(n)7 n#0.

m

—

Queda claro que si podemos repetir esto varias veces, o sea si f es k veces diferenciable
y fU (=) = fU(x) para j = 0,1,--- ,k — 1 en el sentido de derivadas a la derecha en
—m v a la izquierda en 77, entonces

Como consecuencia, si f(*)(n) estd acotado (por ejemplo si f*) es de modulo integrable)
entonces f(n) serd de orden |n|~*. En general cuanto més diferenciable sea f mds rdpido
decaen sus coeficientes de Fourier cuando |n| — oo.

9Esto se satisface automaticamente si f es k veces dieferenciable y 27 periédica sobre R.
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2.3. Excursién: Producto escalar sobre un espacio vectorial real
o complejo
La nociéon abstracta de espacio vectorial surge al destilar las propiedades de los cono-
cidos R™.
Un espacio vectorial real/complejo £ es un conjunto donde esta definida la suma

de dos elementos — llamados vectores — y el producto de un elemento por un numero
real /complejo de tal manera que se cumplan las leyes usuales: més exactamente

= A cada par de vectores v, w en L, hay asociado un vector denotado por v + w de L
llamado la suma de v y w; hay un vector especial denotado por 0 y llamado (vector)
cero, tal que v + 0 = v para todo v € L; para cada vector v € £ hay un vector
(—v) € L tal que v + (—v) = 0.

= A cada vector v y a cada nimero real /complejo z hay asociado un vector denotado
por z.v ( o simplemente zv) de £ llamado el producto de z y de v;

= se satisfacen las siguientes relaciones:
Vt+w=w-+7v;
v+ (w+z)=@v+w)+z;
z.(v4+w) = zv+ zw ;
(21 + 29)0 = 210+ 2.0 ;
21.(22.0) = (z122).v .
De aqui se desprenden todas las relaciones usuales de R™. Por ejemplo: 0.0 = 0, y

(—=1).v = (—v) lo que sugiere dejarse de jorobar y escribir —v para (—v).

Un producto escalar o interno sobre un espacio vectorial real /complejo £ es una apli-
cacién que asocia a cada par de vectores v y w de £ un nimero real/complejo (v, w) tal
que:

(v, w) = (w,v) ;
(v, zw) = z{v, W) ;
(v, w+ 1) = (v, w) + (v, 7) ;
(v,v) >0, con igualdad siy solosiv=0.
De estas propiedades se deduce rapidamente que

(v+aw,x + By) = (v,z) + B{v,y) + @(w, z) + fal{w,y) .

Con cada producto escalar asociamos el niimero no-negativo

[0 ll2= v/ {v,0) .

13



Es inmediato ver que
I'zv fla= 2] [ v ]2 ;

| v [[2> 0, con igualdad siy solosiv=0;

lo que casi alcanza para caracterizar a || v |2 como el “largo” del vector v, o bien la
distancia de v al vector cero. Lo que falta es

o+ w2<]l vl + [ w2
Esto ltimo es consecuencia (Ejercicio) de la igualdad
(23) v +w 5=l v 5+ | wll +(v,w) + (w,v) |
y de la (famosa) desigualdad de Schwarz (Ejercicio)
[{o, W) <[[ vz w2,

con igualdad si y solo si v = zw o bien w = zv para algun real/complejo z.

A || - ||2 se la llama norma (asociada con el producto interno (-, -)).

Una de las nociones cruciales en un espacio vectorial con producto interno es la de
ortogonalidad. Dos vectores v y w de L se llaman ortogonales si (v,w) = 0. La intuicién
que uno tiene de R? y R? es utilisima: v y w son ortogonales si forman un dngulo recto.
En vistas de (23), se tiene el Teorema de Pitagoras:

|v+wl3=|v]5+||w]3, sivywson ortogonales .

Un conjunto {e, : n =1,2,---} de vectores se llama sistema ortonormal si (e, €,,) =
On.m, O sea si los vectores son dos-a-dos ortogonales y todos tienen norma 1.
Para un dado sistema ortogonal {e, : n = 1,2 ---} (que puede ser finito) y cualquier

vector v escribiremos
N

UN:Z(en,v>en, N=1,2---.

n=1

Es inmediato verificar que (itere el teorema de Pitagoras)

N
low [13= "D en, v)I;
n=1

y que v — vy es ortogonal a vy, luego
lvlle=llv—ovxll2+ [T vow II2 -

También se puede ver que para toda familia {c, : n = 1,2,---} de ntimeros reales/com-
plejos ¢, se tiene || v — > " cpen [[2>]] v — vy ||2 con igualdad si y solo si ¢, = (e, v)

paratodon=1,2,,---, N.

14



Esto ultimo deberia resultar familiar puesto que lo hemos visto para la series de Fourier.
En efecto, dejando de lado las condiciones precisas que garantizan que para dos funciones
f vy g definidas sobre [—m, | con valores reales la integral en

24 (o) o= )™ [ T

exista, esta bien claro que si £ denota las funciones continuas sobre [—m, 7] a valores
complejos con la “suma”

(f+9)t) = f{t) +9(t), te€[-m7]

y el producto por escalares

(zf)(t) = zf(t), t €[—m, 7]y z complejo

entonces L es un espacio vectorial complejo y (24) define un producto interno. Es m§, la
continuidad solo se usa para garantizar que (24) este definido; siempre que las funciones en
L sean tales que (24) estd definido para cualquier par de funciones, entonces tendremos
un espacio vectorial con producto interno. Notese que ahora las funciones las estamos
viendo como vectores en un espacio vectorial.

2.4. ;Convergencia?

Empezaremos a indagar cuando y en que sentido tiene validez la igualdad

(25) LF=) fmen  (=limy oo fx) ?

La serie infinita a la derecha se llama la serie de Fourier de f; por el momento es sim-
plemente una expresion formal. Habrda que distinguir distintas nociones de convergencia
para la sucesién {fy}. Hay una nocién que estd latente en lo que hemos hecho hasta
ahora. Diremos que la serie —o sea {fy}— converge a f en media cuadrética si

J\}l_f)noo | f=fnl2=0.

Por (20), sabemos que esto ocurre si y solo si ZnNz N |J/C\(n)|2 =l f I3

El problema de la convergencia puntual, i.e. limy_,, fx(t) = f(t), es mucho mas dificil
y complicado que aquel de convergencia en media cuadratica. Los resultados conocidos
se entrelazan con la historia de la teoria de funciones y del andlisis funcional. La serie
de Fourier de una funcién continua (que autométicamente satisface las condicones de
integrabilidad (13) y (19)) no es necesariamente puntualmente convergente. No podemos
hacer una discusién inteligible aqui y menos esbozar las demostraciones pertinentes. Nos
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contentamos solamente con la mencién de algunos resultados sobre convergencia de la
serie de Fourier de una funcion a esta funcién.

Los siguientes dos resultados son elementales y usan las propiedades de las series
uniformemente convergentes. Omitimos las demostraciones (son buenos ejercicios para
refrescar conceptos).

Lema 1 Si{c, : n€ Z} C C yla serie Y _,|ca| es convergente entonces la serie

ne”

E Cn€n

neL

~

converge uniformemente en [—m, 7| a una funcion continua f y f(n) = ¢, para todon € 7.

Lema 2 Si la serie de Fourier de f es convergente para todo t € [—m, 7], i.e.
]&im |lf(t) — fn(t)] =0, para todo t € [—m, 7],
— 00

y la serie
(o)

g(t) =i Y nf(n)en(t)

n=—oo

converge uniformemente para t € [—m,w|, entonces f es diferenciable y su derivada es
g(t).

El siguiente resultado es tipico:

Teorema 3 Si f tiene derivada continua en [—m, 7|, y f(—n) = f(7), entonces
1. limy o [N (t) = f(t) uniformemente para todo t € [—m,|;

2. fn converge a f en media cuadrdtica;

~

8. (Identidad de Parseval) (2m)~* [ |f(0)[*dt =307 _ | f(n)]*
Demostracion: Ya hemos indicado la equivalencia de (2) y (3) que es consecuencia del
teorema de Pitagoras. Es inmediato que si hay convergencia uniforme, i.e. si (1) es cierto,
entonces ya que

™

| f = fx 2= (2m)! / () — fu(O)P dt

—Tr
y podemos hacer el integrando a la derecha tan chico como sea necesario para todo t, que
(2) es cierto.

Usando la relacién f(n) = f/(n)/(in) para n # 0, tenemos

~

(26) @) =17+ > Inl7'f ()]

In|<N 1<[n|<N

16



Pero aplicando la desigualdad de Schwarz en R?V a los vectores

(1,1/2,1/3,--- ,1/N,1,1/2,--- ,1/N)

y - - - - - ~
(f,(l)v f,<2)’ T 7f/(N)7 f,(_1)7 f/(_2)7 e ’f/(_N)) )
obtenemos
STl m) < 2> (/m) [T [Fm)R
1<In|<N n=1 1<|n|<N

El segundo factor es igual a \/H ()~ |12 =|f"(0)[2 y por ende menor o igual a || (f')x ||2-
Ya que f’ es continua, es de modulo cuadrado integrable con lo que || f’ |2 es finito y la
desigualdad de Bessel nos da

PRI M

1<|n|<N

: N
Para el primer factor, ya que la serie ", 1/n? es convergente (sea S su suma), obtenemos

2%(1/712) <V2S .

n=1

Luego, volviendo a (26),

SO IFO)+ V28 f 12
In|<N

~

El miembro derecho es independiente de N. La sucesién ),y [f(n)| es creciente
y acotada y por ende converge. De aqui obtenemos, por ejemplo usando el criterio de
convergencia uniforme de Weierstral}, que fy converge uniformemente en ¢ a una funcién
g (que es continua). Falta verificar que g = f. Ya que (e,, fx) = f(n) si N > |n|, tenemos

(27) f(n) (ens fn)

Pero, (e,,g) = g(n) esta bien definido para todo n € Z, y por convergencia uniforme de fy
a g, dado € > 0, podemos elegir N, tal que para todo N > N, tengamos | fn (t)—g(t)| < 2me
para todo t € [—, 7|. Luego, para tales N,

(ens ) — G(0)] < (27)7" / ") — g0 dt < e

= lim
N—oo

Lo que demuestra que limy_,o (€, fn) = g(n), y entonces con (27),
fln)=3(n), Ynez.

La demostracion se completa usando el siguiente resultado que aunque plausible no es
para nada elemental:
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Teorema 4 Si la funcion h es continua sobre [—m, x|, h(r) = h(—m) y /ﬁ(n) = 0 para
todo n € Z, entonces h = 0.

Las condicién de diferenciabilidad del teorema 3 anterior no es necesaria para obtener
convergencia en media cuadratica. La demostracion del siguiente resultado excede los
tiempos disponibles para este curso.

Teorema 5 Si [ tiene media cuadrdtica (19) finita entonces la serie de Fourier de f
converge a f en media cuadrdtica, i.e.

y vale la identidad de Parseval Y, 1F(n)?2 = (2m)~1 ST @) de.

De aqui, el Teorema 2.4 anterior emerge como un corolario.

2.4.1. Funciones continuas a trozos

Considere una funcién f definida en (—m,7) tal que existen finitos puntos {t; : k =
1,2,-+- nfecon —m =:t, <ty <ty < -+ <t, <ty =7 tales que:

1. los limites laterales

f-(tx) == tm f(¢), fi(t) == lUm f(t)

- +
t—ty t—tf

existen y son finitos para cada k = 0,1,2,--- ,n + 1; donde f_(—7) := f(n) y
fi(m) = f(=m).

2. f es continua en cada uno de los intervalos (¢, tx+1) (K =0,1,--- ,n) y tiene alli un
nimero finito de puntos extremales.

Decimos entonces que f satisface las condiciones de Dirichlet. Observese que entonces los
limites laterales f_(t) := lim, ,;— f(s) y f+(t) = lim, ,;+ f(s) existen para todo t € [—m, 7]
y son ambos iguales a f(t) en aquellos ¢t donde f es continua. Asimismo, f es de médulo
integrable (13) y de médulo cuadrado integrable (19) y por ende los coeficientes de Fourier
de f estan definidos. Se tiene el siguiente resultado debido a Dirichlet:

Teorema 6 (Dirichlet) Si f satisface las condiciones de Dirichlet entonces

i fogt) L0 10

i 5 , te|-mm.

En particular, la serie de Fourier converge a f en todo punto donde f es continua.
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Hay varias variantes que modifican las condiciones de Dirichlet (hipétesis del Teorema
de Dirichlet). Se pueden considerar finitas discontinuidades infinitas pero la funcién debe
ser de médulo integrable en ellas. Se puede dispensar con la continuidad reemplazando
por acotacién en un nimero finito de subintervalos donde la funcién es monétonal®. Se
puede eliminar la condiciéon de que f tiene finitos puntos extremales pero entonces la
convergencia al promedio de los limites laterales es alli donde las derivadas laterales de
derecha e izquierda existen; al respecto ver el libro de Churchill y Brown citado en la
bibliografia.
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A. Foérmulas generales para intervalos arbitrarios.

Si f esta definida en el intervalo finito [a,b] (b > a) de largo L := b—a , los coeficientes
de Fourier son los nimeros
2m

F(n) = 7 /abexp (—mf) ft)dt, neZ.

La serie de Fourier (formal) correspondiente es

~ 2
Z f(n)exp <m%t) :
neZ

Si f toma valores reales esta serie se escribe también como

0 o 2 (2
% + ; {an cos <n%t> + b,, sin (n%t) } ,

b b
Ay = %/a f(t) cos (n%rt) dt; b, = %/a f(t) sin (n%rt) dt .

Observe que si f es periddica de periodo L entonces las integrales que expresan a los
coeficientes f(n), a, y b, son independientes del intervalo donde se integra siempre que
este tenga largo L.

con

Lema 3 Si ¢ definida en R es L-periodica entonces la integral fCC+L ©(t) dt es indepen-
diente de c.

Demostracion: Mostramos que cualquiera sea c, la integral es igual a la integral con
¢ = —L/2. Existe un tnico k € Z de modo que —L/2 < ¢+ kL < L/2; entonces

L2 c+kL L/2
/ p(t)dt = / o(t)dt +/ (t)dt .
—L/2 —L/2 c+kL

Pero, haciendo la substitucién de variables s =t + L, y usando la periodicidad
c+kL et (k+1)L e+ (k+1)L
[ etnde= [ = nas= [ s
—L/2 L/2 L/2
de modo que
L/2 et (k+1)L L/2 e+ (k+1)L

/ p(t)dt = / (s)ds + / p(t)dt = / o(t)dt .

_ L/2 c+kL c+kL
Haciendo la substitucion s =t — kL y usando la periodicidad

ct+(k+1)L c+L ct+L
/ p(t)dt = / o(s+ kL)ds = / o(s)ds. B

+kL

20



B. Teoremas de aproximacion y convergencia
Teorema 7 Si la funcion f definida [—m, 7| es continua y en t € (—m,m) los limites

P (DR (N (R DR (0)
h—0+ h—0~ h

existen y son finitos entonces la serie de Fourier de f evaluada en t converge a f(t).

La demostracién la damos en una serie de pasos. Los primeros son validos bajo hipéte-
sis que exceden o son variaciones de las del enunciado del teorema y pueden aplicarse en
muchos casos para obtener resultados analogos!!

Lema 4 Parat #0, Y, e* = % Ademds, lim,_ % =2n + 1.

Demostracion: Use la férmula de adicién de una progresién geométrica Z;’L:o 2= (1-
2" /(1 = 2) que implica 377 27 = (2 = 2"™) /(1 = z) con z = *". A

Obtenemos dos consecuencias inmediatas:

= 3 fwe =@t [ ebssatds

B " Ne o) e on sin((N £ 1/2)(t =),
_(277)/ (_Z a(t )d_Q /f (= 2)/2) ds ;

O sea

(25) Il (2m)- / £(s sm Sﬁ —é—;_/i))(ﬂ) s)) ds -

y, ya que ["_ey(t) = 2wl para t # 0,

(29) (27)! / : Sm(gl (El_/?)(/g D ogs =1

Si no diferenciamos entre f y su extension 2w-periédica a todo R (que puede introducir
una discontinuidad en multiplos enteros de 7), y usamos la periodicidad del integrando
n (28), estas dos identidades tienen como consecuencia

sin((N +1/2)x)

sin(z/2) ds

(30) f&) = fn(t) = 2m) 7t [7 (f(t) = f(t+2))

HCreo que esto se debe a Dirichlet.
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La estrategia para demostrar el teorema se basa en esta relacion y el siguiente andlisis
del integrando. Sea

SO —flt+z) fO—-flt+z) =
sin(x/2) x sin(x/2)

E(x;t) = r €R,

Ex(z;t) = F(i/2)¢(x;t)ex(x/2) , x €R.

Entonces, ya que

sin((N +1/2)a) = (=i/2) [en(@)er(2/2) — e_n(@)e_s(x/2)] .

tenemos

™ o ——— ————

f(t) = fn(t) = (27T)_1/ € (s t)en (@) + & (z;t)en(2)] = £ (5 ) (=N) + £ (5 1) (N)

—Tr

si las funciones . (-;t) admiten coeficientes de Fourier lo que serd el caso si £(+;t) los
admite. jPero estos coeficientes de Fourier tienden a 0 cuando N — oo!

Fijemos t € [—m, 7| y veamos que &(+;t) es de mddulo integrable y de médulo cuadra-
do integrable sobre [—m, w]. Tomemos € > 0 lo suficientemente chico para que —m + € <
t <7 — ey consideremos en un entorno de radio € de x = 0 a la funcién x — g(z) =
(f(t)— f(t+z))/x que es continua en [—e, €] fuera de x = 0. Por hipdtesis sobre los limites
laterales desde la izquierda y derecha del cociente diferencial, tanto |g;| como |g;|? son in-
tegrables en [—¢,0] y en [0, €] y por ende en [—e¢, €]. Fuera del intervalo [—¢, €], la funciones
lg:| v |g¢|* son integrable como producto de la funcién continua de médulo y médulo cua-
drado integrables x — f(t) — f(t + x) y la funcién continua x +— 1/x que es de médulo y
modulo cuadrado integrables. La funcién = — x/sin(x/2) es continua en todo el intervalo
[—m, 7] ya que sin(x/2) no se anula alli salvo en = 0 y se tiene lim, o z/sin(z/2) = 2.
Pero entonces &(x;t) = ¢y(x)x/sin(z/2) es de médulo y de médulo cuadrado integrables
en [—m,7|. Lo mismo es el caso para &i(+;t) pues e/stﬁ funciones son producto de £ con

una funcién continua. Los coeficientes de Fourier £.(+;t)(n) estdn bien definidos y por el
Lema de Riemann-Lebesgue (22) que se dedujo del Teorema 1 cuyas hipdtesis satisfacen
£+(+;t). Esto completa la demostracién del teorema.

Teorema 8 (Teorema de Aproximacion) Sea f es continua sobre el intervalo [—m, 7] y
e> 0.

1. existe un polinomio trigonométrico P tal que || f — Pll2 <e.

2. st f(m) = f(—m), existe un polinomio trigonométrico P tal que |f(z) — P(x)| < €
para todo x € [—m, .
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Demostracion: Demostramos primero la segunda afirmacion. Por la continuidad existe
d > 0 tal que |f(t) — f(s)| < €/4 cuando |t —s| < 0. Si 27/J es entero reemplace &
por algo mas chico tal que ese cociente no sea entero. Con t, = —m, sea t;, = t, + ko
para k = 1,2,--- /N — 1 donde N — 1 es el mayor nimero natural menor a 27/0; sea
ty = . Entonces —m =1, <t; <ty <--- <ty = m es una particion del intervalo. Todo
t € [—m, 7] pertenece a exactamente uno de los intervalos [t,tr+1) lo que nos permite
definir

g(t)=f(tk>+f(tk+l)5_f(tk) (t—tg) , t <t<tg, k=0,1,2---N—1.

La construccién garantiza que ¢ es continua y tiene derivada continua y constante en cada
uno de los intervalos (tx,tx+1) parak =0,1,2,--- | N—1. Ademads g(7) = f(7w) = f(—mn),
por lo tanto g satisface las hipdtesis de la primera proposicién y existe entonces K € N
tal que |g(t) — gk (t)| < €/2 para todo t € [—m, ]. Pero, para todo t se tiene ¢ € [ty, tgi1)
con algin k y entonces

1)~ (0] = 1) — f(t) — Ll I g

< |f(t) _f<tk)| + |f<tk+1) — fé(tk” |t_tk| < §l+

ya que [t —tg] <0y |tkr1 — tx| = 0. Pero entonces

[F(8) = g ()] < [f(E) — 9] + 19(t) — gx (B)] = €.

=€/2,

B~

Pasamos a la primera afirmacién. Si f(—n) = f(7) entonces tomamos un polinomio
trigonométrico P tal que |f(z) — P(z)| < €. Entonces

™

I£ = PI3=1/2m) [ 15(0) - POP e < .

—T

Si f(—m) # f(m) sea C' el maximo valor de | f(x)| en nuestro intervalo. Sea 6 > 0 tal que
§ < min{me?/(8C?),2r}. Definamos

N0 , TrStSmod
h(”"{f(w—m@(t—wﬁ , mod<tsm

Claramente h es continua y satisface h(m) = h(—m) de modo que apelando a la segunda
afirmacion, hay un polinomio trigonométrico con ||h — P||y < €/2. Estimamos

™ m

I = hlE = (1/2m) [ 1) = hoP e = (1/2m) [ 15(0) ~ ho) e

-7 T—0
Ahora, en el intervalo [1—§, 7], h es el segmento de recta que une los puntos (7—4, f(r—0))
con (m, f(—m)) y se tiene f(—m) < h(t) < f(m — ) o bien f(m —9) < h(t) < f(—7)y
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en todo caso —C' < h(t) < C o sea: |h(t)] < C. Por lo tanto, en este intervalo, usando la
desigualdad
(z+y)? <22 +2y° <= (z—y)*>0

valida para reales z,y, obtenemos
[f(t) = h(®)* < 2| f(O)F +2[a(1)]* < 4C2.

Entonces
If = hll3 < 4C%5/(2m) < €/4;;
de modo que
If = Pllz < If =hllz+|h—=Pl2<e€.

Teorema 9 FEl sistema {ey : k € Z} es completo. Para toda funcion f de mdédulo cua-
drado integrable su serie de Fourier converge a f en media cuadrdtica.
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