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TITULO: Fundamentos mateméaticos de la mecanica cuantica

ANO: 2019  [CUATRIMESTRE: 2°  |N° DE CREDITOS: 3 |VIGENCIA: 3 afios
CARGA HORARIA: 60 horas.

CARRERAIS: Doctorado en Fisica

FUNDAMENTOS

Desde un punto de vista matematico la mecanica cuéntica tiene una estructura basica muy
simple: operadores lineales sobre un espacio vectorial complejo. Dejando aspecios
epistemoldgicos e interpretativos asi como el contenido fisico en si, para sistemas cuanticos
finitos los problemas gue se plantean resultan ser aplicaciones del élgebra lineal. Para
sistemas ‘continuos', como particulas con finitos grados de libertad espaciales, el algebra
lineal se complica porque el espacio vectorial (que alberga los estados) es de dimension
infinita y los operadores relevantes son naturalmente discontinuos (y no acotados). En el
ambito de teorfas cuanticas de sistemas con infinitos grados de liberiad —como en la
mecdanica cuéntica estadistica y las teorfas cudnticas de campos— aparecen naturalmente
algebras de operadores (C*-algebras y algebras de von Neumann).

Después de haber estudiado los cuatro o cinco problemas llamados exactamente solubles del
repertorio cuantico y con dominio de la gimnasia de bras y kets y conocimientos rudimentarios
de las propiedades —mayormente propiedades algebraicas— de los operadores se puede
hacer mecéanica cudntica productiva e incluso creativa. Y los libros introductorios hacen eso y

no mucho mas.

El curso pretende ahondar en las complicaciones y sutilezas mateméaticas relevantes y, sobre
todo, analizar cémo se espejan en el formalismo las propiedades revolucionarias y anti
intuitivas de esta teorfa fisica. Después de presentar el formalismo basado en espacios de
Hilbert y operadores lineales sobre estos espacios como fue desarrollado, basicamente, por J.
von Neumann en su libro de 1932, nos ocupamos de describir los aspectos mas relevantes de
la teoria de representaciones unitarias proyectivas de grupos. Discutimos en especial aigunos
grupos relevantes como el grupo de rotaciones en tres dimensiones y el grupo de Galileo
(relevante en la teorfa cudntica no relativista). Luego pasamos a la version algebraica de la
mecanica cudntica (también desarrollada por von Neumann). Aqui el tratamiento sera
meramente introductorio y descriptivo tratando de introducir las ideas bésicas y algunos
resultados fundamentales. Introducimos y estudiamos mapas completamente positivos
{objetos fundamentales en la teoria de la informacién cuéntica) y analizamos la descripcion
dinamica de sistemas ‘abiertos'. El tratamiento matematico es una riquisima area del analisis
funcional que excede completamente los conocimientos de los interesados en este curso. Por
altimo, pasamos a la descripcién de la estructura matematica del "espacio’ de los esiados de
una teoria cuantica enfatizando la estructura convexa. Estudiamos sistemas cuanticos
compuestos y sus estados ‘separables' y entrelazados.

OBJETIVOS
Conocer y manejar el arsenal matematico necesario para discutir problemas de de mecanica
cuantica de manera precisa. O en términos més operativos: eligiendo al azar una pagina de
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cualquiera de los tomos del libro "Quantum Mechanics' de A. Galindo y P. Pascual, entender lo
que alli se dice.

PROGRAMA

Unidad 1: Espacios de Hilbert

Producto escalar, ortogonalidad, Teorema de Pitdgoras, Cauchy-Schwarz, propiedades
caracterfsticas de la norma asociada con el producto escalar. Subespacios, proyecciones,
complementos y complemento ortogonal. Convergencia y completitud. Conjuntos abiertos y
cerrados. Cierre. Conjuntos densos y totales.

Continuidad. Espacios de Hilbert. Teorema de la proyeccién. Funcionales lineales continuos 'y
Teorema de Riesz. Ejemplos. Bases, sistemas ortonormales, hases ortonormales y
dimensién. Dimension finita vs. dimension infinita. Producto tensorial de espacios de Hilbert.

Unidad 2: Operadores lineales sobre espacios de Hitbert

Definiciones y propiedades bésicas. Operadores acotados y continuos. El adjunto.
Operadores normales, unitarios, auto-adjuntos; proyectores y ortoproyectores, Operadores
positivos: su raiz cuadrada. Operadores isométricos y parcialmente isométricos.
Descomposicién polar. La funcién exponencial.

Operadores en dimension finita: Matrices y toda esa vaina. Operadores compactos y su
Teorema espectral. La traza de un operador. Operadores trazables. Operadores de
Hilbert-Schmid. Otros ideales bilateros. Operadores no acotados. Operadores cerrados y
cerrables. El adjunto de un operador densamente definido. El espectro de un operador
cerrado. Operadores hermiticos y autoadjuntos. Teorema espectral. Principio Mini-Max y
Maxi-Min para operadores autoadjuntos semi- acotados. & Qué es un operador autoadjunto?
Grupos monoparamétricos de operadores unitarios. Teorema de Stone- von Neumant.

Unidad 3: Representaciones unitarias de grupos

Representaciones unitarias vectoriales y proyectivas. Grupos de Lie. Los generadores y su
relevancia ffsica como observables basicas. Sobre las representaciones del grupo de Galileo
(mecanica cuantica no relativista). Otros grupos relevantes.

Unidad 4: Algebras de operadores

L a *-algebra B(H) de los operadores de un espacio de Hilbert H en si mismo. La estructura
algebraica y topol6gica. Las topologias relevantes. Un teorema de convergencia monétona.
Sub-algebras conmutativas. El reticulo orto-modular de orto-proyectores (hacia una “quantum
logic’). jLos automorfismos son interiores! Los productos tensoriales B(H) ® B(K).
Funcionales lineales positivos. Su continuidad y teoremas de representacion. Mapas *-lineales
de B(H) en B{K). Homomorfismos, isomorfismos, endomorfismos. Mapas positivos, n-positivos
y completamente positivos. Estructura y representaciones. Semigrupos mono-parametricos de
mapas completamente positivos. Su estruciura en caso de dimension finita (Generador de
GKS-L). C*algebras y W=algebras. Funcionales lineales positivos. Teoremas de
representacion. Algebras de von Neumann. Descomposicion (baricéntrica) de estados mixtos
en extremales (puros). Teorias fisicas en version algebraica. La dualidad observables /
estados (Schroedinger y Heisenberg).
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Unidad 5: La estructura del espacio de estados de una teoria cuantica

Estados = funcionales lineales positivos adecuadamente continuos. Estructura convexa.
Puntos extremales (estados puros 0 vectoriales). Mezclar y descomponer (analogias y
diferencias con medidas de probabilidad). Simplices. El espacio de los estados de un spin 1/2.
Mezclar y descomponer estados. Tortas cudnticas vs. tortas clsicas. El caso de dimension
finita. Estados déhilmente continuos o c-aditivos. Representacion via operadores densidad.
Soportes. Propiedades generales. Evolucion dindmica reversible. Entrelazamiento de estados.
Caso de estados puros. Entrelazamiento en general, Criterios necesarios y criterios
suficientes. Un zoolégico del entrelazamiento. Entrelazamiento y evolucién dinamica.

PRACTICAS
Ejercicios y problemas sobre temas tratados en clases.

BIBLIOGRAFIA
Operadores lineales sobre espacios de Hilbert:

La bibliografia avanzada sobre la mecanica cuantica y su formalizacién en base a operadores
lineales sobre espacios de Hilbert es copiosa. No estoy muy familiarizado con aguelio escrito
en castellano. El libro de A. Galindo y P. Pascual (Quantum Mechanics | & lI, Springer-Verlag
1990 & 1991) presenta a la mecanica cuantica de manera inteligible, mateméaticamente
rigurosa y muy completamente (es traduccion del castellano cuya edicion esta agotada). Para
un lector mas matematizado estan los libros de B.C. Hall (‘Quantum Theory for
Mathematicians', Graduate Texts in Mathematics, Springer 2013); de W. Thirring ("Quantum
Mathematical Physics: Atoms, Molecules and Large Systems', 2nd edition, Springer 2013) y
de V. Moretti {Spectral Theory and Quantum Mechanics: Mathematical Foundations of
Quantum Theories, Symmetries and Introduction to the Algebraic Formulation’, 2nd edition,
Springer 2018).

Por el lado de la matematica, recomiendo a T, Kato: “Perturbation Theory for Linear Operators’
(Springer 1976), que contiene introducciones a la teoria de operadores en dimension finita
primero, y luego en dimension infinita ademas del grueso de la teorfa espectral,

Mis libros preferidos sobre operadores sobre espacios de Hilbert son los de Joachim
Weidmann y estan en aleman, salvo uno traducido: “Linear Operators in Hilbert Spaces’
(Graduate Texts in Mathematics, Springer 1980). También de Weidmann es ‘Spectral Theory
of Ordinary Differential Operators' (Lecture Notes in Mathematics 1258, Springer 1987), tema
que no profundizaré en este curso pero resulta una buenisima manera de empezar a entender
las sutilezas de la teoria espectral.

Después estén los clasicos de M. Reed y B. Simon “Methods of modern mathematicat physics'
en cuatro volimenes (publicados por Academic Press; | Functional Analysis, il. Fourier
Analysis, Self-Adjointness, Hl. Scattering Theory, V. Analysis of Operators.) que son
enciclopédicos y son la eleccién ideal para consultar 1o que se sabe cuando uno se topa con
un probiema (pero quizas no los mas adecuados para aprender).
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Representaciones unitatias de grupos:

Un area de la matematica muy desarrollada con mucha bibliograffa. Lo que se presenta en
este curso es basico y no excede demasiado a lo gue se discute en los libros de
Galindo-Pascual, Hall y Moretti ya mencionados.

Para matematicos: un tratamiento mas analitico que algebraico del caso de grupos finitos y
grupos compactos es B. Simon “Representations of Finite and Compact Groups' (Graduate
Studies in Mathematics Vol. 10, American Math. Soc. 1996).

Algebras de operadores:

Los libros de Thirring y Moretti presentan infroducciones a los métodos de &lgebras de
operadores en mecanica cuéntica. Sobre todo en mecénica cuantica estadistica y teoria
cuantica de campos. El libro de H. Primas *Chemistry, Quantum Mechanics and Reductionism’
(Springer, 2nd edition 1983) presenta estos (Y muchos otros) temas de manera unificada,
critica y general.

La bibliografia matematica es también copiosa y no sera necesario desmenuzarla aqui. Sélo
menciono el primer volumen del libro de O. Bratteli y D.W. Robinson ("Operador Algebras and
Quantum Statistical Mechanics T, Springer 1979).

La estructura del espacio de estados de una teoria cuantica:

No puedo dar agui referencias basicas. Los temas que discutiré estan desperdigados en la

literatura.
Mi anica —y valiosa— referencia aqui al tema del entrelazamiento de estados cuénticos es el

articulo de los Horodecki (R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki, K. Horodecki: Quantum
entanglement. Rev. Mod. Phys. 81, april-june 2009).

MODALIDAD DE EVALUACION

Un coloquio sobre la tematica abordada.

REQUERIMIENTOS PARA EL CURSADO

Conocimientos de anélisis matematico Yy algebra lineal. No es indispensable estar
familiarizado con la mecénica cuéntica ni a nivel de pregrado; pero ayuda, No entraremos en
las sutilezas de espacios L"2 y no sera necesaria la teorfa de integracién moderna (teoria de

la medida).
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