ELEMENTOS DE FUNCIONES COMPLEJAS Segundo cuatrimestre de 2019

PRACTICO 8
Transformaciones de Mobius

1. Consideremos la trasformacién de Mobius T'(z) = (14 2)/(1 — 2).

(a) Escribir la inversa de T'.
(b) Mostrar que T lleva la regién dada por |z| < 1 sobre la regién Re z > 0, |z| = 1 sobre
{z: Rez =0} U{oo} y |2z] > 1 sobre Rez < 0.

2. Probar que la inversa de una transformacién de Mobius y la composicion de dos transfor-
maciones de Mo6bius, son transformaciones de Mobius.

3. Encontrar trasformaciones de Mobius que lleven:

(a) 1,4,—1 en 1,0, —1 respectivamente.
(b) 1,7,—1 en —1,4, 1 respectivamente.
4. Sean z1, 29, z3 tres nimeros complejos distintos.
(a) Probar que hay una tnica transformacién de Mébius T tal que T'(z1) = 0, T'(22) =1
y T'(z3) = 0.

(b) Probar que el enunciado anterior sigue valiendo si alguno de los puntos z1, z2 0 23 es
igual a oo.

(¢) Probar que dadas dos 3-uplas de puntos distintos del plano extendido C, (21, 22, 23)
y (wi,wq,ws), existe una tnica tranformacién de Mobius 7' con T'(z;) = w;, para
i=1,2,3.
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5. Sean T'y S las transformaciones de Mébius dadas por T'(z) =

(a) Probar que T'(Ry) = Ry si y sélo si podemos elegir a, b, ¢, d reales.
(

b) Dar condiciones necesarias y suficientes para que T(S!) = S'.

(d) Probar que T' = S si y sélo si existe A € C no nulo tal que (‘; Z) =\ (‘Z,/ Z’,) .

)
)

(c) Dar condiciones necesarias y suficientes para que T'(D) = D.
)

(e) Si z1, 2o son puntos fijos de T, probar que S~!T'S tiene puntos fijos S~1z1, 5 1 2s.

6. Sea T una transformacién de Mobius. Probar que:

(a) T tiene a 0y a oo como sus unico puntos fijos si y sélo si T es una dilatacién distinta
de la identidad.

(b) T tiene a oo como su unico punto fijo si y sélo si es una traslacién distinta de la
identidad.

(c) T satisface T(0) = oo y T(00) = 0 si y sélo si T(z) = az~! para algin a € C*.



