Ejercicio 3: Sean A1, As, ..., A, subconjuntos de un conjunto referencial /. Probar por
induccién que:

(a) (A1nN---NA,) =ATUASU---UAS
(b) (A4U---UA,)=AfNASN---NAS.
Solucion:

(a) Caso base: como es una afirmaciéon que hay que probar para todos los naturales, el caso
base es n = 1, que en este caso se satisface trivialmente, ya que vale la igualdad A = AfS.
(Notemos también que el caso n = 2 lo sabemos gracias a la Ley de Morgan, vista en
el cursillo). Paso iductivo: Supongamos que la afirmacion es valida para k, es decir, que
(AiN---NAE)°=ATUASU---UAf (donde k es ahora un nimero fijo) y veamos que vale
para k+1. Es decir, quiero ver que se satisface que (A1N---NAg41)¢ = AJUASU---UAL ;.

Para ver la igualdad deseada, vamos a comenzar por el miembro izquierdo y mediante
operaciones validas llegaremos al miembro derecho.

(A1 NN Apgr)® = (AN N Ap) N Apy1)® = (AN NAR)C U Af, por la Ley
de Morgan (tomando A = (A1 N...NAg) y B = Agy1). Ahora, por hipdtesis inductiva,
tenemos que (A1 N...NAL) UAL | = ATU---UAFUAf | v por lo tanto

Ejercicio 8: Demostrar por induccién que las siguientes igualdades se verifican para todo
n € N:

) D (ar+br) =Y ar+ Y b
k=1 k=1 k=1

n
) Z cap = ¢ Z ag : C es constante.
k=1 k=1

Solucién: En este ejercicio no usaremos la letra “k” como en el ejercicio anterior, ya que dicha
letra es utilizada para el indice de la sumatoria. Entonces, para la resolucién usaremos en su
lugar la letra “m”

(a) Caso base (n =1):

1 1 1
Zak+bk )=a1+b = Z“lﬂLZbk
k=1 k=1 k=1

Paso inductivo: Suponemos que la afirmacién es valida para un m natural (fijo) (esta es
la hipdtesis inductiva), queremos que valga para m + 1. Por definicién de sumatoria se
tiene que

m+1

m
> (ar +bk) =D (ak + bi) + (amt1 + bms1)-
k=1 k=1




Por hipétesis inductiva (en el primer paso de la ecuacién de abajo), se tiene que

m m m
> (ak + i) + (@met 4+ bmg1) =D ak + > b + (@mg1 + bng)
=1

k=1 k=1
m m
= (Z ap + am+1) + (Z b + bm+1>
k=1 k=1
m—+1 m—+1

= Z ag + Z b
k=1 k=1

Luego,
m—+1 m—+1 m+1

> (ak +by) = Zak-FZbk,
k=1

que es lo que queriamos ver. Por lo tanto la afirmacién es vélida para todo n € N.
(b) Caso base (n =1):
1 1
ank = cay1 = cZak
k=1 k=1
Paso inductivo: Suponemos que la afirmacién es véilida para un m natural (fijo) (esta es

la hip6tesis inductiva), queremos que valga para m + 1. Por definicién de sumatoria, se
tiene que

m+1

Z ca = Z cay + Clmi1.

Por hipétesis inductiva, se tiene que
m m
Sear =3 a
k=1 k=1

Luego, combinando las dos igualdades se llega a que

m+41 m+1

ZCak—czak+cam+l—C<Zak+am+l> —Czak,

donde la segunda igualdad vale por el axioma de distribucién y la tltima igualdad vale por
definicién de sumatoria. Mirando los extremos de la igualdad se prueba lo que queriamos
ver. Por lo tanto la afirmacién es valida para todo n € N.

Ejercicio 11: Probar las siguientes afirmaciones usando induccién en n:

(a) 2n —1<n? ¥neN

(c) n*<3", VneN,n>3




(a)

Queremos ver que 2n — 1 < n? Vn € N (y lo queremos probar por induccién). Como el
numero mas chico para el cual queremos probar la afirmacion es el 1, entonces este serd
nuestro caso base.

Caso base: 2-1—-1=2-1=1<12 Luego, 2-1-1< 12

Paso inductivo: Supongamos que la afirmacién es vélida para un k& (HI) y veamos que
entonces valdra para k + 1. Es decir, suponiendo que es cierto que 2k — 1 < k? queremos
probar que 2(k + 1) — 1 < (k + 1)2. Para esto, es muy comiin partir del lado izquierdo de
la inecuacién que queremos probar y vamos a llegar al lado derecho (usando en el medio
la HI y siempre los simbolos = 6 <)

2k4+1)—1=2k+2—-1=2k—1)+2<k* +2,
(Nota que al dltimo estamos usando la HI). Luego, continuando tenemos que
B2 42<k?+2k<k?+2k+1=(k+1)°
Luego,
20k +1) -1 < (k+1)?
Por lo tanto, como hemos verificado que se cumple el caso base y que vale el paso inductivo,

entonces ahora la afirmaciéon es cierta para todo n € N.

Queremos que n® < 3" para todo n > 3. Como el ntimero mas chico para el cual queremos
probar la afirmacién es el 3, entonces este serd nuestro caso base.

Caso base: 3% < 33 (se verifica trivialmente)

Paso inductivo: Supongamos que la afirmacién vale para k y veamos que se cumple para
k + 1. Es decir, quiero ver que se cumple que (k + 1)3 < 3¥+1 asumiendo que vale que
k < 3k (HI) (donde ahora el k es un niimero> 3 arbitrario fijo)

() k+1)P =k +3k2 +3k+1 <3  +3k2 +3k +1

Veamos ahora lo siguiente:

(1) 3k2 < 3F
(2) 3k+1 <3k

Queremos probar esto porque si estas dos nuevas afirmaciones fuesen ciertas, entonces
volviendo (%) tendriamos que:

(k+1)2 <38+ 3k 43k +1

<3F 43k 4 usando (1)
<3k 3k 4 usando (2)
= 3.3k = 3ktl

Luego, mirando los extremos tenemos que

(k _I_ 1)3 S 3k+1




Por lo tanto, basta verificar (1) y (2). Veamos (1):
32 < k-k* =k < 3F,

donde en la primera desigualdad usamos que 3 < k y en tltima usamos la HI. Ahora
veamos que vale (2):

3k4+1<3k+3=3Kk+1)<3(k+k)=3-2-k<3-k-k=3k<3F

donde en la tdltima desigualdad usamos que vale (1). Luego, vimos lo que restaba probar
y queda asi resuelto el ejercicio.




