PRACTICO 1, EJERCICIOS RESUELTOS Algebra I
CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES 2020, FaMAF - UNC

e Ejercicio 10: Lo primero a tener en cuenta al resolver este ejercicio, es lograr identificar
de manera clara, en cada caso, cuales son mis hipdtesis y que es lo que se debe probar.
(=) Asumamos que P(A) C P(B), en este caso uno debe probar que A C B.

Para lograr esto, primero veamos que significa la proposiciéon
"P(A) C P(B)”
Notar que por definiciéon de ”C” esto signfica que
X e P(A) = X € P(B). (1)

Por otro lado, teniendo en cuenta que el conjunto de partes P(A) es el conjunto formado
por todos los subconjuntos de A. Entonces (1) es equivalente a

XCA= X CB. (2)

Es decir que todo subconjunto de A es un subconjunto de B. Claramente A C A, entonces
A C B por (2), como queriamos demostrar.

(<) Ahora asumamos que A C B, en este caso uno debe probar que P(A) C P(B).
El argumento anterior, nos dice que, basta probar que todo subconjunto de A es un
subconjunto de B.

Sea X C A, por hipétesis A C B. Dada que la relacion ”C” es transitiva, tenemos que
X C B. Por lo tanto P(A) C P(B).

e Ejercicio 12: Vamos a probar que las dos primeras afirmaciones implican la tercera.

Notar que la afirmacién: ”No todos los estudiantes de matematica de la facultad
son argentinos” es equivalente a "Hay estudiantes de matematica de la facultad
que no son argentinos”.

Asi como también la afirmaciéon "No todos los estudiantes de matematica de la
facultad toman mate” es equivalente a "Hay estudiantes de matematica de la
facultad que no toman mate”.

La primer afirmaci6 nos asegura que hay al menos un estudiante, llamesmole ” Adan” de
matematica de la facultad que no es argentino.

Notar que tenemos dos casos:

(a) Adan no toma mate.
(b) Adan toma mate.

Si Adan no toma mate, entonces logramos probar la tercer afirmacién ya que Adan es
estudiante de matematica de la facultad.

Veamos que la sentencia ” Adan toma mate” no se puede dar. Asumamos que si se da
y lleguemos a la contradiccion. Si Adan tomara mate, ya que no es argentino la segunda
afirmacion implica que Adan no es estudiante de matematica llegando a una contradiccién
ya que Adan si es estudiante de matematica. Por lo tanto Adan no toma mate, como
queriamos probar.

e Ejercicio 14: En esta clase de ejercicios uno esta tentado a usar elementos para probar las
inclusiones. Sin embargo, este no es el caso ya que tomar elementos suele facilitar la prueba
de propiedades mas simples como por ejemplo: la propiedad conmutativa, asociativa, dis-
tributivas y leyes de Morgan de "U” y ”MN”. En este ejercicio, para evitar equivocaciones
y sobrecarga de notacién, es mejor usar las propiedades de conjuntos anteriormente nom-
bradas.
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(a)

Hay que tener en cuenta que AAB = (A—B)U(B—A) y que ademds A— B = ANBC.
Luego, obtenemos que

A—(AnB)=4an((A-B)u(B-4)
Por "Ley de morgan” y debido a que (X€¢)¢ = X, obtenemos que
AN ((A—B)U(B—A))c = An((AnBo N (BnA’))
= AN ((A%B)m(B%A))
Como la propiedad ”N” es asociativa y conmutativa, entonces
AN ((ACUB)H(BCUA)> = (Am(BCUA)) N (A°U B),

Notar que en general X C X UY y por otro lado, si X C Y, entonces XNY = X. En
conjunto, esto nos dice que X N (X UY) = X. Luego, tenemos que AN (B°UA) = A
y entonces

(AQ(BCUA)>ﬂ(ACUB):Aﬁ(ACUB)

Por la propiedad distributiva y teniendo en cuenta que )U X = X para todo conjunto
X, obtenemos que

AN(A°UB)=(ANAYUANB)=0U(ANB)=ANB

como queriamos demostrar.

Supongamos que A C B, debemos probar que A A B = BN A°. En este caso, en
vez de usar la definicion de "/A” que usamos en el item anterior, vamos a usar su
equivalente

AANB=(AUB)—-(ANB),

notar ademds que la hipdtesis A C B implica que AUB = By AN B = A. Teniendo
en cuenta B — A = B N A¢ obtenemos que

(AUB)—(ANnB)=B—-A=BnNA"

como queriamos probar.

A diferencia del ejercicio anterior en los cuales uno partia de un lado de la igualdad
de conjuntos y llegaba al otro a traves de manipulaciones conjuntistas al otro lado de
la igualdad, en este ejercicio se recomienda desarrollar ambos lados de la igualdad y
encontrar un punto intermedio donde ambos lados coincidan.

Con esto en cuenta, primero consideremos "A N (B A C)”, luego
ANBAC)=AN((B-C)U(C—B))=An ((BmCC)u(CmBC))

Por propiedad distributiva y asociativa obtenemos A N ((B NCeu(Cn BC)) =
(ANBNC°U(ANCN B°). Por lo tanto

AN(BAC)=(ANBNC)UANCNB). (3)
Por otro lado, si partimos de (AN B) A (AN C)” obtenemos

(ANB)A(ANC) = ((AmB)—(AmC))u((AmC)—(AmB)). (4)
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Consideremos "(A N B) — (AN C)”, usando ley de Morgan, propiedad de ”—", dis-
tributividad y asociatividad obtenemos

(ANB)—(ANC) = (ANB)N(ANC)® = (ANB)N(A°UCT) = (ANBNA®)U(ANBNC®),

ahora bien teniendo en cuenta que AN A =0, 0NX =0y DU X = X obtenemos
que

(ANBNAYUANBNCY) =(BNO)U(ANBNC) =0U(ANBNC° =ANBNC*
Es decir, (AN B) — (ANC) = AN BNC¢, de la misma manera se puede probar que
(ANC)—(ANB)=ANCnB.

Por lo tanto, por (4) obtenemos que
(ANB)A(ANC) = ((AmB)—(AmC))u((AmC)—(AmB)) = (ANBNC®)U(ANCNB®)

Claramente, esta tltima expresién coincide con la expresién de la derecha de (3).
Como la igualdad es una relacion transitiva obtenemos que

AN(BAC)=(ANnB)A(ANC)

como queriamos probar.

Basta usar distributividad y propiedad de la operacién ”—". Procediendo del lado
izquierdo de manera similar a los items anteriores se puede llegar sin mucha dificultad
al lado derecho.

k)

Basta usar la propiedad del ”—" asi como también las propiedades conmutativa y

asociativa de "N”.

Asumamos que A C B, debemos probar que B¢ C A¢. A diferencia de los ejercicios
anteriores, para este ejecicio vamos a proceder a la logica, de dos maneras distintas .

Por definicién del complemento y ”C” hay que probar que
r¢B=x¢A

Llamemos p a la proposicién z € A y sea ¢ la sentencia z € B. Notar que la hipétesis
A C B en términos légicos no dice que p = ¢, ahora bien teniendo en cuenta que las
tablas de verdad de las proposiciones "p = ¢” y "~ q¢ =~ p” coinciden (ver ejercicio
11). Entonces, ambas afirmaciones son equivalentes, en este caso obtenemos que
A C By B¢ C A€ son afirmaciones equivalentes, es decir no sélo vale la implicacién,
hemos probado por tanto que

AC B<«= B°C A"

Como queriamos probar.

Ahora bien este ejercicio también podria ser resuelto usando otra herramienta logica
muy util lamada ”reduccién al absurdo”, esta nos dice que si quiero probar una impli-
cacién del tipo P = @, lo que puedo hacer es asumir la falsedad de esta proposicion y
llegar, a una contradiccién 6 a un absurdo (recordar que ~ (P = Q) = PA(~ Q)), los
absurdos mas usuales hasta este punto van a ser que "0 = 1”7 6 que hay elementos en
el vacio por ejemplo. Por lo tanto veamos, como aplicarlo en nuestro caso entonces
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()

asumamos que A C B recordar que queriamos probar que B¢ C Ay que esto es
equivalente a
r€ B =uxe A

asumamos que esta implicacién es falsa por lo tanto existe © € B y x ¢ A€, por
definicién del complemento, x & A€ es lo mismo que x € (A°)¢, teniendo en cuenta
que (A°)¢ = A obtenemos = € A. Por hipdtesis A C B, entonces z € B, por lo tanto

(reB)AN(ze€B)=xe(B°NB)=z¢€l

lo cual es absurdo, ya que el conjunto vacio no tiene elementos.

La hipédtesis C' C A, nos permite usar el item (b) para obtener A A C = AN C°.
Usando distributividad del lado derecho de la igualdad junto con lo anterior dicho se
puede llegar rapido al lado izquierdo de la igualdad.

El item (c¢) nos da una expresion de AN (B A C). Usando la hipétesis ANC = () es
vacio en algunos pasos se llega desde el lado izquierdo al lado derecho de la igualdad.

e Ejercicio 17: A diferencia que en el ejercicio 14 donde en la mayoria de los items probamos
las igualdad de conjuntos via manipulaciones conjuntistas, en este ejercicio conviene ir
usando la definicién de la contencién y la légica debido a que las propiedades a probar en
este ejercicio son mas ”primitivas”. Recordemos que

(a)

(d)

XxY={(z,y):ze XNyeY}

"(AUB) x C = (Ax C)U (B x ()", partiendo del lado izquierdo

(,y) e (AUB)x C <=z (AUB)ANye(C <= (r€ AVze B)AyeC.
Teniendo en cuenta la propiedad distributiva de A respecto de V, obtenemos

(e AVeeB)ANyeC<«<= (rc ANyeC)V(zxe BAye ().

Por definicién de ” x” obtenemos

(reANyeC)V(reBAye ()~ ((az,y)eAxC) V((m,y)EBxC).
Usando la definicién de la unién

((:c,y) € Ax c) v ((a:,y) € B x c) — (2,y) € (Ax C)U (B x O).
Por lo tanto
(x,y) € (AUB) x C <= (z,y) € (Ax C)U (B x C),

es decir (AUB) x C = (A x C)U (B x C) como querfamos probar.
Proceder de igual manera que en (a).

En este ejercicio hay que proceder igual que en los anteriores, teniendo en cuenta que
para que (z,y) € X x Y entonces o bien z ¢ X 6 y ¢ Y (ley de morgan).

Se pueden usar los items anteriores para resolver este caso.



