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Capitulo 1

Espacios Topoloégicos

El objetivo de la topologia es poder generalizar nociones que tenemos sobre el
conjunto de numeros reales a conjuntos abstractos. El objetivo “ideal” seria el de
poder clasificar espacios topoldgicos, esto es decir si dados dos de estos objetos,
poder saber si son “iguales” o no lo son. Comencemos por recordar algunas delas
propiedades que tienen los numeros reales. Al hablar de los nimeros reales, no
solamente tenemos en mente el conjunto, sino que también la nocién de poder decir
si dos cosas estdn cerca o no, esto viene dado por la funcién valor absoluto. Si
a,b € R, en general definimos su distancia como

d(a,b) = |a —b|.

Ademds, en andlisis vimos que dentro de el conjunto de los nimeros reales existen
varios subconjuntos que juegan un rol preponderante, a saber los intervalos. Recor-
demos que el intervalo (a,b) se define como {z € R : a < 2 < b}. A partir de estos
conjuntos, pudimos definir la nocién de un subconjunto abierto en R.

DEFINICION. Un conjunto U C R se dice abierto si para todo z € U posee
un intervalo que contiene a = y estd contenido en U, o sea, existe € > 0 tal que
(r—e,x+¢€) CU.

Los abiertos de R satisfacen dos propiedades muy importantes (que dejamos al
lector que verifique), a saber:
= La unién arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.
= La interseccién finita de conjuntos abiertos es abierto.
= El conjunto vacio () es abierto, y R también lo es.
En general no es cierto que la interseccién arbitraria de conjuntos abiertos también
lo sea.

EJEMPLO 1. Si U, = (—=1/n,1/n), para n € N, es ficil ver que estos conjuntos
son abiertos, pero su interseccién N,enU, = {0}, que no es abierto.

A partir de la nocién de intervalos en R (o conjuntos abiertos), podemos estu-
diar muchas propiedades importantes, como definir funciones continuas, limites de
sucesiones, clausuras, etc. El objetivo es poder generalizar esto a conjuntos arbitra-
rios.

DEFINICION. Sea X un conjunto cualquiera. Una topologia en X es una colec-
ci6én de subconjuntos T de X (o sea es un subconjunto del conjunto P(X) de partes
de X) que satisface las siguientes propiedades:

1. 0ed.

2. X 7.

3. Unién arbitraria de elementos de T vuelve a estar en T (o sea si U; € T
para i € I entonces U;c U; € 7).
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6 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS

4. Interseccién finita de elementos de T vuelve a estar en T (0 sea si U; € T
parai=1,...,n, entonces NI, U; € T).

DEFINICION. Un espacio topoldgico es un par (X,T) donde X es un conjunto
cualquiera, y T es una topologia en X.

Si (X,T) es un espacio topolégico, a los elementos de T se los llaman abiertos.
A la vez, decimos que un subconjunto V' C X es cerrado si su complemento X \ V
es abierto.

EJEMPLOS. 1. Si tomamos X = R y T como los abiertos de R (definidos
anteriormente), el par (R,T) es un espacio topolégico. Generalmente se
denota simplemente como R a este espacio topoldgico.

2. Si tomamos X = R?, y T como el conjunto de U C X que cumplen que para
todo (zg,90) € U existe € > 0 tal que {(x,y) € R? : (z—z0)*+(y—uo)? <
€} C U (comparar con la nocién de abierto de Analisis II). Esto da un
espacio topoldgico (que se suele simplemente denotar R?).

3. Tomemos X = {1,2, 3,4}, y definimos T = {0, X, {1}, {1,2}}. Veamos que
esto es un espacio topoldgico.

Claramente el conjunto vacio y todo son abiertos. Notar que T tiene
la particularidad de que si tomamos dos elementos de él, entonces uno de
ellos siempre estd contenido en el otro. Luego la unién y la interseccién de
dos elementos de T siempre vuelve a estar en 7.

4. Tomemos X = {1,2,3,4} como antes, y T = {0, X, {1,2},{2,3}}.

Notar que T no es una topologia, dado que {1,2} N {2,3} = {3} ¢ T.
5. Supongamos que tomamos X un conjunto cualquiera, y T = {(), X }. Clara-
mente el par (X, T) es un espacio topoldgico. A esta topologia T se la llama
la topologia trivial.
6. Por otro lado, si X es un conjunto cualquiera, y tomamos T = P(X),
nuevamente esto da una topologia en X, que se llama la topologia discreta.
Notar que para esta topologia todo subconjunto de X es abierto.

Notar que si fijamos un conjunto X y consideramos a el conjunto 7" de todas las
posibles topologias que podemos poner en X (o sea T' = {T C P(X) topologia}),
entonces el conjunto 7' tiene un orden (parcial) natural dado por la inclusién. Asf
decimos que una topologia J7 es mas fina que una topologia Ts si To C T7 (0 sea
T, contiene todos los abiertos de T3 y a priori alguno mas). Luego con este orden
parcial, existe un elemento que es el mas chico de todos, a saber la topologia trivial,
y uno que es el mas grande de todos, a saber la topologia discreta.

EJEMPLO 2. No es cierto que el orden anterior sea un orden total, o sea no
siempre se pueden comparar dos elementos. Por ejemplo, si X = {1, 2,3} y tomamos
T ={0,X,{1,2}}, y To = {0, X,{2,3}}, es facil ver que ambas son topologfas en
X, pero ninguna es mas fina que la otra.
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EJERCICIO 1. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y #X = 1, entonces T tiene
que ser la topologia discreta, que también es la topologia trivial.

EJERCICIO 2. Si (X, T) es un espacio topolégico que cumple que los puntos son
abiertos, entonces T es la topologia discreta.

1. Espacios métricos

Hay una gran fuente de espacios topolégicos obtenidos a partir de una “distan-

cia”.

DEFINICION. Si X es un conjunto, una distancia en X es una funcién
d: X xX — Rzo,

que satisface las siguientes propiedades:
1. d(z,z) = 0 para todo z € X.
2. d(z,y) #0six #y.
3. d(z.y) = d(y, o).
4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) para toda terna de elementos (x,y, z) de X (usual-
mente llamada la desigualdad triangular).

EJEMPLOS. 1. Si tomamos X = R y definimos d(z,y) = |x — y|, esto da
la distancia usual de R. Notar que d(z,y) = /(z — y)3.

2. Si X = R?, definimos d((z0,y0), (x1,41)) = \/(¥0 — 21)2 + (Yo — y1)2. Esto
da una distancia en R? (queda como ejercicio verificar la desigualdad trian-
gular si nunca lo hicieron). Esta distancia es bastante mas particular, dado
que proviene de una norma. A pesar de que esto no lo veremos mucho en
este curso, cabe relacionarlo con cosas vistas anteriormente. Recordar que
R? es un R-espacio vectorial. El mismo tiene un producto interno dado por
((x0,Y0), (x1,91)) = ®ox1 +yoy1 (repasar las notas de Algebra II). Un espa-
cio R-espacio vectorial con producto interno tiene luego una forma natural
de medir vectores (o sea definir distancias), y es la dada anteriormente.
Luego en este caso particular, la demostracién de la desigualdad triangular
ya fue dada en Algebra II.

3. En R? podemos definir otra distancia, dada por

d((z0,¥0), (x1,91)) = |wo — 21| + |yo — y1l-
Dejamos como ejercicio verificar que esta funcién cumple las propiedades
para ser distancia.
4. Podemos extender las tltimas dos definiciones a R™, para cualquier n € N
de manera natural, y es facil ver que ambas definen distancias.
5. Sea X un conjunto cualquiera, y definamos

1 sixz#y,
d(Ly)_{O six =1y

Verificar que esto es una distancia.

6. Tomemos X = Q, y p un ntimero primo. Si a € Z es no nulo, entonces por
el Teorema Fundamental de la Aritmética, sabemos que a se factoriza como
producto de primos a potencias. En particular, podemos definir v,(a) como
el exponente que aparece en p al factorizar el nimero a. Equivalentemente,

vp(a) =méx{n e NU{0} : p™"a € Z}.



8 1. ESPACIOS TOPOLOGICOS

Esta funcion satisface las siguientes propiedades:

a) vp(a) > 0 para todo a € Z no nulo.

b) vp(a-b) = vp(a) + vp(b) para todo par a,b € Z ambos no nulos.

¢) Si a,b € Z son no nulos, y a + b es no nulo, entonces v,(a + b) >

min{v, (a), v,(b)}.
Podemos extender dicha funcién a los ntimeros racionales no nulos, defi-
niendo v, () = vp(a) — vy(b) (convencerse de que esto estd bien definido,
o sea de que si dos fracciones son equivalentes, la valuacion de ambas es
igual). A partir de la valuacidn v, podemos definir un valor absoluto por:
=0,

‘a’ )0 si
bly | poe(®) g2 0.
Dejamos como ejercicio al lector verificar que si ,y € Q, entonces d,(z,y) =

|z — y|, es una distancia (la llamada “distancia p-adica”). Notar que con esta dis-
tancia, la sucesiéon (p"),en tiende a cero. !

[SISIRSHIS]

La razén de estudiar distancias, es que a partir de una distancia en un conjunto
X, podemos construir una topologia asociada.

DEFINICION. Un espacio métrico es un par (X,d) donde X es un conjunto y
d: X x X — R es una distancia.

Dado un espacio métrico (X, d) y dados x € X y r € Ry, podemos definir la
bola centrada en x de radio r por

B(z,r)={ye X : d(z,y) <r}.

DEFINICION. Si (X,d) es un espacio métrico, y A C X, decimos que A es
abierto en X si vale que para todo = € A existe un r € Ry tal que B(x,r) C A.

Sea (X, d) un espacio métrico, y T4 = {A C X : A es abierto}.

EJErcIcIO 3. En las hipdtesis anteriores, probar que dado x € X, r > 0, la
bola B(z,r) € T.

PROPOSICION 1.1. EI conjunto T4 es una topologia en X.

DEMOSTRACION. Claramente () y X son elementos de Ty. Supongamos que
{Ui}ier es una coleccién de abiertos, y veamos que su unién también lo es. Si
x € U;erU;, entonces existe ig tal que z € Uy, (por definicién de unién de conjuntos).
Luego como U, es abierto, existe r > 0 tal que B(z,r) C U,,, pero como U;, C
UierU; deducimos que B(z,r) C U;eUs.

Resta verificar que interseccion finita de abiertos es abierto. Sean Uq,...,U,
conjuntos abiertos, y sea x € NI, U;. Como cada U; es abierto, existe r; > 0 tal
que B(z,r;) C U;. Sea r = min{ry,...,r,}, con lo cual B(z,r) C B(x,r;) C U;
para todo 1 <4 < n. Luego B(z,r) C NI, U;.

O

En particular, si (X, d) es un espacio métrico, tenemos asociada naturalmente
un espacio topoldgico a él, a saber (X, T4). Una pregunta natural es si toda topologia
proviene de una medida. La respuesta es negativa.

IEs muy interesante ver como el andlisis con la distancia p-ddica difiere mucho del clésico,
por ejemplo, una serie converge con la distancia p-adica si y sélo si el término general tiende a
cero.
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EJEMPLO 3. Sea X = {1,2}, y T = {0, X} (la topologia trivial). Afirmo que
esta topologia no puede provenir de una distancia. Supongamos que existe d : X x
X — R>( una distancia cualquiera. En particular, sea n = d(1,2). Por definicién
de distancia, sabemos que n € R es positivo y no nulo. Luego B(1,n/2) = {1}, pues
claramente d(1,1) = 0 < n/2, y d(1,2) = n > n/2. En particular, {1} deberfa ser
abierto, pero {1} no es un elemento de 7.

EJERCICIO 4. Probar que si X es un conjunto cualquiera con al menos dos
elementos distintos, entonces no existe ninguna métrica d en X para la cual Ty sea
la topologia trivial.

EJERCICIO 5. Probar que si X es un conjunto finito, y d : X x X — Rx>¢ es
una distancia, entonces Ty es la topologia discreta.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice metrizable si existe una dis-
tancia d : X x X — Rxq tal que T = Tjg.

El Ejericio 3 muestra que no todo espacio topoldgico es metrizable (veremos
mas adelante algunas propiedades que tienen los espacios métricos que no valen en
general, como ser Hausdorfl). Notar que una topologia puede provenir de mas de
una distancia.

EJERCICIO 6. Sea X = R?, y miremos las siguientes distancias:
o di((z1,22), (Y1,92)) = V(@1 — 1) + (22 — 12)?,
= da((w1,22), (y1,92)) = méx{|z1 — 1], w2 — g2}
Probar que ambas son realmente distancias (uno ya lo hicimos antes), y que las

topologias T4, = T4,. Si no sale en una primera leida, mirar el Ejemplo 4 y volver
a intentarlo.

2. Bases y sub-bases

DEFINICION. Si X es un conjunto cualquiera, y B es una coleccién de subcon-
juntos de X (o sea B C P(X)), decimos que B es una base para una topologia si
satisface las siguientes propiedades:

1. Siz e X, existe U € B tal que z € U.
2. SiU,V € Bysixz € UNV, entonces existe W € Btalquex e W CUNV.

Veamos algunos ejemplos de bases de topologias:

EJEMPLOS. 1. SiX =R, B={(a,b) : a,b € R,a < b} es una base para
una topologia.
2. Si (X, d) es un espacio métrico, el conjunto B = {B(x,1/n) :x € X,n € N}
es una base para una topologia.
3. Si X es un conjunto cualquiera, B = {{z} : x € X} es una base para una
topologia.

Si X es un conjunto, y B es una base para una topologia, podemos asociarle a
B una topologia de X que es la mas chica que contiene a B, a saber, T esta formada
por uniones de elementos de B. Dicho de otra manera (como hicimos con espacios
métricos), U € T si vale que para todo « € U, existe V€ Btalquex € V C U.

LEMA 1.2. El conjunto T definido es una topologia en X.

DEMOSTRACION. » Claramente () € T (todo elemento de () satisface to-
do) y X € T por la primer propiedad de una base de una topologia.
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= Si {U,}icr son elementos en T, entonces su unién también lo esta. Si x €
UierU; entonces existe ip tal que = € U,,. Luego existe V € B tal que
zeV C Uz'o C UieIUi~
= 5iU; € Tparal < i < n, veamos que Nj—,U; € T. Para esto hagamos
induccién en n. Si n = 1 entonces la afirmacién es clara. Supongamos que
vale para n y veamos que vale para n + 1 conjuntos. Sea V = NI'_,U;,
entonces ﬂ?jll U; =V NU,4+1. Luego basta probar el caso de dos conjuntos.
Siz € VNUp,y1, entonces como V es abierto, existe Wi € B tal que
x € Wi C V. De igual forma, existe Wy € B tal que x € Wy C U,y
Ahora la segunda propiedad de una base para una topologia nos asegura
que existe un conjunto W e B tal que z € WcwWinW,cVn Upti1.-
Luego V N U, 41 es abierto, como queriamos ver.
O

Volviendo a los ejemplos anteriores, la topologia asociada a las bases B corres-
ponden a la topologia usual de R en el primer ejemplo, a la topologia asociada a la
distancia d en el segundo, y a la topologia discreta en el tercer ejemplo.

Haciendo un poco de abuso, si (X, T) es un espacio topolégico, decimos que B
es una base de la topologia T si B es una base para una topologia, y dicha topologia
coincide con 7.

DEFINICION. Si X es un conjunto, una sub-base para una topologia es una
coleccién § de subconjuntos de X tales que X = UyegU.

A partir de una sub-base de una topologia, podemos obtener una topologia T en
X declarando que un conjunto U € T si U es una unién arbitraria de intersecciones
finitas de elementos de S.

La ventaja de trabajar con bases y sub-bases es que en algunos ejemplos para
probar ciertas propiedades de una topologia T (o funciones en el espacio topoldgico
(X, 7)), nos bastara chequear propiedades en bases/sub-bases.

EJEMPLOS. 1. Si X = {1,2,3}, el conjunto 8§ = {{1,2},{2,3}} es una
sub-base para la topologia T = {0,{1,2,3},{1, 2}, {2, 3},{2}}.

A

T,
2. Si X = R, entonces el conjunto 8§ = {B(z,1) : z € R} es una sub-base
para la topologfa usual de R (queda como ejercicio completar los detalles)

3. Otras construcciones de espacios topolégicos

Una pregunta natural a la hora de estudiar espacios topoldgicos es como poder
construir espacios topoldgicos a partir de otros. En esta seccién vamos a estudiar
dos construcciones elementales, y mas adelante daremos algunas mas.

3.1. Subespacios topoldgicos.

DEFINICION. Si (X,T) es un espacio topolégico, y Y C X es un subconjunto
cualquiera, podemos dotar al conjunto de Y de la llamada topologia subespacio, o
topologia relativa; esto es que Y hereda abiertos a partir de abiertos de X. Para
ello, definimos el conjunto Ty = {UNY : U € T}.
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LEmA 1.3. Si (X,T) es un espacio topoldgico, entonces (Y, Ty ) también lo es.

DEMOSTRACION. Veamos que Ty cumple las propiedades de una topologia.

= Claramente ) =0 NY yY =XNY, conlocual §,Y € Ty.
= Si {U;}ier son elementos de Ty, por definicién, para cada ¢ € I, existe
Vi € T tal que U; = V;NY. Como T es una topologia, U;c;V; € T, luego
UierU; = (UieIVi) NY, con lo cual U;c;U; € Ty.
= SiU; € Ty, coni=1,...,n, por definicién, existe V; € T tal que U; = V; N
Y. Luego, N?_,U; =N (ViNY) = (N, V;)NY, con lo cual N, U; € Ty.
O

EJEMPLOS. 1. Si consideramos R con la topologia usual, y miramos el
subconjunto N, entonces la topologia Ty es la topologia discreta en N. La
razén es que si n € N, entonces {n} = NN (n—1/2,n+ 1/2), con lo cual
los puntos son abiertos.

2. Consideremos nuevamente el conjunto R con la topologia usual, y sea Y =
[0, 0). Entonces una base para la topologia Ty estd dada por los conjuntos:

B ={(a,b) : 0<a<bd}U{[0,b) : beRsp}.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, un subconjunto Y C X se dice
discreto si cumple que la topologia inducida Ty es la topologia discreta.

EJEMPLOS. 1. El subconjunto Z C R (con la topologia usual) es discreto.
2. El subconjunto Z2 C R2, con la métrica usual también es discreto.
3. Si (X, Tqisc) es un espacio topoldgico con la topologia discreta, entonces
cualquier subconjunto de X es discreto.

EJERCICIO 7. jEs cierto que si un espacio topoldgico (X,T) cumple que todo
subconjunto propio (o sea todo Y C X pero Y # X) es discreto, entonces T es la
topologia discreta?

3.2. Espacios producto I. Si (X,Tx), (Y,Ty) son dos espacios topolégi-
cos, conocemos una manera de construir un conjunto a partir de ellos, a saber el
producto cartesiano X X Y, la pregunta importante es si hay en X x Y una topo-
logia “natural”. La palabra natural en matematica tiene distintas interpretaciones,
y es muy usada en categorias. Aqui nos referimos con “natural” a que la topo-
logia cumpla propiedades esperadas, y que sea la topologia “mas chica” con dichas
propiedades. Por ahora nos restringimos a dar la definicién de la topologia, y mas
adelante volveremos a la cuestiéon de por qué dicha topologia es natural.

DEFINICION. La topologia producto en X x Y es la topologia obtenida a partir
de la base

B:{UXV : UGTx,V€7y}.
LEMA 1.4. El conjunto B es una base para una topologia.
DEMOSTRACION. Precisamos verificar las dos propiedades de una base para

una topologia, a saber:

1. Notar que como Tx es una topologia, X € Tx, y andlogamente, Y €
Ty, con lo cual X x Y € B, con lo cual la primer propiedad se cumple
trivialmente.
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2. Supongamos que (z,y) € Uy NUs, con U; € B para i = 1, 2. Por definicién,
existen Vi, V5 € Tx, Wy, Wy € Ty tales que Uy = Vi x Wy y Uy = Vo x W,
Luego, U1NU; = (ViNVa) x (W1NW3). Como Tx es una topologia, V1NV, €
Tx, y andlogamente, W1 NWs € Ty, con lo cual (Vi NVa) x (W NWs) € B.

|

EJEMPLO 4. Consideremos R? = R x R, como espacio topoldgico, con la to-
pologia producto (donde R tiene la topologia usual). Notar que aqui la base de
la topologia consiste en cuadrados (sin el borde), por ejemplo, U = (0,1) x (0,1)
corresponde al dibujo

Claramente esta base de abiertos no coincide con la base de abiertos usual en
R? dado por bolas.

Afirmo: la topologia producto en R? coincide con la topologia dada por la distancia
d((1,91), (22,92)) = V(@1 — y1)? + (22 — y2)2.

;,Como hacemos para ver que dos topologias son iguales? Recordar que una

topologia en un conjunto X es un subconjunto del conjunto P(X) de partes de X.
Luego probar que dos topologias son iguales equivale a ver que ambos conjuntos
son iguales (y la igualdad de conjuntos siempre la demostramos por la doble con-
tencién). Llamemos asi T), a la topologia producto y T4 a la topologia obtenida por
la distancia. Asi demostrar la afirmacién equivale a probar que T, = Tj.
Veamos la inclusién T, C T7;. Como ambas son topologias, basta probarlo para
abiertos de una base de la topologia, por ejemplo para elementos de B. Sea asi
(a,b) x (¢,d) un elemento de B. Recordar que un conjunto U es abierto en Ty si
para todo punto z € U existe € > 0 tal que B(z,¢) C U.

Sea entonces P = (g, yo) € (a,b) x (¢, d), y sea e = min{zg—a,b—xp,yo—c,d—
Yo} Si (s,t) € B((w0,v0),€) vale que /(s —20)2 + (t — yo)? < €. En particular,
|s —xzo| < ey |t —yo| <e, con lo cual:

m s<e+xg<b—xo+x0="> (por ser e el minimo del conjunto),
= s>1x9—€>x9— (xg —a) = a (por ser € el minimo del conjunto, con lo
cual —e es mayor que todos ellos).

Esto prueba que s € (a,b); una cuenta anéloga prueba que ¢ € (¢,d), lo que
implica que B((zo,y0),€) C (a,b) x (¢,d) como queriamos ver.
Veamos la inclusién T, C 7,. Recordar que el conjunto { B((xo, y0),€ : (%0, Y0) €
R? y € > 0} es una base para la topologia de T4. Luego basta probar que cada tal
abierto estd en T),.

Para simplificar un poco la demostracién, veamos primero lo siguiente:
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Afirmacién 1: la bola B((zo,yo0),€) contiene al cuadrado (xg — 75020 + %) X

(yo — 730 Y0+ %)

‘ Si|(s,t) € (zo — 75 %o+ %) x (yo — 75 b0+ %) entonces |s — xo| < 5
t—yol| < %, con lo cual

e €2

d((s,t), (zo,y0)) = \/(3 —z0)2 + (t—yo)? < ) + 5 =e

Afirmacidn 2: Si (s,t) € B((x0,%0),€), llamemos r = d((s, ), (z0,y0)) y tomemos
d = e —r >0 entonces B((s,t),d) C B((zo, o), €).

£

r

Si P = (u,v) € B((s,t),9), entonces

d((ua ”U), (1'073/0)) < d((”av)a (S,t)) + d((S,t), <x07y0)) <d+r=e

Veamos como estas dos afirmaciones implican el resultado: como B es una base
para la topologfa, basta con probar que dado (z¢,%0) € R? y € > 0, si P = (s,t) €
B((xo,y0), €) entonces existe § > 0 tal que (s—0,s+0) X (t—08,t+38) C B((xo,yo0), €)-
Pero por la segunda afirmacién, existe 6 > 0 tal que B((s,t),d) C B((zo,¥0),€),
y por la primera afirmacién (s — %,s + %) x (t — %,t + %) C B((s,t),0) C
B((xo,y0),€). Asi obtenemos que B((zo, o), €) es unién de elementos de B y por
lo tanto estd en T),.

Notar que la igualdad de las topologias, se traduce en probar que una bola
contiene un cuadrado, y un cuadrado contiene una bola.

EJERCICIO 8. De manera andloga, si X1, ..., X, son espacios topolégicos, po-
demos definir una topologia en X; X --- X X,. tomando como base de la topologia
los conjuntos que son producto de abiertos. Verificar que esto es una base para una
topologia.
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3.3. Interior, clausura y borde.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, y A C X entonces definimos:

= un punto x € A es un punto interior de A si existe un abierto U tal que
zrelUcCA.

= un punto x € X es un punto clausura de A si para todo abierto U que
contiene al punto x vale que U N A # ().

= un punto z € X es un punto de acumulacion de A si para todo abierto U
que contiene al punto x vale que AN (U \ {z}) # 0.

Notar que un punto de acumulacién es siempre un punto clausura. A la vez,
todos los elementos del conjunto A son puntos clausura. No obstante, no siempre
punto clausura es un punto de acumulacién. Por ejemplo, en R si tomamos A =
{0}, entonces el tnico punto de A es un punto clausura, pero no es un punto de
acumulacion.

DEFINICION. Si (X,T) es un espacio topoldgico, y A C X, definimos los si-
guientes conjuntos:

1. El interior de A, denotado A° es el conjunto de puntos interiores.

2. La clausura de A, denotada A es el conjunto de los puntos clausura.

3. El borde de A (o la frontera de A), denotado 9(A) (o Fr(A)) esta dado por
O(A) := AN Ae.

Claramente, A° C A C A.

PROPOSICION 1.5. Con las definiciones anteriores, valen las siguientes propie-
dades:

1. A® es la union de los abiertos contenidos en A, o sea A = Uyc U, donde
la union es sobre conjuntos abiertos.

2. A es la interseccion de los cerrados que contienen al conjunto A, o sea
A =NacvV, donde la interseccion es sobre conjuntos cerrados.

3. © € X es un punto de acumulacidn si y sdlo six € A\ {z}.

DEMOSTRACION. Para ver las igualdades precisamos probar las doble inclusio-
nes.

1. ©). Siz € A° existe Uy C A abierto que contiene a x, con lo cual z €
UycalU, con U abiertos.

D). Six € UycaU, en particular existe un abierto Uy tal que x € Uy, pero
entonces x cumple la definicién de punto interior.

2. C). Supongamos que z € A, y sea V D A un conjunto cerrado. Luego V¢

es abierto. Si x € V, entonces © € V¢ y VN A = () lo que contradice la
condicién de ser un punto de acumulacién. Luego x € V.
D). Supongamos que x es un elemento de la interseccion, y sea U un abierto
cualquiera que contiene a x. Si UNA = ) entonces A C U€ que es un cerrado
con lo cual z € U° lo que contradice que x era un elemento de U. Luego
UNA#(lo que implica que = € A.

3. <) Supongamos que x € A\ {z} y veamos que es un punto de acumulacién
de A. Sea U un abierto cualquiera que contiene a x. Como = € A\ {z},
UNA\{z} #0, conlocual ANU \ {z} # 0 con lo cual = es un punto de
acumulacion de A por definicién.
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=) Supongamos que = es un punto de acumulacién de A, y veamos que
x € A\ {z}. Sea U un abierto cualquiera que contenga a x. Por definicién
de un punto de acumulacién, AN (U \ {z}) # 0. Pero AN (U \ {z}) =
(A\{z})NU, conlo cual x € A\ {z} por definicién de clausura.

(I

COROLARIO 1.6. Un subconjunto A es abierto si y sélo si A = A°.

PROPOSICION 1.7. Si (X,T) es un espacio topoldgico, y A C X entonces A =
AUA, donde A’ es el conjunto de puntos de acumulacién de A.

DEMOSTRACION. Claramente A C A, y A’ C A, con lo cual una inclusién es
facil. Para ver la otra inclusién, supongamos que z € A pero = € A, en cuyo caso
queremos ver que x € A’. Sea U un abierto cualquiera que contiene a x, y miremos
el conjunto U N A. Como x € A, U N A # (). Por otro lado, como = ¢ A, vale que
UNA\{z} =UNA#0{conlo cual z € A'. O

DEFINICION. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Un subconjunto Y C X se dice
denso si su clausura es todo X, osea Y = X.

EJEMPLO 5. El conjunto Q es denso en R.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X,T) se dice separable si contiene un
subconjunto denso que sea numerable.

EJEMPLOS. 1. El espacio topoldgico R™ (con la topologia usual) es sepa-
rable.
2. Si X es un conjunto cualquiera, el espacio topolégico (X, Tqisc) €s separable
si y s6lo si X es numerable.

4. Algunas propiedades de espacios topolégicos

Antes de ver mas ejemplos y construcciones de espacios topoldgicos, veamos
algunas propiedades importantes que tienen algunos espacios topoldgicos.

DEFINICION. Un espacio topolégico (X, T) se dice que satisface el primer azio-
ma de contabilidad (o que es Ny) si todo punto x € X posee una base de abiertos
numerables en x. O sea para todo x € X existen {U,(x)}nen abiertos tales que si
V C X es abierto, y € V entonces existe ng tal que Uy, (x) C V.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice que satisface el seqgundo axio-
ma de contabilidad (0 que es Na) si existe una base numerable para la topologia.
O sea existen {U, }nen abiertos y base de la topologia.

LEmA 1.8. Si (X,7) satisface el seqgundo axioma de contabilidad entonces tam-
bién satisface el primero.

DEMOSTRACION. Sea B = {U,}neny una base numerable para la topologfa.
Dado x € X, miremos el subconjunto B(z) = {U, € B : z € U,}. Veamos que
este es una base de abiertos numerable de z. Claramente es numerable. Si U es
un abierto, y z € U, como B es una base, existe V € B tal que x € V C U. En
particular, existe ng tal que V = U,,,, como queriamos ver. [

EJEMPLOS. 1. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces satisface el pri-
mer axioma de numerabilidad. La razén es que dado x € X, el conjunto
{B(z,1/n) : n € N} es una base de abiertos numerable de x.
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2. El espacio topolégico (R™,d), donde d es la métrica usual, o sea dada por

d((mlv' . . ,(En), (y17' .. 7yn)) = \/(irl - 91)2 + (mn - yn)z

satisface el segundo axioma de contabilidad.

Para ver esto, debemos dar una base numerable para la topologia. Por
ejemplo, podemos tomar B = {B(z,1/n) : = € Q",n € N}. Este conjunto
es numerable, debemos ver que es una base de la topologia. Claramente
todos ellos son abiertos, con lo cual tenemos que probar que siv € R" y V
es abierto, entonces hay un elemento U de la base que cumple v e U C V.

Por definicidn, existe € > 0 tal que z € B(z,e¢) C V. Sea ng tal que
% < e. Dado z € R", existe y € Q" tal que d(z,y) < ﬁ (si nunca se
vio esto, vale la pena escribir una demostracién). Con esta construccion,
afirmamos que B(y, ﬁ) C B(z,e) C V.

Size B(yﬁ), d(z,xz) < d(z,y) + d(y,x) < ﬁ + o = nio < e

Luego B(y, ﬁ) C B(x,€), como querfamos ver.

3. Si X = R (o cualquier conjunto no numerable), y tomamos Tqjs. la topologia
discreta en X, entonces este espacio topoldgico satisface el primer axioma
de contabilidad pero no el segundo.

Para ver esto, notemos que si € X, entonces {{z}} es una base de
abiertos de z, luego (X, Tgisc) es Ny. Por otro lado, como los puntos son
abiertos, cualquier base de la topologia debe contener al conjunto {{z} :
x € X}, el cual claramente no es numerable.

DEFINICION. Un espacio topolédgico (X,T) se dice Ty si cumple que dados
x,y € X, con x # y, vale al menos una de las siguientes dos propiedades:

= existe U C X abierto tal que x € Uy y ¢ U.
= existe U C X abierto tal que y e U y = ¢ U.

DEFINICION. Un espacio topoldgico (X, T) se dice T} si los puntos son cerrados.

DEFINICION. Un espacio topoldgico se dice T o Hausdorff si cumple que los
conjuntos abiertos separan puntos, o sea dados z,y € X, con x # y existen abiertos
UVitalesquexzeU,yecVyUNV =0.

LEMA 1.9. Si (X,T) es un espacio topoldgico, entonces Ty = Ty = Tp.

DEMOSTRACION. Veamos que Th implica T}: sea £ € X un punto cualquiera.
Para ver que {z} es cerrado, debemos ver que su complemento es abierto. Si y # =,
por ser nuestro espacio topolégico T5, existen U, V), abiertos disjuntos tales que
zeUyyyeV,. Luego X \ {z} = Uy, V,, es abierto, como queriamos ver.

Veamos que T} implica Ty: dados x # y, como el conjunto {z} es cerrado, su
complemento X \ {x} es abierto, y claramente y € X \ {z} por ser z # y. O

EJEMPLOS. 1. Sea (X, T) el espacio topolégico dado por X = {1,2,3},
T = {0, X,{1,2}}. Luego (X,7T) no es Ty, dado si tomamos como puntos
x =1, y = 2, entonces no existe ningin abierto que contenga a uno de ellos
y no al otro.

2. Sea (X, T) el espacio topolégico dado por X = {1,2,3} y T = {0, X, {1,2},
{2,3},{2}}. Notemos que dicho espacio es Tp, dado que si x = 1,y = 2,
entonces 2 € {2}, que es abierto, y 1 € {2}. Si x = 1,y = 3, entonces
1 € {1, 2}, que es abierto y no contiene al 3, mientras que si z = 2,y = 3 el
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abierto {2} contiene al 2 pero no al 3. No obstante, (X,7) no es 71, dado
que el punto 2 no es cerrado.

3. Sea X un conjunto cualquiera, y definimos T de la siguiente manera: un
conjunto U C X es abierto si U = (), o si su complemento X \ U es un
conjunto finito. Dejamos como ejercicio para el lector verificar que esto da
una topologia en el conjunto X. Mas atn, si X es finito, dicha topologia es
la topologia discreta. Afirmamos que si X no es un conjunto finito, entonces
(X,T) es T1 pero no es Ts.

La afirmacién de que es 717 es clara: si z € X es un punto, debemos
ver que {x} es cerrado, o sea que X \ {z} es abierto, lo cual por definicién
equivale a ver que su complemento (que es el conjunto {z}) es finito, lo
cual claramente vale.

Veamos que si X no es finito, entonces (X, T) no es Ty: sean z,y € X
dos puntos distintos, y supongamos que existen abiertos disjuntos U, V tales
quez €U, yeV.ComoUNV =0, X=X\(UNV)=(X\U)U(X\V).
Como U y V son abiertos, sus complementos son finitos, con lo cual X lo
es.

Los ejemplos anteriores muestran que las condiciones Ty, T y T son distintas
en espacios topolégicos arbitrarios.

OBSERVACION. La topologia de complemento finito aparece naturalmente en
“geometria algebraica”. Si uno quiere entender la recta C (que corresponde a los
ideales maximales del anillo C[z]), los cerrados para la topologia Zariski son los
llamados “conjuntos algebraicos”, que corresponden a soluciones de sistemas de
polinomios. Como un polinomio en C[z] tiene finitas raices, los conjuntos cerrados
son precisamente los conjuntos finitos. El hecho de que la topologia Zariski no sea
Hausdorff es un problema no menor en geometria.

PROPOSICION 1.10. Todo espacio métrico es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Si (X, d) es un espacio métrico, dados x,y € X, con = # v,
llamemos r = d(z,y) > 0. Luego B(z,r/2) N B(y,r/2) = 0 pues si z es un punto en
dicha interseccién, entonces r = d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) <r/2+r/2 =7, lo cual
es un absurdo. Ademés, © € B(x,r/2), y € B(y,r/2). O

EJERCICIO 9. Probar que si (X1,77) y (X2,72) son dos espacios topolégicos
Hausdorff, entonces el producto X; x X5 (con la topologia producto) es Hausdorff
también.

TEOREMA 1.11. Si un espacio topoldgico (X,T) es Ny entonces es separable.

DEMOSTRACION. Sea B = {U;};eny una base numerable para la topologia, y
sea x; € U; un elemento cualquiera. Afirmo que S = U;en{;} es un conjunto denso
en X.

Recordar que un conjunto S es denso si S = X. Para esto debemos ver que todo
elemento de X es o bien un punto de S o un punto de acumulacién de él (por la
Posposicién 1.7). Sea xz € X. Si x € S, listo; sino sea U un abierto que contiene a z.
Luego como B es una base para la topologia, existe iy tal que x € U;, C U. Luego,
como x no es un elemento de S, S\ {z} = S y por lo tanto z;, € U;, N (S\ {z}) C
UnN(S\{z}), con lo cual z es un punto de acumulacién. O
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Notar que combinando las dos cosas que hemos demostrado, un espacio que
satisface el segundo axioma de contabilidad, en particular es separable y satisface
el primer axioma de contabilidad. La reciproca no es cierta, como veran en las
practicas.

PROPOSICION 1.12. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces X es Ny si y sdlo
si es separable.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que Ny implica separable. Para la reciproca, si
(X, d) es separable, sea S = {z; : i € N} un conjunto denso numerable. Con un
argumento similar al utilizado al probar que R™ es Ny demuestra que el conjunto
{B(zi,1/n) : i,n € N} es una base numerable para la topologia. Dejamos los
detalles para el lector. (|



Capitulo 2

Funciones Continuas

DEFINICION. Sean (X,7) y (Y,7’) espacios y sea f : X — Y una funcién.
Decimos que la funciéon es continua si la preimagen de conjuntos abiertos de Y son
abiertos en X, o sea vale que si U € 7’ entonces f~1(U) € 7.

Es fécil verificar que valen las siguientes propiedades:
= [N (NierUs) = Nier(F~1(UL),
= [N (UierUs) = Uier (f 1)),
= f7H0) =0,
- YY) = X.
Luego el conjunto f~!(7”) es una topologia en X (la inducida por la funcién f).
Pedir que f sea continua es pedir que la topologia T sea mas fina que la inducida
por f.
Antes de dar ejemplos, veamos una formulacién un poco mas débil de continui-
dad de una funcién.

PROPOSICION 2.1. Sean (X, T) y (Y,T’) espacios topoldgicos, y sea B una base
para la topologia de Y. Sea f : X — Y wuna funcidn. Entonces f es continua si y
solo si la preimagen de elementos de B son abiertos en X.

DEMOSTRACION. =) Claramente los elementos de B son abiertos de Y, con lo
cual si f es continua la preimagen de dichos elementos deben ser abiertos en X.
<) Veamos dos maneras distintas de probar esto. La primera es formal: B genera la
topologia T’, y por las propiedades listadas arriba f~!(B) es base para la topologia
T; = f71(7") en X. Al ser T una topologia, si f~(B) C T es claro que Ty C T (T
es cerrado por uniones) como querfamos ver.

La segunda forma la escribimos para reforzar los conceptos vistos hasta aqui.
Sea U C Y un conjunto abierto. Queremos ver que f~1(U) es abierto en X. Notar
que basta probar que dado z € f~!(U) existe un abierto V, tal que 2 € V, C
f71(U). Luego

o= U e
z€f~1(U)
Como f(z) € U (abierto), y B es una base para la topologfa, exite Wy, € B tal
que f(z) € Wy C U. Luego por hipétesis V, = f~!(Wjy(,)) es abierto en X y
vale que z € V,, C f~1(U). O

EJERCICIO 10. Si (X,T) y (Y,7") son espacios topoldgicos, y S es una sub-base
de la topologia 77, entonces una funcién f : X — Y es continua si y sélo si la
preimagen de elementos de S son abiertos en X.

EJEMPLO 6. Tomemos X =Y = R, con la topologia usual. Notar que una base
para la topologia es B = {(y — e,y +¢) : y € Rye € Ryp}. Sea f : R — R una

19
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funcién cualquiera. Entonces por la Proposicion 2.1, f es continua si la preimagen de
elementos de B son abiertos. Pero pedir que f~!(yo — €, yo + €) sea abierto, equivale
a pedir que si zg € f~1(yo — €, yo + €) entonces existe un intervalo alrededor de zg
que este contenido en dicho conjunto; o sea existe § > 0 tal que (zg — &, x9 + ) C
FY(yo — €, yo + €); equivalentemente, para todo xq tal que |f(zo) — yo| < €, existe
0 >0 tal que si |z — x| < J entonces |f(z) — yo| < €.

Notar que esta definicién es parecida a la dada en Andlisis I, jpero no es exac-
tamente igual! La definicién a la que estamos acostumbrados es asi: f es continua
si para todo o € R, y todo € > 0 existe § > 0 tal que si |z — 2| < § entonces
[f(z) = fzo)| <e.

No entremos en péanico, dado que ambas condiciones son en realidad equiva-
lentes. La definicién de Andlisis I lo que estd diciendo (geométricamente) es que
podemos simplemente entender el caso de intervalos centrados en el punto xy en
lugar de tomar un intervalo cualquiera (lo mismo nos sucedié en el Ejemplo 4).
Lo que sucede es que la nocién de abiertos en espacio métricos es una propiedad
“local”, con lo cual siempre podemos achicar el intervalo.

Formalmente: veamos que si vale nuestra definicién de continuidad entonces
también vale la de Andlisis I. Dado g € R, y € > 0, miremos el intervalo (f(z¢) —
€, f(xo)+e€) (centrado en f(xg) con radio €). Como f(xg) € (f(xo)—¢, f(zo)+€) por
nuestra definicién existe § > 0 tal que (zg — &,z0 +6) C f~1(f(z0) — €, f(x0) + €),
equivalentemente si |x — x| < § entonces |f(x) — f(zo)| < e.

Veamos que si vale la definicién de Analisis I entonces también vale la nuestra.
Queremos ver que para todo yp € Ry todo € > 0, si xg tal que |f(xg) — yo| < €,
existe & > 0 tal que si |x — xo| < & entonces |f(z) — yo| < €. Sea d = |f(xg) —
yo| < €, y € = € — d (comparar con la Afirmacién 2 del Ejemplo 4). Entonces
(f(xo) — & f(zo)+€) C (yo — € yo +¢€). Por la definicién de continuidad de Andlisis
I, existe § > 0 tal que si |z — x| < § entonces |f(z) — f(xo)| < €. Luego, por la
desigualdad triangula

|f(2) —yo| < |f(z) = flzo)| + | f(mo) —yo| <E+d=e.

En particular, tenemos que sacar dos cosas en claro de esto: primero la nocién
de continuidad que dimos al mirar el espacio topoldgico real es la misma que ya
habian visto en Anélisis I (lo minimo esperado). Segundo al trabajar con espacio
métricos, siempre vamos a poder restringirnos a trabajar con bolas centradas, pues
el argumento del Ejemplo 4 y dado también en este ejemplo va a funcionar siempre.

EJEMPLOS. Veamos algunos ejemplos nuevos.

1. Tomemos (X,T) = ({1,2},{0,{1,2}}), (V,7") = ({1, 2}, {0, {1,2}, {1}}), v
miremos f : X — Y la funcién idenidad (o sea f(1) =1, f(2) = 2).

Aunque parezca mentira, la funcién identidad no es continua. La razén
es que f~1({1}) = {1} que no es un elemento de T. Es importante enten-
der que la nocién de continuidad no es algo que dependa solamente de la
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funcién f, sino que depende fuertemente de las topologias involucradas en
los conjuntos.

2. Si (X, Tqisc) es un espacio topolégico cualquiera con la topologia discreta,
entonces toda f : X — Y (para cualquier espacio topoldgico Y) es continua.
La razén es que la topologia discreta es mas fina que la cualquier otra, en
particular que la inducida por cualquier f.

3. Si (Y, Tirivial) €8 un espacio topoldgico con la topologia trivial, cualquier
funcién f: X — Y es continua. La razén es que la topologia inducida por
f es simplemente {X, ()}, que estd contenido en cualquier topologia.

4. Si (X,7) y (Y,7’) son espacios topoldgicos, entonces las funciones proyec-
ciones m : X xY - X ym: X xY — Y son continuas (donde en
X x Y consideramos la topologia producto Tprod). Mas atn, si T es una
topologia en X x Y tal que las proyecciones 7;, ¢ = 1,2 son continuas,
entonces Tproq C T (o sea la topologia producto es la menos fina que hace
a las proyecciones contrinuas).

La primera afirmacioén es clara, dado que si U € 7, entonces 7 *(U) =
U x Y que es un elemento de Tp;04. Lo mismo con la otra proyeccién. A
la vez, como Tproq tiene al conjunto {7, '(U),m; (V) : U € T,V € T}
como sub-base, la segunda afirmacién también es directa.

PROPOSICION 2.2. Sean (X,T) y (Y,T’) espacios topoldgicos y sea f: X — Y.
Son equivalentes:
1. f es continua.
2. La preimagen por f de cerrados es cerrado.
3. Para todo A C X wvale que f(i) C f(A).
4. Para todo B C'Y wale que f~1(B) D f~1(B).

DEMOSTRACION. 1 = 2. Si V C Y es cerrado, V¢ es abierto. Luego f=1(V¢)
es abierto, con lo cual (f~1(V))¢ es cerrado, pero por el Ejercicio 2.(e) de la guia
V) = (f71(V))e, con lo cual £ (V) = (f~1(VF))*.

2 = 3. El conjunto f(A) es cerrado, con lo cual f~(f(A)) es cerrado, y como
contiene al conjunto A, vale que A C f~!(f(A)), con lo cual (aplicando f) f(A4) C
fo 1 (F(A)) € FA. -

3=4.Sea A= f~}(B) C X. Por hipétesis, f(A) C f(A), osea f(f~1(B)) C

( ~1(B)) C B. Luego calculando preimdgenes, f~1(B) C f~'o f(f~1(B)) C
'(B).

4 = 2. Es inmediato, dado que si B C Y es cerrado, B = B, con lo cual
f~YB) > f~1(B), y como la otra inclusién vale siempre, f~1(B) es cerrado.

2 = 1. Lo dejamos como ejercicio (es similar a ver 1 = 2). (]

\
/-\

TEOREMA 2.3. Si (X, ), (Y,T") y (Z,T") son espacios topoldgicos, y f : X —
Y, g:Y — Z son funciones continuas, entonces go f : X — Z es continua.

DEMOSTRACION. La demostracién es muy elemental: si U € T”, entonces (g o
7HU) = (g 1(U)). Como g es continua, g~*(U) € T’, y como f es continua,
et U) e O

EJERCICIO 11. Sean (X, T) y (Y,J") espacios topoldgicos, y sea f : X — Y una
funcién continua. Miremos Im(f) (la imagen de f) como espacio topolégico (con la
topologia de subespacio). Entonces f : X — S(f) es continua.
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DEFINICION. Si (X, T) y (Y,7’) son espacios topoldgicos, una funcién f : X —
Y es un homeomorfismo si f es biyectiva, continua y su inversa es continua.

La nocién de un homeomorfismo es que no sélo nos permite identificar los
elementos de X con los de Y (a través de f), sino que hace lo mismo con los
abiertos, o sea abiertos de X se corresponden con abiertos de Y y viceversa.

EJERcICIO 12. Sean X =Y = {1,2}, T={0,{1,2},{1}} y 7" = {0,{1,2}}, v
sea f: X — Y la funcién identidad. Probar que f es continua, biyectiva pero no es
un homeomorfismo.

£

.=

- ol )
< ~ 777};_/

e

DEFINICION. Sean (X, T) y (Y, J") espacios topoldgicos. Una funcién f : X — Y
se dice abierta (respectivamente cerrada) si cumple que si U € T entonces f(U) € T’
(respectivamente, si U es cerrado en X entonces f(U) es cerrado en Y').

Notar que la nocién de una funcién ser abierta/cerrada tiene que ver con “em-
pujar” cosas por f, no traer para atras.

EJEMPLOS. Sean X = {1,2}, T= {0, {1,2},{1}}, Taisc la topologia discreta y
Tiriv la topologia trivial.

1. La funcién f : (X, Taisc) = (X, Tiiv) dada por la identidad es continua,
pero no es abierta ni cerrada.

2. La funcién f : (X, Tqisc) — (X, T) dada por f(1) = f(2) = 1 es continua,
abierta pero no es cerrada.

- - ‘(" it =
C_fj i /@\

3. La funcién f : (X, Tqisc) — (X,7T) dada por f(1) = f(2) = 2 es continua,
cerrada pero no es abierta.
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4. La funcién f : (X,7) — (X,Taisc) dada por la identidad es abierta y
cerrada, pero no es continua.

LEMA 2.4. Sean (X,T) y (Y,T’) espacios topoldgicos, y sea f : X — Y una
funcion continua y biyectiva. Entonces son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.
2. f es abierta.
3. f es cerrada.

DEMOSTRACION. Denotemos por g : Y — X la funcién inversa de f.

1 < 2. Sabemos que g es continua si y sélo si para todo U € T vale que g~1(U)
es abierto, pero ¢~ (U) = f(U).

1 & 3. Sabemos que g es continua si y sélo si para todo U C X cerrado vale
que g~ 1(U) es cerrado, pero g~ 1(U) = f(U). O

PROPOSICION 2.5. Sea (X, T) un espacio topoldgico, y sean U,V abiertos en X
tales que X = UUV . Sea (Y, T") un espacio topoldgico, y sean f : U —-Y,g:V =Y
funciones continuas (donde U y V los pensamos con la topologia subespacio) tales
que siz € UNV entonces f(x) = g(x). Entonces exite una inica funcionh : X -Y
continua que coincide con f en U y con g en V. Lo mismo vale si U y V son
cerrados.

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

EJERCICIO 13. Sean (X,7) un espacio topoldgico, y sea (Y,T’) un espacio
topolégico Hausdorff. Sean f: X — Y y g : X — Y funciones continuas. Probar
que el conjunto {x € X : f(x) = g(x)} es cerrado en X. ;Sigue valiendo si (Y, T")
no es Hausdorff?

1. Swucesiones y redes

Recordar que una sucesion en X es una funcién f : N — X. Las sucesiones en
general las denotamos por {z, }nen. Notar que si (X, T) es un espacio topolégico,
una sucesién es una funcién continua f : N — X, dado que como N tiene natural-
mente asociada la topologia discreta, toda funcién es continua. ;Que quiere decir
que una sucesién converja a un punto?

DEFINICION. Sea (X,T) un espacio topolégico, y {zn}nen €s una sucesién en
X. Decimos que la sucesion converge a xg € X si vale que para todo abierto U € T
que contiene a xq, existe ng tal que x,, € U para todo n > nyg.

EJEMPLO 7. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces x,, — o si para todo
e > 0 existe ng tal que |z, — x¢| < € para todo n > ng, dado que B(zy, €) forman
una base de abiertos de xg (recordar que esta es la definicién que usaron en Anélisis

).

EJEMPLO 8. Sea X = {1,2} como espacio topoldgico con la topologfa trivial.
Miremos la sucesién {1}y (0 sea la funcién constantemente 1). Claramente {1},,en



24 2. FUNCIONES CONTINUAS

converge a 1, jpero también converge a 2! La razén es que cualquier abierto que
contenga al 2 contiene todos los elementos de la sucesién, con lo cual satisface
la definicién de ser limite. En particular, una sucesién puede converger a muchos
puntos distintos.

EJErcIcIO 14. Dado n € N, encontrar un espacio topolégico y una sucesién en
él que converja exactamente a n puntos distintos.

EJERCICIO 15. Sea X =Ry T ={U CR : U°® es finito} (la llamada topologia
del complemento finito). Ver que T es una topologfa. Sea {z,, },en una sucesién que
como funcién es inyectiva (o sea x, # x,, si n # m). Probar que {z,} converge a
0 (y en realidad a cualquier punto real).

TEOREMA 2.6. Si (X,T) es un espacio topoldgico que es Hausdorff, entonces
toda sucesion converge a lo sumo un unito punto.

DEMOSTRACION. Supongamos que {Z,, },en es una sucesién que converge a dos
puntos z,y, con & # y. Como (X,T) es Hausdorff, exiten abiertos disjuntos U, V'
tales que z € U, y € V. Como {x,} converge a z, existe ng tal que x,, € U para
todo n > ng, pero como UNV =0, z,, € V para todo n > ng con lo cual {z,} no
puede converger a y. (I

Como todo espacio métrico es Hausdorff, siempre hay a lo sumo un tnico punto
de convergencia.

LEMA 2.7. Si (X,T) es un espacio topoldgico donde vale que toda sucesion
converge a lo sumo a un Unico punto, entonces (X,T) es Ty.

DEMOSTRACION. Recordar que T; por definicién es que los puntos son cerrados.
Supongamos que existe £ € X que no es cerrado, o sea existe y # x tal que y € @
Afirmo entonces que la sucesién {z},en converge tanto a x (lo que es claro) como
ay.

Como y ¢ {z}, y esta en su clausura, debe ser un punto de acumulacién. O sea,
si U es un abierto, con y € U, {z} N (U \ {y}) # 0. En particular, x € U para todo
abierto que contenga a y, luego {z},en converge a y. |

Notar que el Ejercicio 15 muestra un espacio topoldgico que es 17 pero no hay
unicidad en la convergencia, luego esta propiedad es una condicién estrictamente
mas fuerte que ser T; pero mas débil que ser T5 (debido al Ejercicio 16).

Para los que nunca lo vieron antes, un conjunto X se dice numerable si exite
una funcién f : N — X suryectiva. Asi todo conjunto finito es numerable, y N es
numerable. Algunos ejercicios para entender un poco esta definicién.

EJERCICIOS. 1. Probar que si X es numerable, y existe g : X — Y sur-
yectiva, entonces Y es numerable.
2. Probar que Z es numerable.
3. Todo ntimero natural n que sea par se puede escribir de forma tinica como
n = 2%(2b — 1). Probar que la funcién f : N — N x N dada por

(1,1) sin es impar,
fay = (b1 e
(a,b) sin=2%2b-1),
es una funcién suryectiva. Dedicir que N x N es numerable.
4. Probar que Q es numerable.
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EJERCICIO 16. Consideremos el conjunto X = R con la topologia T = {U C
R : U° es numerable} (la topologia llamada de complemento numerable).
= Probar que si {z,} es una sucesién en R que converge a x, entonces existe
ng tal que x,, = xg para todo n > ng.
= Probar que (R, T) cumple que toda sucesién converge a lo sumo a un tnico
valor, pero no es T5.

TEOREMA 2.8. Sean (X,T) y (Y,T") espacios topoldgicos, y sea f : X =Y
una funcion. Probar que si f es continua, entonces si una sucesion {x,} converge
a un punto x en X, la sucesion {f(x,)} converge al punto f(x) enY. La reciproca
no es cierta en general, pero si vale por ejemplo si (X,T) es un espacio métrico si
vale.

DEMOSTRACION. Supongamos que x,, — x, y veamos que f(x,) — f(z). Sea
U € 7’ un abierto tal que f(x) € U. Como f es continua, f~1(U) € Ty claramente
x € f~1(U), con lo cual (por definicién de convergencia) existe ng tal que =, €
f7Y(U) para todo n > ng. Luego f(z,) € f(f~1(U)) C U para todo n > ng, o sea
F(on) = f(2).

Supongamos ahora que (X, T) es un espacio métrico y veamos la reciproca. Por
la Proposicién 2.2 basta ver que para todo conjunto A C X, f(A) C f(A). Sea
y € A. Luego vale que y € A o sino y es un punto de acumulacién. En el primer
caso, claramente f(y) € f(A). En el segundo, como estamos en un espacio métrico,
podemos tomar el abierto B(y,1/n) y como y es un punto de acumulacién, existe
xn, € A tal que |y — z,| < 1/n. En particular la sucesién {x,} estd en A y converge
al punto y. Luego la sucesioén f(x,,) converge al punto f(y) por hipdtesis, pero como
f(z,) € f(A) y dicho conjunto es cerrado, f(y) € f(A) como querfamos ver. O

La condicién de ser métrico se puede reemplazar por la condiciéon de ser Ny,
siendo la demostracién casi igual a la dada.

EJERCICIO 17. Consideremos el espacio topoldgico (R, T) donde T es la topo-
logia de complemento numerable del Ejercicio 16.

1. Probar que si f : R — R es una funcién cualquiera, vale que si x, — g
entonces f(x,) — f(xo) (por el primer item del Ejercicio 16).
2. Probar que la funcién f : R — R dada por

1 siz=1
ﬂﬂ:{? siz£l,

no es una funcién continua.

2. Redes

Recordar que un pre-orden en un conjunto X es una relacién ~ que cumple:
s reflexiva: x ~ x para todo z € X.
= transitiva: si z,y,z € X tales que x ~ y y y ~ z entonces x ~ z.
A un orden uno le suele pedir ademds la propiedad antisimétrica (siz ~yy y ~x
entonces x = y). Un conjunto dirigido es un par (X,~) donde X es un conjunto
cualquiera, y ~ es una relacién en X que es un pre-orden y cuyos elementos tienen
cota superior, esto es:

= Dados z,y € X existe z € X talquex ~ 2z y y ~ z.
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Por ejemplo, si X es un conjunto cualquiera, y tomamos Y = P(X) (el conjunto de
partes de X)) con la relacién dada por A ~ B si A C B es un conjunto dirigido.

Notar que en general en un conjunto dirigido, dados dos elementos del conjunto
no podemos necesariamente relacionarlos (o sea no vale tricotomia). Al trabajar con
conjuntos dirigidos, la relacién la vamos a denotar por <.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topoldgico, una red en X es una funcién
r: D — X, donde (D,<) es un conjunto dirigido. Denotaremos una red por

{za}taen-

Como en el caso de sucesiones, tenemos la nociéon de que una red converga a
un punto.

DEFINICION. Si (X, T) es un espacio topolégico, decimos que una red {zq}4ep
converge a x si para todo U € T que contiene a x, existe dy € D tal que zq € U
para todo d > dg.

Notar que las sucesiones son ejemplos de redes, donde el conjunto dirigido es
simplemente (N, <). En este caso la nocién de convergencia de redes y sucesiones
coincide.

PROPOSICION 2.9. Un espacio topolégico (X,T) es Hausdorff si y sélo si toda
red en X converge a lo sumo a un punto.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que X es Hausdorff, y sea (D, <) un conjun-
to dirigido y {z4}4ep una red en X. Supongamos que existen x1,xo € X distintos
tal que la red converge a ambos. Como X es Hausdorff, existen abiertos U,V dis-
juntos tales que x € U, y € V. Como x4 — = existe dy tal que x4 € U para todo
d > dy. Andlogamente, existe do tal que x4 € V para todo d > ds. Como D es
dirigido, existe d3 mayor que d; y que do. Luego x4, € UNV = ().

<) Supongamos que X no es Hausdorff. Luego existen x,y € X tales que para
todo par de abiertos (U,V) con z € U, y € V vale que U NV # (). Miremos el
conjunto D = {U € T :2 €U} x{V €T : y eV} con el orden dado por
(U, V) > (U, V")siU Cc U, V C V'. Notar que dicho orden hace de D un conjunto
dirigido (el conjunto tiene cota superior, a saber X x X). Miremos la red dada por
r(U,V) =z tal que z € U NV (cualquiera).

Veamos que dicha red converge a x. Sea Uy € T es un abierto que contiene
a x, y tomemos un abierto Vj cualquiera que contenga a y. Sea dy = Uy x Vj.
Si (U,V) € D cumple que (U, V) > dy, en particular U C U. Recordar que
r(U,V)=2eUNV C Uy, luego r(d) € Uy para todo d > dy como querfamos ver.
Anslogamente se ve que la red converge a y. O

TEOREMA 2.10. Si (X,T) y (Y,T") son espacios topoldgicos, y f : X = Y es
una funcidn, entonces f es continua si y sélo si vale que toda red {xq}tacp que
converge a © € X, {f(xq)}aep converge a f(x) enY.

DEMOSTRACION. =) Sea {x4}4ep una red en X que converge al punto z,
veamos que {f(xq)}dep converge a f(z). Sea V un abierto en Y que contiene a
f(x). Como f es continua, f~*(V) es un abierto en X que contiene a x. Como
x4 — x, existe do tal que x4 € U para todo d > dg, luego f(xq) € f(f~1(V)) CV
para todo d > dg (comparar con la demostracién del Teorema 2.8).

<) Supongamos que f no es continua, luego existe V € T’ tal que f~1(V) ¢ 7.
En particular, V # () y existe 2 € f~(V) tal que todo abierto U € T que contiene a
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x no esta contenido en f~1(V). Tomemos D = {U € T : x € U} con el orden dado
por la inclusién, y la red dada por 7(U) =y tal que y € U \ f~1(V) (cualquiera).

Claramente, la red (D, s) converge a x, pues si U es abierto y contiene a z,
U € D y entonces r(d) € U para todo d > U. Por otro lado, veamos que la red
(f or, D) no puede converger a f(x).

Por definicién, tomando el abierto V| si la red converge a f(z) existe Uy € D tal
que (for)(U) € V para U > Uy. Pero por definicién, si U € D, r(U) =y & f~1(V)
con lo cual f(r(U)) V. O



