GEOMETRIA DIFERENCIAL

Perfodo | 2020-11

Practico 5

Ej. 1 Sea I un intervalo abierto y sea v : I C R — R? una curva regular suave de la forma v (t) =
(r(t),h(t), conr(t)>0paratodot €l yseaed:RxT— R

o (s,t) = (r(t) cos s, r(t) sen s, h(t)).
La notacién anterior es: r por radio y h por altura. Si «y satisface:

e 7 es inyectiva con inversa continua, o bien
e [ =R y ~ es periédica de periodo a e inyectiva en [0, a),

entonces S, la imagen de ¢, resulta una superficie regular, llamada superficie de revolucion con curva
generatriz 7.

e Mostrar que el toro T (R, ) es un ejemplo de S como arriba. ;Con cudl 77
e Verificar que ¢ es una parametrizaciéon de S.
e Definir paralelos y meridianos.

Ej. 2 Sea A un subconjunto de R™. Recordar que se dice que A es un conjunto abierto en R™, si para cada
p € A, existe un € > 0, tal que la bola con centro en p y radio € esta contenida en el conjunto A. Mostrar
que:

e Si A es un conjunto abierto de R™, f : A — R™ es una funcién continua y B es un conjunto abierto
en R", entonces f~! (B) es un abierto en R™.
e Si S es una superficie regular y B es un abierto de R3, entonces S N B es una superficie regular.

Ej. 3 Sea S la esfera de centro cero y radio uno y sea ¢ : (—m,7) x R — R3,
¥ (s,t) = (cost (cos s,sens),sent).
Hallar las funciones de cambio de coordenadas de ¢ a v, y de ¢; a ¢7, incluyendo la descripcién de los

dominios.

Ej. 4 Sea S una superficie regular y sea 7 : S — R? la funcién que lleva cada punto (z,y, z) € S al punto
(x,y). iEs la funcién 7 diferenciable?

Ej. 5 Recordar que dos superficies M y N se dicen difeomorfas si existe un difeomorfismo F : M — N; es
decir, F es una funcién biyectiva suave con inversa F~! suave. Mostrar que:

e El paraboloide {(x, Y,z + y2) | z,y € R} es difeomorfo al plano z = 0.
e La esfera de centro cero y radio uno S es difeomorfa al elipsoide E de semiejes a,b,c > 0:

E ={(x,y,2) € R3 | 1‘2/a2 —i—yz/b2 —1—22/02 =1}

Ej. 6 Sean M y N dos superficies regulares y sea F : R3 — R3 una funcién suave tal que F (M) C N.
Mostrar que f = F|,; : M — N es una funcién suave y que df, = dF}|, ,, para todo p € M.
P

Ej. 7 Sean M y N superficies regulares. Supongamos que M puede ser cubierta con una sola carta
¢:UCR*— M CR?3 Sea F: U C R*> = R? una funcién diferenciable tal que F(U) € N. Mostrar que
la funciéon F : M — N definida por

F(p) = F(st),

, sl p=(s,t), es una funcién bien definida y es suave.

AINAONV.], ONVIJ A SHAVNS SANOIDNN




Ej. 8 Sea S = {(#,y,2) € R® | 2? + y? — 22 = 1}. Mostrar que todos los planos tangentes a S en los puntos (z,y,0)
contienen al eje z.

Ej. 9 Sea A: S — S, A(q) = —q, la aplicacion antipodal de la esfera y sea p € S. Mostrar que A es un difeomorfismo,
TS = TS y calcular dA, sin recurrir a sistemas coordenados de S.

Ej. 10 Sean F': M — N y G : N — P funciones suaves entre superficies y sea p € M. Mostrar que d(GoF)p =
dG p(p) o dF}, (regla de la cadena).

Ej. 11 Sea S la esfera de centro cero y radio uno y sea
C={(z,y,2) | 2> +¢y*=1,|2| < 1}

el cilindro circular que circunscribe a la esfera. Denotando con N y S respectivamente los puntos (1,0,0) y (0,0, —1),
se define F': C — S? — {N, S} la funcién que a cada punto p del cilindro le asigna la interseccién con S del segmento
horizontal que une p con el eje z. Mostrar que F' es un difeomorfismo de dos maneras: primero, calculando la inversa de
F'; después, sin hallar la inversa, usando el teorema de la funcién inversa.

Ej. 12 Sea T el toro T (R, r) con su parametrizacién usual ¢ : R? — T' C R? como en el Ejercicio 7 del préctico 4, y sea
f:T — S? dada por:
f(p) = (cos(s —t),sen(s —t),0),

si p= ¢ (s,t). Mostrar que f estd bien definida y es suave; esto es si p = ¢ (s,t) y p = ¢ (§,ﬂ, entonces

(cos(s — t),sen(s — t),0) = (cos(5 — t),sen(5 — 1), 0).

Ej. 13 Sea T el toro T (2, 1) con su parametrizacién usual ¢ : R? — T' C R? como en el Ejercicio 7 del practico 4. Dados
a,b,c,d € Z, considerar F : T — T definida por

F (p) = ¢ (as+ ct,bs + dt),
sip=0o(s,t).

e Mostrar que F' estd bien definida y es suave.

e Probar que si det = 1, entonces F' es un difeomorfismo. Para a = b = ¢ = 1, d = 2 se tiene la

a c¢

b d
transformacion del gato de Arnold.

e Hallar la matriz de dFy (o) en la base {¢5 (0,0),¢; (0,0)}.

Ej. 14 Sea S la superficie regular dada por

S = {(ucosv,usinv,logu) : u >0, v € R} C R3.

Calcular el plano tangente a S en cada punto de S.
Sea C' el cilindro C' = {(cosv,sinv,logu) : u > 0, v € R} y considerar

F:5—C, F(ucosv,usinv,logu) = (cosv,sinv,logu).

Demostrar que F' es diferenciable.

Dado p = (1,0,0) € S, calcular la matriz de (dF'), con respecto a alguna base de los planos tangentes de salida y
llegada.

Es F un difeomorfismo? Justificar.
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Ej. 15
Sea S = {(u?,v?, uv) : u,v > 0}.

e Probar que S es una superficie regular.

e Sea F': § — C,
2 _ .2

9 9 _(ut—w 2uwv
F(U , U ,’U/U) = (M, M,UU) 3
donde C es el cilindro C = {(z,y,2) : 2+ y? = 1}. Probar que F es diferenciable y, dado p = (1,1, 1), calcular la
matriz de (dF'), con respecto a alguna base de los planos tangentes de salida y llegada.

Ej. 16 (Opcional) Recordar que el helicoide es la superficie regular H dada por la imagen de ¢ : R? — R3, p(u,v) =
(ucos(v),usin(v),v), la cual puede ser vista como la forma que genera una recta coincidente al eje x mientras rota
y se desplaza simultaneamente a lo largo del eje z; con velocidades angular y de desplazamiento iguales. Las rectas
Yoo : R = H, 7y (u) = (0,0, v0) + u(cos(vg),sin(vg), 0) (vo constante), son llamadas rayos del helicoide. En el ejercicio 1,
se ve que el toro es una superficie de revolucién cuya apariencia la da cierta curva cuando rota con respecto al eje z. Dar
una funcién suave del helicoide al toro que mande rayos del helicoide a meridianos del toro.

Ej. 17 Sea S una superficie regular y sea f : S — R una funcién suave. Un punto p € S se dice critico para f si df, = 0.

e Seapg € Syseaf:S—=R, f(p)=|p-— p0||2. Mostar que p # pg es critico para f siy sélo si la recta que pasa por
Py po es perpendicular a S en p.

e Mostrar que si todos los puntos de una superficie conexa son puntos criticos de una funcién f, entonces f es
constante.

Ej. 18 Sea S una superficie regular y sea f : S — R una funcién suave. Se dice que f tiene un maximo (o minimo) local
en un punto p de S, si existe una carta de S en p, ¢ : U C R? — S C R3, con p = p(q), tal que f o ¢ tiene un mdximo (o
minimo) en g. Mostrar que los puntos donde f alcanza tales extremos locales son puntos criticos de f.

[Hint: Seguir la definicién de diferencial de f y usar el Teorema de Fermat de Anélisis 1.]

Ej. 19 Demostrar que si una superficie regular S interseca a un plano P tnicamente en un punto p, entonces dicho plano
es el plano tangente afin a S en p.

[Hint: Sea n un vector normal al plano P y estudiar la funcidn altura h de S con respecto de n. Mostrar que la hipdtesis
implica que el punto p debe ser un punto donde h tiene un mdximo/minimo local.]

Ej. 20 Mostrar que si todas las rectas normales a una superficie conexa pasan por un punto, entonces la superficie esta
contenida en una esfera.

Ej. 21 Sea S una superficie regular y sea f : S — R una funcién suave con un punto critico p. Mostrar que el hessiano
H, de f en p esta bien definido por

H,: 1,5 = R, Hy (o (0)) = (foa)" (0),

donde « es una curva suave en S con « (0) = p.
[Hint: Pensar primero el problema tomando a S como si fuera un abierto de R2. En general, usar una carta ¢ : U C R? — §
de p para expresar la curva «, en un intervalo de tiempo del 0, en términos de una curva suave @ con trayectoria en U].
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Versién para imprimir (aunque se recomienda escribirlos directamente en su cuaderno de practicos)

1.

10.

11.

12.

Sea I un intervalo abierto y sea v : I C R — R? una curva regular suave de la forma ~y (t) = (r (¢),h (t)), con r (t) > 0 para
todot€Iysea¢:RxI—R3,
@ (s,t) = (r(t) cos s, r(t) sen s, h(t)).

La notacién anterior es: r por radio y h por altura. Si ~y satisface:

e 7 es inyectiva con inversa continua, o bien
e I =Ry ~ es periddica de periodo a e inyectiva en [0, a),

entonces S, la imagen de ¢, resulta una superficie regular, llamada superficie de revolucion con curva generatriz -y.

e Mostrar que el toro 7' (R, r) es un ejemplo de S como arriba. ;Con cudl v?
e Verificar que ¢ es una parametrizacién de S.
e Definir paralelos y meridianos.

. Sea A un subconjunto de R™. Recordar que se dice que A es un conjunto abierto en R™, si para cada p € A, existe un ¢ > 0,

tal que la bola con centro en p y radio € esta contenida en el conjunto A. Mostrar que:

e Si A es un conjunto abierto de R™, f : A — R" es una funcién continua y B es un conjunto abierto en R", entonces
f71(B) es un abierto en R™.
e Si S es una superficie regular y B es un abierto de R3, entonces S N B es una superficie regular.

Sea S la esfera de centro cero y radio uno y sea 9 : (—m,7) x R — R3,
¥ (s,t) = (cost (coss,sens),sent).

Hallar las funciones de cambio de coordenadas de gzﬁf a1, yde¢] a ¢§r, incluyendo la descripcién de los dominios.

. Sea S una superficie regular y sea m : S — R? la funcién que lleva cada punto (z,y, z) € S al punto (z,y). ;Es la funcién 7

diferenciable?

Recordar que dos superficies M y N se dicen difeomorfas si existe un difeomorfismo F : M — N; es decir, F' es una funcién
biyectiva suave con inversa F~! suave. Mostrar que:

e El paraboloide {(:v, y, % + y2) | z,y € R} es difeomorfo al plano z = 0.
e La esfera de centro cero y radio uno S es difeomorfa al elipsoide E de semiejes a, b, ¢ > 0O:

E={(z,y,2) € R® | 2?/a® +y*/b* + 2 /c* = 1}.

Sean M y N dos superficies regulares y sea F' : R* — R una funcién suave tal que F' (M) C N. Mostrar que f = F|,, : M — N
es una funcién suave y que df, = de|Tp s bara todo p € M.

Sean M y N superficies regulares. Supongamos que M puede ser cubierta con una sola carta ¢ : U C R? — M C R3. Sea
F:U CR? — R? una funcién diferenciable tal que F(U) C N. Mostrar que la funcién F' : M — N definida por

F(p) = F(st),
, sl p=¢(s,t), es una funcién bien definida y es suave.

Sea S = {(x, y,2) ER3 |22 + 9% — 22 = 1}. Mostrar que todos los planos tangentes a S en los puntos (z,y,0) contienen al eje
z.

Sea A: S — S, A(q) = —q, la aplicacion antipodal de la esfera y sea p € S. Mostrar que A es un difeomorfismo, 7,5 = Ty (,) S
y calcular dA, sin recurrir a sistemas coordenados de S.

Sean F': M — N y G : N — P funciones suaves entre superficies y sea p € M. Mostrar que d (G o F)p = dGp(p o dF, (regla
de la cadena).

Sea S la esfera de centro cero y radio uno y sea
C={(x,y,2) [2? +y* =1,|2| < 1}

el cilindro circular que circunscribe a la esfera. Denotando con N y S respectivamente los puntos (1,0,0) y (0,0, —1), se define
F:C — S?—{N,S} la funcién que a cada punto p del cilindro le asigna la interseccién con S del segmento horizontal que une
p con el eje z. Mostrar que F' es un difeomorfismo de dos maneras: primero, calculando la inversa de F'; después, sin hallar la
inversa, usando el teorema de la funcién inversa.

Sea T el toro T (R, r) con su parametrizacién usual ¢ : R? — T C R3 como en el Ejercicio 7 del practico 4, y sea f : T — 52
dada por:
f (p) = (COS(S - t>7 sen(s - t)7 O)u

sip=¢(s,t). Mostrar que f estd bien definida y es suave; esto es si p= ¢ (s,t) y p = ¢ (’s\,ﬂ7 entonces

(cos(s —t),sen(s —t),0) = (cos(5 — t),sen(5 — 1), 0).



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sea T el toro T (2,1) con su parametrizacién usual ¢ : R? — T'C R3 como en el Ejercicio 7 del practico 4. Dados a,b, ¢, d € Z,
considerar F': T'— T definida por
F (p) = ¢(as+ct,bs+dt),

sip=o(s,t).
e Mostrar que F' estd bien definida y es suave.

e Probar que si det Z (ci ) = 1, entonces F' es un difeomorfismo. Para a = b = c =1, d = 2 se tiene la transformacion

del gato de Arnold.
e Hallar la matriz de dFy o) en la base {¢5 (0,0),¢; (0,0)}.

Sea S la superficie regular dada por

S = {(ucosv,usinv,logu) : u >0, v € R} C R

Calcular el plano tangente a S en cada punto de S.
e Sea C' el cilindro C' = {(cosv,sinwv,logu) : u > 0, v € R} y considerar

F:S—C, F(ucosv,usinv,logu) = (cosv,sinv, logu).

Demostrar que F' es diferenciable.
Dado p = (1,0,0) € S, calcular la matriz de (dF'), con respecto a alguna base de los planos tangentes de salida y llegada.
;Es F un difeomorfismo? Justificar.

Sea S = {(u?,v%, uv) : u,v > 0}.

e Probar que S es una superficie regular.
e Sea FF:S—C,

2_ .2
9 9 _fut—w 2uv
P, v, uo) = (HH“>
donde C es el cilindro C = {(x,y,2) : 22 +y? = 1}. Probar que F es diferenciable y, dado p = (1,1, 1), calcular la matriz
de (dF'), con respecto a alguna base de los planos tangentes de salida y llegada.

(Opcional) Recordar que el helicoide es la superficie regular H dada por la imagen de ¢ : R? — R3, ¢(u,v) = (ucos(v), usin(v), v),
la cual puede ser vista como la forma que genera una recta coincidente al eje x mientras rota y se desplaza simultdneamente
a lo largo del eje z; con velocidades angular y de desplazamiento iguales. Las rectas 7v,, : R — H, v,,(u) = (0,0,v9) +
u(cos(vp), sin(vg), 0) (vy constante), son llamadas rayos del helicoide. En el ejercicio 1, se ve que el toro es una superficie de
revolucién cuya apariencia la da cierta curva cuando rota con respecto al eje z. Dar una funcién suave del helicoide al toro que
mande rayos del helicoide a meridianos del toro.

Sea S una superficie regular y sea f : S — R una funcién suave. Un punto p € S se dice critico para f si df, = 0.

e Seapg € Syseaf:S =R, f(p)=|p-— p0||2. Mostar que p # pg es critico para f siy sélo si la recta que pasa por p y
po es perpendicular a S en p.
e Mostrar que si todos los puntos de una superficie conexa son puntos criticos de una funcién f, entonces f es constante.

Sea S una superficie regular y sea f : S — R una funcién suave. Se dice que f tiene un méximo (o minimo) local en un punto
p de S, si existe una carta de S en p, ¢ : U C R? — § C R?, con p = ¢(q), tal que f o ¢ tiene un maximo (o minimo) en q.
Mostrar que los puntos donde f alcanza tales extremos locales son puntos criticos de f.

[Hint: Seguir la definicién de diferencial de f y usar el Teorema de Fermat de Anélisis 1.]

Demostrar que si una superficie regular S interseca a un plano P tnicamente en un punto p, entonces dicho plano es el plano
tangente afin a S en p.

[Hint: Sea n un vector normal al plano P y estudiar la funcion altura h de S con respecto de n. Mostrar que la hipdtesis
implica que el punto p debe ser un punto donde h tiene un mdzimo/minimo local.]

Mostrar que si todas las rectas normales a una superficie conexa pasan por un punto, entonces la superficie estd contenida en
una esfera.

Sea S una superficie regular y sea f : .S — R una funcién suave con un punto critico p. Mostrar que el hessiano H, de f en p

estd bien definido por
Hy:T,5 = R, H, (a/(0)) = (foa)"(0),

donde « es una curva suave en S con «a (0) = p.
[Hint: Pensar primero el problema tomando a S como si fuera un abierto de R2. En general, usar una carta ¢ : U C R? — §
de p para expresar la curva a, en un intervalo de tiempo del 0, en términos de una curva suave & con trayectoria en U].



