Analisis Funcional I — 2020
Practico 4

(1) {Qué ejercicio del Préactico 1 permite aseguar que la inclusién de 2 en ¢? para 1 < p < ¢ < o0 es

continua?

(2) Consideramos (X, 1) un espacio de medida tal que u(X) < oo.
(a) Probar que L(du) C P (dp) y que [|flp < p(X)» 4[| fllg 5 1 < p < g < o0,
Concluir que inclusién de LY(X) en LP(X) para 1 < p < g < oo es continua.
(b) Si % + i = 1, probar que

111 < ()7 [ F 1l < 2O oo

Y [ flloo = Timp oo || £l

(3) Sean r < p < s. Mostrar entonces LP(X) C L"(X) + L*(X), donde el conjunto de la derecha es
{f+g9:fel’(X)ygelLl’(X)}

(4) Hacer los ejercicios 4.1, 4.2 y 4.3 de la pédgina 96 del libro Linear Functional Analysis de Rynne y

Youngson.
(5) Dar un ejemplo de una isometria entre dos espacios de Banach que no sobreyectiva.
(6) Probar que la composicién de isometrias entre espacios normados es isometria.
(7) (Cuéles son todas las aplicaciones lineales que son isometrias de R” en R"™ con respecto a || - ||2?

(8) Hacer los ejercicios 4.6, 4.7, 4.10 y 4.11 de la Seccién 4.2 del libro Linear Functional Analysis de
Rynne y Youngson.

(9) Transformada de Fourier en R.

Dada f € L'(R) se define su transformada de Fourier como la funcién fdada por
fie) = [ 1@ do.

(a) Probar que la aplicacién f s f es lineal y continua de L!(R) en L*®(R).

(b) Dada f € L'(R) probar que f es continua y que limye| Lo0 f(é)\: 0, es decir f € Co(R).
(c) Sea L, el operador de traslacién. Dada f € L*(R) calcular L, f.

(d) Dada f € LY(R) calcular €27 () f para cualquier A € R.

(e) Para A # 0 sea Dy(f)(x) = f(Az). Dada f € L'(R) calcular Dy(f).

(f)

f) Dadas f y g en L'(R), probar que [ fg = ffA'g
1



(g) Calcular e—+%/2,

(h) Probar que si fy f estan en L'(R), entonces vale la férmula de inversién

/ Fe)e> e dg ppo.

(i) Probar que la transformada de Fourier se extiende de L!(R) N L?(R) dando lugar a un isomor-

fismo isométrico de L?(R) en L%(R) (ver “Teorema de Plancherel”).

(10) Sean X e Y espacios de Banach. Sea A : X — Y lineal que satisface cada vez que x,, — 0 en X y

Az, — y en Y entonces y = 0. Probar que A es continua.

(11) Sean Xy, X1, X9, X3 espacios de Banach y sean A; : X; — X, 11 para i = 0, 1,2 operadores lineales
tales que
(a) Ag, Aa, AsAj Ay, son continuas,
(b) Ag es biyectiva,
(c) Az es inyectiva.

Probar que A; es continua.

(12) El Teorema de Banach-Steinhauss (o Principio de Acotacién Uniforme) no vale cuando X no es

completo. Considerar
X :={z ={z;}2;, =i =0 salvo un numero finito de i’s }.

X es un normado con la || - ||1, || - ||l2 0 || * |]cc-
Sea A, (z) := nx,. Probar
(a) A, € X' := B(X,K).
(b) sup,, |An(x)| < 0oy limy, o0 ||An|| — oo (verificarlo con || - |]1).

(13) Hacer los ejercicios 4.18, 4.19 y 4.21 de la pagina 120 del libro Linear Functional Analysis de Rynne

v Youngson.



