PRrRACTICO 3 Algebra 1

COMBINATORIA. PROBLEMAS DE CONTEO 2021, FaMAF - UNC

1. Contar todas las funciones de X3 = {1,2,3} en X4 = {1,2,3,4}. Mostrar que hay m?
funciones de X3 en X,, = {1,2,...,m}, con m > 1.

2. (a) Dar todas las funciones f : {1,2} — {a,b,c} y determinar cuéles son inyectivas, suryec-

tivas o biyectivas.
(b) Dar todas las funciones f : {a,b,c} — {1,2}. Decidir cudles son inyectivas, suryectivas
o biyectivas.

3. (a) Calcular la cantidad de funciones inyectivas f : [1,5] — [1, 8] tales que f(5) = 6.

(b) Calcular la cantidad de funciones inyectivas f : [1,5] — [1, 5] tales que f(5) = 5. ;Son
todas biyectivas?

4. La cantidad de digitos o cifras de un ntimero se cuenta a partir del primer digito distinto
de cero. Por ejemplo, 0035010 es un nimero de 5 digitos. Sea A el conjunto de todos los
numeros de 5 digitos. Dar conjuntos Ay, As, A3, A4y As tales que A esté en biyeccién con
el producto cartesiano:

A1XA2><A3><A4XA5.
Cuantos nimeros de 5 digitos hay?
5. Describir los siguientes conjuntos utilizando uniones y productos cartesianos de conjuntos y
calcular su cardinal:
(a) El conjunto de los ntimeros pares de 5 digitos.
(b) El conjunto de los nimeros de 5 digitos con sélo un 3.
(c¢) El conjunto de los nimeros capicias de exactamente 5 digitos.
(d) El conjunto de los nimeros capicias de a lo sumo 5 digitos.
6. De una caja que contiene 122 bolillas numeradas del 1 al 122 se extraen 5 bolillas. Describir

10.

las siguientes situaciones mediante conjuntos y funciones:

(a) las bolillas se extraen una a la vez y cada bolilla que se extrae es restituida.
(b) las bolillas se extraen una a la vez pero no son restituidas en la caja.

(c) las bolillas se extraen todas al mismo tiempo.

En cada caso calcular la cantidad de resultados posibles.

. Se tienen 900 tarjetas, numeradas de 100 a 999. Se van sacando tarjetas de a una y se anota
en el pizarrén la suma de los digitos del nimero de la tarjeta. Calcular el nimero de tarjetas
que se deben sacar para garantizar que haya un nimero que se repita 3 veces en el pizarron.

. En una clase hay n chicas y n chicos. Dar el nimero de maneras de ubicarlos en una fila de
modo que todas las chicas estén juntas.

. ; Cuéantos enteros entre 1 y 10000 tienen exactamente un 7 y exactamente un 5 entre sus
cifras?

. Cuantos subconjuntos de {0,1,2,...,8,9} contienen al menos un nimero impar?
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. Actualmente las patentes de autos en Argentina estan formadas por dos letras, tres nimeros
y otras dos letras al final (se utiliza un alfabeto de 26 letras).

(a) ;Cuél es el numero total de patentes que se pueden formar en este sistema?

(b) Si, hipotéticamente, se vendieran un millén de autos por ano en Argentina, jen cudntos
anos se agotarian las patentes?

. { Cudntos nimeros de 6 cifras pueden formarse con los digitos de 1122007

(a) ;De cuantas formas distintas pueden ordenarse las letras de la palabra: MATEMATICA?

(b) ;De cuantas formas distintas pueden ordenarse las letras de la palabra MATEMATICA
si se pide que las consonantes y las vocales se alternen?

(¢) Idem con las palabras ALGEBRA y GEOMETRIA.

. (a) ¢{Cudntos caminos diferentes en R? hay entre (0,0) y (7,7) si cada camino se construye
moviéndose una unidad a la derecha o una unidad hacia arriba en cada paso?

(b) ;Cuantos caminos hay entre (2,7) y (9,14)?

(¢) Deducir una férmula general para hallar la cantidad de caminos entre (0,0) y (m,n)
con m,n € N.

. Cuantas diagonales tiene un poligono regular de n lados? (En el préctico 2 este ejercicio
se resolvi6 usando induccién; aqui se deben usar técnicas de conteo).

El truco se juega con un mazo de 40 cartas, y se reparten 3 cartas a cada jugador. Obtener
el 1 de espadas (el macho) es muy bueno. También lo es, por otros motivos, obtener un 7 y
un 6 del mismo palo (tener 33). ;Qué es mas probable: obtener el macho o tener 337

i, Cuantos comités pueden formarse de un conjunto de 6 mujeres y 4 hombres, si el comité
debe estar compuesto por 3 mujeres y 2 hombres?

.De cuantas formas puede formarse un comité de 5 personas tomadas de un grupo de 11
personas entre las cuales hay 4 profesores y 7 estudiantes, si:

(a) no hay restricciones en la seleccién?

(b) el comité debe tener exactamente 2 profesores?
(c) el comité debe tener al menos 3 profesores?
(d) el profesor X y el estudiante Y no pueden estar juntos en el comité?

Supongamos que se tienen 8 CD distintos de Rock, 7 CD distintos de Musica Cldsica y 5
CD distintos de Cuarteto.

(a) ;Cuéntas formas distintas hay de seleccionar un CD?
(b) ¢(Cuéantas formas hay de seleccionar tres CD, uno de cada tipo?

(c) Un sonidista en una fiesta de casamiento planea poner 3 CD, uno a continuacién de
otro. ;Cudntas formas distintas tiene de hacerlo si le han dicho que no mezcle mas de
dos estilos?
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20. (a) ;De cuantas maneras distintas pueden sentarse 8 personas en una mesa circular?

(b) (De cuantas maneras distintas pueden sentarse 6 mujeres y 6 hombres en una mesa
circular si nunca deben quedar dos hombres juntos?

(c) Idem, pero con 10 mujeres y 7 hombres.

21. Probar que para todo 7, j, k € Ny vale que
iR\ (G+EY i+ +k)!
i i) alglkl

22. Demostrar que para todo n € N valen:

@ (1) + (7)+eeer (1) =2
() or)

n . -
Sugerencia: Recordar que (a+b)" = Y (7;) a’b"™7 y elegir a, b convenientemente.
j=0

23. Usando el ejercicio anterior, probar que si el cardinal del conjunto A es n, entonces el cardinal
de P(A) es 2". (En el préctico 2 este ejercicio se resolvié usando induccién).

24. Dados m, n y k naturales tales que m < k < n, probar que se verifica
n\(k\ (n\({n—m
k)J\m) \m/\k—m)’

2
25. Probar que para todo niimero natural n vale que < 2n> =2 <;> +n2.

Ejercicios adicionales

26. Supongamos que en una reunién hay m personas y nos preguntamos por el nimero de
personas que conoce cada una. Convenimos que si una persona conoce a otra, ésta también
conoce a la primera, y que nadie se conoce a si mismo. Probar que hay al menos dos personas
que tienen el mismo niimero de conocidos en la reunion.

27. Con 20 socios de un club se desea formar 5 listas electorales (disjuntas). Cada lista consta
de 1 Presidente, 1 Tesorero y 2 vocales. ;De cuantas formas puede hacerse?

28. ;De cudntas formas se pueden fotografiar 7 matrimonios en una hilera, de tal forma que
cada persona aparezca junto a su cényuge?

29. ;De cuantas formas pueden distribuirse 14 libros distintos entre dos personas de manera tal
que cada persona reciba al menos 3 libros?

n
30. Mostrar que si uno arroja un dado n veces, hay > formas distintas de obtener una suma

par.

31. Sea C un cuadrado de diagonal 3 en el que marcamos al azar 10 puntos. Demostrar que
siempre tenemos al menos dos puntos que estan a distancia no mayor que 1.

32. ;Cudl es el cardinal del conjunto {(a,b,c,d,e,f) ENC:a+b+c+d+e+ f=26}7



