PrAcTICO 4 Algebra I
DIVISIBILIDAD 2021, FaMAF - UNC

1. Sean a, b, ¢ € Z. Demostrar las siguientes afirmaciones:
(a) Siab=1, entonces a=b=16 a=b=—1.
(b
(c

) Sia|lentoncesa=16a=—1.
)
(d) Sia#0yal|b, entonces a|b-c.
)

)

Sia,b#0,a|byb]|a,entoncesa=>b6a=—b.
(e) Sia#0,a|byalc, entonces a | (bx + cy) para x,y € Z arbitrarios.
(f
(g) Sia#0yalb, entonces a” | b para todo natural n (més adelante veremos que si
a™ | b para algin natural n, entonces a | b).

Sia#0,a|byal(b+c), entonces a | c.

2. Dados b, ¢ enteros, probar las siguientes propiedades:
(a) 0es pary 1 esimpar.
(b) Sib#0espary b|c, entonces c es par. (Por lo tanto, si b es par, también lo es —b).
(c) Siby cson pares, entonces b+ ¢ también lo es.
(d) Sib#0esparyb|2, entoncesb=26b=—-2.
(e)
0
(s
(h

La suma de un ntmero par y uno impar es impar.
b+ c es par si y sdlo si by ¢ son ambos pares o ambos impares.
Probar que el producto de un nimero entero por su consecutivo es un nimero par.

Dado un nimero entero n, probar que: n es par si y sélo si n? es par.

)
)
3. Sean a, b, c € Z. Probar que las siguientes afirmaciones son falsas dando un contraejemplo.

(a) alb-c=a|bbalec (c)alcyble=a-b]|ec
(b) a|(b+c)=a|bba]c. (d) alcyble=(a+D)]|ec

4. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas Va, b, ¢ € Z:

(a) a-blc=alcyb|ec (e) alb=a<b

(b) 4]a’=2]a (f) alb=lal < 0]

(c) 2la-b=2|ad2]|b (g) albyb#0=la|] <|b|
(d) 9la-b=9]ad69|b (h) a|b+a®>=alb

5. (a) Probar que el producto de tres enteros consecutivos es divisible por 6.

(b) Probar que el producto de cuatro enteros consecutivos es divisible por 24.
6. Hallar el cociente y el resto de la divisién de:

(a) 127 por 99. (b) -135 por 23. (¢) 135 por -23. (d) -135 por -23.
7. Dado m € N hallar los restos posibles de m? y m? en la divisién por 3 y por 11.

8. Probar que cualquiera sea n € N:
(a) 327+2 4 260+ og midltiplo de 11.
(b) 3272 — 8n — 9 es divisible por 64.
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9. Determinar los enteros positivos n tales que

(a) n+ 7 es divisible por 3n — 1. (c) (n—2)(n?—n—2) es divisible por 2n — 1.
(b) n? + 5 es divisible por 2n + 1 (d) n? — 7n 4+ 10 es divisible por n — 3

10. Sean a,b € Z.
(a) Probar que si a # b, entonces a — b | a™ — b™ para todo n € N.
(b) Probar que si n es un nimero natural impar y a # —b, entonces a + b | a™ + b".

(c) Probar que si n es un nimero natural par y a # —b, entonces a + b | a™ — b".

11. Probar que las siguientes afirmaciones son verdaderas para todo n € N:

(a) El producto de n enteros consecutivos es divisible por n!
2

(b) ( n) es divisible por 2.
n

(c) 2" H(?z — 1) es divisible por n!
i=1

n n

observar que (27?) =(2n+ 2)(27?) - (2n+ 1)(27?))

2
(d) < n) es divisible por 7+ 1 (Sugerencia: probar que (2n.+1)(%) = (n+1)(*%) y

Ejercicios complementarios

12. Sean n,m y a nimeros naturales, a # 1. Probar que si r es el resto de la division de n por
m, entonces el resto de la divisiéon de a™ — 1 por ™ — 1 es a" — 1.

13. Sea X un conjunto arbitrario de 20 ntimeros naturales. Probar que hay al menos dos ele-
mentos de X cuya diferencia es divisible por 19.

14. Sean ag, a2, as,...,a, numeros enteros. Probar que existen indices ¢, j con

1 <1 < j < n tales que i:i ay es divisible por n. (Sugerencia: considere los restos

en la divisién por n de los n numeros ai, a; + ag, a1 +az +as, -+ ,a1 +az + -+ - + ay.)



