
Funciones Complejas
Peŕıodo 2021-II

Práctico 2

Ej. 1 Sea zn una sucesión de números complejos. Demostrar:

1. El ĺımite lim
n→∞

zn = 0 si y solo si lim
n→∞

|zn| = 0.

2. Si el ĺımite lim
n→∞

zn = w entonces lim
n→∞

|zn| = |w|. ¿Qué puede decir de la afirmación rećıproca?

Ej. 2 Sea w un complejo de módulo 1 y zn la sucesión definida por zn = n( n
√
w − 1) para todo n ∈ N.

Mostrar que lim
n→∞

zn = iArg(w).

Ej. 3 Considerar la sucesión zn definida recursivamente por z1 = 0, z2 = i y zn = (zn−1+zn−2)/2 si n ≥ 3.
Dar una fórmula expĺıcita para la sucesión, concluir que es una sucesión convergente y dar el ĺımite de la
sucesión.

Ej. 4 Considerar la sucesión zn definida por zn =
√
n+ 2i−

√
n+ i. Mostrar que el ĺımite de la sucesión

es 0.

Ej. 5 Describir el dominio de definición de las siguientes funciones y expresarlas en la forma f(z) =
u(x, y) + iv(x, y):

1. f(z) = z2 + z − 1,

2. f(z) =
1

z2 + 1
,

3. f(z) = z +
1

z
,

4. f(z) =
iz2 + 2z + 5

z4 + 3z2 − 4
,

5. f(z) =
1

1− |z|2
.

6. f(z) =
2z2 + 3

|z − 1|
.

7. f(z) =
zz

z2 + z2
,

8. f(z) = (z2 − z2 + 1)−1,

9. f(z) = Arg

(
1

z

)
,

10. f(z) =
Re(z) + Im(z)3

i−Re(z)2 − iRe(z)2Im(z)2
,

Ej. 6 Sea A = {z : |z| > 1} y considerar f : A ⊆ C → C la función definida por f(z) = (z + z−1)/2.
Mostrar que f es inyectiva y su imagen es el conjunto C \ [−1, 1] y dar la inversa de f .

Ej. 7 Sea D = {z : |z| < 1} y sea c ∈ C con |c| < 1. Mostrar que f : D ⊆ C → C definida por
f(z) = (z + c)/(1 + cz) satisface f(D) = D.

Ej. 8 Sean a, b ∈ C números complejos con a 6= 1 y considerar la función f : C → C definida por
f(z) = az + b. Mostrar que f tiene un único punto fijo y que geométricamente f es una rotación en el
plano complejo con respecto a un punto z0 seguida por una homotecia con respecto a z0.

Ej. 9 Computar los siguientes ĺımites

1. lim
z→i

[2z2 − iz3 + zArg(z)],
2. lim

z→0

Re(z)Im(z)2

Re(z)2 + Im(z)4

3. lim
z→i

iz3 − 1

z + i

4. lim
z→i

z4 + 1

z + i
,

5. lim
z→0

z

z

6. lim
z→0

z2

z

7. lim
z→0

(z
z

)2

8. lim
z→−i

z4 − 1

z + i
,

9. lim
z→−i

z2 − 1

z + i
,

10. lim
z→i

z2 + i

z4 − 1
,

11. lim
z→2i

z2 − iz + 2

z2 + 4
,

12. lim
z→1

√
z − 1

z − 1
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Ej. 10 Sea f : C→ C la función definida por f(z) = 3z2 + 2z. Mostrar que lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
es igual a 6z0 + 2.

Ej. 11 Sea f : C→ C la función definida por

f(z) =

{
z2+4
z−2i , si z 6= 2i,

3 + 4i, si z = 2i.

Probar que el ĺımite de f(z) existe cuando z tiende a 2i y determinar su valor. ¿Es f una función continua y si no lo es,
cómo modificaŕıa la definición de f para que si lo sea?

Ej. 12 Para cada una de las siguientes funciones f : K ⊆ C → C encontrar, en caso de ser posible, el valor máximo y
mı́nimo de |f |, Re(f) y Im(f):

1. Si f(z) = z − 1
z y K es la circunferencia centrada en el origen de radio 2,

2. Si f(z) = z3 + 2iz y K es es la clausura del disco abierto con centro en el origen y radio 1,

3. Si f(z) = z3

z2−1 y K es la circunferencia centrada en el origen de radio 3,

4. Si f(z) = 1
z2+4 y K es es la clausura del disco abierto con centro en el origen y radio 1.

5. Si f(z) = z y K es el conjunto {z ∈ C : |z + 1|+ 4|z − 1| = 25}.

Ej. 13 (Opcional) Sea D un domino del plano plano complejo (i.e. un subconjunto abierto no vaćıo de C que es conexo)
y sea f : D ⊆ C→ C una función continua. Demostrar:

1. Si f satisface que |f(z)2 − 1| < 1 para todo z ∈ D, entonces |f(z) − 1| < 1 para todo z ∈ D ó |f(z) + 1| < 1 para
todo z ∈ D.

2. Si f satisface que 1 = exp(Ref(z)) exp(iImf(z)) para todo z ∈ D, entonces f es constante y mejor aún f(z) = 2kπi
para algún k ∈ Z.

3. Si la imagen de f no corta el eje imaginario y además satisface f(z)2 = z para todo z ∈ D, entonces f(z) =
√
z

para todo z ∈ D ó f(z) = −
√
z para todo z ∈ D.

Ej. 14 Usar GeoGebra para visualizar los n primeros términos de las sucesiones trabajadas en el práctico como también
sus respectivos ĺımites.

Ej. 15 Por medio de GeoGebra, estudiar los ĺımites limz→w f(z) de las funciones en el Ejercicio 9 usando rayos con
extremo en w como también arcos de circunferencia y parábolas que pasen por w.
Recordar que el ĺımite de f a lo largo de las anteriores curvas podŕıa existir pero no necesariamente el ĺımite de f en el
punto w existe.

Ej. 16 Sea L una recta en el plano complejo. Usar GeoGebra para visualizar la imagen de L bajo la función ráız cuadrada
principal cuando

1. L es una recta horizontal.

2. L es una recta vertical.

3. L tiene ecuación Im(z) =
√

3Re(z).

Según lo observado, conjeturar que forma tiene dicha imagen y probar la afirmación. ¿Puede extender los resultados
obtenidos a otro tipo de rectas en el plano complejo?
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Ej. 17 Considerar la función f : C \ {−1} → C definida por f(z) = 1−z
1+z (la cual es una transformación de Möbius).

Mostrar que f es una función inyectiva cuyo rango coincide con su dominio y dar la función inversa de f . Además, usar
GeoGebra para visualizar que f mapea a:

1. El disco abierto D = {z ∈ C : |z| < 1} en el semiplano H = {w ∈ C : Re(w) > 0}.

2. El semiplano {z ∈ C : Im(z) > 0} en el semiplano {z ∈ C : Im(z) < 0}.

3. La recta punteada {z ∈ C : Re = −1 y z 6= −1} en si misma.

4. La circunferencia punteada {z ∈ C : |z + 2| = 1, z 6= −1} en la recta {w ∈ C : Re(w) = −2}.

5. La recta {z ∈ C : Re(z) = 1} en la circunferencia punteada {w ∈ C : |w + 1
2 | =

1
2 , w 6= −1}.

También, demostrar las anteriores afirmaciones.

Ej. 18 Considerar la función f(z) = 1
z . Usar GeoGebra para visualizar los siguientes conjuntos, conjeturar su forma y

demostrar la afirmación:

1. La circunferencia de radio r centrada en 0,

2. Una circunferencia de radio r centrada en a con a ∈ R.

3. el sector {z : 0 ≤ Arg z ≤ π
2 },

Dibujar las curvas |f(z)| = constante y Arg(f(z)) = constante y verificar que son ortogonales donde se intersecan.

Ej. 19 Considerar la función f : C\{0} → C definida por f(z) = z+1/z y los conjuntos A = {reiθ : 0 ≤ θ ≤ π, 1 ≤ r ≤ b},
con b ≥ 1, B = {z ∈ C : |f(z)| = R}. Usar GeoGebra para visualizar la imagen bajo f de ĺıneas y circunferencias en el
plano complejo, además:

1. Plantear alguna observación que le haya resultado interesante y demostrarla.

2. Mostrar que f envia circunferencias centradas en el origen de radio R a elipses con focos en los números complejos
2 y −2 y cuyo semi-eje mayor mide R+ 1/R.

3. Visualizar el conjunto f(A), conjeturar su forma y probar la afirmación.

4. Visualizar el conjunto B, conjeturar cuál es el máximo y mı́nimo valor del módulo de los elementos de B y probar
la afirmación.

5. Determinar y dibujar f−1({w ∈ C : Im w ≥ 0}).

¿Cómo cambia el ejercicio si cambiamos la expresión de f por f(z) = z − 1/z?
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