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Practico 8

Ej. 1 (Repaso) Sea f : R — R una funcién periodica tal que existe su periodo fundamental T. Mostrar
que cualquier periodo de f es un multiplo entero de T'.

Ej. 2 Sean a,b, ¢ y A nimeros reales positivos tales que b/c € Q y 0 < A < 2m. Determinar si las siguientes
funciones son periodicas y de ser posible, dar el periodo fundamental:

1. cos(at) 4. sin(bt) + sin(ct) 7. sin(t) cos(t)
2. cos(t+ A) 5. |cos(t)| + | sin(t)] 8. (cos(t))?
3. cos(t + A) — cos(t) 6. sin(t?) 9. (cos(t))* + (sin(t))*

Ej. 3 Sean f1, fo : R — R las funciones definidas por

[ 1, sizeZ 1, sizeQyad¢Z
fl(x)_{ 0, six ¢Z ’f2(x)_{ 0, siz¢QozeZ

Estudiar si f1, fo y fi1 + fo son funciones periodicas y de ser posible, dar su periodo fundamental.

Ej. 4 Mostrar que si una funciéon f : R — R es periodica y continua, entonces es acotada, y si ademéds
. . 7 . ’ .7 7’ . .

es diferenciable con periodo fundamental 7', entonces su derivada f también es periodica con el mismo

periodo fundamental.

Ej. 5 Sean {t1,t2,...,t,} ntmeros reales positivos distintos. Mostrar que el conjunto de 2m funciones
{cos(tgx),sin(txx) : 1 < k < m} es un conjunto linealmente independiente.

Ej. 6 (Opcional) Sean aq, as, . . ., a,;, numeros enteros positivos distintos y sea f : R — R la funcién definida

por
flz) = ; (ak cos <i:x) + B sin (Zm))

donde ay, y Bk son constantes reales, no ambas nulas. Demostrar que f es una funcién periodica con periodo
fundamental T = mcm(aq, ag, . .., ).

Ej. 7 Determinar la serie de Fourier de las siguientes funciones periédicas con periodo fundamental L
definidas sobre un intervalo del tipo [a,a + L):

LH@ =115 05 <a 6 1@ ={ 1% 5
2. f(x)=z, 1<z <1 7. cos(z), 0 <z < .

3. fz) =z, 0<z <2 8. [sin(z)], -7 <z <.

4 f@) =% —m<o<m 9. Q@) ={ B GEr Sy

0,si —717<x<0

z,si O0<az<m ), si w<axz<2m

5. M(x) = { 10. f(z) = {

sin(+3), si 0<z<w
T
2
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Ej. 8 Sea A un niimero real no nulo y sea f la funcién periédica definida por f(z) = e’ si —m <z < 7y f(z+27) = f(z)
para cualquier x € R. Verificar que la serie de Fourier de f esta dada por

%(77)‘) { ) Z )\(2 i)l (Acos(nz) —n sm(nm))}

Usar la anterior serie de forma apropiada para verificar que:

) 1 1
g —|—n2 = ﬁ CSCh()\']T) ﬁ 3. Z )\2 T 5 = 2 COth(}\’/T) 27A2

Z )\2+ 2: csch()nr) Z )\2+ ST iy coth()m)

Ej. 9 Sea f la funcién periédica definida por

w2, si —1<x<0
(x—m?% si O0<z<m

y f(z) = f(x + 2m). Dar la serie de Fourier de f y usarla de forma apropiada para verificar que:

3 X (—1)mHl g2
Z:T:l 22 12

n=1

Ej. 10 Para las siguientes funciones definidas en el intervalo dado, extenderlas periddicamente en una forma par y en
una forma impar para dar la respectiva serie de Fourier en cosenos y la serie de Fourier en senos:

1. fe)=1—2,0<2<1 4. f(z) =sin(z), 0 <z <7
2. flz)=22,0<z<?2 5. f(z) =zsin(z), 0 <z <7
3. fle)=z(r—2),0<ax<mw 6. f(z) =€, 0<z<m

Ej. 11 Sea f la funcién periddica definida por f(z) =z, si —7 < a <7y f(z + 27) = f(z) para cualquier z en R, cuya
serie de Fourier en el intervalo (—m, 7) estd dada por

0 n-l—l

Z sin(nz).

n=1
Integrar la anterior serie para mostrar que si € (—m, ), entonces

© k+1

72
= — 42 cos(kx).
. =il

., Qué puede decir de la igualdad cuando z = =+.
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Ej. 12 Sea f la funcién periédica definida por f(z) = |z|, si —7 < a <7y f(x + 27) = f(z) para todo = € R. Verificar
que la serie de Fourier de f estd dada por

7_72(:05 ((2k + 1)x)
(2k+1)2

e integrando esta serie, mostrar que la serie de Fourier de la funcién periédica g definida por

%x(w—&—x), si —1<2<0

y g(x) = g(z + 27) para todo x € R es

sin((2k + 1)z
fZ (2% + 1)

(2k+1)3
£ ( 1)I~c 3
Usar los anteriores resultados para mostrar que Z m =35

Ej. 13 Sea a un real positivo. Determinar la transformada de Fourier de las siguientes funciones

1, silt|<a 5. f(t) = exp(—at), sit>0
0, en otro caso ’ |1 0, en otro caso

6. f(t) = —alt
Gt s —a<t<0 f(t) = exp(—alt])

2. ft)=1< a—t, si0<t<a 7. f(t) = texp(—alt|)

0, en otro caso 1

2 12
4], it <a @t
0, en otro caso t

) 9. f(t

1®) a? + t2
= i < — 1t >
-, st <a 10. f(t):{ exp(—at), sit >0

1
0, en otro caso —exp(at), en otro caso

Ej. 14 Usar propiedades de la transformada de Fourier para obtener el valor de las siguientes integrales impropias:

o0 3 o0 >
1./ sin{sa) cos(ez)l - 2,/ cos(sa) 4, 3/ =
—o0 S o S2+a? o 145

Ej. 15 Sean a y b ntimeros reales tales que 0 < b < a. Encontrar una funcién g(s) tal que

/°° g(s)ds 1
oo (=82 402 x24a2

Ej. 16 Sea a un real positivo. Encontrar la transformada inversa de la funciones definidas por
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