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“... cuando puedes medir aquello de lo que estas hablando y expresarlo en
nimeros, sabes algo al respecto, pero cuando no se puede expresar en nimeros,
tu conocimiento es escaso y poco satisfactorio, puede ser el principio del
conocimiento, pero apenas has avanzado con tus pensamientos al estado de la
ciencia, cualquiera sea el asunto del que se trate.” Lord Kelvin
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La importancia del experimento en la ciencia

La fisica, al igual que la quimica y la biologia, es una ciencia factica natural y se dedica
a averiguar y entender “hechos” naturales (tales como procesos y fenémenos fisicos, es-
tructura y propiedades de la materia, etc.). El conocimiento de estos “hechos” se adquiere
a través de la observacion y/o el experimento. De aqui surge la importancia que tiene el
experimento para la ciencia. Los avances cientificos, y también los tecnoldgicos, se basan
fundamentalmente en el respaldo que brinda un conjunto de experimentos. Nuevas y vie-
jas teorias son puestas a prueba a través de experimentos; mediciones cuidadosamente
realizadas pueden revelar nuevos efectos que requieren que las teorias existentes sean mo-
dificadas, etc. A otro nivel, los experimentos que se realizan en un curso de laboratorio, nos
brindan la oportunidad de adquirir conocimientos y comprensiéon al investigar el “mundo
real”, con las ventajas que esto tiene con respecto a las descripciones idealizadas de los
fenémenos fisicos presentadas en los libros de texto. En este sentido, ver que algo ocurre
o hacer que algo suceda de manera controlada, como lo que hacemos cuando realizamos
un experimento, tiene mucho mas impacto y deja en la mente una impresion mas grande
que leer acerca de ello. Por lo tanto, el trabajo experimental, tanto en el laboratorio como
en el aula a través de experiencias demostrativas, cumple un rol fundamental, y al mismo
tiempo es una de las actividades mas importantes y estimulantes en cualquier curso de
fisica. Un experimento bien disenado y ejecutado, seguido por un adecuado procesamiento
y analisis de los datos, nos provee informacién sobre un determinado proceso o fenémeno
la cual dificilmente pueda ser proporcionado solamente por un estudio tedrico. El obje-
tivo de este apunte es justamente introducir al alumno en la ejecucién del trabajo en el
laboratorio, lo que incluye: el diseno de un experimento, la realizaciéon de las mediciones,
la coleccién y presentacion de datos experimentales y el andlisis de los mismos.

1.2. Etapas de un experimento tipico

En general, todo experimento de laboratorio consta de diferentes etapas, algunas de
las cuales deben guardar cierto orden cronolégico. Las etapas usuales en un trabajo de
laboratorio estan descriptas brevemente a continuacion.

e Objetivo: es lo que queremos averiguar o investigar y constituye el punto de partida
de cualquier experimento. Mientras mas claro y mas definido esté el objetivo, mas
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facil sera planear el experimento.

e Plan: una vez que el objetivo esta planteado, se proyecta un plan para lograr aquel
objetivo. Esto contempla decidir sobre el equipamiento necesario, las cantidades a
medir y el procedimiento experimental.

e Preparacion: en esta etapa se arma el dispositivo experimental, se calibran y ajus-
tan los instrumentos, el experimentador se instruye en el funcionamiento y se fami-
liariza con la operacion de los mismos.

e Mediciones preliminares: permite familiarizarse y adquirir experiencia con la
técnica experimental, verificar que todo funciona correctamente y da una idea de
los valores de las cantidades a medir.

e Recoleccion de datos: las mediciones deben realizarse con cuidado, esmero y
concentracion a fin de obtener un conjunto de “buenos” datos experimentales, los
cuales seran adquiridos manual o electrénicamente de manera clara y fidedigna.

e Repetitividad: en caso de ser posible, es conveniente repetir el experimento en las
“mismas condiciones” con el fin de verificar si el primer conjunto de datos medidos
es representativo y puede ser repetido, dentro de las incertidumbres experimentales.

e Analisis de datos: en general, los datos crudos obtenidos de las mediciones nece-
sitan ser analizados y procesados para poder llegar a un resultado final y extraer
conclusiones.

e Informe del experimento: una vez que el trabajo de laboratorio se ha comple-
tado y los datos se han analizado e interpretado, los resultados obtenidos se deben
comunicar de manera clara y concisa, ya sea a través de un informe de laborato-
rio, articulo cientifico, etc. El informe debe describir el objetivo, el procedimiento
experimental, las mediciones, el andlisis de los datos experimentales, los resultados
obtenidos, su discusion y las conclusiones extraidas.

1.3. El cuaderno de laboratorio

El cuaderno de laboratorio contiene un registro permanente de los experimentos realiza-
dos y cumple esencialmente dos funciones. La primera es la de registrar toda informacion
relacionada con el experimento, incluso detalles que en ese momento pueden parecer i-
rrelevantes pero que pueden adquirir importancia en el momento de analizar los datos
o extraer conclusiones. La segunda es la de proveer un informe elemental de laboratorio
con la informacion suficiente como para que pueda ser utilizado por otras personas, o por
nosotros mismos, tiempo después de realizado el experimento. En general, en un cuaderno
de laboratorio se debe registrar lo siguiente:

e Fecha y hora. Son necesarias para llevar un registro cronoldgico de cudndo se
hizo cada medicion. Esto permitira correlacionar los datos experimentales con otras
variables en cada momento.

e Titulo del experimento. Permite identificar rdpidamente de qué experimento se
trata.
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e Objetivo del experimento. Se debe describir tanto el objetivo general del ex-
perimento como los especificos, indicando, por ejemplo, el propdsito de un nuevo
conjunto de mediciones o célculos.

e Dibujo esquematico del dispositivo experimental. Se debe indicar claramente
cada uno de los componentes.

e Descripcion de los instrumentos. Comunmente basta con el nombre del instru-
mento (regla, cronémetro, etc.), su marca y, en lo posible, un nimero de serie que
lo identifique universalmente.

e Método experimental. Debe ser descripto lo suficientemente detallado como para
que otra persona, o uno mismo, tiempo después, pueda repetir el experimento.

e Mediciones. En la medida de lo posible, los datos originales deber ser registrados
directamente en el cuaderno de laboratorio, indicando las unidades de las canti-
dades medidas y una estimacion de la incertidumbre experimental de las cantidades
medidas directamente.

e Graficos. Un grafico permite visualizar los datos, y analizar sus tendencias, mejor
que una tabla de nimeros. Deben tener un titulo, indicar claramente qué se repre-
senta en cada eje y en qué unidades, etc.

e Calculos. Se deben indicar claramente las férmulas utilizadas.

e Conclusiones. Al finalizar el experimento se debe escribir una breve conclusion
relacionada con el objetivo.

Recuerde que las anotaciones deben ser claras y comprensibles, que el cuaderno de
laboratorio es un documento, es personal y es un registro secuencial, que las paginas
deben estar numeradas, al igual que las figuras y las férmulas, para poder ser citadas
correctamente cuando corresponda.



Capitulo 2

Mediciones e incertidumbres

2.1. Magnitud fisica y medicion

Una magnitud fisica es una propiedad de un cuerpo o de un proceso o fenémeno fisico
que puede ser medida, como por ejemplo la temperatura, la masa, la longitud, la corriente
eléctrica, etc. A la medida de la magnitud de un objeto o de un proceso especifico se la
denomina cantidad, y su valor lo determinamos a partir de una medicién. La temperatura
de un cuerpo, la masa de una particula, la longitud de una mesa o la intensidad de
corriente eléctrica que fluye por un cable, son ejemplos de cantidades.

Un proceso de medicién involucra los siguientes sistemas:

e El sistema objeto de la medicién: la cantidad a medir (en la jerga actual de la
metrologia se llama “mesurando”).

e El sistema de medicién: el instrumento de medicion.
e El sistema de referencia: las unidades de medicién y los respectivos patrones.

e El operador, que llevara a cabo el método o proceso de medicién.

El resultado de una medicién es un nimero (el valor de la cantidad medida), la unidad
de medida y la incertidumbre en la determinacion de aquel niimero. Por ejemplo el resul-
tado de la medicién de la temperatura de un objeto podria ser (4,6 £ 0,1)°C.

2.2. Apreciacion de un instrumento de medicién

Es la menor division de la escala del instrumento. En el caso de una regla comun, por
ejemplo, las marcas mas finas en su escala estan separadas por una distancia de 1 mm. La
apreciacion de esta regla es, por lo tanto, 1 mm. En general, la apreciacion del instrumento
representa el intervalo de incertidumbre maéas pequeno que se puede asignar al valor de
una unica medicion de una cantidad. Si la cantidad que estamos midiendo es estable en el
tiempo y si el instrumento de medicion esta precisamente calibrado, es razonable tomar
como incertidumbre, en una tnica lectura, a la mitad de la apreciacién del instrumento.
Asi, por ejemplo, se podria expresar la longitud de un objeto de extremos bien definidos,
medida con una regla comin, como (47,0 £ 0,5) mm. El signo 4 se usa para indicar que
el valor de la longitud de aquel objeto se encuentra en el intervalo (46,5 mm, 47,5 mm).

6
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2.3. Apreciacion del observador o estimacién de la
lectura

Es el menor intervalo que un observador puede estimar con ayuda de la escala del
instrumento de medicién. Dependiendo de su habilidad (y de condiciones ambientales,
como por ejemplo la iluminacién), la apreciacién del observador puede ser mayor o menor
que la apreciacién del instrumento de medicién. Por ejemplo, si un observador fuera muy
cuidadoso podia apreciar con una regla comun fracciones de milimetro, digamos 0,5 mm,
tal cual como se expuso en el parrafo anterior.

2.4. Mediciones directas

Toda medicién de una dada cantidad tiene asociada una incertidumbre producto de di-
versos procesos que contribuyen a ella. Independientemente del grado de sofisticacién del
equipamiento que se utilice en un determinado experimento, la medicién estard afectada
por incertidumbres experimentales. Esto significa que si realizaramos mediciones repeti-
das de una cierta cantidad, observariamos muy probablemente variaciones en los valores
medidos. Esta variabilidad es una caracteristica inherente al procedimiento de recolec-
cién de datos. A la incertidumbre experimental se la puede denominar alternativamente
“error experimental”. En este contexto el término “error” no hace referencia a una equi-
vocacién, sino a la variabilidad de los valores medidos. Actualmente, en forma paulatina,
se estd dejando de lado su uso.

La incertidumbre de una medicién es un parametro asociado al resultado de una medi-
da, que caracteriza el intervalo de valores que puede ser razonablemente atribuido al valor
de la cantidad que se esta midiendo. Da una idea de la calidad de la medicién. Las fuentes
de “error” experimental pueden tener diversos origenes: el instrumento de medicion, el
sistema objeto de la medicién, la metodologia de medicién, el operador, el entorno, etc.

Las incertidumbres pueden agruparse segin dos procedimientos:

1. Analizando los efectos que producen sobre el resultado de la medicion.

2. De acuerdo al método utilizado para obtener su valor numérico.

(Clasificacion de la incertidumbre segiin los efectos producidos:

Incertidumbres aleatorias: En un experimento en el que se mide repetidamente
una cierta cantidad, las incertidumbres aleatorias son aquellas que hacen fluctuar,
al azar, en torno a un valor medio, los sucesivos valores medidos. Son inherentes a
todo proceso de medicion. Este tipo de incertidumbre puede ser cuantificado por
medio de un analisis estadistico de los datos experimentales.

Incertidumbres sistematicas: Son aquellas que tienen su origen en algin proce-
so del experimento siguiendo una regla definida desconocida e inadvertida, lo que
introduce una variacién sistematica (por exceso o por defecto) de los valores medi-
dos. Las incertidumbres sistematicas afectan al valor medido siempre de la misma
manera cada vez que la medicion se repite. Un andlisis detallado del experimento
permite minimizar la posibilidad de incertidumbres sistematicas, pero no garantiza
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su ausencia. Este tipo de errores son mas dificiles de identificar, pero cuando son
detectados pueden ser corregidos.

Los errores sistematicos pueden tener distintos origenes:

a. Instrumentales:

I. Error de “cero”. Por ejemplo una regla quebrada en el inicio y que comience
en la divisién 1,3 mm.

IT. Error de “ganancia”. Por ejemplo una regla pléastica estirada. El caso tipico
es el de la cinta métrica usada por las costureras.

Estos errores sistematicos de origen instrumental pueden ser eliminados cali-
brando el instrumento con patrones de referencia.

b. De observacion. Por ejemplo el error de paralaje. La posicién de un objeto frente
a una escala se debe observar (i.e. medir) en una direccién perpendicular a la
escala y que pase por un eje de referencia del objeto. Cuando la lectura no se

realiza en la direccién perpendicular se comete un error de paralaje (ver Figura
2.1).

Visién correcta

}Error de paralaje

Vision incorrecta

Escala

Figura 2.1: Error de paralaje en una medicion.

c. Ambientales:

[. Presién. Afecta fundamentalmente a equipos que usan ondas (de sonido o
de luz) para realizar las mediciones.

II. Temperatura. Variaciones en la temperatura producen dilataciones o con-
tracciones que afectan las mediciones de longitud y el funcionamiento de
muchos equipos mecédnicos que cuentan con engranajes, palancas, etc. en
sus mecanismos internos.

ITI. Composicion quimica del aire. Como en el caso de la presion, la composi-
cion del aire afecta fundamentalmente a equipos que usan ondas (de sonido
o de luz) para realizar las mediciones.

Todos los errores de origen ambiental se pueden corregir si se dispone del
equipamiento adecuado.

d. Teoricos. Este tipo de error es introducido por el modelo tedrico usado para
analizar los datos.

Regularmente al momento de estar midiendo se tiene la preocupacién de si
se tomaron todas las precauciones “experimentales” para que los resultados
obtenidos sean todos fiables. Es menester extender las precauciones a las ecua-
ciones que describen tedéricamente el experimento. Uno de los ejemplos mas
simple es cuando se describe el periodo (7') de un péndulo, armado con un
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hilo y una bola pesada atada en su extremo, con la ecuacion T = QWW ,
en donde [ es la longitud del péndulo y g la aceleracion de la gravedad. En
esta ecuacion se soslaya la variacién introducida al periodo por la forma del
cuerpo que estd oscilando (péndulo fisico), sin mencionar otros muchos efectos
de menor importancia.

En el caso del péndulo se conoce con bastante detalle toda la fisica que des-
cribe el proceso de oscilaciéon y por ende se pueden encontrar descripciones
tedricas muy precisas para el periodo. Sin embargo cuando las mediciones se
realizan en sistemas poco conocidos las cosas pueden complicarse. Razén por
la cual siempre hay que ser cauto al realizar afirmaciones sobre sistemas que
uno estd aprendiendo a conocer (en el caso de un aprendiz esto significa que la
cautela debe tenerla en todos los experimentos).

Los errores sisteméaticos enumerados anteriormente son solo los mas comunes de una
lista extremadamente larga. La enumeracion enunciada pretende estimular la vision
critica de los experimentos.

Clasificacién de acuerdo al método utilizado para obtener su valor numérico':

Incertidumbres tipo A: Son todas aquellas en las que se usa un procedimiento
estadistico para obtener su valor numérico.

Esta contribucion se puede disminuir aumentando el niimero de lecturas. Es accesible
al observador. Por ejemplo la desviacién estandar en torno a una media de una serie
de mediciones independientes; el método de cuadrados minimos para obtener la
desviacion estandar de los parametros de una curva o superficie, etc. Para cuantificar
las incertidumbres aleatorias existen procedimientos especificos que se presentaran
en el capitulo 3.

Incertidumbres tipo B: Son todas aquellas en las que no se usa un procedimiento
estadistico para obtener su valor numérico.

Estas incertidumbres no pueden ser modificadas por el observador. Por ejemplo las
incertidumbres asociadas a un aparato de medicién (su apreciacién y calibracién) o
a un patrén, las cuales, en general, son provistas por el fabricante u otra entidad
que haya certificado el aparato o el patron; las incertidumbres determinadas a partir
de datos de mediciones anteriores que ya tienen especificada su incertidumbre; las
incertidumbres asignadas a datos obtenidos de catalogos generales; etc.

En todo experimento, en el que se mide una determinada cantidad, la incertidumbre
del valor medido tendra contribuciones aleatorias y sistematicas, tanto de tipo A como
de tipo B. En este caso, la incertidumbre de la cantidad medida se obtiene sumando en
cuadratura (raiz cuadrada de la suma de los cuadrados) las contribuciones de todas las

1Esta clasificacién comenzé a gestarse hacia fines de la década de 1970 y principios de la década de
1980, impulsada por el Bureau Internacional des Poids et Mesures (BIPM). En el afio 1993 se plasmé como
la Guia para la Expresién de Incertidumbres en Mediciones (Guide to the expression of Uncertainty in
Measurements, International Organization for Standardization (ISO), primera edicién (1993); Evaluation
of measurement data - Guide to the expression of uncertainty in measurement, BIPM - JCGM 100:2008),
abreviado corrientemente como GUM.
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incertidumbres. En la actualidad la clasificacion mas usual de las incertidumbres es en
tipo A o B y la correspondencia con incertidumbres aleatorias o sistematicas, en el caso
que existan, es, en general, dificultosa.

Ejemplo: En la Tabla 2.1% se enumeran las contribuciones a la incertidumbre de la comparacién
de un bloque patrén de méxima calidad (grado K) con otro bloque de menor calidad (grados 0,
1 6 2). Un bloque patrén es un prisma rectangular que posee dos caras opuestas pulidas (para
definir planos), paralelas entre si (para definir una normal) entre las que se mide la distancia
de centro a centro de cada cara, valor que es usado para definir la longitud del bloque. Los
bloques pueden ser de acero, vidrio u otras ceramicas. La calidad de los bloques estd asociada
a la planitud de las caras de medicién. Para longitudes de bloques de 0,5 mm hasta 150 mm los
valores de planitud se presentan en la Tabla 2.2.

Para la comparacién se utiliza un comparador, que es un aparato que compara las longitudes
de dos bloques con una apreciacién de 1 nm (6 10 nm). El aparato es construido con aceros
especiales e intervienen partes 6pticas. Todo el equipo esta ubicado en habitaciones con tempe-
ratura controlada (7' = (20,0 +0,1)°C) y la temperatura de los bloques y la mesa donde apoyan
a su vez se miden con una incertidumbre de 0,001°C.

A continuacién describiremos con un poco de detalle el origen de las componentes de incer-
tidumbre que figuran en la Tabla 2.1. A modo de introduccién digamos que en un proceso usual
de medicion el valor de la longitud de un bloque se obtiene repitiendo las medicién entre 5 a 10
veces y luego promediando los valores obtenidos.

Clasificacién de las componentes de la incertidumbre:

1) La calibracién del bloque patrén es provista por una institucién que acredita internacional-
mente ser experta en ese tipo de mediciones. Sin embargo, la utilizaciéon de un “plano”
donde se apoya una de las caras del bloque y luz que se refleja en ese plano y en una cara
del bloque es inherente al proceso de medicién. Sin ingresar a un analisis detallado del
montaje experimental resulta evidente que ningin plano fisico (construido) es perfecto.
Sirva este detalle para catalogar esta incertidumbre como sistematica en origen y de tipo
B ya que es provista externamente al observador.

2) La medicién reiterada siguiendo un mismo procedimiento experimental permite hacer
un andalisis estadistico en donde queda discriminada la incertidumbre que introduce la
manipulaciéon y ubicacion de los bloques en el comparador.

3) Otros procedimientos experimentales permiten obtener componentes sistematicas, en ge-
neral por imprecisién mecanica o electronica del aparato comparador, que varian al azar.
Estas variaciones si bien son al azar pueden tener un periodo de variacién largo (desde
horas a dias) mientras que el tiempo en que se realiza una medicién no va mas alla de los
10 minutos. Esto hace que para la comparacién de bloques la contribucién es sistematica,
sin embargo permite una evaluacién estadistica.

4) Tanto en la contribucién (2) como en la (3) las componentes son pasibles de un andlisis
estadistico por parte del operador. Sin embargo hay componentes sistematicas como ser
la calibraciéon de la escala de un comparador que no estdn sujetas a un analisis estadistico
y por ende hay que remitirse a lo que el certificado de fabricacion especifica.

2Tabla extraida de: Guidelines for Evaluating and Expressing the Uncertainty of NIST Measurement
Results, B.N. Taylor y C.E. Kuyatt, NIST Technical Note 1297 (1994).
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Valor de la incertidumbre (nm)

Incertidumbres aleatorias Incertidumbres
. . sistematicas
Componentes de incertidumbre
Tipo A Tipo B Tipo A Tipo B

1) Calibracion del bloque patron 25
Diferencia medida entre las caras de los bloques:
2) Observaciones repetidas 5.8
3) Efectos aleatorios del comparador 3.9
4) Efectos sistematicos del comparador 6,7
5) Expansién térmica del bloque patron 1,7
Temperatura de la mesa de medicién:
6) Temperatura media de la mesa 5.8
7) Variacion ciclica de la temperatura de la
habitacién 10,2
8) Diferencia entre los coeficientes de expansién
térmica de los bloques comparados 2.9
9) Diferencia de temperatura de los bloques 16,6

Incertidumbre total

u =34 nm

Tabla 2.1: Detalle de las incertidumbres presentes en una comparacion de longitudes
mediante un comparador de bloques.
Longitud nominal Grado K Grado 0 Grado 1 Grado 2
De 0,5mm hasta 150mm 50 nm 100 nm 150 nm 250 nm

Tabla 2.2: Valores de planitud de bloques para longitudes de 0,5 mm hasta 150 mm.
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5)

Midiendo la temperatura del bloque es posible conocer cuanto se expandié un bloque
respecto a la longitud que posee a 20°C, a la cual fue calibrado. Los coeficientes de ex-
pansién térmica tienen incertidumbres con lo cual, como no se tiene acceso al analisis
estadistico de esta componente, es necesario introducirla como una componente tipo B y
claramente es sistematica ya que el valor del coeficiente de dilatacién térmica que se usa
en las correcciones difiere del mejor valor que se podria medir para ese bloque.

La mesa metélica del comparador sobre la que se apoyan los bloques posee una temperatu-
ra que precisa ser determinada ya que define la temperatura de aquellos. La incertidumbre
por fluctuaciones al azar de la temperatura medida se traduce (via el coeficiente de dila-
tacién térmica del bloque) en una incertidumbre de longitud.

El aire de la habitacién que rodea al bloque y al comparador de bloques puede tener
variaciones (en escalas de tiempo largas comparadas con el tiempo de medicién) que no se
pueden controlar pero que se sabe por estudios previos, que estan acotadas a un intervalo
dado. Esto conduce a un error sistematico que es de tipo B.

Los coeficientes de dilatacién térmica de los bloques que se comparan en general no son
iguales. Sin embargo la diferencia estd acotada a un intervalo. Esto conduce a una com-
ponente de incertidumbre tipo B, que introduce un efecto sistematico en las mediciones.

En todo sistema en el que la temperatura cambia en funcién del tiempo (aunque sea unas
pocas milésimas de grado por minuto) aparecen gradientes espaciales de temperatura los
cuales se conocen por estudios previos que nunca superan un cierto valor. En este caso,
como la fluctuacién es al azar y dindmica, esta componente de incertidumbre es aleatoria
pero de tipo B.

2.4.1. Cémo comunicar el valor de una magnitud

Una cantidad debe ser expresada indicando su valor (Cp), la incertidumbre absoluta
asociada (Up) y la unidad en que fue medida, es decir:

C = (Cy £ Up) [unidad]

A veces también es posible indicar la incertidumbre de manera relativa E = Uy/Cy o
de manera porcentual, que es la incertidumbre relativa multiplicada por 100 y expresada
como un porcentaje (E % = 100 Uy/Cp).

2.4.2. Precision y exactitud de una medicion

Asociado a una medicion hay dos conceptos que son necesarios definir:

Precision: Es una medida de cuan bien uno puede repetir las mediciones. Mientras
mas a menudo se consigan nimeros cercanos unos a otros para la misma medida,
mayor es la precision.

Diremos que una medida C' = (Cy = Up) es mds precisa que otra C' = (Cy + Uy) si

U _ U

2.1 L
(2.1) a <G
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La comparacién puede realizarse inclusive si Cy y C] estan asociados a distintas
magnitudes. Por ejemplo, la mejor precisién que se consigue actualmente en medi-
ciones de tiempo es una parte en 10'® (107'°), mientras que la mejor precisién en
mediciones de masa es una parte en 10° (107?). Por lo tanto es corriente afirmar
que las mediciones de longitud son més precisas que las de masa.

Exactitud: es una medida de cuan proximo estd el resultado de un experimento
del valor aceptado de la cantidad que uno quiere medir.

Valor de referencia aceptado es aquel que se obtendria con el mejor procedimiento
de medicién del momento para esa cantidad.

Debe notarse que los resultados de una medicién pueden ser: precisos y exactos, precisos
pero inexactos, exactos pero imprecisos o, en el peor de los casos, imprecisos e inexactos.
Una idea grafica de estas distintas posibilidades se ejemplifica en la Figura 2.2.

4 Exactitud

Precision

Figura 2.2: Esquema de la relacion entre exactitud y precision. El circulo negro representa
el valor aceptado y los circulos grises mas pequenos representan las valores de distintas
mediciones. (a) Resultados exactos pero imprecisos, (b) precisos y exactos, (c¢) imprecisos
e inexactos y (d) precisos pero inexactos.

2.5. Mediciones indirectas

Existen muchos experimentos en los cuales la cantidad requerida se obtiene a partir de
valores medidos directamente (por ejemplo, largo, masas, lapsos, etc). Sin embargo hay
otro sinntimero de situaciones en las que la cantidad a determinar (por ejemplo, areas,
volimenes, densidades, velocidades, etc.) requiere de la medicién directas de dos o mas
cantidades.

Imagine que se quiere determinar el valor de una cantidad F' que es funcién de otras
dos cantidades X e Y, es decir F' = f(X,Y). Si se cumple que:

1. X e Y se pueden medir directamente y sus incertidumbres son AXy y AYj, respec-
tivamente.

13
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2. Las incertidumbres en X y en Y pueden corresponder tanto al tipo A como al tipo
B.

3. Las incertidumbres en X son independientes de las incertidumbres en Y

4. f(X,Y) se puede aproximar linealmente en un entorno pequeno de Xy, Yy definido
por AXyy AY; (desarrollo de f(X,Y') hasta primer orden en una serie de Taylor).

Entonces:
' = Fy+ AF
FO - f(X07 }/0)
d > /0 2
(2.2) AF = \/(a—;((xoyyo) AXO) + <8_}{(XO’YO> AYEJ)

Si los términos entre paréntesis del lado derecho de la igualdad anterior se asocian al
largo de los lados de un triangulo rectangulo, AF' representa la longitud de la hipotenusa

de dicho triangulo. La desigualdad triangular permite determinar una cota superior para
AF:

of

0
(2.3) AF < '6_X(XO’YO) AXo + ‘a—}{(Xo,Yo) AYy

Estudiemos algunos casos particulares que seran de utilidad:

1) Suma o resta de dos cantidades: ' = X £ Y. En este caso |0f/0X| = |0f/0Y] = 1,
con lo cual

(2.4) AF = \/(AX0)2 + (AYy)?

Usualmente, con el fin de agilizar cdlculos, se puede utilizar en lugar de la expresion
anterior para AF', una cota superior dada por:

(2.5) AF ~ AX, + AY,

2) Producto de dos cantidades: F' = XY. En este caso |0f/0X| = |Y], |0f/0Y| = | X],
con lo cual resulta:

(2.6) AF =/ (%AX,) + (XoAY)’

Una expresiéon util para evaluar una cota superior de la incertidumbre relativa es en
este caso:

AF AX,  AY,
~ +

2.7 ~
27) Fy Xo Yo
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3) Cociente de dos cantidades: F' = X/Y. En este caso |0f/0X| = |1/Y], |0f/0Y| =
| X/Y?|, por lo tanto:

(2.8) AF:\/(AgO>2+ (%A%)Z

Aligual que en el caso del producto, resulta en forma aproximada para la incertidumbre
relativa:

AF  AX, N AY,
Fo Xo o Y
4) Potencia de una cantidad: F' = X". En este caso |0f/0X| = [nX""!|, y por lo tanto:

(2.9)

(2.10) AF = |nX{~ " AX|

En este caso:

AF AXy
— =N
Fy | Xol

En el caso que la cantidad F' sea dependiente de p cantidades X;, F' = f(X1,...,X,)
con X; = Xo; 2 AXg; e i =1...p, la generalizacion es inmediata:

(2.11)

F = Fy+AF
Fy = f(Xoi,. .., Xop)

(2.12) AF = ﬁ(xm... Xo,) AXo1 2+---+ of (Xot, ..., Xop) AX, i
0X, TP 0X, TP P

0
(2.13) AP < 8_){'1()(01’ -y Xop)

of
X,

AX01++’ (X017...,X0p)

AXo,

2.6. Cifras significativas y redondeo

A la incertidumbre de una medicion la expresaremos, en general, con una sola cifra
significativa (la primera cifra diferente de cero ubicada més a la izquierda). Existen situa-
ciones en las que es posible determinar el error experimental muy precisamente, en estos
casos es factible expresarlo con dos cifras significativas, pero estas situaciones son poco
comunes. Esta limitacién al nimero de cifras significativas impone la necesidad de re-
dondear el resultado final, hacia arriba o hacia abajo, dependiendo de cual sea el niimero
mas proximo.

Los siguientes ejemplos muestran la manera correcta de expresar el valor de una can-
tidad con su respectivo error. En todos los casos suponga que a partir del calculo con las
cantidades medidas obtuvieron los siguientes valores de la cantidad F'y su correspondiente
incertidumbre.
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Fy = 64251 m, AF = 325 m, entonces F = (64300 £ 300) m, o F = (64,3+0,3) x 10° m
Fy =46,023 m/s, F' = 0,278 m/s, entonces F' = (46,0 £ 0,3) m/s

Fy =127,46°C, F = 0,96°C, entonces I’ = (127 £ 1)°C

El redondeo debe realizarse solo al finalizar los calculos, a fin de evitar errores intro-
ducidos por efectos del redondeo.
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Capitulo 3

Tratamiento estadistico de datos
experimentales

Se sabe que los valores medidos de cualquier magnitud estan influenciados, en general,
por incertidumbres aleatorias independientemente del cuidado con que se haya realizado
el experimento. Por ejemplo, supongamos que se quiere determinar el largo de una de las
mesas del laboratorio. Para ello se realizan 10 mediciones usando una regla de 20 cm de
longitud. Los valores medidos se muestran en la Tabla 3.1.

‘ 119,35 ‘ 119,50 ‘119,45 ‘ 119,30 ‘ 119,30 ‘ 119,40 ‘ 119,25 ‘ 119,50 ‘ 119,50 ‘ 119,40 ‘

Tabla 3.1: Diez medidas de la longitud de una mesa, expresada en cm.

. Qué valor se deberia tomar como la mejor estimacién de la cantidad que deseamos
determinar?

Para responder a esta pregunta consideraremos un método prestado por la estadistica
que permite tratar la variabilidad de los datos medidos. La estadistica se ocupa de proveer
métodos para:

1. Organizar y resumir datos (estadistica descriptiva).

2. Sacar conclusiones de los procesos o experimentos que se estuvieren estudiando
basadas en la informacién que contienen los datos (inferencia estadistica).

Esta seccion se basara principalmente en la determinacion del valor de la magnitud
medida y de su incertidumbre. Este método es aplicable cuando se ha hecho mas de una
medida para describir de manera satisfactoria la dispersion de los datos debido a las
incertidumbres aleatorias.

3.1. El mejor estimador y la desviacion estandar
Se ha planteado el problema de definir qué valor se deberia tomar como valor mas

razonable (o mejor estimador) de la cantidad que se desea determinar. El que surge
naturalmente es la media aritmética:
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N
D
T+ -+ TN =1

(3.1) T = N =

Podrian considerarse otros valores, como la media geométrica:

(3.2) E:N:Ul"'x]\[

o la media armodnica:

1 1 /1 1
- Y-

También es posible considerar como mejor estimador aquel valor de x cuya suma de
distancias resulte un minimo:

(3.4) min{|z; — x|+ -+ |xy — 2|}

o aquel valor de x que hace minima la suma de cuadrados:

(3.5) mggin{(xl—x)2—|—...+(xN—x)2}

Para el caso de la ecuacién (3.4) se encuentra, dependiendo si la cantidad de datos
medidos es par o impar, que habra o no un tnico valor de x posible; mientras que para el
caso de la ecuacion (3.5), exigiendo que se anule la derivada primera, resulta:

2z —x)+-+(an—2)] =0
1+ --+axy—Nx =0

T+ -+ TN
3.6 St Sl
(36) v N

o sea, el caso de la ecuacion (3.5) nos conduce a la media aritmética. El método empleado
fue establecido por Gauss y es conocido con el nombre de método de los cuadrados
minimos.

En lo que sigue usaremos la media aritmética como mejor estimador de la cantidad
medida. En el ejemplo de la Tabla 3.1, 7 = 119,395 cm.

La segunda pregunta que uno debe hacerse es: ;Cémo se deben usar los datos para
obtener, adema&s, un tunico valor que represente la incertidumbre asociada a la mejor
estimacién?

La Figura 3.1 presenta tres conjuntos de mediciones de la misma magnitud, realizados
con el mismo método. Cada uno de estos conjuntos se denomina muestra. Los tres
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. < < < < < < S 5 <

2. O O 00000 O @)
3: @ O 00000 o o
I I | | |
30 40 50 60 70

Figura 3.1: Tres conjuntos de mediciones con idéntica media pero distinta variabilidad.

conjuntos tienen la misma media aritmética (Z=50), pero distinto grado de dispersién en
torno al centro.

La medida més sencilla de la variabilidad en un conjunto de mediciones es tomar el
intervalo donde caen todas las mediciones, es decir la diferencia entre el valor maximo y
el minimo. Para el ejemplo de la Figura 3.1 ese intervalo es mucho mayor en el conjunto 1
que en el conjunto 3, pero es igual para el conjunto 1 y el 2. Sin embargo como este valor
solo depende de los dos valores extremos, no tiene en cuenta la disposiciéon de los valores
restantes. Si en los conjuntos 1 y 2 no se consideran los valores extremos, hay muchos
menos variabilidad en el conjunto 2 que en el 1. Por lo tanto este parametro no es una
buena medida de la variabilidad.

Otra opcién es considerar las desviaciones respecto a la media, es decir, ;1 — 7, ...,
rny — T. Si estas desviaciones son pequenas, entonces todos los valores estan cerca de
la media y hay poca variabilidad. Una forma sencilla de combinar las desviaciones en
una sola cantidad es promediarlas (sumarlas y dividirlas por el nimero de datos V). Sin
embargo este método presenta un gran problema, como veremos a continuacion. Con los
datos de la Tabla 3.1, donde las incertidumbres aleatorias han causado una dispersion en
los valores de la cantidad medida, se confeccioné la Tabla 3.2 que contiene las desviaciones
respecto a la media, que llamaremos d;, y sus respectivos valores al cuadrado. Se puede
observar que la suma de las desviaciones es cero y por lo tanto su media también lo es.

., Cémo hacer entonces que las desviaciones consideradas sean cantidades no negativas,
para que las desviaciones positivas y negativas no se contrarresten entre si cuando se
combinan?

Lo que se toma comtinmente como una medida de la variabilidad de los datos es:

N

> (@i =)

3.7 =2
(3.7) N1

Esta cantidad se conoce con el nombre varianza muestral. Note que su unidad es
el cuadrado de la unidad de la cantidad medida. Aunque la varianza es una medida
fundamental de la variabilidad de los datos, es méas adecuado considerar la desviacién
estandar muestral de un conjunto de datos como una medida de su variabilidad. Esta
cantidad tiene las mismas unidades que la cantidad medida y se define como la raiz
cuadrada de la varianza muestral:
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X [em] d, =x, —Xx [em] d} = (xl. - })2 [cm?]
119,35 -0,045 0,002025
119,50 0,105 0,011025
119,45 0,055 0,003025
119,30 -0,095 0,009025
119,30 -0,095 0,009025
119,40 0,005 0,000025
119,25 -0,145 0,021025
119,50 0,105 0,011025
119,50 0,105 0,011025
119,40 0,005 0,000025
> (x —x)=0 > [, -x) =0,07725cm?

Tabla 3.2: Desviaciones respecto a la media y sus respectivos valores al cuadrado.

Para los datos de la Tabla 3.2, la desviacion estandar muestral es s = 0,0926 cm.

Uno se podria preguntar entonces por qué usar N — 1 en lugar de N en la definicion
de s. Observe que si bien la determinacion de s esta basada en N medidas, la suma de
las desviaciones es cero, de tal modo que la especificaciéon de un conjunto cualquiera de
N — 1 valores, determina el valor restante. Ademas si se hiciera una sola medida, el valor
medio serfa igual al valor medido y en la desviacién estdndar muestral (Ecuacién (3.8))
apareceria un cociente indeterminado, es decir, la desviacion estandar estaria indefinida,
lo que refleja correctamente nuestra ignorancia del valor de la cantidad medida después
de realizar una sola medicién.

3.2. La desviacion estandar de la media o error estan-
dar

Recordemos que la razén para llevar a cabo medidas repetidas de una cantidad durante
un experimento es tratar de encontrar la mejor estimacion para dicha cantidad, la cual
ya establecimos que es la media aritmética, pero ademas nos gustaria también estimar la
incertidumbre asociada a la media. jPor qué hablamos de la incertidumbre en la media?

Observe que si realizamos un nuevo conjunto de N mediciones de la misma cantidad,
se obtendrd, en general, un nuevo valor para la media, ya que cada uno de los valores
medidos sera diferente a los medidos en el primer conjunto de N observaciones. De esta
manera si se realizan M conjuntos de N observaciones cada uno, obtendremos M valores
de la media. La pregunta es entonces:
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., Cudl es la variabilidad de esos M promedios y cémo se relaciona con la variabilidad
de las mediciones de cada uno de los conjuntos?
Como en cada experimento medimos N cantidades x1,...,xy v luego calculamos:

T+ Fay
N

que es una funcién simple de las cantidades medidas z1,...,zy, podemos encontrar la
variabilidad de T usando simplemente la férmula de propagacion de errores. La carac-
teristica llamativa de esta funciéon es que las cantidades x; tiene todas la misma desviacion
estandar muestral s por tratarse de medidas de una misma cantidad. De este modo:

o \° o \°

ademds 07/0x; = --- = 0% /dxny = 1/N,

por lo tanto

a11) %#(%3):...%%8):@:%

que se conoce con el nombre de desviacion estandar de la media o error estandar.
En nuestro ejemplo s = 0,0926 cm/+/10 = 0,0293 cm. De este modo la mejor estimacién
del valor de la cantidad medida, basada en las 10 mediciones realizadas es:

(3.9) T =

(119,40 £ 0,03)cm

Una caracteristica importante del error estdndar es la v/N en el denominador. La
desviacién estdndar muestral s no cambia apreciablemente (a partir de un determinado
N) si uno realiza mas medidas, mientras que el error estdndar decrece lentamente a medi-
da que incrementamos el nimero de mediciones. Desafortunadamente el factor v/ N crece
lentamente al aumentar N, es decir si queremos mejorar nuestra precision en un factor
10, tendremos que aumentar N un factor 100. Por lo tanto si se quiere mejorar significati-
vamente la precision en las medidas, en la practica es mas conveniente mejorar la técnica
experimental antes que incrementar el nimero de medidas. En este curso consideraremos
que el maximo N es aquel para el cual el error estandar es aproximadamente la cuarta
parte de la apreciacion del instrumento.

Lo presentado en esta seccion lo podemos resumir de la siguiente manera:

1. La mejor estimacién del valor de una cantidad medida varias veces es la media
aritmética.

2. La desviaciéon estandar s es una medida de la variabilidad de los valores medidos y
no es sensible al nimero de medidas realizadas.

3. El error estdndar sz es una medida de la variabilidad de la media y es la incertidum-
bre asociada a la media aritmética. Esta cantidad decrece al aumentar el ntimero
de medidas.

21



S.C. Pérez, C.A. Schiirrer, G.E. Stutz. Trabajos de Fisica, Serie C, 4/11 (FaMAF - UNC)

3.3. Histogramas y distribuciones

Hemos establecido que el analisis estadistico de un experimento necesita de la reali-
zacion de numerosas medidas. Por lo tanto es necesario disponer de algin método para
mostrar los datos. Una forma de hacer esto es a través de un histograma. El histograma
es una representacién grafica de una distribucién de frecuencias (cantidad de veces que se
repite un resultado).

., Cémo se construye un histograma?

1. En un sistema de coordenadas se representan los valores de las mediciones en las
abscisas y las frecuencias relativas en las ordenadas.

2. Se divide el conjunto de mediciones en una coleccién de intervalos disjuntos de tal
manera que cada medicién esté en un intervalo. Cada uno de esos intervalos se llama
intervalo de clase o clase.

3. Para seleccionar los intervalos de clase se procede de la siguiente manera:

a. Se calcula la cantidad v/ N (N es el nimero de datos) que da un valor aproxi-
mado para el nimero apropiado de intervalos. Se redondea al nimero entero
superior.

b. Se encuentra el rango R (diferencia entre el valor méximo y el valor minimo)
de los datos.

c. Se divide R por el nimero de intervalos para calcular el ancho de cada intervalo.

4. En el caso que un dato caiga en el limite de algtin intervalo, utilizaremos la conven-
cién de intervalos cerrados a izquierda y abiertos a derecha.

5. Se construye una tabla que muestre para cada intervalo el nimero de valores n; que
cae en ese intervalo, también llamado frecuencia absoluta, y la frecuencia relativa
definida como fj, = ni/N.

6. Se construye un grafico asignando a cada intervalo un rectangulo cuya altura es la
frecuencia relativa.

Para ejemplificar, en la Tabla 3.3 mostramos 100 valores medidos del periodo de un
péndulo. El valor méaximo es 2,88 s y el minimo es 2,67 s, por lo tanto R = 0,21 s. Por
otro lado, como N=100, el ntiimero de intervalos serd v/100=10. De esta manera el ancho
de cada intervalo resulta 0,21s/10 = 0,021s ~ 0,02s. Los valores de la frecuencia y de
la frecuencia relativa se muestran en la Tabla 3.4 y el histograma correspondiente en la
Figura 3.2.

Se observa que el histograma presenta las siguientes caracteristicas:

e El intervalo 2,77 s a 2,79 s tiene la frecuencia mas alta. Este intervalo incluye la
media T = 2,7753 s.

e La distribucién de valores es aproximadamente simétrica alrededor del intervalo que
contiene a la media.
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2.81 276 | 2.73 2.75 2.74 2.72 2.85 2.77 2.88 2.82
2.81 280 | 272 2.77 2.77 2.834 2.75 2.70 2.74 2.75
2.73 274 | 271 2.73 2.81 2.80 2.76 2.78 2.88 2.81
2.80 278 | 279 2.83 2.74 2.77 2.76 2.81 2.80 2.82
2.67 280 | 2.78 2.79 2.81 2.81 2.75 2.78 2.83 2.77
2.77 277 | 2.77 2.73 2.86 2.85 2.83 2.75 2.83 2.77
2.79 270 | 2.67 2.81 2.77 2.80 2.75 2.78 2.81 2.77
2.78 276 | 270 2.79 2.74 2.70 2.74 2.84 2.87 2.81
2.79 278 | 2.82 2.84 2.74 2.70 2.74 2.68 2.84 2.77
2.77 277 | 271 2.71 2.83 2.834 2.68 2.81 2.71 2.77

Tabla 3.3: 100 medidas del periodo de un péndulo expresadas en s.

Intervalo Frecuencia Frecuencia relativa
2,67<x <2.69 4 0,04
2,69<x <271 5 0,05
2,71<x <2.73 6 0,06
2,73<x <275 12 0,12
2,75<x <2.77 10 0,10
2,77<x <2.79 22 0,22
2,79<x <281 11 0,11
2,81 <x <2.83 14 0,14
2,83<x <2.85 10 0,10
2,85<x <2.87 3 0,03
2,87<x <2.89 3 0,03

Tabla 3.4: Valores de frecuencias y frecuencias relativas para cada intervalo de clase,
correspondiente a los valores de la Tabla 3.3.
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Figura 3.2: Histograma correspondiente a las medidas de la Tabla 3.3.

e Hay pocos valores que se encuentran lejos de la media.

Estas caracteristicas se presentan en una gran variedad de experimentos, por lo que es
importante una discusion sobre una distribucion estadistica que posea estas propiedades.

Puede observarse que en términos de la frecuencia relativa fp = ng/N, el promedio
puede calcularse como la suma pesada de todos los valores diferentes xy:

(3.12) T= = > fea

Como ), ny = N resulta que ), fr = 1. A esta relacién se la conoce como condicién
de normalizacion.

3.4. Distribuciones limites

En la mayoria de los experimentos, a medida que se incrementa el nimero de medi-
ciones, el histograma comienza a tomar una forma simple. Esta forma se ve claramente
en las Figuras 3.3 y 3.4, las cuales muestran los histogramas correspondientes a 30 y 300
mediciones, respectivamente, de la misma cantidad.

Con 300 mediciones el ancho de clase, respecto al de 30 mediciones, disminuye de 0,03
s a 0,02 s y el histograma es mas suave y regular. A medida que el nimero de mediciones
crece, su distribucion se aproxima a una curva continua y definida. Cuando el nimero
de mediciones es infinitamente grande (N — o0), la curva continua recibe el nombre
de distribucion limite. Para las medidas del ejemplo mostrado en la seccién anterior
la distribucién limite es una curva simétrica con forma de campana (ver Figura 3.4). La
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Figura 3.3: Histograma correspondiente a los 30 primeros valores de la Tabla 3.3.
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Figura 3.4: Histograma correspondiente a 300 valores del periodo del péndulo. La curva
continua muestra la distribucion limite.
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distribucion limite es una construcciéon tedrica que no puede ser medida exactamente, pero
mientras mas mediciones se hagan, mas se aproximara nuestro histograma a la distribucion
limite.

Una distribucién limite define una funcién que llamaremos f(z). Esta funcién satisface
que:

f(z)dz = fraccién de medidas que caen entre x y = + dx |

o de manera mas general:

b
Pla< X <b) = / f(z)dz = fraccién de medidas que caen entre a y b

Dicho de otra manera, P(a < X < b) es la probabilidad de que una sola medida de x
caiga en el intervalo [a, b].

Dado que la probabilidad total de obtener una medicién entre —oco y oo debe ser uno,
la funcién limite f(x) debe satisfacer:

(3.13) /_ T @)de =1

Esto no significa que debemos obtener medidas en todo el rango desde —oo a oo. Por
el contrario, en experimentos reales las mediciones caen en un intervalo pequeno y finito.
Por ejemplo, las medidas del ejemplo anterior caen entre 2,64 s y 2,92 s ain después de
muchas medidas. En otras palabras, f(z) es esencialmente cero fuera de este rango y por
lo tanto no hay diferencia si los limites de la integral se extienden desde —oo a co. Més
aun, si las medidas bajo consideraciéon son muy precisas, todos los valores medidos estaran
muy proximos, de tal manera que la distribucién limite tendra la forma de un pico muy
angosto. En cambio, si la mediciéon no es muy precisa, los valores medidos estaran muy
dispersos y la distribucion serd ancha y baja como se muestra en la Figura 3.5.

alta precisién

Figura 3.5: Ejemplos de distribuciones limites para alta y baja precisién.

Con esta definicién es evidente que si se conociera f(x) se podria calcular el valor
medio que se encontraria después de muchas medidas. Ya vimos que la media de un dado
nimero de medidas es la suma de todos los valores ), pesados por la fraccién de veces
que son obtenidos (Ecuacién (3.12)):

(3.14) T=Y for
k
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Tratdandose de un numero grande de medidas, si se divide el rango de valores en
pequenios intervalos (zy, x;+0xy), la fraccién de valores en cada intervalo es f, = f(zx)dzy
y en el limite que el ancho del intervalo tiende a cero y el nimero de medidas tiende a
infinito, resulta:

(3.15) T = /OO xf(z)dz

—0o0

Usando el mismo razonamiento y la Ecuacién (3.7) se puede calcular la varianza s

(3.16) 52 = /_ (@ — 72 (2)da

o0

3.5. Distribucion normal

Diferentes tipos de datos experimentales tienen diferentes tipos de distribuciones limites,
sin embargo muchas mediciones experimentales tienen una distribucién limite con forma
de campana simétrica, en especial si las mediciones estan sujetas a fuentes de incertidum-
bres aleatorias. La funcién matematica que describe este tipo de distribucién limite es la
distribucién normal o funcion de Gauss y esta descripta por la expresién:

1 _('I._#)Q

(3.17) Guolx) =

oV 2T

donde p indica el centro de la distribucién y o representa el ancho caracteristico de la
distribucién normal (Figura 3.6).

Jpequefio O grande

<>

m < H x
Figura 3.6: Funciéon Gaussiana centrada en p con dos valores distintos del ancho o.

La funciéon G, ,(x) describe entonces la distribucién limite de las medidas de una
cantidad = cuyo valor medio es j, cuando la medicion esta sujeta solo a incertidumbres
aleatorias.

Esta distribucion estd normalizada, es decir, cumple que:

(3.18) /00 Guo(x)dr =1

o0
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y ademds se satisface que T = vy s? = o2. Por lo tanto, si las medidas estdn distribuidas
normalmente, p y o serian los valores que obtendriamos, para la media y la desviacion
estandar respectivamente, después de realizar un nimero infinito de medidas.

3.6. Distribucion normal estandar

Para calcular P(a < X < b) cuando x es una variable aleatoria normal se debe evaluar:

b 1 p (z—p)’
(3.19) Pla<X <b)= / Guo(x)dr = / e 207 dx

oV 2T

Esta integral no puede ser evaluada analiticamente. Para =0y o = 1, la expresién
anterior ha sido evaluada numéricamente y tabulada para ciertos valores de a y b. Esta
tabla también se puede utilizar para calcular las probabilidades de cualesquiera otros
valores de p y o bajo consideracion.

La distribucién normal con valores de parametros = 0 y o = 1 recibe el nombre de
distribucién normal estandar y esta descripta por la expresién:

2
y4
1 5

e
\ 2T

La distribucién normal estandar es una distribucion de referencia, de la cual se puede
obtener informacion acerca de otras distribuciones normales. Puede observarse que G 1 (%)
es una funcién simétrica respecto de z=0. La Tabla B.1 da P(—oo < Z < z), es decir el
area bajo la curva a la izquierda de z. como muestra la Figura 3.7.

(3.20) Goa(2) =

Curva normal estandar

v

0 z
Figura 3.7: Area bajo la curva normal estandar.

De esta tabla se pueden calcular otros tipos de probabilidades:

1. P(a < Z <b), para ello realizamos el siguiente calculo:

(3.21) Pla<Z<b)=P(Z<b)—P(Z<a)

Por ejemplo:

P(—02< Z<125)=P(Z <125) — P(Z < —0,2) = 0,8944 — 0,4207 = 0,4737
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2. P(Z > ¢), para ello realizamos el siguiente célculo:

(3.22) P(Z>c)=1—-P(Z<¢)
Por ejemplo:
P(Z>083)=1—-P(Z<0,83)=1-0,7967 = 0,2033

3.7. Distribuciones normales no estandar

Si la variable aleatoria X tiene una distribucién normal con media g y desviacion
estandar o, entonces la variable

(3.23) 7 =

tiene una distribucion normal estandar. De esta manera

— X — b— _
(324) Pla<X<b) = Pl <2070 _pl=loyc
g g g g g

b—pu a— [
= P(Z< — P(Z <
(z<"M Pz <0

Calculemos ahora la probabilidad que una medicién caiga dentro del intervalo p + zo
(z=1, 2, 3, etc), es decir nos interesa calcular:

(3.25) Plp—z0 <X <pu+zo)

Estandarizando resulta:

(3.26) Plu—20<X<pu+z0)=P(—2<7Z<2)=P(Z<2)—P(Z<-2)

Si z = 1 resulta:

(3.27) Plu—oc<X<p+o)=P(-1<Z<1)=08413 —0,1587 = 0,6826,

es decir, hay una probabilidad del 68,26 % de que el valor medido caiga dentro de una
desviacién estandar de la media.
De la misma manera, si z = 2:

(3.28) Pp—20< X <p+20)=P(—2<Z<2)=09544,

es decir, hay una probabilidad del 95,44 % de que el valor medido caiga dentro de dos
desviaciones estandar de la media.
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Finalmente si z = 3:

(3.29) Plp—30<X<pu+30)=P(-3<2Z<3)=009974,

o sea, hay una probabilidad del 99,74 % de que el valor medido caiga dentro de tres
desviaciones estandar de la media.

Volvamos a los datos de la Tabla 3.3. Usando 7 = 2,78 s y s = 0,05 s como estima-
ciones de los valores desconocidos p y o, se puede observar que dentro de una desviacion
estandar, es decir en el intervalo [2,72s, 2,825|, se encuentran 69 puntos. Esto equivale
a una probabilidad del 69 %. Dentro de dos desviaciones estdndar, es decir en el inter-
valo [2,67s, 2,87s], caen 98 puntos que representa el 98 % de los valores conforme a las
probabilidades calculadas anteriormente.

3.8. Distribucion de la media muestral

Anteriormente vimos que si se toman distintas muestras de N mediciones cada una,
obtendremos en cada caso un valor Z diferente. Por lo tanto X es también una variable
aleatoria, llamada estadistica, porque su valor se calcula a partir de datos muestrales.

El Teorema Central del Limite (TCL) establece lo siguiente:

Sea X1,..., Xy una muestra aleatoria de una distribucién con media p y
desviacién esténdar o. Entonces, si N es lo suficientemente grande, X tiene
aproximadamente una distribucién normal con media p y desviacién estandar
oz =0/ V/N. Cuanto més grande sea el valor de N, mejor serd la aproximacion.

La pregunta que surge entonces es jcuando N es lo suficientemente grande?. Como eso
depende de la distribucién que tenga la variable bajo estudio, se usa en general una regla
practica que dice que si N > 30 se puede usar el TCL.

3.9. Estimacién puntual e intervalos estadisticos basa-
dos en una sola muestra

3.9.1. Estimador puntual

Dado una magnitud de interés, el objetivo de la estimacion puntual es emplear una
Unica muestra para calcular el nimero que mejor represente el valor de la cantidad en
cuestion. El nimero resultante se llama estimador puntual.

Un teorema de la estadistica establece lo siguiente:

Si X1,..., Xy es una muestra aleatoria de una distribucion normal con para-
metros v o, entonces X es el estimador con varianza minima para p.

Es importante destacar aqui que el mejor estimador para p depende esencialmente

de cual es la distribuciéon de la muestra. Asi, si la muestra aleatoria proviene de una
distribuciéon normal, X es el mejor estimador. Por otro lado, si proviene de una distribucion
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Lorentziana o de Cauchy !, X es un pésimo estimador porque es sensible a la presencia de
observaciones que estén muy lejos de los restantes valores. En este caso la mediana (X)
es el mejor estimador. La misma se define de la siguiente manera:

T(xp1) si NV es impar,
(3.30) T =
() TG
2

si N es par,

donde x(,) corresponde al enésimo valor medido cuando la muestra esta ordenada de
menor a mayor.

En cambio, si la distribucién es uniforme 2

max(X;) + min(X;)
2

(3.31) X, =

es el mejor estimador.
Un gréafico comparativo de las distribuciones normal, Lorentziana y uniforme se muestra
en la Figura 3.8.

----Normal "
Cauchy ,
------ Uniforme )

Figura 3.8: Comparacion de distintas funciones de distribucion.

3.9.2. Intervalos de confianza con muestras grandes

Un estimador puntual, por ser un solo niimero, no proporciona informacién alguna
sobre la precision y confiabilidad de la estimacién. Una alternativa es calcular e informar
todo un intervalo de valores factibles al que se denomina intervalo de confianza (IC).
Este intervalo se calcula siempre seleccionando primero un nivel de confianza, que es
una medida del grado de fiabilidad en el intervalo. Asi, por ejemplo, un nivel de confianza

()

_ Y _
= , Y=cte.
7wy + (& — )’

1 .
2 _f gc sifp—p[<e
flx) { 0 sile—p>c c=cte.
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del 95 % implica que, en promedio, 95 % de todas las muestras que se tomen daria lugar a
un intervalo que incluye el valor de la magnitud medida; mientras que, en promedio, sélo
un 5 % darfa un intervalo erréneo. En la practica, los niveles de confianza que se usan con
m4ds frecuencia son 90 %, 95 % y 99 %.

De acuerdo al TCL, cuando N es lo suficientemente grande, la variable estandarizada

_ X
(3.32) Z=""

VN

tiene aproximadamente una distribucion normal estandar. Esto implica que

S
3.33 Tt 20—
( ) /2 \/N

es el intervalo de confianza asociado a la magnitud medida, con nivel de confianza de
100(1 — «) %. Esta férmula es vélida independientemente de la forma de la distribucién
de la poblacién. Los valores de z, /o representan valores de la variable aleatoria Z para los
cuales se cumple que P(—zy/2 < Z < 24/2) = 1 — a (ver Figura 3.9).

Area sombreada= 1- a

/ Curva normal estandar
-Za? 0 Zoo

Figura 3.9: Curva normal estandar. El area sombreada representa la probabilidad
P(—zajp < Z < 2ap2) =1 — .

Asi por ejemplo si se quiere un IC del 95 %, resulta que:

1-a=09 = a=005 = «/2=0,025

El valor de z correspondiente a a/2 = 0,025 es 22 = 1,96 (ver Tabla B.1), resultando
un intervalo de confianza:

s
VN

Obsérvese que si tomamos 2,2 = 2, esto representa un intervalo de confianza del
95,44 % (esto es lo que se adopta usualmente en metrologia) y si z,/2 = 1 representa un
intervalo de confianza del 68,26 %.

En el caso que los datos experimentales respondan a una distribuciéon normal, pero el
nimero N sea pequeno (N < 30), el calculo de los intervalos de confianza requiere el uso
de la llamada distribucion ¢ de Student, cuyas caracteristicas veremos mas adelante.

741,96
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3.9.3. Nivel de confianza y precisién

. Por qué fijar un nivel de confianza del 95 % cuando es posible uno del 99 %? Porque el
precio que se paga por un nivel de confianza més alto es un intervalo méas amplio (para el
99 % es zq/2 = 2,58), asumiendo constante el nimero de puntos en la muestra. Es decir,
tenemos mayor fiabilidad en el intervalo de 99 % precisamente porque es mas amplio. Pero
si consideramos que la longitud del intervalo especifica su precisién, entonces el nivel de
confianza del intervalo estd inversamente relacionado con su precision. Una estimacion
de intervalo altamente confiable es imprecisa porque los puntos extremos del intervalo
estan muy separados, mientras que un intervalo preciso puede ocasionar una confiabilidad
relativamente baja.

3.10. Comparacion de valores determinados experi-
mentalmente

A veces resulta necesario comparar nuestra determinacion experimental del valor de
una cierta magnitud con la realizada por otras personas o con un patrén de referencia y
la pregunta que surge es:

., Cémo se decide si hay o no acuerdo entre los valores medidos?

Con la ayuda estadistica se puede dar un significado cuantitativo a la comparacion.
Consideremos que se ha realizado una determinacién experimental y que se obtiene el
siguiente resultado:

EZ'ZSE

Se quiere llevar a cabo un procedimiento de prueba que nos permita decidir si el valor
medido es igual o distinto a un valor aceptado universalmente al que llamaremos .

Para llevar a cabo este procedimiento lo primero que debemos hacer es definir lo que se
conoce con el nombre de hipétesis nula (Hy) y que es la afirmacién que se supone cierta.
En nuestro caso la hipotesis nula es que el valor de la magnitud que hemos determinado
es igual al del patron o valor aceptado. Esta hipotesis nula se rechaza a favor de una
hipétesis alternativa (H,) solo si la evidencia muestral sugiere que Hy es falsa. En nuestro
caso la hipotesis alternativa es que el valor medido es distinto al valor de referencia.
Esto se expresa de la siguiente manera:

Hipoétesis nula: Hy @ p = pyo Hipdtesis alternativa: H, @ p # 1o

Luego se procede a determinar el parametro conocido con el nombre de estadistico de
prueba, que es una funcion de los datos de la muestra en los cuales se basara la decision
de rechazar o no la hipdtesis nula.

Considerando que se ha trabajado con una muestra suficientemente grande (para garan-
tizar normalidad de la distribucién del valor medio) el estadistico de prueba es:

(3.34) z =

Con este valor se define una regién de rechazo que es el conjunto de todos los valores del
estadistico de prueba para los cuales Hj sera rechazada. Esto quiere decir que la hipotesis
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nula sera rechazada si y solo si el valor del estadistico de prueba cae en la regién de
rechazo. En este caso la regién de rechazo para un nivel de significancia « es:

(3.35) RR={22> 242 0 2 < =242}

Asi para un nivel de significancia o = 0,05, /2 = 0,025, entonces se determina 2,
tal que P(z > zq/2) = 0,025, resultando 2,/ = 1,96 y
(3.36) RR={2>196 o z < —1,96}

De esta manera si el estadistico de prueba calculado con los datos muestrales cae en la

region de rechazo, se debe rechazar la hipotesis nula a favor de la alternativa, concluir que
nuestras mediciones no son aceptables y tratar de encontrar el origen de la discrepancia.

Ejemplo: De una muestra de 50 lentes para anteojos se determina que el grosor promedio muestral
es de 3,05 mm y que la desviacién estdndar muestral es de 0,34 mm. Se desea que el grosor
promedio de las lentes que se fabrican sea de 3,20 mm. ;jSugieren los datos muestrales que el
grosor promedio de las lentes es diferente al deseado? Pruebe con a = 0,05.

1. Establecer la hipotesis nula y la hipdtesis alternativa adecuada:
Hipétesis nula: Hy : p = 3,20 Hipdtesis alternativa: H, : p # 3,20

2. Calcular el estadistico de prueba

T 3,05-320
p= = T = B

V50

3. Establecer la regién de rechazo para el nivel de significancia seleccionado. En este caso
a = 0,05y por lo tanto RR = {z > zp 025 0 2 < —20,025}. Es decir hay que encontrar Za /2
tal que P(z > 2,/9) = 0,025, resultando z,/5 = 1,96 y RR = {2z > 1,96 o 2z < —1,96}.

4. Como el estadistico de prueba z = —3,119 pertenece a la region de rechazo, se rechaza la
hipétesis nula.

Aqui también, en caso que los datos experimentales respondan a una distribucién
normal, pero el nimero N es pequeno, el calculo de los limites de confidencia requiere
el uso de la distribucién ¢t de Student cuyas caracteristicas, como ya mencionamos, las
veremos mas adelante.

Existen otras dos posibles hipdtesis alternativas cuyas respectivas regiones de rechazo
con un nivel de significancia « son:

Hipotesis alternativa: H, : pu < pg RR ={z < —z,}

Hipdtesis alternativa: Hy : p > pg RR ={z > z,}
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En estos casos, si nuestro estadistico de prueba cae en la regiéon de rechazo, los datos
indicarian que nuestra determinacién experimental estd por debajo/encima del valor acep-
tado, respectivamente. Si se repite el experimento y se vuelve a obtener el mismo resultado,
una posibilidad es que estemos en presencia de un error sisteméatico, pero también existen
otras posibilidades que se deberan contemplar (temperatura, presién, tensiéon de linea,
ete).

Ejemplo: El indice de dureza Rockwell para acero se determina al rayar el acero con un punzon
de diamante y medir la profundidad de penetracién. En 50 muestras de cierto tipo de acero el
indice de dureza tuvo una media de 62 con una desviacién estandar de 8. El productor afirma
que este acero tiene un indice de dureza promedio de por lo menos 64. Hay suficiente evidencia
para refutar la afirmacién del productor con un nivel de significancia de 0.017

1. Establecer la hipoétesis nula y la hipdtesis alternativa adecuada:
Hipdtesis nula: Hy : p = 64 Hipotesis alternativa: H, : p < 64

2. Calcular el estadistico de prueba

T— Mo 62 — 64
Sz N 8

V50

2= = —1,768

3. Establecer la regién de rechazo para el nivel de significancia seleccionado. En este caso
a = 0,01 y por lo tanto RR = {z < —zp01}. Es decir hay que encontrar z, tal que
P(z < —z4) = 0,01, resultando z, = 2,33 y RR = {z < —2,33}.

4. El estadistico de prueba z = —1,768 no pertenece a la regiéon de rechazo por lo tanto no
hay suficiente evidencia para refutar al proveedor.

Como se dijo anteriormente también puede ser de interés comparar nuestro valor me-
dido con el obtenido por otro grupo o con el obtenido por otro método experimental.
Supongamos entonces que el segundo grupo o método obtuvo el siguiente resultado:

@:l:Sg

En este caso, suponiendo nuevamente que estamos en presencia de muestras grandes,
el procedimiento de prueba es el siguiente:
Hipotesis nula Hy : gy — p2 =0
Estadistico de prueba:

T3

2 2
\/ S5+ s

Este estadistico de prueba, asi construido, tiene aproximadamente distribucién normal
estandar.

Z =
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Hipotesis alternativa: Region de rechazo con nivel de significancia a:
Hipdtesis alternativa: Hy : g —pe <0 RR = {z < —z,}

Hip6tesis alternativa: H, : g — g >0 RR={z> 2,}

Hipétesis alternativa: Hy @ jin —po #0 RR={22> 242 0 2 < =242}

Ejemplo: Las medidas de la fuerza de corte que se obtuvieron en pruebas de compresién inde-
pendientes de dos clases de suelo arrojaron los resultados que aparecen en la siguiente tabla (las
medidas estdn en toneladas por pie cuadrados):

Suelo tipo I ~ Suelo tipo 11
ny = 30 Nno = 35
Y, = 1,65 Y, = 1,43
S1 = 0,26 S1 = 0,22

. Difieren los dos tipos de suelo en lo que se refiere a la fuerza de corte promedio en un nivel
de significancia de 0.017

1. Establecer la hipétesis nula y la hipétesis alternativa adecuada:
Hipdtesis nula: Hy : g — po =0 Hipétesis alternativa: Hy @ pp — po # 0

2. Calcular el estadistico de prueba

L TV 3,648
52 82
1,5
ni no

3. La regién de rechazo estd dada por RR = {z > 20,005 0 2 < —20,005}. Es decir hay que
encontrar z,o tal que P(z < —z,/2) = 0,005, resultando z,/9 = 2,575 y RR = {z >
2,575 0 z < —2,575}.

4. Como el estadistico de prueba pertenece a la regién de rechazo, se rechaza la hipdtesis
nula a favor de la alternativa y por lo tanto los suelos son diferentes con un nivel de
significancia de 0.01.

3.11. Intervalos de confianza con muestras pequenas

Cuando N es pequeno, ya no es tan probable que s esté cercana a o, de modo que la
variable estandarizada Z = (X — p)/(S/+v/N) presenta aleatoriedad tanto en el numerador
como en el denominador. Esto implica que la distribucién de probabilidad de Z estard mas
dispersa que la distribucion normal estandar.

En este caso la variable aleatoria:

(3.37) T = %
VN

tiene una distribucién de probabilidad del tipo ¢-Student con N — 1 grados de libertad.
La Tabla B.3 contiene valores ¢,, para v grados de libertad y niveles de confianza 1 — .
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3.12. Propiedades de las distribuciones ¢

Una distribuciéon ¢-Student estd regida por un solo parametro llamado nimero de
grados de libertad de la distribucién. Este pardmetro se representa con la letra griega v y
toma valores enteros positivos. Cada valor diferente de v corresponde a una distribucién
t diferente.

Si representamos con t, la curva funcién de densidad para v (v = N — 1) grados de
libertad, resulta que:

Cada curva t, tiene forma de campana con centro en 0.
Cada curva t, estd mas dispersa que la curva normal estandar.

A medida que v aumenta, la dispersion de la curva t, correspondiente disminuye,
como se observa en la Figura 3.10.

A medida que ¥ — o0, la secuencia de la curva t, se aproxima a la curva normal
estandar.

Curvaz

Curva t,5

Curva ¢4

0

Figura 3.10: Curva t-Student para diferentes grados de libertad (v=>5, 25). La curva z
representa la curva normal estandar.
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Capitulo 4

Ajuste de una funcién lineal

4.1. El método de cuadrados minimos

Un problema muy usual que se presenta en el laboratorio es la medicién de variables
que estan relacionadas entre si. El caso mas simple es cuando tenemos dos variables, que
llamaremos z e y, que siguen una relacion lineal y = ax + b. Para cada valor de z (X;),
mediremos un valor asociado de y (Y;). Si las observaciones se efectiian para N valores
de la variable independiente x, obtendremos entonces N pares de valores (X;,Y;), con
i=1,...,N. Una gréfica de los pares de valores (X;,Y;), tendra el aspecto de la Figura
4.1, donde la linea recta representa el modelo que relaciona y con .

Y‘

“v

Figura 4.1: Representacién grafica de pares de valores (X;,Y;), relacionados linealmente.

Para cada z el valor medido de la variable y (Y') difiere de su valor esperado, conforme
al modelo, en una cantidad aleatoria €, de tal manera que se cumple:

(4.1) Y=ar+b+te=y+e

La variable aleatoria e estd normalmente distribuida con valor medio 0 y desviacion
estandar o. Claramente el valor medio de Y es una funcion lineal de x, de tal manera que
la recta de regresiéon es entonces la linea de valores medios como se muestra en la Figura
4.2

Se ha asumido, por simplicidad, que en cada medida toda la incertidumbre esta asociada
a la variable dependiente y.

Los valores de a, b y o pueden ser estimados a partir de los pares de datos medi-
dos (X;,Y;), suponiendo que las observaciones son independientes entre si. Un método
analitico para encontrar la recta que mejor ajusta a los puntos experimentales es el méto-
do de cuadrados minimos, también denominado regresién lineal. Segin este método la

38



S.C. Pérez, C.A. Schiirrer, G.E. Stutz. Trabajos de Fisica, Serie C, 4/11 (FaMAF - UNC)

vA

Gistribucién de ¢

= o

20

»
¢ 0
X1 X2 X3 X

Figura 4.2: Distribucién de los valores medidos Y para diferentes valores de x.

recta que proporciona el mejor ajuste de los datos es aquella para la cual los valores de a
y b minimizan la suma S(a,b) de los cuadrados de las distancias verticales d; (ver Figura
4.3).

N
S(a,b) = > d?
=1

= Vi—y)?+-+ Yy —uyn)
(4.2) = Y M= (@Xy + b))+ + [Yy — (aXy + b))

=1

Figura 4.3: Distancia vertical d; desde el punto (X;,Y;) a la recta de ajuste.

S(a,b) es minima si |0S/0al45, = 0y [05/0b|agp, = 0, donde ag y by son los valores
de a y b que minimizan S y reciben el nombre de estimadores de cuadrados minimos. Por
lo tanto, a partir de (4.2)

g_i - Q;M—(aXﬁb)](—Xi):O
- ?9_5 - QZ[YZ'_(GXH-Z))](—U:()

Distribuyendo las sumatorias y evaluando en aq y by, el sistema de ecuaciones anterior
se reduce a:
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N
aOZXZ»—i—NbO = ZYi

=1 =1
N N
(4.4) ad X7+b Yy Xi = Y XY,
i=1 i=1 i

Este sistema de ecuaciones lineales para ag y by posee solucion unica con la condicién
que al menos dos X; sean diferentes. En este caso:

N
d (X -X)(Y;-Y)
a _ i=1 _ SXY
’ N Sxx
> (X=X’
i=1
N N
ORI 9B
(45) b() = =1 N =1 = ? — CL()Y
donde
N N
> Xi DY
46 Y- y-=
(4.6) N N

N 1 N N N 1 N 2
(4.7) SXYZZXZ-YZ»—NZXiZYi SXX:ZXE—N<ZX1'>
=1 =1 =1 i=1 i=1

También resulta necesario estimar la varianza o?. La misma da una idea de cuidn
dispersos estan los valores observados Y; respecto de las correspondientes ordenadas (para
cada valor de X;) en la recta de ajuste.

N
D Y — (a0 X + b))
i=1 SSE
(4-8) Pt = =
N —2 N —2

donde SSE es S(ag, by). E1 N—2 en el denominador aparece ya que el sistema de ecuaciones
(4.5) impone condiciones de vinculo (reduce los grados de libertad) tales que si se tienen
N — 2 pares (X;,Y;) totalmente independientes los restantes dos quedan univocamente
determinados por el sistema (4.5) (asumiendo que ya se han determinado ag, by). Del
mismo modo se puede pensar que si mido solo dos puntos (X1, Y)) y (X, Ys) ain cuando
se puede determinar ag y by queda indeterminada la varianza muestral de Y.
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4.2. Coeficiente de determinacion y de correlacion
lineal

En este punto uno se podria preguntar si los valores medidos (X;,Y;) realmente res-
ponden a una relacion lineal. Para responder a esta pregunta debemos idear una cierta
medida de qué tan bien la recta encontrada ajusta los datos.

El grado en que un conjunto de puntos admite una relacion lineal entre x e y es medida
por el coeficiente de determinacién, representado por r2, y estd dado por la expresién:

SSE
4.9 r2=1-—
(4.9) 5y
donde
N
(4.10) Syy =Y (Y =Y)

i=1

El coeficiente de determinacién 72 es un nimero que varfa entre 0 y 1. Si este nimero
es cercano a 1, los puntos, en general, yacen préximos a alguna linea recta; si 2 es cercano
a 0, los puntos tienen poca tendencia a yacer sobre una linea recta.

Es importante destacar aqui que algunos autores usan el coeficiente de correlacion r
definido de la siguiente manera:

"~ VSxxSyy

S(X, .
(4.11) r= =t Oy
2

Las propiedades mas importantes de r son las siguientes:

El valor de r no depende de cudl de las dos variables bajo estudio esta marcada
como x y cudl como y.

El valor de r es independiente de las unidades en las que se midan x e y.
—1<r<1

r=1 si y solo si todos los pares (X;,Y;) estdn en una linea recta con pendiente
positiva y r=-1 si y solo si todos los pares (X;,Y;) estdn en una linea recta con
pendiente negativa.

El cuadrado del coeficiente de correlacion da el coeficiente de determinacion.

41



S.C. Pérez, C.A. Schiirrer, G.E. Stutz. Trabajos de Fisica, Serie C, 4/11 (FaMAF - UNC)

4.3. Desviacién estandar asociadas a los parametros
de ajustes

Las incertidumbres asociadas a ay y by pueden ser expresadas en términos de s2. De las
ecuaciones (4.5) y recordando que se ha asumido, por simplicidad, que en cada medida
toda la incertidumbre estd asociada a la variable dependiente y, resulta que

Qg = ao(Yh Tt >YN)
(4.12) by = bo(Yl, - ,YN)

con lo cual sus incertidumbres se pueden calcular propagando las incertidumbres de las
cantidades determinadas de manera directa:

=1

Sqn = Z 8@020_2
ao_\‘ a}/z Y;

(4.13) Sbo=r| D by | o2
) ., = v
\ i=1 0Y;
Dado que 032/1_ =02~ s?, parai=1,..., N, se obtiene después de un poco de dlgebra
S
Say =
’ Sxx

(4.14) Sbp =

SXX

La incertidumbre del pardmetro ag también puede escribirse en términos del coeficiente
de correlacion lineal r de la siguiente manera:

a? 1
4.1 = 0 ——1
(4.15) Sao \/N—2 <r2 )

Estas expresiones son de gran utilidad para estimar s,, y sy, ya que la mayoria de las
calculadoras dan los valores de los parametros ag, by y 7.

Haber despreciado las incertidumbres en x, y considerar solo las incertidumbres en y, es
vélido solo si la variacién producida en y causada por una variacién de z (correspondiente
a la incertidumbre en su determinacién) es mucho méas pequena que la incertidumbre en
la determinacién de y. Esto es equivalente a pedir:

dy oy oy
(416) Oy % < Oy O a—x < O'_w
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donde Jy/0x es la pendiente de la funcién y = y(x) estimada a partir del gréfico de los
pares (X;, Y;).

En cambio si se cumple:

0 o
(4.17) YD
ox O
es necesario intercambiar las variables x e y para aplicar el método de regresién lineal
precedente.
La situacién mas compleja ocurre cuando

9y oy

4.1
(4.18) oxr oy

caso que no sera analizado en el presente curso.

Trabajemos un poco con la incertidumbre asociada a la pendiente para ver si es posible
hacer una estimacién de la misma, previa a la realizacion del experimento. La incertidum-
bre en la pendiente se puede escribir de la siguiente forma:

(4.19) Sap =

=1

Una situacién frecuente en el laboratorio es aquella en la que se conoce el rango de
la variable independiente para el cual se llevardn a cabo las mediciones. Este rango de
medicién podria estar limitado, por ejemplo por cuestiones experimentales. Ademas, es
comun, que se elijan los puntos de mediciéon da tal manera que queden distribuidos de
manera aproximadamente uniforme. Con el objetivo de estimar el nimero minimo de
pares de valores a medir para obtener una incertidumbre predeterminada en la pendiente,
trataremos de encontrar una expresion para el error en la pendiente en términos de la
longitud del intervalo de medicién (L = Xy — X;) y de N.

Expresando los X; de la siguiente manera:

(4.20) X, =X, +(i-1)4,

donde 9§ es la distancia entre los puntos, obtenemos después de cierta algebra:

s 12
4.21 Sy R — ] —
( ) ag L N
Se puede observar que el error en la pendiente disminuye al aumentar tanto el intervalo
de medicién como el nimero de puntos. Por lo tanto, si el intervalo de medicién esta pre-
determinado, esta expresion es util para estimar el niimero de puntos a medir cuando se
desea determinar la pendiente con una cierta incertidumbre.
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4.4. Intervalo de confianza para la pendiente

Un teorema de la estadistica establece que las suposiciones del modelo de regresion
lineal simple implican que la variable estandarizada asociada a la pendiente tiene una
distribucion ¢t con N — 2 grados de libertad. Por ello, un intervalo de confianza de 100(1 —
«) % para la pendiente a es:

(4.22) a=ayEts N 9S4

4.5. Ajuste pesado

Si ahora para cada X los valores Y; difieren de su valor esperado en una cantidad aleato-
ria que estd normalmente distribuida con valor medio 0, pero sus desviaciones estandares
son diferentes entre si (0;,7 = 1,..., N), el método de encontrar el ajuste éptimo de los
datos sera encontrar valores de ag y by que minimicen la suma pesada de los cuadrados
de las distancias verticales:

(4.23) S(a,b) =)

Procediendo como en el caso anterior, se obtienen para los parametros de la recta de
ajuste:

an = = i=1 ! i=1 i=1
’ A
N N
XP Y X, L XY,
P D D) B D
4.24 by = =1 ' 4=1 " i=1 b =1 i
(4.24) 0 R

donde se ha definido:

Yo KX Yox\
(4.25) A=D 52 - (Z g)

1 <L X
(4.26) Sby = \K Z 02
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4.6. Transformacion de funciones en funciones
lineales

En el procedimiento desarrollado anteriormente se ha asumido que la funcion de ajuste
es lineal en los coeficientes. Ocurre con frecuencia que la relacion entre las variables a
medir no es lineal. En este caso, a veces es posible elegir una nueva variable de modo
de obtener una relaciéon lineal. Estas situaciones podemos ilustrarlas con los siguientes
ejemplos:

1. Periodo de oscilacion de un resorte:

Si la variable x es la masa M y la variable y es el periodo de oscilacién T de un
resorte, de constante elastica k, entonces la relaciéon entre 7'y M estéa dada por:

M
T = 2my ) ==
™ &

Esta funcién puede ser transformada en una funcion lineal de dos maneras:

27
=T, r=vVM, =—2=x
Y Y N

42
y=T% =M, y=—z

2. Enfriamiento de un cuerpo

Si un cuerpo, inicialmente a temperatura Ty, se encuentra en un ambiente a tem-
peratura Ty, la expresion que describe la temperatura del cuerpo (7") en funcién del
tiempo esta dada por:

T—T,=(Ty—T,) e "

siendo 7 una constante.

Esta funcién puede ser transformada en una funcion lineal de la siguiente manera:

(T t ‘
= 1n x:7 = r— —
Y To—T,) Y T

En términos generales si ajustamos la funcién linealizada ¢y’ = f(y), las incertidumbres
en los valores Y (o0!) estdn relacionadas con las de los valores Y; (0;) de la siguiente

i [
manera:

f(y)
oy 7i

y=Y;

(4.27) o) = '

Se puede observar que aun cuando los valores o; no dependan de y, los valores o
si dependeran y por lo tanto sera necesario aplicar el método de ajuste pesado.
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Apéndice A

A.1. Sistema internacional de unidades

A.1.1. Unidades fundamentales

El sistema internacional de unidades (SI) se basa en siete unidades bésicas o funda-

mentales correspondientes a siete magnitudes fundamentales e independientes (ver Tabla
Al).

Tabla A.1: Unidades fundamentales del SI.

Magnitud Unidad Simbolo
longitud metro m
masa kilogramo kg
tiempo segundo S
corriente eléctrica ampere /amperio A
temperatura termodindmica kelvin K
intensidad luminosa candela cd
cantidad de sustancia mol mol

A.1.2. Unidades derivadas

Otras magnitudes, denominadas magnitudes derivadas, estan definidas en términos de
las siete magnitudes fundamentales del SI por medio de ecuaciones. La Tabla A.2 muestra
algunos ejemplos de unidades derivadas. Por conveniencia, a 22 unidades derivadas del SI
se les ha asignado un nombre y un simbolo especial. Estas se presentan en la Tabla A.3.
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Tabla A.2: Ejemplos de unidades derivadas del SI.
Unidad expresada

Magnitud Unidad
en término de
unidades fundamentales
area metro cuadrado m?
volumen metro cubico m?
densidad kilogramo por metro cibico kg/m3
velocidad metro por segundo m/s
numero de onda reciproco del metro m~!
aceleracion metro por segundo cuadrado m/s?
densidad de corriente ampere por metro cuadrado A/m?
intensidad de campo magnético ampere por metro A/m
luminancia candela por metro cuadrado cd/m?
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Tabla A.3: Unidades derivadas del SI con nombres y simbolos especiales.

Magnitud Unidad Simbolo  Unidad expresada Unidad expresada
en término de en término de
unidades derivadas unidades fundamentales
angulo plano radian rad m/m =1
angulo sélido estereorradian ST m?/m? = 1
frecuencia hertz/hercio Hz s
fuerza newton N kg-m-s—?2
presion pascal Pa N/m? kg-m~l.s72
energia, trabajo, joule/julio J N-m kg-m?/s?
cantidad de calor
potencia watt /vatio W J/s kg-m? /g3
carga eléctrica, coulomb /culombio C s-A
cantidad de electricidad
diferencia de potencial volt /voltio \Y% W/A, J/C m? kg-s ™3 A1
eléctrico,
fuerza electromotriz
capacidad eléctrica, farad /faradio F Cc/V m~2kg st A2
capacitancia
resistencia eléctrica ohm/ohmio Q V/A m? kg-s 3. A2
conductancia eléctrica siemens S A/V m~2kg 1.s3.A2
flujo magnético weber Wh Vs m? kg-s72- A1
densidad de flujo tesla T Wh/m? kgs72. A1
magnético
inductancia henry /henrio H Wb/A m?kg-s™2- A2
temperatura Celsius grado Celsius °C K
flujo luminoso lumen Im cd-sr m?-m~2.cd = cd
iluminancia lux Ix Im/m? m?2m~*.cd = m2-cd
actividad becquerel Bq s~!
(de un radionucleido)
dosis absorbida, gray Gy J/kg m?.s72
energia especifica
(impartida), kerma
dosis equivalente sievert Sv J/kg m?.s 2
actividad catalitica katal kat s~1.mol

48



S.C. Pérez, C.A. Schiirrer, G.E. Stutz. Trabajos de Fisica, Serie C, 4/11 (FaMAF - UNC)

A.1.3. Prefijos del SI

Tabla A.4: Prefijos asignados a multiplos y submultiplos de unidades del SI.

Multiplos y ~ Nombre Simbolo

submultiplos
10% yotta Y
102! zetta 7
108 exa E
1019 peta P
102 tera T
10° giga G
106 mega M
103 kilo k
102 hecto h
10 deca da
107! deci d
102 centi C
1073 mili m
10~ micro I
1079 nano n
1012 pico )
10710 femto f
10718 atto a
1072t zepto v/
1024 yocto y
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Apéndice B

B.1. Area bajo la curva normal estandar

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
-34 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 0.0010  0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007  0.0007
-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9 0.0019 0.0018 0.0017 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
=27 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5 0.0062 0.0060 0.005% 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0038
-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.008% 0.0087  0.0084
2.2 0.013% 0.0136 0.0132 0.012%9 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
2.1 0.0179 00174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8 0.035% 0.0352 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0310 0.02%4
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0722 0.0708 0.06%4  0.0681
-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.086% 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003  0.0985
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.11%  0.1170
-1.0 0.1587 0.1562 0.153%9 0.1515 0.1492 0.146%5 0.J446 0.1423 0.1401 0.1379
-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.18%4 0.1867
-0.7 0.2420 0.2380 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
-0.6 02743 02709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
-0.5 0.3085 03050 0.3015 0.2981 0.2%946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
-0.4 0.3446 03409 0.3372 0.3336 03300 0.3264 0.3228 03192 0315 0.3121
-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 03557 0.3520 0.3482
-0.2 0.4207 0.4168 0.412% 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 03936 0.3807 0.3859
-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 04325 0.4286 0.4247
-0.0 0.5000 0.4%90 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641

Tabla B.1: Area bajo la curva normal estandar®.

!Tabla extraida de J.L. Devore, Probabilidad y Estadistica para Ingieneria y Ciencias, 5ta. ed. (Inter-
national Thomson, 2001), pdg. 710 y 711.
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z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 05596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 05793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
03 | 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.73890 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0818 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8840 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 009131 009147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9278 09292 0.9306 0,9319
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 09394 09406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 | 0.9452 '0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 09515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 09608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 | 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 | 09713 0.9719 09726 09732 0.9738 0.9744 09750 09756 0.9761 0.9767
2.0 | 09772 09778 0.9783 0.9788 0.9793 09798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 | 09821 09826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 | 09861 09864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
23 | 09893 0989 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
25 | 09938 09940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 | 09953 09955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9%64
2.7 | 0.9965 0.9%6 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 | 09974 09975 0.9976 0.9977 0.9977 09978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 | 0.9987 09987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.998%9 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 | 0.9990 09991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.2 | 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
33 |1 09995 09995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.4 | 09997 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998

Tabla B.2: Area bajo la curva normal esténdar (continuacién).
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B.2. Valores criticos para la distribucion ¢t de Student

Curva de densidad 1,

o

v .10 05 .025 .01 .005 .001 .0005

1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 31831 636.62
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.326 31.598
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.213 12.924
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
7 1.415 1.895 2.363 2.998 3.499 4.785 5.408
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4,297 4.781
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4,587
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4318
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4221
14 1.343 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850
21 1.323 1.721 2.080 2,518 2.831 3.527 3.819
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.767
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725
26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674
29 1.311 1.699 2.043 2.462 2.756 3.396 3.659
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646
32 1.309 1.694 2.037 2.449 2.738 3.365 3.622
34 1.307 1.691 2.032 2.441 2.728 3.348 3.601
36 1.306 1.688 2.028 2.434 2.719 3.333 3.582
38 1.304 1.686 2.024 2.429 2.712 3319 3.566
40 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551
50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.262 3.496
60 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460
120 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.160 3373
o0 1.282 1.643 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291

Tabla B.3: Valores criticos (t,,,) para la distribucién ¢ para v grados de libertad?.

2Tabla extraida de J.L. Devore, Probabilidad y Estadistica para Ingieneria y Ciencias, 5ta. ed. (Inter-
national Thomson, 2001), pdg. 713
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