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1. Advertencia

Estas notas evolucionaron a partir de notas provisorias para la materia Métodos Ma-

temdticos de la Fisica I, 2%°-cuatrimestre de 2015. Fueron revisadas y extendidas conside-
rablemente en marzo de 2022. En el curso mencionado habia poco tiempo y no se hacia
mucho més que mencionar la convergencia en media cuadratica (para funciones de médulo
cuadrado integrable) y se demostraba a lo sumo alguna variante del teorema de conver-
gencia puntual para funciones suaves a trozos (por ejemplo para funciones continuamente
diferenciables). Aqui damos demostraciones de ambos resultados.
En el contexto del curso mencionado, las series de Fourier eran, basicamente, herramientas
para atacar ecuaciones diferenciales que era el tema nuclear. Por eso, la motivacion que
sigue en el Apartado 2. Las aplicaciones del método inventado por Fourier exceden por
supuesto este horizonte. Y, el andlisis de Fourier constituye la raiz del analisis arménico'.
El fin de una demostracion se indica con esto: W

2. Motivacion

La ecuacion diferencial (lineal y de segundo orden)

(1) (t) + 77 a(t) + Ba(t) = f(t)

donde 7 # 0, B son constantes y f es una funciéon conocida surge en diversos problemas
fisicos:

= En un circuito eléctrico en serie formado por una resistencia R, una capacidad
C' y una inductancia L sometido a un fuerza electromotriz variable v(t), se tiene
la ecuacién (1) para la carga en el capacitor z(t) con 7 = L/R, § = 1/LC y

f(t) = o(t)/L.

= En un circuito eléctrico formado por los mismos elementos en paralelo alimentado
por una corriente variable I(t), se tiene (1) para la diferencia de potencial x(t) con

T=RC,3=1/CLy f(t)=1(t)/C.

» Un sistema mecanico unidimensional en un potencial cuadréatico y con una fuerza
dispersiva proporcional a su velocidad. Por ejemplo, para un péndulo de masa m
forzado por una fuerza F(t) en un medio viscoso se cumple (1) con 7 = m/ky,

f=kyfmy f(t) = F(t)/m.

Suponemos en lo que sigue que ni 7 ni # se anulan.
El caso donde la “perturbacién” f es sinusoidal, i.e.

f(t) = ysen(wt + ¢)

'El maravilloso librito de A. Deitmar citado en la bibliografia presenta una introduccion a este tema
y usa la teoria de integracién de Riemann solamente




es muy facil de resolver.
Es inmediato ver que

(2) y(t) = acos(wt + ¢) + bsen(wt + ¢)
A -
@ B ETS E  CE e h

es una solucién de (1). Podemos reescribir

y(t) = 7 sen(wt + ¢ + @) ,

V(B —w?) + (w/7)?

tan(p) = 2B

poniendo de manifiesto que y oscila con la misma frecuencia de la perturbacién pero hay
un corrimiento de fase (dado por ¢). Ya que tenemos una solucién (i.e. y) y — como
veremos mas adelante — la solucién general de (1) se obtiene suméndole a y la solucién
general de la ecuaciéon homogénea asociada a (1), debemos discutir la solucién general de

(4) i+7 M+ Bu=0.

La solucién de esta ecuacién no presenta mayores problemas; como veremos més adelante
(verifique diferenciando y reemplazando en (4)) la solucién general es:

u(t) = AeF+t + Bel! si 1 #4872

donde k+ = (27)71(1 & /1 — 45372) son las dos raices (distintas !) de la ecuacién k? +
771k 4 B = 0; respectivamente

u(t) = Ae /) 4 Bte=t/(0) sil=487%.

En ambos casos A, B son constantes cuyo valor queda determinado por la condicién inicial
(e.g., u(0) y u(0) dados). Obsérvese que cuando 7 > 0 — lo que es usualmente el caso en
problemas fisicos ya que 7 es el coeficiente de “friccion” en dimensiones apropiadas — se
tiene que la parte real de k4 es estrictamente negativa con lo que, en ambos casos,

lim u(t) =0.

t—o00

La solucién general de (1) en el caso f(t) = ysen(wt 4+ ¢) es entonces:

2(t) = u(t) +y(t) ,

donde las constantes libres A, B de u se determinan a través de las condiciones iniciales
(e.g.,u(0) = z(0)—y(0),y ©(0) = £(0)—y(0)). Si 7 > 0 entonces obtenemos que z(t) =< y(t)
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para t muy grande, o més precisamente lim; ,.(z(t) — y(t)) = 0. En este contexto se
conoce a y(t) como el comportamiento estacionario de x(t); este no depende de la
condicion inicial.

Consideremos ahora el caso de funciones f més complicadas pero tales que se puedan
expresar como suma (finita o quizas infinita) de funciones sinusoidales,

(5) F#) = casen(wnt + ¢n) -

Denotando, por y,(t) la solucién de (1) para el caso f(t) = a,sen(w,t + ¢,) dada por
(2,3), la linealidad de la ecuacién diferencial (1) implica que la solucién general es

2(t) = u(t) + 3 palt)

y que el comportamiento estacionario es ) 1y, (%).
Tomemos el caso particular del desarrollo (5) donde todas las frecuencias w,, son multi-
plos enteros de una frecuencia basica w,

wp=nw , n=0=%1,+£2.--

y todas las fases son triviales ¢, = 0 o ¢,, = m/2. En ese caso, (5) se escribe

(6) f(t) = Z a, cos(nwt) + by, sen(nwt) .

n

Es obvio que en este caso f es periddica de periodo 27 /w: f(t + (27/w)) = f(t) para
todo t. Fué Fourier que en el marco de sus investigaciones sobre el transporte de calor
realizadas a fines del siglo XVIII y principios del XIX descubrié" que “toda” funcion
periddica de periodo T (i.e., f(t +T) = f(t) para todo t) admite el desarrollo (6) con
frecuencia w = 27 /T.

Por lo tanto, la teoria de Fourier que analizaremos a continuacién, nos permitiria por
ejemplo, resolver la ecuacién diferencial (1) para cualquier funcién periédica f(¢)™.

Supongamos que la funcién f definida sobre los reales a valores complejos o reales es
periddica, vale decir hay algtin real T' # 0 tal que

fFE+T)=ft) , VteR.

Entonces f(t —T) = f(t =T +T) = f(t) con lo que podemos suponer que 7" > 0 y en
tal caso llamamos a T' el periodo (luego se ve que f(t + kT') = f(t) para todo entero
ke{0,£1,42 ...} =2 )V

Su memoria al respecto presentada a la Academia de Ciencias de Paris es de 1807.

TEsto es ya de alguna relevancia electrotécnica.

VSi f es periédica de periodo T puede haber un perfodo T més chico que T'. Por ejemplo: ¢ — sen(2t)
es periddica de periodo 2w o 7. Sin embargo para funciones continuas es ficil ver que si la funciéon es
periédica pero no constante, entonces dos periodos distintos son multiplos enteros el uno del otro.
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Si f es periddica de periodo 7', entonces
Tt
t) = — teR
s =f(5) e,
es periodica de periodo 27 ya que
T(t+ 2m) Tt
t+2m) = — | = =g(t
ot +2m) = £ (T2 1 (5) = a0

Y, inversamente, dada una funcién ¢ periédica de periodo 27 obtenemos via f(t) =
g(2mt/T) una funcién periédica de periodo T para todo T' > 0. Por lo tanto, si nos
interesan las funciones periddicas, no nos restringimos en nada si estudiamos aquellas de
periodo 2.

3. Series de Fourier

3.1. Polinomios trigonomeétricos

Para todo entero k, la funcién
ex(t)=e* | teR
es periddica de periodoY 27. Ademas se cumple la importantisima relacion

7) e | " e Demlt) = G

—Tr

que llamaremos relaciéon de ortogonalidad.
Un polinomio trigonométrico P es una combinacién lineal finita de funciones ey
con coeficientes complejos

N
(8) P = Z Cre -
k=—N

Un polinomio trigonométrico tiene cuatro propiedades generales basicas: primero es pe-
riédico de periodo 27; segundo — como consecuencia de la relacién de ortogonalidad —

) ent [ PR = Yl

- k=—N
tercero, por el mismo motivo,

o [ [ e , paratodok €Zconl|k|<N
S N ICCLUER A i Al ,

—Tr

y por ultimo

(11) POI< Y el

k=—N
YMaés exactamente es constante para k = 0, y periédica de perfodo 27 /|k| para k # 0




3.2. Coeficientes de Fourier - Series de Fourier

Dada una funcion periédica de periodo 27 definimos sus coeficientes de Fourier por

(12) F(n) = (2m)~ /W en(®)f(t)dt = (2m)7) /W e M) dt , neL

—Tr —Tr

Si f estd definida en el intervalo [—m, 7| se definen los coeficientes de Fourier por la
misma férmula. Es bueno observar que los valores de f pueden alterarse en finitos puntos
de [—m, 7] sin que cambien los coeficientes de Fourier. En particular podemos redefinir
los valores de f en £ como (f(7) + f(—7))/2, y extender a f periédicamente a toda la
recta real lo que puede introducir discontinuidades iguales en todos los multiplos enteros
de 7. Como en el caso de funciones periddicas, donde elegimos reducir el analisis al caso
27m-periddico, aqui también la eleccién del intervalo [—m, 7] es arbitraria sino convencional.
Si ¢ es una funcién a valores complejos definida en un intervalo finito cerrado [a, b] (a < b)
entonces la transformacion
21 [ a+ b]
x — x —

b—a 2

transforma el intervalo [a,b] de manera monétonamente creciente en el intervalo [—, 7]
y a la funcién ¢ en la funcién

() = 6 (b2—7rat+ b—|2—a

) , —m<t<m.

Las dos preguntas naturales e importantes son: Primeramente, ;jque propiedades de
la funcién f se reflejan (y como) en propiedades de la funcién f de la variable discreta
n € Z?7 Y, segundo, jse puede reconstruir f a partir de ]?? , 0 bien ;es cierto —y en que
sentido— que

F&) =Y f(n)ea(t) ?
nez

~

Esté claro que para que f(n) sea un nimero finito (i.e. este definido) para todo n €
Z la funciéon f debe cumplir ciertas condiciones. No podemos ni queremos discutir las
condiciones mas generales y menos restrictivas sobre f que garantizan esto"'. Supondremos
a continuacion que las funciones f a las cuales les calculamos sus coeficientes de Fourier,
son tales que cumplen con

(13) /7r |f(t)| dt es finito .

—T

Vale decir f es de médulo integrable (segiin Riemann). Esto se cumple si f es continua y
veremos luego otras condiciones que garantizan esta condicién de integrabilidad.

VIEsto conduciria a la teoria de integracién de Lebesgue.



Si (13) se cumple, definimos
I = o [ sl
y obtenemos inmediatamente
Fol=1en) [ e pa| < 1,

En general tenemos

Flen) = (2m)! / " (1) di = (2m) " / " e @ dt = F(n)

—T

O sea:

(14) fn)=F(-n), nez|.

3.2.1. El caso de funciones reales

Si f toma valores reales, i.e., f = f, entonces f(—n) = f(n) y

o~

R(finy) = IO gmy [T ) costrr) i

3(f(n)) = w = (27)! / ' F(t) sen(—nt) dt

En tal caso, se llama usualmente a 2?)?(?(71)) =: a, para n € N el enésimo coeficiente del
coseno y a 23(f(—n)) =: b, para 0 < n € N el enésimo coeficiente del seno. Se tiene

— b ~ a, + b,

(15) Jlmy = ==t flem) =

n € NJ.

La serie de Fourier es entonces

% + Z a, cos(nt) + by, sin(nt) .

neN

Obsérvese que debido a la paridad del coseno y del seno, para n € N

(16) / f(t) cos(nt) dt = / SO+ 7= +f cos(nt) dt|;

(17) b, = %/W f(t)sen(nt) dt = %/OW M sen(nt) dt | .




Por lo tanto, si f es par (f(—t) = f(t)) se tiene b, = 0 para todo n > 0; mientras que si
f es impar (f(—t) = —f(t)) son los a,, (n € N) los que se anulan.

Ejemplo 3.1: f(t) :=t en [—m, 7|. La funcién es impar de modo que a,, = 0 para n > 0
y integrando por partes, para n > 1,

2 s
b, = —/ tsen(nt) dt
0

™

1>n+1

_ % (—7m_1 cos(n) +n~! /0 " cos(nt) dt) _ 2=

n

La serie de Fourier es

-2 Z (=1" sin(nt) .

n
n>1

En t = £, esto no converge a f(+m) = £7. <

N=3 (oscuro)
N=7 (rojo)

Figura 1: ¢

Ejemplo 3.2: f(t) : |t| en [—7, 7] que es continua y diferenciable salvo en t = 0. Como f
es par, se tiene b, = 0 paran > 1y paran > 0

T

2 ™
an——/ tcos(nt)dt .
0

Entonces a, = 7 y paran > 1,

a =2 (7m_1 sin(nr) — n~! /O " sin(nt) dt) — 2 (cos(nm) — 1) = ——((~1)" — 1)

T n2mw n2m
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La serie de Fourier es
T 4
- —— 2 1)t)) .
2 7r2> 2n—|—1 5 cos((2n+1)1))

Por el llamado M-test, la serie es absoluta y uniformemente convergente en [—m, 7]. Es
de notar que f(mw) = f(—m). La serie obtenida derivando término a término le asigna el
valor 0 a ¢ = 0 pero f no es diferenciable en ¢ = 0. Ver el ejemplo que sigue. «

30 fo=l /]

N=3 (oscuro) B
N=7 (rojo)

Figura 2: |¢|

Ejemplo 3.3: f(t) = sgn(t) en [—m, 7|; vale decir f(t) =1sit >0y f(t) =—1sit <0.
Esta es la derivada de la funcién |¢| fuera de ¢ = 0. La funcién es continua y diferenciable
salvo en t = 0 (donde puede usted definirla como mas le guste). Como f es impar, a, = 0
paran > 0. Paran > 1

by = 2 /Oﬂ sin(nt) dt = 2 (cos(nm) — 1) = —2((—1)" — 1) .

™ ™ nm

La serie de Fourier es

- Z 2n sm (2n+1)t) .

Esta es la serie que se obtiene derlvando término a término la serie del ejemplo anterior. «

Ejemplo 3.4: f(t) =m—tpara0 <t <, f(t) = —f(—t) para—7 <t <0,y f(0)=0. f
es impar y discontinua en ¢ = 0 por lo cual a,, = 0 para n > 0. Se calcula inmediatamente
que b, = 2/n para n > 1y la serie de Fourier es

5 Z senént)

n>1




I ' I
f(t)=sgn(t)

N=3 (oscuro)
N=7 (rojo)

Figura 3: sgn(t)

3.2.2. Propiedades basicas

Dada una funcién (2m-periédica o simplemente definida en [—m, 7]) y sus coeficientes
. . sz N iy .
de Fourier, consideremos la funcién fy => . \ f(n)e,, ie.,

(18) Z Flk)ex(t

o sea el polinomio trigonométrico (de orden N) que se obtiene usando los coeficientes de
Fourier f(n) con |n| < N. Debido a (9) sabemos que

en) [ U= Z e
Calculemos los coeficientes de Fourier de

gn = [ — fn.

Tenemos



donde en el tltimo paso usamos (10).
Supongamos que

(19) i1 = (@ [ If(t)|2dt)1/2

-7

es finito lo que es el caso si f es continua en [—7, 7]; entonces™"

T

LA15 = llgn + fxlls = (27T)_1/ lgn () + fx ()] dt

—T

=@t [ (v @ dt + 11O + 6D () + g (OTw(D) e

—Tr

= a2+ gtz + 3 o [ (@)™ + g (0 Fm)e ™) a

—T

N

= low 2+ 1w+ 32 (GH 00 F0) + G Flm)) = llaw 2 + 171

Esto demuestra la parte esencial del siguiente resultado:
Teorema 1 Si f tiene media cuadrdtica (19) finita entonces
s N -~ ™
@) o [ 150 P+ Y TP = oo [ IfoPd;
n=—N

—Tr —T

y vale la desigualdad de Bessel

(21) ST Fm)P < |12

con iqualdad si y solo si f = fn.

Como consecuencia se obtiene inmediatamente lo que se conoce como Lema de Rie-

mann-Lebesgue:"™

~

(22) lim f(n) =0},

[n]—o0

VI'Es facil ver que ||-||, satisface la desigualdad del tridngulo:

1f+gll, < U1l + Mgl ;

esto garantiza que [[gn ||, < oo.
VITE] resultado persiste cuando se asume la condicién de integrabilidad (13) que es més débil que (19).
De (21) inferimos que la sucesién {sy = ij:i]\, |[f(n)|? : N=1,2,---} es convergente pues es acotada

y creciente. Por lo tanto limy o0 Sy — SN—1 = My 00 \]?(N)|2 + |]?(—N)|2 =0.
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siempre recordando que la demostracion que hemos dado es valida si (19) se cumple.

Obsérvese que si f : [—m, 7] — C tiene coeficientes de Fourier definidos entonces fx
es continua, diferenciable y de médulo cuadrado integrable con || fx |3 = 25:_ N2

~

Los coeficientes de Fourier f(n) de una funcién f definida sobre [—m, 7] surgen también
como solucion de encontrar el polinomio trigonométrico que mejor aproxima a f en media
cuadrética. En efecto:

Teorema 2 Si f tiene media cuadrdtica (19) finita entonces para todo polinomio trigo-
nométrico P = Zi:;fN Cnen S€ tiene

If = Pll, > [If = fwll,
con iqualdad si y solo st P = fy.

Demostracién: Para ver esto, calculamos

™

I£ = PI2= W2+ 1P = 2o [ (FOP@) + FOP®) de

—Tr

W+ 1P = 3 en [ (FBewealt) + SO0
=712+ 1PN = > eaf(m) + 2 fn).

N
Ifx=Pl2= > 1F(n) —cal?
n=—N

N
= Y AT+ leaf? ~ & f(n) — e f(n)

N

= Il +1IPIE = D &fn) +enf(n) .

n=—N

Restando ambas identidades tenemos:

1f =PIz = lfx = Pllz = 112 = 1£~ 112 5

y recordando que por (20), || f — fllZ + | fx ]2 = [|f]|Z, obtenemos
1f =PI = If = £nl; + 1fv =PI = 11f = fwl;

12



con igualdad si y solo si || fy — P||, = 0; pero esto tltimo es equivalente a fy = P. B

Muchas de las relaciones que hemos obtenido surgen del hecho de que

(f.g) = (2m)" / " Tl di

definido para funciones f y g ambas a valores complejos sobre [—, 7| tiene las propiedades
de un producto escalar o interno con la salvedad de que (f, f) puede anularse sin que f =
0™. Vistas desde este punto de vista, muchas relaciones que hemos estado considerando
son andlogas a relaciones de la geometria euclidea. Explicitamos esto més adelante.

3.2.3. Relacion entre fy ]?’

Si f es diferenciable y la derivada f’ es tal que admite coeficientes de Fourier, entonces
una integracion por partes da

~

f'(n) = @) (f(x) = f(=m)) +inf(n) .

En particular,
F1(0) = @2m) " (f(m) = f(=7)) .
Si f(—m) = f(m) (lo que se satisface si f definida sobre R es 27 periddica), entonces

-~

f(n): ’.(n), n#0.

m

-

Queda claro que si podemos repetir esto varias veces, o sea si f es k veces diferenciable
y fU(—7) = fU(x) para j = 0,1,--- ,k — 1 en el sentido de derivadas a la derecha en
—m y a la izquierda en 7%, entonces

Como consecuencia, si f(*)(n) estd acotado (por ejemplo si f*) es de modulo integrable)
entonces f(n) sera de orden |n|~*. En general cuanto mas diferenciable sea f mds rapido
decaen sus coeficientes de Fourier cuando |n| — oc.

Aplicando el teorema general de convergencia uniforme de una sucesion a partir de la
convergencia de la sucesién de derivadas (Capitulo 7 de W. Rudin: Principles of Mathe-
matical Analysis. McGraw-Hill, New York 1964) se obtiene

XEsto es bien conocido en la teoria de integracién segiin Riemann donde una funcién puede alterarse
en muchos puntos sin que cambie su integral de Riemann.
*Esto se satisface automdticamente si f es k veces diferenciable y 27 periddica sobre R.
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Teorema 3 Sea f : [—m, 7] = R tal que la serie de Fourier converge an algin punto. Si
la sucesion {(fy) : N =1,2,---} converge uniformemente a g en |—m, | entonces f es
diferenciable, ' =g vy

N

f'=lim (fy) =i lim (fn)'(t) =i Y nf(nen .

N—oo
n=—N

3.2.4. Integracién de series de Fourier

Aplicando el teorema general sobre convergencia de la integral de una sucesiéon que
converge uniformemente (Capitulo 7 de W. Rudin; loc. cit.) se obtiene

Teorema 4 Si la serie de Fourier de f : [—m,m| — R converge uniformemente entonces
para —m < a<b<m
N

\ , N
I P _ <12 f(n) inb mna
/af(t)dt—ng{lm/a fN(t)dt——Z]}ggon a (e —e™m) .

3.3. Excursién: Producto escalar sobre un espacio vectorial real
o complejo
La nocién abstracta de espacio vectorial surge al destilar las propiedades de los cono-
cidos R™.
Un espacio vectorial real/complejo V es un conjunto donde esta definida la suma

de dos elementos — llamados vectores — y el producto de un elemento por un nimero
real /complejo de tal manera que se cumplan las leyes usuales: més exactamente

= A cada par de vectores v, w en V, hay asociado un vector denotado por v +w de V
llamado la suma de v y w; hay un vector especial denotado por 0 y llamado (vector)
cero, tal que v + 0 = v para todo v € V; para cada vector v € V hay un vector
(—v) € V tal que v+ (—v) = 0.

= A cada vector v y a cada nimero real/complejo z hay asociado un vector denotado
por z.v (o simplemente zv) de V llamado el producto de z y de v;

= se satisfacen las siguientes relaciones:
vV+w=w-+v,;
v+ (w+z)=(v+w)+x;
z.(v+w) =zv+2w;
(21 + 20).0 = 200 + 29.0 ;
21.(22.0) = (z122).v .
De aqui se desprenden todas las relaciones usuales de R™. Por ejemplo: 0.0 = 0, y

(—=1).v = (—v) lo que sugiere dejarse de jorobar y escribir —v para (—v).

14



Un producto escalar o interno sobre un espacio vectorial real/complejo V es una
aplicacién que asocia a cada par de vectores v y w de V un nimero real/complejo (v, w)
tal que:

(v, w) = (w,v) ;
(v, zw) = z(v, W) ;
(v,w+x) = (v,w) + (v, ) ;
(v,v) >0, con igualdad siy solosiv=0.

Si en la tltima condicién sélo se pide que (v,v) > 0, se habla de una forma linear
hermitica (o simétrica en el caso real) positiva semi-definida. En ese caso (0,0) =
0 pero (v,v) = 0 no implica que v = 0.

De estas propiedades se deduce rapidamente que

(v +aw,z + By) = (v,2) + B{v,y) + A(w, z) + falw,y) .
Con cada producto escalar asociamos el nimero no-negativo
[oll, = v/{v,v) .

Es inmediato ver que
lzvll, = [=]l[v]l; ;

|lv|l, >0, con igualdad siy solosiv =0;

lo que casi alcanza para caracterizar a ||v||, como el “largo” del vector v, o bien la distancia
de v al vector cero. Lo que falta es

lo+wll, <loll, + [lwll, ;
Esto ultimo es consecuencia (Ejercicio) de la igualdad
(23) [l +wll; = [[oll} + wll; + (v, w) + (w,v) |
y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Ejercicio™)
[{v, w)| < oll, lwll, ,

con igualdad si y solo si v = zw o bien w = zv para algin real/complejo z.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz es valida cuando en las propiedades de un producto

escalar se omite la condicién de que (v,v) = 0 implica que v = 0 (véase el apéndice A).
A -], se la llama norma (asociada con el producto interno (-,-)), y (usando la des-

igualdad de Cauchy-Schwarz) se tiene la desigualdad del triangulo:

Hollz = llwlls] < flo+wllz < oz + [Jwllz -

X'Hay 2 real/complejo tal que z{v, w) = |(v,w, )|; considere la pardbola R > t > ||v + tzw]||?. Esta es la
demostracién usual. En el apéndice A damos otra.
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Una de las nociones cruciales en un espacio vectorial con producto interno es la de orto-
gonalidad. Dos vectores v y w de V se llaman ortogonales si (v, w) = 0. La intuicién
que uno tiene de R? y R? es utilisima: v y w son ortogonales si forman un dngulo recto.
En vistas de (23), se tiene el Teorema de Pitagoras:

v+ w3 = |[v]|?+ [w]?, sivy w son ortogonales .
Un conjunto {e, : n =1,2,---} de vectores se llama sistema ortonormal si
<en> em> - 5n,m 5

o sea si los vectores son dos-a-dos ortogonales y todos tienen norma 1.
Para un dado sistema ortogonal {e, : n =1,2,---} (que puede ser finito) y cualquier

vector v escribiremos
N

UN:Z(en,v>en, N=12---.

n=1

Es inmediato verificar que (itere el teorema de Pitagoras)

N
lollZ = e, o) ;
n=1

y que v — vy es ortogonal a vy, luego
o]l = llv = vnll; + llowl; -

También se puede ver que para toda familia {c, : n = 1,2,---} de ntimeros reales/com-

plejos ¢y, se tiene |lv — 2N cpenll, > ||v — vnl|, con igualdad si y solo si ¢, = (e,,v)

para todon=1,2,,---, N.
Esto ultimo deberia resultar familiar puesto que lo hemos visto para la series de Fourier.

En efecto, dejando de lado las condiciones precisas que garantizan que para dos funciones
f vy g definidas sobre [—m, 7| con valores reales la integral en

(24) ()= n [ " Tl di

exista, esta bien claro que si £, denota las funciones continuas sobre [—m, 7] a valores
complejos con la “suma”

(f+9)t) = f{t) +9(t), te€[-mn]

y el producto por escalares
(2f)(t) = 2f(t) , t €[-m 7]y z complejo
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entonces L. es un espacio vectorial complejo y (24) define un producto interno. Es mas, la
continuidad solo se usa para garantizar que (f, f) sea finito (i.e., las funciones continuas
en intervalos finitos tienen médulo cuadrado integrable) lo que garantiza que el producto
escalar (24) este definido. La continuidad también garantiza que si (f, f) = 0 entonces
f = 0. Esta tltima propiedad es la que conlleva que ||f||2 = \/(f, f) es una norma.
Entonces tendremos un espacio vectorial con producto interno. En el apéndice A, consi-
deramos el caso de las funciones de médulo cuadrado integrable (segiin Riemann). Notese
que ahora las funciones las estamos viendo como vectores en un espacio vectorial.

3.4. ;Convergencia?

Empezaremos a indagar cuando y en que sentido tiene validez la igualdad

(25) L =)0 F)en  (=lmyoe fy) ?

n=—oo

La serie infinita a la derecha se llama la serie de Fourier de f; por el momento es sim-
plemente una expresion formal. Habrd que distinguir distintas nociones de convergencia
para la sucesién {fy}. Hay una nocién que esta latente en lo que hemos hecho hasta
ahora. Diremos que la serie —o sea {fy}— converge a f en media cuadrética si

lim | = fyll, = 0.
Por (20), sabemos que esto ocurre si y solo si .0 ]f(n)]Q — 1112

Observe que la serie de Fourier no se altera si cambiamos arbitrariamente a la fun-
ciéon en un conjunto finito™ de puntos. El problema de la convergencia puntual, i.e.
limy oo fn(t) = f(t), es mucho mas dificil y complicado que aquel de convergencia en
media cuadratica. Los resultados conocidos se entrelazan con la historia de la teoria de
funciones y del andlisis funcional. La serie de Fourier de una funcién continua (que au-
tomaticamente satisface las condiciones de integrabilidad (13) y (19)) no es necesariamente
puntualmente convergente*". No podemos hacer una discusién inteligible aqui y menos
esbozar las demostraciones pertinentes. Nos contentamos solamente con la mencion de
algunos resultados sobre convergencia de la serie de Fourier de una funcién a esta funcién.

Los siguientes dos resultados son elementales y usan las propiedades de las series
uniformemente convergentes. Omitimos las demostraciones (son buenos ejercicios para
refrescar conceptos).

Lema 1 Si{c, : n€ Z} C C y la serie Y _,|ca| es convergente entonces la serie

neL

E Cn€n

nel

Xle] conjunto puede incluso ser numerable.

XP du Bois-Reymond construye en 1873 una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en un
punto.
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converge uniformemente en [—7, 7] a una funcion continua f y f(n) = ¢, para todon € Z.

Lema 2 Si la serie de Fourier de f es convergente para todo t € [—m, 7], i.e.

lim |f(t) — fn(t)| =0, para todot € [—m, x|,
N—oo

y la serie
oo

g(t) =i Y nf(n)en(t)

n=—00
converge uniformemente para t € [—m, |, entonces f es diferenciable y su derivada es
g(t).

Proposicién 3.1 Si f es de mddulo cuadrado integrable y {fi : k € N} es una sucesion
de funciones de modulo cuadrado integrable que converge uniformemente a f en [—m, 7|
entonces la sucesion converge en media cuadrdtica a f

Demostracion: ||f — fell3 = (2m)~" [T f(t) — fe(t)]*dt y dado € > 0 hay k, € N tal que
|f(t) — fx(t)| < 2me para k € Ncon k> ko y por ende If = fella<e N
Como consecuencia

Corolario 3.4.1 Si la serie de Fourier de f : [—m,m] — C que es de médulo cuadrado
integrable converge uniformemente a f, entonces la serie de Fourier converge en media
cuadrdtica a f.

Proposicién 3.2 Sean f y g definidas en [—m, 7| a valores complejos y de mddulo cuadra-
do integrable. Si las series de Fourier respectivas convergen en media cuadrdtica entonces

en) [ TWovdr= tim > Fugo

Demostracion: Hemos observado que fy y gy son de moédulo cuadrado integrable y por
la ortogonalidad (7), (fx,gn) = S0 F(n)g(n). Tenemos
[(Insgn) = (o)l = (v = fogn) + (Fogy — 9L < (v = Frgn) [+ [(foav — 9)]

< |lfv = fllz lgnll+ llgx = gll 1A < 5 = Fll2 lgll + llgx = gll2 (1],
donde hemos aplicado la desigualdad del tridangulo para moddulos, la desigualdad de
Cauchy-Schwarz para la norma ||-||2 y la desigualdad de Bessel para obtener ||gn|l2 < ||g]|-
Si ||f]l o |lgll se anulan la afirmacién esta probada. Sino sea p = max{||f||, |lg||} > 0.
Dado € > 0 hay N; tal que ||f — fxll2 < ¢/(2p) para todo N > N; y hay N, tal que
llg — gnll2 < €/(2p) para todo N > N,. Entonces para todo N > méax{ Ny, No}, tenemos

() — ogll < & (”;%” ; ”;%”) <e

El siguiente resultado es fundamental:
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Teorema 5 Si f tiene media cuadrdtica (19) finita entonces la serie de Fourier de f
converge a f en media cuadrdtica, i.e.

y vale la identidad de Parseval Y, 1F(n)[2 = (2m)1 S 1@ de.

Antes de demostrar este teorema extraemos la siguiente consecuencia que indica que dos
funciones continuas con los mismos coeficientes de Fourier son iguales:

Corolario 3.5.2 Si la funcion h es continua sobre [—m, 7|, y /l”\L(n) = 0 para todo n € Z,
entonces h = 0.

Demostracién: De la continuidad de h se desprende que es de modulo cuadrado integrable y
por el teorema ||h||2 = 0. Suponga que hay ¢, € [—m, 7] con h(t,) # 0. Por la continuidad de
|h| hay un sub-intervalo J C [—, 7] de largo ¢ > 0 tal que (|h(t,)|?/2) < |h(t)|* para todo
t € J. Entonces [[h||3 = (2m)~" [T |a(t)[>dt > (2m)7" [,|h(t) | dt > (27) 1 (|h(t,)[?/2) € >
0. La contradiccion implica que h es idénticamente nula. Wl

3.4.1. La convergencia en media cuadratica

Demostramos aqui el Teorema 5. Repasamos primero algunos conceptos y resultados
de la teorfa de la integracién segiin Riemann que nos seran de utilidad (Capitulo 6 de W.
Rudin; loc. cit.). Consideramos un intervalo finito y cerrado [a, b] fijo de la recta real. Si
J C [a,b] es un sub-intervalo abierto, semi-abierto o cerrado, i.e., J = [¢,d], o J = [¢,d),
J = (¢,d] o J =]c,d] donde a < ¢ < d < b, el largo de J denotado por £(J) es d — c.
Una particién de este intervalo es un conjunto finito de sub-intervalos {I; C [a,b] : j =
1,2,---, M} con M > 1 tales que estos sub-intervalos son disjuntos dos-a-dos, I; NI, = ()
para j = k, y su unién es [a, b]; claramente ¢([a,b]) = ij\ilﬁ(lj). Los sub-intervalos I;
pueden ser abiertos, semi-abiertos o cerrados. Una particion P’ = {J, : k=1,2,--- , M’}
es mas fina que una particion P = {l;: j=1,2,--- , M} si para todo k € {1,2,--- ,M'}
existe un j € {1,2,---, M} tal que Ji C I;. Dadas particiones P y Q siempre hay una
particion R que es mas fina que ambas.

Una funcién definida en [a, b] a valores reales se dice escalonada (o constante a trozos)
si hay una particién {I; : 7 =1,2,--- ,n} de [a,b] tal que f es constante en cada uno de
los I;. En otras palabras

M

f(x) = ZUjE]].<JI> ; T E [CL?b] )

Jj=1

donde los v; son ntimeros reales arbitrarios y =4 denota la funcién caracteristica de A C R

definida por
=4(z) = 1, z€A
AT, z¢ A

19



Es inmediato que si f es escalonada entonces es integrable segiin Riemann y f; flz)dx =
M
Zj:l v;(1;).
Para definir la integrabilidad segin Riemann en [a,b] se consideran particiones arbi-
trarias P = {[; C [a,b] : j =1,2,--- , M} y para una dada funcién f : [a,b] — R que es
acotada (i.e. |f(z)| < ¢ para todo z € [a,b]), se definen

& =sup f(x), ;:gglf‘f(x% j=1,2,---, M.

IEI]'

Luego se consideran la sumas superior e inferior de Riemann de f asociadas a la particion

P dadas por
M M
)= &UL), S(fiP)=> nil(Iy).
j=1 j=1

Es inmediato que la suma superior no es menor que la suma inferior. Si la particién P’ es
mas fina que la particion P se obtiene

S(f;P) < S(f;P) < S(f;,P) < S(f;P) .

En particular si f es constante a trozos y P’ es mas fina que la particion que define a
f entonces S(f;P') = S(f;P') f f(z)dx. Con estos resultados se obtiene el criterio
fundamental: f es integrable (segun Rzemann) st para todo € > 0 hay una particion P tal
que §<f77)) _ﬁ(f77j) S €

Reformulamos esto en términos de funciones escalonadas observando que asociada a cada
[y cada particién P = {I; : j =1,2,---, M} hay funciones escalonadas ¢, 1~ definidas
por

M
(26) Y= GE,, Y= ZnH , 2 €a,b];
j=1
y estas cumplen v (2) < fx) < ¥*(@), @ € [a,b]. Ademds S(f,P) = [}y (z)dr y
f ¥~ (x)dx. Con esto se reformula el criterio de integrabilidad:

Teorema 6 f : [a,b] — R es integrable segin Riemann si (y sdlo si) para todo € > 0
existen funciones escalonadas ¥ y ¢ definidas en [a,b] tales que ¢(z) < f(x) < (x) para

todo x € [a,b] y
b b
/w(x)dxé/qb(:c)dwre.

Demostracién: La necesidad de la condicién es lo que vimos introduciendo 1*. La sufi-
ciencia surge de que si ¢ < f < 1) entonces para cualquier particién P mas fina que la
particién asociada a ¢ y mas fina que aquella asociada a 1) se tiene

/ o(x) = S(6.P) < S(f.P) < 5(/,P) < 5(w,P) = / (x) da
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con lo cual S(f,P) — S(f,P) < f;@b(x) dr — fab ¢(x)de. B

Encaramos la demostracién del teorema de convergencia en media cuadratica en dos
etapas. La primera demuestra el teorema para funciones escalonadas; la segunda lo ex-
tiende a funciones de médulo cuadrado integrable. Observamos que por el Teorema 1,

WMy oo || f — fu|l = 0 es equivalente a im0 S0 | F(0)]2 = || £1I3-

Sea J un sub-intervalo de [—m, 7] de extremos ¢,d con —7 < c < d < 7. Si Z; es la
funcién caracteristica de J sus coeficientes de Fourier son

o d—c o ez'nd _ 6inc
=;7(0) = Zi(n)=—1 0 Z .
J( ) 27T ) j(n> t 27T’I’L ) 7é ne
Entonces
—~ d—c\? 1 1 —cos(n(d—rc))
= 2 _ _
@ SEmE = (5) ¢y =)
nez n=1
En el apéndice D, demostramos que
. cos(2mn) N 1
28 — = — -], xe€l0,1].
(28) > = ( r+1) . eel

En particular Y 7 n~? = 7%/6 una conocida férmula de Euler. Ahora ¢(J) =d —c¢ < 27

y aplicando (28) a (27),
_ d—rc oJ
SEmpE == 4

2T 2
nez

pero el miembro derecho es igual a [|Z;]|3 como se calcula directamente. El teorema de
convergencia en media cuadratica 5 para funciones caracteristicas de sub-intervalos de
[—7, 7] queda demostrado.

Para finalizar esta primara etapa, considere una funcién escalonada ¢ a valores reales
definida en [—m, 7],

p(t) = Z%‘Efj (t),

donde {/; : j=1,2,---, M} es una particién del intervalo [—m, 7]. Abreviamos Z; = Zj,.
Ya que si j # k, I; N I, = () tenemos (=;, =) = 0 y por el Teorema de Pitagoras

M M

lll3 =Y vFII=s115 = Y vie(L;)/ (2m) -

J=1 J=1

Por otro lado p(n) = Zj\il Ujé;(”) y

STpmP = 3" > vuEi(n)Zn)



M N M N
=Y ( > |Ej(n)|2> + > v ( > Ej(n)Ek(n)> .
j=1 n=—N j#k=1 n=—~N

Ya que limy_, ZTN|/E:(n) |2 = ||Z;]|3 por el Teorema de convergencia en media cuadrati-
ca para funciones caracteristicas; y ya que

N

]\}1_{20 Z Zj(n)=x(n) = (Z5,Ex) =0
S

para j # k por la Proposicion 3.2, hemos completado la primera etapa.

Pasamos a la segunda etapa. Primero reducimos la demostracién del Teorema 5 al
caso donde la funcién toma valores reales. Si f : [—m,m] — C, sean u(t) = Rf(t) y
v(t) = Sf(t). Entonces |f(t)]* = [u(t)|* + |v(t)]* con lo cual f es de mddulo cuadrado
integrable si y s6lo si v y v también lo son. Ya que fy = uy + vy,

If = Fnlle = llu+iv —un —ivw|ls < [lu —unlls + [lv = vxllz

se tiene convergencia en media cuadritica para {fy : N € N} a f si la hay para
{uy : N € N} auy para {vy : N € N} a v. Con esto basta demostrar el Teorema
5 para funciones a valores reales.

Sea entonces f una funciones definida en [—m, 7] con valores reales que tiene media
cuadrética finita (i.e., es de médulo cuadrado integrable segin Riemann). En el apéndice A
vemos que f es integrable segiin Riemann. Como es acotada, hay C' > 0 tal que |f(t)] < C
para todo t € [—m,x|. Dividiendo a f por C' podemos suponer que C' = 1. Dado € > 0,
hay una particién P = {I; : j =1,2,--- , M} de [—7, 7] tal que S(f,P)—S(f,P) < €%/8.
Sean ¢* las funciones escalonadas asociadas con la particién P definidas en (26). Tenemos

(29) 1<y (t) < f(t) <yt (t) <1, paratodo —m <t <.

Ademas

| w0 - 0)d=50.P) - 5. P) <71

Sea g := f — b~ que satisface 0 < g = f — 1~ < p* — y_. Ya que
207 —97) = (W =97 = (T —¢T)2 =y + 7)) = (T =) (1 =T+ [T+ 1))
y los dos factores del término derecho son no-negativos por (29), tenemos
G <=y <200 -7,
de modo que
lglls < lv™ =475 < 2/:(20*@) — P (1) dt < €/4.
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Ahora con f(n) = g(n) + = (n) y por ende fy = gn + ¢y, el Teorema de convergencia
en media cuadratica para la funcién escalonada i~ entrega la existencia de N, € N tal
que para todo N > N,

107 =iyl <e/2.
Aplicando el Teorema 1 a g, nos produce

lg = gnll3 < llgll < €/4 .
Por lo tanto, para N > N,,
If = Il =llg+ ¢~ —gn = oyl < llg —gnll + 07 —onll <€,
lo que demuestra el teorema de convergencia en media cuadratica para funciones a valores

reales y, como ya comentamos, también el mismo teorema en general.

3.4.2. La convergencia puntual (el nicleo de Dirichlet).

ikt _ sin((n + 1/2)t)
sin(t/2)

Lema 3 Sit no es miltiplo entero de 2w, > ;_ e

sin((n + 1/2)t)
sin(t/2)

=2n+1= Z eI para todo k € 7.

j=—n

Ademds, 1imy_,op,

Demostracion: Use la formula de adicion de una progresién geométrica Z?:o 2= (1-
2" /(1 = 2), para z # 1, que implica 377, 2/ = (z = 2"*!) /(1 — z) con z = ™. A

El nicleo de Dirichlet es la funcién sobre R definida por

sen(2n + 1)t/2) .
D, (t) := sen(t/2) ’ LF {2hm: ke 2 ;

2n+1 , t=2km para algiun k € Z

que es continua, par y 2m-periédica. Con el Lema 3, ya que fjﬂ ex(t) dt = 21y 0, se obtiene

(30) (2m) ! /_ ' D,(t)dt =1,

y en virtud de la paridad también

(31) (2m) /07r D,(t)dt =1/2.

Ahora, si f : [—7, 7] — R admite coeficientes de Fourier,

fult) = 3 Finlentt) = 20" | U3 e (3)en(s) ds
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N

= (2m)7! /7r f(s) ( Z en(t — S)) ds = (2mr)* ' f(s)Dn(t —s)ds .

n=—N

Si tomamos una extension 2m-periddica de f redefiniendo (arbitrariamente) si fuere ne-
cesario los valores de f en £7 y no distinguimos a f de su extension, la periodicidad nos
permite escribir

fn(t) = (27r)_1 /_7r f(s)Dy(t —s)ds = (27r)_1 /_ﬂ__t flz+1t)Dy(z)dx .
Pero entonces
(32) fa(t) = (27)! ' flz+t)Dy(z)dx .

—T

Considere una funcién f definida en el intervalo [—m, 7]. Si existen finitos puntos
{ts + k=1,2,--- ,n} con —m =1 t, <t; <ty < -+ <ty <tpy =7 (denominados
puntos especiales) tales que:

1. f es continua en cada uno de los intervalos (x,tx+1), K =0,1,2,---  n.

2. los limites laterales

f—(tk:) = lim f(t)v k:1727 7n+1;

t—t,

f+(tk> = 11H1f(t)7 k:O,1,27"'7’L

t—t)

existen y son finitos.

Entonces f se dice continua a trozos. Cuando f(t;) # f_(tx), tx es un punto de discon-
tinuidad de f. Si fy(—m) # f—(m) incluimos a 7 y a —7 entre los puntos de discontinuidad.
Si, ademas, f satisface

3. f es continuamente diferenciable en cada uno de los intervalos (ty, txy1),
k=0,1,2,--- ,n.

4. los limites

)
fL(tg) == lim f(t) = fe (@

t—tt =1k

) k:071727"' o,
existen y son finitos;
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Figura 4: Una funcién suave a trozos

entonces decimos que f es suave a trozos. Observe que una funcién escalonada es suave
a trozos.

Recalcamos que si f es suave a trozos, entonces para todo t € [—m, 7], los limites laterales
fi(t) = limy o+ f(t+h) y f-(t) = limy_,o- f(t + ) asi como las derivadas a izquierda

F(t) = o [F(t+ 1) — f-(D]/h ¥ a derecha F1(t) = lmy e [f(t + h) — 1 (£)]/h,
existen y son finitas. Los valores especificos de f en los puntos t;, k =0,1,2,--- ,n+ 1,
son irrelevantes en nuestras consideraciones.

El resultado general de convergencia puntual de la serie de Fourier de una funcién
suave a trozos es el siguiente. La demostracion nos ocuparé el resto de este apartado.

Teorema 7 Sea f: [—m, 7] — R suave a trozos. Para todo t € [—7, 7],

fe(t) + f-(t) ‘

A f(t) = 2

Lema 4 Si f : [a,b] — R es suave a trozos entonces para todo c,d con a <c¢<d<b

d
lfm / ft)erdt =0

[A| =00
uniformemente en (c,d).

Demostracién: Sean {t : k=0,1,2,--- ,n+ 1} los puntos especiales de f. Sea

o(X; e, d) = /df(t)ei’\t dt .

Se tiene
n tht1 )
pied) =30 [T e ar,
k=0 7tk
donde
flt) -, sity <t <tpn
f(k)(t) = f+(te) sit =t N 1
f-(trgr sit = l41
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que es continuamente diferenciable. Para cada intervalo [t,tr+1] podemos integrar por
partes para A # 0

tht1 ' IXMgr1 AL ; tot1 )
/ f(k)(t)ez)\t dt = f—(tk-i-l)e Y f+(tk)e + %/ (f(k))l(t>€l)\t dt .

173 ty

Ya que f*) es continuamente diferenciable

pri= sup [fPO, g= sw (OO, k+0,1,-- 0,

te[tk,tk+1} te[tk,tk+1]

son finitos y con p := max{p1,pa, -+ ,Pu} vy ¢ := max{q1, ¢, - ,qn}, obtenemos

‘/tk“ F® (1) de| <= |f-rr)| + [f+ ()| ae(trra — tr) < 2p+q(b—a) .
a K A A
Entonces
(n+1)[2p + q(b — a)]

Al

(X e, d)] <

Proposicién 3.3 Si f : [a,b] — R es continua a trozos y € > 0 entonces existe una
funcion suave a trozos g : [a,b] — R tal que

f(t) —g(t)| <€
para todo t € |a,b] que no es punto especial de f.

Demostracion: Tratamos primero el caso particular en el cual f es continua en el intervalo
[a,b]. En ese caso, f es uniformemente continua (Cépitulo 4 de W. Rudin; loc. cit.) y dado
e >0 hay § > 0 tal que |f(t) — f(s)| <esi|t—s| <4 Sean t;, := a+ 2k, k € NU {0};
hay n € N tal que t,, < by t,41 > b. Conviniendo que ¢, = b, sean sx = (tgr1 + tx)/2,
k=0,1,2,--- ,n. Paratodo t € [ty1,1x] se tiene |t —sg| < 0 y por ende |f(t) — f(s)| < e.
Entonces la funcion

=

n—

g = f(sk)E[tk:thrl) + f(sn)E[tn,b}
0

£
Il

es escalonada y por ende suave a trozos. Ademds, para todo t € [a, D]

[f(t) —g(t)] <e.

Sea f continua a trozos y € > 0. Sean {t; : k =1,2,--- ,n} los puntos especiales asociados
a f. Para cada k = 0,1,2,--- ,n considere la restriccion de f al intervalo (¢, tx41). Los
limites de f en t; desde la derecha y en t;,; desde la izquierda existen y definen una
funcién continua en [tg, ;1] que coincide con f salvo posiblemente en los extremos. Si
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gr denota la funcién escalonada definida en [tg, ¢, 1] construida en la primera parte se
tiene |f(t) — gx(t)|e para todo t € (tg,try1). Si definimos g concatenando las funciones gy
fuera de los puntos especiales y definimos ¢ en los puntos especiales como mas le plazca
(por ejemplo usando los valores f(t))) obtenemos una funcién escalonada que satisface:
|f(t) — g(t)] < € para todo t que no es un punto especial. W

El siguiente —una version del Lema de Riemann-Lebesgue— serd fundamental.

Teorema 8 Si f : [a,b] — R es continua a trozos entonces

b
lfim / ft)eMdt=0.

M=o/,

A fortiori:

b
lfim / f(t)sen(At)dt =0, lim / f(t)cos(At)dt = 0.

[A| =00 a [A| =00

Demostracién: Dado € > 0, hay una funcién continua a trozos g tal que |f(t) — g(t)| <
€/(2(b— a)) para todo t € [a,b] que no es punto especial de f y hay A\, > 0 tal que

b
| / o)™ di] < ¢/2,

para todo A con |A| > A,. Entonces

|/ f z)\tdt| </ ‘ z)\t|dt+|/ z)\tdt|

<> [l ~ g0l e+ ep2 < e,

k=0 'tk
para todo A con [A| > \,. W

Demostracién del Teorema 7: Fijese t € [—m, 7]. Por (31) y (32),

POLLO _poy o OO (o /_ f(x+ t) Dy (x) da

0

= m) ! [ (£ S+ 00Dt} o+ m) " [ 170~ o+ 0Dy (o) do

donde el valor f(z+t) es aquel determinado por la extensién 27-periédica de f. La funcién
[—m, 7] ©  — f(x +t) es suave a trozos con puntos especiales x = ty — ¢t ( mod 2m),
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k=0,1,2,--- ,n+1, y en cada uno de estos xj, existen los limites laterales y las derivadas
laterales. Ya que

L= ) <f+<t>—f<t+x>)( . ):_W%

z—0+  sen(z/2) 20+ x (x/2)
y andlogamente 1im,_,o- % = —2f' (¢), las funciones
fr(t) = f(t+ )
= 0<xr<
9:() sen(z/2) oo
' t t
ht(l'):f_()_f( +l‘)’ —WSI'SO,

sen(x/2)

son continuas a trozos y se tiene
(2m)"! / "[Fe®) = fla+ 0] Dy(x) = (2m) / " gu() sen((2N + 1)z/2) d

n) [ 170~ £+ 0)Dw(a) = 20" [ hula)sen(2N + 1)/ do

—T —T

Por el Teorema 8, ambas integrales convergen a cero para N — oco. B

Teorema 9 Si f tiene derivada continua en [—m, x|, y f(—m) = f(7), entonces

lim fn(t) = f(t)

N—oo

uniformemente en t € [—m, 7).

Demostracién: Usando la relacién f(n) = f’(n) /(in) para n # 0, tenemos

(33) > Ifn 0+ > Il f(n) .

n|<N 1<|n|<N
Pero aplicando la desigualdad de Schwarz en R*V a los vectores

(1,1/2,1/3,--- ,1/N,1,1/2,--- ,1/N)

obtenemos

Yo NS )] <

1<[n|<N




El segundo factor es igual a \/H(f’)Nﬂz - \f’(O)P y por ende menor o igual a |[(f')n|l,-

Ya que f’ es continua, es de modulo cuadrado integrable con lo que ||f’||, es finito y la
desigualdad de Bessel nos da

Yo @<L -

1<|n|<N

. . N , .
Para el primer factor, ya que la serie Y, 1/n? es convergente (vea Apéndice D; sea S
su suma), obtenemos

Luego, volviendo a (33),

> Fm) < 1F)] + V2811, -
n|<N

-~

El miembro derecho es independiente de N. La sucesién >, .y |f(n)| es creciente y
acotada y por ende converge. De aqui obtenemos, por ejemplo usando el criterio de con-
vergencia uniforme de Weierstrafl, que fy converge uniformemente en ¢ a una funcién g
que es continua. Falta verificar que g = f. Ya que (e,, fx) = f(n) si N > |n|, tenemos

(34) fn) = lim (e, fn)

Pero, (e,,g) = g(n) estd bien definido para todo n € Z, y por convergencia uniforme de
fn a g, dado € > 0, podemos elegir N, tal que para todo N > N, tengamos |fy(t)—g(t)] <
2me, t € [—m, 7|. Luego, para tales N,

(ens ) — G(0)] < (2)7! / () — g(t)]dt < €.

lim
N—oo

Lo que demuestra que limy_,o (€, fn) = g(n), y entonces con (34),
Fn)=3(n), ¥nez.

La demostracion se completa usando el Corolario 3.5.2 a partir de la continuidad de f y
de ¢g. R

3.4.3. Otros criterios de convergencia puntual.

En el teorema de convergencia puntual para funciones suaves a trozos las hipdtesis
pueden relajarse en varias direcciones. Una funcién f definida en [—m, 7] satisface las
condiciones de Dirichlet si es continua a trozos y en los intervalos de continuidad tiene
un numero finito de puntos extremales. En ese caso, f es de médulo integrable (13) y
de médulo cuadrado integrable (19) y por ende los coeficientes de Fourier de f estan
definidos. Se tiene el siguiente resultado debido a Dirichlet:
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Teorema 10 (Dirichlet) Si f satisface las condiciones de Dirichlet entonces

i f(t) = £ £

Jim i , te|—mm.

En particular, la serie de Fourier converge a f en todo punto donde f es continua.

Hay varias variantes que modifican las condiciones de Dirichlet (hipétesis del Teorema
de Dirichlet). Se pueden considerar finitas discontinuidades infinitas pero la funcién debe
ser de médulo integrable en ellas. Se puede dispensar con la continuidad reemplazando
por acotaciéon en un numero finito de sub-intervalos donde la funciéon es mondétona™".
Se puede eliminar la condicién de que f tiene finitos puntos extremales pero entonces
la convergencia al promedio de los limites laterales es alli donde las derivadas laterales
de derecha e izquierda existen; al respecto ver el libro de Churchill y Brown citado en
la bibliografia. Como ejemplo incluimos el criterio de convergencia debido a C. Jordan
(1881) que se basa en la nocién de “variacién acotada”. f a valores reales definida en el
intervalo [a, b] es de variacién acotada si

np—1
sup S |f (i) — £(2)
PeP 55
es finito. El supremo se toma sobre las particiones finitas P = {z,, 21, -+ ,2,,} del

intervalo con a =z, < 21 <3 < -+ < Ty, =b.
Si f es diferenciable con derivada integrable sobre [a, b] entonces es de variacién acotada.
El criterio mencionado es:

Teorema 11 (Jordan) Si f es de variacion acotada en un entorno de t entonces

Y AURTALY

N—oo 2

Otro criterio se debe a U. Dini.

Teorema 12 (Dini) Si para t hay § > 0 tal que
t — f(t
[ lenogol,
{z: |z|<d}

|

es finito entonces imy_,o fn(t) = f(2).
Obsérvese aqui que si f satisface una condicién de Lipschitz |f(t + z) — f(¢)| < [t[’C en

un entorno de ¢ con p > 1, entonces se satisface la hipétesis del criterio de Dini.

Por ultimo, como ya hemos mencionado en la pagina 17, una funcién continua no tiene
) )
porque cumplir con alguna de las hipdtesis de los criterios de Dirichlet, Jordan o Dini.

*VEsto lleva a pedir que la funcién f sea de variacién acotada. Véase al respecto el libro de Cars-
law (Introduction to the Theory of Fourier’s Series and Integrals, Dover, New York 1950); el libro de
Titchmarsch y el libro de Zygmund citados en la bibliografia.
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A. Funciones de médulo cuadrado integrable segin
Riemann

Consideremos el conjunto £2 de las funciones f definidas en [—m, 7] con valores
reales/complejos tales que |f(z)|? sea integrable segiin Riemann. Cuando f es continua,
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su médulo cuadrado es continuo e integrable con lo cual £2 estd contenido en £2. Dadas
f,g € L2, tenemos

T / @)z, (g2 = / 9(a)[2 dr

—Tr —Tr

que son finitos y, ya que (|f(z)| + |g(x)|)? > 0, obtenemos

[f(@)g(@)] < 5 (I @) + lg(@)]*)

N | —

en consecuencia | f(z)] |g(x)| es integrable segin Riemann y

713+ ol

|| T@gtwyasl < [ [Fgto)la < 12

que garantiza que — ver (24) —

(1) = [ @) gle) do

estd bien definido. Ademas, se tiene la desigualdad de Holder

” lallole [* (LF@PE lo@RY ,
[ i@aiar < Wlelole [ (IROE L OEY 00 g, gl

que se obtiene reemplazando en el argumento de recién a |f(z)| (resp. |g(z)|) por |f(x)|/

[1£ll2 (resp- [g()[/llgll2 cuando [[f]| # 0 # |lg]l-

Ahora, el mapa (f,g) — (f, g) es lineal en g, conjugado lineal en f, satisface (f, g) =
(g9, f) y (f, f) = 0; propiedades que caracterizan una forma sesquilineal hermitica positiva
semi-definida. Se tiene entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz*" que demostramos al
final del apéndice.

(35) [(F ol < N1l Mlgllz

XVI (

la desigualdad del tridngulo*"!(aplique la desigualdad de Cauchy-Schwarz a || f + g||3 =

1£15 -+ llgl3 + (f 9) + (g, f))

(36) A2 = llgllzl < 17+ gllz < 1Fll2 =+ [lgll

y ademas
| fll2 =0 siy sélosi (f,g) =0 para todo g € L2 .

*Que extiende la desigualdad de Hélder a casos donde ||f||2 o |lg|l2 = 0.
XVIComo consecuencia £2 es un espacio vectorial real/complejo.
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Esta tltima propiedad garantiza que N := {f € L2 : ||f|l2 = 0} es un subespacio. La
relacion

f~gsiysolosi|f—gla=0,

es una relacién de equivalencia y podemos transferir la estructura de espacio vectorial a
las clases de equivalencia. En particular, si [f] denota la clase de equivalencia de f € L2,
i.e., {h € L?: f~ h}, entonces

(1 [g]) == (. 9)
estd bien definido ya que si f ~hy g~ k,

<h7k>:<h_f+f7k>:<f7k>:<f7k_g+g>:<fag>

Ahora, ([f],[f]) = 0 implica || f||2 = 0 de modo que f ~ 0, y tenemos un producto escalar
sobre L? = £2\ N Identificando funciones de médulo cuadrado integrable segtin Riemann
si su diferencia tiene integral nula, obtenemos un espacio vectorial real /complejo con pro-
ducto escalar y norma correspondiente. Este espacio no es completo, hay sucesiones de
Cauchy en L? que no son convergentes. Para remediar esto se puede completar el espacio
obteniendo un ente abstracto (espacio vectorial de sucesiones de Cauchy identificando
sucesiones que difieren en una sucesién de Cauchy nula). La teorfa de integracién de Le-
besgue evita estas abstracciones y obtiene la completacién de L? considerando funciones
Lebesgue-medibles de médulo cuadrado integrable (e identificando nuevamente funciones
cuya diferencia tiene médulo cuadrado integrable a cero).

Si en la desigualdad de Cauchy-Schwarz o de Holder tomamos g(x) = 1 (que es de
modulo cuadrado integrable con ||g||a = 1), obtenemos

1l = 2m)" / @) de = (f]g) < 1]

de modo que si f es de mdédulo cuadrado integrable entonces es de médulo integrable y
por ende integrable™'.

Demostracion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz: Considere una forma sesquilineal
hermitica positiva semi-definida (-, -) definida en VxV donde V es un espacio vectorial real
o complejo. O sea: (v, w) satisface todas las condiciones de un producto escalar (detalladas
en el apartado 3.3) salvo que (v,v) = 0 no implica que v = 0*V""".

Para v € V sea ||v[|s := /(v,v) que es un numero real no negativo. Entonces vale el
Teorema de Pitagoras ||v + w3 = ||v||3 + ||w]|3 si (v,w) = 0. En efecto

v+ w3 = (v+w,v+w) = (v,v) + (w,w) + (v,w) + (w,v)

= [[vllz + lwll3 + 2R (v, w) .

I'Por lo tanto, si f ~ g entonces ["_|f(z) — g(x)|dz =0y por ende [ f(z)dz = ["_g(x)dx.
XVITE] caso de funciones de médulo cuadrado integrables segin Riemann es un ejemplo.
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Suponga que ||v|| # 0, entonces con u := w — ||v||5*(v,w) v, (u,v) = 0y por el teorema
de Pitagoras

(v, w) (v, w)? _ [{v, w)]?
lwll3 = flu + vl = llull + >
t (A R T v]13

Y

que demuestra la desigualdad cuando ||v]|y # 0.
Si ||v]]a = 0, entonces para todo escalar z (real o complejo segin corresponda) se tiene
0 < (w+ z2v,w+ 2v) = [|w]|3 + 2R(2(w, v)); o lo que es lo mismo

m@wmw»—w@m@mwz—mﬂ? para todo 2 .

Tomando z = « real, R 5 a — oR({w,v)) es una recta y si la pendiente no se anula no
se puede tener aR((w,v)) > B para todo «, cualquiera sea € R. El mismo argumento
aplicado en el caso complejo tomando z = i con a € R nos entrega que S((w,v)) = 0.
Por lo tanto (w,v) = 0, y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple con igualdad
trivialmente. W

B. Foérmulas generales para intervalos arbitrarios.

Si f esta definida en el intervalo finito [a, b] (b > a) de largo L := b—a , los coeficientes
de Fourier son los nimeros

b
ﬂmﬁa%/em(—m%#)ﬂwﬁ,nez_

La serie de Fourier (formal) correspondiente es

~ 2
Z f(n)exp (m%t) :
nez

Si f toma valores reales esta serie se escribe también como

% + ; {an cos (n%t) + by, sin (n%t) } :
2 [* 2 2 [ _ 21
—zLﬂWmeQﬁ7M—ELﬂMm@TQﬁ.

Observe que si f es periddica de periodo L entonces las integrales que expresan a los
coeficientes f(n), a, y b, son independientes del intervalo donde se integra siempre que
este tenga largo L.

con
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Lema 5 Sv ¢ definida en R es L-periodica entonces la integral fCC+L (t) dt es indepen-
diente de c.

Demostracion: Si ¢ es continua, la afirmacion se obtiene derivando la integral respecto de
¢ v usando la periodicidad.

Sin suponer continuidad de ¢, mostramos que cualquiera sea c, la integral es igual a la
integral con ¢ = —L/2. Existe un tnico k € Z de modo que —L/2 < ¢+ kL < L/2;

entonces
L/2 c+kL L/2
/ @@ﬁ:/ gmm+/ o(t)dt
—L/2 —L/2 c+kL

Pero, haciendo la substitucion de variables s =t + L, y usando la periodicidad
c+kL c+(k+1)L c+(k+1)L
[ etnde= [ s - nas= [ s
—L/2 L/2 L/2
de modo que
L/2 c+(k+1)L L/2 c+(k+1)L
/ p(t)dt = / o(s)ds + / p(t)dt = / p(t)dt .
—L/2 L/2 ct+kL c+kL
Haciendo la substitucion s =t — kL y usando la periodicidad

ct+(k+1)L c+L c+L
/ p(t)dt = / o(s + kL)ds = / o(s)ds . B
c+kL c c

C. Teoremas de aproximacién

Teorema 13 (Teorema de Aprozimacion) Sea f es continua sobre el intervalo [—m, 7] y
e>0.

1. existe un polinomio trigonométrico P tal que || f — Plla < e.

2. st f(m) = f(—m), existe un polinomio trigonométrico P tal que |f(z) — P(z)| < €
para todo x € [—m, .

Demostracion: Demostramos primero la segunda afirmacion. Por la continuidad existe
d > 0 tal que |f(t) — f(s)| < €/4 cuando |t —s| < 0. Si 27/J es entero reemplace &
por algo mas chico tal que ese cociente no sea entero. Con t, = —m, sea t, = t, + ko
para k = 1,2,--- N — 1 donde N — 1 es el mayor nimero natural menor a 27 /d; sea
ty = m. Entonces —m =1, < t; <ty <--- <ty =7 es una particiéon del intervalo. Todo
t € [—m, 7] pertenece a exactamente uno de los intervalos [t,tr+1) lo que nos permite
definir

f (i) — f(te)
)

g(t) = f(t) + (t—ty) , th<t<tpr, k=0,1,2---N 1.
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La construcciéon garantiza que g es continua y tiene derivada continua y constante en cada
uno de los intervalos (tx, tx+1) parak = 0,1,2,--- . N—1. Ademés g(w) = f(n) = f(—n),
por lo tanto ¢ satisface las hipotesis de la primera proposicion y existe entonces K € N
tal que |g(t) — gi (t)| < €/2 para todo t € [—m, 7. Pero, para todo t se tiene t € [ty, tx11)
con algin k y entonces

7(0) — 9(0)] = 17(0) — fip) — Ll 2T

| f(thsr) — f(t)] |t — ti _E €

< |f(t) = f(te)| + 5 _4+Z:€/2’

ya que [t —tg| < 0y |tkr1 — tx] = 0. Pero entonces
[f(t) = gx @) < [f(E) — g(@)| + |9(t) — gx (t)] = €.

Pasamos a la primera afirmacién. Si f(—n) = f(7) entonces tomamos un polinomio
trigonométrico P tal que |f(z) — P(z)| < €. Entonces

™

I£ = PIE=/2m) [ 1) - PP <.

Si f(—m) # f(m) sea C' el maximo valor de |f(z)| en nuestro intervalo. Sea ¢ > 0 tal que
§ < min{re?/(8C?), 2n}. Definamos
T f(7r—5)+@(t—7r+5) , m—0<t<m

Claramente h es continua y satisface h(m) = h(—mn) de modo que apelando a la segunda
afirmacién, hay un polinomio trigonométrico con ||h — P||y < €/2. Estimamos
K

I£ = bl = (/2m) [ 170 = mORde= (1/27) [ 15— ho)Par.

—Tr T—

s

Ahora, en el intervalo [1—§, 7, h es el segmento de recta que une los puntos (7—4, f(7—0))
con (. f(—)) ¥ se tiene f(—) < h(t) < f(r — 5) o bien f(r — ) < h(t) < f(~) ¥
en todo caso —C' < h(t) < C o sea: |h(t)] < C. Por lo tanto, en este intervalo, usando la
desigualdad

(z+y)* <22+ 2y <= (x—y)*>0

valida para reales x,y, obtenemos
[f(t) = () < 2[f (1) + 2|h(t)[* < 4C7.
Entonces
If =Rl <4C%/(2m) < €/4;

de modo que
If =Pl <[If =hll2+]h =Pl <e.
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D. Sumando la serie Y, cos(2rkx)/k?

Se tiene

N

N N 1 1 1 1
1/k* <1 E—— — ) =141-—<2.
; [k < +;k(k—1) +k§(k—1 k) tl-5y<

Luego, laserie Y ;7 , 1/k? es convergente ya que las sumas parciales crecen y estdn acotadas
por 2. Entonces |cos(2mkx)| < 1 implica que nuestra serie converge absolutamente y
uniformemente a una funcién continua &

Zcos%rk::z: _ ), sER.

k=1

Y nuestra serie es la serie de Fourier de la funciéon continua £ que es periddica de periodo
1. En virtud de la convergencia uniforme la serie puede integrarse término a término
(Teorema 4) obteniéndose

/ £(z)dx = (2m) " ILOOZ sen(?wkza)k;sen(Qﬂkb) |

Si derivamos término término nuestra serie obtenemos

_gr i sen(2k7rka:) .
k=1

La idea es demostrar primeramente la convergencia de esta ltima serie®*. Por la perio-
dicidad, ¢ estd determinada por sus valores en el intervalo [0, 1].

Tomando la parte real de la féormula del Lema 3, pagina 23, se obtiene

= sen((2m + 1)rx) 1
2 = - = 1.
(37) Z: cos(2mkx) 2 sen(nz) 5 0<z<

Por otro lado

@ ok
(38) /1 i cos(2mkt) dt = % L zel01].

Entonces, para 0 < z < 1,

al sen(27kx) (38) M " (S
E — % = 2 E / cos(2mkt) dt = 27r/ g cos(2mkt) | dt
k=1 k=1

1 1/2 1/2

XIXSeguimos la presentacién del libro de A. Deitmar citado en la bibliografia
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/2 sen(7t) 2 ;2 2sen(mt)
Para continuar analizamos la integral del segundo sumando
v 2N + 1)wt
(39) 7m@%:/i%M( LRLUPT S
1/2 sen(mt)

Dado p real con 0 < p < 1/2, tenemos [p,1 — p| C (0,1) y la funcién [p,1 — p|] >
x — f(x) = 1/sen(wx) es continuamente diferenciable. Aplicando el Lema de Riemann-
Lebesgue (por ejemplo el Lema 4) a ny(z) obtenemos que limy_,o v (2) = 0 uniforme-
mente para x € [p, 1 — p]. Luego

al sen(2mkx) 1
g ——L=7|=-—x] .
k 2
k=1
Pero entonces por el Teorema 3,

- 21k
{'(:U):—szw:ﬁ@x—l), p<zr<l-—p,
k=1

y por ende
§(z) = (2 — 2 +7)

con una constante 7y, siempre para p < x < 1—p. Ya que p con 0 < p < 1/2 es arbitrario,
obtenemos &(x) = 7%(x? — x4+ 7) en (0,1) y la continuidad de ¢ extiende esta expresion
a [0,1].

Para determinar el valor de v usamos la férmula de integracién obtenida de la cual ex-
traemos fol £(t) dt = 0; luego

0:/Olg(t)dtzw2/ol(x2—x+7)dx:7r2 <—é+7) ;

de donde v = 1/6.
Ya que para todo x € R existe un dnico entero n, tal que z = n, +t con t € [0,1] (n, es
el mayor entero menor o igual a z) y £ es periddica de periodo 1 se tiene

5(‘%) = {(x - nm) = WQ((:E - n:v)Q - ([L’ - nx) + ’7) ;
0, lo que es lo mismo

x)=m*((r—n) —(x—n)+7), n<zx<n+1, n€Z.
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