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0. Advertencia

Estas notas se distribuyeron fragmentariamente a los alumnos del curso Termodinamica vy
Mecanica Estadistica I de la Licenciatura en Fisica de FAMAF en 2019. No constituyen una
introduccion a la termodinamica clédsica. Sélo pretenden ilustrar, comentar o complentar ciertos
aspectos o detalles de la presentacién de el curso mencionado que se basé en el libro de H.B.
Callen (Thermodynamics (an introduction to the physical theories of equilibrium thermostatics
and irreversible thermodynamics). J. Wiley € Sons, New York 1960."). La palabras “concave”
y “convex” no figuran en el indice del excelente libro de Callen. Sin embargo: ;Quien puede
dudar que la convexidad /concavidad de las funciones termodindmicas en sus variables naturales
constituye la propiedad matematica fundamental®?

Aqui deducimos la concavidad de la entropia en sus variables extensivas naturales a par-
tir de postulados generales (homogeneidad y aditividad). Las desigualdades que involucran a
las magnitudes como compresibilidades, coeficientes de expansion, capacidades calorificas, etc.
surgen como consecuencias de la concavidad y no al revés.

1. Homogenidad de grado 1 y concavidad de la entropia

En el libro de Callen (o en cualquier otro que presenta las leyes de la termodindmica por
medio de un razonamiento deductivo a partir de postulados y no inductivamente usando evi-
dencia empirica) la saga de la termodindmica comienza postulando la existencia de una funcién
de estado —la entropia S— que posee ciertas propiedades especificas derivadas de (o motivadas
por) leyes fenomenoldgicas. Se postula también que el sistema estd caracterizado en cuan-
to a sus propiedades macroscopicas por un conjunto de variables extensivas que incluyen la
energia interna U, el volumen V', asi como variables adicionales que juntamos a una k-upla

'Hay segunda edicién con cambios importantes.

2A aquellos interesados en presentaciones axiométicas de las leyes de la termodindmica les recomiendo el
libro de R. Giles (Mathematical Foundations of Thermodynamics. Pergamon Press, Ozford 1964) o el articulo
de E.H. Lieb, J. Yngvason (The Physics and Mathematics of the Second Law of Thermodynamics. arXiv:cond-
mat/9708200.
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jJoule saco Jlas paredes interiores!

S(4U,4V,4N) = 4S(U,V, N)

Figura 1: 4-aditividad

X = (X, Xy, -, Xg). Dependiendo del sistema estas variables extensivas adicionales seran:
nimeros molares N; que caracterizan la composicién (o cualquier otra variable indicativa de la
masa de la j-ésima componente con identidad quimica); momentos eléctricos o magnéticos (en
presencia de campos electromagnéticos) o mas precisamente la magnitud de la proyeccién de
estos momentos sobre el campo correspondiente; componentes de tensiones o médulos elasticos
en sistemas sélidos. Como funcién de estado, S depende de las variables (U, V, X)) que caracte-
rizan a este.

. Adonde varia (U,V,X)? Claramente, V' > 0 y también N; > 0. En los casos de sistemas
electromagnéticos o en el caso de sélidos, las variables correspondientes no tienen signo, i.e.
varian en R. Para la energia interna U la cosa no es tan simple —se miden solamente diferencias
de energia— pero se introduce un estado de referencia (fiduciario o imaginario) para un sistema
especifico al que si se le puede asignar la energia cero, pero esto se complica cuando se tiene que
ver con sistemas distintos. En general se supone, y esto es lo que hacemos aqui, que (U, V, X)
varia en un subconjunto £ de R*** que es un cono convexo. Vale decir: si (U, V,X) € Eya >0
entonces también (aU,aV,aX) € €y, adémas, si (U;,V;, XW) e Eparaj=1,2y0< A< 1
entonces (AU} + (1 =N Uy, AVi + (1= N Vo, AX M 4 (1 - 1) X @) € €3, Por ejemplo, tipicamente,
para un fluido puro (una sola componente) (U, V, N) € R} = (0, 00)*?.

En cuanto a las propiedades de la funcién entropia (U, V, X) — S(U,V, X) consideraremos
solamente dos de las muchas variantes que se postulan en base a evidencia empirica.
La n-aditividad postula que si se consideran n copias idénticas de un sistema mutuamente ais-
ladas entre si de entropia S(U,V, X) cada una, el sistema de n copias aisladas tiene entropia
nS(U,V,X) vy, si se levantan los aislamientos y estas copias se unen en un sélo sistema sin
alterar el resto del universo entonces la entropia del sistema compuesto es S(nU,nV,nX) e
igual a nS(U,V, X) (véase la figura 1).
Decimos que se tiene p-aditividad si considerando un sistema de entropia S(U,V, X) que se

3Se puede demostrar que K C R es un cono convexo si y sélo si @,y € K implica que = 4+ y € K.



S(U,V,N)

iW. Thomson lo J parti6 en dos partes!

S(Ur, V1, N1) S(Uz, V2, N2)

Figura 2: p-aditividad. g—; = % = %—;,j +1,2,--r

secciona sin alterar el resto del universo en dos subsistemas que no interactian de entropias
S(Uy, Vi, XV y S(Us, Vo, X @) respectivamente de tal modo que U = Uy + Uy, V = V| + V5,
X =X+ Xy con Uy /Uy =V /Vo = X ,51) /X ,EQ) (donde k recorre los indices de las variables
extensivas adicionales) entonces se tiene S(Uy, Vi, X)) + S(Uy, Vo, XP) = S(U,V, X) (vease
la figura 2).

Reemplazo los postulados IT y IIT de Callen por:

Postulado I1,: Para todo sistema compuesto existe una funcion de estado (llamada entropia)
S de las variables extensivas completas que tiene las siguientes dos propiedades:

= S es o bien n-aditiva para todo n € N o bien S es p-aditiva.

s Fn todo proceso natural en el cual un sistema completamente aislado pasa de un estado
de equilibrio a otro estado de equilibrio, la entropia no disminuye.

Ademds, S es no-negativa, continuamente diferenciable y (%)X > 0.

Con este postulado demostramos homogeneidad y concavidad de la entropia. La no-negati-
vidad postulada no se usa.

De la aditividad a la homogeneidad

Haciendo referencia a la figura 1, la entropia total de n copias idénticas del mismo sistema
en el mismo estado cuando estas copias estin mutuamente aisladas entre si, es nS(U,V, N).
La n-aditividad postula que al remover las divisiones aislantes entre las copias la entropia no



cambia®:

S(nUnV,nM)=nS({U,V,;N), n=23,--- .

Esto es la homogeneidad de grado 1 para enteros positivos. Con el Lema 2 (Apéndice 6) obte-
nemos la homgeneidad de grado 1 de S.

La p-aditividad en cambio, postula (figura 2) que al partir al sistema en dos partes aisladas
entre si de modo que U = U+ Uy, V =V, + V5, vy N = Ny + N, y las razones de las variables
extensivas correspondientes sean constantes Uy /Uy = V;/Vy = Njj /Ny = Nig/Nag = -+ - se
tiene

S<U17‘/17N1) +S(U2a‘/2aN2) = S(Ul +U27‘/1 +‘/27N1 +N2) .

La n-aditividad se desprende de la p-aditividad inmediatamente. Y esto conduce a la homoge-
neidad de grado 1. Hemos obtenido el

Primer resultado: S es una funcion homogénea de grado 1 en las variables extensivas:.
S(aU,aV,aN)=aS(UV,N), a>0.
Del no-crecimiento y la homogeneidad a la concavidad

Considero —refiriendo a la figura 3— dos sistemas del mismo fluido uno en el estado de equilibrio
(U1, V1, N7) y el otro en el estado de equilibrio (Us, Vi, Ny) separados por una compuerta que
aisla a una parte de la otra. La entropia del sistema compuesto es entonces S(Uy, Vi, N7) +
S(Uz, Vo, N3) donde S es la funcién de estado correspondiente al fluido usado. Al sacar la
compuerta, se inicia un proceso en general jirreversible! Al alcanzar el equilibrio la energia
interna es Uy + Us, el volumen es V] + V5, y la composicion es N7 + Ny ya que todo estd aislado
del resto del universo.

Ahora, por la propiedad de no-decrecimiento,

S(Ul +U27‘/1 +‘/27N1 +N2) 2 S(Ub‘/le) +S<U2a‘/2aN2) )

pero, con la homogeneidad de grado 1,

Vi+ Ve  N;+ N
S(U1+U27V1_|_V27N1+N2):S(2U1—|—U22 1+ 2 5 1+ 2>

2 7 2 2

_9g Uy +U; Vi+Vy, N+ Ns
2 72 2 ’
y por ende

S<U1+U2 Vi+ Vo Ni+ N

1 1
92 ) 92 ) 92 )ZES(Uh‘/lle)_’_gS(UQ)‘/Q)NQ)a

4Esto puede verse también como una propiedad de los estados de equilibrio. Un estado de equilibrio no se
altera si uno piensa un dado fluido en equilibrio como constituido por dos partes divididas por una pared aislante
imaginaria.



S(U1, Vi, N1) S(Uz, Va, N2)

iClausius abriélla compuertal

S(Ur + U2, V1 4 V2, N1 4 Na2)

Figura 3: j{Una especie inversion de la p-aditividad!

que es la concavidad en el punto medio. Con el Lema 4 (Apéndice 7) obtenemos el

Sequndo resultado: S es concava como funcion de las variables extensivas:
S(AUp + (1 = MU, A\Vi + (1 = M)V, AN7 + (1 — M) No)
2 )\S(Ula‘/laNl) + (1 - )\)S(U%‘/%NQ) ) 0 S A S 1.

Quiero recalcar que tanto en la n-aditividad como en la p-aditividad se parte de un sistema
en equilibrio y se lo secciona (por ejemplo imaginariamente) en subsistemas de modo de no
lacerar el equilibrio. En cambio en la situacion de la figura 3, se parte de dos sistemas separados
(del mismo material) cada uno en equilibrio por si s6lo y se postula que pasa cuando se levanta
la separacién. Los procesos de separacién o union son totalmente idealizados ya que no pueden
aportar energia alguna. De esto se encargan los Sres. Joule, W. Thomson y Clausius que tienen
atributos divinos.

Consideramos estados de equilibrio dados por puntos (U, X)) en un subconjunto convexo K
de R x R™ donde U —que es la energia interna— y las variables X = (X3, X5, -+, X,,) —que son
extensivas— alcanzan para la caracterizacion termodinamica del sistema. Vimos que la funcién
entropia (U, X) — S(U, X) es homogénea de grado 1 y céncava. Ademas,

l-— @ >0
T \oU)x

de modo que la entropia es estrictamente creciente en la energia interna al dejar las demas
variables extensivas fijas. La positividad de T es también todo lo que necesitamos para aplicar



el Teorema de la Funcién Inversa a la funcién F : K — R x R" definida por F(U, X) =
(S(U, X), X) cuyo jacobiano es (V es el gradiente respecto de las variables X manteniendo a
U constante)

1T = (8S/0U)x | VS
0 1 0 - 0
0 0o 1 - 0| ;
0 . :
0 0 0 - 1

cuya determinante es (05/0U)x > 0. Con este teorema hay una funcién inversa G que aplica
la imagen de K bajo F' en K tal que su jacobiano es

T=1/(0S/oU)x | —T(VS)
0 ! 0 o 0
0 0o 1 -0
0 | . :
0 I T |
G define la funcién U : (S, X) — G1(S, X) tal que:

Se tiene cuando a > 0, que
US(Y,X),aX)=U(S(aY,aX),aX)=aY =aU(S(Y,X),X),

debido a la homogeneidad de grado 1 de la funcién S. Esto verifica que (S, X) +— U(S, X)) es
homogénea de grado 1.

Para demostrar la convexidad, considero dos valores S; y S5 de la entropia, dos vectores fijos
X® y X® y sus correspondientes valores de energia interna U, y U, tales que

(1-2) S1 =S80, XYY, S,=85U XP), U =U(S, XY, Uy=U(S,, X?).

Ya que la entropia es céncava tenemos para 0 < A < 1 que

AS+(1—=X)S5 = AS(Uy, XV)+ (1= N)S(Uz, XP) < S(AUy + (1 =N U, A XD + (1= 1) X@)

Y, como a X fijo el mapa S — U(S, X) es creciente pues T' = (0U/0S)x > 0, tengo que
UAS 4 (1 = X)S, AX D 4 (1 — 1) X®@)

S Uy + (1= NU, AXD + (1= )X AXD 4 (1-2)XP)

=Y =X =X

pero el miembro derecho de esta desigualdad es U(S(Y, X), X) que por (1-1) es igual a Y =
AU; 4 (1 — A)Us. Por lo tanto, usando (1-2),

UAS 4 (1= XS, AXD (1 — N X®@)

6



< AU+ (1= MUy = XU(S1, XY + (1 = NU(Sy, XP) .

Esto demuestra que

U es convexa y homogénea de grado 1 en sus variables naturales (5, X)]|.

De la convexidad y homogeneidad se obtiene la sub-aditividad:

U(S1+ S2, X1 + Xo) < U(S1, X1) + U(S2, X3) .



2. Potenciales termodinamicos

Generalmente los potenciales termodindmicos se introducen por medio de la transformacion
de Legendre de funciones diferenciables. Las hipdtesis necesarias para ello (diferenciabilidad y
inyectividad de las derivadas) no se explicitan usualmente quedando tacitas o implicitas.
Aqui introducimos los potenciales termodinamicos como transformadas de Legendre-Fenchel
de U(S,V, X) respecto de las variables béasicas (S, V). Los potenciales surgen de un problema
variacional que no necesita de hipétesis alguna sobre la funcion U y que permiten demostrar
inmediatamente las propiedades de convexidad/concavidad y de homogeneidad pertinentes. Co-
mentamos sobre la equivalencia de ambas maneras de introducir los potenciales en el apéndice 7.

1. Dada una funcién f a valores reales definida en un conjunto K C R", su transformada de
Legendre-Fenchel es la funcién

(2-1) fy) =suwp{z-y—f(z): ze K}, yeR".

f# puede tomar el valor +occ (e.g., la transformada de Legendre-Fenchel de la funcién x — ax)
pero no toma el valor —oo ni es idénticamente +o00. Observese que no se hacen hipotesis
adicionales sobre K y tampoco sobre f.

Lema 1 f# es conveza.

Demostracién: Si 0 < A <1,

Oy + (1= Nyo) = sup{Ny -z — f(@)] + (1 = N[y - = — f(z)]}

xeK

< sup{A[y1 -z — f(@)]} +sup{(1 = Nlyz - — f(@)]} = A7 (1) + (1= X7 (yo) -

xzeK zeK
La desigualdad es consecuencia de que el supremo de una suma de funciones es menor o igual
a la suma de los supremos de cada funcién. Esto prueba la afirmacién cuando f#(y;) v f#(y2)
son ambos finitos y también cuando f#(y;) o f#(ys) son +oo.

Hemos definido a f# en R". En termodindmica interesa en general la funcién f# restringida
a un conjunto convexo de R"; mds precisamente a un cono convexo como R} = (0,00)*".
Maés sobre la transformada de Legendre-Fenchel (L-F) en el apéndice sobre funciones convexas
(apéndice 7).

2. Definimos la energia libre de Helmholtz F(7,V, X) como menos la transformada de L-F
de S—U(S,V, X):

F(T,V,X) = —sup{TS = U(S,V, X)} = mf {U(S,V, X) =TS}, T >0.
S>0

En virtud de su definiciéon como menos la transformada de L-F de U con respecto a S, F' es
céncava en 7.



Para a > 0 tenemos —en virtud de la homogeneidad de U- que

F(T,aV,aX) = gn%{U(S, aV,aX)—-TS} = én%{aU(a’lS, V,X)—-TS}
> >

= aén%{U(a’lS, Vi) —T(a'S)} = aé'nfo{U(Z, V,X)-TZ}=aF(T,V,x)
> >

lo que demuestra que (V, X) — F(T,V, X) es homogénea de grado 1.
Veamos que F' es convexa en sus variables extensivas. Si 0 < A < 1, tenemos

F(T AV + (1= Vo, AXy + (1= N)Xo) = mE{U(S, AV + (1= Ve, AX + (1= A Xo) - TS)

= if {US1+ (1= )82, AVi + (1= \)Va, AX5 + (1= 1) X5) = TS + (1= )]}
< Inf {AU(S1, V1, X0) =TS + (1 = A[U(S2, V2, X2) — TS}

= E{AU (S, Vi, X1) = TS} +inf{(1 = VU (S, Va, X2) = 7S]}

= AF(T, V1, X1) + (1 = N F(T, V5, 5,) ,

en virtud de la convexidad de U en sus variables naturales.

T — F(T,V,X) es céncava a (V, X) fijo

(V,X) — F(T,V,X) es convexa y homogénea de grado 1 a T fijo

Observamos que el infimo en la definiciéon de F' se asume cuando

de modo que la T" en el argumento de F' es la temperatura termodinamica y podemos entonces
escribir

donde S(V, T, X) es la solucién de la ecuacion diferencial (2-2).
Suponiendo ahora (y no antes) que F' es diferenciable, de la concavidad de F' como funcién de
Ty de (OF/0T)y x = —S obtenemos C, > 0, ya que

2
o> (ZE) (B) o
012 )\ 5 oT),x T

De la convexidad de F' como funcién de V' y de (0F/0V )y x = —p obtenemos positividad de
la compresibilidad isotérmica

K — L 8—‘/ >0
=y o )rx ’



ya que

o< (CFN __ (%) _ 1
“\OV? )k \OV/)px Ver

3. La entalpia H(p, S, X) es menos la transformada de L-F de U respecto de V:
v

En virtud de su definicion H es céncava en p. Y exactamente igual a como lo hicimos con F',
se demuestra que H es convexa y homogénea de grado 1 en sus variables extensivas (S, X).

p+— H(S,p, X) es concava a (S, X) fijo

(S, X) — H(S,p, X) es convexa y homogénea de grado 1 a p fijo

Tenemos

oU
H(S,p, X) = U(S,V(S,p, X), X) + pV(S,p, X) | (W) _
S, X

Del mismo modo que en el caso de F, obtenemos positividad de la compresibilidad adiabatica®

K — L 8—V >0
STy o )sx ’

de la concavidad en p de H; y la positividad de la capacidad calorifica a presién constante (o
del calor especifico a presion constante) a partir de la convexidad de H en S.

4. La energia libre de Gibbs es menos la transformada de L-F de U con respecto a las
variables (S, V):

G(T,p, X) :—sup{—pV—l—TS—U(S,V,X)}:i‘;lkg{U(S,V,X)—l—pV—TS}, T,p>0.
V.S :

En virtud de su definiciéon G es céncava en (T, p). Y como lo hicimos con F' se demuestra que
G es convexa y homogénea de grado 1 en sus variables extensivas X.

(T,p) — G(T,p, X) es concava a X fijo

X — G(T,p, X) es convexa y homogénea de grado 1 a (7, p) fijo

Tenemos

5, —
KS = CykT/Cp.

10



Nuevamente la concavidad de G en p y T' por separado implica la positividad de k¢ y de C,,.
Pero también, por la concavidad en (p,T), la forma cuadratica asociada a

(%) (% (39),.x)
Op? T.X ’ op \9T /p, X T.X
(b)), -
oT \ ap g oT2
T.X 2X p,X
es negativa semi-definida con lo cual expresando las derivadas en términos de C,, rr y el

coeficiente de expansion térmica
1 (8v)
V\IT ), x ’

Cp/{)T 2
>
v =
Esta tltima desigualdad se obtiene también de la convexidad de (S, V) — U(S,V, X).

se obtiene

5. De la convexidad y la homgeneidad de grado 1 en sus variables extensivas, se obtiene la
subaditividad de todos los potenciales I, H y G en sus variables extensivas:

F(T7‘/17X1)+F(Ta‘/2aX2) ZF(Ta‘/Yl+‘/27X1+X2)7

H(prv Xl) + H(S27p7 XZ) 2 H(Sl + 5’27]9’ Xl + X?) )
G(Tapa Xl) + G(Tap> XQ) Z G(T>pa Xl + XZ) .

3. Principios variacionales para los potenciales termo-
dinamicos

Recordemos el Principio de Entropia maximal: A energia interna fija, los valores de las

variables extensivas no fijadas son tales que maximizan la entropia para esa energia interna y
los valores fijados de las variables extensivas.
Si (U,, X)) es un punto estacionario de la entropia con U, y ciertas X](O) (jeJc{1,2,---,n})
fijas — vale decir (05/0X})(U,, X(?) =0 para k € {1,2,--- ,n} \ J- entonces (U,, X(?) es un
maximo global de la entropia S(U, X) a U = U, fijoy X, = X;O) (j € J) fijas. Mostramos que
con S, = S(U,, X)) (que es el valor méximo sujeto a los vinculos explicitados), tenemos que
U(S,, X©)) es un minimo global de U(S, X) sujeta a los vinculos S = S, y X; = X](O) para
j € J. Tenemos, para k ¢ J

aS
<5)U) (‘9 k) U=U X=X et T ( 08 )
a9y - aS - a9y, )
8Xk U:Uo,XjZXJ('O):etC (W)Xj:X;.O),etc an U:Uij:X]('O),etC

11




lo que se anula evaluando en el punto estacionario (U,, X (). Pero por la convexidad de U este
punto estacionario corresponde necesariamente a un minimo global. También podemos argu-
mentar a la inversa partiendo de un punto estacionario de U para obtener uno de S. Esto prueba
la equivalencia del Principio de Entropia maximal y el Principio de Energia Interna Minima:
A entropia fija, los valores de las variables extensivas no fijadas son tales que minimizan la
energia interna para esa entropia y los valores fijados de las variables extensivas.

De esto se desprenden inmediatamente los principios extremales de los potenciales termo-
dindmicos F(T,V, X), H(S,p, X) y G(T,p, X) a saber: los valores de las variables extensivas
no fijadas son tales que minimizan el valor del potencial termodinamico cuando se fijan las va-
riables intensivas correspondientes (i.e., T para F, p para H y (T,p) para G) y, posiblemente,
alguna variable extensiva.

En todas las instancias de aplicacién de uno de los principios variacionales, los valores de las
magnitudes no constrenidas son tnicos si la propiedad de convexidad/concavidad pertinente es
estricta. El estado de equilibrio predicho es tinico. Sino, los valores que garantizan la ‘extrema-
lidad’ conforman un conjunto convexo y se esta en presencia de un fenémeno de transicién de
fases o analogo. Esto se discute con muy buen anclaje fisico en S. Cannas: Notas de Mecdnica
FEstadistica. Editorial de la UNC, Cérdoba 2018.

3.1. Trabajo maximo: algunas acotaciones

FLUIDO
ASM > (
A— B
—AU =Q“+W
FCR Q° W FTR
dU = T dS dU = dW

Figura 4: La maquina

12



Anoto aqui algunas cuestiones aclaratorias al tratamiento del llamado Teorema del Trabjo
Mdzimo como se presenta en el libro de H.B. Callen y en el libro de S. Cannas mencionado.

Las maquinas M que considero son sistemas (termodindmicos) compuestos por tres (sub-)

sistemas: un sistema termodinamico (especificamente un fluido simple) que realiza un proceso
de un estado de equilibrio A a un estado de equilibrio B; una fuente de calor reversible (FCR),
y una fuente de trabajo reversible (FTR). Sobre las fuentes no tengo nada que agregar a lo
presentado en las notas de Cannas. Es crucial que para la FCR, en tanto y en cuanto esta
mecanicamente aislada y sélo puede transferir calor, se tiene dU = T'dS. Mientras que para la
FTR se tiene dS = 0.
Supongo que AU = Ug — U4 es dado. La argumentacion que sigue es independiente del signo
de AU. La energia libre disponible para las fuentes es entonces —AU que se reparte en una
transferencia de calor ()¢ del fluido a la FCR y un trabajo realizado W sobre la FTR de modo
que (por la conservacion de la energia interna vélida para M):

—AU=Q +W .

El supra-indice c refiere a la FCR. Téngase en cuenta que desde el punto de vista del fluido,
este realiza trabajo —W y transfiere calor —(). Con nuestra convencién sobre los signos, W > 0
significa que el fluido realiza trabajo sobre la FTR y Q¢ > 0 significa que el fluido pierde energia
interna en forma de calor que es transferida a la FCR.

El balance entropico para M es entonces el siguiente.

0 < ASM = AS®+ AS,

con igualdad si el proceso A — B es reversible ya que las fuentes son ambas reversibles. Se
tiene AS =Sg —Say

(3-1) AS = ASYM —AS > —-AS,

con igualdad si el proceso de base es reversible. El balance energético es:

SS+ASe
AUM =0, Q°= AU :/ Te(¢C, Ve, X)dC, W=—-Q°—AU = —Q° — (Ug — Uy) .
S

C
o

Aqui, T° es la funcion de la entropia, el volumen de la FCR, y otras posibles variables extensivas
que da la temperatura de la FCR®. S¢ es la entropia del la FCR para la situacién inicial donde A
es el estado del fluido y no hay intercambio alguno con las fuentes. Claramente W sera maximal
si Q¢ es minimal. Ahora, usando (3-1),

SeASe

QC:AUc:/S T¢(¢, Ve, X)d¢

c
o

SEstamos suponiendo que el proceso de transferencia de calor en la FCR no altera las variables extensivas
(V, X) que es parte de la idealizacién que conlleva la caracterizacién de una FCR.
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Se_AS+ASM Se_AS 56— AS+ASM
/ (¢, Ve, X)) de = (¢, Ve, X)) d + / (¢, Ve X)) dC
S Sc—AS

C (&
o SO

Pero la primera integral (de S5 hasta SS — AS) coincide con el calor Q¢ en el caso reversible

(AS®c = —AS):

S¢_AS
(3-2) ¢ = / T(C,V*, X) dC -
S

c
o

y para la segunda integral (de S¢ — AS hasta S¢ — AS + ASM) el Teorema del Valor Medio de
la Integracién nos dice que

Se—AS+ASM
/ T9(C V. X)d = T(G, V. X) AS™
Sc—AS

con (, un valor de la entropia de la FCR intermedio entre los limites de integracién. Ya que
la temperatura (termodindmica) es positiva, esta ultima integral es, por (3-1), no-negativa y
nula si y sélo si ASM = 0, o sea en el caso reversible”. Hay un incremento no-negativo de Q°
respecto de Q¢

TEev®

(3-3) Q= Qrep 2 0,

rev

Cc

con igualdad para el caso reversible. Se desprende de esto que %,,

el caso reversible W' es maximal e igual a

es entonces minimal y, en

(3_4) Wmaac = = Qey T UA - UB .

rev

(3‘5) W S Wmax I

donde hay igualdad si y s6lo si el proceso es reversible. Las ecuaciones (3-5), (3-3) complemen-
tadas con (3-4) y (3-2) constituyen el llamado Teorema del Trabajo Mdximo.

c

¢., esta fijado por el signo de AS | ya que el integrando en

Observe ahora que el signo de @)
(3-2) es positivo:

AS>0 = @, <0; AS<0 < Q;., >0 .
Con esto obtenemos que:
Winaz > —AU si AS > 0; Wi < —AU si AS <0.

Si AU < 0y AS > 0 entonces W, > 0 0 sea que si el proceso A — B es reversible el fluido
realiza trabajo via la FTR y “absorbe” calor de la FCR ( transformacién de calor en trabajo).

"Podemos argumentar directamente: el integrando es positivo y el limite superior de integracién es mayor o
igual al limite inferior de integracién. Luego la integral es no-negativa anuldndose si y sélo si ASM = 0.
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Si, en cambio AU > 0 y AS < 0 entonces en el caso reversible el fluido entrega calor a la FCR
y la FTR realiza trabajo sobre el fluido (transformacién de trabajo en calor). En los otros dos
casos, i.e. AU < 0 con AS < 0 resp. AU > 0 con AS > 0, habra transferencia de calor del
fluido a la FCR (resp. al revés) pero no podemos inferir nada a priori sobre el signo de W4,
que dependera de la magnitud relativa de )%, y AU que tienen distinto signo.

Por el Teorema del Valor Medio de la integral,

Q° =T°(C',V, X) AS

donde ¢’ es un valor de la entropia de la FCR intermedio entre S§ y S5+ AS°.

4. El gas perfecto puro
Para un gas puro (una sola componente quimica) que satisface la leyes de Boyle y de Joule:
» (Ley de Boyle) A temperatura constante, el producto pV es constante;
» (Ley de Joule) La energia interna depende solamente de la temperatura.

En ciertos experimentos de Joule, él estudié gases que realizan una expansion libre en la
cual no se realiza trabajo desde el medio en condiciones adiabaticas. No se observa cambio de

temperatura, o sea
o ),
(G_T) _——1_—_1(5_U) -
Vv () (Gr)y  Cv \OV /e

(4-1) (-)T =0 (Ley de Joule) .

Pero

implica que

ov
Ahora

(), (), (9,69, (3,
Considero la funcién de estado F=U-TS cuyo diferencial es
dF =dU —TdS — SdT' = —=SdT — pdV .
Con esto obtengo
(), G ).)- G (352)), - (), (2
ov), \av\ or ), ), \or\"ov ),), \or), \" wr)"’
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y con (4-2)
dp )
~r ) =»/T.
(ar),
La integracion de esta ecuacion diferencial produce In(p) = In(T') + f(V') o sea
(4-3) p®(V)=T.

La ley de Boyle la escribo como

(4-4) pV =¥(T);
y esto con (4-3) nos da
W) T
P="yv = 3w)"
de modo que
T

que debe ser independiente de T. Esto indica que ¥(T) = ¢T' y que ®(V) = ¢ 'V, ademds
pV =cT. Ya que V es extensiva,

(4-5) pV = NRT |,

donde R es la llamada constante molar de los gases ideales de dimensién JK ~'mol~!. Es nota-
ble que la ecuacion de estado (4-5) es consecuencia (jtermodinamical) de la Ley de Joule (4-1) y
de la Ley de Boyle (4-4). No hay hipdtesis especificas sobre como depende U de T'. Observamos
que a = 1/Ty kr = 1/p.

Suponemos ahora que C, = N¢, = (0U/0T)y es constante (no depende de T’; ya asumimos
que no hay dependencia® de V); entonces

(1) T=Net |

que es la mas simple de las formas que puede adoptar la ley de Joule. En lo que sigue sera tutil
introducir el pardmetro sin dimensién (que es constante)

CV = CU/R7

con el cual U = NR(,T.
Queremos obtener la entropia. Con las magnitudes molares

uw:=U/N, v:=V/N, s:=8/N .,

sabemos que
S(U,V,N) = Ns(u,v) .

*(0C,/OV)r = ((9/0V)(0U/0T)v))r = ((0/0T)(0U/0V)r)y = 0.
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Tenemos 1
ds = — du+ 2 dv

T T
que con T'=wu/c, y p= RT /v, nos da
ds = G, du+5dv.
u v

Integramos esto a lo largo del camino (u,,v,) = (u,v,) con v = v, constante y luego (u,v,) —
(u,v) con u constante obteniendo

s(u,v) = $(up, o) + G RIn(u/u,) + Rln(v/v,) .

Entonces, con s, = s(t, v,) = S(Us, Vo, No) /N,

UN, VN,
4- = = 1 B 1 2
(4-7) S(U,V,N) = Ns(u,v) N50+NRCUH(UON)+RN n(VON)
Usando la ecuacién de estado (4-5) y la ecuacién (4-6) también tenemos
VN,
(4-8) ﬂTyww:ﬁw%+gRNmuvﬂy+RNm(VAJ ,
(4-9) S(T,p,N) = Nso+ NR(1+ () In(T/T;) = RN In(p/po) |,

donde la temperatura de referencia 7T, y la presion de referencia p, estan dadas por

U, N,RT, U,
To = pr 1+ Po= = .
NoRG, Vo VoCo

Dado que (U,, V,) es arbitrario también (7, V) o (T, p,) lo son. Esta es la ecuacién fundamen-
tal para un gas ideal de una sola componente quimica definido como un fluido que tiene a (4-5)
como ecuacién de estado y cuya energia interna estd dada por (4-6). Alternativamente, un gas
ideal es un fluido que cumple con la Ley de Joule (4-1), con la Ley de Boyle (4-4) y para el cual
cy es constante.

,Cual es la ecuaciéon de una adiabéatica, i.e. la relaciéon entre p y V' a .S constante? Hemos
visto que

Para un gas ideal ya observamos que k7 = 1/p. Por lo tanto

() - v
o ) g pCp
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También hemos visto que

VTao?
C,=0C,+ c ;

RT

entonces, ya que « = 1/T para un gas ideal,

%
Cp:CUer?:quLNR,

o bien
cp=Cy+R.

Entonces,
I 1+¢

¢ o

vi=cpfe, =1+

es constante. Con esto podemos integrar

(3_V) _ Y
p ) 4 Y D’

—yIn(V) =In(p) + a(9) ,

O sea:

pV7 = A(S) .

Observamos —por iltimo— que el factor multiplicativo N R(1+¢,) en el sumando con In(7"/T},)
de la expresién para S(T,p, N) es igual a N¢, = C,,.

4.1. Mezcla ideal de gases ideales

Consideramos 7 (r > 2) gases ideales en una mezcla con composicién dada por N =
(N1, No,- -, N,). Introducimos N = Ny + Ny + --- + N, y las fracciones molares z; = N;/N
(j=1,2,---,7). Se tiene ', z; = 1.

Suponemos “idealidad” de la mezcla en el sentido que la ec. de estado es

(4-10) pV = NRT .
Podemos introducir las “presiones parciales” formales p; = N; RT y entonces p = 25:1 Dj-

En general

1 p —~ 11
411 _ v Pav S Hagn
(4-11) aS = U + Zav ;:1: N,
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4.1.1. Primera variante (aditividad de la energia interna):

Para cada j,
U; = N;cWT = N;RCUT .

Y
(4-12) U=> U;j=T>» N’ = NRGT,
j=1 i=1
donde
(4-13) Goi= Y x¢Y),
j=1

es constante.
Para integrar (4-11), tomamos un estado de referencia (U,, V,, IN) cuya composicién N es
la de mezcla. Entonces, ya que

U p
T=———, ==N
NR¢, W T R/V,
tenemos NR¢ NR
dS = YdU + —dV
U + V ’
en cualquier camino en el espacio (U, V, N) para el cual dN; = dNy = --- = dN, = 0. Ya que

(, es constante, integrando desde (U,,V,, N) a (U,V,, N) con V =V, y sin cambios en N y
luego desde (U, V,, N) a (U,V, N) sin variacién en U ni en IN, obtenemos

(4-14) S(U,V,N) = S(U, V,, N) + NRC, In(U/U,) + NRIn(V/V,) .

La dependencia de S en IN no es explicita y no hemos integrado completamente al diferencial
dS. Sin embargo, expresando U y U, con la relaciéon U = N R(y T teniendo en cuenta que tanto
N como (, son constantes,

S(T,V,N) = S(T,,V,,N) + RNCy In(T/T,) + RN In(V/V,) .

4.1.2. Segunda variante (aditividad de la entropia)

Tomo un punto de referencia arbitrario pero fijo (T,,V,, N,) € R que uso para obtener la
entropia de cada componente de acuerdo a (4-8):

. ] j N
ST,V N;) = stgﬂ) + RNjQ()J) In(T/T,) + RN;In (“;NO> )
otVj

Aqui,

s = SO Vo, No) /N, = SO (L0, Vo, No) Ny, U = NoRCP'T, . ¢ = )R-

o
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Apelando a que la entropia de la mezcla es la suma de las entropias de cada componente

S(T,V,N) =Y SU(T,V,N;)

J=1

=Y Nis¥ +RY NG n(T/T,) + RY . N;n(V/V,) — R N;In(N;/N,)
j=1 j=1 j=1

j=1

=Y N;s9) + RNCy In(T/T,) + RN n(V/V,) = RN Y~ a;In(a;N/N,)

j=1 j=1
= N;s¥ + RNy In(T/T,) + RN In(V/V,) = RN > x;In(z;) — RN In(N/N,) .
j=1 j=1

Definimos la entropia de mezcla

(4—15) Smezcla = —RN Z;:l Lj 1Il<1'j)

y observamos que Syecq €S:
= solamente una funcién de la composicién IN y es homogénea de grado 1;
» estrictamente positiva®;
» maximal para N; = N/r con valor NRIn(r).

Con esto

(4-16) S(T,V,N) =5_ N;s + RNCGy In(T/T,) + RN In(V N, /VoN) + Srezeta

Esta es una integracién completa en la medida que N, ¢, y las fracciones molares x; son
todas funciones explicitas de IN. Pero esta no es la ecuacién fundamental para lo cual debemos
expresar a S como funcién de (U, V, N). Esta tarea es inmediata; a partir de que

U= NR(T

obtenemos

! : U
_ ) Y
(4-17) S(U,V,N) = E N;s¥) + RN(, In (NRCUTO) + RN In(VN,/VoN) + Spezeta

j=1

como ecuacién fundamental S(U, V, N'). Aqui todos los argumentos de los logaritmos naturales
son adimensionales.

9yva que tIn(t) < 0 para todo 0 < ¢ < 1.
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Nota y advertencia: Introduciendo

U o o U
UO:NRQ,TO:;Nj N :;Njuoﬂ cug) =

notamos que U, —que es la enrgia interna de la mezcla de la misma composicién pero a temperatura
T, es funcién de la composicién (homogénea de grado 1). Podemos reescribir (4-17) como

S(U,V,N)=>"N;s§) + RN(,In (U/U,) + RN In(VN,/VoN) + Smezeta ;
j=1

lo que es correcto pero hay que tener cuidado. En (4-17) se ve manifiestamente que S es funcién
homogénea de grado 1 en sus variables naturales (U,V, N) pero esto no es el caso en la ec. que
acabamos de escribir. Alli, la homogeneidad se manifiesta cuando no olvidamos escalar a U, ya que
N — AN implica que U, — AU,.
Hay otra posibilidad. Definiendo

N, a :
Uy = NoRGT, = 52Us = Z;ijgﬂ :
]:
obtengo

S(U,V,N)=>_N;s§) + RN(,In (UN,/U/N) + RN In(VN,/VoN) + Sprezcia -
j=1

Ahora U] depende de la composicién solamente via las fracciones molares que son invariantes ante
N — AN (con lo cual U] es homogénea de grado cero en N ). En estd ultima versién de S(U,V, N)
la homogeneidad de grado 1 es manifiesta.

Eliminemos V' en términos de (p,T"). Con la ec. (4-10), V.= NRT/p y definiendo
Po = NORTO/‘/; )

(4-18) S(T,p,N) =32 N;s¥ + RN (G, + 1) In(T/T,) — RN In(p/po) + Smeseta | -

La comparacién con 25:1 SW(p, T, N;) nos muestra que
S(T,p,N) => ST, p, N;) + Smezeta ;
j=1

la entropia de la mezcla es igual a la suma de las entropias de las componentes a la misma
temperatura y presion que tiene la mezcla aumentada con la entropia de mezcla.
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4.1.3. Funciones de respuesta. ‘Adiabaticas’

De la ec. de estado (4-10) obtenemos que para la mezcla;
a=1/T, kr=1/p.
Y de (4-12),
Cy = XT:Njcgj) =NR(,, ¢,=Cy/N = ixjcq(}j) — RC, |
Jj=1 o

y andlogamente usando S(T',p, N) que
Cp = ZNjcj(Dj) , Cp = ijcg) .
j=1 j=1

Con esto se obtiene de céj )=+ R que

1
p=c+ R, ’y:cp/cvzl—i—C—.
Todo como en el gas ideal de una sola componente pero con ¢, dado por (4-13) que depende
de la composicion.

De la relacién general para (0V/dp)s obtenemos la misma ec. para las ‘adiabaticas’

pV7 = A(S) .

4.1.4. Paradoja de Gibbs

Considere dos gases ideales en sendos compartimentos de un cilindro completamente cerrado
(rigido, impermeable, adiabatico). Los compartimentos tienen volimenes V) y V5 respectiva-
mente y estan separados por una pared impermeable, rigida, pero diatérmica. Cuando hay
equilibrio en este sistema las temperaturas 77 y 15 son iguales a T', y la entropia viene dada
por

S; = ST, Vi, Ny) + ST, Vi, N) .

Se saca ahora la pared que separa de modo que los gases disponen del volumen total V' =
Vi 4+ V5. Previsiblemente los gases difunden y, cuando se llega al equilibrio, tenemos una mezcla
homogénea de ambos gases a la misma temperatura 7' con composicién N = (N1, Ns). En este
estado final (el proceso es irreversible), tenemos

Sf = S(T7‘/1 + ‘/27N17N2)
dada por la expresién anterior. El cambio de la entropia es

AS=5;-5.
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Tomando las expresiones desarrolladas para Sy, S M) v S@ obtenemos

AS = RN, In (M) + RNy In (M) .
Vi Va
Observamos que ya que los argumentos de los logaritmos naturales son mayores a 1, AS > 0
(como debe ser). Esta férmula es valida incluso cuando los gases son idénticos y aqui esta
la paradoja de Gibbs: Si los gases son idénticos al abrir la compuerta no se mezclan y no hay
cambio alguno de la entropia total. El problema subyacente es: ;que quiere decir idénticos? Y la
paradoja se levantard cuando se aclare este concepto (en mecanica estadistica). Las expresiones
obtenidas para S(T,V, N) son incorrectas cuando dos o més de los gases ideales son iguales.

5. Equilibrio Quimico

Considero sistemas termodindmicos con multiples especies quimicas que participan en una
reaccién quimica. Por ejemplo un gas mezcla de agua, oxigeno (molecular) e hidrégeno (mole-

cular)
QHQ + 02 — 2H20,

como es costumbre en Quimica. Los coeficientes estequiométricos vy,, = 2, vy, =2y vp, = 1
nos indican las proporciones de los reactante Hy0, Hy y Os. La doble flecha = indica que la
reaccién puede suceder en ambos sentidos: formacion de agua a partir de oxigeno e hidrogeno o
bien descomposicion de agua en sus constituyentes elementales. Claramente podemos reescribir

esta reaccién como
14H,0 = 705 + 14H, .

Para lo que sigue es conveniente reescribir la reacciéon simbdélicamente como
—2Hy — O3 +2H,0 =0, o bien como 3H;y + %OQ —3H,0=0.

Los coeficientes estequiométricos estan determinados hasta multiplicacién por un factor real no
nulo arbitrario.

Consideramos entonces una reacciéon quimica que involucra a r especies quimicas A;, j =
1,2,--- ,r, escrita simbdlicamente como

I/1A1+I/2A2+"'+VTATZO

Los coeficientes estequiométricos v; (no todos nulos) no tienen todos el mismo signo. Si mul-
tiplicamos cada uno de los coeficientes estequiométricos por el mismo ntmero real no-nulo
obtenemos la misma reaccién quimica. Es conveniente convenir que las especies cuyo coeficien-
te estequiométrico es positivo seréan los productos y que loe eductos seran aquellas especies
cuyos coeficientes son negativos. Esto (via multiplicacién de todos los coeficientes con —1) es
puramente convencional.

El nimero molar de la j-ésima especie serd N;, j = 1,2,--- ,r. Supongamos que hay un cambio
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de los nimeros molares AN; de los reactantes producido por la reaccién. Entonces en virtud de
la conservacién de masa y la identidad misma (supuesta estable) de las especies quimicas invo-
lucradas, estos incrementos se encuentran en la misma relacion de proporcién que la relacién
de proporcién entre los coeficientes estequiométricos correspondientes

AN, : ANy : -+ AN, = vy 1 vy 1 - Uy .
En otras palabras
AN AN. AN,
(5_]-) ! et 2 — ... = .
1 Vo vy

En el caso de la reaccion —2H,0 + Oy + 2Hy = 0, si desaparecen 5mol (ANy,o = —5mol)
de agua deben aparecer 5mol de hidrégeno molecular (ANy, = 5mol) y 2,5mol de oxigeno
molecular (ANp, = 2,5mol):

ANmo _ ANp, _ ANpo 5
—2 2 1 2

La proporcién (5-1) nos permite introducir una variable real £ tal que

AN; AN AN,
A= =22 o o .
41 Va Vr
Entonces
(5-2) N;=N94uy€, j=12--.r, N=N© tcv.
donde N©) = (Nl(o), NQ(O), e ,NT(O)) es una composicion de referencia (arbitraria) que corres-

ponde a £ = 0. Ahora, ya que N,;(§) = N ](O) + ;€ no puede ser negativo, obtenemos cotas de
variabilidad para £ en funcién de la composicién de referencia y los coeficientes estequiométricos.
En efecto, de v;& > —NJ(O) (< 0) obtenemos:

N
¢ > ——— para todo j con v; > 0;
J
N
¢ < ——2— para todo j con v; <0 .
vj
A fortiori,
gmin S 5 S gmaa:a
donde
N(O) N(O)
Emar '=ming ———: j, v; <0 p =min g,y <0p
vj ;]
N© N©@
Emin = méx 4 ——2—: j, v; >0p =—min L,y >0 .
vj Vi
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Observese que &nin < 0y que &par > 0. Ademas, &4, = 0 si N;O) = 0 para todos los eductos (la
reaccién no puede proceder de eductos a productos) mientras que &, = 0 si no hay productos
(la reaccién no puede proceder de productos a eductos).

Si p v T son constantes la composicién de equilibrio de la mezcla reactiva esta determinada
por la minimizacién de G(7T',p, N) a p,T constantes. Fijando p, T" y definiendo

@(5) = G(TvpaN(O)+£V)a v = (Vl,l/g,"‘ 7V7‘)a

se trata de minimizar una funcién de una variable real en el intervalo'® [&,,in, Emaz] Para obtener
la composicién via (5-2). Este problema es enormemente simplificado por el hecho de que ® es
una funcién convexa. Esto es consecuencia de la energia libre de Gibbs como funciéon de sus
variables extensivas: convexidad de N — G(T,p, N). Entonces, dados & y & en el intervalo
de variabilidad, tenemos —para 0 < \ < 1—

DA + (1= N&) = G(T,p, N + (A& + (1 - N&) v)
= G<T7p7 A[N(O) + gl V] + (1 - A)[N(O) + 52 V])
SAG(T,p, N +&6v)+ (1= X G(T,p, N + &Huv) = X&) + (1 - N) ©(&) -

En virtud de la convexidad, hay dos posibilidades: o bien hay un punto critico de ® en el
intervalo abierto en cuyo caso ese punto corresponde automaticamente a un minimo global, o
bien el minimo se asume en el borde. Si la funciéon ¢ es convexa pero no estrictamente convexa
no podemos garantizar de que en el caso de que el punto critico existe el minimo sea tnico!!.

., Cual es la condicion de estacionaridad para un punto {7 A partir de dG = Z;Zl pi dN; =0
obtenemos

> vip(T.p,N(€) =0;
j=1

equivalentemente

dd e
0= 750X (%

) v; = ZVij(Typ, N()) -
Tp,Ni,(k#7) j=1

Claramente —como debe ser— esta condicién es invariante ante multiplicacion por cualquier real
no-nulo de cada uno de los coeficientes estequiométricos.

Si la temperatura es constante, ya que H = G + T'S, se tiene

OH oG oS 4 oS
- - (= 722 — T[22 .
(af)T,p (as>T,p+ (as)T,p 2 vt (af)T,p’

10Fste intervalo no se reduce a un tnico punto & = 0 cuando la composicién de referencia no es nula.
" Considere una funcién constante que es automdticamente convexa (y céncava).
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el segundo sumando representa el calor de reaccion (a T, p constantes). Con S = —(0G/9T), N

obtenemos
oS - Ol
(), 5.
9 ) 1, ;;J T ), ~n

OH . 8M)
— IyJqu—Eju -7 T,p, N¢9) ;
< ag >T7p( P ) ! <8T »,IN ( P )

J=1

En equilibrio

la reaccién se dice endotérmica si esta magnitud es positiva y exotérmica en el caso contrario.
Un cambio (infinitesimal) positivo en T provoca un cambio (infinitesimal) en £ que sera positivo
si la reaccion es endotérmica y negativo en el caso exotérmico.

El caso de una mezcla ideal de gases ideales - Ley de accién de masas

El potencial quimico de la j-ésima especie A; para una mezcla ideal de gases ideales es

1i(T,p, N) = RT'[(¢;(T) + In(pz;)] ,

donde ¢; es funcién tnicamente de la temperatura una vez elegido un estado de referencia
comtn a todos las especies!?. Entonces la condicién de régimen estacionario se escribe

K = H(:cj)”j — (p)~2i=1" exp{— ZVj¢j(T)} :

conocida como Ley de accién de masas'®. Esta relacién entre las fracciones molares, la presién
y temperatura de la mezcla determina los valores de las fracciones molares de equilibrio.

Muchas reacciones

Si consideramos L reacciones
S =0, k=12, L,

Jj=1

entre r especies (no todas las especies deben necesariamente participar en cada una de las
reacciones), entonces la ley de proporciones (5-1) es véalida para cada reaccién y se intro-
ducen L “avances de reaccién” £ @ ... ¢ de modo que, con los L vectores v*) =

12¢,(T) = const. + ¢,In(T/T,) — (T —T,)/T).
BB Nuevamente, la identidad es invariante ente multiplicacién de los coeficientes estequiométricos con un factor
comun.
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L L
o k o o
Ny =N+ P e® N =N+ e®p® = NO 4 Sg
k=1 k=1
donde se introduce el vector L-dimensional & de componentes & = ¥ (kK =1,2,--- L) y la
matriz (r x L) estequiométrica S de componentes Sj; = VJ(-k) (=12 k=12 .-, L)

Nuevamente, con un caculo andlogo (idéntico) al hecho para una sola reaccién, la funcién
®(&) = G(T,p, N + S¢€)
resulta convexa en el vector € en el paralelepipedo!®

[Einins €] X [ €00 - X [0, €00) © RE
donde los valores extremales 6,(11,2)” < 57(5396 se definen reaccién por reaccion con los mismos valores
de N, Se quiere entonces minimizar a ® en este paralelepipedo; la convexidad implica que si el
paralelepipedo admite un punto estacionario en su interior, este corresponde a un minimo global,
y en caso contrario el minimo se asume en el borde. La condiciéon para un punto estacionario
(anulacién del gradiente de ®) es equivalente a

Zu}k)uj:(), parak=1,2,---, L.
j=1

En equilibrio hay entonces equilibrio en cada una de las reacciones y viceversa.

6. Apéndice: Funciones homogéneas

Consideramos funciones a valores reales definidas en un cono convexo C C R%. Una de estas
funciones f se dice homogénea de grado « si para algin real a (fijo):

(6-1) fx) = f(x), paratodo A >0y todox € C

1. Si f homogénea de grado « es diferenciable con respecto a la j-ésima variable x; entonces
la derivada parcial con respecto a x; es una funcién homogénea de grado av— 1. En efecto,
para todo A > 0, y cualquier h € R tal que z; +h >0

f()\xla)\'r% 7)"rj+h7 7)"rn)_f()\w)
h

14 Observe que r > L. En la practica conviene trabajar con una matriz estequiométrica de rango maximal L,
o sea con reacciones linealmente independientes. Esto, sin embargo, no cambia ni simplifica lo que sigue.

5Que es un conjunto convexo en RY; i.e., contiene el segmento de recta que une a cualquier par de puntos
de él.
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_ AN f(xy, e, x5+ (R/AY), -+ x,) — X f(x)
h
f(@1, @, i 4+ (/X)) — f(=)
(h/A%) '

La afirmacién se obtiene tomando el limite h — 0.

. (Relacién de Euler). Si f admite derivadas parciales respecto de cada una de sus variables
en un abierto A C C entonces

(6-2) (Vi) - z=af(x), xcA.

E inversamente, si se cumple (6-2) en un abierto A C C entonces se cumple (6-1) para
todo A > 0 suficientemente cercano a 1.

. Lema 2 La funcion continua f definida en C es homogénea de grado o si y solo si (6-1)
se cumple para todo A € N.

Demostracién: La necesidad de la condicion es evidente.
Si para todo p € N tenemos f(px) = p*f(x) cualquiera sea « € C, entonces cualquiera
sea y € C tenemos z = (1/p)y € C y por ende

1 (5u) = @) =wse) =0 = (3) )
p p
Entonces si p,q € Ny @ € C tenemos

(g) (@) = < fpw) = 1 (gm) ,

que demuestra (6-1) para A racional y positivo. Dado A > 0 real, hay una sucesién de
racionales que convergen a A y la continuidad de f nos produce (6-1).

Apéndice: Funciones convexas.

Para x,y € R", xy denota el producto escalar usual y ||z|| := /xx la norma (o distancia

Considero un conjunto convexo K de R", o sea que K es tal que para cada par (x,y) de puntos
x e y de K, el segmento (de recta)

Da+(1-Ny: 0<A <1},

esta en K. Los ejemplos mas relevantes para nosotros son K = R’} ; o £ = R".
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Una funcién a valores reales definida en IC se dice convexa si

(7-1) fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 - A)f(y)

se cumple para x y y puntos arbitrarios de K y todo 0 < A < 1. En caso de que esto valga
reemplazando < por >, la funcién se dice concava. Alternativamente, f es céncava si —f es
convexa. Si las desigualdades son estrictas hablamos de estrictamente convexa o céncava.

Si I es tal que con & € K también ax € K para todo a > 0 entonces K es un cono.
Si K es un cono convexo entonces = + y € K cuando x,y estan en K ya que z +y =
A1/ Nz + (1 — A\)(1/(1 — A\))y para cualquier 0 < A < 1. Si f estd definida en un cono
convexo K, toma valores reales, es convexa y homogénea de grado 1, entonces es sub-aditiva:
flx+y) < f(x)+ f(y)'S. Andlogamente, si f es sub-aditiva y homogénea de grado 1 entonces
es convexa.

Lema 3 (J.L.V.W. Jensen) f definida en K es convera si y sdlo si para cualquier conjunto
finito {x;: 7 =1,2,--- N} en K y cualquier conjunto {\; : \; >0, j=1,2,---N} tal que
Zé\f:l A;j =1, se tiene

(7-2) f <Z Ajt’”j) < Z)\jf(mj) :

Demostracién: La suficiencia de (7-2) es inmediata. Para ver la necesidad, considere N > 2 y
suponga que A; > 0 para todo j =1,2,--- ,N. Sea i1 = Z;V:_ll A;. Entonces, con

yIZZ%mJﬁ

Jj=1
tenemos

N
Z Ay = pyr + (1 — ) ey
=1

de modo que —ya que 1 — g = Ay—

f (Z /\jwj> = flmyr + (1 —p)en) < f(y) + (1 — ) f(en) = paf(ys) + Avf(zn) -

SIN —1>2 sea uy = Z;y:_f(/\j/ul). Con

W6Use z +y=A1/Nz+ (1 -N)(1/(1-N))y.
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obtenemos y; = oys + (1 — /JJQ)CUN,1 y entonces

f(y1) = f(pey2 + (1 — p2)xn-1) < paf(y2) + (1 — p2) f(@n-1)

de modo que —ya que u1(1 — pg) = An_1—
N
f (Z Aja:j) < f(y) + (1= m)f(en) < papaf(y2) + pa(l — po) f(®n-1) + An f(@N)
j=1

= o f(y2) + Anv—1f(xn—1) + Anf(zN) -

Podemos iterar esto descomponiendo en el k-ésimo paso yj_; mientras sea posible (i.e., N —
(k—1) > 2), y esto completa la demostracion.

1. (Convexidad en el punto medio). Una funcién sobre K es convexa en el punto medio si

; <m+y> _ @)+ ()

2 - 2 ’

para puntos arbitrarios & y y de K.

Lema 4 (J.L.V.W. Jensen, 1905) Una funcidn continua sobre IC es conveza si y sdlo si
es convexa en el punto medio.

Demostracién: La necesidad es evidente. Para demostrar la suficiencia, probamos primero
quesixj, j=1,2,--- ,n,sonn (n € N) puntos de K, entonces

(7-3) / (% ij) <=3 fe)

Esto procede en tres pasos.
Primer paso: Demostramos (7-3) para n = 2% con k € N por induccién. La convexidad en
el punto medio nos dice que (7-3) es cierto para k = 1. Si vale para algun k& € N entonces

2k+1 2k: 2k
1 B 1 Toj_1 + T2; 1 Toj—1 + Toj

2k+1

1 2 Toj1 To; 1
S?;(ﬂ >2+f( )):2k+1;f(mj).
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Segundo paso: Demostramos que si (7-3) es cierto para algin n,+ 1 entonces también vale
para n,. Supongamos entonces la validez de (7-3) para n, + 1 € N con n, > 1. Entonces
cualesquiera sean {x; : j =1,2,--- ,n,} C K, definimos

1 &
Lno+1 ' = n_o E 33; ;
J=1

entonces
ne+1 No 1 No 1 No n, + 1 o
I N D R
j=1 j=1 o j=1 o7 j=1 o j=1
lo que demuestra que
1 Nno+1
wno“l‘l = no + 1 Z w] :
7j=1
En tal caso, por la hipétesis sobre n,,
1 no+1 1 no+1
— | < .
f(@no41) = f (no—l- 1 Z :I:]> Sl Z f(zxj)
Jj=1 j=1
LS fa) + ()
- I Ly, )
0 sea que
T 1 e
< .
n0+1f(wno+1)— no—i_l;f(wj)’
vale decir

1 Mo 1 Mo
f (n_ Z%) = [(@n,+1) < n—Zf("L'j) ;

o =1 1) j=1
que es la afirmacién de este segundo paso.
Tercer paso: Dado n € N arbitrario, basta encontrar un p tal que n < 2P y a partir de
2P donde vale (7-3) por el primer paso, bajar en n — 2P pasos para obtener (7-3) para
n (y para todo natural menor o igual que 2P) usando el segundo paso. Esto completa la
demostracién de (7-3).

La segunda y ultima parte es la siguiente. Si ahora k,n € N con k& < n, y @, y son
puntos arbitrarios de K tenemos ~tomando x; = @ para j = 1,2,--- ,k y ®; = y para

j=k+1,-- n-
(G (0o = ()
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j=k+1

< (Z fla)+ Y f(y)> ~Lr@+ (1-1) s,

lo que demuestra que (7-1) se cumple para todo A € (0,1) que sea racional. De la conti-
nuidad de f deducimos (7-1).

2. (Convezxidad y diferenciabilidad). La siguiente caracterizacién de la convexidad por medio
de la diferenciabilidad deberia ser familiar: Si f admite derivadas parciales de segundo
orden que son continuas entonces es convexa si y solo si el Hessiano H () —cuyos elementos
de matriz son

0*f .

es positivo semi-definido!” para todo & € K; esto es el caso si los autovalores de la matriz
H (x) son no-negativos para todo € K.

Si f es diferenciable!® entonces es convexa si y sélo si

(7-4) fy) = f(e) + (Vf(x)) (y — ) para todo z,y € K.
Alternativamente, si y sélo si

(7-5) (x—vy) - (Vf(x)—Vf(y)) >0 para todo x,y € K .

En ambos casos la convexidad es estricta si y solo si hay desigualdad estricta para @ # y

en (7-4) y (7-5).

3. Si f es convexa, todo minimo local es un minimo global.
Si f es convexa entonces es continua en el interior de K1°.

1"Esto significa que la forma cuadréitica (dependiente de x)

R"S 7 > (r,H(z)r) = Y rjHp(x)ry

n
J,k=1

toma valores no negativos para todo r € R™.
8f .0 — R donde O C R" es abierto, es diferenciable en & € O si existe una transformacién lineal
L :R™ — R tal que

liy [f(@+h) — f(z) — Lh| _0.
h—0 [IR]|

En tal caso las derivadas parciales f,, de f existen en x y se tiene

Ly=> yifs,(x;) =y -Vf(@).

Jj=1

19M4s es cierto: f es continua en el interior relativo de K (el interior puede ser vacio, e.g. K un segmento de
recta en R?).
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4. Si f es convexa y congelamos m variables (donde 0 < m < n) entonces f es convexa en
las n — m variables no congeladas. En efecto, congelando las primeras m variables,

f(xlaxQJ 5, T, )\Zm+1 + (]- - /\)ym+17 U 7/\277« + (1 - )\)yn)

= f()\('rhx% 5 Ty Bl AmA2, 7Z'n) + (1 - A)(thQJ s Ty Y1 Ym2, 0 ,yn))

S )\f(mlyx% Ty Bty Bm42y " 72n) + (1 - A)f<x17x27 S Ty Ym41 Yme42, 0 0 7yn) .

En particular f es convexa en cada una de sus variables separadamente (dejando las otras
fijas). Pero la inversa no es cierta: Considere

flz,y) =27,
en Cy 0 en R? Calculamos f,(z,y) = 2ze™Y, fo.(x,y) =2e¥ > 0 con lo cual z — f(z,y,)
es convexa para todo y, fijo. También f,(z,y) = —z?e¢™Y, f,,(z,y) = 2%¢7¥ > 0 de modo
que a , fijo y — f(z,,y) es convexa. Sin embargo, con f,,(z,y) = —2ze™Y,

det(H (z,y)) = —22%e % <0
asi que H (z,y) no es positiva semi-definida y por ende f no es convexa.

5. Ahi van ejemplos de funciones convexas que no son homogéneas: f(z,y) = 2°> + vy, y
g(x,y) = €Y. En cambio f(z,y) = zIn(z/(z +y)) en R es homogénea de grado 1 pero
no es ni convexa ni céncava (en la variable x) aunque es convexa en la variable y.

6. La discusiéon de la transformada de L-F necesita de la introduccion de la llamada semi-
continuidad inferior que es una variante débilitada de la continuidad. Referimos al libro
de R.T. Rockafellar (Conver Analysis. Princeton University Press, Princeton 1970) o al
de J. van Tiel (Convex Analysis. J. Wiley € Sons, Chichester 1984 ). Sigue un listado de
resultados indicando solamente las demostraciones que son simples.

a) f* estd definida en R™ cuando f : S — R siendo S un subconjunto cualquiera de
R". Vimos (Lema 1) que f# es convexa.
Ya que

(7-6) xy — f(x) < f*(y), paratodox € Sy todo y € R”

y el miembro izquierdo de la desigualdad es finito f#(y) no puede ser —oco. Sin
embargo f# puede tomar el valor +o0o; incluso se puede tener f# = +oo (vea el
ejemplo en nota al pie del siguiente item).

b) Habiendo definido f# en R™ podemos definir su transformada de Legendre-Fenchel
(f*)*(z) = sup {=y — f*(y)},

yER”

que es convexa y para la cual vale —use (7-6)— (f#)#(x) < f(x) para todo = € S.
Se obtiene entonces una minorante (funcién de menor valor en cada punto) de la f
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original que es convexa en R™ (y por ende convexa en S cuando S es un convexo)?.

El teorema es: Si f es convexa y continua en el convexo S C R" entonces
f=(f#)* en S,

¢) Resumimos aqui el contenido de la seccién 26 (The Legendre Transformation) del
libro de Rockafellar mencionado.
Si f a valores reales es diferenciable en el convexo abierto K, entonces hay igualdad
en (7-6) si y sélo si y = (Vf)(x): Dado cualquier € K, para todo y € R"

(7-7) yx < f(x) + f#(y), con igualdad si y sélo si y = Vf(x) .

Esto permite definir la transformada de Legendre de f como sigue. Sea I, := {x €
KC: Vf(x) =y} Sil, contiene un unico punto x, entonces definimos

9(y) == zy — f(z,) -

Si I,y contiene més de un punto de K, y &1, €2 € I, entonces por (7-7) z1y— f(x1) =
T2y — f(xs). I, es convexo: sea & = Ay + (1 — N)aa y y, := Vf(x1) = Vf(z2).
Por (7-7) yox < f(x) + f#(y,). Por otro lado

Y, — f(x) = A1y, + (1 — N)xoy, — f(Axr + (1 — N)xs)

> Nzayo — f(@)] + (1= N[22yo — f(22)] = AT (yo) + (1= N (y0) = [ (yo) ,

usando (7-7) en la pentltima igualdad, de modo que zy, = f(x) + f#(y,) con lo
que (7-7) implica que V f(x) = y,. Se define a la transformada de Legendre g de f
sin ambigiiedad por

9(y) =xy — f(x), =€ ly;

quedando asi definida en toda la imagen D de K bajo el gradiente V. El resultado
basico y general es que g coincide con f# (la transformada de Legendre-Fenchel) en
D. Sin embargo, en general, D no es convexo.

Cuando f es estrictamente convexa y cumple la condicién: para toda sucesién {xy :
k=1,2,---} en K que converge a un punto en el borde de K

(7-5) Iim [V ()] = oo

entonces se tiene g = f# en el convexo donde f# es finita. Ademds, f# es estric-
tamente convexa; diferenciable cumpliendo la condicién (7-8); su transformada de
Legendre es f y se tiene Vf# = (Vf)~L.

20Con S = (0,00) y f(x) = —1/ (que es céncava) se calcula f# = +oco y luego (f#)# = —oo que es la tinica
minorante convexa de f.
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