ALGEBRA 1

Periodo | 2022-11

Practico 1

Ej. 1 Calcular el maximo comun divisor y expresarlo como combinacién lineal de los nimeros dados, para
cada uno de los siguientes pares de niimeros.

1. 13y 21 2. 233 y 377 3. 31y 38. 4. 29 y 50.
I Ej. 2 Sean a, b, c enteros tales que mecd(a,b) =1y ¢ | (a+b). Mostrar que mcd(c,a) =1y med(c, b) = 1.
Ej. 3 Sea a € Z. Mostrar que

(a) a es impar si y solo si med(a,2) = 1. (b) ano es multiplo de 3 si y solo si med(a?—1,3) = 3

I Ej. 4 Probar que si mcd(a,4) =2 y mcd(b,4) = 2 entonces mcd(a + b,4) = 4.

Ej. 5 Demostrar las siguientes propiedades fundamentales del mdzimo comin divisor:

(a) Sid es un divisor positivo comun de a y b, entonces
b 1
med <Z d> = gmcd(a,b).

(b) Sia,b € Z son no nulos, entonces

a b .
med(a.) y med(a. ) son coprimos.

(¢) Sia,b,centeros con a y b no ambos nulos y ¢ > 0, entonces

med(c- a,c-b) = c¢-med(a,b).

(d) Sia|b-c, entonces a| med(a,b) med(a, c).

Ej. 6 (Propiedades de los coprimos) Sean a y b coprimos. Probar

(a) Sia|b-centonces a | c.

(b) Sia|cyb|c, entonces a-b]|c.

(c) Sic|a entonces by ¢ también son coprimos.

(d) med(a-c,b) es igual a med(c, b).

(e) med(a - b, c) es igual a med(a, ¢) - med(b, ¢).

(f) Si ¢ es coprimo con a, entonces b - ¢ es coprimo con a.
(g) Para todo m,n € N se tiene med(a™,d") =1

Ej. 7 Sean a,b y n ntumeros enteros con a y b coprimos, y n > 0. Mostrar que:
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(a) med(2a +3,4a+5) = (f) med(7a — 3b,2a — b) =

(b) med(2a+1,9a +4) = (g) mcd(a + 2b, 2a+b)—103

(¢) med(ba +2,7a+ 3) = 1. (h) med(a+b,a—0b) =16 2.

(d) mecd(6a+ 3,6a+5) = (1) mcd(Z" + 72" —7) = 1.

(e) med(5a + 8,7a + 3) = 1 6 41 (j) mecd(2" 5'”‘1 2ntl L 57) =36 9.

Ej. 8 (Opcional) Sean a,b,w,z,y,z nimeros enteros con a y b no ambos nulos. Supongamos que
med(a,b) =dy w-z—y-x = 1. Mostrar que

med(w-a+z-by-a+z-b)=d.




Ej. 9 Sean a y b enteros tales que med(a, b) = 2. Probar que med(7a + 3b,4a — 5b) = 2 6 94.

Ej. 10 Sean a y b nimeros enteros coprimos. Mostrar:

(a) med(2a + 1, 3a(a+ 1)) = 1. (e) med(a? +b2,a+b):162.

(b) med(a®? —a+1,a+1)=163. (f) med(a? +2,a3+1)=1,3609.

(¢) med(a + b,ab) =1 (g) med(2a? + 3a — 1, 5a+6) =1643.
(d) mcd(a + b,a?b®) = 1. (h) med(2a® + 6a — 4,2a* + 4a — 3) = 1.

Ej. 11 Sean a y b enteros no ambos nulos y sea n € N. Entonces

med(a™, ") = (med(a,b))"”

Ej. 12 (Opcional) Sean a y b enteros tales que med(a,b) = 5. Probar que med(a™ + b, a™~1b) = 5" para todo n € N.
[Hint: Notar que si f y g son coprimos, entonces f™ + ¢g" y f" g también son coprimos.]

Ej. 13 (Opcional) Sean a y b enteros tales que mcd(a,b) = 5. Probar que med(5a — 10b, ab) = 25 6 50. Dar ejemplos de
a y b donde se obtenga cada posible resultado.
[Hint: Una forma de hacer el ejercicio es notando que si a es par entonces b debe ser impar.|

Ej. 14 Probar que
(a) El producto de tres enteros consecutivos es divisible por 6.
(b) El producto de cuatro enteros consecutivos es divisible por 24.

(c) Si a es un entero impar, entonces 24 | a(a® — 1).

5 n3

m
(d) (Opcional) Para todo n € N se cumple que = + = + 15 esun entero.(T)

(1) En los préximos précticos revisitaremos este resultado teniendo nuevas herramientas.

Ej. 15 Sean a y b ntmeros naturales, coprimos y tales que a - b es un numero cuadrado. Demostrar que a y b deben ser
ambos numeros cuadrados.
[Hint: Si a - b= n2, verificar que a = (med(a,n))?]

Ej. 16 Usar el Ejercicio 15 para mostrar que el producto de dos enteros consecutivos no nulos nunca es un niumero
cuadrado, e intentar una segunda prueba sin usar directamente dicho resultado

Ej. 17 Sean a y b enteros no nulos y sea n un ntmero natural. Si a” | b, demostrar que a | b.
[Hint: Una forma de resolver el ejercicio es mostrando |a| = mcd(a,b). Notar que |a"| = mcd(a™,d™) y recordar el
Préctico 2 - Ejercicio 8, incisos 3 y 4.]

I Ej. 18 Sean a y n ndmeros naturales. Si {/a es un ntmero racional, entonces {/a debe ser un nimero natural.

Ej. 19 Probar que /6, /47 y vk con k € [17,80] son ntmeros irracionales.
[Hint: Notar que 22 < 6 < 3% y 33 < 47 < 47]

Ej. 20 Mostrar que para todo n > 2, {/n es un ntimero irracional.
[Hint: Recordar/Probar que 2™ > n > 1y recordar el Prictico 2 - Ejercicio 8, inciso 1.]
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Ej. 21 (Opcional) Sea n un nimero natural tal que la cifra de sus unidades es 2, 3, 7 u 8. Demostrar que n no tiene raiz
cuadrada ezacta(t).

(1) En los préximos précticos revisitaremos este resultado teniendo nuevas herramientas.
Ej. 22 Considerar la relacién R sobre Z* := Z \ {0} definida por

R ={(a,b) € Z* X Z* : a- b es un nimero cuadrado}.

Demostrar que R es una relacién de equivalencia sobre Z*.
[Hint: Se puede usar el Ejercicio 18 para verificar que R satisface transitividad.]

Ej. 23 (Opcional) Sean n,m y a nimeros naturales, a # 1. Demostrar que mecd(a” — 1, a™ — 1) = g™ed(»m) _ 1,
[Hint: Recordar Préctico 4 - Ejercicio 19]

Ej. 24 Calcular el minimo comin multiplo de los siguientes pares de nimeros

(a) 2y 5 (b) 7y 13. (c) 12y 15. (d) 10y 6.

Ej. 25 Completar y demostrar:

(a) Sia € Z no nulo, entonces mem(a,a) = ...
(b) Sia, b € Z no nulos, entonces mem(a,b) =bsiysélosi...
(c) Sia, b€ Z no nulos, entonces med(a, b) = mem(a, b) siy sélosi ...

Ej. 26 (Opcional) Probar que si a,b € Z no nulos, entonces med(a + b, mem(a, b)) = med(a, ).
[Hint: Se puede obtener una demostracién usando el Ejercicio 10 - (c)]

Ej. 27 (Opcional) [Space Math @ NASA: “A Problem in Satellite Synchrony”] La Misién THEMIS ha lanzado dos
satelites que orbitan la Tierra en el mismo plano para studiar el campo electromagnético de la Tierra. El Satélite mas
cercano al planeta tiene un periodo de cuatro horas y el segundo satélite tiene un periodo de ocho horas. Mirando a la
Tierra desde el Polo Norte, suponer que los satélites comenzaron a orbitar juntos en la misma longitud de 100° oeste.
. Después de cuantas horas ambos satélites estardn de nuevo en la misma longitud?

Ej. 28 Encontrar todas las soluciones enteras de las ecuaciones:

(a) 233z 4+ 377y =0 (b) 13z +21y =3 (c) 6z + 10y =4 (d) 50z +29y =1

Ej. 29 El grupo de Ciencia de Materiales de FAMAF ha adquirido recientemente una maquina para ayudar a un viejo
dispositivo en la realizacién de analisis de aleaciones. Durante un proceso que dura exactamente un minuto, el nuevo
artefacto es capaz de realizar 50 testeos mientras que la vieja maquina realiza tan solo 29 testeos y cada tanto se debe
dejar descansar un rato a criterio del operario. Si ambas maquinas han realizado 2022 analisis y la vieja maquina no ha
trabajado mas de 30 minutos ;Cuantos andlisis realizé la nueva adquisicion del grupo?
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Versién para imprimir
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14.

Calcular el méaximo comun divisor y expresarlo como combinacién lineal de los nimeros dados, para cada uno de los siguientes
pares de numeros.

(a) 13y 21 (b) 233y 377 (¢) 31y 38. (d) 29 y 50.
Sean a, b, ¢ enteros tales que med(a,b) =1y c¢| (a+b). Mostrar que med(c,a) = 1y med(e,b) = 1.
Sea a € Z. Mostrar que

(a) a es impar si y solo si med(a,2) = 1. (b) @ no es multiplo de 3 si y solo si med(a®? —1,3) =3
Probar que si med(a,4) = 2 y med(b,4) = 2 entonces med(a + b,4) = 4.

Demostrar las siguientes propiedades fundamentales del mdzimo comin divisor:

(a) Sid es un divisor positivo comin de a y b, entonces

a b 1
med (d d) = amcd(a,b).

(b) Sia,b € Z son no nulos, entonces SON COPTIMOS.

a b
med(a, b) Y med(a, b)

(c¢) Sia,b,c enteros con a y b no ambos nulos y ¢ > 0, entonces
med(c-a,c-b) = c¢-med(a,b).

(d) Sia|b-c, entonces a| med(a,b) med(a, c).
(Propiedades de los coprimos) Sean a y b coprimos. Probar

) Sia|b-centonces a | c.

) Sia|lcyb|c entonces a-b|c

) Sic|a entonces by ¢ también son coprimos.

) med(a - ¢, b) es igual a med(e, b).

) med(a - b, c) es igual a med(a, ¢) - med(b, ¢).

) Si ¢ es coprimo con a, entonces b - ¢ es coprimo con a.
)

Sean a,b y n nimeros enteros con a y b coprimos, y n > 0. Mostrar que:

(a) med(2a + 3,4a+5) = (f) med(7a — 3b,2a — b) =

(b) med(2a+1,9a +4) = 1. (g) med(a + 2b, 2a—|—b) =1 03.

(¢) med(ba+2,7a + 3) = 1. (h) med(a+b,a—b) =16 2.

(d) mcd(6a + 3,6a +5) = (i) med(2® + 77,27 —7") = 1.

(e) med(ba + 8,7a + 3) = 1 641 (j) mecd(2" 5"“, 27l 4 57) =36 9.

(Opcional) Sean a, b, w,x,y, z nimeros enteros con a y b no ambos nulos. Supongamos que med(a,b) =dy w-z—y-x = 1.
Mostrar que
med(w-a+x-b,y-a+z-b)=d.

Sean a y b enteros tales que mcd(a,b) = 2. Probar que mcd(7a + 3b,4a — 5b) = 2 6 94.

Sean a y b numeros enteros coprimos. Mostrar:

(a) med(2a+ 1, 3a(a+1)) = 1. (e) med(a? +b%,a+b) =16 2.

(b) med(a®? —a+1,a+1) =16 3. (f) mcd(a? +2a3+1)—1 369.

(¢) med(a+b,ab) =1 (g) mecd(2a% +3a —1,5a +6) =1 6 43.
(d) mcd(a + b,a?b?) = 1. (h) med(2a® + 6a — 4,24 + 4a — 3) = 1.

Sean a y b enteros no ambos nulos y sea n € N. Entonces
med(a™,b") = (med(a, b))"
Opcional) Sean a y b enteros tales que mcd(a,b) = 5. Probar que mecd(a™ + b™, a™~'b) = 5™ para todo n € N.
p y q q p
Hint: Notar que si son coprimos, entonces f" + g" n=14 también son coprimos.
q yg p gy g p

(Opcional) Sean a y b enteros tales que med(a,b) = 5. Probar que med(5a — 10b, ab) = 25 6 50. Dar ejemplos de a y b donde
se obtenga cada posible resultado.
[Hint: Una forma de hacer el ejercicio es notando que si a es par entonces b debe ser impar.]

Probar que
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20.

21.
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26.

27.

28.

29.

(a) El producto de tres enteros consecutivos es divisible por 6.
(b) El producto de cuatro enteros consecutivos es divisible por 24.

(c) Si a es un entero impar, entonces 24 | a(a? — 1).
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(d) (Opcional) Para todo n € N se cumple que = + 3 + % es un entero.(7)

(1) En los préximos practicos revisitaremos este resultado teniendo nuevas herramientas.

Sean a y b nimeros naturales, coprimos y tales que a-b es un numero cuadrado. Demostrar que a y b deben ser ambos niumeros
cuadrados.

. . . 2
[Hint: Si a - b = n?2, verificar que a = (mcd(a,n))”]

Usar el Ejercicio 15 para mostrar que el producto de dos enteros consecutivos no nulos nunca es un niumero cuadrado, e intentar
una segunda prueba sin usar directamente dicho resultado

Sean a y b enteros no nulos y sea n un ndmero natural. Si a™ | b", demostrar que a | b.
[Hint: Una forma de resolver el ejercicio es mostrando |a| = med(a,b). Notar que |a™| = med(a™,b™) y recordar el Préctico 2 -
Ejercicio 8, incisos 3 y 4.]

Sean a y m nimeros naturales. Si {/a es un nimero racional, entonces /a debe ser un niimero natural.

Probar que v/6, ¥/47 y vk con k € [17,80] son ntimeros irracionales.
[Hint: Notar que 22 < 6 < 3% y 33 < 47 < 47]

Mostrar que para todo n > 2, {/n es un ndmero irracional.
[Hint: Recordar/Probar que 2" > n > 1 y recordar el Préctico 2 - Ejercicio 8, inciso 1.]

(Opcional) Sea n un ntmero natural tal que la cifra de sus unidades es 2, 3, 7 u 8. Demostrar que n no tiene raiz cuadrada
exacta(l).

(1) En los préximos practicos revisitaremos este resultado teniendo nuevas herramientas.

Considerar la relacién R sobre Z* := Z \ {0} definida por
R ={(a,b) € Z* X Z* : a- b es un nimero cuadrado}.

Demostrar que R es una relacién de equivalencia sobre Z*.
[Hint: Se puede usar el Ejercicio 18 para verificar que R satisface transitividad.]

(Opcional) Sean n,m y a niimeros naturales, a # 1. Demostrar que med(a” — 1, a™ — 1) = g™ed(»m) 1,

[Hint: Recordar Practico 4 - Ejercicio 19]

Calcular el minimo comin mailtiplo de los siguientes pares de nimeros
(a) 2y 5 (b) 7y 13. (c) 12y 15. (d) 10y 6.

Completar y demostrar:

(a) Sia € Z no nulo, entonces mem(a,a) = ...
(b) Sia, b€ Z no nulos, entonces mem(a,b) =bsiysélosi...
(c) Sia, b€ Z no nulos, entonces med(a, b) = mem(a, b) siy sélosi ...

(Opcional) Probar que si a,b € Z no nulos, entonces med(a + b, mem(a, b)) = med(a, b).
[Hint: Se puede obtener una demostracién usando el Ejercicio 10 - (c)]

(Opcional) [Space Math @ NASA: “A Problem in Satellite Synchrony”] La Misién THEMIS ha lanzado dos satelites que orbitan
la Tierra en el mismo plano para studiar el campo electromagnético de la Tierra. El Satélite més cercano al planeta tiene un
periodo de cuatro horas y el segundo satélite tiene un periodo de ocho horas. Mirando a la Tierra desde el Polo Norte, suponer
que los satélites comenzaron a orbitar juntos en la misma longitud de 100° oeste. ;Después de cuantas horas ambos satélites
estardn de nuevo en la misma longitud?

Encontrar todas las soluciones enteras de las ecuaciones:
(a) 233z + 377y =0 (b) 13z 4+ 21y =3 (¢) 6x+ 10y =4 (d) 50z +29y =1

El grupo de Ciencia de Materiales de FaMAF ha adquirido recientemente una maquina para ayudar a un viejo dispositivo en
la realizacion de andlisis de aleaciones. Durante un proceso que dura exactamente un minuto, el nuevo artefacto es capaz de
realizar 50 testeos mientras que la vieja maquina realiza tan solo 29 testeos y cada tanto se debe dejar descansar un rato a
criterio del operario. Si ambas méquinas han realizado 2022 anélisis y la vieja maquina no ha trabajado més de 30 minutos
;,Cuantos analisis realizé la nueva adquisicién del grupo?



