ALGEBRA 1

Periodo | 2022-11

Practico Opcional

Ej. 1 Demostrar las siguientes afirmaciones a partir de los axiomas y propiedades bésicas de los niimeros
reales, donde a, b y ¢ son niimeros reales:

(a) 0+0=0y1-1=1. (e) (-1)-b=-b (i) Si @ y b no son cero, entonces
(b) a-0=0 (f) (—a)-b=a-(=b)=—(a-b) (a-b)t=at-bp7t

() a-b=0siia=00b=0 (g) (—a)-(=b)=a-b (j) Sia#0, entonces a=* # 0.

(d) —(—a)=a (h) (-1)"t=-1 (k) Sia+0b=a-+c, entonces b= c.

Ej. 2 Sean a,b,c y d niimeros reales, con b y d diferentes de cero. Recordar que la notacién § denota al
nimero real ab~!. Demostrar las siguientes afirmaciones a partir de los axiomas y propiedades bésicas de
los ntimeros reales:

0 a —a a a ¢ _ a-c
() 5 =0 @ -(G)-5-5 ® 3 5= 5a

a a - b -1 d
P ® 543 o (3) -3

a a ¢ ad+be o _ad
(c) g:fsiiad:bc. (f)g 7= dl:lb. (1) g_ b

Ej. 3 Sean a y b en R. Verificar el resultado de los siguientes productos, llamados productos notables, y
memorizarlos:

(a) (a—10)-(a+b)=a?—"b? (c) (a—0b)-(a®>+a-b+b?*) =a>—b3
(b) (a+b)-(a+b)=a?>+2-a-b+b? (d) (a+0b)-(a®>—a-b+b*) =a>+b3

Ej. 4 Sean a,b,c y d en R. Demostrar los siguientes resultados relacionados con los axiomas de orden:

(d) a-b>0siia>0yb>0,0a<0yb<O0. (j) No existe un nimero real z tal que 2% = —1.

(a) 0<ly-1<0. (f) Sia<by c<d, entonces a+c <b—+d.
(b) Sia # 0, entonces a > 0 sii 2 >0 (g) Si0<a<byO<c<d, entonces0<a-c<b-d.
(¢) Siay bson positivos, entonces a < b si 'y (h) Si a0, entonces a? es positivo.
solo si % < o (i) Si ay b son positivos, entonces a < b sii a® < b?
)
)

(e) a-b<0siiay b tienen signo distinto. (k) a>+b2=0siia=0yb=0.

Ej. 5 Sean a, by c en R. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Existe = € R tal que 2> =z (f) Sia? < b?, entonces a < b.
(b) Sib-c=a, entonces ¢ = % (g) Va?=a.
1 1 1
i i a2 2 h) Existen z,y € R tales que —— 4.
(¢) a<bsiy solosia® < b (h) Yy q oy g
(d) a-b<a-csiysolosib<ec. (i) Si a y b no son cero y cumplen que a +b = 1,

1 1
(e) Sib-c < a, entonces ¢ < % entonces (a - 1) (b - 1) =1
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Ej. 6 Analizar la validez de la siguiente demostracion.

Teorema: Si a € R, entonces a = 0.

Demostracion: a®> = a® . a* —a*=a*—a® . (a—a)(a+a)=ala—a) -.at+a=a .. a=0.

Ej. 7 Analizar la validez de la siguiente demostracion.

Teorema: Todo nimero real es positivo.

Demostracion: 0 <1 . 0-a<1l-a ..0<a.

Ej. 8 Sean a y b ntimeros reales, con a < b, y sea ¢ = “7“’ el cual es llamado el punto medio entre a y b. Mostrar que
a < ¢ < b. Mas generalmente, sea ¢t un real tal que 0 < ¢ < 1, demostrar que a < t-b+ (1 —t) - a < b y mejor aun,

si & es cualquier niimero real entre a y b; i.e. a < z < b, demostrar que debe existir un s € Rtal que 0 < s < 1y
xr=s-b+(1—35)-a.

Ej. 9 Sean a, b y ¢ nimeros reales, con a positivo y b # c¢. Entre los siguientes pares de nimeros, determinar cuél es el
mas grande o para que valores puede decidir que alguno es mas grande:

(a) a®?ya-(a+1). d lbz 9 §b—2 2 1 Il
(b) By (b—1)- (b+1). @ e (bte ’ W 9,
2 ¥ 2 a+17 Y241
V3 V2 1 1 1 . a
¢ L . —2 _yi1
(c) (\[2) y(\/g) ® (a+1)2ya a+1 (0 oz 1
Ej. 10 Resolver las siguientes inecuaciones:
(a) 22 +7>7 (@) @=13)@-17)>12 2 () lz=5=3
1 x—3
2 (e) = >1 z—1
(b) =>4 . (h) a2 +1] > 5 0 241”0
1
(€) 22— 2 +5>3 (£) 2*+ 5 >2 () |z +1]>2 ) |zl|z— 5| > 6
Ej. 11 Sean a,b y ¢ ntmeros reales, con a y b positivos. Demostrar que:
a 4b a+b _ ,
St > ¥a-
(a) b = . (d) 5 2 Va b
(b) Va®+1<a+ o () Sia>1yb>1,entonces a-b>1
(c) Sic> —1, entonces (1 +¢)2>1+2-c. (f) Sia-b=1, entonces a +b > 2
Ej. 12 (Opcional) Sean u, v y w ntmeros reales positivos. Mostrar que
1 1 1 1 1
=42 ) >4 b f=+=+—=)2>9
@ o) (+7)2 0) (wrorw): (345 +5) 2

. Puede proponer una generalizaciéon de este resultado y probarla?
[Hint: Una forma de encarar el ejercicio es mostrando que (u + v) - (u_1 + v_l) es igual a 2+ 2 + = y usar el Ejercicio
11 - inciso (f).]
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Ej. 13 (Opcional) [Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz en el plano] Probar que para todo a, b,c y d en R se
satisface
(ac+ bd)* < (a® +b?)(® + d?).

Ej. 14 (Opcional) Sean a, b y ¢ nimeros reales positivos. Probar:
1. a® 4+ a® > a2+ ol

. (%—1—%\/5)2—#(%4-%\/5)228

[Hint: Una forma de hacerlo es tieniendo en cuenta el Ejercicio 11 - Inciso (f)]

[\)

3. Sia<b<cyabc=1, entonces a+b+c> 3.
Teniendo en cuenta Ejercicio 11 - Inciso (f) ;puede generalizar el resultado y probarlo?
[Hint: Notar que a <1y 1 < ¢y por tanto ac + 1 < a + ¢. Ejercicio 11 - Inciso (f) es muy 1til.]
" a+b+c > 3§
3
5. Sia+ b+ c=1, entonces (1 —a)(1 —b)(1 —¢) > 8abc
[Hint: Verificar que (1 —a)(1 —b)(1 — ¢) = abe(: + ¢ + 1 — 1) y usar Ejercicio 12

abc.

Ej. 15 (Opcional) Sean a y b en R tales que a® + b3 = 4 y ab = 2. Encontrar el valor de a + b
[Hint: Verificar que a® + b® es igual a (a + b)® — 3ab(a + b).]

w

Ej. 16 Sean a y b reales no nulos. Entonces

|a + b] |al 0]
14+ja+b ~1+4a] = 14|

Ej. 17 Resolver las siguientes inecuaciones

(a) lz—1|+|z+2/=3 © m2—25x+4'§1 (g) 0<3z—2< |22 — 2
M) |lz+1+jz—1=z+4 7t —4

(€ le—1l+]z+1 <1 . el (k) vosotl

(@) e —1] < [3z — 2] O =2 = =—3 () va—1<o-3

Ej. 18 (Opcional) Sean a y b niimeros reales tales que |a| < 1y |b| < 1. Probar que |a + b| < |ab + 1]

1
Ej. 19 (Opcional) Sean n y m ntimeros naturales. Mostrar que ‘\f SR QU S—
n 2n(m +n)

Ej. 20 (Opcional) Sea a en R tal que |a| < 3. Entonces |a? — 2a — 15| pierde contra 8|a + 3|.

Ej. 21 (Opcional) Probar que para todo a y b en R se cumple

Ya— | < Yla—bl < /lal + /1.

Ej. 22 (Opcional) Sean a y b ntimeros reales mayores a 1. Mostrar que v/a — 1 + v/b— 1 < vab
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Versién para imprimir

1. Demostrar las siguientes afirmaciones a partir de los axiomas y propiedades basicas de los niimeros reales, donde a,b y ¢ son
numeros reales:

(a) 0 + 0=0y1l-1=1. (e) (-1)-b=-b (i) Siay bno son cero, entonces (a-b) ™! =
(b) a-0=0 (f) (—a)-b=a-(=b)=—(a-b) a~t-bpt

(¢c)a-b=0siia=00b=0 (g) (—a)-(=b)=a-b (j) Sia# 0, entonces a=* # 0.

(d) ( a)=a (h) (-1)"t=-1 (k) Sia+b=a-+c, entonces b= c.

2. Sean a, b, ¢ y d nimeros reales, con b y d diferentes de cero. Recordar que la notacién § denota al ntiimero real ab™ L. Demostrar
las siguientes afirmaciones a partir de los axiomas y propiedades basicas de los numeros reales:

0 ay_~ea_ & ae_uc

(2) 3 =0. (d>—(g>—7—fb- ® 5%~ ba
-1

a-d a b _d

(b) 1 =a © 3= (b) (d) b
d
a ¢ . . a ¢ ad+bc (i)ﬁ:&
(C)E—Ebuad—bc. (f)3+3_ vl b b

3. Sean a y b en R. Verificar el resultado de los siguientes productos, llamados productos notables, y memorizarlos:

(a) (a—0b)-(a+0b)=a®—1? (c) (a=0b)-(a®>+a-b+b?) =a3—b3
() (a+b)-(a+b)=a>+2-a-b+b? (d) (a+b)-(a® —a-b+b?) =a®+ b3

4. Sean a,b,cy d en R. Demostrar los siguientes resultados relacionados con los axiomas de orden:

(a) 0<ly-1<0. (f) Sia<byc<d, entonces a+c <b+d.
(b) Sia#0, entoncesa>0sii%>() (g) Si0<a<byO<c<d,entonces 0 <a-c<b-d.
(¢) Siay b son positivos, entonces a < b si'y (h) Si a # 0, entonces a® es positivo.

solo si 1 < 1 (i) Si a y b son positivos, entonces a < b sii a? < b2
(d) a-b> gsii Z> 0yb>0,0a<0yb<0. (j) No existe un ntimero real x tal que 2% = —1.
(e) a-b<0silay b tienen signo distinto. (k) a>+b2=0siia=0yb=0.

5. Sean a, by ¢ en R. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

(a) Existe z € R tal que 22 = x (f) Sia? , entonces a < b.
2

(b) Sib-c=a, entonces ¢ = % (8) Va*=

1 1 1
(c) a < bsiysolosia? < b (h) Existen z,y € R tales que ity z
(d) a-b<a-csiysolosib<e. (i) Si a y b no son cero y cumplen que a +b = 1, entonces

1 1
a
. a S (s-1) =1

(e) Sib-c < a,entonces ¢ < b a ) b >

6. Analizar la validez de la siguiente demostracién.

Teorema: Si a € R, entonces a = 0.

Demostracion: a®> =a? . a> —a*=a?>—-ad® - (a—a)(a+a)=ala—a) -.a+a=a .. a=0.

7. Analizar la validez de la siguiente demostracién.

Teorema: Todo numero real es positivo.
Demostracion: 0 <1 . 0-a<1l-a..0<a.

8. Sean a y b nimeros reales, con a < b, y sea ¢ = el cual es llamado el punto medio entre a y b. Mostrar que a < ¢ < b. Més
generalmente, sea ¢ un real tal que 0 < t < 1, demostrar que a < t-b+ (1 —1t)-a < b y mejor ain, si z es cualquier nimero real
entre a y b; i.e. a <z < b, demostrar que debe existirun s e Rtalque 0 <s<lyz=s-b+(1—5)-a.

a+b
2

9. Sean a, by ¢ numeros reales, con a positivo y b # c¢. Entre los siguientes pares de nimeros, determinar cudl es el mas grande o
para que valores puede decidir que alguno es més grande:

@ ety © (v2)" s (va)" © P ()

2 2

(b) B2y (b—1)- (b+1). (@) 1642y Sb-2



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

1 11 1 , . a
I S S Yarl () e
(a+1)2 7" a a+1 \2/a+1y ot

a a

a+1 Y Ja2+1

(a) 22 +7>7 (e)l>1 () >1 (J) lz—=5/=3
(b) 22 >4 z -3 0“1
(c) 22 —22x+5>3 1 (h) 2> +1] >5 r+1
() @=13)(@—17)>12 () 2"+ 5 >2 () |v+1]>2 1) |z|jz — 5] > 6
Sean a,b y ¢ nimeros reales, con a y b positivos. Demostrar que:

a 4b a+b 5

—>4— — d > - b
() 24— (@ 2> Va
(b) Va®>+1<a+ 5 () Sia>1yb>1, entoncesa-b>1
(c) Sic>—1, entonces (1+¢)2>1+2-c. (f) Sia-b=1, entonces a+b > 2
(Opcional) Sean u, v y w numeros reales positivos. Mostrar que

1 1 1 1 1

(a) (u+v)~<u+v>24 (b) (u+v+w)-<u+v+w>29

. Puede proponer una generalizacién de este resultado y probarla?
[Hint: Una forma de encarar el ejercicio es mostrando que (u + v) - (u_l + v_l) es igual a 2+ © + = y usar el Ejercicio 11 -
inciso (f).]

(Opcional) [Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz en el plano] Probar que para todo a, b,c y d en R se satisface
(ac+bd)? < (a® 4 b*)(c* + d?).
(Opcional) Sean a, b y ¢ niimeros reales positivos. Probar:
(a) a®+a® > a® + a'
2 2
1 4 1
(b) (\%+ 475) - (\/54- %) >8
[Hint: Una forma de hacerlo es tieniendo en cuenta el Ejercicio 11 - Inciso (f)]

(c) Sia<b<cyabc=1,entonces a+b+c> 3.
Teniendo en cuenta Ejercicio 11 - Inciso (f) jpuede generalizar el resultado y probarlo?
[Hint: Notar que a <1y 1 < cy por tanto ac + 1 < a + ¢. Ejercicio 11 - Inciso (f) es muy 1itil.]

b
(d) % > Vabe.
(e) Sia+b+ c=1, entonces (1 —a)(1l —b)(1 —¢) > 8abc
[Hint: Verificar que (1 —a)(1 —b)(1 —¢) = abe(: + ¢ + 1 — 1) y usar Ejercicio 12

(Opcional) Sean a y b en R tales que a® + b3 =4 y ab = % Encontrar el valor de a + b

[Hint: Verificar que a® + b es igual a (a + b)® — 3ab(a + b).]

Sean a y b reales no nulos. Entonces
la + 0| lal 0]

1+la+b ~1+4|al 141}

Resolver las siguientes inecuaciones

(@) v =1+ |z +2[=3 (e) x2—5x—|—4‘<1 (g) 0<3r—2< |2~z
b 1 —1|=z+4 -4 |7
(b) o+ 1+ |z -1 =2+ (h) VE<zil
(€) [z =1+ |z +1] <1 o o_® z—1
< .
(d) bz —1| < |3z —2|. (f) z[ =2 = |z — 3| (i) voe—1<z-3

(Opcional) Sean a y b nimeros reales tales que |a| < 1y [b] < 1. Probar que |a + b| < |ab + 1|

1

(Opcional) Sean n y m ndmeros naturales. Mostrar que ‘\/5 - ﬁ‘ > —
n 2n(m + n)

(Opcional) Sea a en R tal que |a| < 3. Entonces |a? — 2a — 15| pierde contra 8|a + 3|.

(Opcional) Probar que para todo a y b en R se cumple

Ya— | < =¥ < Yal + /0l

(Opcional) Sean a y b ntimeros reales mayores a 1. Mostrar que va — 1 + vb— 1 < vab




