ALGEBRA 1

Periodo | 2022-11

Practico 6

Ej. 1 Dar todos los niimeros primos positivos menores que 100.

Ej. 2 Sea n un numero natural, n > 1. El nimero n es un nimero primo si y solo si todos los primos
positivos p < y/n no dividen a n.

Ej. 3 (Opcional) Sea n un niimero natural, n > 1, tal que p { n para todo niimero primo tal que p < ¥/n.
Muestre que n debe ser un nimero primo 6 el producto de dos primos.

I Ej. 4 Determinar cuéles de los siguientes ntimeros son primos: 113,123,131, 151,199, 503.
Ej. 5 Probar que si pj es el k-ésimo primo positivo entonces ppy1 < p1-p2-----pr +1

I Ej. 6 Sean a,b,p ntimeros enteros, con p un ntmero primo. Si p | a - b entonces p | a 6 p | b.
Ej. 7 Si p es un ndmero primo y p | a™, probar que p"|a™.

I Ej. 8 Si6|a-b-centonces6|a-b66|b-c66]c-a.
Ej. 9 Determinar todos los a, b, c,d € Z con a,b coprimos y ¢, d coprimos tales que

9a Ta? b+4 5 a c
9 2 ' 21 7 3. -+~ €Z.
1. b =+ 02 € 7. P +b€ b d

Ej. 10 Si mcd(a,b) = p con p primo, hallar los posibles valores para

(a) mcd(a?,b) (b) mcd(a?,b?) (c) med(a®,b) (d) med(a?,b%)

Ej. 11 Rehacer el Ejercicio 10, incisos (a), (¢) y (d) del practico 5, usando el hecho de que todo natural
mayor a 1 tiene al menos un nimero primo que lo divide.
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Ej. 12 Sea a,b € N tales que med(a,b) = 1 y sea n € N tal que n + 2 es un ntimero primo. Mostrar que
med(a + b, a? + b —nab) es 1 o n + 2.
[Hint: Usar division de polinomios para descubrir que a? + b*> — nab = (a + b)(a — (n + 1)b) + (n + 2)b?]

Ej. 13 Mostar que todo primo positivo p divide a k!- (¥) con k =1,2,...,p—1, y en consecuencia p | (7).
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I Ej. 14 Sea p un ntmero primo positivo. Probar que med(p, (p — 1)!) = 1.

Ej. 15 Demostrar que: si n > 2 existe un p primo tal que n < p < n!

[Hint: Como p es primo, entonces p es de la forma 6k + 1 6 6k + 5.]

I Ej. 16 Si p > 5 es un nimero primo, mostrar que p? + 2 es un nimero compuesto.

Ej. 17 Si p es un ntimero primo impar diferente de 5 probar que p? — 1 6 p? + 1 es divisible por 10.




I Ej. 18 Sip > ¢ > 5y py ¢ son ambos primos, probar que 24 | ¢> — 1 y usar este hecho para deducir que 24 | p? — ¢°.

Ej. 19 Sea p un numero natural tal que p, p + 2 y p + 4 son numeros primos impares. Demostrar que p debe ser el
numero 3; es decir, 3, 5 y 7 es la Unica terna de nimeros naturales impares consecutivos que son primos.

Ej. 20 Sean a y b nimeros naturales con una factorizacién en nimeros primos positivos del tipo a = p{* - p5? - ... - p%*
yb= pfl -p§2 T 'pfsv donde o; >0y B; >0 parai=1,2,...,s. Entonces el maximo comun divisor de a y b es
mcd(a b) _ pxlnin{al,lﬁ} .pgnin{ag,ﬁz} ) . min{a.,Bs}
) 000 5 .
Usar este resultado para deducir que a | b siy solo si a; < f3; para i =1,2,...,s.

Ej. 21 Sean a y b numeros naturales mayores a 1. Demostrar que a y b son coprimos si y solo sus factorizaciones como
producto de nimeros primos positivos dada por el Teorema Fundamental de la Aritmética no tienen primos en comun.

I Ej. 22 Rehacer los Ejercicios 15, 17 y 19 del practico 5 usando el Teorema Fundamental de la Aritmética.
Ej. 23 Sean € N, n > 2. Probar que si p es un niimero primo entonces {/p ¢ Q

Ej. 24 Reinterpretar la relacion de equivalencia del Ejercicio 22 del préactico 5 usando el Teorema Fundamental de
la Aritmética, es decir, dados a y b en Z*, dar condiciones sobre su factorizacién en nimeros primos para que esten
relacionados.

Ej. 25 (Opcional) Sean p un nimero primo y n € N. Sea p* la mayor potencia de p que divide a n!. Probar que
" ln
o L

donde m € N es la maxima potencia de p que divide a n.

Ej. 26 (Opcional) Determinar

(a) La maxima potencia de 3 que divide a 77!. (d) La maxima potencia de 24 que divide a 81!.
(b) La méxima potencia de 9 que divide a 77!. (e) En cudntos ceros termina el desarrollo decimal de 81!.
(¢) La méxima potencia de 20 que divide a 81!.

Ej. 27 Hallar el menor multiplo de 168 que es un cuadrado.

Ej. 28 Sea a un nimero natural mayor a 1 y sea pi* - ... p% su factorizacién en nimeros primos positivos distintos.
Mostrar que a tiene exactamente (a; + 1)(ca + 1) ... (a5 + 1) divisores positivos.

Ej. 29 (Opcional) Encontrar una sucesién de 100 nimeros naturales consecutivos tales que todos sean nimeros com-
puestos. Generalizar a una sucesién de n naturales consecutivos.

Ej. 30 (Opcional) Probar que todo niimero n mayor que 11 es la suma de dos nimeros compuestos.
[Hint: Razonar sobre si n es par é impar. En el primer caso pensar en n — 4 y en el segundo considerar a n — 9|

Ej. 31 Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

(a) SineN, 6|ny 15 |n, entonces n > 29. (d) Para todo n € N, med(n? — 1,n3) = 1.
(b) Existen n,m € Z no nulos tales que n? = 24m3. (e) Sin € N tiene una cantidad impar de divisores positivos
(c) Existen n,m € Z no nulos tales que 2n? = 3m?. entonces n es un cuadrado.
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Dar todos los ntimeros primos positivos menores que 100.

Sea n un ndmero natural, n > 1. El ntimero n es un ndmero primo si y solo si todos los primos positivos p < 4/n no dividen a
n.

(Opcional) Sea n un ntimero natural, n > 1, tal que p { n para todo nimero primo tal que p < ¢/n. Muestre que n debe ser un
namero primo 6 el producto de dos primos.

Determinar cudles de los siguientes ntimeros son primos: 113,123,131,151,199, 503.
Probar que si py es el k-ésimo primo positivo entonces pr11 < p1-pa-----pr + 1
Sean a, b, p niimeros enteros, con p un nimero primo. Si p | a - b entonces p | a é p | b.
Si p es un ndmero primo y p | a™, probar que p™|a™.
Si6|a-b-centonces6|a-b66|b-c66]|c-a.

Determinar todos los a, b, c,d € Z con a,b coprimos y ¢, d coprimos tales que

9 7a? b+4 5 a.,.c

Si med(a, b) = p con p primo, hallar los posibles valores para
(a) med(a?,b) (b) mcd(a?,b?) (c) med(a®,b) (d) mcd(a?,b?)

Rehacer el Ejercicio 10, incisos (a), (¢) y (d) del practico 5, usando el hecho de que todo natural mayor a 1 tiene al menos un
ndmero primo que lo divide.

Sea a,b € N tales que mcd(a,b) = 1 y sea n € N tal que n + 2 es un nimero primo. Mostrar que med(a + b, a? + b* — nab) es 1
on+2.
[Hint: Usar division de polinomios para descubrir que a? + b*> — nab = (a + b)(a — (n + 1)b) + (n + 2)b?]

Mostar que todo primo positivo p divide a k! - (i) conk=1,2,...,p— 1,y en consecuencia p | (i)
Sea p un ndimero primo positivo. Probar que med(p, (p — 1)!) = 1.
Demostrar que: si n > 2 existe un p primo tal que n < p < n!

Si p > 5 es un niimero primo, mostrar que p? + 2 es un nimero compuesto.
[Hint: Como p es primo, entonces p es de la forma 6k + 1 6 6k + 5.]

Si p es un nimero primo impar diferente de 5 probar que p? — 1 6 p? + 1 es divisible por 10.
Sip>q>5ypy qson ambos primos, probar que 24 | g> — 1 y usar este hecho para deducir que 24 | p? — ¢°.

Sea p un nimero natural tal que p, p+ 2 y p+ 4 son niimeros primos impares. Demostrar que p debe ser el nimero 3; es decir,
3,5y 7 es la Unica terna de niimeros naturales impares consecutivos que son primos.

Sean a y b nimeros naturales con una factorizacién en niimeros primos positivos del tipo a = pJ™*-p5?-....pS y b= pfl -p§2 opls,

donde o; >0y B; > 0 parai=1,2,...,s. Entonces el maximo comun divisor de a y b es
med(a, b) = prin{ovAi} pmin{as el - pmin{as, 8}
9 PP s .

Usar este resultado para deducir que a | b siy solo si a; < f3; para i =1,2,...,s.

Sean a y b nimeros naturales mayores a 1. Demostrar que a y b son coprimos si y solo sus factorizaciones como producto de
nimeros primos positivos dada por el Teorema Fundamental de la Aritmética no tienen primos en comun.

Rehacer los Ejercicios 15, 17 y 19 del practico 5 usando el Teorema Fundamental de la Aritmética.
Sea n € N, n > 2. Probar que si p es un niimero primo entonces /p ¢ Q

Reinterpretar la relacion de equivalencia del Ejercicio 22 del practico 5 usando el Teorema Fundamental de la Aritmética, es
decir, dados a y b en Z*, dar condiciones sobre su factorizacién en nimeros primos para que esten relacionados.

(Opcional) Sean p un ntmero primo y n € N. Sea p® la mayor potencia de p que divide a n!. Probar que

=3 [5]

donde m € N es la maxima potencia de p que divide a n.

(Opcional) Determinar



27.
28.

29.
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31.

(a) La mdxima potencia de 3 que divide a 77!. (d) La méxima potencia de 24 que divide a 81!.
(b) La méxima potencia de 9 que divide a 77!. (e) En cudntos ceros termina el desarrollo decimal de 81!
(¢) La méxima potencia de 20 que divide a 81!.

Hallar el menor multiplo de 168 que es un cuadrado.

Sea a un nuimero natural mayor a 1 y sea pi* -...- p% su factorizacién en niimeros primos positivos distintos. Mostrar que a
tiene exactamente (ag + 1)(az +1)... (a5 + 1) divisores positivos.

(Opcional) Encontrar una sucesién de 100 niimeros naturales consecutivos tales que todos sean nimeros compuestos. Generalizar
a una sucesién de n naturales consecutivos.

(Opcional) Probar que todo ntimero n mayor que 11 es la suma de dos niimeros compuestos.
[Hint: Razonar sobre si n es par 6 impar. En el primer caso pensar en n — 4 y en el segundo considerar a n — 9|

Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.
(a) SineN, 6|ny15|n, entonces n > 29. (d) Para todo n € N, med(n? —1,n3) = 1.

a
(b) Existen n,m € Z no nulos tales que n? = 24m3. (e) Si n € N tiene una cantidad impar de divisores positivos
(c) Existen n,m € Z no nulos tales que 2n? = 3m?. entonces n es un cuadrado.



